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RESUMO

Seja K/Q uma extensao abeliana de grau primo fmpar p e condutor n, onde p nao se
ramifica em K/Q. As principais contribuicoes deste trabalho sdo: 1) caracterizagao de
ideais de Ok em cuja fatoragdo constam apenas ideais primos ramificados K/Q; 2) célculo
da densidade de centro da representagao geométrica de Z-modulos em Oy caracterizados
por uma equagao modular (para p = 3,5 e 7, parametriza-se o algoritmo que otimiza a
densidade de centro destes reticulados). Além disso, os seguintes resultados sdo também
descritos: 1) Familias de reticulados associados a polindémios em Z[x] de grau dois e trés;
2) uma prova alternativa da finitude do grupo das classes de um corpo niimeros baseada

somente em empacotamentos esféricos.

Palavras-chave: Extensoes Abelianas. Corpos ciclotomicos. Reticulados algébricos.

Densidade de centro.



ABSTRACT

Let K/Q be an Abelian extension of odd degree p and conductor n, where p does not
ramify in K/Q. The main contributions of this work are: 1) caracterization of ideals
of Ok whose factorization includes only prime ramified ideals K/Q; 2) calculation of
the center density of the geometric representation of Z-modules in O caracterized by a
modular equation (for p = 3,5, and 7, the algorithm that is used to optimize the center
density of those lattices is parametrized). Besides, the following results are also described:
1) Families of lattices associated to polynomials in Z[z| of degree two and three; 2) an
alternative proof of the finiteness of the class group of a number field based solely on

sphere packings.

Keywords: Abelian extension. Cyclotomic fields. Algebraic lattices. Center density.
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1 INTRODUCAO

O empacotamento de esferas é um tema atual, principalmente pelas suas
ligacoes com varias areas do conhecimento, em especial com a Teoria da Informacao.

Os primeiros resultados que se conhece sao anteriores a Gauss, Newton e outros
grandes nomes da matematica.

Em 1900 o problema do empacotamento de esferas foi destacado por Hilbert,
dentre outros que seriam de grande relevancia no século seguinte, pela sua importancia e
complexidade.

Muito tem sido feito ao longo dos ltimos anos, e muito mais hé por se fazer.
A relagao comprovada entre a densidade de um empacotamento de esferas e a eficiéncia
de um codigo corretor de erros, aumentou o interésse pelo assunto e novas técnicas para
a obtencao de reticulados foram disponibilizadas.

No corpo desta tese abordamos uma técnica nova na obtencao de reticulados,
deduzida das raizes reais de um polinomio. Algumas familias de polinémios sao apre-
sentadas para mostrar a eficiéncia do método em dimensoes 2 e 3. Estes resultados
encontram-se no Capitulo 3, onde incluimos uma demonstracao da finitude do Grupo das
Classes de um corpo de nimeros, utilizando reticulados algébricos como ferramenta. Os
resultados acima relatados constituem a base de dois artigos publicados: (FLORES et al.)
e (INTERLANDO, NOBREGA NETO, and NUNES).

No quarto capitulo o foco sao extensoes Galoisianas de grau primo fmpar p.
Conhecemos dados importantes destes corpos quando o ideal pZ nao se ramifica. Assim
conseguimos caracterizar os ideais que se ramificam e explorar propriedades da forma
traco, quando restrita aos ideais primos ramificados.

Na Secao 4.3 abordamos a p-parte do grupo das classes, apontando para resul-
tados inéditos na Teoria dos Corpos de Classe e abrindo a possibilidade de novos resultados
nesta direcao.

Na Secao 4.4, estendemos para certos Z-mddulos o conceito dos ideais primos
ramificados. Nestes modulos a forma traco foi exautivamente explorada e bons resultados
foram obtidos. Conseguimos parametrizar o desempenho de um algoritmo que calcula a
densidade de centro da representacao geométrica destes médulos e, para as dimensoes 3,
5 e 7, apresentamos 6timos resultados.

No Capitulo 5 apresentamos as conclusoes e algumas propostas para pesquisas

futuras.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos neste capitulo algumas definigoes e resultados basicos da Te-
oria algébrica dos Numeros, diretamente relacionados com o conteido desta tese. O obje-
tivo é que este material seja, na medida do possivel, se nao autosuficiente, uma sequéncia
que forneca ao leitor informacgoes sobre os principais resultados, defini¢oes e idéias basicas
que contribuirao para a obtencao dos resultados.

Abordamos conceitos como elemento inteiro, norma traco, anel de inteiros,
corpo de numeros, discriminante, decomposicao de ideais, extensoes galoisianas, reticu-
lados e outros conceitos relacionados. Os resultados apresentados, em sua maioria, sao
dirigidos para corpos de nimeros e especificamente para serem aplicados nos capitulos
seguintes. Para cada um desses resultados a referéncia bibliografica é citada.

Optamos por nao incluir as demonstracoes por considera-las de dominio piblico.
Excecao sera feita a poucos resultados por entender que a demonstracao aqui escrita con-
tribuird para uma melhor comprensao do texto.

A sequéncia dos resultados deste capitulo seguiu inicialmente a ordem do livro
Algebraic Theory Of Numbers de Pierre Samuel e mais adiante adotamos prioritariamente

o livro Number Fields de Daniel A. Marcus.

2.1 Inteiros Algébricos

Definigao 2.1 Sejam B um anel e A um subanel de B. Um elemento x de B ¢ inteiro
sobre A se x € raiz de um polinomio monico com coeficientes em A. Se todo elemento de

B ¢ inteiro sobre A dizemos que B € inteiro sobre A.

Exemplo 2.1 O elemento 1 + i , de Z[i] , € inteiro sobre Z, pois é raiz do polinémio

m(X) = X% —2X + 2. O mimero racional %, nao € inteiro sobre 7.

Exemplo 2.2 O anel Z [\/ﬂ = {a +bV2;a,b € Z} é inteiro sobre Z pois um elemento
qualquer, a +bv/2 € Z [\/5} ¢ raiz do polinomio f(X) = X? —2aX + a* — 2°.

1

2] nao ¢ inteiro sobre

Observe que % nao é inteiro sobre 7Z, assim 7Z [

Z.. De modo anélogo, ‘/75 nao é inteiro sobre Z e Z [\/Tﬂ

Z [%} eZ [\/ﬂ estao contidos em 7 [‘/75} .

nao ¢ inteiro sobre Z. Ambos,

Proposicao 2.1 (SAMUEL, Coroldrio 2, p.29) Sejam B um anel e A um subanel de B.
O conjunto A’ dos elementos de B que sao inteiros sobre A é um subanel de B que contém

A.
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Definigao 2.2 Sejam B um anel e A um subanel de B. O anel A’ dos elementos de
B inteiros sobre A € chamado de fecho integral de A em B. Em particular, se A € um
dominio de integridade e B € o corpo de fracoes de A, dizemos que A’ € o fecho integral

de A. No caso em que A’ = A , dizemos que A € integralmente fechado.

Exemplo 2.3 Todo anel principal € integralmente fechado. Assim o anel Z. dos nimeros

inteiros € integralmente fechado.

Proposicao 2.2 (SAMUEL, Proposi¢ao 2, p.29) Sejam C' um anel, B um subanel de C'
e A um subanel de B. Se B € inteiro sobre A e C ¢ inteiro sobre B, entao C € inteiro

sobre A.
Exemplo 2.4 O fecho integral de um dominio de integridade A € integralmente fechado.

Exemplo 2.5 Como —3 =1 (mod 4), Z [%53] ¢ inteiro sobre Z, assim Z [%53} é
algébrico sobre 7 [\/—3], logo Z. [\/—3 nao € integralmente fechado.

Consideraremos agora o caso em que o subanel A de B, é um corpo K.

Definicao 2.3 Seja B um anel e K um subcorpo de B. Um elemento x € B ¢é algébrico
sobre K se x € raiz de um polinomio com coeficientes em K. Um elemento de B que nao

¢ algébrico sobre K ¢é chamado de transcendente sobre K.

Assim, sobre um corpo, um elemento é algébrico, se e somente se , é inteiro.
Temos também que um elemento x é algébrico sobre um corpo K, se e somente

se, a dimensao do K-espago vetorial K[z sobre K, denotada [K|x] : K| , ¢ finita.

Definicao 2.4 Dizemos que um anel B que contém um corpo K € algébrico sobre K se
todo elemento de B ¢ algébrico sobre K. Neste caso, se B € um corpo dizemos que B ¢é
uma extensao algébrica de K e a dimensao do K-espaco vetorial B sobre K, denotada
[B: K|, € chamada de grau de B sobre K.

Com a notacgao acima, se x é um elemento de B algébrico sobre K, existe um
homomorfismo ¢ : K[X] — B tal que ¢(X) =z e p(a) = a para todo a € K. A imagem
de p é K[x]. Podemos entao dizer que um elemento = € B é algébrico sobre K se, e
somente se, Ker(yp) # (0). Nesse caso, como K[X] ¢ um dominio principal, seja F/(X)
o polinémio nao nulo gerador do ideal Ker(p), o qual pode ser tomado moénico e neste
caso é unicamente determinado e chamado polinomio minimal de z sobre K. O grau do
polinomio minimal de x sobre K ¢é chamado de grau de x sobre K. Podemos verificar
também que, se G(X) é um polinomio qualquer de K[X]| entao G(z) = 0 < F(X) divide
G(X) em K[X]. Ainda pelo fato de que K[X]/(F(X)) = K]|z], temos K][x] é corpo
< KJz] é dominio de integridade <= F(X) ¢é irredutivel. Particularmente, se B é um
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corpo e um elemento x de B é algébrico sobre K, o polinobmio minimal de x sobre K é
irredutivel.

Por outro lado, se K é um corpo e F(X) um polinomio irredutivel de K [X],
podemos ver K[X]/(F (X)) como um corpo que contém K. Denotando por x a classe de
X mnesse corpo, temos F(x) =0 e assim F(X) é divisivel por X — z em K [z]. Mais

geralmente temos:

Proposicao 2.3 (SAMUEL, Proposicao 3, p.32) Sejam K um corpo e P(X) € K[X]
um polinomio ndao constante. Existe uma extensao algébrica K' de K tal que P(X) se
decompoe em fatores lineares em K'[X].

Dizemos que um corpo K ¢ algebricamente fechado se todo polinomio nao
constante P(X) em K[X] se decompde em fatores do primeiro grau em K[X]|. Para que
um corpo K seja algebricamente fechado é suficiente que todo polindbmio nao constante
P(X) em K[X] admita uma raiz em K. O corpo C dos nimeros complexos é algebrica-
mente fechado. Um exemplo de um corpo que nao é algebricamente fechado é o corpo

R dos nameros reais.

Dados dois corpos L e M contendo um corpo K, chamamos de K-isomorfismo
de L sobre M a todo isomorfismo ¢ de L sobre M tal que ¢(a) = a para todo a em
K. Nestas condigoes dizemos que L e M sao K-isomorfos ou, se L e M sao algébricos
sobre K dizemos que sao corpos conjugados sobre K. Se L e M sao extensoes de K,
dizemos que dois elementos x de L ey de M sao conjugados sobre K se existe um
K-isomorfismo ¢ : K(x) — K(y) tal que ¢(z) = y. Tal isomorfismo é tinico e o fato
de dois elementos serem conjugados sobre K significa que ou os dois sao transcendentes
sobre K ou os dois sao algébricos sobre K e neste caso, tém o mesmo polindomio minimal.

Como exemplo tomamos um polinomio F'(X), irredutivel sobre K, cujas raizes
numa extensao L de K sao xy,xs,...,%,. Neste caso os z; sao dois a dois conjugados

sobre K, bem como os corpos K (z;) sdo dois a dois conjugados sobre K.

Lema 2.1 (SAMUEL, Lema, p.33) Sejam K um corpo de caracteristica zero, F(X) um

polinémio monico irredutivel em K [X] e F(X) = [[(X — x;), sua decomposicio em
i=1

fatores lineares em uma extensao L de K. Entao as n raizes x1,,...,x, de F(X) sdo

distintas.

Teorema 2.1 (SAMUEL, Teorema 1, p.33) Sejam K um corpo de caracteristica zero, L
uma extensao de K de grau n e C' um corpo algebricamente fechado contendo K. Entdo

existem n K-monomorfismos distintos de L em C.

Corolario 2.1 (Teorema do Elemento Primitivo) (SAMUFEL, Coroldrio, p.34) Se-

jam K um corpo de caracteristica zero e L uma extensao de K de grau finito n. Entao
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existe um elemento x em L tal que L = K [z]. Um tal elemento x ¢é chamado de
elemento primitivo.

Na verdade, tomando como hipétese o resultado do Corolario 2.1, podemos
demonstrar o Teorema 2.1. Portanto esses dois resultados sao equivalentes. Para ver isso

basta verificar a demonstragao do Teorema 2.1 em (SAMUEL| Teorema 1, p.33).

Definicao 2.5 Se K ¢ uma extensao finita de Q, de grau n, dizemos que K é um Corpo
de Numeros de grau n.
Pelo Corolario 2.1, vemos que todo Corpo de Nimeros é da forma K = Q [z],

onde z é um elemento de K. Assim 1,z,22,...,2" ! é uma base para o Q-espaco vetorial

K =Q|x].

Um Corpo de Numeros de grau 2 é chamado um Corpo Quadratico.

Exemplo 2.6 E possivel provar que todo Corpo Quadrdtico € da forma Q(\/a), onde d

¢ um numero inteiro livre de quadrados.

Um corpo de nimeros K, da forma K = Q[(,] onde ¢, é uma raiz primitiva

n-ésima da unidade, é chamado Corpo Ciclotomico.

Definicao 2.6 Dado um Corpo de Numeros K, os elementos de K que sao inteiros sobre

Z., sao chamados inteiros algébricos de K.

Pela Proposicao 2.1, o conjunto dos inteiros algébricos de K é um anel que

denotamos por Ok e o chamamos de anel de inteiros de K.
Seja d um ntimero inteiro livre de quadrados e K = Q(V/d).
Lema 2.2 (SAMUEL|, Teorema 1, p.35) O anel de inteiros de K é Z[w] onde,

Vd se d=2,3 (mod 4)
w=9 1+vd

2 Y

se d=1 (mod 4)

O anel de inteiros de um Corpo de Numeros K, de grau n, contém um subcon-
junto f = {ay,...,a,} de tal modo que todo elemento de Ok é uma combinagao linear,
com coeficientes em Z, dos elementos de 8. O conjunto 3 é denominado uma base integral

de Ok (ou K ) e por isso Ok satisfaz a defini¢ao de Z-mdédulo livre de posto n.

Proposicao 2.4 (WASHINGTON, Teorema 2.5, p.11 ). Se K = Q((,) onde ¢, € raiz
primitiva uma n-ésima da unidade, entdo o grau da extensio K/Q é ¢(n), onde ¢ € a

funcao de Euler.
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Proposicao 2.5 (WASHINGTON, Teorema 2.6, p.11 ) Se K = Q((,) onde ¢, é uma
raiz primitiva n-ésima da unidade, entao D = Z[(,] e o conjunto {1, Cay - o f(n)_l}

¢ uma base integral para Q((,).

2.2 Norma e Traco

Sejam K um corpo dos niimeros, I uma extensao finita de K de grau n,
C' um corpo algebricamente fechado contendo K e o4,... ,0,, os n K-monomorfismos
de L em C. Definimos o Trago de um elemento x de L, relativamente a extensao
L de K e Norma de um elemento x de L, relativamente a extensao L de K ,

denotando da seguinte maneira : para um elemento = de L, Trp x(x) = > 1, 0i(x) e
Nik(w) = [1izy oi(2)-

Observamos imediatamente as propriedades abaixo para elementos = e y em

i) Trix(x+y) =Trix(x) + Trok(y)
ii) Np/w(zy) = Niyr(2) N (y).

Assim se x estd em K,
iii) Trp/x(x) = nx

iV) NL/K(I) ="

Sex estaem K e y estdem L, do que temos podemos deduzir que
v) Treyi(zy) = 2T r(y)
vi) Nk (zy) = 2" Niyk (y)-

Com o que vimos acima, podemos mostrar o seguinte:

Proposicao 2.6 (MARCUS, Teorema 4, p.21) Sejam K wum Corpo de Nimeros, L uma
extensao finita de K de graumn, x um elemento de L de grau d sobre K e oy,...

, 04 05 d K-monomorfismos de K[z]. Enta

Z) TTL/K(I‘) =

Nas hipoteses da Proposicao 1.16, podemos concluir o seguinte:

Corolario 2.2 (MARCUS, Corolario, p.23) Sejam K wum Corpo de Nimeros, L uma
extensao finita de K de graun e x um elemento de L. Entio Trpx(x) e Np/(w)
sao elementos de K; além disso se o elemento x estd em Op, entio Trpx(x) e

Ni/k(x) estao em Ok-.
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Exemplo 2.7 Sejam K = Q e L = Q(\/E) Entio x € L € da forma z = a+ bVd e
temos Tryg(x) = 2a, Npjg(z) =a® —db*.

Proposicao 2.7 (SAMUEL, Coroldrio, p.38) Se K € um corpo de nimeros, entdo Tr g q(x)

e Ngjg(x) sao nimeros inteiros, para todo x € Ok .

Quando temos trés corpos em torre, o préximo resultado nos da a relacao entre os Tragos

e entre as normas, que chamamos de regra da transitividade.

Proposicao 2.8 (MARCUS, Teorema 5, p.23) Sejam K um corpo de nimeros, L uma
extensao finita de K e M wuma extensao finita de L. Entdo para todo elemento x de
M, temos:

i) Tro x(Traye(x) = Tryg(x);

i) Nojx(Nayo(2)) = Nayi ().

Para finalizar esta secao introduzimos o conceito de norma de um ideal inteiro
nao nulo J como sendo a cardinalidade do quociente O /J. Quando J é um ideal principal,

temos a

Proposicao 2.9 (SAMUEL, Proposicao 1, p.52) Sejam K um corpo de nimeros x um
9)
elemento nao nulo de Ok, entao ’NK/@(x)’ =# ( K )

<T>

2.3 Teoria de Galois

Sejam L um corpo e G um conjunto de automorfismos de L. O conjunto dos
x € L tais que o(z) = x para todo o € G é um subcorpo de L, que é chamado de corpo
dos invariantes de GG. Por outro lado, dada uma extensao L de um corpo K o conjunto

dos K-automorfismos de L é um grupo com a operacao composicao.

Proposicao 2.10 (SAMUEL, Teorema 1, p.86) Seja L uma extensio de grau n de um
corpo K de caracteristica 0. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) K € o corpo dos invariantes do grupo G dos K -automorfismos de L.

i) Para todo x € L o polinomio minimal de x sobre K tem todas as raizes em

ii1) L € gerado pelas raizes de um polinémio sobre K.

Com as condicoes acima, o grupo G dos K-automorfismos de L tem ordem n.



19

Definicao 2.7 Se as condicoes da Proposicio 2.10 sao satisfeitas, dizemos que L € uma
extensao de Galois (ou Galoisiana) de K e que G € o grupo de Galois de L sobre K, que
denotamos G = Gal(L/K). Se G ¢é abeliano (respectivamente ciclico), dizemos que L €

uma extensao abeliana (respectivamente ciclica) de K.
Exemplo 2.8 Toda extensao quadratica é uma extensao de Galois.

A partir da definigao é facil concluir que uma extensao ciclotomica é Galoisiana.

Coroléario 2.3 (SAMUEL, Coroldrio, p.87) Seja K um corpo de caracteristica 0, L uma
extensao de grau finito n de K e H um grupo de automorfismos de L que admitem K

como corpo de invariantes. Entao L € uma extensao galoisiana de K e seu grupo de

Galois é H.

Teorema 2.2 (SAMUEL, Teorema 2, p.87) Seja K um corpo de caracteristica 0, L uma
extensao Galoisiana de K e G seu grupo de Galois. Para cada subgrupo H de G, seja
k(H) o corpo dos invariantes de H e para cada subcorpo M de L que contém K, seja
g(M) o grupo dos M-automorfismos de L. Entao:

i) As aplicagoes g e k sdo bijecoes inversas uma da outra e decrescentes pela
relacao de inclusao e L € uma extensao Galoisiana de todo corpo intermedidrio M.

ii) Para que um corpo intermedidrio M seja uma extensio Galoisiana de K,
¢ necessdrio e suficiente que g(M) seja um subgrupo normal de G. Neste caso, o grupo
de Galois de M sobre K € isomorfo a G/g(M).

Teorema 2.3 (MARCUS, Teorema 7, p.263) Sejam L e M extensoes galoisianas de um
corpo de caracteristica zero K tais que LN M = K. Entao o composito LM €é uma

extensao galoisiana de M e Gal(LM /M) é isomorfo ao Gal(L/K).

Desse Teorema podemos concluir que para todo elemento, x € L,
teremos que Trpn/m(2) = Trp k(x) e com essa observacao demonstra-se o Lema seguinte

que sera utilizado no Capitulo 4.

Lema 2.3 Seja m um inteiro da forma m = a - b, com (a,b) = 1. Entdo:

Trom/(Cm) = Troe.)/(Ca) - TTae) ()

Demonstragao: Como (a,b) = 1, existem inteiros r e s tais que ar + bs = 1. Com isso

podemos escrever

b b
Gn =Gy = Cap ~ Cap = o - G-
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Assim,

Trgn)/(Gn) = Traca/e (Tracm/ec) (G- &) = Troe.)o(€) - Trae)e($)-

Visto que (s,a) = (r,b) =1, {, e (& s@o conjugados e assim tém o mesmo trago; do
mesmo modo (;, e (; sao conjugados.

Portanto, T7q(c,.)/0(Cm) = TTac.) /() - TTo) /()
O

O resultado a seguir é de extrema importancia para a Teoria dos Numeros e

em particular para esta Tese.

Teorema 2.4 (RIBENBOIM, p.273) (Teorema de Kronecker-Weber) Se K é um corpo

de nimeros abeliano, entao existe um inteiro positivo n tal que K C Q((,).

O menor inteiro positivo n tal que K C Q((,), é definido como o condutor de

2.4 Discriminante

Sejam K um corpo de ntimeros, . uma extensao finita de K de graun, C
um corpo algebricamente fechado contendo K e O1,...,0p 0s n

K-monomorfismos de L em (. Definimos o discriminante de uma n-upla de

elementos x,x9,...,x,, todos em L , relativamente a extensao L de K , deno-
tando da seguinte maneira : para uma n-upla de elementos xq,xs,...,2,, todos em
L, D(x1,x,...,1,) = det(c;(x;))?, isto é: o quadrado do determinante da matriz cujo

elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna ¢é o;(z;). Dessa definigdo podemos deduzir

que D(zy,29,...,2,) = det(Trp/k(x;x5)).

Proposicao 2.11 (SAMUEL, Proposi¢ao 1, p.38) Nas condi¢des da defini¢ao de discri-
minante, sejam xi,xa,...,Tn € Y1,Y2,...,Yn, elementos de L tais que y; = 2?21 a;;x;,
com a;; € K. Entao D(y1,...,yn) = (det(a;))* - D(z1,...,2,).

Corolario 2.4 Se K € um Corpo de Numeros de grau n, entdo os discriminantes das
bases do Z-modulo O, diferem por um elemento invertivel de Z e que é um quadrado.

Portanto esses discriminantes sao iguais.
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Proposicao 2.12 (SAMUFEL, Proposicio 3, p.39) Sejam K uwm corpo de caracteristica

zero, L uma extensao de K, de grau finiton e o1,09,...,0, o0osn K-monomorfismos
distintos de L em um corpo algebricamente fechado C contendo K. Entao se (x1,xa, ..., Ty,)
¢ uma base de L sobre K, teremos D(xq,xa,...,x,) # 0.

Definicao 2.8 Seja K um Corpo de Numeros. O discriminante, relativamente a extensao
K de Q, de uma base integral qualquer de K é chamado discriminante do corpo K e

denotamos por Disc(K).

Teorema 2.5 ('NO/BREGA NETO, LOPES, and INTERLANDQ) Se K ¢é um corpo de

nimeros de grau primo e condutor n, entdo |Disc(K)| = nP~!.

Tendo em vista a demonstracao do Lema 4.2 do Capitulo 4, enunciamos a

seguinte
Proposigao 2.13 (WASHINGTON, Proposicio 2.7, p.12)

sm)  n®

Disc(Q(Gn)) = (1) 7 - ——
Hp(p—l)

pln

Definicao 2.9 Dizemos que K1 e Ky, Corpos de Numeros de graus respectivamente ny e
ng, sao disjuntos se [K1Ky : Q] = ning. Se além disso, seus discriminantes sao relativa-

mente primos, dizemos que K1 e Ky sao linearmente disjuntos.

Se K; e K, sao extensoes galoisianas, Segue do Teorema 2.2 da secao 2.3 que

K, e K, sao disjuntos, se e somente se, K1 N Ky = Q.

Proposicao 2.14 (LANG, p.68) Se K e Ky sao corpos linearmente disjuntos de graus
N1 e ngy, respectivamente, entao

i) Oriky, = Ok, Ok,

i) Disc(K1Ks) = Disc(K1)" Disc(Ky)™.

2.5 Reticulado e Empacotamento Esférico

O problema cldssico do empacotamento esférico consiste em encontrar um
arranjo de esferas idénticas no espaco euclideano n-dimensional de forma que a fragao do

espago recoberto pelas esferas seja a maior possivel.
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Um Reticulado de posto n, do R™ é um subgrupo discreto de R"™, de posto n.

n

Podemos descrevé-lo como A = {Z a;u;;a; € 7}, onde {u;;i = 1,...,n} é linearmente
i=1

independente sobre R.

Um Empacotamento em R™ é uma distribuigao de esferas de mesmo raio em
R™ de forma que a intersecao entre duas dessas esferas, seja no maximo um ponto.

Pode-se descrever um empacotamento somente indicando o conjunto dos cen-
tros das esferas e o raio; dito raio de empacotamento.

Um Empacotamento Reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos
centros forma um reticulado A do R™. Doravante quando nos referirmos a empacotamento,
estamos considerando empacotamento reticulado, que diremos empacotamento associado
a A.

A fragao do espago R™ coberta pela uniao das esferas é chamada, Densidade
de Empacotamento de A.

Se 8 ={u;i =1,...,n} é uma Z-base do reticulado A do R", denominamos

Regiao Fundamental de A, com relagao a [, ao conjunto

n
Ag={zxeR"z = Zkiui,() <\ <1}
i=1

Observemos que R" é a uniao disjunta de translacoes de Ag por vetores de A
e que o cédlculo da densidade de empacotamento basta ser feito em Ag. Por outro lado,
como o volume de Ag é dado pelo médulo do determinante da matriz cujas linhas sao as
coordenadas dos vetores de 3, concluimos que o volume de Ag, independe da base f.

Assim, definimos o Volume do Reticulado como sendo o volume de uma regiao
fundamental.

No empacotamento associado a A, interessa as esferas de raio maximo. Para
isso observemos que existe o nimero A,,;, = min{|v|;v € A,v # 0}.

Assim p = %Amm ¢ o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centra-
das nos pontos de A e obter um empacotamento. Com isso, quando falamos em Densidade
do Reticulado, nos referimos a densidade do empacotamento associado que denotamos por
A(A).

Se B(p) é a esfera de centro na origem e raio p e v(A) é o volume de A, entao:

Co(B)  w(B(1)) -
A== oy

Como v(B(1)) é constante, interessa maximizar
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que denominamos Densidade de Centro.

Exemplo 2.9 Seja A = Z?. Toda base para A ¢ da forma {(ai,by);(az,b2)},

b

onde o determinante da matriz ( ) ¢ £1. Consideremos a base candnica {vy,vs}.

az by

- 2 s
Qualquer vetor de A € da forma v = zvy + yve = (z,y) e [v|” = 22 + y>. O minimo que
essa forma quadrdtica assume, com entradas inteiras e nao todas nulas, € 1, nos vetores

(£1,0) e (0, £1).

A regiao fundamental para essa base € o quadrado {(z,y) € R%0 < z,y < 1},

cujo “volume” € 1. Com tais informagoes podemos deduzir que o raio de empacotamento
112
(37 1

é % e a densidade de centro é -=— .
1 22

Nao € dificil deduzir que se A = Z" e considerarmos a base canonica, um vetor

s , 2 . .
genérico de A é da formav = (x1,...,2,), |v|"=22+...+22, cujo menor comprimento
nao nulo é 1; a regiago fundamental € o hipercubo, {(x1,...,z,) € R0 < x; < 1,i=
1,...,n}, cujo volume é 1. Assim podemos concluir que o raio de empacotamento é %

1

s

e a densidade de centro de Z"™ ¢ o

Exemplo 2.10 Consideremos o reticulado A, contido no R?* e gerado pelos vetores
(1,0) e (3.9).

27 2

5 _ V3
Um vetor de A é sempre da forma v = (m + %, Ty> e

2
P (a4 LY V3y\ _ v 3y
o = (v + 2 +(2 = by + L+

. 2 . . 4 2 s
ou seja, |v|°=a*+axy+y*: 1 e yinteiros. E claro que, se v # 0, |v|° € sempre um

inteiro positivo e portanto o seu menor comprimento é 1, quando v ==+1e¢ y=0 ou
r=0 e y==+Il.

0
O volume da regiao fundamental € o determinante da matriz ( L V3 ), que

2 2
. Logo o raio de empacotamento deste reticulado € + e a densidade de centro é

(3)°_ 1

N NG

2

S

3

€ 5

Efcicil ver que a densidade de centro deste reticulado € maior do que a den-
sidade de centro de 72. Na verdade a densidade de centro deste reticulado é a maior

possivel em R? e tal reticulado é denominado de Hexagonal e denotado por As.
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Exemplo 2.11 Consideremos agora em R3, o reticulado A gerado pelos vetores
vy = (1,1,0), vy = (1,0,1) e w3 = (0,1,1). Um vetor genérico de A € da forma
v =xv; +Yyve + 203, x,Y,2 €L, ou seja, v=(r+y,x+zy+z); logo

o = (@ +)° + (@ +2)* + (y + 2)* = 2(° + 97 + 2 + 2y + 22+ y2).

E claro que o menor valor nao nulo que |v|2 assume € 2, quando r = =+1,
y=2=0, r=y=0ez=21 ou y==21lex =2 =0. O determinante da

matriz cujas entradas sao as coordenadas dos vetores vy, vo e vs, € 2. Logo o raio de
V2

5=, 0 volume da regiao fundamental € 2 e a densidade de centro

() _

2 42

FEsta densidade é a maior possivel em R? e este reticulado é denotado por As.

empacotamento de A €

de A é

Para mais detalhes sobre o que expomos nesta Secao e mais informacoes sobre

o assunto, ver (CONWAY and SLOANE)

2.6 Ideais e Grupo das Classes

Sejam K um corpo de numeros e L uma extensao finita de K, de grau n. Se
p é um ideal primo nado nulo de Ok, entdo por (SAMUEL, p.49, p.71) o ideal pO; se
escreve de modo tnico como pO; = by* - ... - b, onde by,...,b, sao os ideais primos
de Oy, tais que b N O =p e paracadai = 1,...,7, e; € um inteiro positivo que

chamamos indice de ramificagao de b;.

Sabemos que Ok /p e D1 /b; sdo corpos e por (SAMUELL p.49) que O, /b; é
uma extensao finita de O /p e seu grau é chamado, grau de inércia de b;, que denotamos

fi,paracadat=1,...,7.

Teorema 2.6 (Igualdade Fundamental) (SAMUEL, Teorema 1, p.71) Com a notagdo

acima,
,

> eifi =100/pOr : Ok /p] = n.

i=1

Proposicao 2.15 (MARCUS, p.71) Com as notagoes anteriores se L é uma extensao
galoisiana de K e by, by sao primos de O, na decomposicao de pOy, entdo seus graus de

mércia sao igquais, como também seus indices de ramificacao.
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Seja A um dominio com corpo quociente K. Dizemos que um A-mdédulo M
contido em K ¢é um ideal fracionario de K, se existe a € A, o # 0 tal que aM é um ideal
de A. Se M C A, entao M é um ideal fracionario de A, se e somente se, M é um ideal de

A (no sentido usual); a estes ideais, chamamos ideais inteiros.

Assim qualquer ideal fraciondrio pode ser escrito na forma o~ 'a, onde a é um

ideal inteiro de A e o é um elemento nao nulo de A .

Dizemos que um ideal fracionario M ¢ principal se é gerado por um elemento

da forma %, onde o, § € Ok, B #0.

)
a

Proposicao 2.16 (SAMUEL, Proposicio 2, p.52) Sejam L é um Corpo de Numeros, a
e b ideais inteiros nao nulos de Oy. Entdo N(a-b) = N(a)- N(b).

Lembrando que dado um ideal inteiro, ndo nulo, a de O, sua norma é N(a) =

e com esta notacao temos a

Se M é um ideal fraciondrio nao nulo de K, entao podemos escrever M = o~ -a

onde o € Ok e a é um ideal inteiro de Ok. Definimos a norma do ideal fracionario M

por N(M) = N(a)

—————, onde N(a) e N(< a > sdo as normas dos ideais inteiros, a e
N(< a>)
<o >.

Da demonstragao do (SAMUEL| Teorema 2, p.58), obtemos o seguinte:

Proposicao 2.17 Sejam L um Corpo de Niumeros e m um niumero inteiro positivo.

Entao eziste apenas uma quantidade finita de ideais inteiros a de Oy, tais que N(a) = m.

Definimos o produto de dois ideais fracionarios, M e N de um anel A, como o
menor A-modulo contendo todos os produtos ab, com a € M e b € N. Esse A-médulo é

entao o conjunto de todas as somas finitas, > a;b;, a; € M, b; € N.
i

No caso em que A é o anel de inteiros de um Corpo de Numeros, podemos
escrever o (MOLLIN| Lema 3.56, p.154), do seguinte modo:

Proposicao 2.18 Se L é um Corpo de Nimeros, entao o conjunto dos ideais fraciondrios
nao nulos de Oy, forma um grupo multiplicativo abeliano, denotado por F(Or). O conjunto

B(Or), dos ideais fraciondrios principais de Or, € um subgrupo de F(Or).

F(Or)
PB(OL)

Nesse caso o grupo quociente é chamado grupo das classes de O, e

denotado por H(L).
Observamos que dois ideais fracionarios I e J, estdao na mesma classe, se e

somente se, existe a € L tal que [ =< a > J.
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Seja K um corpo de niimeros de grau n. Sabemos do Teorema 2.1 que existem

exatamente n monomorfismos distintos o; : K — C, onde C ¢ o corpo dos nimeros

complexos. Sejam oy, ..., 0, esses monomorfismos e o : C — C a conjugagao complexa.
Entao, para qualquer i = 1,...,n, aoo; =0;,1 < j < neo; = o0; se e somente se,

Se o mnumero de monomorfismos reais ¢é r, entao escrevemos
n —r = 2s, o numero de monomorfismos complexos e enumeramos esses monomorfis-
mos da seguinte forma: oy, ..., 0, os monomorfismos reais e g,.1,...,0,, 0s complexos,

com 0, o complexo conjugado de o, parar +1 < j <7 +s.

Definimos entao a imersao canonica, ogx : K — R™ tal que

ox(x) = (o1(x),...,0.(x), Rovi1(x), [Oyi1, ..., ROvis(T), [O)4s)

para todo x € K, onde Rz e [z sao as partes real e imaginaria de z, respectivamente.
Observamos que ox ¢ um monomorfismo de modulos, também chamado de

monomorfismo de Minkowski.

Proposicao 2.19 (SAMUFEL, Proposi¢io 1, p.56) Se M é um Z-submdédulo livre de K
de posto n e se (x;)1 < i < n € uma Z-base de M, entao o (M) € um reticulado do R",

cujo volume € dado por:

v(ok(M)) =27°

det (ai(xj))' : (1)

1<i,j<n

Proposicao 2.20 (SAMUEL, Proposi¢io 2, p.57) Sejam K um corpo de nimeros e a
um ideal inteiro nao nulo de Ok, entio ox(Ok) e ox(a) sio reticulados do R™. Além

disso,

v(og (D)) =27/ |Disc(K)|) e v(ok(a)) =27°/|Disc(K)|N(a). (2)
Neste caso do reticulado ox(a), o raio de empacotamento e a densidade de
centro, que definimos na Secao 2.5, sao dados respectivamente por,

25pn

V/|Disc(K)|N(a)

p= 1mm{|aK(x)| sz €a’} e 0(ok(a)) =

2 (3)
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3 RETICULADOS E FINITUDE DO GRUPO DAS CLASSES

A construcao de reticulados cuja densidade de centro seja alta é assunto de permanente
interesse. Varias técnicas sao conhecidas, cada uma com suas particularidades. Apre-
sentamos na primeira Secao deste Capitulo, uma técnica de construcao a partir de um
polinomio dado com certas caracteristicas. Este resultado foi publicado em (FLORES
et al.).

Na segunda Secao faremos uma demonstracao do conhecido “Teorema da Fini-
tude do Grupo das Classes de Ideais”, usando uma técnica nova, baseada na representagao
geométrica dos ideais inteiros de um Corpo de Numeros. Tal resultado foi publicado em
(INTERLANDO, NOBREGA NETO, and NUNES)).

3.1 Familias de Reticulados a partir de Polinémios

Existem vérias formas de se construir reticulados: Z", A,, D,, A,. (Confira (CONWAY
and SLOANE)).

Nesta secao apresentaremos uma técnica de construgao de reticulados a partir
de polindmios com coeficientes reais. Faremos isso, construindo uma matriz geradora a
partir das raizes de um polinémio.

Construiremos duas familias infinitas de reticulados densos no R? e uma familia
infinita de reticulados densos no R3. Com esses exemplos, queremos sugerir que essa
técnica possa ser estendida para dimensoes maiores.

Inicialmente, dado v = (f,...,0,) um ponto do R", o quadrado de sua
distancia a origem, isto é, o produto interno usual v - v serd denotado por |v|2.

Dividiremos esta Secao em trés partes.

Na primeira partimos de uma familia de polindmios quadraticos cujas raizes
Sao reais.

Seja f(z) = 2® + ax + b € Z[z], onde a # 0 e a® > 4b.

Denotamos por a; e ay as raizes de f(x).

Como det aroa2 = —ava®—4b # 0, os vetores v; = (ag,a2) e

Qo Qg
vy = (@, ) formam uma base do R% Assim definimos Ay como sendo o reticulado
gerado por vy e v, isto é, Ay = { ajv; + agve; a; € Z}.

Com a notagao acima, podemos provar o seguinte:
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Lema 3.1 (FLORES et al|) Se v € Ay, ou seja, se v = zv; + yva, ©,y € Z, entdo
l|* = ((a® — 2b) (2% + ¢?) + 4b- zy.

Demonstracao: Temos \0\2 =v-v = 2% v, + Y% - V3 + 2y( vy - Vo + vy - V1) Mas
2 2 2 2
v = (a1,00) e vy = (ag, 1), logo |v1|” = |ve|” = af + af e vy - vy = vy - v = 207 - Qa.

Temos ainda, 2a; - ap = 2b e (ay + a9)? = a?, entdo (o + an)? = a? — 2b . Portanto

o = (02 + 03)(a? + 47) + o oy = (0% = 20)(® + 47) + -z

Para concluirmos esta primeira parte, provamos:

Teorema 3.1 (FLORES et al|) Seja f(x) = 2* + ax + b € Z[x], onde a # 0 e a®> = 6b.

Sejam vy e ag as raizes distintas de f(x) e vy = (aq,aq) , v9 = (g, aq). Nessas condigoes
Af = { a1V + asva a; € Z} (4)

tem densidade de centro igual a ﬁg, que € a densidade mdxima alcancada em dimensao
2.

Demonstragio: Se v = zv; + yva € Ay, entdo pelo Lema 3.1, [v|* = 4b(z2 + 32 + zy).
Para z,y € Z, o menor valor dessa expressao ¢ 4b, que é atingido por exemplo em = = 1
ey = 0. Assim o raio de empacotamento: p = %mzn{wl ve N v#£0) = Vb e o volume

da regiao fundamental ¢é

v(Af) =

(%)

det ( ar @ >| = ‘—ax/aQ — 4b’ = 2v/3b.
a;

Portanto a densidade de centro de Ay ¢

(VB2 1

5<Af): 2\/§b :2\/§‘

Exemplo 3.1 Seja  f(x) = 2® + 62 + 6. Suas raizes sio —3 = /3. Sejam v, =
(=3+3,-3—-V3), vy = (-3—-+3,-3+3) e A o reticulado gerado por v, e
vy. O volume de A é o valor absoluto do determinante da matriz cujas entradas sao as

coordenadas de vi e vq, ou seja,

det( —34vV3 _3_\/§>'=‘—12\/§‘=12\/§.

o) = —3—-V3 —-3+V3
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Agora seja v = xvy + yve, entao
0] = 201 w1 4+ 5Py - va 4 22y - 0 - vy = 24(2” + y) + 24wy = 24(2” + 4 + ),

cujo valor minimo € 24, quando v = 1 e y = 0. Assim o raio de empacotamento é

v/ 24 2 1
=2""=1/6 e a densidade de centro é § = (\/6) = —.
2 123 23

No Teorema 3.1 obtivemos uma familia infinita de polinomios quadraticos de

p

modo que a densidade de centro do reticulado associado ¢ igual a densidade de centro do
Reticulado Hexagonal, que é a densidade maxima para dimensao 2.

Na segunda construimos de uma familia de polinomios quadraticos com raizes
complexas, ou seja, f(r) = 22 + ax + b € Z[z], onde a # 0 e a®> < 4b. Sejam «a; e
as raizes de f(z), R(z) e I(z), as partes real e imaginaria de z € C, respectivamente e
definamos v; = (R(a1),I(a1)) , v2 = (R(az),I(az2)), ou seja, se a1 = —§ + @@' e

a  \/4b—a?
2 2

Qg = — 1, teremos

v = (_9 @) vg = (_9 _@) (5)

2’ 2 2’ 2

O volume da regiao fundamental é dado por:

5
det ( V4b—a2  /4b—a? ) ‘ ’
2 2

_a| vV4b — a?
=

v(Ay) =

Portanto

v(Ay)

Se v = zv; +yve € Ay, |v|2 = 2% - v1 + Y2y - V2 + 2y( vy - vy + vy - v1). Mas

2 42 .
Ul-v1:%+4b4a , assim vy - v = b = vy - Us.

V] Uy = % - 41’;“2, entao vy - vy = “2—2 — b=y -0y, logo
0] = b(2” + y*) + (a® — 2b)zy = b(x — y)° + a’xy (6)

Agora apresentaremos uma nova familia infinita de polinomios quadraticos de
modo que a densidade de centro do reticulado associado seja igual a densidade maxima

alcancada em dimensao 2.
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Teorema 3.2 (FLORES et al)) Seja f(x) = 2> + ax + b € Z[z], onde a # 0 e a* = 3b.
Sejam oy e ag as raizes compleras distintas de f(x) e vy , ve, definidos como em (2).
Nessas condicoes

Ay ={ a1 + ague;a; € Z} (7)

tem densidade de centro igual a ﬁg, que € a densidade mdxima alcancada em dimensao
2.

Demonstragao: Da expressao (3), com a? = 3b, obtemos:
|v]2 = ba® — by? — 2bzy + 3bay = b(2® + y* + xy).

O menor valor dessa expressao é b, obtido em x = 1 e y = 0, por exemplo.

Assim o raio de empacotamento é p = ‘/75 O volume da regiao fundamental é

_VBb V3 /3
v(Ay) = |det 2 2 = i
vb o Vb 2
2 2
5 1
. 7 _ i . /.
Portanto a densidade de centro de Ay é 0(Af) = bE T 35 a maxima
2
alcancada em dimensao 2.
O
. 2 , ~ _3 \/g .
Exemplo 3.2 Seja  f(x) = x* 4+ 3x + 3. Suas raizes sao -5 + - Sejam
-3 V3 -3 3
v = 7,% , Uy = (7,—§> e A o reticulado gerado por vy e wvy. O wvo-

lume de A € dado por

v(A) =

_3

2

det N
2

> = 322 + 3y% + 3y = 3(a + y® + xy), pois

2 . .
V1 -V = Vg - vy = 3. O menor valor de |v]” €3, quando x =1 e y = 0. Assim o

Sev = xzv; +yve € A, |v

‘ , 3 . , .
raio de empacotamento é p = 5 € densidade de centro € § = a maxima

3
4 -
3v3 ’
ERAL
alcancada em dimensao 2.

Finalmente na terceira parte, partimos de uma familia infinita de polinomios
cubicos cujas raizes sao reais e construiremos reticulados associados com densidade de

centro recorde em dimensao 3.
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Lema 3.2 (FLORES et al)) Seja f(x) = 2*+ax®+bx+c € Zlx], com raizes reais ay, as e
as.

a; gy Qg
Se M = as o as |, entdo detM = —a(a® — 3b).

Qg (3 O

Demonstragao: Temos que det M = o3 +ai+ai—3ajasas. Das relagoes Newton-Girard,
a1ty + a3 = —a, ajan +ajaz +asaz =b e ol +ai+al = a®—2b. Multiplicando a

primeira pela ultima dessas igualdades, obtemos:

oF +ah + af + a105 + a3 + asal + aal + azai + azas = —a(a® — 2b).
Dai, o +a3+ad+ajas(a;+as) +ajaz(as+ar) +asaz(as+az) = —a(a* —2b). Usando
as relagoes Newton-Girard: o3 + a3 + a3 — ab — 3a;apa3 = —a(a® — 2b) e finalmente,
ad + a3 + o — 3arazaz = —a(a® — 3b)

U
Lema 3.3 (FLORES et al.) Seja f(x) = 2* + ax® 4+ bx + ¢ € Z[z], com raizes reais oy,
az e az. Defina vy = (a1, a2,a3), v2 = (az,a1,02), v3=(az,a3,a1). Sex ,y, z sao

mteiros e v = xv; + Yvy + 23, entao
0]* = (a® — 2b) (2% + y* + 22) + 2b(zy + x2 + y=).
Demonstracao: Temos v = (a2 + gy + a2z, sk + a1y + a3z, a3 + oy + a1 2), entao,
0* = (12 + agy + 22) + (o + a1y + a32)? + (a3 + agy + a1 2)”.

Dali,

2

lu|” = (a% + a% + a%)(ﬁ +y? + 22) + 2(aqpae + ayaz + asas) (zy + 12 + y2).

Portanto, usando novamente as relacoes Newton-Girard,
0]* = (a® — 2b) (2% + y* + 22) + 2b(zy + x2 + y=).

O
Observagao: Dado f(z) = 2® + ax?® + bx + ¢ € Z[x], em ( Dickson, p48) temos que uma
condicao necessaria e suficiente para que suas raizes, oy, as e g, sejam reais e distintas
é que o discriminante de f(x) seja estritamente maior do que zero. Isto é equivalente a
condigao: ¢(27c + 4a® — 18ab) < b*(a® — 4b).

Teorema 3.3 (FLORES et al)) Seja f(r) = x® + ax® + bx + ¢ € Z[z|, onde a # 0,

a’> = 4b e b > 9. Sejam a1, as e az as raizes reais de f(z) e defina vy = (aq,an,as),
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vy = (a3, 1,), v3 = (qo,a3,a1). Entio Ay = { ayv; + agvs + azv®;a; € Z} tem

densidade de centro igual a \/?5, que é o mdzximo alcangado em dimensao 3.

Demonstracao: Temos v = (o + azy + a2z, asx + aqy + a3z, a3x + sy + @;2), entao
pelo Lema 3, |v]* = (a® — 2b) (22 + 42 + 22) + 2b(xy + 22 +yz) e como por hipotese a? = 4b,
obtemos:

v]? = 2b(2® + 9% + 22 + 2y + 22 + y2).

O valor minimo dessa expressao é 2b, atingido em z = 1, y = 0, por exemplo.
Entao o raio de empacotamento é p = \/g e o volume da regiao fundamental é dado
pelo Lema 2, ou seja, v(Ay) = |detM| = |—a(a® — 3b)|, mas por hipotese a® = 4b, entao
v(As) = 20V/b.

Portanto a densidade de centro de Ay ¢

Njw

V2
8 Y

6(Ay) = 2(5) =

=

a maxima alcancada em dimensao 3.

O

Com o exemplo abaixo vemos que é possivel, fora das condi¢oes do Teorema

3.3, construir um reticulado de posto 3 e densidade de centro recorde.
Exemplo 3.3 Seja f(x) = 23 + 62 + 9z + 4.
Suas raizes sao oy = ap = —1 e a3z = —4.

Tomamos A o reticulado gerado por vy = (—=1,—1,—4); vy = (—4,—1,—1);

-1 -1 —4
vy = (—1,—4,—1). Temos M = —4 -1 -1 e detM = —b54, logo o volume do
-1 -4 -1

reticulado € v(A) = 54. Um wvetor v do reticulado, € da forma v = xvy + yve + zv3 €

calculando a norma, obtemos:

] = 18(2® + y* + 22 + 2y + 22 + y2).

VIS _ 32 ()

2
Assim o menor valor para |v)* ¢é 18 e p = - = Portanto 6 = T

|

Nota: A técnica de construcao de reticulados acima descrita, se inspira na Teoria de

Galois sob a seguinte logica:
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Dada uma extensao cibica real K, digamos K = Q(«) e Gal(K/Q) = {01, 09, 03}.
Sejam oy, «ay e az os conjugados de @ e v = (ag,a9,a3). Considere o;(v) =

(0i(a),0i(ce), 0:(a3)) = v; e tratamos do reticulado gerado por {vy,ve, v3}.

3.2 Finitude do Grupo das Classes

Sejam K um Corpo de Numeros de grau n e O seu anel de inteiros.

A prova que é bem conhecida da finitude do grupo das classes de K (MOLLIN,
p.155), envolve o Critério de Minkowski para um conjunto convexo conter um ponto de
um reticulado (MOLLIN|, Teorema 2.50, p.97) e a existencia de um ideal inteiro de D
cuja norma nao exceda Mk, a cota de Minkowski (MOLLIN| Teorema 2.56, p.100).

Nesta Secao apresentaremos uma prova alternativa para esse problema classico
da Teoria dos Numeros, por meio de resultados de empacotamento esférico.

Uma consequéncia dessa nova prova é a obtencao de uma cota inferior para a
densidade de centro do empacotamento reticulado associado a ideais inteiros de O.

Consideremos a imersao canonica o : K — R", como na Secao 2.6, definida
por:

ox(z) = (o1(2),...,00(x), Roys1(x), [opsn, ..., ROpys(x), [0r1s)

para todo x € K, onde Rz e [z sao as partes real e imaginaria de z, respectivamente.
Dai,
ok (@) = 01(2)* + - -+ 0,(0)* o (@) + -+ Jopr(@)

ComoO Opygrj = Trijnj = 1,..., 8, entdo 2 |ox (z)|* = 2(01(x)2 + - -+ 0,(2)2) + |o11 (2)]*-

2
ot |oras ()]
Assim, usando o Teorema das Médias, obtemos:

- 2
2|ox (@) =Y lou()]* = n =n{/|Nke(2)| (8)
=0
Dai |og(z)|* > 28/ | Ngjo(x) ? entdo
Ven , 2
o) 2 Y2 i/ |Vl )
: : . - Ok :
Seja a um ideal inteiro de Ok, entdo N(a) = | O conjunto A(a) =

{ok(z);z € a} é um reticulado de dimensao n no espago euclideano R™ (Proposigao 2.21,

Secao 2.6). Dizemos que A(a) é o reticulado associado a a.
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V2

p
v(A(a))’

onde p ¢ o raio de empacotamento e p = smin{|ox(z)|; 2z € a*}, onde a* = a—{0} (Segao
2.5). Temos também que o volume v(A(a)) é dado por v(ok(a)) = 27°/|Disc(K)|N(a)
(Proposigao 2.21, Segao 2.6).

Como definimos na Segao 2.5, a densidade de centro de A(a) é §(A) =

Assim,
25[071

0(A(a)) = | Disc(K)|N(a)

Observemos que p" = s=min{|ox(z)|" ;2 € a*}, entdo substituindo obtemos:

1 min |o (z)["
5(A(a)) = DR V@ (10)
De (8) e (9), concluimos:
1 [2n]3 - [Q’g} {NK/@(x)ﬂn
oM = o [Disc(K)| 2"N(a)
Portanto,
. n¥ min | Nic/q(x)| .
(M) = o Dl @ (11)

Sejam ¢, € H(K) a classe de ideal contendo a e ¢, o conjunto dos ideais inteiros
de Ok contidos em ¢,. Para x € a, podemos escrever: < x >= a-b,, onde b, é um ideal

inteiro de O, pois como < x >C a, entao a divide < x >, além disso b, = a™!- < z >.
Nkjg(z)| = N(< z >) = N(a)-N(b,).

Agora pela Proposigao 2.17, Secao 2.6,

Além disso, a aplicacao

é bijetiva. Como b, = a=!- < x >, entdo a classe de b, é a mesma classe de a™!, isto &,
ot
Assim.
min |N/q(z)] N(a)N(b
Al = min (a)N(b) = minN(b). (12)

N(a) bec,?  N(a) becg !
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De (11) e (12) temos:

n
2

n

5(A(a)) > - min N (b) (13)

30 : i
252, /| Disc(K)| becit
Com a notagao desta segao, podemos escrever a demonstracao do seguinte:

Teorema 3.4 (INTERLANDO, NOBREGA NETO, and NUNES) O grupo das classes
de ideais H(K) € finito.

Demonstracgao: Provaremos por contradicao.

Suponha que H(K) possui uma infinidade de classes de ideais. Para um inteiro
positivo i, definamos €; = {c € H(K); nbzez?N(b) =i}

Provaremos inicialmente que para cada i € N, €; é finito. Supondo que existe
i € N tal que ¢; tem cardinalidade infinita, entao existe um ideal b; para cada classe ¢; de
¢; tal que N(b;) = 4, ou seja, existe uma quantidade infinita de ideais com norma igual
i, 0 que contradiz a Proposicao 2.18 da Secao 2.6.

Agora provaremos que os €; sao disjuntos. Suponha que €; N €; # @ para
algum ¢ # j. Entao existe ¢ € €, N ;. Podemos supor i < j.

Como ¢ € €;, entao para todo a € ¢, N(a) > j. Por outro lado como ¢ € €,
existe b € ¢ tal que N(b) =i < j, o que é uma contradigao.

Assim H(K) = ElQZZ-, onde os €; sao disjuntos.

Finalmente, voltando a hipétese inicial de que H(K) tem cardinalidade infinita.
Entao como cada €; é finito, para todo M > 0 existe i > M tal que €; # (), ou seja, existe
c € H(K) tal que nl}eszN(b) > M. Escolha ¢ € ¢'. Da igualdade (10) segue:

n
nz

6(A(a)) = — :
2525 /IDisc(K)|
Assim a densidade de centro do reticulado associado ao ideal inteiro pode ser
arbitrariamente grande, o que é uma contradigao. Portanto o grupo das classes H(K) é
finito.
O
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4 IDEAIS, GRUPO DAS CLASSES E FORMA QUADRATICA

Dado um nimero primo impar p, aqui estudaremos as extensoes abelianas de
grau p dos racionais, as quais nos referimos por p-EG.

O que abordamos aqui sao, em grande parte, um estimulo a busca de resultados
mais profundos, mais abrangentes; mesmo que com as técnicas aqui desenvolvidas.

Iniciamos com uma secao destinada a descricao das p-EG e seu anel de inteiros
algébricos. Por uma questao técnica consideramos apenas as p-EG em que o ideal pZ
nao se ramifica, isto é, as p-EG “suavemente ramificadas”. Com esta restricaio podemos
explicitar uma base integral normal para o anel dos inteiros algébricos da p-EG, e isso
serd de grande importancia nas segoes seguintes.

Na Secao 2, abordaremos os ideais ramificados das p-EG. Para tais ideais
daremos duas caracterizagoes, cada uma delas essencial para as se¢oes seguintes. Ainda
sera dada uma caracterizacao dos ideais livres de quadrados que contém na sua fatoracao
apenas os ideais ramificados, o que também sera de importancia para as segoes que se
seguem.

A Secao 3 aborda o grupo das classes das p-EG. Sera dada énfase a p-parte do
grupo das classes das p-EG e os resultados obtidos sugerem que muito mais ainda podera
ser obtido, em continuidade a este trabalho.

Ligacoes com o Corpo de Classes de Hilbert de L, ou até mesmo com o Corpo
de Género de L nao foram aqui tratados, mas os resultados aqui mostrados certamente
servem de estimulo ao tema.

A Secao 4 ¢é a parte mais destacada desta tese. Inicialmente aproveitamos um
resultado recente que explicita a forma traco das p-EG. Os resultados aqui obtidos con-
sistem em mostrar algumas propriedades da forma trago das p-EG e calcular a densidade
de centro da representagao geométrica de alguns ideais ordindarios das p-EG e de alguns
Z-mo6dulos determinados por equagoes modulares.

As ferramentas aqui apresentadas serao tuteis no estudo da representacao
geométrica de outros Z—modulos aqui nao considerados e certamente terao valiosas con-

tribuicoes para a Geometria de Nimeros.

4.1 Descricao das p-extensoes Galoisianas

Devido ao Teorema de Kronecker-Weber ( Teorema 2.4, Segao 2.3 ), as p-EG
estao contidas em corpos ciclotomicos, ou seja, dada uma extensao galoisiana L de Q, de

grau p, existe um numero natural n de modo que L estd contida em Q ((,).
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E claro que existem infinitos inteiros n tais que L estd contida em Q ((,), o
menor deles é denominado o condutor de L. Na maioria das vezes, quando dizemos que
L esté contida em Q ((,), estamos admitindo que n é o condutor de L.

Desse modo podemos colocar um problema da seguinte forma: para quais
inteiros n, existe uma p-EG contida em Q (¢,) ?

A resposta para essa questao pode ser dada usando (BIRKHOFF| Teorema
7.2) e assegura que esses numeros sao os inteiros n, para os quais p divide ¢(n); ¢ a
funcao de Euler.

A questao seguinte é sobre a quantidade de p-EG contidas em Q((,). A

S

T onde n = H pi* é a decomposigao de
p—= i=1

n como produto de primos e s é o nimero de primos p;, para os quais p divide ¢ (p;*).

Tal resultado pode ser encontrado em (OLIVEIRA|). Em relacao a quantidade de p-EG,

podemos perguntar: Qual é o menor divisor m, de n tal que Q ((,,) contenha todas as

referida quantidade é dada pela férmula

p-EG que estao contidas em Q (¢,)?
A resposta a essa questao é dada por: m = H Pi , p; primo tal que
i=1

p; = 1 (modp), se p? nio divide n, ou m = pznpi , p; primo tal que

pi =1 (mod p), se p? divide n.

Queremos trabalhar com as extensoes ciclotomicas que contenham p-EG.
Assim, pelo que €xpomos acima, podemos sempre supor que

N—sz, pi =1 (mod p) ou n=p’ sz , pi=1 (mod p).

i=1
Nosso interesse neste trabalho hmlta-se as p-EG contidas em Q (¢,), onde p?

nao divide n.
Agora vamos caracterizar as p-EG e seus anéis de inteiros algébricos.
Inicialmente precisamos do seguinte resultado:

v

. , . . b, . ,
Lema 4.1 Sejam m > 1 wm numero inteiro, m = Hq/, sua fatora¢ao em numeros
i=1
primos e C, uma raiz primitiva m-ésima da unidade. Entao:

(—=1), se m € livre de quadrados;

Trom/e(Gn) = {

0, nos outros casos.

Demonstragao: Usaremos indugao sobre v.
Inicialmente observamos (SAMUELL Proposicao 1, p.36) que se « é algébrico,
entao
irr(a, Q) = 2™ + (=1)Tro@yo(a)z™ + ...+ 2 + aq,

onde n = [Q(«) : Q).



38

Entdo se v = 1 temos m = ¢° e irr((m, Q) é 0 ¢°-ésimo polinomio ciclotonico,
ou seja, 1r7((n, Q) = gD ople=De ™ T

Assim, da observacao acima, Trg(,.)/0(¢m) = 0se b > 1 e Trge,.)/o(Cn) = —1
se b =1 . Desse modo mostramos o lema para v = 1.

Finalmente, para provarmos o “passo de indugao” usamos o Lema 2.2 da Secao

2.3, o qual diz: se m = a - b, com (a,b) = 1, entao:

Troe./(Cm) = Troe.)/(Ca) - Troe,)o(C)

Assim, fazendo a = ¢"' e b =

m
a

, conseguimos completar a demonstr¢ao do
lema.
O

Teorema 4.1 Seja m um inteiro livre de quadrados. Se L é um subcorpo de Q((y,), entdo
L =Q(t), onde t = Tro,.)/L(Cm)-

Demonstragao: Sabemos que se t = Trg(,,)/(¢m), entao

QcC Q) c L CQm)-

Temos ainda, pelo Lema anterior, que: T'rg(c,.)/0(¢m) = £1; entdo podemos escrever,

usando a regra da transitividade do trago ( Proposigao 2.8, Segao 2.3):

+1 = Trg./e(Gn) = Trejot) = [L: Q)] - Trawqt).

Como T'rgu)/q(t) € Z, concluimos que [L : Q(t)] = 1, ou seja, L = Q(t).

O

Tendo em vista o interésse desse texto no estudo da representacao geométrica
de ideais dos corpos que estamos considerando, se faz necessario o cdlculo do seu discri-
minante.

Observamos que (WASHINGTON| Lema 2.2, p.10) nos afirma que o sinal
do discriminante de um corpo de nimeros K é (—1)°, onde s é o nimero de pares de
imersoes complexas de K em C. Quando K é uma extensao galoisiana, as imersoes sao
todas reais ou todas complexas. Assim quando K é uma extensao galoisiana de Q de grau
impar, entao todas as imersoes sao reais e consequentemente o sinal do seu discriminante
é positivo.

O resultado a seguir esta registrado no Teorema 2.5, Secao 2.4.

Teorema 4.2 Seja L uma p-EG de condutor n, entao:

|Disc(L)| = nP~,
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Como consequéncia do Teorema acima, deduzimos que a p—EG de discrimi-
nante absoluto minimo é o tnico subcorpo Q((,) de grau p, onde ¢ é o menor primo

congruente & 1 médulo p e o discriminante de tal corpo é ¢P~*.

Exemplo 4.1 Parap = 3, a extensao galoisiana de Q de grau 3 com menor discriminante

absoluto estd contida em Q((7) e seu discriminante é 72

Exemplo 4.2 Parap =5, a extensao galoisiana de Q de grau 5 com menor discriminante

absoluto estd contida em Q((11) e seu discriminante é 114,

Exemplo 4.3 Parap =7, a extensao galoisiana de Q de grau 7 com menor discriminante
absoluto estd contida em Q(Ca9) € seu discriminante é 295.

A Proposicao 2.5 da Secao 2.1, prova que {1,Cn, e ,Cff(n)_l} ¢ uma base
integral para Q(¢,). Nem sempre a base integral acima é mais adequada para uma deter-

minada finalidade.

Lema 4.2 Se n é um inteiro livre de quadrados entao
B={C,i=1,...,n;(i,n) =1} é uma base integral de Q((,).

S
Demonstracao: Consideremos n = [] p;- A demonstragao serd feita por inducao sobre

i=1
s. Se s = 1, o anel dos inteiros de Q((,,) é Z[(,,] (Proposicao 2.5 da Segao 2.1), o

seja, {1, Cprse s GO 2} ¢ uma base integral de Q((p,). Mostremos que {Cpl, c, GO 1} é
também uma base mtegral de Q(¢p,)-
Ora, 1 ==, —... — 1, entdo {Gy,..., "'} é base integral de Q(¢p, ),

isto é, o lema vale para s = 1.
Suponhamos que s > 1 e escrevamos n = p; - ﬂ
Fagamos, K = Q((,,) e E Q(C ) podemos ver que K - E = Q((,).

De fato, (P = CPL e Cn' = (p, 0 que implica que E e K estao contidos em
1
Q(¢n) e assim K - E esta contido em Q((,).

Por outro lado, como (pl, ﬂ) = 1, existem inteiros a e b tais que a-pl—i-b'ﬂ =1.

a- +b
Assim ¢, = (p " = C“ . € K- E, o quenos da que Q((,) estd contido em K - E.

Pela Pr0p051ao 2. 14 da Secao 2.4, temos

Disc(Q(Gr) = (1) ——m

Usando a férmula do discriminante, acima, vemos que Disc(K) e Disc(E)
sao relativamente primos pois na fatoragdo de Disc(Q((,)) s6 aparecem os primos que

dividem n.

Temos ainda: [K - E: Q] = ¢(p1) - ¢(;r) = [K: Q- [E: Q].
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Agora, pela Proposicao 2.15 da Segao 2.4, o anel dos inteiros de K - F é o
produto O - Og, ou seja, uma Z-base de O kg é o produto de uma Z-base de D g por
uma Z-base de Op.

Para o nosso propdsito as bases consideradas serao {C;l,i =1,...,p1 — 1} e
{gi%,j =1..., pﬂl; (7, pﬂl) = 1}, respectivamente Z-base de Oy e Z-base de O . Entao o

produto dessas bases forma o conjunto

. A n n
A:{ L= 1,... o —1lej=1,...,—;(j,— :1}.
Proh ' Pl( P1)

— 2= +jp1 . . .
Agora, ¢ - =G . Como i é primo com p; e j é primo com pﬂl, entao
p1
z-pﬂl—l—j-pl é primo com n.
Por outro lado os 7 - pﬂl + 7 - p1 sao dois a dois distintos médulo n, o que nos

permite concluir que

{z’-]%+j-p1;z’:1...,p1—1 ejzl...,p%;(j,p%): 1}
é um sistema reduzido de restos médulo n, ou seja, A = {¢¥; (k,n) = 1} e a demonstracio
esta concluida.
O
Seja L uma extensao galoisiana finita de um corpo de nimeros K. Dizemos
que L/K possui uma base integral normal se existe um elemento o € 9, de modo que o
conjunto dos conjugados de « forma uma O g-base de Oy.
Consideremos L uma extensao de grau primo contida em Q((,). A existéncia

de uma base integral normal para o seu anel de inteiros 9 é garantida pelo seguinte:

Teorema 4.3 (Hilbert-Speiser) (|[HILBER1], Teorema 132 ) Seja L uma extensdo abe-
liana finita de Q. Entao Oj possuit uma base integral normal, se somente se, o condutor
de L ¢ livre de quadrados.

O teorema acima contempla também o resultado a seguir.

Teorema 4.4 Sejam n um inteiro livre de quadrados, L C Q((,) e t = Troe,.)/n(Cm)-
Entao, {o(t);o € Gal(L/Q)} é uma base integral normal de Oyp,.

Demonstracao: Consideremos a seguinte notacdo, K = Q(¢,), G = Gal(K/Q) =
{og;k € {1,....,n},(k,n) = 1} H = Gal(K/L) = {o4y,...,04,} ¢ Gal(L/Q) =
{Ujl/L> coe 7Ujv/L}'

Escreveremos esta demonstracao por partes.

1. Mostraremos que {¢/r;r € {1,...,v},s € {1,...,u}} é uma base integral
de DK.
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Observemos que oj, -0, 7 =1,...,v e s =1,...,u, sao dois a dois
distintos.

Assim,
{oj0i;r=1,...,u;s=1,...,ut ={oj. r=1,...,u5s=1,...,u} ={ors k € {1,...,

Entao {¢Jrs;r e {1,...,v},se{l,...,u}} ={C;i=1,...,n;(i,n) = 1}.
Portanto pelo Lema 4.2, segue que {(/r:r € {1,... ,v},s € {l,...,u}} ¢é

uma base integral de Dg.

2. Consideremos os Z-médulos Ay, ..., A, , onde A; é o Z-modulo gerado por:
{Grm e G

Entao teremos: Ay = (I, (2 o0 (i) Ay = (G0 G L G,

Pelo modo como definimos A;, | = 1,...,v e como {¢/r;r € {1,...,v},s €
{1,...,u}} é uma base integral de O = Z[(,], entao todo elemento x € O, pode ser

escrito como x = x1 + ...+ x,, T; € A;.

3. O grupo H age transitivamente na base que apresentamos para A;, para

cadal=1,...,v, isto é:

I. A imagem dessa base por um elemento de H, nos d4 a mesma base.

II. Dados dois elementos dessa base de A;, existe um elemento de H, que leva
um no outro.

Para mostrar I e II, podemos supor, sem perda de generalidade, que A; = A;.
Para mostrar I, podemos supor também que um elemento o € H, seja 0 = 0;,. Escolhemos
{¢ii ¢z (I} como base para A;. Denotemos por A o conjunto das imagens, por

0;,, dos elementos dessa base, ou seja,

A= {00 (M), 00 (G204 ()},

Vemos facilmente que podemos escrever:

A= {011 04y (CJ ) T4y * Oiy (Ch) -+ 04y * Oy, (ijzl)}

Como {0y, - 04,04 * Oig, ..., 04 - 0;, } = H, segue que

A= {00(E).05(G),- - 0u (G} = (G0 G, ),

Para mostrar II, podemos considerar, sem perda de generalidade, (71 e (/%2

dois elementos dessa base de A;.

n}, (k,n) =
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1

1 g 6 —1 . g ((Iin) = (i
E fécil ver que o; " - 0;, ¢ um elemento de H tal que o; = - 0;,(()'") = (I

Assim terminamos a demonstragao de 3.

4. Para concluirmos a demonstracao do Teorema, provaremos que dado x €
Oy, podemos escrever: © = by, (t)+...+b,0j,(t) e assim {0}, (¢),...,0;,(t)} é uma base
integral normal de O, ou seja, {o(t); 0 € Gal(L/Q)} é uma base integral normal de Oy,.

Para comecar escrevemos x € O como em 2, = 21+ ...+ x,, ; € A; e
Ty = a M 4 I + ...+ a, (1. Vamos provar que a; = ay = ... = a,. Para isso,
sem perda de generalidade, podemos provar que a; = as e as demais igualdades seguem
0 mesmo tratamento.

Sabemos que o = ai_ll 04, € H e que 1 = o(x).

Assim,
alng;ﬂl + a2C£1i2 4.+ aucqu;liu — alggllé + a2CTJ;1i2if1i2 4. aug];liuifliz_
Pela unicidade da representagao, concluimos que a; = a,. Portanto
vy =a(G G G,

De modo analogo, tal conclusao se aplica a xs,...,x,, ou seja, podemos es-

crever
B = (G o ) 4 bGP L G).

Daf podemos escrever: © = byo;, (C2 + ... 4+ () + ...+ byoj, (CF + ...+ ().
Mas, t = (' + ...+ (', logo

n

xr = blajl(t) —f- e —|— bvo-jv(t)-

No nosso caso a extensao ¢ de grau primo e assim temos:

Corolério 4.1 Sejam L uma p-EG de condutor n, H = Gal(L/Q) e 8 um gerador de H.
Entio 8 = {t,0(t),0%(t),...,0P~ (t)} € uma base integral normal de O, .

4.2 Extensoes de Ideais nas p-Extensoes Galoisianas

Nesta secao estudaremos os ideais ramificados em ;. Comegamos enume-
rando e identificando esses ideais. Em seguida daremos uma caracterizacao dos elementos

desses ideais e apresentaremos uma Z-base para cada ideal ramificado.
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Consideremos L uma p-EG e ¢ um nimero primo. Sejam (), ...,Q, os ideais
primos de O que estao acima de ¢Z, de modo que ¢ = lf e lgg.

Como vimos na Proposicao 2.15 Segao 2.6, os indices de ramificagao sao todos
iguais, e o chamamos e, bem como os graus de inércia sao todos iguais e o chamamos de
f.

Entao a igualdade fundamental se expressa como p =e- f - g.

Isso nos da trés possibilidades. Em cada uma delas temos e, f ou g ¢ igual a
p e as outras iguais a 1. Isto é:

Se g = p, entao e = f = 1, assim ¢O; = Q1...Q,; dizemos que ¢Z se
decompoe completamente.

Se f=p, entdao e = g = 1, assim ¢, = ()1; dizemos que ¢Z é inerte.

Finalmente, se e = p, entdao f = g = 1, assim ¢ = @Y, dizemos que ¢Z se
ramifica totalmente ou que ()1 é totalmente ramificado.

No nosso caso L é uma extensao galoisiana de grau primo, logo os ideais primos
de 9 ou sao inertes, ou se decompoem completamente, ou sao totalmente ramificados.

No nosso estudo estamos interessados nos primos que se ramificam completa-
mente em Oy, ou seja, nos ideais primos de 9, totalmente ramificados.

O resultado seguinte nos diz quais os primos que se ramificam em O7,.

Teorema 4.5 (SAMUEL, Teorema 1, p.74) Sejam L um corpo de nimeros e q € Z um

primo, entdo qZ se ramifica em Oy, se e somente se, q divide Disc(L).

Observemos que o nosso interesse ¢ o caso em que o condutor de L é n =
P1-..Pps, onde py,...,ps sao primos distintos. Logo deduzimos que os 1inicos primos que
se ramificam em 9y, 840 p1,. .., Ps-

Consideremos entao p; - Oy, = p?.

DL Z L Z .

: com . Visto que
P pild p; pill
{0,1,...,p; — 1} é um sistema completo de residuos médulo p;Z, entao { 0,1,...,p; — 1}

Sabemos que [ ] = 1. Assim identificamos

também é um sistema completo de residuos médulo p;, ou seja, dado = € 9Oy, existe um
inteiro k € { 0,1,...,p; — 1} tal que = € k + p;.

Além disso, pelo (MARCUS| Teorema 23, p.70) como p; é totalmente rami-
ficado, dado qualquer elemento o € Gal(L/Q), o(p;) = p;; assim se z € k + p;, entao
o(x) € o(k +p;) = k+ p;. Isso nos mostra que se x € k + p; entdo todos os conjuga-
dos de x estdao na mesma classe lateral de p;. Aplicando este principio para t, digamos
t € ¢+, isto é, se t = ¢; (mod p;), entdo usando a notagao do Corolédrio 4.1 da Secao
4.1, 07(t) = ¢; (mod p;), 6 o gerador de Gal(L/Q). Pelo mesmo Corolério 4.1 podemos

p—1

p—1
escrever r = E a;¢’(t), assim z = ¢ E a; (mod p;) e entdo = € p; se e somente se,
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p—1 p—1
C; Z a; € p;. Visto que p; ¢ um ideal primo, ¢; € p; ou Z a; € p;. Mas se ¢; € p; entao
j=0 j=0

todo = € O estd em p;, 0 que nao é verdade. Portanto temos provado o seguinte:

Proposicao 4.1 Sejam L uma p-EG de condutor n = py - ... ps, onde py,...,ps SG0
nidmeros primos distintos e p; € o ideal primo de O de modo que p;O; = pb.
p—1 p—1
Se x = Zajﬂj(t) € Oy, entdo x € p;, se e somente se, Zaj =0 (mod p;).
§=0 5=0
Observagao: Como na demonstragdo acima, t = ¢ (mod p;), para algum

¢ € {0,1,...,p; —1}. Dai ¢/(t) =
sim t + 0(t) + ... + 0P71(t) = pc; (mod p;). Mas pela Lema 4.1, para o caso em que
n=pi-... DPs

¢; (mod p;), para todo j € {0,...,p — 1}. As-

t+0(t) + ...+ 0" (1) = Troe,) /0 (G) = (—1)*%
Logo,
pe; = (=1)° (mod p;) < [(=1)°p] - ¢; =1 (mod p;).

Dessa observagao podemos calcular c;.

Exemplo 4.4 Tomamosp=3,n=7-13, p1 =7 e py = 13. Entao, como s = 2, temos:
3¢y =1 (mod 7), entdo c; =5 e3¢y =1 (mod 13), daquico = 9. Assim, t =5 (mod p;)
e t=9 (mod py).

Nas mesmas condi¢oes da Proposicao anterior, exibiremos agora uma Z-base

para p;, no seguinte:

Teorema 4.6 Considere as hipoteses da Proposicao 4.1. Entao

v ={t —0(t),t —0*(t),....t — 0P (t), pit}

¢ uma Z-base de p;.

Demonstragao:

Vamos mostrar que o Z-médulo gerado por ~; é o ideal p;. Inicialmente, cada
elemento de 7;, escrito como combinacao linear dos elementos de 8 = {t,0(t),...,077 ()},
tem a soma dos coeficientes igual a zero ou p;, logo cada elemento de ~;, pertence a p;.

Assim, qualquer combinagao linear dos elementos de ~;, pertence a p;. Portanto

o Z-médulo gerado por 7; esta contido em p;.
p—1
Reciprocamente, dado = = Zalﬂi(t) € p;, devemos mostrar que r é uma
=0

combinagao linear dos elementos de 7;.
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Podemos escrever:

T = Zaﬂi(ﬂ = Zai(ﬁi(t) —1)+(Q_a) -t

Assim z pertence ao Z-moédulo gerado por +;, pois da Proposicao 4.1

3
L

a; =0 (mod p;). Portanto v; é uma Z-base de p;.

@
Il
o

O
Obteremos agora uma Z-base para um produto de ideais ramificados de O :

Pr-p2-... P

Para isso usaremos o seguinte:

Lema 4.3 (SAMUEL, Lema 1, p.18) Sejam A um anel comutativo, a e b ideais de A
tais que a +b = A, entao
a-b=anb.

Corolario 4.2 Sejam py1,po, ..., P, ideais primos nao nulos de O, r > 1. Entao

PP Pr=p1NPaN ... OP,.

Demonstracao: Sera feita por indugao sobre r. Como em 7, todo ideal primo nao nulo
¢ maximal, para r = 2 segue que p; + ps = O, logo o Lema 4.3 nos da p; - po = p1 N Po.
Assim se r = 2, o Corolario esta provado.

Se r > 2, suponha que o resultado do Corolario vale para s = 2,...,r — 1.
Entao fazendo a = py-,...,-p,_1 e b = p,, obtemos pelo Lema 4.3 e pela hipotese de
inducao que

prop2- o Ppr=prNp2N... NP,

Portanto, por inducao, o resultado ¢ valido para todo r > 1.

[
p—1
Corolario 4.3 Sejam p1,po, ..., p, ideais primos ramificados de O e x = Z a;0'(t).
i=0
p—1
Entao x € py - ... p,., se e somente se, Zai eEpr-... pl.
i=0

Demonstragao:
Pelo Corolario 4.2, py-...-p, = p1N...Np,, logo x € py-...-p,, se e somente se,
p—1
x € p1N...Np,. Pela Proposicao 4.1, x € p;, se e somente se, Z a; € p;Z. Finalmente,
i=0
LN ... NpZi=p1-...-p.Z e o resultado esta provado.
O
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Corolario 4.4 Sejam py,...,p, ideais primos ramificados de . Entao

Y= {t - 9(t>7t - 92(t)7 ot — Hp_l(t>7p1 e 'prt}
é uma Z-base para py - ... p,.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.6, t — 6'(t) € p;, para quaisquer j = 1,...,7 e i =

1,...,p— 1; logo pelo Corolario 4.2,

t—0t)epN...Op,=p1-...-p,

e portanto o Z-médulo gerado por v estd contido em p; - ... - p.. Agora seja
p—1

:E:Zaiﬁz(t)épl-...-pr.
i=0

Podemos escrever,

p—1 p—1 p—1
=Y af'(t) =Y ai(0(t)—t)+ () a;)-t
1=0 1=0 =0
Visto que 6'(t) —t € py - ... p,, entao

p—1
<Zai> PEPL e =P Ny
i=0

p—1
ou seja, < ai) -t € pjparaj = 1,...,7, mast ¢ p;, para j = 1,...,r, pois se
0

1=

t € p; entdo 0(t) € p; e Oy estd contido em p;, o que ndo pode acontecer. Portanto

p—1
ZCL,‘ S pjﬂZ :ij.
i=0
p—1
Logo Z a; € py- ... p2, ou seja, r esta no Z-médulo gerado por .
i=0

O
Sabemos que p;Z se ramifica completamente, isto é, existe p;, ideal primo de
O, tal que p;Or = p;.

Se p; é principal, digamos p; = (o), entao

Or
pi = ' o, = N(p;) = ‘NL/Q(%H-
Sem perda de generalidade, podemos supor Np,g(a;) = p;, pois se

Npg(e;) = —pi, podemos trocar a; por —a;.
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Mas «a; ¢ p;, para j # i pois caso contrario todos os multiplos de «; estariam
em p;, isto ¢, p; estaria contido em p;, o que nao ¢ verdade.
Assim a; = ¢; (mod p;), onde ¢; € {1,...,p; — 1} .

Portanto,
p—1
pi = Npjglay) = H 0" () = 05 (mod pj).
k=0

Entao teremos p; = cg (mod p;) para j # i, ou seja, P = p; (mod p;) possui solugao

para j € {1,...,s},j # 4. Com isso temos demonstrado a seguinte:

Proposigao 4.2 Sejam L uma p-EG de condutor n = py - ... ps, onde py,...,ps SG0
primos distintos e p; o ideal primo de Oy tal que p,Op = p¥. Se p; € principal,
entio existe solugao para cada uma das congruéncias ¥ = p; (mod p;),
je{l,...,s},j#1.

Exemplo 4.5 Considere p =3 en = 7-13. Denotando p; o ideal primo de Oy, tal que

3 =7 (mod 13) nao possui solucdo, entdo p; nao

791 = p3. Pela Proposicio 4.2 como x
€ principal.
Por outro lado, nada podemos afirmar sobre a principalidade do ideal primo

que estd acima de 13Z, pois z* = 13 (mod 7) possui solugao.

Exemplo 4.6 Considere ainda p =3 en =7-13-19. Seja p1 o ideal primo de Oy, tal

3 =7 (mod 13) ndo possui solugdo, entio pela Proposicao 4.2, py

que 7O = p3. Como x
nao € principal.
Considere o primo py tal que 130 = p3. Como 23 = 13 (mod 19) nao possui
solugao, entdao pela Proposicao 4.2, po nao € principal.
Agora seja p3 o primo tal que 199, = p3. Como z* =19 (mod 7) ndo possui
solugao, pela Proposicao 4.2, ps nao é principal.
O

4.3 A p-parte do grupo das classes

O grupo das classes de um corpo de nimeros, desempenha papel central
na Teoria dos Corpos de Classes, através das suas ligacoes com o grupo das unidades,
extensoes nao ramificadas e outros topicos da Teoria dos Nimeros. A determinacao da
estrutura do grupo das classes H(F') de um corpo de nimeros F' pode ser uma grande

tarefa nesse que é um dos problemas importantes na Teoria dos Ntiimeros Computacional.
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A p-parte, ou o subgrupo p-Sylow, de H(F') é importante por exemplo na Teoria de
Iwasawa, curvas eliticas e também por muito tempo foi de grande interésse para o Ultimo
Teorema de Fermat, visto o famoso critério de Kummer que diz: se p t |H(Q((,))| entao

2P +yP = 2P nao tem solugdo inteira nao trivial, conforme (WASHINGTON| Teorema 1.1,
p.1).

Nesta Secao focaremos o grupo das classes H(L) de uma p-EG. Podemos es-
crever, H(L) = H(L),®H(L),, onde H(L), é a p-parte de H(L) e H(L), a parte prima
com p de H(L). A cardinalidade de H (L), isto ¢, o numero de classes de L, é denotado por
h(L). Aqui nos propomos a apresentar um método aritmético para caracterizar H(L),.

Conhecemos por (LEOPOLDT) que p{ h(L), se e somente se, exatamente um
nimero primo se ramifica em L. Conner e Hurrelbrink (CONNER and HURRELBRINK)
provaram que se p || h(L), entdo exatamente dois nimeros primos se ramificam em L.
Reciprocamente, por (CONNER and HURRELBRINK] Teorema 2.69) se exatamente dois
primos p; e py se ramificam e p # py, po entao p || H(L), se e somente se, ou p; nao é uma
p-ésima poténcia modulo p, ou p, nao é uma p-ésima poténcia modulo p;. Recordamos
que um ndmero inteiro a é um p-ésimo resido médulo um ntmero primo ¢, se a nao é
divisivel por ¢ e a congruéncia a? = a (mod ¢) possui solugao (GAUSS| ). Pelo critério
de Euler, (USPENSKY and HEASLET)) a é um p-ésimo residuo médulo ¢, se e somente

a=1) , . , ,
se, @ » =1 (mod ¢). Denotamos (alq), = 1, se a é um p-ésimo residuo médulo g, caso

contrario denotamos (a|q), = —1. Se a é um ideal fraciondrio de Oy, [a] denota a classe
de equivaléncia de a em 9. Recordamos que L é uma p-EG de condutor n = p; ... p,

onde py, ..., ps sao primos distintos, p; =1 (mod p), i =1,...,s.

Observamos que, com o conceito de p-ésimo residuo modulo ¢, a Proposicao
4.2 da Secao 4.2 pode ser reescrita da seguinte forma:

Sejam L uma p-EG de condutor n = py - ... - ps, onde pq,...,ps sao primos
distintos e p; o ideal primo de Oy, tal que p;O, = p?, i € {1,...,s}. Se p; é principal,

entao p; é um p-ésimo residuo médulo p;, para j € {1,...,s},J # i.

Corolario 4.5 Com a notagdo acima, se (pi|p;), = —1 para i,j € {1,...,s} com i # j,

entdo ([p;]) = (Z/pZ) e consequentemente, H(L), é nao trivial.

Exemplo 4.7 Sejam p = 3, py = 7, po = 13, e L uma p-EG de condutor n = 91.
Por (CONNER and HURRELBRINK, Teorema 2.69) citado no inicio desta Se¢do, como
3||h(L) entdao |H(L)s| = 3. Do Coroldrio 4.5, p7 € nao principal pois (7|]13)5 = —1.
Assim, H(L)3 = ([pz]).

A Tabela 1 lista H(L)3, onde L é uma p-EG de condutor n = pips, p1,p2 €
{7,13,19,31,37,43}, p1 # p2, p = 3. Em todos os casos em que |H(L)3| = 3.
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| p1| p2 | (pilp2)s | (p2lp1)s | H(L)s
or | 7] 13 —1 1] ([ps])
133 7119 1 —1 [ {[p1o])
217 | 7] 31 1 1] ([ps))
250 | 7|37 —1 —1 [ ([pa])
301 | 7143 —1 1] ([p7])
247 1319 —1 —1 | ([p13])
403 |13 | 31 —1 1| {[prs))
559 | 13 | 43 —1 —1 | ([p1s])
580 | 19 | 31 1 1| {[pro])
70319 | 37 —1 1 {[po])
817 | 19 | 43 —1 —1 | {[p19])
1147 [ 31| 37 1 —1 | {[ps7])
1333 |31 | 43 —1 —1 | ([ps1])
1591 | 37 | 43 —1 1] ([ps7])

Tabela 1: H(L), Para certos corpos cibicos de condutor p;ps

Exemplo 4.8 Sejamp =3, p1 =7, po =13, p3 =19, n = p1pap3 = 1729 e L uma p-EG
de condutor n. Como (7|13)5 = (13]19)3 = (19]7)3 = —1, entdo pr, P13 € P19, SGo todos
nao principais. Assim 3 divide h(L).

No Exemplo 4.8, se nés pudermos provar que ([p7]) # ([p13]), poderemos con-
cluir que H(L)3 tem um subgrupo isomorfo a (Z/3Z)?* e entao que h(L) é um multiplo de

32. Isto serd dado depois da prova do Corolério 4.6.

Teorema 4.7 (WAERDEN, p.184) Sejam 3 um ideal fraciondrio principal de Oj e

Q@
qi,- .-,y tdeais primos de Op. Entdo J pode ser escrito como o quociente u de dois
ideais inteiros principais, tais que nenhum dos ideais q;, i = 1,...,r divide () e divide
(8)-

by

Corolario 4.6 Sejam a = pi', ... 713?;‘ eb= P

i1

.,p;’-z, onde l<r<iy<...<i,<s
el<r<j<...<j,<s. Sela] =[b] entao

< H?:l p?j

v by
/=1 p]e

pk> =1 fork=1,...r.
p

-1
Demonstragao: Considere o ideal 3 = ([T,_,; pi*) (H?:l p;’;) . Como [a] = [b] entao
J é principal e 3 = ((a)/(b)), onde a,b € O e b # 0. Pelo Teorema 4.7 podemos

supor que nem a nem b pertence algum dos ideais em {px|k = 1,...,7}. Por outro lado,
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aplicando a norma a ambos os lados de

119 = @)/ @) - T #%
=1 =1
obtemos . )
117 = Nejo (a/v) - 1] )
=1 =1
Para cada 1 < k < r, existe ¢, € {1,...,pr — 1} tal que a/b = ¢ (mod pi) e assim

¢7(a/b) = ¢ (mod py) para j =1,...,p— 1. Como Ny g (a/b) = Np,g(a/b), segue que

p—1
Nisgla/t) = [[#(a/b) =& (mod p),
j=1
isto é,
Hp?f =cf - Hp;’j (mod pg).
(=1 =1

Com isso, o coroldrio estd provado.
O

Exemplo 4.9 (continuagio do Exemplo 4.8) Vimos no Exemplo 4.8 que p7, P13 € Pio,

nao sao principais, entao

(i) (£ | 19)3 = (10| 19); = —1, assim pelo Coroldrio 4.6, concluimos que
[p7] # [pas].

(i1) <g ‘ 19)3 = (16 | 19); = —1, assim pelo Coroldrio 4.6, concluimos que
[p7] # [p1a].

Usando (i) e (ii) concluimos que 32 | h(L). Ademais, {[p7]) X ([p13]) é um
subgrupo de H(L), isomorfo & (Z/37)*.

O proéximo teorema € o principal resultado desta secao. Satisfeitas as hipoteses,

ele nos d4 um método para determinar subgrupos de H(L),.

Teorema 4.8 Com a notacao acima, sejam pi,...,p., © < S, tais que
(pilpr)p =1 € (Pr—1lpr)p = —1
para k=2,...,r e 1=1,...,k—2. Entao

(Ip1), -+ [pra]) = (Z/pZ)
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Demonstracao: Usaremos inducao sobre r. O caso r = 2 estd no Corolario 4.5, assim

consideraremos agora 2 < r < s. Supondo que
pi|lpe)p=1 e Pr—1|pr)p=—1 parak=2,....r+1,i=1,...,k—2

mostraremos que

<[p1]7 M) [pr—IL [pr]> = (Z/pZ)T

Para justificar esse isomorfismo, basta mostrar que [p.] ¢ ([p1],...,[pr—1]),
uma vez que pelo Corolario 4.5, ([p,]) = (Z/pZ). Supondo, por contradigao,
que [p,] = [p1]®* - ... [pr—1]1, para alguma escolha de inteiros ey,...,e,_1, isto é,
[p.] = [pS* - ... - p"7']. Pelo Corolario 4.6,

N (%) — cff+1 (mod p,41),

isto é,
r—1
€; —
pr = Cpy1 " Pik—1 (mod pr41),
i=1

para algum ¢, 41 € {1,...,p41 — 1}. Como (p; | pr)s = 1 parai = 1,...,r + 1, essa
ultima congruéncia implica que (p. | pr+1)p = 1, 0 que é uma contradigdo. Assim,

[p.] & ([p1], ..., [pr_1]), como queriamos.
O

Exemplo 4.10 Sejam p = 3, py = 7, po = 13, p3 = 19, py, = 223, p; = 373,
n=mp-... ps= 143816491 e L uma p-EG de condutor n. Temos o sequinte:

(i) (p1 | p2)s = —1;
(ii) (Pl ’p3)3 =1, (pz ’p3)3 =-—1;
(i7i) (p1 | pa)s = (P2 | pa)s =1, (p3 [ pa)3 = —1;

() (P11 ps)s= (P2 | ps)s = (p3 | ps)s =1, (pa|ps)s = —1

Pelo Teorema 4.8, H(L)3 possui um subgrupo gerado por [pz], [p13], [P1o] € [P2o3]. Assim,
h(L) é um multiplo de 3*.

Exemplo 4.11 Sejam p = 5, py = 11, po = 31, p3 = 61, py = 191, p; = 541,
n=mpy-... ps=2149388131 e L uma p-EG de condutor n. Temos o sequinte:

(i) (p1 | p2)s = —1;

(ii) (p1 | p3)s = 1, (p2 | p3)s = —1;
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(ii) (p1 | pa)s = (p2 | pa)s = 1, (p3 [ pa)s = —1;
(i) (p1 | ps)s = (P2 | Ps)s = (P3| ps)s = 1, (Pa | ps5)s = —1

Pelo Teorema 4.8, H(L)s possui um subgrupo gerado por [p11], [ps1], [Pe1] € [P1o1]. Assim,
h(L) é um multiplo de 5%.

Concluimos dizendo que apresentamos nesta Secao, um método para determi-
nar subgrupos da p-parte do grupo das classes de uma p-EG de condutor n = py - ... ps,
p; primo, p; = 1 (mod p), i = 1,...,s. Sua eficicia depende da suposigao de p; ser
um p-¢simo residuo maédulo p; para j = 1,...,% — 2, mas nao ser um p-¢simo residuo
modulo p;_1 para i = 2,...,r. Apesar desta limitacao o método nos permitiu resolver
varios casos, que de outra forma, poderia ser computacionalmente trabalhoso. Portanto
a técnica aqui apresentada poderia ser aplicada antes desses algoritmos, reduzindo assim
seus ‘custos’ operacionais. As limitacoes da técnica apresentada nos é desconhecida e sera
assunto para futuras pesquisas. Finalmente, no caso em que dois primos se ramificam,
nenhum dos quais igual a p, o (CONNER and HURRELBRINK| Teorema 2.69), ao qual
nés nos referimos no inicio desta Segao, estabelece que p || h(L), contanto que um dos
dois, (p1 | p2)p ou (p2 | p1)p, nao seja 1. Nossos exemplos mostraram que quando r > 3,
ou seja, quando trés ou mais primos se ramificam, e certas condigoes de ‘residualidade’ se
verificam, entdo uma poténcia de p, maior do que 1, divide h(L). Determinar exatamente

essa poténcia é um assunto a ser estudado.

4.4 A Forma Tracgo

Assim como em todo este capitulo, p é um numero primo impar, n é um
produto de primos congruentes a 1 médulo p e L é uma p-EG de condutor n.
Dados o, 0 homomorfismo de Minkowski e z € 9, o quadrado do compri-

mento de oz (x) é dado por

o1 @)? = 3 oila) = 3 ou(a?) = Trujala?).

Tendo em vista o calculo do raio de empacotamento associado a representacao
geométrica de um Z-moédulo contido em O, precisamos encontrar o menor valor nao nulo

que a forma quadrética Try (z?) assume, na condi¢do de x pertencer a tal Z-médulo.
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Usando o Teorema das Médias, obtemos:

o1(@)]” _ |or(@)] + - -+ |oy(2)]
p p

Assim, |0L(x)|2 > p{/W > p, ou seja, a norma de qualquer vetor nao
nulo o (z),r € Oy, é pelo menos /p.

Observamos que em £, temos um elemento para o qual essa forma quadratica
assume o valor p. Por exemplo, em x = 1, pois Try, /@(12) = p. Assim concluimos que o
menor valor da forma quadratica, TrL/Q(xQ), x em O, x diferente de zero, é p e assim o

raio de empacotamento da representacao geométrica de Oy, é
1
p= §min{]aL(:v)| €O, x#0} = \/7]3
Por outro lado, sabemos do Teorema 4.4 que 3 = {t,0(t),0%(t),...,0P71(t)} é

uma base de O, onde 6 é um gerador do grupo Gal(L/Q). Entao um elemento = de Oy,

se escreve da forma,

3
L

r=Y a0 (t),a; €7Z. (14)

i

Il
o

Escrevendo x como em ((14)), veremos em seguida um resultado que se revelara
de grande importancia para o nosso proposito de minimizar a forma quadratica a que nos

referimos.

Teorema 4.9 (OLIVEIRA ) Sejam 0 um gerador do grupo Gal(L/Q) et = Trgc,)/o(Cn)-
p—1
Considere © = Z a;0'(t) € Op, entdo

=0

Trro(z?) =n (Z a?) + ! ; n (Z ai> . (15)

Com o objetivo de obter os principais resultados desta Seccao, enunciaremos

e demonstraremos alguns resultados auxiliares:

Dado a = (ag,...,ay—1) € ZP, definimos o conteiido de a e denotamos por
p—1
cont(a), o nimero: cont(a) = E a; e definimos o quadrado da norma de a, denotada por
i=0
p—1
2 ’ 2
||a]|” como o nimero Y a?.
i=0
p—1
De modo andlogo, dado = = a;0'(t) € Op, definimos conteido de x e
i=0
p—1

denotamos cont(z), o numero: cont(z) = Y a;.
0

<.
I
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Ainda com o objetivo de simplificar, dado um inteiro S, seja
Es={z €Oy, cont(x)=S}.

De modo analogo, seja
Gs = {a € ZP,cont(a) = S}.

p—1
Podemos ver que para x = Z a;0'(t) € Oy,
i=0

p—1
1—
Trro(z?) = n (Z a?) + TnSQ (16)

i=0
p—1

e portanto o menor valor para Try, /Q(x2), xr € Eg, é atingido quando a expressao Z a;
=0

atingir o menor valor.

Com o objetivo de encontrar esse minimo, definimos as funcoes 7;;, para 7, j €

{0,...,p—1}:

a; —1 sek=nr;
— 7P »
onde by = a;+1 sek =j;

—

by, ...,b,_
(bo p-1) ay se k#1i,7.

Tij . 7P

(CLQ, e ,(lp_l)

Dessa defini¢do observamos que se a,b € ZP, sdo tais que 7;;(a) = b, ent@o
cont(a) = cont(b). Por outro lado, dados a = (ag, ...,ap—1) € ZP e b = (by,...,b,—1) € ZP,
tais que cont(a) = cont(b), podemos obter uma composicao de fungoes 7,5, que leva a
em b. De fatose a e b tém as coordenadas correspondentes iguais, isto é, se a; = b;
para cada i € {0,1,2,...,p — 1}, basta tomar a composta de 7;; com 7;; que nos da a
identidade.

Suponha entdao que a # b e seja r o menor indice tal que a, # b.. Podemos
supor a, > b,. Eclaroque r < p—1 poisse r = p— 1, como cont(a) = cont(b),
teriamos a, = b,.

Aplicando 7,41, (ar — b,) vézes na p-upla a, obtemos uma p-upla com o
mesmo conteiido de a mas com as r primeiras coordenadas coincidindo com as r primeiras
coordenadas da p-upla b.

Desse modo, podemos repetir o processo até obter uma p-upla tal que as
(p—1) primeiras coordenadas coincidam com as (p— 1) primeiras coordenadas da p-upla
b.

Agora, como essa tltima p-upla tem o mesmo conteido que a p-upla a, con-

cluimos que a p-ésima coordenada dessa p-upla também coincide com a p-ésima coorde-
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nada da p-upla b.

O seguinte lema contribuird para o resultado que buscamos:

Lema 4.4 Sejam a = (ag,...,ap-1) € b = (by,- - -,b,—1) dois elementos de ZP tais que

7i;(a) = b. Entdo: |ja||> > ||b||* , se e somente se, a; — a; > 1.

Demonstragao:

Nas condigoes acima,

la||> > ||b]|*>,  se e somente se, a’+ a; > (a; —1)* + (a; — 1),

Assim,

lal|> > ||b]]*,  se e somente se, a; —a; > 1.

O
A relacao em ZP: "Ter o mesmo conteido” é de equivaléncia e a classe de

equivaléncia ¢ dada por

O(a) = {b € Z; cont(a) = cont(b)}. (17)
e chamamos de orbita de a. ,
p— .
De modo semelhante ao que fizemos em (4), definimos para = = > a;0'(t),
i=0

a; € 7,
O(z) ={y € O, cont(y) = cont(z)} .

Portanto, pelo Lema 4.4 e pelo que expusemos acima, provamos o seguinte:

Lema 4.5 Se a € ZP, b € O(a) € tal que ||b||> € minimo, entio duas entradas de b, nio

podem diferir em mais que uma unidade.
Esse Lema nos permite obter o seguinte resultado:

Lema 4.6 Sejam a = (ag,...,ap—1) € ZP tal que S = cont(a), seja um inteiro ndo
negativo. Entdo dentre todas as p-uplas pertencentes a O(a), as que tém menor norma
possuem r entradas tguais ¢ ¢+ 1, 0 <r < p, e as demais iguais a q, onde q e r Sao,

respectivamente, o quociente e o resto na divisao de S por p. Essa norma minima € dada
por: \/pq®+ 2rq +r e a unicidade de q e r se deve ao algoritmo da divisdo.

Demonstragao:
A demonstragao da primeira parte decorre do Lema 4.5. Para finalizar, ob-

servamos que uma p-upla nessas condigoes é uma p-upla cujas coordenadas sao uma
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permutacao das coordenadas da p-upla

(g+1,....,9+1,q,...,q) .

Como cont(a) = S entao pg+1r = 5,0 < r < p, ou seja, ¢ e r s4o o quociente e o resto
da divisao de S por p.

Agora, para terminar
la+1,....a+1Lq,...,0QIP =r(g+1)*+ (p—r)¢* = pg® + 2rq + -

O
O Lema 4.6, acima demonstrado e a expressao (16) nos permitem deduzir o

seguinte:

Teorema 4.10 Dado um inteiro m > 0, m = pg+r, 0 < r < p, o minimo da forma

quadrdtica em (2) para x € E,,, é dado por

F(q, T) = min {TI'L/Q(y2>’ CO”t(y) = pq —+ T} — pq2 + 2rq + nr + 702.
1 2 :
Podemos escrever: F(q,r) = —{(pg+r)> +nr(p —r)}, ou seja,
p
Loy
F(m) = g{m +nr(p—r)}. (18)

Considere o Z-médulo de posto p, definido por:
M,, = {r € Op;cont(x) =0 (mod m)}.
Podemos ver que 9, = U Ei,.
O resultado seig?linte nos mostra o menor valor da Forma Traco em t,,.
Teorema 4.11 Com a notacao anterior, dado m > 0, entao
min {Tryo(2%); 2 € M,z # 0} = min{2n, F(m), F(2m),..., F(pm)}. (19)

p—1 )
Demonstracao: Seja z = ) a,0'(t) € M,,. Se x € Ey, entdo

=0
p—1
Trpq(z*) =n (Z a; )
i—0

e para x # 0 tal expressao atinge minimo em

r = (1,—-1,0,...,0), ou uma permutacao dessa p-upla. Assim, o menor valor da Forma
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Traco é 2n.
Para x € E;;,,,7 > 0, a expressao do menor valor da Forma Traco é dada por

(im)?

Se m =0 (mod p), isto é, se r = 0, entao F(im) = , que é uma funcao

crescente e seu minimo ¢é atingido em ¢ = 1, ou seja,
m2
min {Try (2%);z € My, x # 0} = min {Qn, —}} :
p

Por outro lado, se m # 0 (mod p), podemos ver que F((p + i)m) > F(im),
logo
min {2n, F(im);i € N}} = min {2n, F(im);i = 1,...,p}}.

O
Para a representacao geométrica do Z-médulo 9M,,, como vimos na Proposicao 2.20 da

Secao 2.6, o raio de empacotamento e o volume sao respectivamente:

1
p= §min{ Trr o(x%);0 € My, v # O} (20)

N

v(o(M,,)) = |Disc(K)|2 [Of : M) (21)

Lema 4.7 Com as notagées anteriores temos que [Oy, : M,,,] = m.

Demonstracao: Sejam t = Tl"@(cn)/L(Cn) € O e T aclasse de z em O modulo M,,.

Vamos mostrar que as classes 0,%,2t,..., (m —1)t, sdo distintas e em
p—1 ]
seguida que dado x = ) a;60'(t) € O, entdo x estd em uma dessas classes.
i=0

Suponhamos que it = jt para 0 < i,j < (m — 1). Isso é equivalente &
(i—7)t =0, ou seja, i —j = 0 (mod m) e assim, como 0 < i, j < (m—1),i = j;
portanto as classes 0,%,2t, ..., (m — 1)t sao distintas.

Para concluir, podemos escrever
p—1 p—1

T = Zalﬂi(t) = ait+ Y _ai(f'(t) — 1),

=0 i=1

p—l A p—1 p—1
como a;(0'(t) —t) € M,,, entdo x = Y a;t (mod M,,), ou seja, = = (z ai> t
i=0

i=0 i=0
p—1 _
(mod 9M,,). Como podemos escrever Y a; =ms+7r,0<r < (m—1), entdo T =rt, ou
i=0

seja, T € rt e a demonstragao estd concluida.
O

Do Teorema 4.2 da Secao 4.1, temos que Disc(L) = nP~! e por (3) na Segao
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2.6, temos que a densidade de centro é:
5= (0L (M,) = —5— (22)

Com essa férmula da densidade de centro analisaremos o caso em que m = 0

(mod p), para ver que avaliagdo podemos fazer da densidade de centro nesse caso e em
seguida analisaremos m # 0 (mod p).

NG 2
Supondo que m =0 (mod p); m = pq, entdo p = mm{ 27”6, \/gq }
Ve V2o V2n
2 = 2

entao p = 5 ou seja, m? > 2pn e a densidade é
. 0E)
2
p—1 Tp—1
nz -m
Simplificando essa fracao obtemos:
1
nz
0= )
2% . m

O valor de m que maximiza 0 é o menor inteiro multiplo de p e maior que +/2pn. Assim
deduzimos que

0 = =

¢ um limite superior para 9.

Usando os resultados obtidos, ver Tabela 2, a cota superior que obtemos para

0s primos, 3, 5 e 7.

cota | recorde | %
3 w5 | s |81
5) #5 ﬁ 63
7 ﬁﬁ % 38

Tabela 2: Cota superior para ¢ - dimensoes 3, 5 e 7

/2
Suponhamos ainda, m =0 (mod p) mas p= %, entao m? < 2pn e

p—1
T.m 2P pQ. p
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Tendo em vista essa expressao para o, concluimos que o valor de m que maxi-
miza Jd, é o maior inteiro multiplo de p e menor do que +/2pn.
Assim um limite superior para § é

W) 1

*_
0 T Aptl

Verificamos que é o mesmo resultado obtido quando supomos § = @

Com as consideragoes acima, concluimos que quando m = 0 (mod p) os reti-

culados obtidos nao sao densos.

Doravante, suponhamos que m # 0 (mod p), m > p.

Do Teorema 4.11, temos:

V2 F F(2 F

p = min n,\/ (m),\/ (m),...,ﬂ (23)
2 2 2 2

Recordamos aqui a expressao que foi dada em (5):

Lo o
F(m) = ];{m +nr(p—r)}.
V2
Para que p seja Tn, devemos ter 2n < F(im), onde i = 1,...,p; isso

significa que
m? - 2p — 7i(p —15)

n 72

onde 7; é o resto da divisao de im por p.

2p —ri(p— 1) m?
Lema 4.8 Seja w = maa:{ P ,(2p ),z =1,... ,p} e suponhamos — > w.
i n

V2n
2

Entao p= e 0" = onde 0* € a cota superior para 9.

1
25 /w’
A demonstracao desse Lema decorre da substituicao dos parametros na ex-

pressao da densidade de centro.

Supondo p = 3, temos para m =1 (mod 3),

{6—2 6—2 6}
w=maxy ——,——, ~ 0 =4

17 479
Observamos que para m = 2 (mod 3) obtemos o mesmo valor para w. Assim
m? i m\ 2
— >4, ou seja, (—) > n.
n 2



Consideramos entdao m = 1 (mod 3) e convém tomar m da forma, m = 6A+1,

logo

O inteiro congruente a 1 médulo 3 e mais proximo de <

(6)\+1

2
) =9\ + 3\ 40, 25.

61+ 1\

é 9NZ+ 3\ + 1.

tal nimero for primo estaremos otimizando o nosso problema para p = 3.

Na tabela 3, a seguir, mostramos os resultados obtidos para densidade de

centro de or,(9M,,). Podemos comparar com o valor recorde para a dimensao 3.

A | 2n m | F(m) | raio J record %

1 |26 7 25 2,50 0,17170330 | 0,17677670 | 97,1301%
2 |86 13 | 85 4,61 0,17523732 | 0,17677670 | 99,1292%
3 | 182 19 | 181 6,73 0,17604872 | 0,17677670 | 99,5882%
4 | 314 25 | 313 8,85 0,17635463 | 0,17677670 | 99,7612%
5 | 482 31 | 481 10,97 | 0,17650170 | 0,17677670 | 99,8444%
7 1926 43 925 15,21 | 0,17663354 | 0,17677670 | 99,9190%
8 | 1202 |49 | 1201 |17,33 | 0,17666641 | 0,17677670 | 99,9376%
30 | 16382 | 181 | 16381 | 63,99 | 0,17676860 | 0,17677670 | 99,9954%
63 | 71822 | 379 | 71821 | 134,00 | 0,17677485 | 0,17677670 | 99,9990%

Tabela 3: Densidade de centro de o (9,,,), em dimensao 3

Agora consideremos p = 5. Se m =1 (mod 5) teremos

w:max{

Se m =2 (mod 5) teremos w = 4. Assim convém considerar m = 2 (mod 5), m da forma

m = 10\ + 7 e portanto

mA 2
3)

Entao consideramos o inteiro mais préximo de 25A\% 4+ 35\ + 12+ 0, 25 que seja congruente

10N 47
2

1

4 79

10-4 106 10—6}_6

2
) = 25)\% + 35\ + 1240, 25.

a 1, médulo 5. Se 25\ + 35\ + 11 for primo, teremos um reticulado denso.

Na Tabela 4 a seguir, mostramos os resultados obtidos para densidade de

centro de o, (9M,,) podemos comparar com o valor recorde para a dimensao 5.




A | 2n m | F(m) | raio J record %o

1 | 142 17 | 143 5,96 0,08762041 | 0,08838835 | 99,1312%
2 | 362 27 | 363 9,51 0,08808471 | 0,08838835 | 99,6565%
3 | 682 37 | 683 13,06 | 0,08822679 | 0,08838835 | 99,8172%
4 |1102 47 | 1103 16,60 | 0,08828826 | 0,08838835 | 99,8868%
5 | 1622 o7 | 1623 20,14 | 0,08832031 | 0,08838835 | 99,9230%
20 | 21422 | 207 | 21423 | 73,18 | 0,08838319 | 0,08838835 | 99,9942%
60 | 184222 | 607 | 184223 | 214,61 | 0,08838775 | 0,08838835 | 99,9993%
78 | 309682 | 787 | 309683 | 278,25 | 0,08838799 | 0,08838835 | 99,9996%

(mod 7), w = 4; se m = 3 (mod 7) entdo w = 2. Assim, convém considerar m = 3
(mod 7), m fmpar. Neste caso tomamos m = 14\ + 3. Entao tomamos o inteiro mais
préoximo de 98A2 + 42X\ +4+0, 5, que seja congruente a 1, médulo 7. Se n = 98\% +42\+1

for primo, estaremos otimizando o problema para p = 7.

Tabela 4: Densidade de centro de o (9M,,), em dimensao 5

Por fim, consideremos p = 7. Se m = 1 (mod 7), teremos w = 8; se m

61

2

Na Tabela 5 a seguir, mostramos os resultados obtidos para densidade de

centro de o, (9M,,) podemos comparar com o valor recorde para a dimensao 7.

A | 2n m F(m) raio ) record %

1 | 282 17 283 8,40 0,06173844 | 0,06250000 | 98,7815%
3 | 2018 45 2019 22,46 | 0,06239188 | 0,06250000 | 99,8270%
4 | 3474 59 3475 29,47 | 0,06243713 | 0,06250000 | 99,8994%
9 | 16634 129 | 16635 64,49 | 0,06248685 | 0,06250000 | 99,9790%
21 | 88202 297 | 88203 148,49 | 0,06249752 | 0,06250000 | 99,9960%
72 | 1022114 | 1011 | 1022115 | 505,50 | 0,06249979 | 0,06250000 | 99,9997%

Tabela 5: Densidade de centro de o (9,,,) em dimensao 7



62

5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos valiosas contribuigcoes nas aplicacoes da Geome-

tria de Numeros.

A relagao natural entre o grupo das classes de um corpo de niimeros e as repre-
sentacoes geométricas de certos Z-modulos contidos no anel de inteiros, nos direcionaram
a resultados originais na estrutura do grupo das classes. A Secao 3.2 é dedicada a uma
demonstracao original sobre a finitude do grupo das classes. Na Secao 4.3 apresentamos
resultados inéditos sobre a p-parte do grupo das classes, conhecendo uma caracterizagao
dos ideais primos ramificados. Um desafio que parece viavel, seria caracterizar a p-parte

do grupo das classes nas hipoteses da Secao 4.3.
Os resultados mais significativos desta tese, encontram-se na Secao 4.4.

Os corpos de nimeros considerados sao p Extensoes Galoisianas e a forma e a
forma traco ja é conhecida. O desafio deste trabalho foi caracterizar médulos do anel dos

inteiros, de modo a otimizar as informacoes da forma traco.

Um resumo dos resultados obtidos e das expectativas de trabalhos futuros

estao no quadro abaixo:

1. Reticulados a partir de polinomios: No Capitulo 3, obtivemos reticulados étimos
em dimensoes n = 2,3 a partir das raizes de polinomios de grau n. Um préximo

desafio seria generalizar tal resultado para n > 3.

2. Na Secao 4.2 descrevemos uma Z-base para os ideais ramificados em extensoes

ciclicas de grau p. Como seria a descrigao das poténcias desses ideais?

3. Na Secao 4.3 apresentamos um método para se determinar subgrupos da p-parte
de H(L) onde L/Q é uma extensao ciclica de grau p. Tal método se mostrou mais

eficiente do que softwares especializados (Magma).

4. Derivamos um limitante superior para a densidade de centro de reticulados associ-
ados a certos sub-médulos de D, onde L/Q é uma extensao ciclica de grau p. Com
efeito, alguns desses reticulados se mostraram serem 6timos nas dimensoes p = 3,5
e 7. Qual a escolha apropriada para sub-médulos de 9, em outras dimensoes a fim

de se obter reticulados com densidades recordes nas mesmas?
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