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Resumo

Atualmente, a tecnologia celular esta presente em todos os aspectos da vida cotidi-
ana: lares, escritérios, industrias, etc. Tal tecnologia teve um rapido crescimento durante
as duas ultimas décadas tentando acompanhar o aumento do volume de trafego nas redes
de comunicagao sem-fio. Naturalmente, ao propor modelos mais realistas possiveis, com
o propésito de caracterizar fendmenos que afetam a qualidade do sinal ou o desempenho
do sistema, novas ideias, concep¢oes e outras ferramentas surgem para descrever tais si-
tuagoes. Este é o caso da Geometria Estocastica ou, particularmente, o processo pontual
de Poisson, o qual vem sendo frequentemente utilizado como um modelo de rede celular,
a partir da localizacao aleatéria dos nés na rede. Diante desta ferramenta matematica, é
possivel implantar estagoes radio base na rede externa celular, bem como pontos de acesso
baseados em picocélulas, femtocélulas, etc. Além disso, permite-se quantificar a interferén-
cia, area de cobertura, probabilidade de outage, dentre outros. Estes resultados também
levam em consideracao o impacto de mobilidade no desempenho de tais redes. Nesse con-
texto, este trabalho analisard redes ad-hoc sem-fio propondo expressoes analiticas para
as seguintes métricas de caracterizacao de desempenho: interferéncia e conectividade de
transmissao. Essas métricas levam em consideracao tanto a razao sinal-ruido mais inter-
feréncia (signal-to-interference-plus-noise ratio (SINR)) como a razao sinal-interferénca
(signal-to-interference ratio (SIR)), em que neste caso, a poténcia de ruido é considerada
nula. Especificamente, o fenomeno interferéncia sera caracterizado via modelo shot-noise
segundo um processo pontual chamado de processo pontual marcado (marked point pro-
cess (MPP)), sendo este mais realista do que o tradicional modelo de Poisson. Além disso,
este tipo de modelo incorpora os efeitos de propagacao de radio de pequena e larga escala
e sobretudo as diferentes tecnologias de deteccao e tratamento de sinal. Paralelamente,
adotaremos um canal de radio com desvanecimento Nakagami-m. Por fim, o tratamento
matematico para o modelo proposto torna-se um fator desafiador deste trabalho, visto
que, tais resultados generalizam alguns ja publicados na literatura, os quais adotam alguns
parametros menos realistas.

Palavras-chaves: Redes ad-hoc, geometria estocéstica, processo pontual de Poisson, des-
vanecimento.



Abstract

Currently, cellular technology is present in all aspects of everyday life: homes, of-
fices, industries, etc. Such technology had grown rapidly over the last two decades trying
to follow up with the increased traffic volume on the networks of wireless communication.
Naturally, to propose possible more realistic models, with the purpose of characterizing
phenomena that affect the signal quality or performance system, new ideas, concepts and
other tools to describe such situations arise. This is the case of Stochastic Geometry or,
particularly, the point process Poisson, which has been often used as a model for cellular
network from the random node locations in the network. Faced with this mathematical
tool, it is possible deploy base stations in cellular external network and access points based
picocells, femtocells, etc. Moreover, it allows to quantify the interference, coverage area,
outage probability, among others. These results also consider the impact of mobility on
the performance of such networks. In this context, this thesis will analyze ad-hoc wireless
networks offering analytical expressions for the following metrics of performance char-
acterization: interference and transmission connections. These metrics take into account
both signal-to-interference-plus-noise ratio (SINR) and signal-to-interference ratio (SIR),
in which case, the noise power is considered null. Specifically, the interference phenomena
will be characterized via shot-noise model according to a point process called marked
point process (MPP), this being more realistic than the traditional Poisson model. Fur-
thermore, this type of model incorporates effects of radio propagation small and large
scale, mainly the different technologies for the detection and signal processing. In par-
allel, we will adopt a radio channel with Nakagami-m fading. Finally, the mathematical
treatment for the proposed model becomes a challenging factor in this work, since such
results generalize some already published in the literature, which adopt some less realistic
parameters.

Key-words: Ad-hoc networks, stochastic geometry, Poisson point process, fading.
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Introducao

s sistemas de comunicagao sem-fio evoluiram consideravelmente nos tltimos anos. Es-
O tes passaram de um simples sistema de voz para algo mais complexo. Atualmente,
eles operam em tempo real e, além da fun¢ao da transferéncia de voz, eles também estao
aptos a transmitir dados, imagem e video. Por outro lado, para atender a demanda por
estes servigos e proporcionar uma qualidade de servico em niveis aceitaveis, faz-se necessa-
rio implementar sistemas de alta capacidades. No entanto, a capacidade de comunicagao
sem-fio é, basicamente, dificultada por dois fatores. O primeiro deles esta relacionado ao
alto custo e escassez do espectro de frequéncia, e o outro decorre da propria natureza da
comunicagao wireless, ou seja, os canais sem-fio sofrem perturbagoes devidos a fendémenos
de interferéncia, propagagao e mobilidade (GOLDSMITH, 2005).

A estes desafios, ainda acrescenta-se a necessidade de implementar redes flexiveis
de facil gerenciamento e de baixo custo, caracteristicas estas encontradas em redes ad-hoc,
objeto de estudo desta tese. Neste tipo de rede, dinamicamente os terminais se comuni-
cam uns com os outros sem qualquer infra-estrutura de rede fixa existente e, sem a figura
de um administrador central (HEKMAT, 2006). Devido a estas virtudes, recentemente
as redes ad-hoc vem ganhando bastante popularidade, por isso, tal tecnologia é encon-

trada por exemplo, em aeroportos, residéncias, escritorios, shoppings, etc (FRODIGH;
JOHANSSON; LARSSON;, 2000).

Por outro lado, a rede celular é um tipo de rede via radio consistindo de uma quan-
tidade fixa de pontos de acesso, conhecidas como estacoes radio base, e grande quantidade
de usuérios (ou unidades méveis). Cada estagao radio base cobre uma determinada regiao
geografica conhecida como célula e tem por finalidade servir todos os usuarios da célula.
Em ambientes celulares, ha um fenémeno importante que influencia no desempenho do
sistema de comunicagao: a interferéncia. Este fendmeno, por exemplo, provém de sinais

indesejados de transmissoes simultaneas a partir de outros nés vizinhos da rede no mesmo

canal fisico (RAPPAPORT, 1996).

Como comentado no paragrafo anterior, o fendmeno interferéncia produz limita-
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¢oes significantes ao desempenho de sistemas de comunicacoes sem-fio, e esta situacao é
intensificada, particularmente, no contexto das redes ad-hoc (WEBER et al., 2007). Uma
parte importante das pesquisas destinadas a redes ad-hoc é dedicada ao desenvolvimento
e projeto de protocolos de comunicacao para controle de acesso ao meio, bem como para o
roteamento (BASAGNI et al., 2004). Um dos principais critérios de concepgao destes pro-
tocolos € a gestao da interferéncia, assegurando um bom compromisso entre reutilizacao
espacial, a qualidade e o fluxo das comunicacoes. Novas linhas de pesquisas sao orientadas
na andlise tedrica do limite de capacidade da rede mediante a protocolos de comunicacao
idealistas (WEBER; ANDREWS; JINDAL, 2010).

Uma outra vertente investiga as redes ad-hoc mediante a interferéncia gerada pelo
sistema. Dentre os modelos existentes para modelar a interferéncia, este trabalho dedica-se
a investigagao do modelo em que leva-se em consideracao a posi¢ao espacial dos nés interfe-
rentes, bem como as condi¢oes de propagacao do meio. Portanto, é essencial ter um modelo
que capture todas estas informagoes, isto é, seja ao mesmo tempo geral e representativo.
Tais caracteristicas sao encontradas em modelos estocasticos, os quais permitem represen-
tar, por exemplo, as caracteristicas dindmicas e aleatérias da interferéncia (KINGMAN,
1993; BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009a; BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009b).

Recentemente, a distribuicao espacial de estagoes radio base, pontos de acesso e
dispositivos méveis na rede é modelada aleatoriamente de acordo com alguma distribuicao
conhecida. A modelagem estocastica dos nds, por distribuicoes espaciais, supera portanto
as dificuldades mencionadas no capitulo anterior em considerar modelos deterministi-
cos (ANDREWS; BACCELLI; GANTI, 2011). De acordo com (STOYAN; KENDALL;
MECKE, 1996), as distribui¢oes espaciais fazem parte dos padroes de pontos aleatérios,
também chamados de processos pontuais, da Geometria Fstocdstica. A Geometria Esto-
castica é uma area da matematica fundamentada na Teoria da Medida aplicada no espago
de probabilidade cuja finalidade ¢é fornecer médias espaciais de posi¢ao tomadas para uma
grande quantidade de pontos, de diferentes localizagoes, em uma determinada area. A uti-
lizacdo da Geometria Estocastica para modelagem de problemas fisicos ja era conhecida
bem antes da aplicagdo em problemas de comunicagao sem-fio (STOYAN; KENDALL;
MECKE, 1996). Num contexto geral, os processos pontuais podem ser usados diretamente
para modelar e analisar dados que descrevem um determinado padrao. A seguir é listada
algumas aplicagoes que utilizam processos pontuais como uma ferramenta de modelagem
(BADDELEY et al., 2007):

e mapas de localizagdo de arvores ou ninhos de passaros;
e posicoes de estrelas e galéxias;

e localizacao de neurdnios no tecido cerebral;
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e localizacdo de enderecos residenciais de individuos diagnosticados com doencgas ra-

ras, etc.

Dentre os processos pontuais existentes na literatura, o processo pontual de Poisson
(Poisson point process (PPP), do inglés) desempenha um papel fundamental na geometria
estocéstica, devido a nao interacao entre os eventos do processo, ou seja, os pontos de
configuragao sao independentes e pertencem a regioes disjuntas. Além disso, o PPP deriva
muitos outros processos mais complexos, como por exemplo, tem-se o processo pontual
marcado (marked point process (MPP), do inglés). Neste caso, cada ponto do processo
¢é associado a uma marca que também pode ser aleatéria. Em varias situagoes o MPP
torna-se mais realista que o processo pontual de Poisson, devido a inclusao de hipoteses
aos pontos do processo que nao poderia ser feito para o caso PPP (BADDELEY et al.,
2007).

Os processos pontuais da Geometria Estocastica fornecem uma maneira natural
de definir e analisar as propriedades macroscopicas uma rede sem-fio a partir de padrao de
disposicao espacial dos nos da rede. Na literatura, o processo pontual de Poisson tem sido
intensamente utilizado para caracterizar matematicamente a distribuicao espacial dos nés

com investigacao em:

o interferéncia em redes (WIN; PINTO; SHEPP, 2009; HEATH; KOUNTOURIS,
2012);

e conectividade sem-fio (HAENGGI, 2007; HAENGGI et al., 2009);
e drea de cobertura (ANDREWS; BACCELLI; GANTI, 2011);
o qualidade de servigo (BLASZCZYSZYN; JOVANOVIC; KARRAY, 2013);

e transmissao de capacidade (GANTI; HAENGGI, 2006; WEBER; ANDREWS; JIN-
DAL, 2010), etc.

Portanto, utilizando-se um canal com desvanecimento Nakagami-m (YACOUB;
BAUTISTA; GUEDES, 1999), esta tese tem como objetivo central, a partir dos quantifi-

cadores

e Relagao sinal-ruido (signal-to-noise ratio, SNR)
e Razdo sinal-interferéncia (signal-to-interference ratio, (SIR))

e Razdo sinal-ruido mais interferéncia (signal-to-interference-plus-noise ratio, (SINR)),

propor expressoes analiticas fechadas e/ou expressoes limitantes a modelos de conectivi-

dade que caracterizam a performance de uma rede ad-hoc sem-fio, sendo a interferéncia
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agregada a rede modelada segundo um processo pontual marcado homogéneo cujas marcas
do processo levarao em consideracao o ganho de canal num determinado link de comuni-
cagdo e, o protocolo de acesso para redes ad-hoc denominado de CSMA /CA, que significa
protocolo de acesso multiplo com verificagdo de portadora com anulagao/prevencao de co-
lisao (carrier sense multiple access with collision avoidance, (CSMA/CA)) (ILYAS, 2002).

E importante mencionar que os desenvolvimentos algébricos descritos nesta tese
generalizam importantes resultados ja publicados na literatura em se tratando de modelos
de conectividade como apresentados anteriormente (HAENGGI et al., 2009; BACCELLI,
BLASZCZYSZYN, 2009b; HAENGGI, 2013). Um dos motivos que proporcionam esta
generalizagdo deve-se ao fato da escolha da distribuicdo Nakagami-m como modelo de
desvanecimento, pois habitualmente adota-se a distribuicao Rayleigh na modelagem de
canal, sendo esta apenas um caso particular da distribuicdo Nakagami-m para o fator de
desvanecimento m = 1. Uma outra questao em que também contribui para as referidas
generalizagoes esta na hipétese da escolha do MPP para a modelagem da posigao espacial
dos nés interferentes a rede sem-fio. Tradicionalmente, adota-se o processo pontual de
Poisson como modelo para redes ad-hoc, devido a propensao de obter-se expressoes algé-
bricas fechadas com mais simplicidade, no entanto, tal modelo nao é realista o suficiente
em comparagao ao processo pontual marcado (WEBER; ANDREWS, 2006).

Em resumo, tal proposta visa desenvolver um quadro analitico com as referidas
métricas que caracterizam o desempenho de redes sem-fio ad-hoc baseadas em proces-
sos pontuais marcados. Por fim, diante do modelo proposto, vislumbram contribui¢oes
significativas a literatura, como por exemplo em redes heterogéneas, uma vez que varias

situagoes serao abordadas por este trabalho.

Organizacao da tese

Esta tese esta organizada em 9 capitulos sendo estes distribuidos em trés partes
principais e um apéndice. Na parte I, denominada de Contexto e Estado da Arte, retine,
analisa e discute os aspetos fundamentais da propagacao de radio e a estrutura de redes
ad-hoc sem-fio. Para a Parte II, a qual é chamada de Teoria da Medida e Geometria
Estocdstica, apresenta-se todo fundamento teérico matematico, com o proposito de aplicar
tais resultados na modelagem da interferéncia segundo um processo pontual. Por sua vez,
a Parte III (Propostas e Contribuicoes) apresenta a descricdo de modelos utilizados na
tese, bem como todo o desenvolvimento tedrico na dire¢cdo dos resultados e as simulagoes
computacionais com discussdes. Por fim, os Apéndices reinem uma colecdo de fungoes

especiais e propriedades, as quais serao utilizadas no decorrer de texto.

A seguir, daremos um pouco mais de detalhes dos contetdos de cada capitulo:
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Parte 1: Contexto e Estado da Arte

O Capitulo 1 discute os modelos e caracteristicas de propagacao e multipercurso
de ondas de radio, bem como os efeitos do desvanecimento de pequena escala, onde sao
apresentados modelos de canais comumente empregados em um ambiente de comunicagoes
sem fio. Além desses, também aborda-se a questao da intensidade do sinal recebido por
um dispositivo mével, mediante aos seguintes parametros: poténcia de transmissao, ganho

de canal e funcao perda de percurso.

No Capitulo 2, sdo introduzidos conceitos basicos de redes sem-fio e protocolos de
acesso ao meio dando destaque as redes ad-hoc. Na sequéncia, é apresentada uma revisao
de literatura das diferentes propostas de modelagem da interferéncia em redes ad-hoc via

processo shot-noise, sendo a tltima delas baseada na Geometria Estocastica.
Parte 2: Teoria da Medida e Geometria Estocastica

O Capitulo 3 fornece uma visao geral da Teoria da Medida, cujos conceitos e

resultados preliminares serao aplicados nos capitulos referentes a Geometria Estocastica.

Como um dos principais objetivos desta tese é modelar as caracteristicas da variavel
interferéncia segundo a Geometria Estocastica, o Capitulo 4 destina-se a apresentacao e
discussao de importantes resultados sobre processos pontuais, os quais nos possibilitarao

entender a modelagem do referido fenémeno fisico.

No capitulo 5, sdo apresentados os processos pontuais que fundamentam o de-
senvolvimento analitico desta tese. Neste, discutiremos os processos seguintes: Binomial,

Poisson e pontual marcado. Sendo este ultimo, o alvo da pesquisa.

Parte 3: Propostas e Contribuicoes

O Capitulo 6 inicia-se com uma breve descricao dos cenarios e hipoteses que serao
empregadas por toda a tese. Na sequéncia, serao apresentados modelos de conectividade
baseados na condi¢ao da transmissao recebida com sucesso segundo uma transmissao
tipica entre um transmissor e um receptor. A partir de entao, serao desenvolvidas métricas
que representem o numero de transmissoes bem sucedidas, sem considerar os efeitos da

interferéncia.

No capitulo 7, sao apresentados outros modelos de conectividade, porém com a
presenca do fendmeno interferéncia. Além disso, tal fendomeno visto como varidvel alea-
toria, sera caracterizado estatisticamente segundo a média, varidncia e transformada de

Laplace.

O capitulo 8 serd dedicado a obtencao de limitantes as métricas que descrevem
os modelos de conectividade na presenca de interferéncia e ao estudo da maximizacao da

quantidade média de transmissoes bem sucedidas.
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Como o titulo sugere, o Capitulo Conclusoes e Perspectivas apresenta as conclusoes

finais e as perspectivas de trabalhos futuros.

Por fim, é importante comentar que os principais resultados deste trabalho se
encontrarao destacados ao longo de texto, conforme ilustra o esquema abaixo. Neste caso,

tal esquema resume todos os capitulos ja devidamente apresentados.

Parte 1: { Capitulos: 1 e 2
Parte 2: { Capitulos: 3,4 ¢ 5

Parte 3: { Capitulos: 6, 7, 8 e Conclusdes e Perspectivas

Apéndices

Lista de publicacoes

A seguir estd uma lista de publicagoes em jornais e conferéncias produzidas durante
o curso de doutorado. Estes trabalhos nao estao diretamente ligados com o estudo de
Geometria Estocastica, porém eles proporcionaram importantes fundamentos teéricos no
estudo de fungdes especiais como por exemplo a fungao Meijer-G, a qual aparecera com
frequéncia no texto, além de técnicas na obtengao de limitantes a métricas de performance

em sistemas sem-fio.

e Artigos em revistas cientificas

1. GUIMARAES, A. A. P. ; CAVALCANTE, C. C. “Upper Bound of Ergodic
Capacity for MIMO Channels with Ricean-Fading using Majorization Theory,”
Journal of Communication and Information Systems (Online), v. 27, p. 10-14,
2012.

e Artigos a serem submetidos em revistas
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CAPITULO

Fundamentos de Propagacao de Radio

ma rede de comunicagao sem-fio (wireless) é composta por um conjunto de nds os
quais se comunicam entre si através de ligagoes sem-fio. Ao efetivar um link entre um

par transmissor-receptor, o canal de comunicagoes méveis impoe limitagoes fundamentais
ao desempenho de tal sistema, devido principalmente as condi¢oes do ambiente ao qual eles
estao inseridos e por outras transmissdes. Contudo, a modelagem do canal é fundamental
para uma comunicacao segura de alta velocidade e consiste basicamente em caracterizar
as propriedades macroscopicas do sistema como a poténcia do sinal recebido, a qualidade
do sinal e interferéncia. Este capitulo tem como objetivo descrever as propriedades fisicas
dos links sem-fio, tais como a perda de percurso (path-loss), sombreamento (shadowing)

e desvanecimento (fading).

1.1 Modelo de propagacao de radio

Em um canal de radio sem-fio, a interagao do sinal transmitido por uma fonte
(Tx) com o ambiente fisico a medida que se desloca em dire¢ao a um receptor (Rx), cria
multiplas frentes de onda de propagacao, fendmeno este conhecido como propagagao mul-
tipercurso (multipath). A propagacao multipercurso ocorre devido a reflexdes, difragoes e
espalhamento que originam multiplas copias do sinal transmitido. A Figura 1.1 ilustra os

mecanismos que causam efeitos multipercurso em um ambiente indoor.

Segundo (HAYKIN; MOHER, 2008), a reflexdo acontece quando a propagacao de
uma onda eletromagnética colide em superficies de dimensoes muito maiores que o com-
primento de onda \.. Em ambientes outdoor, reflexdes sao criadas na superficie terrestre
e edificios enquanto que para ambientes indoor, as reflexdes sdo causadas na maioria das
vezes por pisos, paredes, tetos, moveis, etc. Por sua vez, a difragdo ocorre quando o cami-
nho da onda de radio é obstruido por qualquer superficie com irregularidades acentuadas
(bordas). Este fenémeno é frequentemente denominado de sombreamento, pois o campo

difratado pode chegar ao receptor mesmo quando sombreado por um obstaculo impene-
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RX.

Difracao

Espalhamento

‘TX

Reflexao

Figura 1.1 — Mecanismos de propagacao béasicos em um canal sem-fio.

travel. Em ambientes outdoor, a difragao ocorre geralmente através da propagacao em
torno de colinas ou telhados, e para ambientes interiores tal fendmeno ocorre devido a
abertura de portas e cantos de paredes. Por fim, o espalhamento acontece quando uma
onda de radio incide sobre qualquer superficie com dimensoes da ordem de A\. ou menor,
fazendo-se com que a energia refletida seja espalhada em todas as dire¢coes. Em ambientes
urbanos, obstrucoes tipicas que geram espalhamento sao obtidas por folhagens e postes

de iluminacao, por exemplo, enquanto para ambiente indoor por paredes e moveis.

A propagacao por radio em ambientes de comunicagoes maéveis esta sujeita a va-
riagoes em frequéncia, tempo e espaco. Além disso, a superposicdo de todas as ondas
que incidem no receptor da origem a flutuagoes na amplitude e fase do sinal recebido,
tal efeito geralmente conhecido como desvanecimento multipercurso (multipath fading),
também depende da distancia entre transmissor e receptor. Desta forma, em termos da
propagacao das ondas de radio, uma outra classificacao pode ser feita em duas categorias
(RAPPAPORT, 1996): o desvanecimento de larga escala, também chamado de slow fading

ou sombreamento e o desvanecimento de pequena escala ou fast fading.

1.1.1 O desvanecimento em larga escala

O desvanecimento de larga escala caracteriza a variabilidade do sinal numa dis-
tancia de separacao relativamente grande entre o transmissor e o receptor. O fenémeno é
causado pela perda de percurso do sinal (sendo este dado em fungdo da disténcia) e pelo
sombreamento de grandes objetos no caminho de propagacao. Portanto, esta variabilidade
é causada pelos efeitos combinados de perda de percurso e sombreamento. Em ambientes
ao ar livre, o shadowing é causado por grandes contornos terrestres tais como: colinas,

edificios, florestas, etc. No caso de propagacao indoor é devido aos efeitos de bloqueio de
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objetos como paredes e mabveis.

No caso do fendomeno de perda de percurso, a poténcia do sinal transmitido decai ao
longo do caminho de propagacao. Define-se entao o path-loss como razao entre a poténcia

transmitida P« (x) e a poténcia recebida P,y (y), isto é,

_ P (x)
Pry(?J)’

em que d = d(x,y) é a distancia euclidiana entre o transmissor localizado em x e o

I(d) (1.1)

receptor em y. Consequentemente, a poténcia de recepcao é dada por

Py(y) = : (1.2)

Nota-se da ultima igualdade que a poténcia de recepcao cresce indefinidamente quando o
valor de d aproxima-se de zero. Desta forma, tal resultado é valido apenas para ambiente
campo distante (far-field) da antena transmissora em que d > d, isto é, a distancia entre
transmissor e receptor é muito maior do que a distancia dr de Fraunhofer (RAPPAPORT,
1996).

No entanto, diante da complexidade de propagac¢ao do sinal pelo canal de radio
torna-se dificil a obtengdo de um modelo analitico que caracteriza de forma precisa a
perda de percurso através de uma variedade ambientes distintos. Em contrapartida, o
modelo simplificado de perda de percurso bem como os modelos de Okumura, Hata e Lee
apresentam aproximacgoes satisfatorias para determinados ambientes em vista de casos
reais (RAPPAPORT, 1996). Especificamente, o modelo simplificado indica que a poténcia
média do sinal recebido decresce logaritmicamente com distancia, seja canal de radio
indoor como em outdoor. Portanto, tal modelo de path-loss é expressado como uma fungao
da distancia entre o transmissor e o receptor fazendo-se uso do expoente de perda de
percurso n que é especificado a seguir (GOLDSMITH, 2005):

Py (y) = KPix() (i;)n , (1.3)

em que K é uma constante a qual depende das caracteristicas da antena de recepcao e
da atenuacao média do canal de radio e, por sua vez, dy ¢ uma distancia de referéncia de

poténcia recebida. Equivalentemente, em termos de decibel, tem-se:

Py (y) [dBm]| = K [dB] + Px(x) [dBm] — 10nlog, (;i) . (1.4)

A tabela a seguir lista alguns valores do expoente de perda de percurso para
ambientes de radio mével indoor e outdoor (RAPPAPORT, 1996).

Por sua vez, o sombreamento é um fenémeno aleatério ao qual tem sido descrito por
algumas distribuigoes estatisticas tais como: log-normal (RAPPAPORT, 1996; HAYKIN;
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’ Ambiente ‘ Expoente 7
Outdoor Espaco Livre 2
Area Urbana 2,7a 25
Indoor | Area com linha de visada 1,6 21,8
Area sem linha de visada 4a6

Tabela 1.1 — Expoentes de perda de percurso em diversos ambientes.

MOHER, 2008), Gama (ABDI; KAVEH, 1999) e Weibull (CHENG; TELLAMBURA;
BEAULIEU, 2004) . No entanto, dentre estes, a distribuigdo log-normal tem sido o mo-
delo habitualmente utilizado para o descrever efeito do comportamento de sombreamento
(GOLDSMITH, 2005).

1.1.2 O desvanecimento em pequena escala

O movimento relativo do receptor (ou seja, da estagdo mével) e a dindmica das
estruturas fisicas no ambiente de propagacao causam flutuacoes rapidas da poténcia do
sinal em um curto periodo de tempo. O desvanecimento de pequena escala ou fast fading

caracteriza-se por tal fenomeno.

A presenca de objetos refletidores e espalhadores no meio de propagacao criam
multiplas versoes do sinal transmitido os quais chegam na antena receptora em tempos e
amplitudes ligeiramente distintos. Por outro lado, o movimento relativo da estagao maével
em relagao ao transmissor e a presenca de objetivos circundantes também resultam na
variacdo de frequéncia nas componentes multipercurso devido ao efeito Doppler. Desta
forma, o sinal recebido na antena da estagao movel é composto de uma grande quantidade
de ondas com amplitudes, fases e frequéncia distribuidas aleatoriamente. Essas compo-
nentes multipercurso combinam-se na antena receptora e causam flutuacoes da poténcia

do sinal resultante.

A modelagem estatistica do efeito de desvanecimento foi proposto por (CLARKE,
1968) sob as seguintes hipoteses:

e as amplitudes e fases de componentes multipercurso sdo mutualmente independen-

tes;
e as fases sdo uniformemente distribuidas no intervalo [0, 27) ;

e o canal de propagagdo nao tem linha de visada (Non-Line-of-Sight (NLoS), do in-
glés).

Como resultado, a envoltéria do sinal recebido R é dada pela raiz quadrada da soma de

duas varidveis gaussianas de média zero e varidncia o?. Simbolicamente, a envoltéria do
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sinal é dada

R=/X?+ X2 (1.5)

com X; ~ N(0,0?), a qual tem uma distribuicio Rayleigh de funcio densidade de proba-
bilidade (PROAKIS, 1995)
2

pr(T) = %exp (—;02>, x>0, (1.6)
em que 202 é a poténcia média do sinal recebido. Esta modelagem estatistica representa o
desvanecimento de pior caso por nao considerar linha de visada (Line-of-Sight (LoS), do
inglés) entre o transmissor e o receptor. Além disso, a poténcia do sinal é uniformemente
distribuida.

Para o caso de existéncia de LoS, as componentes aleatorias de multipercurso sao
sobrepostas em um caminho de propagacao predominante. A envoltéria complexa do sinal
recebido R também ¢é dada pela raiz quadrada da soma de duas variaveis gaussianas X; e
X, de mesma variancia o2, porém nesse caso as médias nao sao necessariamente nulas e
iguais, ou seja, X1 ~ N (u1,0?%) e Xo ~ N(u2,0?%). Portanto, a envoltéria R ¢ distribuida
segundo uma distribuigao Rice (ou distribui¢do Riceana), a qual é dada por (PROAKIS,

1995
) T z* + a® ax
pr(z) = —3 XD Iy ( ) , x>0, (1.7)

202 o2
em que a denota a amplitude do sinal dominante ou o sinal de LoS e Iy(+) é a fungido mo-
dificada de Bessel de primeira espécie (ANDREWS, 1985; ABRAMOWITZ; STEGUN,
1964). A distribuigao Rice é frequentemente descrita em termos de um pardmetro denomi-
nado fator K Riceano, ou apenas fator-K, o qual é definido como a razao entre a poténcia

da componente LoS e a poténcia da componente Rayleigh, isto é,

(l2

" 207

Quando o fator- K aproxima-se de zero, tem-se que a poténcia do sinal dominante também

(1.8)

aproxima-se de zero. Como, [y(0) = 1 segue que a distribui¢ao degenerada Riceana reduz-
se uma distribuicao Rayleigh (NLoS). A Figura 1.2 mostra a distribuigao Rice para o = 1

e para diferentes valores de K .

Tanto a distribuicao Rayleigh como a Rice modelam o fendmeno de fast fading
devido as formulagoes analiticas das propriedades fisicas do canal. No entanto, algumas
medidas experimentais nao se encaixam bem para essas distribui¢des conforme comenta
(GOLDSMITH, 2005). Deste modo, um modelo de distribui¢ao mais geral foi desenvolvido
com a finalidade de se adequar a uma variedade de medidas empiricas. Para tal basta

modificar alguns parametros em sua configuracao. Esta distribuicao ¢ conhecida como
Nakagami-m, cuja PDF é dada por (PROAKIS, 1995):

(o) = o () e (—mgz), (19)
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Figura 1.2 — Distribuicao de densidade de probabilidade Riceana.

sendo € definido como a poténcia média do sinal, i.e., Q = E{R?} e o ntimero real m > 0,5

definido por
Q2

" E{(R2 -0

representa o parametro de severidade de desvanecimento, em que grandes valores de m

, (1.10)

representam desvanecimento suave, enquanto desvanecimento acentuado é obtido para
pequenos valores. A Figura 1.3 ilustra a PDF da distribuicao Nakagami-m para diferentes

valores de m.

A distribuicao Nakagami-m abrange uma ampla variedade de condigoes de des-
vanecimento. Especificamente, m = 0.5 produz uma distribuicdo gaussiana unilateral a
qual corresponde o desvanecimento de pior caso, e m = 1 tem-se a distribuicao Rayleigh.
Além disso, para

(K +1)?

BT 1.11
M= oK+ 1 (1.11)

a distribuicdo Nakagami-m aproxima-se de uma distribuicao Rice de fator K, enquanto

que o fendmeno de desvanecimento sera inexistente quando m crescer indefinidamente,
isto ¢, m — oo (GOLDSMITH, 2005).

A fim de gerar um canal com fading Nakagami-m, a envoltoria complexa do sinal
recebido R é definida por (YACOUB; BAUTISTA; GUEDES, 1999)

2m
R=,> x2, (1.12)

=1
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Figura 1.3 — Distribuicao de densidade de probabilidade Nakagami-m.
para m multiplo de 1/2 e X;, Xs, ..., Xy, sdo varidveis gaussianas i.i.d. de média zero e
Al .0 . 9
variancia 5>, ou seja, X; ~ N (0, %)

Por fim, a distribui¢do de poténcia ou a poténcia do sinal recebido para um desva-
necimento Nakagami-m segue uma distribuicdo Gama. De fato, seja a varidvel aleatéria
S dada por S = R?, sendo R uma varidvel Nakagami-m. Para que S seja uma varidvel

Gama de parametros «a e 3, isto é, S ~ Gama(a, 3) sua PDF deve ser do tipo

xo! 1
ps(z) = FoT(a) P <_5$>' (1.13)

Aplicando o seguinte resultado o qual nos permite escrever a PDF de S em termos da
PDF da variavel aleatéria R (PAPOULIS; PILLAIL, 2002)

s() = 5= [pr(Va) +pa(~vE)] . 2 >0, (1.14)

segue entao que

ps(x) = T(lm) (g)mxm—l exp (—gx), (1.15)

isto é, a poténcia do sinal R? tem distribuicio Gama de pardmetros o« = m e = %

Noutros termos,

S~ Gama(m, Q) (1.16)
m
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A seguir, estudaremos o comportamento da intensidade do sinal recebido medi-
ante os fenomenos fisicos que causam flutuagdes no sinal apds ser transmitido por um

dispositivo movel.

1.2 Intensidade do sinal recebido

Na se¢ao anterior foram descritos trés fatores que caracterizam um canal de pro-
pagacao de radio. Eles estao representados na Figura 1.4 em que a variacao de larga
escala (long-term, do inglés) representa a perda de percurso devido a separagio espacial
receptor-transmissor, a variagdo em pequena escala (short-term, do inglés) descreve o som-

breamento e a variacao instantanea reflete o desvanecimento multipercurso. Combinando

ﬁ e path loss

shadowing + path loss

.................. multipath + shadowing + path loss

log (d)

Figura 1.4 — Variacgoes da poténcia do sinal recebido devido ao multipercurso, sombreamento e perda de
percurso.

estas componentes, a intensidade do sinal recebido por um receptor localizado em y no

plano cartesiano de um transmissor ¢ em x; é descrita em escala linear como se segue:
Pri(y) = AP(@:) he y Ly — 4)), (1.17)

em que A é uma constante de propagacao, hg, , ¢ uma variavel aleatéria a qual indica o
ganho de poténcia do canal diante das localizagoes espaciais entre o transmissor e receptor,
e {(-) é a fungdo de atenuagao do sinal transmitido ou fun¢ao path-loss. Habitualmente,
tal fungao é dada por

Uy = ll) = lly — 2™ (1.18)
sendo n > 2 o expoente de perda de percurso. Em particular, para caso do receptor

localizado na origem do sistema cartesiano, tem-se

Cllsll) = I, (1.19)
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e a poténcia do poténcia do sinal recebido fica com a seguinte expressao simplificada para

um transmissor localizado em x € R?:
P, = AP(x)hy||x|™". (1.20)

A Figura 1.5 descreve o comportamento da func¢ao path-loss para o caso do receptor

posicionado na origem do espaco euclidiano.

(r) 4

~
>
r
Figura 1.5 — Funcdo de atenuagdo do sinal transmitido.

Observemos que a lei de decaimento da poténcia é valida apenas para ambiente
campo distante, pois caso o transmissor estiver a distancia muito proxima do receptor,
o modelo de perda de percurso tende a crescer indefinidamente devido a singularidade
da func¢ao path-loss na origem. No entanto, mesmo com esta limitacao, tal modelo é am-
plamente utilizado em ambientes indoor devido a sua simplicidade (HAENGGI; GANTI,
2009).

Recentemente, a modelagem de redes sem-fio utilizando uma ferramenta chamada
de Geometria Estocastica, usa modelos de desvanecimento alternativos, chamados de mo-
delos de desvanecimento limitado ou poténcia de recepcao limitada. Em cada caso, a
funcao de atenuacao ¢ ligeiramente modificada para evitar tal singularidade. Consequen-
temente, obtém-se cenarios mais realistas e resultados mais precisos, em contrapartida, o
desenvolvimento analitico torna-se mais complexo. A seguir sdo apresentadas as principais
funcoes path-loss modificadas (HAENGGI, 2013; BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009a;
LEE; TEPEDELENLIOGLU, 2012):

(Py) £(l[z]l) = min {a™", [lz[|~"};

(P2) (llz]l) = (a+bllzl)™



Capitulo 1. Fundamentos de Propagagio de Rddio 41

(P3) () = (a +bll|") "

sendo a e b nimeros reais tais que a > 0 e b > 0. Tal fun¢do também tem a seguinte
representacao:
a ", ser <a,
lr) = (1.21)
r~1, ser >a.
De fato, se r < a, entao r"7 < a. Desta forma, tem-se a inequacao r~" > a~" a qual

resulta em o~ = min {a~",7~"}. Analogamente, prova-se para o caso r > a.

o)

~
Cd
7
Figura 1.6 — Funcao de atenuacao do sinal transmitido modificada.

A Equagao (1.21) é um caso particular da seguinte fungao da lei de decaimento
de poténcia modificada representada em dois parametros a qual é usualmente adotada na
literatura (CARDIERI, 2010):

k, se r < 1o,
Uk, r) = (1.22)
kr=", ser >rg.

1.3 Sintese

Neste capitulo, foram apresentadas de forma sucinta algumas caracteristicas ma-
croscOpicas da propagacao de radio, bem como as principais distribuicoes estatisticas
utilizadas na modelagem de canais em sistemas de comunicagao sem-fio. Dentre as estu-
dadas, este trabalho focara na distribuicao Nakagami-m, devido ao fato de que as outras
distribuicoes sao obtidas como um caso particular na escolha do fator m. Na sequéncia,
descreveremos um modelo matematico para a intensidade do sinal recebido e também

foi definida uma funcao chamada de func¢do de atenuagdo do sinal transmitido a qual é
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dada em termos do expoente de perda de percurso. A partir desta defini¢do, tivemos a
oportunidade de definir outras trés versoes de funcao de path-loss e inseri-las numa ideia

inicial de Geometria Estocéstica, objeto de estudo desta tese.

Veremos que no capitulo que se segue, a funcao de perda de percurso sera de grande
importancia na modelagem da interferéncia em redes ad-hoc. Além disso, vale comentar
que os resultados obtidos por este trabalho serdo desenvolvidos sobre a funcao (Py), para

a = 1, devido sua generalidade.
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CAPITULO

Interferencia em Redes Ad-Hoc

Sem-Fio

T \ste capitulo aborda o problema da caracterizacdo da interferéncia em redes ad-hoc

1 _J sem-fio. Entdo, para modelar tal interferéncia em redes faz-se necessdrio ter uma
representacao dos fendmenos que a produzem. A propagacao, o modelo de acesso ao
sistema e a topologia da rede no sentido da disposicao das fontes de interferéncia sao os
fendmenos mais atuantes nesse processo. A primeira parte deste capitulo é reservada a
revisao da literatura com uma descricao para redes ad-hoc. Na sequéncia, abordaremos o
problema da interferéncia segundo a geometria estocastica a qual modela aleatoriamente
a disposicao dos usuarios interferentes na rede de forma aleatéria. A partir de entao,
medidas de desempenho serao definidas com o propoésito de serem desenvolvidas durante

toda a tese.

2.1 Conceitos basicos de redes ad-hoc sem-fio

Um ambiente movel é um sistema composto de dispositivos méveis que permitem
aos usuarios acessarem a informagao independentemente de suas localizagdes geogréficas.
As redes modveis ou redes sem-fio podem ser classificadas em duas categorias: redes com

infraestrutura e redes sem infraestrutura.

O modelo de rede moével com infraestrutura integra dois conjuntos de entidades
distintos: pontos fixos ou pontos de acesso (access point, do inglés) e unidades moéveis.
Os pontos fixos, também chamados de pontos de acesso, sao munidos de uma interface
de comunicacao sem-fio que permitem interligar de forma direta com as unidades moveis,
localizados dentro de uma &area geografica limitada, a qual é denominada de célula. Cada
ponto de acesso corresponde uma célula da qual as unidades moéveis podem enviar e
receber mensagens como mostra a Figura 2.1. As ligacoes entre os pontos de acessos

sao geralmente realizadas via rede com fios. Neste modelo, o usuario deve inicialmente

2
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Ponto de acesso

Figura 2.1 — Modelo de rede com infraestrutura.

associar-se ao ponto de acesso dentro de sua célula para obter conexao aos servigos de
rede. Além disso, ele pode se comunicar com um outro usuario que este esteja conectado

com 0 mesmo ou outro pOHtO de acesso.

O modelo de rede sem infraestrutura pré-existente ndo comporta pontos fixos como
descritos anteriormente. Todos os dispositivos da rede sdo méveis e comunicam-se de forma

direta usando suas interfaces de comunicacao sem-fio, como ilustra a Figura 2.2.

Figura 2.2 — Modelo de rede sem infraestrutura.
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A falta de infraestrutura ou estagoes fixas obriga as unidades moveis a se compor-
tarem como roteadores que participam na descoberta e manutencao de percursos entre os

nés da rede.

Em termos gerais, os sistemas de comunicacao celular baseiam-se essencialmente
na utilizacdo de redes sem-fio e na presenca de estacdes base centrais, que cobrem as
diferentes unidades moéveis do sistema. Redes ad-hoc sem-fio, por outro lado, sdo compos-
tas unicamente de dispositivos méveis os quais assumem fungoes para roteamento. Estas
redes se organizam automaticamente, sem infraestrutura fixa e devem ser capazes de se

adaptar rapidamente as condigoes de propagacao, trafego e deslocamento.

2.1.1 Mecanismo de funcionamento da rede

As redes ad-hoc sao formadas em situagoes onde os dispositivos mdveis requerem
aplicagoes de rede, enquanto uma infraestrutura de rede fixa nao é disponivel ou é ine-
xistente. Noutros termos, uma rede ad-hoc é uma rede de drea local (local area network
(LAN), do inglés) definida pela maneira em que os nds estao organizados na rede, e onde
nao existe um noé central de convergéncia de informacgoes, as quais sdo provenientes de
outros noés. Desta forma, elimina-se a necessidade de um elemento central de coordenacao

e controle de acesso que faga a interligacdo da rede com os outros destinos (FRODIGH;

JOHANSSON; LARSSON, 2000).

Para o caso wireless local area network (WLAN), cada dispositivo (terminal ou
repetidor) comunica-se com qualquer outro da rede e, mesmo que um né esteja fora
de alcance de uma estagao base, ele consegue receber pacotes de dados devido aos nés
intermediarios que recebem e retransmitem a informacao ao destino. Além disso, para im-
plantar tal rede nao sao necessarios muitos recursos de infraestrutura, minimizando assim
a necessidade de investimentos em estagoes transmissoras, torres e antenas. A Figura 2.3
fornece um diagrama simples de uma rede ad-hoc. Nesse exemplo dois usudarios sao des-
tacados (fontes A e B) com o objetivo de mostrar dois caminhos através dos terminais

intermediarios em direcao ao né destino.

Se um dos terminais intermediarios vier a falhar (por exemplo, usudrio que sai
da drea de cobertura), a rede ird automaticamente se reconfigurar e tentara localizar um
caminho alternativo entre os dispositivos existentes naquele determinado instante. A rede

se auto-configura e se adapta em funcao, principalmente, através:

e das condicoes de propagacao das ondas de radio;
e da ativacao e desativacao de terminais;

e das alteracoes do perfil de trafego, dentre outros motivos.
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Figura 2.3 — Estrutura bésica de uma rede ad-hoc sem fio.

Fonte A

Destino

A Figura 2.4 mostra um mecanismo de como as redes ad-hoc determinam sua con-

figuracao. Na Figura 2.4a, cada dispositivo identifica os nés que estao disponiveis para

comunicag¢ao, com base na intensidade de sinal, os quais estao relacionados basicamente

com a distdncia. No entanto, deve-se levar em consideragao as obstrugoes e, principal-

mente, as interferéncias, uma vez que, uma transmissao a partir de um dispositivo sem

fio, dentro de uma rede, é recebida frequentemente por varios terminais dentro de sua

vizinhanga, o que possivelmente causa interferéncia para estes noés vizinhos.
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Figura 2.4 — Criacao, adaptacdo e reconfiguracdo de uma rede ad-hoc.
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Alguns dispositivos moéveis podem estar fora de alcance, outros podem ser detec-
tados, porém com intensidade de sinal insuficiente para estabelecer comunicacao em nivel
adequado. Um vez que os dispositivos sdo identificados, esta informacao é comunicada
aos outros nos, juntamente com a informagao sobre o destino desejado (Figura 2.4b).
Utilizando-se a lista de conexdes disponiveis, o algoritmo de configuracao de rede seleci-
ona uma rota especifica para cada usuario a seu destino. Este processo requer eficientes
algoritimos de tomada de decisao com base em critérios praticos para intensidade de si-

nal, confiabilidade do caminho ao longo do tempo, e padroes de configuracao de rede
(HEKMAT, 2006).

Ao longo do tempo, quase que continuamente, a rede ird mudar com os usuarios
entrando e saindo do sistema, os dispositivos podem estar em movimento ou pode haver
alteragbes no ambiente que interfiram a propagagdao das ondas de radio entre os noés.
Segundo (ILYAS, 2002), a medida que essas mudangas ocorrem, a rede atualizard sua
configuracgao e identificara novos caminhos dos usuarios em dire¢ao ao destino como ilustra
a Figura 2.4c. Este tipo de reconfiguragao sera repetida quantas vezes forem dadas as
alteracoes na rede. Além disso, este processo é o mesmo utilizado na Internet, em que
problemas de hardware e carregamento de sistemas exigem redirecionamento de dados de
um usudrio através de diferentes roteadores (FOROUZAN, 2006). Vejamos agora alguns

exemplos de aplicacoes e caracteristicas das redes ad-hoc.

2.1.2 Aplicactes das redes ad-hoc

Como a rede ad-hoc nao necessita de qualquer infraestrutura fixa, isto permite
rapidez e facilidade de implantacao de sistemas. SituagOes estas bastante comuns em
operagoes taticas de seguranca, militar e de exploragdo. Recentemente, a tecnologia ad-hoc

vem abrangendo o campo de atuacao em aplicagoes de carater civil das quais destacam-se
(FRODIGH; JOHANSSON; LARSSON;, 2000):

e coordenacgao de resgates em situacoes de emergéncia, tais como: operacao de busca

e salvamento de pessoas em terremotos, incéndios, inundacoes, etc.
e troca de informagoes taticas em exercicios militares;

e compartilhamento de informagoes em ambientes como: residéncias, aeroportos, uni-

versidades, salas de reunioes, etc.
e ceducacao a distancia;

e aplicagoes em redes de sensores como em controle de equipamentos a distancia,

estudo de condicoes climaticas, etc.
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2.1.3 Caracteristicas das redes ad-hoc

Redes ad-hoc sem-fio apresentam certas vantagens sobre as redes de comunicacao

tradicionais. Algumas dessas vantagens sao (HEKMAT, 2006):

A topologia € dinamica/ As unidades modveis na rede, se movimentam de forma livre
e arbitraria. Consequentemente, a topologia pode mudar em instantes de maneira

rapida e aleatoria.

Flezibilidade/ A constante adaptacao e reconfiguracao das rotas propicia que perdas
de conectividade entre dispositivos possam ser rapidamente resolvidas desde que

existam caminhos alternativos.

A falta de infraestrutura/ As redes ad-hoc se distinguem das outras redes méveis
pela propriedade de nenhuma infraestrutura pré-existente ser necesséaria para o seu

funcionamento, além da nao necessidade de administracao centralizada.
Mobilidade/ E possivel ter acesso a rede de diferentes pontos de localizacéo.

Conectividade/ Os dispositivos méveis podem se comunicar diretamente desde que
cada noé esteja na area de alcance, ou seja, as unidades moéveis sao responsaveis por

estabelecer e manter a conectividade da rede de maneira continua.

Por outro lado, redes ad-hoc também apresentam limitagoes, tais como (ILYAS,

2002):

Banda passante é limitada/ Esta é uma das caracteristicas principais das redes
baseadas em comunicagdo sem-fio em que o meio de comunicac¢ao é compartilhado.

Esta partilha faz com que a banda passante reservada a rede seja modesta.

Restrigao energética/ O tempo de vida das baterias dos dispositivos méveis é limi-
tado.

Seguranga fisica limitada/ As redes méveis ad-hoc sao mais afetadas por questoes
de seguranca do que as redes cabeadas convencionais, uma vez que todos os nds sao

equivalentes e potencialmente necessarios ao funcionamento da rede.

Interferéncia/ Ha maior interferéncia entre os dispositivos méveis da rede. As in-
terferéncias aumentam o niimero de erros sobre a transmissao e impoem uma dimi-

nui¢ao de desempenho.

Redes esparsas/ H& problemas de conectividade quando os usuérios estdo muito

espagados (caso de redes esparsas).
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e Sistemas de larga escala/ As redes de larga escala (large system, do inglés) podem

ter excessiva laténcia, a qual afeta algumas aplicagoes;

A préoxima segao é dedicada a descrigao do estudo de protocolos de acesso ao meio
fisico em redes sem-fio com énfase em redes ad-hoc. Mais detalhes deste assunto podem
ser encontrados, por exemplo, em (FOROUZAN, 2006).

2.2 Protocolos de acesso ao meio

O controle de acesso ao meio (medium access control (MAC), do inglés) compre-
ende todos 0s mecanismos que permitem o usuario ter acesso ao meio fisico e compartilhar
tal meio com os outros usuarios na rede. O padrao de rede IEEE 802.11 usa um método
de acesso aleatério (BASAGNI et al., 2004).

Em protocolo de acesso aleatério, os usuarios buscam o acesso ao canal de maneira
descoordenada. Um noé transmissor utiliza sempre toda a capacidade do canal durante
a transmissao e quando existe colisdo (ver Figura 2.5), cada né envolvido na colisao
retransmite seu frame até que fique completamente sem colisdo. No entanto, o transmissor
nao necessariamente retransmite seu frame que foi colidido imediatamente, mas depois
de um atraso aleatério independentemente escolhido. O né que escolher o menor atraso

aleatério sera o primeiro a retransmitir seu pacote de dados.

Colisao

Fonte 1 I
| |
I | I |
| | |
Fonte 2 I |
| :
Ly
| : |
Fonte 3 |_| ' I |_|
| | >
| | |

Figura 2.5 — Esquema de colisdo entre pacotes de dados.

Os protocolos de acesso aleatorio mais populares sao: ALOHA e o acesso mul-

tiplo com verificagdo de portadora (carrier sense multiple access (CSMA), do inglés).
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Em protocolos ALOHA, um n6 comega a transmitir indiferentemente se outros noés estao
transmitindo (FOROUZAN, 2006). Por outro lado, o protocolo CSMA segue a ideia de
que antes de comecar a falar, uma pessoa educada escuta se alguém esta falando e espera
até que todos tenham terminado. O protocolo CSMA propde mecanismos mais civilizados,
seguindo as regras de conversacao entre pessoas educadas. Especificamente, CSMA é um
mecanismo MAC no qual um usuéario verifica a auséncia de outro transmissor tentando
acessar o meio compartilhado (FOROUZAN, 2006). O termo “verificacdo de portadora”
significa que o transmissor ‘escuta’ um sinal de portadora antes de tentar transmitir. Se
uma portadora é detectada, ele espera até o final da transmissao de um determinado né

para iniciar sua propria transmissao.

Uma outra regra de conversacao é que se alguém comega a falar ao mesmo tempo,
deve-se entao parar de falar. Este é um fen6meno chamado de detecgao de colisao ( collision
detection (CD), do inglés) que é empregado pelo protocolo CSMA /CD em redes Ethernet.
A detecgdo melhora o desempenho do CSMA por finalizar a transmissdo assim que é
detectada uma colisdo, o que reduz a probabilidade de uma segunda colisao ao tentar
novamente retransmitir a mensagem. Dito de outra forma, uma estacdo de transmissao
de dados que detecta outro sinal durante sua transmissao pdra de transmitir, em seguida
emite um sinal especial (chamado de jam signal) para garantir que todos os usudrios
saibam da colisao, e aguarda um intervalo de tempo aleatorio antes de tentar transmitir
sua mensagem (FOROUZAN, 2006).

O padrao IEEE 802.11 também utiliza o protocolo de acesso miultiplo com verifica-
¢ao de portadora com anulagao/prevencao de colisao CSMA /CA (collision avoidance). A
prevencao de colisao torna-se um esquema de avaliagdo do meio para definir se o canal esta
ocupado ou livre. Portanto, se o canal é percebido livre o usudrio ira atrasar a transmissao
por um intervalo de tempo aleatério, procedimento este chamado de backoff, e caso apds
este tempo permanecer livre, entdo o usuario processa imediatamente sua transmissao.
Caso contrario, a transmissao é adiada e executa-se novamente o procedimento de backoff.
Isto reduz a probabilidade de colisdo no canal (SCHILLER, 2000).

O IEEE 802.11 também define mecanismos suplementares para o controle de fra-
mes no CSMA /CA chamados de “solicitar para enviar” (request-to-send (RTS), do inglés)
e o “livre para enviar” (clear-to-send (CTS), do inglés). Antes de uma transmissao do pa-
cote de dados, um usudario transmite um RTS informando sobre a estacao e quanto tempo
ird realizar a tarefa, em seguida o receptor responde com um CTS. Estes pacotes de dados
de controle sao significativamente menores que os frames de dados. Além disso, colisdes
entre pacotes RTS sao menos impactantes ao sistema do que colisdes envolvendo pacotes

de dados usuarios.
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2.2.1 Descri¢do do protocolo CSMA/CA

O padrao IEEE 802.11 propde duas funcoes, ou dois modos, de acesso ao meio
(SCHILLER, 2000):

e fungao de coordenagao distribuida (distributed coordination function (DCF), do in-

glés);

e funcio de coordenagio pontual (point coordination function (PCF), do inglés).

A fungao DCF é um modo utilizado por todos os dispositivos méveis da rede e que
permite o acesso equitativo ao canal de radio sem qualquer gerenciamento centralizado de
acesso (modo totalmente distribuido). Em particular, este modo é utilizado pelas redes
ad-hoc. Ja para funcao PCF, o acesso é efetuado de forma ordenada com a autorizagao
de um controlador. Este ¢ um modo no qual as estagoes base sao responsaveis pela gestao
de acesso ao canal em sua area de cobertura para os dispositivos méveis que lhes sao
inerentes. Como esta tese tem foco em redes ad-hoc, ndo entraremos em detalhes para o
caso PCF.

O principio da funcao DCF consiste em ‘escutar’ o meio para disponibilizar-se da
informagao de que existe ou nao uma outra estagdo transmitindo. O transmissor deve
portanto garantir que o meio esta livre para um determinado periodo de tempo, o qual
é referenciado como espaco entre frames (distributed inter-frame space (DIFS)), antes
de transmitir. Se o meio esta livre durante este tempo, a fonte inicia a transmissao de
seu pacote de dados, caso contrario, a transmissao é entao adiada por periodo de tempo
aleatério para que seja retransmitido. O terminal receptor envia um pacote de confirmagcao
chamado de acknowledge packet (ACK) depois de um curto periodo de tempo conhecido

como short inter-frame space (SIFS).

A Figura 2.6 descreve em resumo o protocolo CSMA/CA de uma rede ad-hoc.
A Fonte 1 deseja transmitir um pacote de dados pela rede sem-fio, entdao ele envia um
frame RTS para o destino para solicitar permissao para transmitir com parametro de
reserva apoés esperar pelo DIFS. O receptor pode entao permitir a transmissao, neste
caso apos o SIFS, ele envia um frame CTS indicando que esta pronto para receber a
mensagem. Apds o recebimento do CTS, a Fonte 1 executa o procedimento e inicia a
transmissao de seu pacote de dados. Se o receptor é capaz de decodificar corretamente o
pacote recebido, ele envia de volta um frame ACK de confirmacao do sucesso na recepgao
ap6s um curto periodo de tempo SIF'S. Por fim, em termos dos usuarios, a reserva do canal
é implementada devido ao vetor de alocagao de rede (network allocation vector (NAV), do
inglés) o qual é um indicador para a estacao de quanto tempo ele deve adiar para acessar

0 meio.
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Figura 2.6 — Descrigdo do protocolo CSMA/CA.

Numa rede ad-hoc sem-fio, nem todas as estagoes estao ao alcance uma das outras.
Diante disso, ocasiona-se dois problemas distintos chamados de: problema da estacao
oculta e problema da estagao exposta. Os mecanismos de protegao adicionais RTS/CTS
definidos pelo IEEE 802.11 também tem a funcao de combater tais problemas. Vejamos

com mais detalhes a ocorréncia de tais situagoes.

2.2.2 Problema da estacao oculta

Este problema ocorre quando duas estagoes nao conseguem ‘escutar’ qualquer tipo
de informacao uma da outra devido a distdncia ou obstaculos entre elas. A Figura 2.7
mostra uma situagdo do problema da estacao oculta. As estagoes A e C conseguem se
conectar por nao estarem dentro da mesma célula, no entanto, suas zonas de transmissao
sao nao disjuntas. Uma colisao pode entao ocorrer quando os usuarios A e C enviarem
dados simultaneamente para a estagdo B que se encontra na intersecao de suas zonas de
transmissao. Neste caso, diz-se que as estagoes A e C estao ocultas entre si em relacao
a B.

Os mecanismos RTS/CTS descritos anteriormente permitem resolver este pro-
blema da seguinte forma: antes de transmitir, o usuario A envia uma mensagem RTS a B.
Na sequéncia, o usuario B autoriza a transmissao em resposta pela mensagem CTS para

estacdo A. Como C também estd dentro do alcance de B, segue que a mensagem CTS
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também chega ao usuario C. Desta forma, a estacdo C identifica que algum dispositivo
oculto esta utilizando o canal e, automaticamente, para de transmitir seus dados, até que

A tenha concluido a sua transmissao.

Alcance de A

Alcance de C

Figura 2.7 — O problema da estagdo oculta.

2.2.3 Problema da estacdo exposta

A Figura 2.8 ilustra uma transmissao da estacao B para A. O usuéario C é o vizinho
de B e detecta que o canal estd ocupado. Entao, quando C tem pacote de dados para enviar
para o usuario D, ele nao consegue tal procedimento devido a exposi¢ao na transmissao do
usuario B. No entanto, C pode transmitir pacotes de dados em direcao a D sem interferir
o receptor A. Este problema em que uma estagao deixa de utilizar o canal quando ele esta
disponivel é chamado de problema da estacao exposta, devido a estagao C esta exposta a

transmissao de A e de B.

Alcance de A

/ Alcance de B

Alcance de C

Figura 2.8 — O problema da estacdo exposta.
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A presenca de interferéncia em redes ad-hoc é abordada nas proximas segoes cujo

modelo introduzido baseia-se no processo denominado de shot-noise.

2.3 Interferéncia em sistemas celular sem-fio

Uma rede de comunicacao ¢ normalmente composta por uma grande quantidade
de nés comunicantes. Naturalmente, tal situagao introduz interferéncia no sistema a qual é
gerada principalmente quando varios nés transmitem na mesma frequéncia. Teoricamente,
ela pode aumentar ou diminuir a poténcia do sinal desejado como um resultado de uma

superposicao de multiplas ondas com a mesma banda de frequéncia celular.

Este tipo de interferéncia é chamada de interferéncia co-canal ou, simplesmente,
interferéncia. No entanto, ha um outro tipo de interferéncia a qual é chamada de inter-
feréncia por canal adjacente. Segundo (RAPPAPORT, 1996), a interferéncia por canal
adjacente ocorre devido a imperfeicoes nos dispositivos de recepcao e pode ser minimi-
zada mantendo uma separacao suficientemente grande entre as bandas de frequéncia dos
canais em determinada célula. Desta maneira, tal fenomeno ¢é praticamente negligenci-
ado ou insignificante em comparacao com a interferéncia co-canal a qual é dificil de ser

controlada em razao na natureza aleatoéria da propagacao das ondas de radio.

Em areas urbanas, para minimizar os niveis de interferéncia co-canal, as células co-
canais devem estar fisicamente separadas por uma distancia minima, com o proposito de
assegurar um isolamento satisfatério entre elas. Na Figura 2.9, é descrito um conjunto de
células co-canais de raio R, para um cluster constituido de N = 7 células, cuja distancia

entre os centros das células (co-canais) mais préximas é igual a D.

_
’ :
Primeiro anel

de células N
interferentes ~

Figura 2.9 — Criagao, adaptacdo e reconfiguracdo de uma rede ad-hoc.
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Um outro parametro importante de comunicagao celular é a razao de reuso co-canal
(@ a qual é dada por:
D
Q:E:\/BN' (2.1)

Como observa-se a razao de reuso co-canal é diretamente proporcional ao tamanho do clus-
ter N. Consequentemente, aumentando-se o valor de @), implica que a separagao espacial
entre as células co-canais relativa a distancia de cobertura de uma célula é aumentada.
Por conseguinte, um grande valor de () melhora a qualidade de transmissao devido a um
menor nivel de interferéncia co-canal. Por outro lado, pequenos valores de () ou, equiva-
lentemente, clusters de tamanhos pequenos, fornece maior capacidade ao sistema e maior
interferéncia co-canal. Contudo, para redes sem fio ad-hoc, geralmente, nao é possivel fazer

tal separacao espacial ocasionando assim elevados niveis de interferéncia.

Para um receptor localizado em vy, os efeitos da interferéncia co-canal podem ser

avaliados a partir da razao sinal interferéncia (signal-to-interference ratio (SIR), do inglés):

Pr,O (y>
I(y)

em que P,.o(-) é a poténcia de recepgao (ver Eq. (1.17)) para um transmissor localizado

SIR (y) =

(2.2)

em x, (sinal desejado) e Z é a poténcia de interferéncia co-canal agregada ao sistema ou

interferéncia total a qual é dada por

I(y) = X;Apt(w)hz,yf(lly —zl), (2.3)

sendo 7 o conjunto de todos os transmissores interferentes co-canais, A é uma constante
de propagacao, h,, ¢ a variavel aleatéria referente ao ganho do canal e, por fim, /(-) é a

funcao path-loss, conforme estudado na capitulo anterior.

Uma outra métrica importante na caracterizacao dos efeitos de interferéncia é
a razao sinal-ruido mais interferéncia (signal-to-interference-plus-noise ratio (SINR), do
inglés) a qual leva em consideragdo os efeitos causados poténcia do ruido térmico na
antena de recepgao o qual é descrito como um ruido gaussiano aditivo branco (Additive
White Gaussian Noise (AWGN), do inglés). Portanto, a SINR ¢é definida como a razao
da poténcia do sinal recebido sobre a interferéncia causada pelos outros nés transmissores

mais a poténcia do ruido térmico W, ou seja,

Pro(y)
SINR (y) = ———. (2.4)
Wy +Z(y)
Na proxima se¢ao, continuaremos estudando o problema da caracterizacao da in-

terferéncia, contudo nos restringiremos ao caso da modelagem via teoria short-noise.
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2.4 Modelagem da interferéncia em redes ad-hoc via teoria shot-

noise

Esta secao sera dedicada a caracterizacao da interferéncia em redes ad-hoc sem-fio
utilizando-se a teoria do ruido balistico (shot-noise theory, do inglés) a qual serd introdu-
zida no contexto de geometria estocastica. Especificamente, apresentaremos a ideia bésica
de shot-noise para o caso unidimensional em seguida, estenderemos o conceito para o caso
d-dimensional. (CARDIERI, 2010), descreve detalhadamente os conceitos basicos da teo-

ria shot-noise e a insere na modelacdo da interferéncia em redes ad-hoc'.

Em linhas gerais, um processo shot-noise Z(t) é descrito como uma aglomeragao
de multiplos sinais envolvendo parametros aleatérios cuja descricao é dada a partir da
seguinte expressao: .

I(t) = > glhit —t;). (2.5)

i=—00

Um processo shot-noise pode ser interpretado como a saida de um filtro linear sem memo-
ria com fungao resposta ao impulso g(h,t), em que h é uma variavel aleatéria. Este filtro
¢é excitado por um trem de impulsos no instante ¢; cuja sequéncia dos tempos de chegadas
{t;} seguem uma distribui¢ao de Poisson de intensidade A (KINGMAN, 1993). Além disso,
cada variavel aleatoria h; segue uma mesma distribuicdo em comum e é independente de
cada variavel t;. A Figura 2.10 descreve a geracao de um processo shot-noise. Nela, apa-
rece o acronimo PPP que significa processo pontual de Poisson, o qual serd estudado com
detalhes no capitulo seguinte. Neste momento, basta-nos considerar tal processo como um

processo unidimensional de Poisson, como comentado neste paragrafo.

A g(h, t)p Z(t)p

v

y

linear

Figura 2.10 — Composicdo de um processo shot-noise.

L As figuras desta seciio foram extraidas de (CARDIERI, 2010).
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Contudo para caracterizar a interferéncia, é necessario que a funcao de resposta
ao impulso seja uma funcao do tipo path-loss ponderada por uma variavel aleatéria h
que modela os efeitos da propagacao do canal, isto é, g(h,t;) = he(t;). Como foi visto no
capitulo anterior, tal funcdo caracteriza a atenuacao de perda de percurso, da distancia
r entre o receptor e o transmissor, tomando-se como parametro o expoente n de perda
de percurso. Na literatura é comum considerar o caso g(h,t;) = ht; " com ¢t = 0 devido
a sua simples formulagao (VENKATARAMAN; HAENGGI; COLLINS, 2006). Portanto,
diante destas hipoteses a fungao Z(+) para t = 0 é dada por:

1=—00

Agora, apresentaremos tal modelo no ponto de vista da Geometria Estocastica,

como uma motivagao de aplicacao de tal ferramenta.

2.4.1 Processo shot-noise: uma generalizacdo por Geometria Estocastica

Segundo (GANTI, 2009), a versao multi-variavel de um processo shot-noise foi
introduzida por (DALEY, 1971) quando os pontos {t;} em R? seguem uma distribui-
¢ao Poisson homogénea. A motivagao do trabalho foi dado para a descricao de campos

gravitacionais.

A partir de entdo surgiram naturalmente outros trabalhos inserindo o processo
shot-noise no espago d-dimensional. Para o caso de redes celulares, o artigo de (BAC-
CELLI; BLASZCZYSZYN; MUHLETHALER, 2006) foi um dos pioneiros a analisar a
interferéncia como shot-noise multi-variavel em termos da distribuicao espacial dos nés,
fazendo-se uso da distribuicao pontual de Poisson homogénea. No referido trabalho dentre

as hipoteses assumiu-se:

e canal com distribuicao Rayleigh e fungao path-loss simplificada ¢(r) = br=",
e receptor teste posicionado na origem do sistema cartesiano;

e transmissores co-canais com mesma poténcia.

Obtendo-se, desta forma, a seguinte medida da interferéncia:

To = Z hel|] " (2.7)

zed
em que ¢ ¢ um PPP homogéneo de intensidade A cujos elementos sao transmissores inter-
ferentes distribuidos sobre o plano real e h, é a variavel aleatéria associada ao ganho de

poténcia do canal entre do transmissor em x e do receptor na origem do plano cartesiano.
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Contudo, a generalizacao da medida de interferéncia para um receptor em y considerando

uma funcao de atenuagao arbitraria é dada por (ver Eq. (2.3)):

To(y) = > AP(@)hay(|lz — yl)), (2.8)

zed

sendo a sequéncia {fgy}, ., Uma sequéncia de varidveis aleatoria positivas que permite
levar em considerac¢ao os fendomenos de propagacao tais como desvanecimento e sombrea-
mento. A Figura 2.11 ilustra o aspecto geométrico da interferéncia como modelo shot-noise

para o caso bidimensional.

interferéncia 7; A

Rx

sinal .
desejado<

interferéncia Zo

Figura 2.11 — Interferéncia como processo shot-noise bidimensional.

2.4.2 Distribuicao espacial dos nés na rede

Em se¢oes anteriores ja foi discutido que a interferéncia provém de sinais indeseja-
dos de transmissoes simultaneas a partir de outros nos vizinhos da rede no mesmo canal
fisico. Em ambientes externos, a informagcao sobre a separagao espacial entre transmisso-
res e receptores faz-se necessaria para modelar a interferéncia causada pelo sistema e com

isto, mensurar o quanto ela intervém na qualidade do sinal.

Diante desse contexto, geralmente a localizacao espacial dos nés ¢ modelada de
forma deterministica, para tal restringe-se a estrutura regulares. Um exemplo classico é as
estruturas hexagonal de localizagao de estagoes radio base. Como inconveniente, o modelo
nao é realista o suficiente, pois a localizacao de um receptor como um usudrio na rede é na
maioria das vezes desconhecida, bem como a posi¢ao dos nos interferentes em relacao a este
usuario. Este problema é agravado em considerar redes ad-hoc sem-fio em que nao existe
estacao central de comando, as unidades moéveis sao dispostas espacialmente de forma

aleatéria em ambiente limitados e ndo ha uma estrutura de trafego prédefinida. Além disso,
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devido a geometria da rede, o controle da interferéncia com planejamento de frequéncia
torna-se bem mais complicado em comparagdo com a estrutura celular outdoor. Segundo
(CARDIERI, 2010), para uma pequena separagao, a atenuacao da poténcia nao segue a lei
de atenuacao de poténcia. Entao, para contornar esta situagao, usualmente, utiliza-se uma
funcao da lei de decaimento de poténcia modificada como apresentada na Equacao (1.22).
Desta forma, a area de interferéncia em torno do receptor é dividida em duas regides

como mostra a Figura 2.12. A Regiao 1 consiste num disco centrado na posi¢ao espacial

Interferéncia_

Regiao 1_ _

Regiao 2

Figura 2.12 — Composicdo de um processo shot-noise.

do receptor (Rx) com raio ry, enquanto a Regido 2 é a coroa circular obtida a partir
da Regiao 1. Neste modelo, existem dois niveis de interferéncia a serem considerados, ou
seja, dentro e fora da Regiao 1. (CARDIERI, 2010), por exemplo, apresenta as fungoes

caracteristicas de tais niveis de interferéncia para um canal Rayleigh.

Portanto, a Geometria Estocastica vem a ser uma ferramenta interessante no mo-
delagem do problema de interferéncia levando-se em consideracao a distribuicao espacial

do nds na rede.

2.5 Sintese

Iniciamos este capitulo apresentando os conceitos basicos de redes em ambientes
moveis dando énfase as redes ad-hoc, mediante o protocolo de acesso ao meio CSMA /CA.
Além do mais, foi apresentada uma lista de importantes caracteristicas das referidas redes.
Dentre as citadas, destaca-se a facilidade de implantacdo em ambientes sem qualquer

infraestrutura.

Na sequéncia, descreveu-se globalmente as principais abordagens utilizadas para a

modelagem da interferéncia em ambientes wireless. Especificamente, mediante a modela-
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gem da interferéncia segundo o processo shot-noise, aliada a disposi¢ao espacial dos nés
interferentes na rede, introduziu-se a Geometria Estocastica como uma poderosa ferra-

menta na modelagem da interferéncia em redes ad-hoc sem-fio.

Com o objetivo de desenvolver métricas que caracterizam a performance de um sis-
tema sem-fio, construido a partir de uma rede ad-hoc com modelagem estocéastica pontual
espacial, o préximo capitulo é dedicado ao estudo dos principais conceitos e resultados de

Geometria Estocastica.
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CAPITULO

Espacos Mensuraveis

este capitulo, introduziremos os conceitos basicos de Teoria da Medida como propé-
N sito de entendermos os fundamentos dos processos pontuais estudados na Geometria
Estocastica, dentre eles o processo pontual de Poisson e o processo pontual marcado, os
quais serao utilizados para modelar a interferéncia e a posicdo dos nés interferentes de
uma rede ad-hoc, como sera visto nos capitulos posteriores. Contudo, antes de entrarmos
efetivamente no estudo dos espacos mensuraveis, apresentaremos alguns fundamentos de
Topologia Geral cujas notacoes serao empregadas na sequéncia do capitulo e algumas

delas por todo o restante da tese.

3.1 Nocoes de espacos topoldgicos

Iniciaremos esta se¢ao com um breve estudo de espacos métricos onde serao apre-
sentados os conceitos de espagos métricos completos e separaveis. Na sequéncia, introduz-
se a nocao de espacos topoldgicos, dando destaque ao espacos topoldgicos métricos. Mais

detalhes a respeito desses assuntos podem ser encontrados em (MENDELSON, 1990).

3.1.1 Espacos métricos

Um espacgo métrico é um conjunto munido de uma medida quantitativa a qual
prescreve o grau de proximidade dos pares de pontos nesse espaco. Noutros termos, um
espago métrico é um par (M, d) consistindo de um conjunto M juntamente de uma fungao
real d : M x M — R a qual satisfaz as seguintes condigoes para todo x, y, z € M:

(i) d(z,y) = 0;
(i) d(z,y) =0 se, e somente se, v = y;
(iii) d(z,y) = d(y, z);

(iv) d(z,y) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).
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A funcao d(-,-) é chamada de métrica sobre o conjunto M. Se nao houver confusdo na
escolha de métrica em questao, geralmente referencia-se o espago métrico apenas pelo
conjunto M, ao invés do par (M,d). O exemplo a seguir mostra que para um mesmo

conjunto é possivel definir varias métricas, obtendo-se assim espacos métricos distintos.

Exemplo 3.1 O espaco euclidiano d-dimensional R¢, o qual é definido como o conjunto
das d-uplas ¢ = (x1,22,...,24) de nimeros reais é um espa¢o métrico a partir das se-

guintes fungoes distancias:

(a) métrica usual sobre R?
d

d(z,y) = \|>_(vi — y)’ (3.1)

=1

(b) métrica do mdximo: é definida como o maior valor absoluto entre as diferencas das

coordenadas correspondentes de x and y, isto é,

d(z,y) = max{|z; — vl }; (3:2)
(c) métrica da soma
d
dx,y) = |z —uil. (3.3)
i=1
<

Na proxima subsegao, veremos que qualquer métrica pode gerar uma topologia. No

entanto, para entendermos tal resultado faz-se necessario definir o seguinte conjunto:
B(a;r) ={xr € M |d(x,a) <r} (3.4)

o qual é chamado de bola aberta centrada no ponto a € M and raio r > 0. Na sequéncia,
baseado nesse conjunto, introduz-se o conceito de wvizinhanca de um ponto x € X em
espagos métricos. Portanto, uma vizinhanca de um ponto x € X é qualquer bola aberta

centrada em x. A proxima figura retrata essa ideia.

Figura 3.1 — Vizinhanca de uma ponto z em M.
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A nocao de convergéncia em um espago métrico esta associada ao estudo de conver-
géncia de sequéncia, a qual é fundamentada na teoria dos limites. Portanto, uma sequén-
cia em um espago métrico (M, d) é uma fungao f(-) que associa a cada n € N, um ele-
mento unicamente determinado de M. Usualmente, utiliza-se a notacao de indices para
indicar seus termos, como em x,,, ao invés de f(n) e, para listd-los na sequéncia escreve-se
(21,22, ..., Ty, ...) OU (Z,)nen, Ou simplesmente (z,,). Ademais, uma susequéncia de (z,,)
em M ¢ constituida de uma outra sequéncia derivada da original. As notagoes (xn, )ken

ou (Tpys Tnyy - -« Tny, - - -) 20 utilizadas para indicar uma subsequéncia.

A sequéncia é dita convergente em x € M (notagdo z,, — x) se

lim d(z,,z) = 0. (3.5)
Equivalentemente, a sequéncia (z,,) converge para x € M se para cada ¢ > 0 dado,
existe pelo menos um niimero natural N tal que d(z,, z) < €, sempre que a condigaon > N

seja satisfeita. Como consequéncia da defini¢do, as seguintes proposicoes sdo equivalentes:

(a) para cada € > 0, a bola aberta B(x;¢) contém infinitos pontos de M;

(b) existe uma sequéncia (x,) de pontos em M tal que x, # z, para todo n € N, e

T, — x quando n — oo.

Portanto, para cada bola aberta de centro x contém todos os termos da sequéncia (),
exceto possivelmente um numero finito de indices n = 1,2, ..., N como mostra a préxima

figura:

Figura 3.2 — Uma sequéncia convergente em um espago métrico (M, d).

Por sua vez, um subconjunto S de M ¢ dito limitado, se existe um elemento
x € M e um numero real positivo k tal que d(m,z) < k, para todo m em M. Além
disso, diz-se que o espaco métrico (M, d) é totalmente limitado (ou M é totalmente
limitado) se para cada € > 0 dado, existe uma quantidade finita de pontos z1,zs, ..., x,
em M tais que

M C O B(x;¢€). (3.6)

i=1
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A colegao de bolas abertas {B(x;;¢)} é chamada de cobertura finita de M. Na Fi-

gura 3.3, ilustra-se uma cobertura finita de M.

Figura 3.3 — Uma cobertura finita do espago métrico (M, d).

O exemplo a seguir prova que toda sequéncia convergente ¢ limitada. Com efeito,

Exemplo 3.2 Dado que (z,) é convergente em x em M, entao existe um N € N tal que
d(z,,z) < g, para todo n > N. Seja agora, k = max{d(zy,x),d(xs,2),...,d(zN,x),},

segue que d(z,,z) < k, para todo n € N, i.e., a sequéncia (x,) é limitada. <

Notemos que nossa analise de espagos métricos tem se dedicado ao estudo de
sequéncias convergentes. Adotando, portanto, o mesmo critério, introduziremos os con-
ceitos de compacidade e sequéncia de Cauchy em (M, d). Em detalhes, um subconjunto

A de M é chamado de compacto, se cada sequéncia

(Zn)nen em A possui uma subsequéncia (z,, )ken a qual é convergente para algum
ponto de A. Por outro lado, uma sequéncia (z,),ey em M é chamada de Cauchy, se
para cada ¢ > 0 dado, existe um N € N tal que d(x,,,z,) < &, sempre que m > N e

n > N. Dito de uma outra forma, a sequéncia (x,) é de Cauchy se

Jdim_d(zp, v,) = 0. (3.7)

n—o0
Por sua vez, o espaco métrico em que cada sequéncia de Cauchy é convergente é denomi-
nado de espaco métrico completo. Como resultado, o espaco Euclideano d-dimensional
é um espago métrico completo mediante as métricas apresentadas no Exemplo 3.1. Com

base nas tltimas defini¢oes, destacamos:

(a) toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy;
(b) toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada;

(c) um espago métrico é compacto se, e somente se, é completo e totalmente limitado.
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Por fim, apresentaremos de forma simplificada o conceito de espacos separdveis.
Geralmente, para tratar de tal assunto, faz-se necessario introduzir algumas defini¢oes
intermediarias bem como alguns resultados. Contudo, com o propésito de aplicar os con-
ceitos até aqui estudados e nao deixar esta revisao muito extensa, seguiremos a proposta
de (SCHECHTER, 1997): o espago métrico (M,d) é dito ser separavel se for possivel
encontrar uma sequéncia (,)nen, tal que para cada © € M, este é limite de uma certa

subsequéncia (x,, )ken. Consequentemente, qualquer espago métrico compacto ¢ separavel.

3.1.2 Espacos topologicos

Neste momento, apresentamos uma nocao de espagos topologicos, na sequéncia
falaremos de espacos topoldgicos metrizaveis. Especificamente, uma topologia sobre um
conjunto X, é uma colegao Tx de subconjuntos de X, chamados de conjuntos abertos,

que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) os conjuntos @ e X pertencem a Tx, i.e., @ e X sdo conjuntos abertos;

n
(ii) se 01,0, ..., 0, € Tx, entdo a intersegao ﬂ O; pertence a Tx. Em outras palavras,

i=1
a intersecao de um nimero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto;

(iii) a unido arbitraria de conjuntos abertos é um conjunto aberto, ou seja, U O, € Tx,
i€l
em que [ é um conjunto indexador arbitrario.

O conjunto Ty é denominado de uma topologia para X e o par (X, Tx) é chamado
de um espacgo topolégico. Os complementos dos conjuntos abertos sao ditos de conjuntos

fechados. Consequentemente, X e @ sao simultaneamente conjuntos abertos e fechados.

E importante mencionar que qualquer métrica pode gerar uma topologia. E fato
que, as bolas abertas em M geram uma topologia sobre o espa¢o métrico, denominadas de
topologia métrica. De uma forma geral, sempre que (M, Tyr) é um espago topoldgico
cuja topologia Ty é a topologia métrica, para alguma métrica sobre M, diz-se que o par
(M, Tyr) ¢ um espago topolégico metrizavel. Diante desta afirmagao, conclui-se que
o espago euclidiano d-dimensional é um espaco metrizavel para qualquer métrica descrita

no Exemplo 3.1.

A préxima secao sera dedicada ao estudo dos espagos mensuraveis.

3.2 Uma breve introducao de Teoria da Medida

Esta secao resume alguns conceitos de Teoria da Medida os quais serao empregados
por toda a tese e, também, serdo introduzidas varias notacoes e convencgoes. A maior

parte deste conceitos podem ser encontrados em qualquer livro introdutério de Teoria da
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Medida. Como sugestao, tem-se as seguintes referéncias: (ASH; DOLEANS-DADE, 2000)
ou (DUDLEY, 2002).

3.2.1 Espacos mensuraveis

Na teoria da probabilidade moderna, o conceito de medida tem uma importancia
significativa. Na verdade, medidas sao extensoes fungoes reais reais definidas em familias
de conjuntos chamadas de o-dlgebras. Especificamente, uma o-algebra de subconjuntos

de €2 é uma familia Sg de subconjuntos de ) que possuem as seguintes propriedades:

(i) os conjuntos @ e € pertencem a Sq;

(ii) fechado sobre o complemento: se A pertence a Sq, entdo o complemento Q\ A tam-

bém pertence ao conjunto Sq;

(iii) fechado sobre a uniao enumerdvel: Se (Ay), oy ¢ uma sequéncia de conjuntos em Sg,

entdo a uniao U A, pertence a Sgq.
neN

Nesse contexto, o par (£2,Sq) é chamado de espago mensuravel, e os conjuntos em Sg
sao denominados de conjunto mensuraveis. Se C' é uma colecao de subconjuntos de (2,

entdo a o-algebra gerada por C, denotada por o(C), é definida como

aC)= ] A (3.8)

AeZ(C)

em que o conjunto indexador Z(C') é a cole¢ao de todas as o-algebras contendo C, i.e.,
Z(A) ={A|C C Ae A éuma o-dlgebra sobre 2} . (3.9)

Como resultado, o(C') é a menor o-dlgebra contendo o conjunto C'.

H&4 muitos exemplos de o-algebra na literatura, no entanto este trabalho focara
em uma classe especifica referida como o-algebra de Borel. Aqui, {2 é um conjunto
equipado com um topologia Tq, e a o-algebra (usualmente escrita como Bg) é gerada por

todos os abertos de €). Sobre a o-dlgebra de Borel, destacamos as seguintes consideragoes:

e o par (€, Bg) é denominado de espago de Borel e um conjunto de Borel é um

elemento de Bg;

e a o-algebra de Borel Bg sobre o espaco topoldgico €2 é a menor o-algebra que contém

os abertos da topologia. Assim,

Bgo = o({O] O é um conjunto aberto de Q}); (3.10)

e 0 conjunto B, contém todos os abertos e todos os fechados de €2, bem como as

unides enumeraveis de abertos e intersecoes de conjuntos fechados;
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e por conveniéncia quando € = R? representaremos tal o-algebra simplesmente

por B¢

e o conjunto B¢ C B refere-se a colecio de todos os conjuntos de Borel limitados.

Agora, mediante o conceito de espaco mensuravel, podemos definir uma medida
especifica em (€, Sq), a qual é extensdao natural da nogao de comprimento, drea e volume
ideias estas desenvolvidas pelo matematicos da Grécia antiga. Rigorosamente falando,
uma medida positiva é uma fungao real estendida e nao-negativa p : Sq — [0, 00) U {oo}

tal que

(b) aditividade contdvel: Para qualquer sequéncia de conjuntos mutuamente disjuntos
E, € S, tem-se
neN n=1
Um espago mensuravel é denotado por uma tripla (€2, Sq, 1), em que 2 é um conjunto
arbitrario, S é a o-algebra de conjuntos mensuraveis, e p é a medida definida em Sq. A
medida p é dita ser finita se p(€2) < oco. Por sua vez, uma medida definida sobre uma

o-algebra de Borel tem as seguintes caracteristicas:

e cla ¢ denominada de medida de Borel se 1(O) € Ny, para todo O € B

e uma medida de Borel ¢é dita ser localmente finita se para cada = € €2, tem-se uma

vizinhanca de medida finita, isto é,

dado = € Q, existe O € Bg, com z € O, tal que u(O) < oo; (3.12)

e quando o conjunto de Borel 2 é igual ao espaco euclidiano d-dimensional, o respec-
tivo espaco mensuravel é denotado por (Rd, B, ud>. Note que, escreve-se 14 ao invés

de p para indicar a dimensao do espaco.

No que segue, apresentamos alguns exemplos importantes, no contexto deste tra-

balho, de espacos mensuraveis.

Exemplo 3.3 (Medida de contagem) Sejam 2 um conjunto arbitrario e Sg uma o-
algebra sobre Q. Defina a fungao p: Sq — [0,00) U {oo} dada por
#(A), se A éum conjunto finito,
u(4) = " conpmto e (3.13)
00, se A é um conjunto infinito.
Segue que, p é uma medida em €2, chamada de medida de contagem. Aqui, # (A) representa

a cardinalidade do conjunto A. <
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Exemplo 3.4 (Medida de Dirac) Sejam €2 um conjunto nao-vazio e x € 2. A medida
de Dirac é a medida d, : Sq — [0,00) U {o0} com
1, sexeA,

62(A) = (3.14)
0, sex¢ A

<

Exemplo 3.5 (Medida de probabilidade) A medida p sobre o espa¢o mensuravel
(2,8q) é chamada de um medida de probabilidade se p(2) = 1. Nesse caso, habitual-

mente escreve-se p = [P, para indicar tal medida. |

Mediante as definigoes e resultados até entao estudados, a subsecao serda dedicada

ao estudo das fungdes mensuraveis.

3.2.2 Funcdes mensuraveis

Funcoes mensuraveis em teoria da medida sdo analogas as fungoes continuas na
topologia geral. Noutros termos, sejam (€2, Sq) e (¥, Sy) espagos mesurdaveis. Uma apli-
cagao f : Q) — VU é chamada de mensuravel se para cada conjunto A € Sy, sua imagem

inversa

fHA) ={z e Q]| flx) € ¥} (3.15)

pertence a o-algebra Sq. Se f(-) é uma fungdo entre espagos mensuraveis, os quais equipa-
dos com suas respectivas o-algebras de Borel, tal aplicagao é referida como uma funcao
de Borel. Como uma consequéncia da definicdo, a fungao indicadora 14 : 2 — R
definida por

1a(z) = 1, sex €A, (3.16)

0, caso contrario.

com A C §2, é uma funcao de Borel, se A pertence a o-dlgebra Sq. Alguns autores preferem
representar a fungao indicatora como 1(xz € A) ao invés de 14(z). Assim, 1(z € A) = 1,

sex € Ael(x € A) =0, caso contrario’.

Agora, fazendo-se ¥ = R, tem-se um outro importante caso de fun¢ao de Borel.

Pois, para qualquer conjunto de Borel A C R, a funcao real v : @ — R dada por
V(A) = u(f1(4)), ou

v(A) = p({w € Q| f(w) € A}) (3.17)

define uma medida finita sobre (R, B). Mais especificamente, se f(-) é uma fungao de
Borel sobre (€2, Sq,P), entao a atribuigao v(A) = P{w € Q| f(w) € A}) é uma medida
de probabilidade sobre (2, Sq,P), e

v((—o0,z]) = P(f < x) = Fy(x). (3.18)

Neste trabalho, utilizaremos as duas notagoes para a fungao indicatora.

1
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Nesse caso, a fungao f(-) é referida como uma variavel aleatéria e Fy(-) é a fungdo dis-
tribuicio cumulativa (CDF) da variavel aleatoria. Normalmente, a representacao de uma

variavel aleatéria é dada como no exemplo a seguir.

Exemplo 3.6 (Variavel aleatdria) Considere o espago de medida (2, Sq,P). Uma va-

riavel aleatoria X é uma fungoes de Borel do tipo

X:Q—R
(3.19)
wi— X(w)

que associa um valor X (w) para cada elemento w em . Além disso,

e a varidvel aleatéria define uma o-algebra {X~!(B)|B € B} C Sq chamada de o-
algebra gerada pof X;

e a varidvel aleatoria X define uma medida de probabilidade sobre o espago de Borel
(R, B) por Py =Po X!, isto ¢,

Px(B)=Po X '(B)=P({we Q| X(w) € B}) =P(X € B), (3.20)

para todo B € B. A medida de probabilidade Px é denominada de distribuigao
de X. <

Exemplo 3.7 (Processo estocastico) Um processo estocdstico é uma colecao de va-
ridveis aleatérias {X; |t € Z} definidas no mesmo espaco de probabilidade (2, Sq,P). O
conjunto Z é denominado de conjunto indexador do processo e representa um subconjunto
de R. Em especial, se if Z = Ny, o processo ¢é dito ser um processo discreto, e se Z é um
conjunto ndo-enumeravel, o processo é chamado de um processo continuo. O conjunto dos
possiveis valores de X; é denotado como espaco de estado do processo e, por sua vez, para

cada w € (2, a aplicagao
r:-7—=R
(3.21)
t— Xy(w)

é chamada de uma realizacdo ou uma funcao amostra do processo. Ademais, para cada
k-upla (ty,ts,...,t;) de elementos de Z¥, o vetor aleatério X = (Xy,, X4y, ..., Xy, ) tem
distribuicao
Px(B)=PoX '(B)=P({w € Q|X(w) € B}) =P(X € B). (3.22)
Nesta situagao, a distribui¢ao de probabilidade Px(-) do vetor aleatério
X:0Q-—RF
(3.23)
wi— (Xp (W), X, (W), ..., Xg (W)

é denominada de distribui¢do de dimensao finita ( finite-dimensional distribution (fidi))
do processo {X; |t € T}. <
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No exemplo anterior, apresentamos processo estocdstico como uma familia de va-
ridveis aleatérias {X; |t € Z}, indexada por um parametro ¢, em que ¢ pertence a algum
conjunto indexador Z. Esta definicdo pode ser naturalmente estendida, resultando uma
versao mais abstrata, ou seja, ao invés de pensarmos os parametros indexadores ¢ como
medidas de tempo, estes podem ser, por exemplo, a posicao de um determinado objeto

numa regiao plana ou no espaco. Ideia esta incorporada nos processos pontuais estudadas
na Geometria Estocastica (GAETAN; GUYON;, 2009).

Portanto, o considerando o conjunto indexador Z como uma familia de conjuntos,
entdo a classe {Xp | B € 7} é designada como um processo estocastico espacial sobre
7T, e cada termo Xp é tratado com uma variavel aleatoria. Por sua vez, cada conjunto finito
{B;]i=1,2,...,n} é denominado como uma localizacao amostral conforme descreve a

Figura 3.4. Como num processo estocédstico padrao, a importancia de se estudar cole¢oes

Figura 3.4 — Conjunto de localizagbes amostrais.

infinitas de varidveis aleatérias como em {Xp|B € Z}, é tomar amostras finitas Xp e

tentar tirar conclusoes com bases nessas informagoes.

Finalizamos este capitulo com a discussao sobre a teoria da integracao em espagos

mensuraveis.

3.2.3 Teoria da integracao

O desenvolvimento da teoria da integracao é suportada sobre a teoria das fungoes
mensuraveis. Em resumo, seja (€2, Sq, ¢t) um espago mensuravel, o objetivo aqui é integrar
uma fung¢do f(-) definida sobre € com respeito a medida p. Para o caso de fungoes nao-

negativas, a integracao tem dois pontos de vista, o primeiro deles é:

| fdi=3 am(4). (3.24)
i=1
cuja defini¢do é dada em termos de fungoes simples. Nesse caso, a fun¢ao f(-) é definida
como .
f=> aily, (3.25)
i=1
em que «; € [0,00) U{o0} e Ay, As, ..., A, sdo subconjuntos de 2 dois a dois disjuntos

tais que A; = f~! ({ai}).
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O segundo caso, trata-se da integragao de fungoes f(-) de Borel com respeito a

medida p a qual é definida como

/Qfdu:sup{/gfd,uhbesf}. (3.26)

Aqui, a integral de f(-) é dada em termos do supremo da colegdo Sy de todas as fungoes
simples ndo-negativas, as quais satisfazem a condi¢do ¢(w) < f(w) para qualquer w € €.

Ocasionalmente, tal integral também é escrita como
[ fdu= [ f@)p(do). (3.27)

Existe uma lista extensa de resultados e propriedades de integracao de fungoes
os quais podem ser encontrados, por exemplo, em (DUDLEY, 2002). Neste trabalho,
apresentaremos somente as propriedades significantes para os nossos propositos, as quais
serao encontradas ao longo do desenvolvimento da tese. Portanto, para qualquer caso

descrito acima, vale as seguintes propriedades:
(a) /Q(afﬂng)dM:a/ﬂfdqub/diu para a,b € R;
(b) [ Ladu= p(A);

© [ 1afdu= [ fdu

Como aplicacado, o valor esperado da variavel aleatoria X é definida como a

integral de X com respeito a medida de probabilidade Py, isto é,

E{X} = / XdP = / X (w)P(dw) = / 2Py (dz) = / zd Py. (3.28)
Q Q R R
Em particular, para todo A € Sq, tem-se
E{1,} = /Q 1,4dP = P(A), (3.29)

e consequentemente, E{1g} = P(2) = 1. Assim, a nogao de esperanga é uma extensao
natural da no¢ao de probabilidade. Por sua vez, um resultado importante que envolve

esperanca de variaveis aleatérias nao-negativas é
E{X} = /0 TPX > 1) dt. (3.30)
De fato,
E{X} = /QXdIP’: /Q (/Ow 1(X > t)dt) dP = /OOOIP’(X SHde (3.31)

Mais geralmente, se X é uma variavel aleatoria sobre (2, Sq,P) e g : R — R é uma fungao

de Borel com E(|g(X)|) < oo, entao
E{g(X)} = [ g(0)aP = [ g(X()B(dw) = [ g()Px(da) = [ g(a)dPx, (3.32)

o que conclui esta secao.
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3.3 Sintese

Em termos gerais, o referido capitulo destinou-se a fundamentacao no estudo
dos espacos e funcdes mensurdveis, com énfase aos espacgos de Borel. A partir deste,
introduziram-se importantes conceitos, procedimentos e resultados, em que os mesmos
servirao de base para o entendimento da teoria da Geometria Estocastica. Dentre o que
foi visto, destacam-se: a medida de contagem, a medida de probabilidade, variavel aleato-
ria e processo estocdstico espacial. Por fim, a teoria da integragdo em espagos mesuraveis

foi investigada com foco nos espacos de medida de probabilidade.

E importante frisar que o objetivo central deste capitulo é servir de ponto inicial

aos dois proximos capitulos, onde descrevem as ideias basicas dos processos pontuais.
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CAPITULO

Introducao aos Processos Pontuais

T ste capitulo é dedicado a fundamentacao tedrica dos processos pontuais aleatorios.

1 _J Aqui, serdo apresentados importantes conceitos e resultados, além de notagoes as
quais serao bastante utilizada ao longo da tese. Com mais detalhes, introduziremos os
processos pontuais d-dimensionais seguindo a ideia de (DALEY; VERE-JONES, 2008),
cuja proposta fundamenta-se em espagos topologicos metrizaveis os quais foram devi-
damente apresentados no capitulo anterior. Em geral, os processos pontuais fornecem
modelos para padroes irregulares ou descrevem configuragoes aleatorias de pontos no es-
pago d-dimensional. Matematicamente, um processo pontual poder ser descrito por duas
maneiras equivalentes (BADDELEY et al., 2007):

e medida de contagem aleatoria;

e conjuntos fechados aleatérios.

Neste trabalho, focaremos no primeiro caso, em que os processos pontuais sao
usados para modelar conjuntos aleatérios de pontos discretos. Mais detalhes sobre o caso
de conjuntos fechados aleatérios podem ser encontrados em (MOLCHANOV, 2005). Por
sua vez, um rigoroso tratamento matematico dos processos pontuais, em termos de medida
de contagem, pode ser encontrado nas seguintes livros-textos: (STOYAN; KENDALL;
MECKE, 1996; DALEY; VERE-JONES, 2008; BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009a;
HAENGGI, 2013).

4.1 Processo pontual como uma medida de contagem aleatdria

Nesta secao, introduzimos alguns conceitos preliminares baseados em espacos to-
pologicos metrizaveis e espacgos, objetos de estudo do capitulo precedente, para entao

definirmos um processo pontual como uma medida de contagem aleatoria.
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Seja (M, B%) um espago topoldgico metrizdvel sobre RY, em que B? é a o-algebra
de Borel. Define-se o espaco dos subconjuntos de M localmente finitos como sendo o

seguinte conjunto
le:{ECM|#(EﬂO) < 00, para todoOEBg}, (4.1)

em que, B¢ é classe dos conjuntos limitados de Borel em RY. Assim, para cada E € Ny,

a funcio de Borel up : BY — [0, 00) dada por
4s(0) = #(EN O) (42)

¢ uma medida de contagem. Uma vez que, cada elemento £ € Ny é um subconjunto
do espaco euclidiano d-dimensional R?, segue que cada elemento de Ny é chamado de
uma configuragdo pontual localmente finita (locally finite point configuration, do inglés)
ou simplesmente uma configuragdo do espaco dos subconjuntos de M localmente finitos.
Na sequéncia, seja Nj; a colecdo de todas as configuragdes de M, mediante a seguinte
restricao

Ni={E € Ng|#(EnA)=kkeNo,AcBj}. (4.3)
Como comentado na Subsecao 3.2.1, o(Nj) é a menor o-algebra contendo o conjunto

Nji. Desta forma, um processo pontual ® on (M, BY) aplicacio mensuravel (MOLLER;
WAAGEPETERSEN, 2004)

Q: (2,80, P) — (N, 0 (V)

(4.4)
w — ¥

que associa cada elemento w € €2 um termo ®“ o qual é um subconjunto de Ny+. Conse-
quentemente, tem-se # (®* N O) < oo, para todo O € BY.

Agora, fixando-se um conjunto limitado de Borel, como por exemplo, O = B, a
cardinalidade de # (9 N B) pode ser escrita, equivalentemente, como

#(@"NB)= > 1(z € B). (4.5)

zedw
Portanto, o processo pontual ® gera uma medida de contagem aleatéria, a qual é
caracterizada pela contagem do niimero de pontos pertencentes ao conjunto limitado de
Borel B € BY. Por sua vez, denotando por Ng o niimero de pontos em B e negligenciando

o parametro w € €1, a medida de contagem aleatoria é dada por
Np=#(dnNB). (4.6)

Assim, o processo pontual tem-se uma outra simbologia matematica. Por isso, o conta-
dor Np pode ser interpretado como uma simples variavel aleatéria, para cada B € B,

resultando desta forma a aplicagao

Np IS)-—)Fgo. (4.7)



Capitulo 4. Introdugdo aos Processos Pontuais 76

Noutros termos, o conjunto {N B|Np € Bg} é um processo estocastico espacial indexado

pela familia de conjuntos limitados de Borel BY.

Na sequéncia, seja { X, }, .y uma sequéncia de vetores aleatérios sobre o espago de
probabilidade (€2, Sq, P) tal que:

(i) Xi:(9Q,8q0,P) = (R4, BY), para todo i = 1,2,.. ;

(ii) > 1(X; € B) < o0, para todo B € Bf.

ieN
Desta maneira, a medida de contagem aleatéria Ng, também pode ser escrita como

Np(w) = % 1(X;(w) € B), (4.8)

para cada w € €, ou simplesmente,

Npg=)> 1(X; € B). (4.9)

ieN
Mediante estas hipoteses, o processo pontual ®, também poder escrito como uma sequén-
cia de vetores aleatérios quase sempre (almost surely, do inglés) distintos, isto é,
® = {X,},ey com X; # X para i # j. Isto garante que, em cada ‘regiao’ B, existe pelo
menos um ponto X; que possa ser contado. Desta forma, tal processo é conhecido como

processo pontual simples. Além disso,
#(@NB)=)> 1(X, € B). (4.10)
ieN

Como esperado, a medida de contagem aleatéria fica dada por
Np=#(®dnNB). (4.11)

Desde que ® = {X1, X5, ...} consiste de um conjunto de vetores aleatérios em R, o pro-
cesso pontual é considerado como um conjunto aleatdorio enumerdvel (HAENGGI, 2013).
Para este trabalho, nos concentraremos neste tipo de processo o qual é também referen-
ciado como processo pontual simples. A Figura 4.1, mostra a situacdo de um processo

pontual simples em R2.

Com base nas hipdteses propostas ao processo pontual simples e considerando
¢ = {X,},cy uma configuracio fixada, assim é possivel definir a seguinte fungao men-

suravel

N (Q,80.P) = (N,o(N)), (4.12)

onde N é uma colecio de medidas de contagem localmente finitas sobre (M, BY), i.e,

N = {I/d on B|14(0) = k} , para k € Ny e O € B (4.13)
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Figura 4.1 — Realizacdo de uma processo pontual simples. Neste caso, Ng = 7.

e o(IN') é amenor o-algebra contendo IN. Assim, N é uma variavel aleatéria, em que N (w)
é uma medida sobre R?. Ademais, o conjunto {N B|Np € Bg} é um processo estocastico

como previamente mencionado, onde

Ng=> 1(X; € B)=#(®NnB). (4.14)

i€N
como descrito em (4.9) e (4.11), respectivamente. De maneira andloga, refere-se a apli-
cagdo mensuravel N(-) como um processo pontual simples devido a similaridade analitica
proposta em (4.4). Como consequéncia, o processo pontual pode ser escrito da seguinte

forma:

N=> 1y, (4.15)

1€EN

ou, explicitamente considerando todos os parametros:

Np(w) = S 1(X,(w) € B). (4.16)

1€EN

Deve-se observar que

e Np,(w) é uma varidvel aleatéria discreta, se By € B ¢ fixado;

e para qualquer wy € €, Np(wp) é uma medida sobre a familia dos conjuntos limitados
de Borel Bg.

Por um ponto de vista pratico, é mais conveniente tratar a teoria do processo
pontual adotando as configuragoes do processo como uma sequéncia de vetores aleatorios,

devido ao fato que os resultados sdo naturalmente inseridos na teoria da probabilidades.
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Assim, a distribuigdao' de N ¢é a probabilidade induzida Py sobre (IN,c(IN)), isto é,
Py : N — [0,1] tal que,

Py(A) =P{w € Q| N(w) € A}) =P(N € A), para todo A € o(NN). (4.17)

Desde que N(-) é uma aplicagdo mensuravel, entdo N~1(A) € S, para todo A € o(IN).

Dando continuidade ao trabalho, observando Ng como uma funcao de B, tem-se

as seguintes propriedades provenientes da teoria da medida:

(a) Ng=0,se B=g;
(b) Naup = Na + Np, sempre que A e B conjuntos disjuntos;

(c) seja B C Bj e {B,}, oy uma sequéncia decrescente em Bf (i.e., B, D Byi1) . Se

B = ﬂ B, entao a sequéncia de medidas {B,}, . ¢ uma sequéncia decrescente
neN

em R (NBH+1 < NBn) com

n—oo

(d) se f:R?— R é uma funcio mensuravel, entdo

/Rdde =Y f(X) = Y f(X). (4.19)

neN Xed

Em particular, se B C B¢, entao

/BdN:/Rd 15dN = Y 1(X € B) = Ng. (4.20)

Xed

A préxima secao se restringird ao estudo de propriedades dos processos pontu-
ais, sendo algumas delas utilizadas na modelagem da interferéncia de uma rede sem-fio

segundo a geometria estocastica.

4.2 Propriedades dos processos pontuais

A fim de simplificar o estudo dos processos pontuais, presume-se condi¢oes que
preservam alguma regularidade no processo. Do ponto de vista pratico, tais condigoes sao
adotadas neste trabalho de forma implicita. Portanto, para um processo pontual simples

® = {X,}, ey ¢ assumido:

e estacionariedade;

e isotropia;

Por questao de simplicidade, refere-se a distribuicio de N como a distribuigdo de ® = {X;, Xo,...}
e a funcdo de probabilidade Py (-) serd escrita como P(-).



Capitulo 4. Introdugdo aos Processos Pontuais 79

e ergodicidade;

e mistura (mizing, do inglés),

os quais serao discutidos em mais detalhes na sequéncia.

4.2.1 Estacionariedade e isotropia

Em primeiro lugar, é importante lembrar de alguns resultados de algebra linear,
os quais podem ser encontrados em (HORN; JOHNSON, 1990). Seja (M, d;) e (My,ds)
dois espagos métricos. A aplicacao f : M; — M, é dita ser uma isometria se para todo
x,y € M, tem-se

0y () = dolf(2), (1), (4.21)

A transformacdo ortogonal A : R? — R? é um exemplo de isometria, a qual é uma

transformacao linear que preserva produto interno, ou seja,

(A(x), A(y)) = (=, y). (4.22)

Como resultado, se f : RY — R? é uma isometria, entdo

f(x) = f(o) + A(z), (4.23)

em que o é a origem de R? e A(-) é uma transformagao ortogonal. Em particular, se
f(o) = o, entao f(-) é dito ser uma rotagio em torno da origem. Assim, para cada
varidvel aleatéria X; em R? tem-se f(X;) = AX;, e naturalmente define-se o processo
pontual:

AP = {AX,, AX,,...}. (4.24)

Por sua vez, se a transformacao ortogonal é a transformacao identidade, entao claramente
tem-se f(x) = f(0) + x e nesse caso, f(-) é chamada de uma transla¢io. Similarmente ao

caso anterior, fazendo-se f(0) = b, isto define o seguinte conjunto aleatério:
d+b={X;+b,Xo+b,...}. (4.25)

Portanto, um processo pontual ® on R” é estaciondario se para cada b € R?, a distribuicao

do processo pontual transladado ® + b é a mesma de ®. Simbolicamente,
LD +b (4.26)

Por sua vez, um processo pontual ® ¢ isotrépico se sua distribuicao é invariante sobre
rotacoes em torno da origem, ou
d
O = AD, (4.27)

isto é, a distribuicdo de A® tem a mesma distribuicao de AP, para toda transformacao

ortogonal A(-).
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4.2.2 Ergodicidade e mixing

Agora, vamos brevemente introduzir as ideias ergodicidade e mizing sobre ®, sendo
este uma aplicagdo mensuravel (primeira proposta para processo pontual). A fim de pre-
servar o argumento tedrico da Teoria da Informacao, a qual garante sob certas condigoes
que toda informacao a respeito de um processo esta contida em apenas uma realizacao, a
partir de uma janela de amostragem suficientemente grande (COVER; THOMAS, 2006),
para a definicdo de ergodicidade e mixing, faz-se necessario incluir o conceito de sequén-
cia de janelas médias (sequence of averaging windows, do inglés). Especificamente, uma

sequéncia de janelas médias {W,,} de um conjunto limitado de Borel (i.e., W,, € BY)

neN
segue as seguintes condicoes, para todo n € N:

(i) W, é um conjunto convexo;
(ii) ela é uma sequéncia crescente (W,, C W,11)
. d
(iii) lim sup {7’ | B,(x) C W, para algum x € R } = 0.
Finalmente, o processo pontual é ergddico se

lim

n—00 I/d(Wn>

/ Po((A+ )N B)dz = Py(A)Py(B) (4.28)

e mixing se

|| —o0

para todo A, B € o (N}f) e para cada W,,.

De acordo com (HAENGGI, 2013), a condi¢ao de ergodicidade é em geral muito
dificil de verificar diretamente. Assim, na pratica utiliza-se um resultado auxiliar que
também é um critério de ergodicidade, o qual fornece uma conexao entre ergodicidade,
estacionariedade e mizring. Tal resultado diz que: se um processo pontual é simultanea-

mente, estacionario e mizing, entao o processo pontual é ergdédico. Encontra-se a prova
desta afirmagao, por exemplo, em (DALEY; VERE-JONES, 2008).

Na sequéncia, investigaremos algumas formas de caracterizar estatisticamente um
processo pontual por meio das seguintes transformacgoes: funcao geradora de momento,
funcao caracteristica, transformada de Laplace-Stieltjes, dentre outras.

4.3 Caracterizacao das distribuicoes dos processos pontuais

Estatisticamente, a distribui¢ao de um processo pontual ® = {X,}, é comple-

tamente especificado para algumas formas:

e probabilidades nulas ou vazias;
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o distribuigdes dimensionais finitas (fidis);
e funcionais de Laplace;

e funcionais geradores de probabilidade.

4.3.1 Probabilidades vazias

A probabilidades vazia de um processo pontual refere-se a probabilidades da

nio existéncia de pontos em um conjunto de Borel limitado B € BY, isto &,
V(B) =P(Ng =0) (4.30)

Equivalentemente, a Equagao (4.30) pode ser analisada a partir dos indicadores vazios
como em (BADDELEY et al., 2007)

V(B) j i(NB = 0) (4.31)

({ndo ha pontos existentes em B})

O comportamento de processo pontual segundo a probabilidade vazia ¢ ilustrado na Fi-

gura 4.2. E importante comentar que um processo pontual é unicamente determinado

Figura 4.2 — Probabilidade vazia V(B) para um processo pontual simples.
pelas probabilidades vazias (MOLLER; WAAGEPETERSEN, 2004).

4.3.2 Distribuicdes dimensionais finitas

A distribuicao de ® é também unicamente determinada pela familia de distribui-

¢oes dimensionais finitas (fidis) dos vetores aleatérios

(NB,,NB,,...,NB,) (4.32)
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para todo vetor finito (Bj, By, ..., By) de conjuntos limitados de Borel B € Bd com
1 = 1,2,..., k. Em outros termos, se dois processos pontuais compartilham a mesma
familia de fidis, entao eles sao iguais em distribuicao. Consequentemente, se o processo ¢

é estacionario e isotrépico, tem-se:
(i) estacionariedade
(NB,, NBy, ..., NB,) £ (NB,42 NBotas - - -, NBo 1)
para qualquer k € N,z € R? e (By, By, ..., By) em BE.

(ii) isotropia
(NB1aNBQa"'7NBk) i (NABUNABQa"'7NABk)

para qualquer k € N, para qualquer rotagio A e (By, By, ..., By) em Bg.

Ademais, os fidis especificam as probabilidades de todos os eventos da forma
{NB, =n1,Np, =no,...,Np, =n} (4.33)

comn; € Ngei=1,2,..., k. Portanto, existem infinitas distribui¢oes que descrevem um

processo pontual. Notes que as probabilidades vazias sao casos particulares dos fidis.

4.3.3 Funcional de Laplace e Funcional gerador de probabilidade

Seja L(RY,R,) o espaco de todas funcoes ndo-negativas, mensuraveis e limitadas.
O funcional de Laplace Ly|[-] de um processo pontual ® = {X,,} _ é uma aplicacao
do conjunto L(R% R, ) em R, isto é, Ly : L(RY, R, ) — [0,00) a qual é definida como

Lulf) =E{exp (- [ fan)}

(4.34)
= E{exp (— > f(X)) }

Como resultado, o funcional de Laplace determina unicamente a distribuigao P(-) do pro-
cesso pontual ®. Com efeito, considere a funcio nao-negativa fs(-) € L(R? R,) definida
por

fs =511p, +s21p, + -+ sglp,, (4.35)

em que 8 = (s1,82,...,5;) ¢ um vetor de R¥ com s; > 0, e B; € BY, i = 1,2,... k.

Assim, aplicando-se o funcional de Laplace em fs(-) tem-se

LN[fs] :E{eXp <_);I>fs(X>)} (4 36)

= E{exp (—(s1Np, + saNp, +---+ Np,))}.
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Esta tltima expressdo é a conhecida transformada de Laplace de um vetor aleatério em
R* a qual determina de maneira tnica a distribuicio do vetor (Npy, Npo, ..., Npy).
Consequentemente, a cole¢do Ly|fs] (com s € R¥, k > 1) determina todos os fidis do
processo pontual. Por sua vez, desde que os fidis de N(-) determinam a distribuigao P(+),

entao esta provada a afirmacao.

Por outro lado, o funcional gerador de probabilidade também fornece uma
conveniente forma de representar os fidis e, assim especificar unicamente o processo pon-

tual. O funcional gerador de probabilidade G y[-] de ® ¢ definido por

Gnlg] = E{exp (/]R{d lnng)}

:E{exp (};Dlﬂg(X)>} (4.37)
:E{ II Q(X)},

Xed

em que, g(-) pertence a familia de todas as fungdes mensuraveis g : R? — [0, 1] tal que
1 — g tem suporte limitado. Tal familia serd representada por £*(R% R, ). A seguir sao

apresentadas algumas aplicagoes deste funcional:

(a) Gnlh] = Ly[—Inh] (uma relagdo entre os funcionais de Laplace de gerador de
probabilidade);

(b) sejam B € B e g(x) = t1*<B) com t € [0,1]. Entdo, Gylg] = E{tNB}, cuja
igualdade é um funcao de probabilidade para Np.

Com o objetivo de resumir as questoes tratadas nesta subsec¢do, a seguir apresen-
taremos um resultado que comprova a equivaléncia entre os funcionais que caracterizam

0s processos pontuais. Entao, para os processos pontuais simples

i€N ieN
as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

. d

(i) M = N;

(ii) (Mp,, Mp,,...,Mp,) 4 (NB,,NB,,...,Np,) paratodo k € Neparatodo By, B, ..., By

em BE;
(iii) Va(B) = V(B) for all B € BY (probabilidades vazias);
(1v) Luf] = L[f}, para todo f € LB R,)

(v) Gulg) = Glg), para todo g € £7(R%,R,).



Capitulo 4. Introdugdo aos Processos Pontuais 84

O principal objeto de estudo da secao seguinte é o desenvolvimento de Teorema
de Campbell o qual nos permite determinar a esperanca de uma soma aleatéria indexada
pelos pontos de um processo pontual. Contudo, necessita-se de uma definicao preliminar

chamada de intensidade de medida como mostra a seguir.

4.4 Intensidade de medida e Teorema de Campbell

A intensidade de medida ou primeiro momento de um processo pontual
® = {X,},cy é uma funcdo real nao-negativa A : B — [0, 00) definida como o niimero

esperado de pontos do processo ® que caem em B € BE, ou seja,

A(B) = E{Np}

= ]E{ S 1(X, € B)} (4.39)

neN

_]E{ Y 1(X € B)}.

Xea
Note que a intensidade de medida A(:) é uma medida de Borel.

Por outro lado, desde que Np é uma medida de contagem aleatoéria, entao por
similaridade ao valor esperado de uma variavel aleatéria (ver Eq. (3.28)), a intensidade

de medida p(-) fica dada por

/]R 1(z € B) v(dz)P(dv) (4.40)

Neste caso, nota-se que em (a) a medida v(-) é uma medida de contagem localmente finita,
enquanto (b) e (¢) seguem da Equagao (4.20). Além de tudo, motivado pela Equagao (4.19),

para qualquer funcao mensuravel f : Ny — R tem-se

E{f(Ng)} = [ fW(B)P). (441)
a qual denota uma extensao do conceito de medida de intensidade.

Agora, se A(-) é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, entao
existe uma fungao mensurdvel de Borel ) : B — [0, 00), tal que (GELFAND et al., 2010)

A(B) = /B Az) de. (4.42)
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A funcdo nao-negativa A(-) é chamada de uma fun¢do de intensidade do processo
pontual @, e se a funcao intensidade é constante, entao ® ¢é dita ser homogénea, caso
contrario o processo pontual é ndo-homogéneo. Em particular, se ® é estacionario, isto

implica que medida de intensidade é invariante com respeito a translacao. De fato,
A(B) = E{N} =E{Np.,} = A(B +x). (4.43)

Agora, a partir de resultados conhecidos de teoria da medida, este tltimo resultado tam-

bém implica que existe um nimero real nao-negativo tal que (ILLIAN et al., 2008)
A(B) = \yy(B), (4.44)

em que V4(+) é a medida de Borel d-dimensional. Assim,

_ E{N3p}
>\_ l/d(B)

O mesmo resultado é obtido para processos pontuais nao-homogéneos.

(4.45)

A constante \ é chamada de intensidade do processo pontual. Consequentemente,

uma estimativa natural da intensidade é dada por

X:

B (4.46)

pois,

E{i} = Izév;)} = 2((3 =\ (4.47)

A andlise o caso de ndo-homogeneidade é proposta por (MOLLER; WAAGEPETERSEN,
2004). Por sua vez, a intensidade A pode ser interpretada como uma média de pontos de

® por unidade volume d-dimensional como descrito a seguir:
A =E{Ngy}. (4.48)

Ao longo deste trabalho, referimos o conjunto W = [a, b]? = [[%_,[a,b] como uma janela
de observagao do processo. Uma realizacao de um processo pontual sobre uma janela de
observacao em R? ¢ representada na figura a seguir. Aqui, a média de pontos do processo

que caem em W por unidade de area determina a intensidade do processo pontual.

441 A média de uma soma aleatéria de um processo pontual

A importancia de fungao de intensidade ficard mais evidente a partir da média
de uma soma aleatéria indexada pelos pontos de um processo pontual, tal resultado é

denominado de Teorema de Campbell, como descreve a seguir.

Seja ® = {X,,}, cy um processo pontual em R? com intensidade de medida A(-) e,

considere a fun¢io mensurdvel f : RY — [0, 00) U {oo}. Segue que,

L FAN = ¥ F(X) (4.49)

Xed
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(0,1) p— T we=pap ot
° (1,0) >

Figura 4.3 — Realizagdo de um processo pontual (ndo-estaciondrio) mediante uma janela de observagao
em R2.

é uma variavel aleatoéria e,

Xed

E{ 3 f(X)} - /RdfdA. (4.50)

Em particular, se ® é estaciondrio, temos que A(B) = Avy(B), para algum A > 0, para
todo B € B e

]E{ 3 f(X)} - A/Rd Fdvg= A/Rd f(a) de. (4.51)

Xed

A prova deste tltimo resultado requer a aplica¢gdo do Teorema de Fubini (DU-

DLEY, 2002). Em primeiro lugar, baseado em (4.49), definamos a funcao

ov(@) = [ faN = ¥ f(X) (452)
Xed
Tomando o operador esperanca em ¢(-), tem-se (HAENGGI; GANTI, 2008)
E{ > f(X)} = E{gn (D)}
Xed

2 [ @)

N xear (4.53)
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Aqui, (a) é segue da Equacao (3.32), (b) é uma simples aplicagdo da definicao de g(+),
com ® = {Y,} .y sendo uma sequéncia arbitraria de varidveis aleatérias, (c) segue as
hip6tese do teorema de Campbell (Eq. (4.49)), (d) é a aplicagao do teorema de Fubini e,

finalmente, (e) é basicamente a primeira igualdade de (4.40).

Finalizemos este capitulo investigando a distancia entre pontos de um processo

pontual.

4.5 Distancias em processos pontuais

Em Geometria Estocastica, as técnicas classicas de investigacao entre a interacgao
entre pontos surgem, em algumas situacoes, a partir dos métodos de distancia, ou seja,
mediante a medidas de distdncia entre pontos. A abordagem geral dos métodos consiste
em calcular fungdo de distribuicdo empirica de um padrao pontual e compara-la com
uma funcao de distribuicao tedrica. Aqui, nos concentraremos nos seguintes critérios de
distancia para processos pontuais (BADDELEY et al., 2007):

e distancia do vizinho mais proximo;
e distancia de contato.
Especificamente, seja ® = {X,}, . um processo pontual, a distincia do vizinho
mais proximo representa a distancia de um especifico ponto X; em ® a um outro ponto

X; € ® sendo este o mais préoximo de X;. Simbolicamente, a distancia do ponto mais

proximo de X € ® é um nimero

dist(X, ®\{X}) = _inf {d(Y, )} (4.54)

Como consequéncia dessa defini¢cdo, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

dist(X, ®\{X}) > r, se, e somente se, Ny x,) = 0. (4.55)

Por sua vez, a distancia de contato é a distancia a partir de um determinado ponto

p in R? ao ponto mais préximo do processo pontual of ®. Assim,

dist(p, ®) = inf {d(Y,p)}. (4.56)
e
dist(p, ®) > r, se, e somente se, Nyp,) = 0. (4.57)

As duas situagoes sao mostradas na Figura 4.4, onde os pontos indicados por (o)
representam pontos fixos de R?, os quais ndao pertencem a ®, e os pontos indicados por (e)

representam os efetivos pontos do processo pontual. As linhas sélidas ilustram a distancia
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entre os pontos do processos aos seus respectivos vizinho mais proximos, enquanto que
as linhas tracejadas indicam a distancia entre os pontos do plano com seus respetivos

vizinhos mais préximo do processo pontual.

x,
)/-——\i’jb/)‘(4
X1 o'.’ﬂ X3
D

>

Figura 4.4 — A distancia de contato e a distdncia do vizinho mais préximo.

45.1 A funcdo de distribuicdo da distancia do vizinho mais préximo

Com base na afirmagao dada na Equacao (4.54), a distancia dist(X, ®\{X}) de
um ponto X ao seu vizinho mais proximo em ® tem a seguinte CDF":

Gx(r) = P(dist(X, P\{X}) <r) =1 = P(Ngxsy =0), >0, X €d,  (4.58)

a qual é referenciada como a fungao de distribuicao da distancia do vizinho mais

proximo. Se @, entdo obtém-se os seguintes resultados:

(i) a CDF Gx(-) ndo depende da variavel aleatéria X, i.e., Gx(-) = G(-);
(ii) dada uma janela de observacao W, a funcao de distribuigao empirica da funcao de
distribuicao da distancia do vizinho mais proximo é dada por:
~ 1

G(r) = W o q>ZW 1(dist(X, P\{X}) <71), (4.59)

em que W_, C W e W_, = {X € W|dist(X,0W) >r} (BADDELEY et al.,
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2007). Este é um estimador de G(-). De fato,

E{G(r)} = Vd(lw,)E{ /Wr 1(dist(z, ®\{2}) < r) da:}

_ 1/d(1VV_) /WT E{1(dist(z, ®\{z}) < r)}da
— gy, Pldsle o\ (@) < ) d (4.60)

_ yd(vlv_r) | GEde

= G(r).

Uma realizagao de um processo pontual sobre uma janela de observacao ¢ mostrada na

Figura 4.5, a qual é visualizada em termos da distancia do vizinho mais proximo.

°. B(X;;7m)
I
° V4
° ° I XZ \‘
1 1
° e ‘\A.
. \~_¢,Xj

Figura 4.5 — Realizagdo de um processo pontual para o caso da distdncia do vizinho mais proximo

4.5.2 Funcao de distribuicao da distancia de contato

De modo semelhante ao caso anterior, a funcao de distribuicao da distancia

de contato ou a funcao de espago vazio ¢ definida por:
Fp(r) = P(dist(p, ®) < 1) = 1 = P(Nypy) =0), 7>0, peR (4.61)
Ademais, se o processo é estacionario, tem-se:

(i) a CDF F,(-) ndo depende da escolha do ponto p, i.e., F,(-) = F(-). Aqui, o ponto

p € R? é denominado de localizacdo de referéncia arbitrdria.

(ii) dada uma configuragao finita de pontos X = {p1,p2,...,Pn} em uma janela de

observagao, a funcao de distribuicao empirica da funcao de espago vazio é dada por:
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; Z 1(dist(p, @) < 7). (4.62)

Por fim, uma realizacao de um processo pontual para o caso da distancia de contato

¢ ilustrada na figura seguinte.

e R
o ! p X ¢
. | »r 1
\ /, I%
. S (p:7)

Figura 4.6 — Realizacdo de um processo pontual para o caso da distancia de contato.

O préximo resultado comenta da relagdo entre os métodos de distancias estudadas

nesta subsecao.

453 A funcio J

Mediante a hipétese de que o processo pontual ® é estacionario, define-se uma
funcao que permite comparar a distancia do vizinho mais préoximo e a distancia de contato.
Tal fungao é denominada de fungao J (J-function, do inglés), a qual é definida por

Jir) = 1260

1—F(r)
Com um pouco mais de detalhes, a funcao J indica o comportamento ou a interagao entre
os pontos mediante uma janela de interagao. (LIESHOUT; BADDELEY, 1996), mostrou

que para valores da funcao J menores ou iguais a 1, isto indica que os pontos do processo

(4.63)

entdo bem aglomerados, enquanto para J(r) > 1, indicar uma maior regularidade da
distribuicao espacial dos pontos. Em particular, para um processo pontual de Poisson
com intensidade A, tem-se J(r), isto é, G(r) = F(r).

4.6 Sintese

Neste capitulo, introduziu-se a Geometria Estocéastica segundo a teoria dos proces-

sos pontuais e foram apresentadas importantes propriedades, tais como: estacionariedade,
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isotropia, ergodicidade e mizring. Na sequéncia, mediante a hipdtese de que um processo
pontual pode ser dado a partir de uma medida de contagem aleatéria, definiu-se processo
pontual simples e foi apresentada uma lista de operadores que caracterizam a distribuicao
de um processo. Por sua vez, estudou-se o Teorema de Campbell a partir da intensidade
do processo pontual. Por fim, investigou-se métodos para determinar a distancia entre

pontos do processo.

Para o capitulo subsequente, investigaremos os principais processos encontrados
na literatura em se tratando de redes ad-hoc sem-fio. Dentre eles, daremos destaque ao

processo pontual marcado, o qual serd objeto de estudo desta tese.
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CAPITULO

Processo Pontual de Poisson

o capitulo anterior introduziu-se o estudo dos processos pontuais, onde apresentou-se
N importantes resultados os quais serao utilizados na sequéncia deste trabalho. Dentre
eles destacam-se a medida de intensidade e o Teorema de Campbell. Para este capitulo,
apresentarmos os principais processo pontuais estudados na literatura dentre os quais
daremos énfase aos processos denominados de processo pontual de Poisson e processo
pontual marcado, devido ao fato das aplicagoes destes na modelagem dos nos interferentes
em redes ad-hoc sem-fio, cuja proposta sera inserida em nosso trabalho nos capitulos
posteriores. Além destes resultados, também apresentaremos uma versao do Teorema de

Campbell para os processos pontuais marcados.

5.1 Processo pontual binomial

Comecemos esta secao apresentando um dos processos pontuais mais simples, cha-
mado de processo pontual binomial (binomial point process (BPP), do inglés). Seja
W C BJ um conjunto de Borel limitado de medida estritamente positiva v4(W) e seja f(+)
uma funcao densidade de probabilidade definida no conjunto limitado de Borel B C W.
Fixando um niimero inteiro nao-negativo k € Ny, o processo pontual & = {X,,}, _ con-
sistindo de k variaveis independentes e identicamente distribuidas X, X, ..., X} com
densidade f(-), é denominada de processo pontual binomial de k pontos em W. Como
notacao, escreve-se:

® ~ binomial(B, k, f). (5.1)
Assim, para um BPP consistindo de apenas um tinico ponto, tem-se:

_ Jpf@)de _ v(B)
Jw [(@)de ~ v(W)

Notemos que cada variavel X; da sequéncia X;, X, ..., X} é uniformemente distribuida

P(X; € B)

(5.2)

em W. Além disso, esta igualdade significa que a probabilidade do ponto X; do processo
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pertencer ao conjunto B C W é igual a razao entre as medidas dos conjuntos B e W. A

Figura 5.1 representa uma situacao de BPP de um tnico ponto.

1

Figura 5.1 — O ponto aleatério X; é uniformemente distribuido na janela de observagio W = [0, 1]2.

Pelo apresentando no capitulo anterior, o nimero de pontos que caem no conjunto

limitado de Borel B C W ¢ dado pela seguinte medida de contagem

i=1
a qual segue um distribuigao binomial com pardmetro n e fungao densidade fg(-) = ::((v?/)w
ie.,
. vq(B)
Np ~b | B : 5.4
B ~ binomia ( M, Vd(W)> (5.4)

Mais especificamente,

P(Ng = k) = (Z’) (Z’((v%)k (1 - Zl(@)))n_k, k=01,...n (5.5)

Equivalentemente, um BPP definido sobre um conjunto limitado de Borel B in W é uma
superposi¢ao de n pontos i.i.d. e uniformemente distribuidos sobre um conjunto W. A

seguir, uma simulagdo para n = 25 e W = [0, 1]? é representado na Figura 5.2.

Na sequéncia, baseada na Equagao (5.5), nota-se que as probabilidades vazias de

tal processo pontual sao dadas por:

(W) — va(B))"

P(Ng =0 5.6
(Vg =0) = M (56)
Agora, em termos dos fidis, o BPP é unicamente determinado por
n‘ ) Vd<B1)n1 I/d(Bg)n2 ce Vd(Bk)nk

]P)(NBl :nl,N32 :ng,...,NBk :nk) =

nl!ngl ce nk' Vd<W)n ( 7)
2.7
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Figura 5.2 — Realizacao de um processo pontual binomial de 25 pontos em um quadrado de area unitaria.

em que By, By, ..., By sao conjuntos disjuntos tais que U;_; B, = W e Zle n; =n. A
respectiva distribuicao é conhecida como distribuicao multinomial com parametros:

Vd(Bl) Vd(BQ) l/d(Bk)
vaW) va(W) 7 (W)

. (5.8)

n,

vy B)
vi(W)

Além disso, desde que o valor esperado de um BPP ¢é igual a n , segue que a média

do ntimero de pontos em B é

= \(B), (5.9)

em que A é média do nimero de pontos por unidade de area ou volume, ou seja, ela é a

intensidade do processo binomial. Noutros termos,

A= Uil (5.10)

A préxima segdo se dedicard a investigacao de um importante processo pontual o
qual da origem o outros importantes processos estudados na literatura. Este chama-se de

processo pontual de Poisson.

5.2 Processo pontual de Poisson

O processo pontual de Poisson (Poisson point process (PPP), do inglés) cons-
titui um das classes mais importantes de processos pontuais, devido a nao interagao entre
eventos ou configuragoes de pontos em regides disjuntas, implicando em um comporta-
mento independente os eventos. Adicionalmente, este processo deriva outros modelos mais

complexos, tais como:
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e processo pontual marcado;

processo de Cox;

e processo pontual aglomerado (cluster point process, do inglés);

processo de Neyman-Scott;

processo de Matérn;

processo hard-core, etc.

Como mencionado anteriormente, o processo de Poisson ¢ um caso particular de
um processo pontual, entdo pode ser definida utilizando-se a proposta via medida de
contagem. Especificamente, seja A(-) uma medida de contagem localmente finita (A(:) €
N). Portanto, um processo pontual N(-) é denominado de processo pontual de Poisson

com intensidade de medida A(-) se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

(i) para qualquer B € BY, a varidvel aleatéria Np tem distribuicio de Poisson com

pardmetro v4(B). Por convengao, escreve-se Ng ~ Poisson(vy(B)).

(ii) para quaisquer conjuntos disjuntos e limitados de Borel By, By, ..., By em BY, as

variaveis aleatérias Npg,, Np,, ..., Np, sdo independentes.

k

Como consequéncia da defini¢ao, o processo pontual de Poisson satisfaz as seguin-

tes propriedade as quais caracterizam o referido processo:

(a) probabilidade vazia
P(Npg = 0) = exp (—A(B)); (5.11)

(b) Functional de Laplace
Lulf) =exp (= [, [1 = exp (~f(@)] Alda) ) (512)

A demonstracao desta tltima afirmacao segue o argumento proposto por (HA-

ENGGI, 2013), o qual indica que é suficiente considerar apenas fungoes simples

da forma .
f= ZbilBi, (5.13)

i=1
em que cada b; é um ntimero nio-negativo e By, By, ..., By € B¢ é uma sequéncia

de conjuntos disjuntos. Assim,

k k
[ AN =3[ 1pdN =Y bV, (5.14)
=1 =1
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Como consequéncia, o funcional de Laplace do processo pontual é dado por:

em que a ultima igualdade é satisfeita devido as independéncias das variaveis ale-
atérias Np,. Agora, observemos que para qualquer variavel aleatoria de Poisson X

com média m > 0 e, para qualquer niimero real ¢, tem-se

mk

E{exp (¢cX)} =) exp (—m)ﬂ exp (ck) = exp (—m[1 — exp (¢)]). (5.16)

keN

Assim, conclui-se que
k
Ly[f] = [T exp (—va(B:)) [1 — exp (b;)])
i=1

= exp (—i/ﬂgd [1 —exp (—bilp,)] dN) (5.17)
— exp (—/R 1 —exp(f)]dN).

Uma vez que qualquer fungdo mensuravel positiva é limite nao-decrescente de tais

funcgoes, tal resultado estda comprovado.

Funcional gerador de probabilidade

Galg) = exp (= [, 11— g(@) A(da)):

Este é caracterizado pela transformacao Gn[g] = Ly[—Ing] a qual foi previamente

apresentada na Subsecao 4.3.3.

No caso de um processo pontual de Poisson homogéneo, a intensidade de

medida A(:) é dada por A(B) = Ay(B), para todo B € B4, em que A é a intensidade
do processo pontual e, v4(B) é o volume d-dimensional de B. A seguir, ¢é listada algumas
propriedades do PPP.

1.

2.

Condicional sobre a varidvel Npg (Distribuicio de Poisson).

A hipétese (i) implica que

FO% = 1) = 3o Owuw) PG (1) (DY (1 D)

Owa(B)*

= oxp (—Ava(B))—

A intensidade A ndo depende do conjunto de Borel B.
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De fato, a partir da esperanca de uma variavel aleatéria com distribuicao de Poisson,

temos
o (Ava(B))"
E{Np} =k ) exp(Ava(B))———
kz:% k! (5.18)
= )\Vd(B) .
Portanto,
Np
A= , 5.19
vu(B) (5.19)
0 que prova o resultado.
3. Distribuicoes dimensionais finitas (fidis).
Se By, Bs, ..., By, sao conjuntos limitados de Borel disjuntos em W tais que U}, B; =
W e vy(W) =n, entdo Np,, Np,, ..., Npg, sao varidveis aleatérias de Poisson inde-
pendentes e identicamente distribuidas com respectivas médias
Avy(Bi), Aa(Bz) ..., Ava(By) - (5.20)

Consequentemente,

n b Vd<Bi)ni i
]P(NBl - nl)NBg =MNg,... 7NBk - nk) =A H TGXP _AZVd<Bz) .
e ! ;
4. FEstacionaridade e isotropia.

O PPP homogéneo é tanto estacionario como isotrépico. De fato, para o caso da
estacionaridade, desde que a distribuicao do PPP é unicamente determinada por
suas probabilidades vazias e, a medida de Borel sobre R? ¢ invariante mediante a

translacoes, entdo para todo € R?, tem-se

A(B) = \vg(B) = \wag(B + ) = A(B + ) (5.22)

P(Ng =0) =exp(—A(B)) =exp(—A(B +x)) = P(Npy, = 0). (5.23)
A caso da isotropia ¢ similar.
5. A funcdio J.

Desde que o PPP & = {X,,}, _ ¢ estaciondrio, entdao a fungao de distribui¢ao da
distdncia do vizinho mais préxima G(-) e a fungdo de contato F(-) nao dependem

da localizacdo de referéncia. Assim, se if X € ® e p € R?, obtém-se

G(r) =1 —=P(Nyx,) = 0) =1 = P(Ngpyy = 0) = F(r). (5.24)
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Portanto, J(r) = 1, para todo r > 0. Em particular, se a origem de R¢ é adotada

como ponto de localizacao de referéncia, entao
G(r) = F(r) = 1 — exp (= Abgr?). (5.25)

Aqui, b; a medida da bola aberta unitaria d-dimensional, ou seja,

[SlIsH

™

bd = Vd(B<O; 1)) = W,

(5.26)

em que, ['(t) = / exp (—z)z''dx for t > 0 para t > 0 denota a funcdo Gama.
0

Assim, para d =1,2, e 3, temos by =2, by =7 e by = %7?, respectivamente.

6. Relacao com o processo pontual binomial.

Desde que o PPP ¢ estacionario, entao podemos considerar a restricio de ¢ com
relacdo um conjunto limitado de Borel W sob a condicao Nw = n. Este condici-
onamento produz um BPP em W com n pontos independentes e uniformemente
distribuidos. Tomando, desta maneira, um conjunto limitado de Borel qualquer em

W, a probabilidade vazia de B dada a condicao Ny = n é igual a

P(Np =0,Nu\p =n) B(Np=0)P(Nwp =n)

P(Ng =0|Ng =n) = P(Nw = n) - P(Nw = n)

(5.27)
Observemos que a ultima igualdade ¢ valida devido a independéncia das variaveis
Np e Ny p. Ademais, Ng, Nw\p e Nw possuem distribui¢oes de Poisson o que

produz

IP)(NB:0|NB:TL): ul

n (5.28)
_ (A(W\B)>
A(W)
Noutros termos,
P(Ng = 0[N = n) = W) —va(B))" (5.29)

I/d(W)n ’

cuja expressao coincide com a Equagao (5.6) para as probabilidades vazias do BPP.
Na sequéncia apresentemos alguns processo pontuais obtidos de um PPP que ainda
preservam a condigoes de serem de Poisson.

5.3 Processos que preservam a condicao de Poisson

Nesta secao, construiremos novos processos pontuais de Poisson a partir de um

PPP homogéneo pela condi¢ao de remogao aleatéria de pontos (thinning), pela adigao
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extra de pontos ao processo (superposicao) e pela translagao aleatéria. Aqui, nos restrin-

giremos as duas primeiras situacoes, para o caso da translagdo nds sugerimos a referéncia
(GELFAND et al., 2010).

5.3.1 Superposicdo

Uma uniao disjunta U,cy ®; dos processos pontuais é chamada de uma superpo-
sicdo. A proposta que se segue é fazer com que esta uniao seja um PPP. Devemos pois
provar o seguinte resultado: Se @1, ®,, ... sao PPP mutuamente independentes com fun-
¢oOes intensidades Aq(-), Aa(+), . . ., respectivamente, entao a superposicao @gup = U,eny @i €
também um PPP, porém fungao intensidade A(-) = 3,cn An(+). Com efeito, a prova desta
afirmagao segue a teoria das probabilidades vazias. Portanto, para os processos pontuais
®gup € P;, denotemos a quantidade de pontos que caem no conjunto B € BI por Np e

N, respectivamente. Desta forma,

]P(NB - O) = P(# (q)sup N B) = O)
=P(#(®1NB)=0,#(P,NB)=0,...)
=P(Np=0,Np=0,...)

_ ﬁP(Ni —0) (5.30)
= fO[lP(eXp(—Al(B)))
= exp (A(B)),

em que \;(B) = / Ai(z) de e A(B) = ) Ay(B), o que conclui a demonstragao.

B neN
Em resumo, a sobreposicao pode ser entendida como uma soma de medidas ou
a unidao de conjuntos. A Figura 5.3 esboca a superposicao de dois processos pontuais de
Poisson ®; and ®,, cujos pontos sdo marcados, em uma janela de observagao W, por (e)

e (o), respectivamente.

5.3.2  Thinning

Em um processo pontual &, um procedimento de diluigdo (thinning, do inglés)
obedece uma determinada regra de exclusao de pontos do processo original, produzindo
assim um processo chamado de processo pontual diluido (thinned point process, do inglés).
Em outras palavras, a operagao de thinning é referida como uma dilui¢do do processo
original. Observando o processo pontual como um conjunto aleatério, o processo pontual

thinned é um subconjunto de ®, isto é,

d, C P (531)
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Figura 5.3 — Superposi¢ao de dois processos pontuais de Poisson.

Mais precisamente, seja p : W — [0, 1] uma funcao e  um processo pontual sobre
o conjunto W C BgZ. O processo @, é obtido a partir de ® deletando cada ponto de
® = {X,}, ey com probabilidade 1 — p(X;) e, por sua vez, retendo-o com probabilidade
p(X;), onde a exclusdo ou a nao exclusao de qualquer ponto nado depende destas mesmas
operagoes com os outros pontos do processo. Além disso, tal processo é chamado thinning
independente de ® com probabilidade de retengao p(x), x € W. As vezes tal procedimento
sobre ® é referido como p(x)-thinning, com o objetivo de enfatizar a probabilidade de
retencao. A Figura 5.4, representa um esquema para a determinacao dos pontos de um

processo thinned.

Por sua vez, é possivel descrever o processo thinned ®y, a partir de um PPP
homogéneo ®. Esta afirmacao, novamente, pode ser comprovada pelas probabilidades

vazias do processo original. Com efeito, denotando por Ng e N&' o niimero de pontos que
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Figura 5.4 — Algoritmo de retengao.

caem no conjunto B C Bg com relagao aos processos ¢ e &y, respectivamente. Entao,

P(Ng =0) = iIP(NB = k)P(Ng = 0|Np = k)
k=0

A (5.32)

= Zexp —\vy(B ))M];!B)]P(Nth 0| Np = k).

Dado que Np = k, tem-se que os k pontos de & em B sao uniformemente distribuidos.

Assim, a probabilidade condicional de N¥ = 0 dado que Np = k ¢é justamente

P(N§ = 0|Ng = k) = (1 - Ud(lB) /};p(w) dac)k. (5.33)

Portanto,
k
P(N]tgh = O) Zexp —Avg( ))T (1 — yd(lB)/Bp(a:) dm)

oo (4 o)

Uma consequéncia imediata deste fato é que: se ¥y, é resultado de um p(x)-

(5.34)

thinning do processo homogéneo PPP @, entdo a intensidade de medida Ay, (+) do processo

thinned é dada por
AaB = /B plz)A(d), (5.35)

e, equivalentemente, a funcao de intensidade do referido processo é
A () = Ap(@). (5.36)

Por fim, (MOLLER; WAAGEPETERSEN, 2004) apresentaram um resultado con-

sequente que diante de algumas restrigoes pode-se obter igualdade entre as fungoes de
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intensidade processos de Poisson e thinned. Com mais detalhes, se ® é um PPP com

funcao intensidade limitada, isto é, A\(-) < ¢, entdo X € & é distribuido como processo

thinned obtido de um PPP de intensidade ¢ e probabilidade de retencio p(X) = 2%,

(&
Consequentemente, a operagao gera um PPP nao-homogéneo com fung¢ao intensidade
Atn() = cp(x) = A(x). Uma interpretacao intuitiva de um processo pontual thinned é

mostrada na Figura 5.5, em que alguns pontos de um processo pontual ¢ foram excluidos.
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R i e e T CT T ]
— e ==+ == — e — =+ ==
I Y P
AL UL S AL L L S
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Figura 5.5 — Processo pontual thinned. Pontos de um processo original (a esquerda) foram removidos
produzindo um processo thinned (& direita)

Na sequéncia, sao apresentados métodos que possibilitam simular computacio-
nalmente os processos pontuais de Poisson, tanto para o caso homogéneo como nao-

homogéneo.

5.4 Simulacdo de um processo pontual de Poisson

Desde que o processo pontual de Poisson uma estrutura matematica sélida, por
isso, fundamenta varios outros processos, desta forma é de fundamental importancia ser-
mos capazes de simular tal processo, com o objetivo de gerar os processos derivados.
Os passos dos algoritmos seguem diretamente dos resultados e comentarios descritos nas

secoes anteriores.

5.4.1 Caso do processo homogéneo

Na Secao 5.2 foi apresentada uma relacao entre os processos de Poisson e binomial.
A partir deste resultado, deduz-se a maneira de simular um PPP sobre um determinado

conjunto W C B¢. Neste caso, parte-se do processo pontual ¢ = {X5},en € escolhe-se
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uma configuracao X consistindo de 7 pontos, ou seja,
X ={X1,Xs,....X;}, X,€, (5.37)

obedecendo as seguintes condigoes:
(a) as varidveis aleatérias X; em X sdo i.i.d. com distribuigdo em comum dada por

B
P(X;, € B) = V”;léw)), para todo 1 < i < 7; (5.38)

(b) 7 é uma variavel independente de X;, para todo 1 < i < 7;
(¢) 7 possui distribui¢ao de Poisson, isto é,

7 ~ Poisson(Avy(W)). (5.39)
Portanto, o processo de contagem
Ng =) 1(X; € B), com B € By, (5.40)
i=1

é um processo pontual de Poisson. Como podemos verificar, a construcao estabelece uma
forma de simular um PPP para qualquer conjunto W € B¢ e isto é resumido no Algo-

ritmo 1.

Algorithm 1 Simulacao de um PPP homogéneo sobre um conjunto limitado de Borel W'.

1: procedure HOM__PPP__ALGORITHM(\ W)

2: Compute 7 ~ Poisson(Avy(W)) > O numero de pontos em W seque uma

varidvel de Poisson de média A\vg(W).

3 for i =1to 7 do

4: Compute X; ~ uniform(W) > Gerar T pontos uniforme em W.
5: end for
6
7

return 7, Xy, Xo,..., X,
: end procedure

Por sua vez, a Figura 5.6 esboga realizacoes de um PPP em quadrado de area
unitaria W = [0,1]*® com intensidades A = 10 e A = 25, respectivamente. O niimero

inteiro nao-negativo 7 representa o nimero de pontos de ® que cairam em W.

5.4.2 Caso do processo nao-homogéneo

Como mencionado na Sec¢ao 5.3, um PPP nao-homogéneo pode ser gerado utilizando-
se um processo pontual thinned, sendo este ultimo obtido de um PPP homogéneo. De

acordo com (ILLIAN et al., 2008), a simulagdo de tal processo necessita-se de poucos
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Figura 5.6 — Realizagdo de dois PPP homogéneos sobre um quadrado de area unitaria com intensidades
A =10 e A = 25, respectivamente.

passos. De fato, suponha que ®;, ¢ um PPP nao-homogéneo sobre o conjunto W, com

intensidade Ay, (+). Gera-se, primeiramente, um PPP homogéneo com intensidade
A" = max { (@)}, (5.41)

utilizando o método descrito no Algoritmo 1. No que segue, obtém-se uma realizagao
de ®;, por um processo de thinning, em que cada ponto X € & ¢é retido ou excluido,
independentemente dos outros pontos, com probabilidade de retencao
)\m(a:)

A*
Produzindo desta forma um PPP nao-homogéneo, o qual é dado por (MOLLER; WAA-
GEPETERSEN, 2004)

pla) = (5.42)

em que {U;} é uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, uniformemente dis-
tribuidas no intervalo [0, 1] e independentes de ®. O algoritmo a seguir resume 0s passos

sugerimos e gera um PPP nao-homogéneo.
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Algorithm 2 Simulacdo de um PPP nao-homogéneo sobre um conjunto limitado de
Borel W.
1: procedure INHOM__PPP__ALGORITHM (A, (+), W)

2: Compute \* = maxgzew {Ain(x)}

3: HOM_PPP__ALGORITHM(A*, W) > Ver Algoritmo 1.
4: k+0 > Indice de contagem.
5: for =1 to 7 do

6: Compute U; ~ uniform([0, 1])

7: if U; < )\in(f(i) then

9: k< k+1

10: end if

11: end for

12: return k£,Y7, Y5, ..., Y, > Note que: Y; € ® ek < 7.

13: end procedure

A Figura 5.7 esboca as realizacoes de dois PPP nao homogéneos em R? sobre um

quadrado de &rea unitaria W = [0,1]?. Em (a), consideramos a fungio de intensidade

AMz,y) = exp (5x). O ntmero de pontos simulados do processo PPP homogéneo & que

cairam em W foi igual a 7 = 148, obtendo assim k£ = 32 para o nimero de pontos sobre

W para ®;, (PPP nao-homogéneo derivado). Por sua vez, em (b) a fungao de intensidade
considerada foi A\(z,y) = 500|x — 0.2||y — 0.1|. Neste caso, obtivemos 7 = 351 e k = 65.
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Figura 5.7 — Realizacdo de dois PPP nao-homogéneos sobre um quadrado de area unitéria.

A secao seguinte é dedicada ao estudo a medida de intensidade de um PPP.
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5.5 Densidade de um processo pontual de Poisson

Seja B C R? um conjunto limitado de Borel ¢ ® = {X,,}, .y um PPP de medida
de intensidade
AB)=E{ ¥ 1(X € B) :/ Mz) de. (5.44)
XeB B
Se U denota qualquer evento que descreve um padrao no posicionamento de pontos em

B, entao a partir da seguinte probabilidade
P(®cU)=> P(Ng=n)P(® cU|Np=n) (5.45)
n=0
e da definicao do PPP, a probabilidade de ocorréncia do evento {® € U} é dada por

A(dzy) A(des)  A(dex,)
B) A(B)  A(B)

P(® e U) Zexp

e —A\(B
-y = n'))/ L(X € U) A(de) A(ds) - - Adz,,) .
n=0 ' "
(5.46)
em que X = {x1, T, ..., x,}. Neste caso, diz-se que ¢ é um PPP com distribuicao II(+),

onde II(U) = P(® € U). Equivalentemente, em termos da funcao intensidade, tem-se

P(P € U) Z M / X U Ma)A (@) - M@ )dadas - de,. (5.47)

Portanto, diante destas consideragoes, um processo pontual arbitrario tem densidade f(-)
com respeito a medida I1(-) se (BENES; RATAJ, 2004)

P(P € U) = /u F(X) TI(dX). (5.48)

Como consequéncia, a distribuigao de ® é dada por P(®' € U) = E{f(P)1(P € U)}.

Com efeito,
P(® € U) = /u F(2) TI(dX)
_y e"p(;/!\(B)) [ 1(X €u) £(2) Adz)A(des) - A(da,)  (549)

=E{f(®)1(® € U)},
em que X = {xy,@s,...,x,} ¢  é um PPP com distribuigao II(-). Em particular, a
probabilidade do evento {Ng = n} é dada por
e (—lB))

n!

pn=P(Np=n i f(X)dxidas - - - de,,. (5.50)

Finalmente, a distribuicdo de um PPP arbitrario ® com intensidade A(-) é com-

pletamente caracterizado por um processo homogéneo PPP ®(;) com intensidade A = 1,
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o qual é chamado de processo pontuais de Poisson de taxa unitdria. Especificamente, a

funcao

f(X) = f(z1,@a, ..., ;) = exp (vg(B) — A(B)) [ A=) (5.51)

caracteriza um PPP devido a

E{f(®)1(00) €U)} = f: exp (~A(B)) /B exp (v4(B) — A(B)) f[ Aa;) dardas - - - da,,

!
n=0 s =1

=P(®el),
(5.52)

como descrito na Equacao (5.47). Por fim, como um caso particular, o PPP homogéneo

®()) com intensidade A tem a seguinte densidade

flxr, @, ..., x,) = exp ((1 — Nvg(B))A\". (5.53)

Finalizemos este capitulo com um processo, chamado de processo pontual marcado,
que também pode ser obtido de um PPP, o qual serda adotado para caracterizagao da

interferéncias para redes ad-hoc sem-fio.

5.6 Processo pontual marcado

Nas sec¢oes anteriores, temos tratado de padrdes de pontos sem ‘marcas’. Agora,
forneceremos um estudo breve dos padroes de pontos marcados. Com mais detalhes, pro-
cessos de pontos marcados (marked point process (MPP), do inglés) sdo generalizagoes
dos processos pontuais, em que cada ponto X; é associado com uma marca ou uma ca-
racteristica m(X;) tomada de um espago de marcas M, o qual é assumido ser um espago
topologico metrizavel. Em geral, a marca carrega informagoes significantes ao ponto em
questao X;, como por exemplo, a raio aleatorio de uma bola aberta centrada em X; como
ilustra a Figura 5.8. As referéncias (BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009a; HAENGGI,
2013) fornecem um tratamento rigoroso deste assunto e também inclui importantes exem-

plos processos pontuais com marcas utilizados em sistemas de comunica¢ao sem-fio.

Dando continuidade, denotando por M a o-algebra de M, um processo pontual

marcado sobre R? é uma sequéncia aleatéria

U = {(X,,m(X,))} (X0, m(X)), (Xo,m(Xs)),...} € RYx M, (5.54)

neN —

em que m(X;) é a marca ou a caracteristica de X;. A quantidade aleatéria de pontos

localizados em B € B¢, os quais tem marcas em L € M ¢é dada por

Nexz= > 1(XeB)-1(m(X)eL). (5.55)
(X.m(X))ew
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SE DR

Figura 5.8 — Realizagdo de um processo pontual marcado cujas marcas sao uniformemente distribuidas
no intervalo [0,0.1].

Notemos que um MPP ¢ um processo pontual sobre o espaco R? x M.

Agora, a fim de definir um processo pontual marcado estaciondrio, a operacao
translagao deve ser tratada adequadamente. Entao, um MPP ¥ = {(X,,,m(X,))}, oy €

dito estaciondario se para qualquer € R? o processo de translacio

\I]w = {(Xl —|—a:,m(X1)),(X2+w,m(X2)),...}, (556)
tem mesma distribuicao de V. Em outras palavras, um MPP W é estacionario se, e somente
se, ¥ = WU, para todo & € R%. A definicdo de isotropia segue ideia aniloga.

Por sua vez, desde que um MPP é um caso particular sobre um produto de
o-algebras Bl ® M, a definigao de intensidade de medida pode ser estendida de ma-

neira natural. Com efeito, a intensidade de medida é uma funcao real nao-negativa

A, : BE® M — [0, 00) definida por
A.(B x L) = E{Npy}, paratodo B € B},L € M. (5.57)

Segue que, A,(B x L) representa a quantidade média de pontos de ¥ em B com marcas

em L. Quando W é estacionario, implica que

Au(B x L) = E{Npur} = B{N(psa)xr} = A((B+ ) x L), (5.58)
para todo & € R?. Ademais, existe uma constante Az > 0 tal que
]E{NBXL}
A, = ———— 5.59
L I/d(B) ( )

isto é, A\r, € interpretado como uma média do niimero de pontos de ¥ in B por unidade

de volume com marcas em L. Consequentemente,

A(B x L) = Apva(B). (5.60)
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O ntmero \p, é chamado de intensidade de W com respeito a L. Se L = M, as
marcas nao necessitam ser consideradas, pois
(X,m(X))ew
= > 1(X € B) (5.61)

Xeo
= Np

cujo resultado produz E{Npyr} = Avg(B) ou Ay = A, em que o ntimero A é a intensidade
do processo pontual sem marcar ® = {X,} . Por sua vez, se L = @, tem-se Ay = 0.
Finalmente, L C @Q com Q € M, implica que A\ < M. Portanto, mediante a trés
ultimas propriedades, a razao Ag/\ fornece uma fungao distribuicao F'(-), a qual depende
do conjunto L, ou seja,

F(L) == (5.62)

Tal distribuicao é denominada de func¢do de distribuicao de marcas do processo pontual

marcado estacionario ¥ e, esta satisfaz a seguinte condigao

E{Ngxs} = AF(L)vu(B). (5.63)

No que se segue, introduzimos a defini¢cao de processo pontual independentemente
marcado, o qual serd bastante investigado no decorrer deste trabalho. O processo pontual
marcado ¥ = {(X,,, m(X,))},cy ¢ chamado de independentemente marcado se a sequéncia
de pontos {X,}, .y € a sequéncia de marcas {m(X,)}, .y sdo independentes e as marcas
sao varidveis aleatérias i.i.d. Retornando a Figura 5.8, ela foi gerada a partir de um
processo pontual independentemente marcado cujas marcas (raio das bolas abertas) sdo

variaveis i.i.d. e independentes das localizagoes dos pontos.

Finalizemos este capitulo apresentado o Teorema de Campbell para processos mar-

cados, o qual generaliza o resultado proposto para processos pontuais nao marcados.

5.6.1 O Teorema de Campbell para processos marcados

Um processo pontual marcado ¥ pode ser interpretado como um processo pontual
padrdo sem marcas sobre o espaco R? x M, acarretando assim a seguinte versdo do

Teorema de Campbell

E{ > f<X,m<X>>} = [ JemA@m) (660
(X, m(X))ew RAYM
para qualquer fungdo nio negativa f(-) on R? x M. Desde que (STOYAN; KENDALL;
MECKE, 1996)

Ai(d(x,m)) = Fp(dm)A(dx) (5.65)
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em que F,(-) é uma medida de probabilidade sobre (M, M), esta pode ser considerada

como a distribuicao da marca no ponto x.

Em particular, se o processo ¢ estaciondrio, tem-se F,(-) = F(-), para todo € R?,

além disso o Teorema de Campbell toma a seguinte forma

E Y f(Xm(X) s =\ / / (e, m) F(dm) de. (5.66)
(X,m(X))ew REJM

Nesse caso, as marcas assume valores reais, isto é, M C R. Agora, adotando que M ¢é

uma variavel aleatéria continua, obtém-se a PDF pps(-) referentes as marcas a qual é dada

por
Farm) = [ part) (5.67)

—0o0

e, por sua vez, média do conjunto de marcas é

= /_ Y o (t) dt = /R t dFar(t). (5.68)

Finalmente, para um processo pontual independentemente marcado e estacionario, o Te-

orema de Campbell é simplificado para

E{ 3 f(X,m(X))} :)\/Rd /°° (@, Opae(t) dt da, (5.69)
( cv >

X;m(X))

o que conclui esta secao.

5.7 Sintese

Este capitulo teve como propésito a investigacao sobre os processos pontual de
Poisson e seus derivados. No entanto, iniciou-se com o processo Binomial, o qual baseado
em estatisticas condicionais fornece um método simples para simular computacionalmente
um PPP homogéneo. Apds, foram apresentadas algumas propriedades de processos pon-
tuais, as quais formam estudadas no capitulo anterior, que caracterizacao particularmente
um processo de Poisson. Na continuacao, dedicou-se a discussao de processos derivados do
PPP, os quais mediantes a algumas condi¢oes ainda preservam a condigao ser de Poisson.
Finalmente, estudou-se o processo pontual marcado com uma generalizagdo de um pro-
cesso pontual sem marcas. Além disso, foi mostrada uma versao do Teorema de Campbell

para este tipo de processo.

O capitulo posterior, o qual iniciara com o modelo de sistema adotado por esta tese,
terda como ponto de partida um MPP homogéneo. Por este motivo, tivemos a preocupacao
defini-lo e fundamenta-lo, preliminarmente, para que o entendimento na modelagem da

posicao espacial dos nos interferentes numa rede ad-hoc seja ficasse prejudicado.



Parte ||

Propostas e Contribuicoes



112

CAPITULO

Modelos de Conectividade em Redes
Ad-Hoc Sem-Fio

Até o momento estudamos conceitos e ideias fundamentais de Geometria Estocastica
com o objetivo de propormos um modelo de sistema adequado que nos permita ana-
lisar a performance de redes ad-hoc sem-fio mediante a utilizagdo de processos pontuais,
os quais estao inseridos na localizagao dos nés na rede, na representacao da interferéncia,

dentre outros.

Este capitulo se inicia com uma condensacao das informagoes adquiridas nos ca-
pitulos anteriores e descreve um modelo de sistema que sera utilizado no restante do
trabalho. Na sequéncia, constituiremos um estudo analitico de modelos de conectividade
via geometria estocastica em redes sem-fio em ambientes indoor, sem levar em conside-
racao os efeitos de interferéncia. Serdo, portanto, dois modelos de conectividade entre
transmissor e receptor, sendo a localizagao espacial do transmissor modelada a partir de
um MPP, enquanto que o receptor tera uma posicao fixa na rede. Tais modelos, como
efeito de comparacao, serao tomados como referéncia a taxa de SNR entre transmissor e

receptor como um fator de conectividade. Parte das ideias deste capitulo foram tomadas
da referéncia (BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009b).

6.1 Descricao do Modelo de Sistema

Em um contexto geral, uma rede ad-hoc sem-fio é composta por um conjunto de nés
independentes e identicamente distribuidos no espaco. Além disso, tal rede é caracterizada
por sua intensidade, a qual mensura a quantidade de nés presentes na rede por unidade

de 4rea. Os noés por sua vez, tem as seguintes caracteristicas das quais algumas ja foram

citadas (HAENGGI, 2013):

e 0s nos sao homogéneos no sentido de que eles usam a mesma técnica de transmissao
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e recepcao em termos das caracteristicas de antena, tratamento de sinal, etc;
e as poténcias de transmissao sdo idénticas e constantes;

e a cada intervalo de tempo, os dispositivos méveis decidem individualmente ser re-

ceptor ou transmissor seguindo uma descricao probabilistica;

e eles seguem algum protocolo de transmissao especifico, por exemplo, o protocolo
ALOHA ou CSMA/CA.

e toda unidade movel receptora esta sujeita a interferéncia gerada por todos os nos

transmissores, com excecao de seu proprio transmissor.

Muitas vezes, a distribuicao espacial dos dispositivos moveis na rede é modelada
aleatoriamente de acordo com alguma distribuicao conhecida. Nesta circunstancia, a mo-
delagem estocastica dos nos, por distribui¢oes espaciais via Geometria Estocastica, conduz

resultados satisfatorios na analise de métricas de desempenho em redes sem-fio (BAC-
CELLI; BLASZCZYSZYN, 2009b).

O modelo descrito anteriormente é uma descri¢ao informal de um processo pontual
de Poisson estudado no Capitulo 5. Processos pontuais representam uma familia de mode-
los que analisa a estrutura e caracteristica de conjunto de pontos dispostos espacialmente.
O modelo de Poisson ¢é ponto de partida para obtencao de muitos outros processos cuja
descricao é baseada em que cada ponto ¢é independente de todos os outros existentes. No
entanto, para deixar o modelo mais realista, faz-se necessario associar para cada posi¢ao
do espa¢o & uma marca ou mais marcas m(x) dando origem ao MPP. Voltando ao caso
da rede sem-fio, para cada transmissor é possivel associar o ganho de canal, a poténcia de
transmissao, o acesso ao meio, dentre outros. Para este trabalho de tese, daremos énfase

ao MPP conforme mostrara a proxima sec¢ao.

6.1.1 Modelo estocastico da rede ad-hoc

Esta secao descreve com detalhes o modelo adotado por todo o restante do traba-
lho. Especificamente, assumimos o modelo de rede ad-hoc com protocolo de acesso ao meio
CSMA/CA. O conjunto de nés transmissores (ativos e inativos) em determinado inter-
valo de tempo ¢ modelado por um MPP homogéneo e estaciondrio ® = {(z,, m(x,))},cx;
sendo & € R? a localizagao do transmissor e m(x), os rétulos associados a . Nesse caso,

m(x) = (84, he) em que (BACCELLI; BLASZCZYSZYN; MUHLETHALER, 2006):

(i) {02}4ee ¢ uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., onde &, representa o fator
indicador de acesso ao meio, isto é, d, = 1 significa que o n6 é um transmissor
efetivo com probabilidade P(d, = 1) = p, enquanto que d, = 0 indica & como um

potencial receptor, com probabilidade P(d, =0) =1 — p.
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(ii) {hs}yeq também é uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., porém nesse caso
cada variavel h, representa o ganho de poténcia do canal entre o transmissor loca-
lizado em @ e um receptor teste localizado em yy. Obviamente, para o caso de um
receptor localizado ponto @, o rétulo h, nao faz sentido, pois nao ha ganho de canal

entre dois dispositivos receptores.

De maneira geral, todos os canais tem um perfil idéntico de desvanecimento, de
modo que ¢ suficiente considerar um par transmissor/receptor como referéncia. Assim, a
performance da rede serd avaliada, em cada canal, a partir de uma transmissao tipica entre
um par transmissor e um receptor de referéncia, porém este receptor estara posicionado na
origem do espaco euclidiano R2. Pode-se entdao remové-los de ® sem que as propriedades
inerentes ao processo sejam modificadas. Esta hipotese é justificada pela distribuicao de
Palm (STOYAN; KENDALL; MECKE, 1996) em conjunto com Teorema de Slivnyak
(HAENGGI, 2013) o qual envolve o condicionamento de um processo pontual ¥ sobre
o evento de que ¥ contém um determinado ponto xy. Entdo, se P é uma propriedade

qualquer do processo pontual, espera-se que
P(¥ ter propriedade P | xy) = P(V ter propriedade P | ¢y € V). (6.1)

Essencialmente, se o processo pontual estacionario é de Poisson, entao o Teorema de
Slivnyak afirma que (STOYAN; KENDALL; MECKE, 1996)

P(¥ ter propriedade P | 0) = P(¥ U {o} ter propriedade P). (6.2)

Retornado a nossa situagdo, o MPP & adotado nesta tese gera dois processos
homogéneos pontuais tipo thinned sendo um para os efetivos transmissores, o qual deno-
taremos por @1, o outro para os receptores em potencial . Em linguagem de conjuntos

tem-se:
Or={xed|d,=l,x#x} e Pr={xecd|d,=0#z}, (6.3)

em que, &7 e $p disjuntos e & = &7 U Or U {xy, 0}. Diante da teoria estudada para
TPP, as intensidades de &7 e ®p sdo, respectivamente, Ap e A(1 — p), em que \ é a
intensidade do MPP proposto. Além disso, o processo ®7 pode ser pensado como um
MPP mais simples com apenas uma marca e representando o conjunto dos transmissores
interferentes, ou seja, os transmissores ativos usando o mesmo canal do transmissor teste.

Desta forma, segundo a nota¢do de MPP tem-se ¥ = {(x, h,)}

zedr”
Na sequéncia, para modelar a propagacao de radio através do canal sem-fio, os

sinais estao sujeitos a dois fenomenos independentes:

e 0 desvanecimento de pequena escala;
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e 0 modelo que segue a lei de decaimento da poténcia em funcao da distancia d entre

transmissor e receptor e, do exponente 1 de perda de percurso.

O desvanecimento do canal sera do tipo Nakagami-m, com a finalidade de gene-
ralizar para os casos de desvanecimento Rayleigh e Rice. Consequentemente, a varidvel
aleatoria h, (h, = h) relativa ao ganho de poténcia do canal tem distribuicdo Gama.
Com efeito, seja H uma varidvel Nakagami-m tal que h = H?. Conforme foi comentado

na Secao 1.1.2, a PDF de h a qual é uma Gama é dada por:

o= ()t (). 60

cujos parametros sao

h ~ Gama (m, Q) (6.5)
m

Para o caso da representacao da atenuacao do sinal, adotaremos o modelo de

funcao de path-loss modificada do tipo:
((Jl])) = min {a™", ||}, (6.6)

para a = 1 e n = 3. Assim, deduz-se que o ambiente em questao é indoor conforme
foi descrito na Tabela 1.1. Esta tultima expressao por muitas ocasioes serda substituida
por £(r) = min{l,77"} para indicar que distancia entre o transmissor localizado em
x e o receptor na origem de R? ¢ igual a 7. A maioria dos trabalhos publicados em
processos pontuais para redes de comunicacao sem-fio, faz uso do modelo de atenuacao
simplificado ¢ (r) = r~7 (BACCELLI; BLASZCZYSZYN, 2009a; HAENGGI; GANTI,
2009). Este proporciona certas facilidades nos desenvolvimentos algébricos em métricas
de desempenho, porém tal formulacao nao é tao realista, pois para transmissores muito
proximos do receptor teste acarreta que o sinal tende a ser amplificado, entrando em
contradicao com a lei de decaimento de poténcia. Portanto, para evitar este problema

preferimos a utilizagao da versao modificada apresentada em (6.6).

Por hipétese, a interferéncia serd analisada para o né localizado em o € R? se-
guindo o processo pontual marcado homogéneo V. Através do conceito de processo shot-

noise introduzido no Capitulo 2, a interferéncia Zy na origem pode ser dada por

Ty= S Phat(|]). (6.7)
(x,he)EW

Aqui consideraremos que P;(x) = P = 13 dBm, para todo interferente & em W. Noutras

palavras, todos os nés transmissores terao poténcia constante. Como consequéncia, as

taxas instantaneas de SIR e SINR podem ser re-escritas, respectivamente, como

Phgyt(r)

SIR = 7,

, (6.8)
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sendo r > 0 a distancia entre transmissor e receptor de referéncia, e

Phy (1)

SINR = —~
W+Ty'

(6.9)

em que W é a poténcia do ruido térmico do tipo AWGN. E importante comentar que,
durante o desenvolvimento do trabalho serao propostos, geralmente, dois modelos em
termos da poténcia de ruido, sendo um deles de poténcia constante com W = —104 dBm
e o outro de poténcia distribuida exponencialmente de média y = —104 dBm (WANG;
ZHOU; REED, 2013), como propoésito de verificar o impacto de tais hipéteses sobre as

métricas de desempenho que serao propostas.

Por fim, vale ressaltar que os dispositivos moveis transmissores e receptores trata-
dos neste trabalho possuem uma tnica antena omnidirecional. A tabela a seguir resume

todas consideragoes até o momento comentadas:

’ Modelo de Sistema ‘

Rede sem-fio Ad-hoc
Posi¢oes dos interferentes MPP homogéneo
Intensidade da rede A usudrios/m?
Controle de acesso ao meio CSMA/CA
Poténcia de transmissao Constante para todos os nos
Valor da poténcia de transmissao P =13 dBm
Funcao path-loss £(r) = min {1,r7"}
Expoente de path-loss n=23
Desvanecimento Distribuicao Nakagami-m
Ganho de canal Distribuicao Gama
Interferéncia Processo shot-noise
Ruido AWGN
Poténcia de ruido constante —104 dBm
Poténcia de ruido aleatéria (média) —104 dBm

Tabela 6.1 — Cenario para o modelo de sistema.

Para o restante desta tese, serdo analisadas métricas de performance em redes ad-
hoc sem-fio segundo o MPP proposto por esta secao. De um modo geral, analisaremos a
interferéncia segundo os critérios de SIR e SINR, porém para o restante deste capitulo
estudaremos modelos de conectividade entre transmissor e receptor, porém sem incluir os

efeitos de interferéncia.

6.2 Modelo de conectividade sem interferéncia

Nesta secao, para um receptor localizado em uma determinada posi¢ao de refe-

réncia, determinaremos o nimero médio de transmissoes bem sucedidas para tal receptor
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adotando um modelo simples sem interferéncia, o qual nos auxiliard como um parametro

de como um processo pontual atua na performance de uma rede sem-fio.

Portanto, consideremos um modelo de canal de radio em que a interferéncia nao é
considerada. Desta forma, uma transmissao é recebida com sucesso se a relagao sinal-ruido
(signal-to-noise-ratio (SNR), do inglés) estd acima de um determinado limiar (threshold).
Assim, para um transmissor posicionado em x e receptor em y, a transmissao é recebida

com sucesso se a seguinte desigualdade for satisfeita:

Phay ([l — yl)
Wy

SNR (z) = > T, (6.10)
em que, W, é o nivel de ruido para a localizagdo y € R?. Portanto, a probabilidade da
transmissao ser bem sucedida, sem interferéncia, a partir de uma transmissao tipica entre

um transmissor de referéncia xy e um receptor posicionado na origem do espago euclidiano

R? ¢ dada por (BACCELLI; BLASZCZYSZYN; MUHLETHALER, 2006):
Phgt
p(r) =P(SNR > T) = ]P’(V(E/(r) > T) : (6.11)

Aqui, r representa a distancia entre os nés de referéncia e W a poténcia do ruido em o.

O numero de transmissdes bem sucedidas para um dado limiar, com auséncia de
interferéncia, para o receptor teste, é dado por (KEELER; BLASZCZYSZYN; KARRAY,
2013):

N(T)= 3 1(SNR(z) > T)
(z,he)ET

~ s (P )

(z,he )€V

- (> i)

(x,hg)EW

= Y f@h)

(z,he)EW

(6.12)

sendo a funcao f(-) definida da seguinte forma f(x, hy;) = 1(% > €(||:cH)_1) Portanto,
o niumero médio N de transmissoes bem sucedidas segue a proposta do Teorema de Camp-

bell' o qual ¢ dado por:

s+ 3 o]
(he)C¥ (6.13)
Ph

— / 1<TW>£(||T,||)1>A*(d<w,h))-

R2 XR+

L Ver Secdo 5.6.1 para mais detalhes.
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Na sequéncia, diante das hipdteses feitas no capitulo anterior, desenvolveremos esta tltima
integral para obtermos uma expressao fechada para tal operador esperanca. Com efeito,
a medida de intensidade do MPP sobre o conjunto R? x R, é dada por AdzF},(dr), isto
¢,

A(d(x,h)) = AMdxF),(dh), (6.14)
sendo Fj(-) a CDF da varidvel Gama h, para todo & € . Assim, fazendo-se esta substi-

tuicao na integral obtém-se

BN = [, [ 1 > el ) o) anae

_)\/ p(h V (ﬁlvw(nmu)l) dm] dh.

Paralelamente, devido a integral entre colchetes da Equagao (6.15), apresentemos um

(6.15)

resultado de integragdo multipla (& Riemann) que nos permitird transformar a referida
integral dupla em uma integral imprépria simples. Tal resultado é chamado de integracgao
de fungoes esfericamente simétricas (TESCHL, 2013) . Explicitamente, dado © € R?, segue
que uma funcao f : R — R é dita ser esfericamente simétrica, com relacio & origem o
de R?, se f(-) depende apenas da norma do vetor x. Assim, por abuso de linguagem
escreve-se f(||z||). Além disso, vale o seguinte resultado (TESCHL, 2013)

/Rd flzl]) de = d - by /Ooo flr)yrttdr, (6.16)

em que by é volume de bola aberta d-dimensional de raio unitario conforme apresentado
na Equacao (5.26). Em particular, para o caso bi-dimensional, a integral de f(-) reduz-se

para

/RQ Fllz) dee = zw/:o Flr)rdr. (6.17)

Retornando a Equacao (6.15), o nimero médio de transmissoes bem sucedidas

E{N(T —27T)\/ (B [/OOO (;;L/>€() >rdr1dh
zzm/ooorvooo (fvhvw() )ph(h)dh] dr (6.18)

— 27 /OOO . [/Ooo 1<h > T]zvﬁ(r)l) pa(h) dh} dr.

Aplicando-se o resultado (3.29) previamente apresentado no Capitulo 3 o qual relaciona a

torna-se

probabilidade de ocorréncia de um evento com operador esperanca garante-se as seguintes

identidades
p(h> ma ) ={1(n> TWE( )}

(6.19)
_/ 1(h> —E( ) >ph(h)dh.
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Consequentemente, a esperanca da variavel aleatéria N(T") é simplificada para

E{N(T)} = 27 /0 ” rIP’(h > T;Ve(r)—l) dr

=27\ /OOO r (1 — F, <T;V€(r)_l>> dr,

sendo F,(+) a CDF de h. Obtivemos portanto uma expressao ainda nao fechada para a mé-

(6.20)

dia de transmissoes bem sucedidas, uma vez que nao foi dado detalhes do comportamento

da poténcia de ruido.

Analisaremos nas proximas subsec¢oes algumas situagoes: a primeira delas é o caso
frequentemente utilizado na literatura em que W tem poténcia constante e, o segundo
caso trata de considerar que a poténcia de ruido segue uma distribuicao de probabilidade,
proporcionando assim um cenario mais realista do que considerar poténcia constante para
o fenomeno ruido. Para este trabalho de tese, adotaremos, quando W for uma variavel

aleatoria, que ela tenha distribuicao exponencial de média p > 0. Noutros termos,

W~ exp CL) | (6.21)

6.2.1 Poténcia de ruido constante

Diante do modelo de canal proposto no capitulo anterior, a variavel aleatoria h
referente ao ganho de poténcia do canal tem distribuicao Gama, o qual tem parametros
arbitrarios « =me § = % Segundo (KRISHNAN, 2006), a CDF de uma variavel Gama

h ~ Gama(q, 3) pode ser representada da seguinte forma

Fu(z) = F(la)'y (a, x) : (6.22)

sendo (-, ) a fungdo Gama incompleta (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964). No entanto,
pela Equagao (A.6), isto é,

INa,z) =T(a) —v(a,x), (6.23)

em que ['(+, ) é a funcdo Gama incompleta complementar, a PDF também pode ser dada

por

Fu(z)=1- F(la)r<@, ;) . (6.24)

Admitindo que a poténcia do ruido no receptor de referéncia seja constate, entao
a média do nimero de transmissdes com sucesso é dada por

E{N(T)} = FQ(?;;\) /OOO r[* (m, ﬂg:g/f(r)_l) dr

2w 1 mTW o0 mITW
B (o o [n (o2
o(m) /07" (m aOp >dr+1 rTm =5 dr

integral J; integral Jo

(6.25)
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A soma de integrais J; 4+ J, é justificada pela aplicagao da fungao de path-loss modificada
¢(-) conforme descrita no capitulo anterior. O nosso problema resume-se neste momento
a resolucao de duas integrais sendo a primeira delas muito simples, pois como a funcao

['(-,-) é vista como constante na integra¢ao, obtém-se

mTWY\ 1 1 mTW
No caso de Jy, fazendo-se a mudanca de variavel x = r" tal integral fica dada por
1 foo W
Jy = 77/1 q:?v_ll“<m, mQP x) dz, (6.27)

sendo 7 > 2 o expoente de perda de percurso. Esta integral pertence a uma classe de
integrais em que um dos termos do integrando é constituido por uma func¢ao do tipo
Meijer-G (Meijer G-function, do inglés). Como a funcdo Gama incompleta complementar
['(-,-) é um caso particular de tal funcdo, conforme mostra a Equagao (A.17), ela se
enquadra na familia de integracoes citada. Ademais, objetiva-se transformar a integral J,
nessa classe de integragoes especiais envolvendo a funcao Meijer-G, devido a variedade
de resultados os quais sdo passiveis de simulagoes computacionais. (GRADSHTEYN;
RYZHIK, 2010), por exemplo apresenta uma lista de integragoes de tal funcao especial,

bem como algumas propriedades.

Especificamente, a integral Jo pode ser representada da seguinte forma

. ]_ o _(1_Z> 2,0 mTW
32 - /1 T n G172 QP x

1 ] da. (6.28)

0,m

Aplicando o resultado (A.18) chega-se em

W

1
2= Gas | op

2,3

1,17%
) (6.29)

2
_.,77077”

e consequentemente, o nimero médio de transmissoes bem sucedidas para um dado limiar

T, é dado por

2T A
C 2w |1 ( mTW) 1 50 |mTW 1175 (6.30)
T T'(m) |2 U7 QP 1P lzom||’
isto é,
271-)\ 1 2.0 mTW 1 1 3.0 mTW 1’1_%
E{N(T)} = —= | =G| —— @i — . 31
o) = [2 o L e o 6.31)

sendo esta ultima igualdade devido a aplica¢ao da Equacao (A.17). Como comentado na
introducao deste trabalho, os resultados obtidos estdao destacados. A seguir apresente-
mos um resultado equivalente para o caso em que a poténcia de ruido tem distribuicao

exponencial de média .
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6.2.2 Poténcia de ruido com distribuicao exponencial

Nesta subsecao, a média de transmissoes bem sucedidas para um receptor de refe-
réncia localizado na origem sera dada considerando a hipotese de que a poténcia de ruido

tem distribuigdo W ~ exp (1/u) cuja PDF é dada por

1 1
pw(w) = —exp (—w), w > 0. (6.32)
m "

No entanto, antes de entrarmos efetivamente no desenvolvimento algébrico das
equagoes, apresentemos um resultado que sera utilizado com bastante frequéncia neste
trabalho.

Sejam X e Y duas varidveis continuas e independentes de PDF’s px(-) e py(-),
respectivamente. Determinemos a probabilidade da variavel X ser menor ou igual a Y,

isto é, determinemos P(X < Y'). Condicionado, portanto, sobre o valor de Y, produz
PX<Y)= [ BX <Y |Y =y)pr(y)dy

= [ BX <y Y =y)pr(y)ay

/ P(X <y)py(y)dy (independéncias das varidveis) (039
:/O Fx(y)py (y) dy
sendo Fx(-) a CDF da variavel aleatéria X. Em resumo,
P(X <Y) = [ Fx(ypy(y) dy. (6.34)

Retornando a Equagao (6.20), a esperanga E{N(7")} também pode ser escrita como

E{N(T)} = 27\ / P(S, < W))dr, (6.35)

com

S, = h. (6.36)

Nesse momento, concentraremos na determinac¢ao da probabilidade P(S, < W), em se-
guida com o resultado obtido, desenvolveremos a integral em (6.35) com propdsito de
obtencao de uma férmula fechada equivalente ao caso do ruido de poténcia constante

para E{N(T")}, conforme o modelo descrito.

Aplicando o resultado obtido na Equagao (6.34), tem-se
P(S, < W) = / F, (w)pw (w) dw. (6.37)
0

Por sua vez,

Fs (w) = F (Té(;)_lw> =1- F<1>F<m mTé(;)_lw> . (6.38)

m
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Assim, a probabilidade P(S, < W) fica dada por

P(S, <W) = /OOO ll - F(l )F<m, mTr) w>] pw (w) dw

m 0P
::1—1{;)/wf<n%Wﬂég)1w>pW@@dw (6.39)
A ) ol Jmwtwae.

Novamente, foi considerado o fato que a funcao I'(-, -) é um caso particular de uma fungao
Meijer-G. Agora, como W tem distribuicdo exponencial de média pu, substituindo sua

PDF (Eq. 6.32) na integral acima nés obtemos

1 o0 1 so[mTe(r)™t |1
<W)=1-— — A . :
P(S, <W)=1 ,uF(m)/o exp( . )G [ ap ¥ . dw (6.40)
Pela Equagao (A.20), a probabilidade P(S, < W) reduz-se a
Te(r)~t (01
< _1_ 2,1 | HIM 41
P(S, <W)=1 T0m )G [QP Omj : (6.41)

e substituindo tal expressao em (6.35), a média de transmissées bem sucedidas fica

E{N(T)} — 27r)\ / GM[umT{é)

Wdr (6.42)

0,m

Como a funcao de atenuagao do sinal é dada por ¢ (r) = min {1,77"}, decompoem-se a

esperanga E{N(7")} como a soma de duas integrais J; e Jo, isto é,

2T\ 2.1 ,umT 2.1 ,umT
E{N(T)} = G2 / d / rG2 d
- integral J1 integral Jo (643)
_ 2T\ Gzll,umT 01] / GM[,umT ]dr
['(m) 0,m 1 0,m
L integral Jo
Com a mudanga de variavel x = r" para integral J, chega-se em
1 [ 2 umT |01
J_f/ G2 d 6.44
2 nh 22| Op Z om z, ( )

que por sua vez, com o propésito de aplicar o resultado (A.18), iremos escrevé-la equiva-

L= _(-2) 1-1 ~21 | pmd
Jy = /13: (x—1)""Gyy P

lente como

0,1
——x ] dz. (6.45)
0,m
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Consequentemente, a integral J, fica dada por

]. 3.1 ILLmT 071’1_%
Ty = -G53 | —— 6.46
2 n 3,3 QP 7%7077” ( )
Finalmente, nimero médio de transmissoes bem sucedidas ¢ igual a
2 |1 o4 | pmT |91 1 s |pumT 0,1,1-2
E{N(T)} = —Go% | —— -Gy | —— 6.47
v = o Ged | | |+ ot | o (6.47)

Este, por sua vez, é um resultado equivalente ao proposto na Equagao (6.31).

Na continuacao deste capitulo, propomos as mesmas métricas de transmissoes
com éxito em um outro modelo, para poténcia de ruido constante e aleatorio, tomando-se
como base a area de cobertura em que o receptor teste estd inserido em relacao a cada

transmissor.

6.3 Modelo alternativo de conectividade

Esta secao dedica-se a investigagdo de um modelo alternativo de conectividade em
termos da distancia aleatoria entre o receptor teste e nés transmissores efetivos da rede,
preservando a ideia apresentada na secao anterior de que a quantidade de transmissoes
bem sucedidas sem interferéncia é analisada a partir de valores de SNR acima de um
determinado limiar. Aqui, exploraremos a distancia entre o receptor/transmissor em um
outro contexto. Inicialmente, consideraremos cada transmissor efetivo é centro de um
disco (bola aberta) de raio aleatério e, em seguida, verificaremos se o dispositivo de
recepcao se encontra dentro da area do referido circulo. Diante desta construcio, tem-se
que a quantidade de transmissoes bem sucedidas no processo, estd associada a regiao de
cobertura a qual o receptor esta inserido. A Figura 6.1 descreve uma situagao em que a
transmissao ¢ considerada bem sucedida, em que um receptor localizado em y pertence a

bola aberta centrada na posicao espacial do transmissor efetivo de raio aleatério R,. Este

~

’ y \\?(l’,Rx)

Figura 6.1 — Caso de uma transmissdo bem sucedida.

argumento é justificado devido aos nos estarem dispostos espacialmente de forma aleatéria
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segundo um modelo pontual, assim as poténcias de recepgao tornam-se variaveis aleatérias

em funcao de alguns parametros como, por exemplo, os efeitos do meio e distancia.

Por outro lado, a Figura 6.1 sugere que, se transferirmos o centro da bola aberta
para a posicao onde se encontra o receptor e, adotando o mesmo raio R,, tem-se que,
nesta situa¢do, o transmissor se encontra dentro do disco B(y; R;), ainda assim, con-
tinuaremos com a proposta de uma transmissao bem sucedida. Portanto, dentro deste
contexto, desenvolveremos o restante testa secado. A comprovagao mateméatica deste argu-

mento ¢é explicado no proximo paragrafo.

Antes de entrarmos no modelo alternativo proposto nesta segdo, em termos da
SNR, consideremos um MPP arbitrario ® = {(x, R,)} homogéneo e intensidade A, no
qual R, > 0 é uma variavel aleatéria. Fixando um ponto y de R?, tem-se para cada x
do processo, este ponto pode pertencer ou nao a bola aberta de centro y e raio R,. De
fato, uma vez que y esteja na bola aberta B(x; R;), tem-se por defini¢do ||y — x|| < R,.
Como ||y — z|| = || — y||, conclui-se que x pertence a bola aberta B(y; R,). Na figura
a seguir, sao tomados dois pontos x; e ®o e suas respectivas bolas abertas B(y; R;,) e
B(y; Rs,), sendo x1 ¢ B(y; Ry,) € €2 € B(y; Ry,).

O modelo de conectividade é baseado na bola aberta centrada em gy, onde admite-
se sucesso na transmissao de um sinal emitido pelo n6é em x para um receptor em y se
@ pertence a bola aberta B(y;x), cujo raio R, é aleatério. Novamente, de acordo com a
Figura 6.2, o caso de &, pertencer a bola aberta B(y; R;,) nao é levado em consideragao.

Portanto, o nimero de transmissoes bem sucedidas diante do modelo é dado por

Figura 6.2 — Modelo de conectividade a partir de uma bola aberta.
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Ny)= > 1z € B(y;Ra))

(z,Rz)EP®

(6.48)
= > 1(d(x,y) < R,).
(z,Re)EP
e a respectiva média é
E{N(y)} = / 1(d(z,y) <r)A(d(x,7)). (6.49)

O desenvolvimento algébrico desta integral é semelhante ao apresentado Secao 6.2 para
a obtencao da Equacao (6.20), desta forma alguns detalhes serdo omitidos. Seja pgr(-) a

PDF relativa a variavel R, e a integral

[ 1, y) < ) de =V (By:r)). (6.50

com Vy (B(o;7)) o volume de uma bola aberta d-dimensional de raio r cuja medida inde-
pende de onde a bola esteja centrada. Em particular, para uma bola aberta centrada na

origem o de R?
/Rd 1(d(z,y) < r)dz = Vg (B(y: 1)) = Va (B(o;r)) . (6.51)

Diante dessas considerac¢oes, o nimero médio de transmissoes com sucesso fica

EQN@)} = [, [ 1d@.y) <) pa(r) drda
:A/OOO [/Rdl(a: e B(y;r))d:c} dr
:A/OOO URdm € 3(o;r))dm} dr
=\ [ palr)Va (Bloim) dr.

(6.52)

Por sua vez, a medida V;(B(0;r)) pode ser dada em termos do volume de uma bola
aberta de raio unitdrio a partir da seguinte relagio (BADDELEY et al., 2007)

Vi (B(o;7)) = 1"V (B(0;1)). (6.53)
Desta forma, para a esperanga de N(y) tem-se

E{N(y)} = AV, (B(0; 1)) /0 T (r) dr

(6.54)
= AV (B(o; 1)) E{Rg },

para todo y € R?. Particularmente, para o caso bidimensional e para um receptor lo-
calizado na origem o, a média de transmissores com sucesso baseado numa bola aberta

centrada em o resume-se para

E{N(0)} = ME{R2}. (6.55)
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Perante o modelo proposto, é possivel fazer uma conexao com o esquema da Se-
¢ao 6.2 o qual considera que uma transmissao ¢é recebida com sucesso se a relacao sinal-
ruido estd acima de um limiar especifico. De fato, iniciemos com a Equacao (6.12), ou

seja,
Ph,t
NT) = 3 1( =l T) . (6.56)
(z,he )€V w
Decompondo o somatoério em duas parcelas: a primeiras delas tomando pontos relativos

a0 processo cuja norma ¢ menor ou igual a 1, e a outra parcela para caso contrario.

Consequentemente,
Phg(( Ph,t
N(T) ( lzl) _ T) Ly 1( l=l) _ T)
(z hm evw (x,he)ET w
IIwH<1 )| >1
Ph Ph
1( “ > ((||z])” ) + > 1( Z > d(w,o)”)
(x,he)EW ™ (x,he)EW ™
IIwH<1 fll|>1
Ph, _1 Phy\"
> ((||z|) >+ > 1(( ) >d(wo)) 6.57
mhm cv <TW (x,he)EW ™ ( )
IIwH<1 ) >1
1
Ph, Phy\"
= 5 (> el )+ > 1(we%( (i )))
(z,he)EW ™w (z,he)EW ™w

=)<t llz]>1

S

e a média do processo fica escrita como

E{N(T)} = / (r> (i)™ | el < 1) +1(x € Bloyr1))] A(de, dr)

Z ) // (r > e(lz)™*| ]l < 1) pr(r) drda

integral J1

+/ / z € B( oﬂ))pR(T)dem :

integral Jo

(6.58)

sendo A,(d(z,7)) = MxFgr(dr) e Fg(-) a CDF da varidvel R = Zf=

vista, tal varidvel normaliza o ganho de canal entre transmissor/receptor teste. Portanto,
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tal resultado pode ser decomposto em duas integrais J; e J,. Para J; observa-se que

31_/0°°PR(T) UR 1(7 > ()™l < 1) dw] dr

_ /OOO Pr(7) [271-/0 1(r > 1)rdr] dr (6.59)
— W/OOO 1(7 > 1) pr(r)dr
=7 (1— Fgr(1)).

Por outro lado, para a integral J, o trabalho ja foi basicamente realizado na con-
clusdo da Equacao (6.55), ou seja, Jo = WE{R%}. Portanto, segundo as integrais J; e Js,

a média de transmissoes com sucesso (com SNR acima de um limiar 7") é dada por

E{N(T)} = M [(1 - Fp(1)) + E{R"}]. (6.60)

Outra vez, investigaremos tal resultado em face das seguintes situacoes: o poténcia de
ruido constante e poténcia de ruido com varidvel exponencial de média p, como vem a

seguir.

6.3.1 Poténcia de ruido constante

Embora tenhamos uma expressao bem simplificada para E{N(7)}, ainda faz-se

L h’” . Comecemos

necessario desenvolvé-la, posto que a variavel aleatoria R é dada por R =
portanto pela CDF Fg(-) da varidvel R. Como, por defini¢io, Fr(r) = IP(R <), segue

entao

Ph, T™W T™W

= < - ,

Fr(r) P(TW _r) IP’(h Iz 7“) Fh< Fz 7") (6.61)
Pelas Equagoes (6.24) e (A.17), a CDF FR(-) fica dada por
1 mWT 00| mMWT |1
F =1———=T ——7r=1- . .62
w(r) T(m) (m’ QP T) T(m )G [ ap O,m] (6.62)
Em particular, para r = 1, segue que
1 oo[mWT !

Fr(1) =1— ——G7: . 6.63
’) =1- o6 " | (6.63)

Na sequéncia, desenvolveremos a esperanca E{ R*}, sendo a um ntmero real posi-
tivo. Primeiramente, atentemos para as seguinte igualdade:
P a
E{R"} = () E{hS}. 6.64
(R} = () BORE (6.64
Como h, tem distribuicao Gama, tem-se

E(h} = [ s"m(s)ds

oo 1 - (6.65)
g (B ot )
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Esta integral pode ser encontrada no Apéndice deste trabalho (ver Equacao (A.3)).
Fazendo-se a devida substituicao para esta integracao, encontra-se
1 /m\™ /m)\ (mta)
E{pty = (2) (2 r
e} = Ty <Q> (Q) (m +a)
B (Q ) “T(m+a)

m)  T(m)

(6.66)

No entanto, o que nos interessa é o valor de a para %, ou seja, a = % Dest forma, a

esperanca E{R%} fica dada por

E{R} = (m%];V)g F&)r(m + i) : (6.67)

Em conclusao, o niimero médio de transmissoes com sucesso é dado por

;ml + <W2€V>F<m+5>] (6.68)

AT 20| mMWT
IE{N(T)}:F(m)[ 2|

6.3.2 Poténcia de ruido com distribuicao exponencial

Para o caso da poténcia de ruido ter distribuicdo exponencial de média p, deve-

mos novamente calcular as expressoes para a CDF da varidvel aleatéria R e a esperanca
2 . .. . ~ .

E{Rn } Contudo, aproveitaremos os resultados similares desenvolvidos na se¢ao anterior

com relagdo ao mesmo assunto. Para a CDF Fg(-) tem-se

P -1
Fr(r) = IP( ; he < W> —P(S, < W), (6.69)
sendo S, = P’"Tflhw. Como
rT 1 og|mrWT |1
F. = — =1— ——Gi5 | ——— 6.70
s = B () =1 - st Mgl ] (6.70)
e pela Equagdes (6.37) e (6.40), segue que
T 0.1
Fr(r) =P(S, < W) =1- ——G2| B . 6.71
() = P(S, < W) =1 - [QP 6.7
Portanto, a CDF Fp(-) para r =1 é dada por
T
Fr(l)=1- o fadil R 6.72

2 . .
Por fim, determinemos a esperanca E{Pm } Como as variaveis h, e W sao inde-

pendentes, tal hipotese nos conduz as seguintes igualdades

E{R3} = ]E{ @g{j)} _ (i) E{hﬁ }E{W} (6.73)
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2
A esperanca E{hﬁ} ja foi desenvolvida em (6.66), basta-nos agora determinar E{Wf%}
No entanto, daremos um resultado mais geral, determinemos E{WW ™%} para 0 <a < 1e

W ~ exp (i), como demonstrado a seguir. Ou seja,

E{W’“} = /OOO w ' pw (w) dw

1 oo 1 (6.74)
= —/ w1 exp (—w) dw.
pJo 1t
Aplicando a Equagao (A.3) a esta tltima integral, encontra-se
1
E<W™t =—T(1—-a). 6.75)
fweep = (
Assim, para a = % tem-se
2 1 2
E{W™n}=—T (1 - ) (6.76)
g n

OP\" 1 2 2
E{R} = ( ) P<m + ) F<1 - ) . (6.77)
umT ) T(m) n n
Portanto, juntando as informagoes obtidas obtém-se a média de transmissoes bem

sucedidas em (6.21) é dada por

AT

T
G20 pum
1,2 [ QP

B )

Para concluirmos esta se¢ao, determinemos a probabilidade de se obter pelo menos

uma unica transmissao com sucesso ao considerar o receptor localizado na origem do
espaco euclidiano. A probabilidade das transmissoes nao serem bem sucedidas é dada a
partir da probabilidade vazia do processo do pontual a qual estda devidamente apresentada

na Equagao (4.30). Assim,

P(N(T) = 0) = exp (=E{N(T)}). (6.79)
Consequentemente, a probabilidade de pelo menos uma transmissao ser bem sucedida é
igual a
PN(T)>1)=1—-P(N(T) =0
(N(T) 2 1) =1 = P(N(T) = 0 650
=1 —exp (=E{N(T")}),
ou seja,
P(N(T) > 1) = 1 — exp (—E{N(T)}), (6.81)

sendo a esperanca E{N(7")} dada na Equagao (6.78).
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Todos os resultados até entao destacados, serao devidamente investigados compu-

tacionalmente na secao a seguir.

6.4 Avaliacao numérica dos resultados

Nesta secao, resultados experimentais sao fornecidos com base na avaliacao das
expressoes do nimero médio de transmissoes bem sucedidas para um receptor de referén-
cia, e todos os resultados sao obtidos a partir das férmulas analiticas desse capitulo. Além
disso, verificaremos o impacto do fator de severidade de desvanecimento da distribuicao
Nakagami-m, bem como o impacto da intensidade A usuario por metro quadrado do pro-
cesso pontual MPP, sobre a média do niimero de sucessos. Vale comentar que na avaliagao
das métricas de desempenho propostas por este trabalho, as quais tem o fator m como
parametro, os valores tomados para tal indice de desvanecimento estarao compreendidos
no intervalo semi-aberto (0, 20]. A escolha para este tamanho de intervalo deve-se apenas
por questoes tedricas com o intuito de estudar o comportamento das curvas resultantes
para altos valores de m, embora que na pratica nao se alcance este valor maximo no

intervalo.

Por questoes de simplicidade, os modelos sem interferéncia com poténcia de ruido
constante e poténcia segundo uma variavel aleatéria exponencial da Secao 6.2 serdao deno-

minados de ‘Modelo 17, enquanto que os modelos da se¢ao subsequente serao denominados
de ‘Modelo 2.

As Figura 6.3 e 6.4, mostram a comparacao dos Modelos 1 e 2, sendo a primeira
delas para o caso de poténcia de ruido constante e outra para poténcia de ruido exponen-
cialmente distribuida. Noutros termos, na Figura 6.3 comparamos as Equagoes (6.31) e
(6.68), enquanto que na Figura 6.4 a comparagao é feita para as Equagoes (6.47) e (6.78),
respectivamente. Além do mais, adotamos trés limiares, a saber: 8 dB, 10 dB e 12 dB;
e o comportamento da curva referente a média de transmissoes bem sucedidas é dada
em funcao do limiar 7" considerando diferentes valores do fator m do desvanecimento de

pequena escala Nakagami-m.

Ao analisar os modelos separadamente e diante das hipoteses consideradas, uma
transmissao é recebida com sucesso se a SNR estd acima de um determinado limiar, entao
era de se esperar que ao aumentar o valor de 7', a média do niimero de sucessos decrescesse
diante dos mesmos parametros. Por exemplo, para o caso do Modelo 2, na passagem de
8 para 10 dB, tem-se uma reducao aproximada de 27% do ntiimero de sucessos, enquanto
que de 8 para 12 dB, a reducdo no niimeros de sucessos fica em torno de 45% e tais taxas

se mantém constantes no aumento dos parametros m.

Por sua vez, observando o comportamento conjunto dos modelos 1 e 2, notemos

que para um mesmo limiar, as maiores médias dos niimeros de sucessos nas transmissoes
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Figura 6.3 — Comparagdo entre as Equagdes (6.31) (do Modelo 1) e (6.68) (do Modelo 2) para o caso da
poténcia de ruido constante.
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Figura 6.4 — Comparagao entre as Equacoes (6.47) (do Modelo 1) e (6.78) (do Modelo 2) para o caso da
poténcia de ruido distribuida exponencialmente.

sao encontradas no Modelo 2 para um valor de m fixo. Este ganho deve-se ao fato que

tal modelo, associado ao processo pontual MPP, apresenta uma variavel aleatoria R que
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corrige o ganho de canal h, entre um determinado transmissor posicionado aleatoriamente

na rede e o receptor de referéncia.

No caso da Figura 6.4, a poténcia de ruido para ambos modelos seguem uma
distribuicao exponencial de média y = —104 dBm, ao invés de uma poténcia constante
nesse valor como foi o caso anterior. Nota-se que para o respectivo limiar 7', a média de
transmissoes bem sucedidas é maior que qualquer um dos casos em considerar a poténcia
de ruido constate. Mais detalhes deste comparativo encontra-se na Figura 6.5 na sequéncia.
Além disso, os Modelos 1 e 2 apresentaram praticamente o mesmo desempenho, embora
que os dados simulados se mostraram ligeiramente distintos. Para ilustrar esta situacao, foi
feito uma ampliacao da imagem a curva para 10 dB, no intervalo do fator-m compreendido
entre 7,5 a 8,5. Justifica-se esta situagao devido a hipotese mais realista em considerar a

poténcia de ruido como fenémeno aleatério.

Como comentado no paragrafo anterior, confrontaremos os resultados obtidos para
o caso de poténcia de ruido constante e ruido cuja poténcia ¢ distribuida exponencial-
mente. Para que a comparacao fique justa, fixemos um limiar 7" = 10 dB e um modelo
especifico, no caso o Modelo 2, o qual obteve melhores resultados em referéncia ao Modelo
1 e, ainda possui uma expressao matematica mais simples. Além disso, para os préximos
resultados nos deteremos ao Modelo 2. Portanto, na Figura 6.5, que compara as Equa-
coes (6.68) e (6.78), evidencia esta diferenga na média nas transmissoes bem sucedidas a
qual se da acima de 70 acessos. Novamente, isto deve-se ao fato que a hipotese do ruido
ser variavel, proporciona ao MPP mais uma marca a ser considerada ao processo pontual

homogéneo.

A Figura 6.6 avalia de maneira mais clara o impacto do coeficiente de severidade
da distribuicao Nakagami-m sobre o nimero médio de sucessos. Desta forma, optamos
em considerar apenas uma Unica curva para acompanhar o comportamento da curva
em termos do aumento do fator m. Conforme estudado na Subsecao 1.1.2, o fenémeno
de desvanecimento serd mais acentuado para os valores m = 0,5 e m = 1 os quais
representam as distribuicoes gaussiana unilateral e Rayleigh, respectivamente, e ele ira se
atenuar quando atribui-se a m valores mais altos. Implica-se, portanto, na reducao de tal
fenomeno. Como consequéncia, a média de sucessos é menor e diretamente proporcional

ao fator-m e tende a estabilizar-se quando m assume valores elevados.

Na sequéncia, as Figuras 6.7 e 6.8 sao apresentadas como objetivo de visualizar o
impacto da intensidade do processo pontual marcado sobre a média de transmissoes bem
sucedidas para o caso da poténcia de ruido ser exponencialmente distribuida. Em ambos
os casos, a média E{N(T")} obtida na Equagao (6.68) (bem como os outros resultados
equivalentes) é uma fungdo linear crescente em termos da intensidade A. Esta fator de
crescimento ¢ devido a auséncia dos efeitos de interferéncia no processo. Na Figura 6.7,

fixou-se um limiar de 10 dB e os fatores da distribuicao Nakagami-m, isto é, m = 1,2 e
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Figura 6.5 — Modelo de conectividade a partir de uma bola aberta. Comparagio entre as Equagoes (6.68)
e (6.78)
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Figura 6.6 — Média de transmissoes bem sucedidas considerando o Modelo 2 com poténcia de ruido
aleatorio.

20. Como previsto, a média do niimero de sucessos tende a ser maior para um maior fator

de severidade da distribuicdo. No entanto, a diferenca entre as retas praticamente inexiste



Capitulo 6. Modelos de Conectividade em Redes Ad-Hoc Sem-Fio 134

para intensidades muito baixas. Além disso, ndo ha uma diferenca muito acentuada na
média para os casos extremos m = 1 e m = 20. Por outro lado, o impacto da interferéncia
na Figura 6.8 é investigado em um outro contexto. Aqui, para um especifico valor de m,
no caso m = 2, os graficos das fungoes linear foram construidos a partir dos limiares
8, 10 e 12 dB. Contudo, a medida que intensidade aumenta, as retas tendem a ter um
distanciamento bem mais acentuado que na figura anterior. Naturalmente, fixando um
valor de intensidade, o aumento no limiar para que uma transmissao ser recebida com

sucesso, implica na diminuigao da média E{N(7")}.

25 T T

= = N
o o o
T T T

Transmissoes bem sucedidas (média)

[$2]
T

O Il
002 004 006 008 01 012 014 016 018 02
Intensidade - usudrio/m?

Figura 6.7 — Modelo de conectividade a partir de uma bola aberta (T' = 10 dB).

Por fim, a Figura 6.9 retrata o comportamento da curva de probabilidades de se
obter pelo menos uma transmissao bem sucedida em termos da intensidade da rede em um
ambiente indoor sem interferéncia conforme encontrado na Equagao (6.81). Observemos
que mesmo para um limiar elevado, a probabilidade de se conseguir no minimo 1 sucesso
de transmissao é de pelo menos 93% e quando tem-se uma intensidade maior tal métrica
tende a 100%. Fundamenta-se tal argumento devido aos transmissores efetivos estarem

mais préoximos do receptor teste no caso de intensidades mais elevadas.

6.5 Sintese

No inicio, este capitulo se deteve a descrever o modelo de rede do sistema o qual

sera empregado por toda a tese. Tal modelo visa estabelecer uma relacao entre os noés
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Figura 6.8 — Modelo de conectividade a partir de uma bola aberta (m = 2).
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Figura 6.9 — Probabilidade de se obter pelo menos uma transmissao bem sucedida.

distribuidos aleatoriamente, em uma rede ad-hoc sem-fio, mediante um processo pontual

marcado homogéneo. Além disso, acrescentou-se que o desvanecimento de pequena escala
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segue uma distribuicao Nakagami-m, e fungao perda de percurso do tipo modificada.

Na sequéncia, introduziu-se alguns conceitos e resultados de processos pontuais
espaciais para a modelagem de conectividade entre transmissores efetivos e um determi-
nado receptor teste. Em detalhes, a partir de um MPP modelou-se as posi¢oes dos nos
transmissores em uma rede ad-hoc sem-fio e definiu-se dois modelos em que a conecti-
vidade esta diretamente relacionada ao éxito na transmissao de dados a um receptor de
referéncia, segundo um valor limite minimo de SNR. Além disso, para o segundo modelo
levou-se em consideracao regides circulares em que o receptor e os transmissores estao
inseridos. Além destes resultados, também foi descrita a probabilidade de se obter pelo

menos uma transmissao ser bem sucedida durante o processo.

Nas simulagoes computacionais, os impactos do fator de severidade da distribuigao
Nakagami-m e da intensidade da rede foram analisados sobre a quantidade média de
transmissoes bem sucedidas. Observou-se também que considerar a poténcia de ruido
ser exponencialmente distribuida atinge-se resultados mais satisfatérios do que ao adotar

poténcia constante.

Para o proximo capitulo, o problema de interferéncia entre os nés que transmitem
em um mesmo canal serd investigado usando métricas estatisticas como média e variancia

e, também, por outro modelos de conectividade baseados na SIR e SINR.
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CAPITULO

Modelos de Conectividade na Presenca

de Interferéncia

referido capitulo se destinara a caracterizar, sob o ponto de vista do processo shot-
O noise, a interferéncia de redes ad-hoc sem-fio. Especificamente, investigaremos a
interferéncia média segundo um MPP e a respectiva variancia do processo. Na sequén-
cia, proporemos uma expressao analitica para a transformada de Laplace de varidvel
interferéncia segundo uma funcao do tipo Meijer-G. No final, como uma aplicacao desta
transformada de Laplace, apresentaremos dois modelos de conectividade baseados na SIR

e SINR mediante a limiares de conexao.

7.1 Caracterizacao da interferéncia média em redes ad-hoc

Esta secao sera destinada a caracterizar o fenomeno interferéncia em redes ad-
hoc sem-fio a partir do modelo ja descrito no Capitulo 6. Neste trabalho, a interferéncia
agregada é uma medida aleatéria a qual é dada em funcao da posicao dos transmissores
interferentes, ou seja, tal medida é obtida da soma sobre um processo pontual, que no nosso

caso é um processo pontual marcado do tipo ¥ = {(x, hy;)} conforme apresentado

redp?

na Equacao (6.7):
Iy = Y Phyt(|z]), (7.1)

(T,ha)EW
sendo P a poténcia de transmissdo (constante) de cada né interferente, ||| denota a
distancia do interferente localizado em @ para origem o em R? onde o receptor teste se
encontra, enquanto que £(-) é a fungdo de path-loss e h, é o ganho de poténcia do canal

entre o transmissor estabelecido em « e o receptor na origem.

Com propdésito de obter mais detalhes da interferéncia, determinaremos a interfe-
réncia média do processo, ou seja, a partir dos resultados de geometria estocéastica esta-

belecemos uma expressao fechada para E{Zy }. O desenvolvimento algébrico é semelhante
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ao apresentado no capitulo anterior em funcao da medida de intensidade de um processo

pontual. Com efeito,

E{z@}zE{ > Phwe<w>}=E{ > f(w,hw)}, (7.2)
(

(z,he)EV z,hg )€V
sendo a funcao f(x,h;) = Phg¢(x). Novamente, com a medida de intensidade do MPP

A (d(z, s)) = AdxFy(ds), (7.3)

em que, Fj,(-) é a CDF da varidvel Gama h, para todo & € U, segue que a interferéncia

média é dada por:

E{Zy} = / F(@,s) A (d(z, 5))

R2 XR+

— A / / (@, $)pn(s) dsda (7.4)
]R2

—)\/ pals [/ a:s)da:]ds

Substituindo a fun¢ao f(-,) por Phgl(x), entdo a esperanga E{Zy} resulta em

E{Zy} = AP /0 : n(s) [ /R sl(a) dw} ds -
= )\P/O spn(s) ds/]RZ ((z)de.

A primeira integral é, por definigdo, a esperanga E{h} da varidvel Gama h. Calculemos tal

resultado de uma forma generalizada, ou seja, supondo-se que h ~ Gama(c, /3). Assim,

E{h} = Baf‘l(oz) /OOO sletD=Lexp (—S> ds = B"T( )Bo‘+lf(a +1). (7.6)

sendo esta ultima igualdade devido a (A.3). Agora, aplicando a férmula recursiva para a
fungao Gama (Equagao (A.2)), conclui-se que a esperanga da variavel Gama é E{h} = of.
Em particular, como o« = me 8 = %, tem-se E{h} = Q. Retornado & Equagao (7.5),
determinemos a segunda integral como consequéncia da integra¢ao em (6.17). Além disso,
como £(r) = min{1,r~"} tem-se que

/R? lx)de =27 /Oo (r)rdr

0

rrl fe’e)
=27 / rdr -+ / poH dr}
Lo 1

'1 r*”” o0
T 1] (7.7)

2
5 _1+ 1
= Tmw | = _—
2 n-—2

=27
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uma vez que n > 2. Por conseguinte, a interferéncia média do MPP em um canal

Nakagami-m ¢é dada por

E{ZTy} = MQPH%. (7.8)

E importante frisar que tal resultado é valido para qualquer valor n > 2 (sendo
n o exponente de perda de percurso). Obviamente, a referida esperanga nao se aplicada
para cenarios onde o expoente de perda de percurso é menor ou igual a 2. Além disso,
embora nao esteja explicitamente claro na Equacao (7.8), a interferéncia média depende
do fator m, uma vez que o parametro €2 da distribuicao Nakagami-m depende da escolha

de tal coeficiente de severidade (ver Equagao (1.10)).

Na Figura 7.1, fixando-se as intensidades da rede para A = 0,04, 0,1 e 0,2, o
comportamento da interferéncia média é descrito a partir do crescimento do expoente de
perda de percurso. Como podemos verificar, redes com maiores valores de intensidade,
implicam em elevados niveis em interferéncia média na rede, pois pelo resultado encon-
trado na Equacdo (7.1), a interferéncia média é vista como uma fungéo linear em termos
da intensidade. Além disso, como esperado, para o aumento no expoente de path-loss os

niveis de interferéncia diminuem.

Interferéncia média (dBm)

—64 | \v\‘ 4
~,
~.
-66 T~ e .
-68 1 1 1 1 1 1
25 3 35 4 4.5 5 55 6

Expoente de path—zoss )

Figura 7.1 — Anélise de interferéncia média em redes ad-hoc para Q = 1.

A préoxima segdo serda dedicada ao calculo da varidncia de interferéncia agregada
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a rede.

7.2 Variancia de interferéencia

Dentre as métricas que caracterizam os dados estatisticos ou uma variavel aleato-
ria, a variancia desempenha um papel importante pois mede o grau de dispersao dos dados
numéricos em torno de um valor médio. Veremos nessa se¢ao, que segundo o teorema de
Campbell para MPP homogéneos (HAENGGI, 2013, Teorema 7.3) é possivel determinar

a variancia da interferéncia Zy, a qual serd representada por var {Zy }.

Especificamente, proveniente deste resultado, a varidancia de interferéncia do nosso

processo pontual fica dada por
var {Zy} = / (e, 9)2 A (d(, 9)). (7.9)
R2xR4

Em vista disso, tem-se basicamente o desenvolvimento algébrico descrito na determinacao

da interferéncia média. Assim, omitindo alguns detalhes, a integral fica dada por

var {Zy} = AP? /OO s%pn(s) ds/ ((x)? da
0 R2

7.10
= AP’E{12} /R2 (x)? da. (710

A esperanga E{h2} ja foi determinada em (6.66), sendo dada por

o () T(m+2)
E{hw}_<m> o (7.11)

Agora, aplicando a recorréncia I'(z + 1) = zI'(z) para a fungdo Gama I'(m + 2), obtém-se
a seguinte igualdade

Fim+2)=m(m+ 1)I'(m). (7.12)

Ao substituir tal resultado na Equagao (7.11), a esperanca E{h2} fica simplificada para

1
E{n2) = (1 ) 0, 1
iy =(1+- (7.13)
Por sua vez,

/]R? (x) da = 27 /OO 0(r)*rdr

0

1 00
=27 {/ rdr +/ po2nt dr] (7.14)
0 1
_.n
n—1
Fazendo-se as devidas substituicoes, a variancia de interferéncia do MPP homogéneo fica

dada por
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var {Ty} = Mr(QP)? (1 + i) <L> . (7.15)

m/) \n—1

Na Figura 7.2, mostramos o resultado analitico da varidncia de interferéncia para
diferentes valores do expoente de perda de percurso e para m = 2 como coeficiente de

severidade da distribuicao do canal.
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Figura 7.2 — Anélise da varidncia de interferéncia em redes ad-hoc para m = 2.

A préxima secao sera reservada para a determinacao da transformada de Laplace da

interferéncia agregada da rede, cuja fungao é contribuir na caracterizacao da interferéncia.

7.3 A transformada de Laplace da interferéncia

A interferéncia pode ser completamente caracterizada pela sua funcao densidade
de probabilidade ou, a partir de sua funcao de distribuicdo cumulativa. No entanto, ge-
ralmente tanto a PDF como CDF nao possuem expressoes fechadas para a variavel que
descreve a interferéncia. Entao, para contornar esta situacao, e conseguir caracterizar a

interferéncia de forma precisa faz-se uso das seguintes das seguintes fungoes equivalentes
para processos pontuais (ELSAWY; HOSSAIN; HAENGGI, 2013)

e transformada de Laplace;
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e funcao caracteristica;
e funcao geradora de momentos.
Os detalhes a respeito desses funcionais na caracterizacao de um processo pontual encontram-

se na Secao 4.3. Determinemos portanto a transformada de Laplace da variavel interfe-

réncia agregada cuja expressao, em termos gerais, é dada por (HAENGGI, 2013):
L1, (t) = E{exp (—tZy)}. (7.16)

Mais uma vez, por questoes de simplificages, facamos f(x, hy) = Phg{(x). Assim, apli-

cando a definicao de transformada de Laplace na interferéncia agregada Zy tem-se que

Lz, (t) = E{exp (—t Z thé(a})) }

(x,he )W

= E{exp (—t > f(a:,hm)> }
(z,he)EW

foi modelado por um PPP

(7.17)

Uma vez que o processo pontual marcado ¥ = {(x, hs)},cq,.
homogéneo ®r e o conjunto {h,} cujas marcas sao independentes, pelo Teorema da Mar-
cagdo (Marking theorem, do inglés), a transformada de Laplace resulta em (STREIT,

2010)

L1, (t) = exp | — / [ — exp (—tf(, )] Au(d(z, 5)) |. (7.18)

Com a aplicagao da func¢ao logaritmica natural em ambos lados da igualdade, obtém-se

In (L2, (1)) = = [, [7[1 = exp (~tsPe(2]))] pu(s) dads

- (7.19)
— —)\/ on(s) / 1 — exp (—tsPO(||2|)) dz| ds
0 R
integral J
Primeiramente, para desenvolveremos a integral J, observemos que
J= 27r/ [1 —exp (—tsPl(r))] rdr
0
rrl oo
=27 / [1 —exp (—tsP)]rdr + / [1 —exp (—tsPr="|rdr
o ' (7.20)
1 —exp(—tsP) [
=27 exp2( tsP) —I—/ [1 —exp (—tsPr=")|rdr
1

integral Jq1

Agora, por sua vez, devemos nos concentrar na integral J;. Mediante a mudanca de variavel
x = r~ ", tal resultado é equivalentemente escrito como
1

1
Jy = f/ [1 — exp (—tsPx)] z ! dz, (7.21)
n Jo
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e pela regra da cadeira encontra-se
! -3
= 3 [exp (—tsP)—1+ tsP/ x\ )7 exp (—tsPx) dx} . (7.22)
0

Pela Equagdo (A.7), a integral anterior pode ser escrita em termos da funcdo Gama

incompleta, isto é,
1 (1_2)_1 2 1 2
/ x\" ) exp (—tsPx)dx = (tsP)n vy 1—;,753]3 : (7.23)
0

Tal fungdo (-, ) é um caso particular da fungdo Meijer-G (ver Equagoes (A.5) e (A.17)).

12 ” . (7.24)

Ao substituir o resultado de J; em (7.20), a integral J fica dada por

Assim, a integral referente a J; pode ser reescrita como

tsP

1
gy = 3 lexp (—tsP) —1+ (tsP)%Gi’zl

1
J = 7 (tsP)1 Gy |tsP ] . (7.25)
1-2,0
Consequentemente, a integral para In (L7, (f)) é dada por em termos da funcao Meijer-G,
isto é,
2 2 1
In(Lz,(t)) = —An(Pt)n / sﬁGll”Ql Pts| ] pr(s)ds. (7.26)
0 ~29
777

Passemos, portanto, para a ultima etapa na determinagao da transformada de

Laplace da variavel interferéncia Zy. Desta vez, como h tem distribuicdo Gama do tipo

Q
h ~ Gama <m, ) (7.27)
m
segue pela PDF da poténcia de ganho de canal h (Equacao (6.4)) que
In (£Lz,(t) = /\W(Pt)% ( ) /OO sns™ e ( )G Pts ds
= n X
Iql ['(m) Q 0 P Q 1-2.0
e ) (7.28)
Aﬂ' Pt n oo _(1_2_m) m 1.1
— n —— 5| P .
T(m) (Q) /0 ° exp ( QS>G1’2 S P ds

Por intermédio do resultado o qual envolve a funcao Meijer-GG, obtemos desse modo, apds

algumas simplificagoes, a expressao

I (85,(1)) = ~Fp (fflPt) "6l

0
Pt
m

17%7711,1
. (7.29)

1-20
n
Portanto, a transformada de Laplace da interferéncia Zy é dada por

2
A 0 n 0 1—%—m,1
Lz, (t) = exp (_F” <Pt> ! Gy Ca ]) (7.30)
777

(m) \m Pt
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a qual pode ser simplificada para

AT

Q
Lz, (t) = exp <_F(m)G2122

Pt
m

lfm,1+%
: (7.31)
1.2
’n

sendo esta igualdade devido a propriedade apresentada na Equacao (A.15).

Como comentado anteriormente, tal func¢ao auxilia na caracterizacao da interferén-
cia devido ao fato da nao disponibilidade de sua PDF. Por exemplo, pode-se determinar os
momentos da variavel aleatéria interferéncia, mediante a funcao geradora de momentos.
Em termos gerais, a funcao geradora de momentos de uma variavel aleatéria arbitraria X

é definida como

Mx (t) = E{exp (tX)} (7.32)
em que t é um namero real e o k-ésimo momento de X é dado por
k d*
E{X"} = JMx(®) L:o' (7.33)

Aplicando a funcdo geradora de momentos sobre a transformada de Laplace da interfe-
réncia Zg tem-se
Mz, (t) = L1, (—t). (7.34)

Assim, para o k-ésimo momento da variavel Zg

E{Z}} = (—1)’“;;5%@) ‘t:o' (7.35)

Observemos que na ultima igualdade tem-se a k-ésima derivada de uma funcao

composta do tipo g(f(t)), sendo g(t) = exp (t) e f(t) a fungao envolvendo a Meijer-G,

1—m, 1+%
. (7.36)

isto é,
AT

ft) = —mG;’f

Curiosamente, existe uma expressao fechada para k-ésima derivada de fungoes compostas

0
Pt
m

1,2
n

g(f(t)) a qual é conhecida como Fdérmula de Fad di Bruno, em homenagem ao mateméatico

italiano Francesco Faa di Bruno, cuja expressao é dada por (HARDY, 2006)

d* k! k , m;
- — E . flmattmy) . I | (4) J
dtk (9(1)) mq ! 1Imemgl 2m2 . oomy | klme / (9(2)) alet (g <t)) (7.37)

em que a soma é sobre todas as k-uplas ordenadas de nimeros inteiros nao-negativos

mi, Mo, ..., my que satisfazem a restricao
1-mi+2-mog+3-mg+---+k-mp =k. (7.38)

Recentemente, a Formula de Faa di Bruno foi utilizada por (DHILLON; KOUNTOURIS;
ANDREWS, 2013) no auxilio para modelagem de redes heterogéneas sob um processo

pontual de Poisson.
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Para a proxima secao, a transformada de Laplace da interferéncia sera de funda-
mental importancia para continuidade deste trabalho, pois as métricas de performance

que serao propostas partem do principio do conhecimento de tal ferramenta.

7.4 Modelo de conectividade baseado na SIR

No capitulo anterior, apresentou-se modelos de conectividade entre transmissor e
receptor onde foram exibidas algumas expressoes analiticas referentes a média de trans-
missoes bem sucedidas identificadas por um receptor teste, as quais nao consideram os
efeitos de interferéncia da rede. Para esta se¢ao, faremos uma pequena modificagdo no mo-
delo de conectividade, inserindo o fendmeno interferéncia até entao negligenciado. Aqui,
adotaremos que a recepgao do sinal de interferéncia seja estatisticamente limitada de tal
forma que a poténcia de transmissao P seja muito maior que a poténcia de ruido, ou seja,
P > W. Além disso, assumimos que uma transmissao ¢ decodificada com sucesso se o
nivel de SIR identificado no receptor teste estd acima de um limiar fixado 7. Portanto,
para o receptor de referéncia localizado na origem do espaco euclidiano e a distancia entre
transmissor e receptor denotada por r (sendo r = ||@gl|), segue que a transmissao feita

por transmissor localizado em @ é decodificada com sucesso se

Phg,t(r)

SIR =
Ty

>T. (7.39)

Notemos que a poténcia de transmissao P da expressao acima pode ser cancelada pois,

sabe-se que

Ty= Y Pht(|al)), (7.40)
(x,he)EW
entao,
SIR = M > T (7.41)
1y

sendo Zj, a interferéncia normalizada de Zy, isto é,

Ty = > hat(fla])). (7.42)

(x,he)EW

Ademais, esta se¢ao se propde a determinacao da probabilidade p(r,T) de que a

transmissao seja dada com éxito. Noutros termos, desenvolveremos a seguinte expressao

ha (1

p(r,T)=P(SIR >T) = IP’( on*( ) > T) : (7.43)
T

E importante esclarecer que a ideia considerada nesta parte do trabalho torna-se diferente

a adotado no capitulo anterior, pois nao abordaremos a quantidade média de transmissoes

bem sucedidas identificadas por um receptor de referéncia.
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Ao isolar a variavel relativa ao ganho de canal, a probabilidade de se obter sucesso
na transmissao ¢ dada por
p(r,T) =P(he > TU(r)"'T;)

=1-P(hy <TUr)"'T3). (744

Com o objetivo de facilitar os calculos, definamos a variavel aleatéria Z = T(r)” ' T.
Assim, mediante o resultado da Equacao (6.34), garante-se que probabilidade p(r,T)
pode ser dada por

prT) =1~ [ ~ Fu(2)pz(2) da, (7.45)
sendo Fj,(-) a CDF da variavel h,, enquanto que pz(-) ¢ a PDF de Z. A CDF de h,, esta

descrita na Equacao (6.24), ou seja,

1 m
F =1——-=T — 7.46
o) = 1= ot (m ). (7.46)
ao passo que, a PDF de Z é dada em termos da PDF da interferéncia normalizada Zy,
lr) —(Lr)
pz(z) = —r Pr (TiU : (7.47)
Consequentemente, a Equagao (7.45) pode ser reescrita como
1 e’}
p(r,T) = F(m)/o [(m, Kr(r)z) pr; (z) dz, (7.48)
ou, equivalentemente, como
p(r,T) = Eg; {T'(m, Kr(r)Zy)}, (7.49)
com )
Lr) T
Kr(r) = "L (7.50)

A determinacao da probabilidade p(r,T) de que a transmissao seja dada com éxito fica
restrita a determinagdo da PDF da variavel interferéncia Zj,, a qual é indisponivel. Para
contornar tal situagdo, faremos uso da sua transformada de Laplace, embora que nem
sempre seja possivel ter uma expressao fechada para p(r, T') em canais com desvanecimento
do tipo Nakagami-m, como veremos na sequéncia. Para o caso Rayleigh tal resultado pode
ser encontrado em (HAENGGI, 2013, Segao 5.2).

Contudo, antes de entrarmos efetivamente no desenvolvimento da probabilidade
p(r, T), verifiquemos a relagao entre as duas transformadas de Laplace apresentadas nesse
trabalho, em que uma representa a transformada de uma fungéo (cuja expressao encontra-
se em (A.21) e a outra definida na Segao 7.3) que representa a transformada da interfe-

réncia. Especificamente,
£ pr @)t] = [ exp (~tapr; () da
— Eg; {—tT3} (7.51)
=Lz (1),
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ou seja, a relacao entre as transformadas é dada a partir da seguinte igualdade

1—m, 1+%
: (7.52)
1.2
’n

AT

Q
L [ng, (z); 3] = €exp (—F(m)Gzlg

—t
m

a qual serd bastante empregada no restante da tese.

7.4.1 A probabilidade p(r,T") para o caso do fator-m inteiro positivo

Neste ponto, apresentemos uma expressao analitica para a probabilidade p(r,T)
de se obter uma transmissao a qual é decodificada com éxito se a SIR no receptor teste
esta acima de um determinado limiar. Para tal, consideremos que o fator de severidade m
do desvanecimento Nakagami-m seja um ntmero inteiro positivo, isto é, m = n + 1, com
n = 0,1,2, .... Segundo o resultado (A.8), a fungdo Gama incompleta complementar

['(m, Kr(r)Z;) pode ser representada da seguinte forma

= KT(T)kxk.

L(m, Kr(r)z) =T'(n+ 1, Kr(r)z) = nlexp (—Kr(r)z) ];) X (7.53)
Desta maneira, a probabilidade p(r,T') fica dada por
prT) = g [ Tm, Ke(r)a) b (o) do
= F(nnlrl) /Ooo exp (—Kr(r)z) é KT,{E()kwkpza (z) dz
(7.54)

~nl " Kp(r)k
 I(n+1) 2

k=0
n KT(T’)k

=2

k=0

! /OOO exp (= Kr(r)z)a"pr; (x) dx

/Ooo exp (—KT(r)x)xka$ (z) dz,

sendo a ultima igualdade em virtude da fungao Gama em que I'(n + 1) = n!, para o caso
do nimero n ser inteiro nao-negativo. Depois disso, aplicando a transformada de Laplace

na fungio =*pz: () no ponto Krp(r), tem-se
£ [2*pz (0); Kr(r)] = /0 exp (— Kr(r)z)a*pr, (x) da. (7.55)

Por conseguinte, obtém-se a seguinte expressao para a probabilidade p(r, T')

n r k
p(r,T) =3 KT]; )

k=0

£ |2 pr (2): K (r)] (7.56)

Como k é um inteiro ndo-negativo, a transformada acima existe e denomina-se trans-
formada de Laplace da derivada da funcao pr: (x) cuja expressao estd escrita na Equa-

cao (A.22). Portanto, diante disso tem-se

n kKT(T>k dk

p(r.T) = (-0 = gl o (@ K ()] (7.57)
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Por fim, utilizando-se a relagao obtida em (7.51) entre transformadas de Laplace, a pro-

babilidade p(r,T') fica reduzida para

n r k gk
p(r.1) = S () Lo

k=0

. (7.58)

z=Krp(r)

Constatemos que o resultado adequou-se a transformada de Laplace do processo
pontual mediante sua k-ésima derivada aplicada no ponto Kr(r), contornando assim o pro-
blema da inexisténcia da PDF da variavel interferéncia. Além disso, é importante comentar
que embora tenhamos uma expressao algébrica fechada para a probabilidade p(r,T'), a
determinacao de derivadas de ordem superior a transformada de Laplace da variavel in-
terferéncia inviabiliza a determinagao de tal métrica de desempenho para elevados valores
do fator de desvanecimento m. Esta dificuldade é proveniente das sucessivas derivadas da
funcao Meijer-G. Tal situacao pode ser contornada se considerarmos na transformada de
Laplace em termos da fungao especial H-Fox (MATHAT; SAXENA; HAUBOLD, 2010),
a qual tem a funcao Meijer-G como um caso particular e cuja derivada ainda resulta em
uma H-Fox. Para ndo mudar a proposta deste trabalho o qual foca em func¢oes do tipo

Meijer-GG, deixaremos esta ideia para trabalhos futuros.

Com o propésito de apresentarmos um resultado numérico para a probabilidade
de que uma transmissao seja decodificada com sucesso, avaliemos tal expressao para o
caso em que o fator de severidade seja igual a 2, ou seja, para n = 1. Entao, perante a

isso segue que

P T) = L, (Kr(r)) — Kr(r) L, 7)

Determinemos na sequéncia a derivada de transformada de Laplace da interferéncia cuja

. (7.59)

=K (r)

expressao encontra-se na Equagao (7.52) qual é uma fungao exponencial composta de uma

Meijer-G. Entao, pela regra da cadeia tem-se

d A d _1o|Q |~L+3
L S . — G| = 7.60
dx I‘I’(:C) ['(2) IW(x) N ZI 1,2 ( )
Empregando agora o resultado (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV, 1990)
d PR a1,a2,...,ap o1 ~mntl —0,01,042,...,4p
dz [Z G [Z b1,b2,....bg H = Grtlan [Z bl,bg,...,bq,l—a‘| (7.61)

referente a derivagdo de uma funcao Meijer-G, tem-se que, com ¢ = 0, a derivada da
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funcao Meijer-G fica dada por

d 12| |75 d [\ a0 i
L gzl — ) g2l
v *?| 2" 1,2 dr [\ 2" 229" 2
Q7o ' sl ot
_ () gl 7.62
9 <293) 33 |57 121 ] ( )

sendo a ultima igualdade devido a propriedade (A.15). Como consequéncia, obtemos a

derivada da transformada de Laplace Lz (z), isto &,

d ATQ Ll
%ng(l') =-—5 4 (z) Gy

—1,—2,%
, (7.63)

a qual aplicada em x = Kr(r) resulta em

d

A€} Q
= —7,£I$<KT<T’>> G317’§' [2KT<7’

r=Kr(r) 2

[ ] L (164

0,2-1,0
n

Finalmente, substituindo tal expressao na Equacao (7.59), obtém-se portanto uma ex-

pressao analitica fechada para a probabilidade p(r,T') dado que m = 2,

Q Q 123
p(r,T) = Lg: (K7(r)) |1+ AWEKT(T)G?}:; EKT(T) i (:” : (7.65)
ou melhor, utilizando (Eq. (A.15) novamente)
L3 Q 0,-1,1+2
p(r,T) = Lz (Kz(r)) |1+ MGy EKT(T’) s , (7.66)
7;)
sendo )
20(r)"T
Kop(r) = 24 g)z (7.67)

As préximas figuras comparam os resultados referentes a probabilidade p(r,T)
de que uma transmissao é decodificada com sucesso se o nivel de SIR identificado no
receptor esta acima de determinado limiar. Contudo, para os resultados numéricos, ado-
taremos m = 2 como o parametro de severidade de desvanecimento, com o propédsito de

investigarmos o comportamento das curvas de p(r,T') geradas pela Equacao (7.66).

Na Figura 7.3, fixando-se os limiares de conexao entre links para T' = 8, 10 e 12
dB e intensidade da rede para A =0,1 usudrio/m?, a probabilidade p(r, T) é descrita como
funcdo da distancia entre um transmissor de referéncia localizado em x; e um receptor

receptor localizado na origem o € R?. Como aguardado, se o transmissor posiciona-se
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muito proximo do receptor, os efeitos da interferéncia é praticamente desprezado pelo
dispositivo de recepcgao. Tais efeitos sao significativamente percebidos no distanciamento
entre o transmissor teste com relacao ao receptor, embora que, para até 100 m de dis-
tancia, obteve-se probabilidade de se receber um frame com sucesso acima de 97%. Por
fim, o comportamento das curvas, para cada limiar, é praticamente o mesmo para os
primeiros 40 m de distancia. A partir deste valor, obtém-se melhores desempenhos para

baixos valores de T', mesmo que isso nao seja tao significativo com relacao aos limiares

preestabelecidos.
1T
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Figura 7.3 — Anélise da probabilidade p(r,T) em termos da distdncia entre transmissor e receptor teste,
com intensidade de rede A =0,1 usudrios/m?.

A Figura 7.4, ilustra também o comportamento das curvas, da funcao probabi-
lidade p(r,T), em termos da distdncia entre transmissor e receptor de referencias, para
uma mesmo limiar de conexao de 10 dB. No entanto, neste caso a analise foi desenvolvida
com base em trés valores de intensidade de rede, ou seja, A = 0,04, 0,1 e 0,2 usudrio/m?.
Novamente, a probabilidade de se transmitir um pacote de dados o qual é decodificado
com éxito se a SIR no receptor de referéncia esta acima de 10 dB, tende a decrescer com
o distanciamento entre os dispositivos de referéncia. Porém, observa-se que o aumento de
intensidade de rede, tem um impacto bem mais expressivo no valor de p(r, T) do que nos
casos apresentados na figura anterior. Por exemplo, para se obter uma probabilidade de
98 % de sucesso no link, o transmissor teste deve estd localizado a uma distancia de até
70 m do receptor, para o caso da rede ter intensidade de 0,2 usudrio/m?, enquanto que,

para A =0,04 usudrio/m?, tal taxa é atingida para um distanciamento bem maior do que
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100 m, contando que para A =0,1 usuério/m?, o resultado é obtido para até 100 m de

distancia entre os dispositivos de referéncia.
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Figura 7.4 — Andlise da probabilidade p(r,T) em termos da distdncia entre transmissor e receptor teste,
com limiar de conexdo de T'= 10 dB.

Por fim, a Figura 7.5 toma-se os limiares de conexao entre links para T =8, 10 e
12 dB e considerando que transmissor teste esteja afastado do receptor a uma distancia de
20 m , a probabilidade p(r, T'), desta vez, serd dada como funcao da intensidade da rede
sem-fio. Como sugere a (7.66), tem-se que p(r, T') em termos da intensidade, é uma fungao
linear decrescente, pois como comentado anteriormente, o aumento de intensidade tende
a degradar a performance do sistema. Além de tudo, como esperado dos resultados da
Figura 7.3, a diferenca entre os valores dos limiares escolhidos ndo causam tanto impacto
na probabilidade de que uma transmissao seja decodificada com sucesso. Vejamos que,
para uma distancia de 20 m entre dispositivos teste, a probabilidade de obter éxito no

link, para qualquer limiar de conexao, estd acima de 99% de chance.

Na continuidade deste trabalho, estudaremos os niveis de interferéncia na rede

sem-fio a partir da analise da SIR média caracterizada pelo processo pontual.

7.4.2 SIR média do processo pontual marcado

Mediante a informacao da transformada de Laplace do processo pontual marcado
Ly, determinaremos a SIR média do processo. Desta forma, admite-se que a recepgao do

sinal de interferéncia seja estatisticamente limitada segundo a condi¢ao de que a poténcia
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Figura 7.5 — Andlise de interferéncia média em redes ad-hoc.

de transmissao P seja muito maior que a poténcia de ruido, conforme descrito na Se¢ao 7.4.
Portanto, segundo a Equagao (7.41) e o fato que as varidveis h, e Zy sao independentes,
a SIR média resulta em

E{SIR} = ((r)E{hs}E{Z;"}. (7.68)

A esperanga da variavel Gama h, ja foi devidamente calculada no capitulo anterior cujo

valor é E{h,} = Q. Basta-nos entdo, determinarmos a outra esperanga E{I\Ij 1}.

Nos antecipando ao resultado, mostraremos, de uma forma generalizada, que

E{Z,"} = ﬁm £z, (s); 7] (7.69)

sendo M {LI\*P (s);p} a transformada de Mellin (ver Eq. (A.23) para mais detalhes) da

funcao Lz (s) no ponto p > 0. Contudo, faz-se necesséario do seguinte resultado preliminar

E{7,"} = F(lp) /0 T R {exp (—Tys)} ds. (7.70)
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Com efeito,

J, Bl (<Tus)}ds = [T [T exp (—se)pa, (a) de ds
_/ / ~Lexp (—sz)pz, (z) dz ds

(7.71)
= / / “lexp (—sz)pz, (r) dsdz
= / 1, (T )/ sP"1exp (—sx) dsdu.
0 0
Pela Equagao (A.3), garante-se que
00 1
/ s Lexp (—sx)ds = —T'(p), (7.72)
0 P
desde que = > 0. Como consequéncia, tem-se
/Oo sP ' E{exp (—Zys)}ds = T'(p) /OO x Ppr, (x)dx
0 0 (7.73)
=T(p) E{Z;"}.
Portanto, )
(T} = s [ Efexp (~Tus)}d 774
{Z.7} g Jo & Elex (~Zus)}hds (7.74)

como argumentado anteriormente.

Como a esperanca E{exp (—Zys)} é dada em termos da transformada de Laplace

do processo Zy, isto é,
E{exp (—Zus)} = L3 (s), (7.75)

segue que a ]E{I\f,p } fica dada por

E{7;"} = F(lp) /0 - sP L7 (s) ds (7.76)

cuja integral é equivalentemente representada na transformada de Mellin como em (7.69),
ou seja,

E{7;7} = F(lp).m £z, (s) 7] (7.77)

Em particular, para p = 1, tem-se

E{Z'} = M [Lg;(s);1], (7.78)

uma vez que I'(1) = 1. Portanto, fazendo-se as devidas substitui¢oes, a SIR média resulta

em

E{SIR} = QU(r)M [£z; (s);1] . (7.79)
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Os efeitos da interferéncia sdao descritos nas proximas figuras. Por exemplo, a Fi-
gura 7.6 ilustra que o fator de severidade de desvanecimento do canal de radio, os quais
foram escolhidos m = 2 e m = 20, praticamente nao afeta em média, o comportamento
da interferéncia com o distanciamento entre os dispositivos testes. Isto deve-se ao rapido
decrescimento da funcao exponencial que define a transformada de Laplace da variavel
interferéncia. Ademais, como esperado, os niveis de interferéncia tendem a crescer devido

a este distanciamento.

10 .
——m=2
[—+—m =20

SIR média (dB)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Distancia (r) - metros

Figura 7.6 — SIR média do MPP em termos da distancia entre dispositivos méveis de referéncia.

J& no caso da Figura 7.7, a SIR média do MPP é relacionada com a intensidade
da rede sem-fio a qual é fixada uma distancia de 20 metros entre transmissor/receptor
com fator-m igual a 2. Como sugere a Equacao (7.69), a medida que a intensidade da
rede aumenta, os niveis de interferéncia percebida no receptor teste também aumentam
em média. Aqui, decidimos analisar o comportamento apenas de uma curva para a SIR
média, em razao do fator de desvanecimento nao causa impacto na taxa de SIR para uma

determinada distancia entre dispositivos, como visto na figura anterior.

Para a proxima segao, investigaremos a probabilidade de um determinado usuario
conseguir se conectar a um receptor de referéncia, no entanto a analise serd em funcao da

SINR, ou seja, inseriremos no sistema os efeitos da poténcia de ruido.
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Figura 7.7 — SIR média do MPP em termos da intensidade de rede.

7.5 Modelo de conectividade baseado na SINR

Na secao anterior, o modelo de conectividade fundamentou-se sobre o estudo de
SIR percebida no receptor, inserindo a hipotese que a recepgao do sinal de interferéncia
limitada. Agora em diante, o modelo de conectividade serd baseado em torno da SINR,
em que a transmissdo é decodificada com sucesso se
Phg (1)

SINR = —————
W+1y

>T. (7.80)

Aqui, propoe-se a determinagao da probabilidade p(r,T'), de que a transmissao seja dada

com éxito, mediante a seguinte condigao

p(r,T) = P(SINR > T) = P(Zm > T) . (7.81)

Além de tudo, introduziremos os efeitos da poténcia de ruido, os quais foram omitidos
na secao precedente, ao considerar que a recepcao do sinal de interferéncia era estatisti-
camente limitada. Desta maneira, nos deteremos ao caso em que do ruido percebido no
dispositivo de recepg¢ao ter poténcia constante. Para tal, faremos algumas consideragoes

preliminares, as quais parte delas ja foram desenvolvidas anteriormente.

Comecemos isolando a variavel h,, para obter

(7.82)

(W + Zy)Tl(r)
).

p(r,T) = P<h$ >
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Por sua vez, definindo a varidvel aleatéria Z como Z = W +Zy e a fungao real g(-) como

9(2) = Z, (7.83)

segue que a probabilidade p(r, T') fica representada por
p(r,T) =P(he > g(Z)) =1 = P(hs < g(Z)) . (7.84)

Outra vez, aplicando o resultado (6.34), tem-se que a probabilidade P(h, < g(Z)) fica
dada por

p(rnT) =1 [ Filg(@)ps(x)dz. (7.85)

sendo F,(-) a CDF da varidvel h,, enquanto que pz(-) é a PDF de Z. Apds algumas outras

substituigoes ja descritas na segao anterior, para a probabilidade p(r,T') chega-se em

p(r,T) = F(lm) /OOO F<m, gbg(a:)> pz(z)dx. (7.86)
Noutros termos,
p(r,T) = F(lm) /OOO L'(m, Kr(r)z) pwiz, (z) dz, (7.87)
em que
Krp(r) = mg(ggg L (7.88)

Portanto, os resultados que se seguem ficam condicionados ao desenvolvimento da inte-
gral dada na Equacao (7.87). Partimos agora da hipétese de que o ruido no receptor de

referéncia tenha poténcia constante.

7.5.1 A probabilidade p(r,T") para o caso de poténcia de ruido constante

O desenvolvimento algébrico para a probabilidade p(r,T") também segue a supo-
sicao de que o fator de severidade de desvanecimento da distribuicdo Nakagami-m é um
inteiro positivo, isto é, m = n+ 1, em que n = 0, 1, 2, ..., contando que o ruido tenha
poténcia constante. Por outro lado, apesar da indisponibilidade da PDF da interferéncia,

faremos a seguinte restri¢ao para funcao: pz, (t) =0, se t < 0.

Por conseguinte, como W tem poténcia constante e, desde que a variavel Z é
representada como Z = W + Zy, tem-se que a PDF de Z é dada em termos da PDF da
interferéncia a partir da seguinte relagao (PAPOULIS; PILLAI, 2002)

pwazy () = pz(2) = pr,, (T = W). (7.89)
Logo, a probabilidade de éxito no link desejado é dada por

p(r,T) = ! ) /OOO L'(m, Kr(r)z) pr, (x — W) dz. (7.90)

e)
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Na sequéncia, aplicando-se a mudanca de variavel y = x — W, obtém-se

pnT) = o [ T, Krr)(y+ ) pra () dy

F(in) W (7.91)
_ F(m)/o (m, Kz (r)(y + W)) pr, (y) dy,

sendo a ultima igualdade devido ao fato da PDF da interferéncia pz,(t) ser nula para
para t < 0. Entao, novamente empregando o resultado (A.8), tem-se que a probabilidade

P(r,T) fica dada por

z": (K (r)(y + W)I*

I Pz (y) dy
k=0 :
(7.92)

/OOO exp (—Kr(r)y)(y + W)*pz, (y) dy.

n! o0
P T) = gy o ()l W)

L(n+1) Jo
= exp (= Kr(r)W) ki KTk(;” )

Como k é um ntimero inteiro positivo, entao segundo o Teorema Binomial (WADE, 2004),

o desenvolvimento de (y + W)* ¢ igual a

(y + W)k f: ( )W’Hyl. (7.93)

=0

Desta maneira, a integral descrita na Equacao (7.92) também pode ser escrita da seguinte

forma

/O " exp (= Kr(r)y)(y + W)pr, () dy = 3 (?) Wk /0 " exp (=K1 (r)y)y'pr, (v) dy.

(7.94)
Agora, mediante a transformada de Laplace aplicada a funcio y'pz, (y), segue que
) k k
/0 oxp (—Kr(r)y)(y +W)*pz, (y) dy =3 ( l) WL [y'pz, (v); Kr(r)]
o (7.95)
R\ ket ) d
:Z l w (_ ) d l’C[pI\y( );KT(T)]y
1=0
sendo esta ultima igualdade devido a (A.22). Por sua vez, da relacao
Loz () Kr(0) = L5, )| _ - (7.96)
encontra-se
> k E (R e ) d
[ e r o+ W e )y = 3 (3 )0 en ], 09T

Substituindo tal resultado na Equagao (7.92), obtém-se portanto uma expressao analitica

para p(r,T) para o caso em a poténcia de ruido é constante, isto é,
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p(r.T) = exp (—Kp(r)W) i T Kr(r) <k> Wk—l(_l)ldi?ﬂ,&z@(y) ‘y:KT(T). (7.98)

Em particular, para m = 2 (n = 1), a expressao fica reduzida para

d
PO T) = exp (< K(9) | (14 KWy () = Kl 25,00, .
(7.99)
em que (pela Equagao (7.64))
d o 1510 -1,-2,2
%LI‘; (I’) e Ko (r) = _TLI‘}; (KT(T)) G373 §KT<T’) 07%_1’0 . (7100)
Consequentemente,
L3 0 0,—1,1+%
p(r,T) = exp (—Kr(r)W)Lz: (Kr(r)) |1+ Kr(r)W + ArGys EKT(T) s :
(7.101)

o que conclui o resultado.

Em termos computacionais, a Figura 7.8 descreve a probabilidade p(r,T) em ter-
mos da distancia entre transmissor e receptor teste adotando poténcia constante no dispo-
sitivo de recepcao. Notemos que os resultados sao coerentes aos previamente apresentados
para a Figura 7.3, considerando os mesmos parametros. Outra vez, para uma dada distan-
cia, os limiares de conexao propostos nao determinam uma disparidade muito acentuada
nos valores da probabilidade de sucesso p(r, T"), principalmente quando o transmissor teste
se encontra na vizinhanga do receptor. Entretanto, a Figura 7.9 ilustra que o aumento da
intensidade da rede implica de maneira mais expressiva no decrescimento da probabilidade

de se obter sucesso de transmissao no [ink pretendido.

7.5.2 A probabilidade p(r, T") para o caso de poténcia de ruido ter distribuicdo

exponencial

Aqui, continuaremos com o modelo de conectividade baseado na SINR, porém a
anélise sobre a probabilidade p(r, T") serda dada sobre a hipdtese de que a poténcia de ruido

tenha distribui¢do exponencial de média pu, ou seja,

W ~ exp (;) . (7.102)

Como exposto no inicio desta secao, a Equacao (7.87) é nosso ponto de partida.
Além disso, parte da deducao é analoga ao caso da poténcia de ruido constante, por isso,

seremos um pouco mais breve nas explicagoes de cada afirmacao.
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Probablidade de sucesso p(r, T')

10 20 30 40 5 60 70 80 90 100
distancia (r)

0.9965
0

Figura 7.8 — Andlise da probabilidade p(r,T) em termos da distdncia entre transmissor e receptor teste,
com intensidade de rede A = 0.1 usuarios/m? (caso poténcia constante).
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Figura 7.9 — Andlise da probabilidade p(r,T) em termos da distdncia entre transmissor e receptor teste,
com limiar de conexdo de T'= 10 dB (caso poténcia constante).
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Outra vez, ao definir a variavel Z, como Z = W +Zy, entao a probabilidade p(r, T')

em relacao a esperanca de Z fica dada por

p(rT) = — B{T(n + 1, Kr(r)2)}

CT(n+1)
n KT(T’)ka
= & (-1r()2) 3 FHEEE (7.108)
k=0 :
" Kop(r)* k
=X E{exp (—Kr(r)Z) 2*}.
Substituindo a variavel aleatéria Z por W + Zy, a igualdade remanescente fica dada por
=3 B o ok T Ty) 4
p(r.T) = >3- = Blexp (~Kr(m)(W + Lo)) (W + Zu)*}. (7.104)
k=0 :
Aplicando-se novamente o Teorema Binomial como em (7.93), obtém-se
n KT(T)k k
p(r ) = > T B exp (<K ()W) exp (< Fer ()Z) 3 () | W12
h=0 =0 (7.105)
L& Kp(r)F (K 1 k—1
=> > 2 l ]E{I\I, exp (—KT(T)IQ)}]E{W exp (—KT(T)W)}.
k=0 1=0 :
Recordemos que a primeira esperanca ja foi determinada na subsegao precedente, pois
E{Ty exp (~Kr()T)} = [ exp (~Kr(r)y)y'pr, (v) dy (7.106)
como apresentado na Equagao (7.94). Para a outra esperanga, tem-se
1 o0
E{W’“’l exp (—KT(T)W)} = —/ " exp (= Kr(r)z) exp (—x) dz
pI0 s (7.107)

1 foo 1
= —/ kD=1 exp (— ( + KT(r)> x) du.
pJo M

(A.2), nesta sequéncia, a referida esperanca fica reduzida para

. k—1
E{W*exp (—Kr(r)W)} = 1 ikﬂK%‘) e (7.108)

Pelos resultados (A.3) e

Finalmente, fazendo-se as devidas substitui¢oes e simplificagoes com relagdo ao ntimero

binomial em (7.106), a probabilidade p(r,T') é igual a

n k k—1 k 1
p K (r) 1 d

T) = —-1)—4L : 1

24 2::; (1 + pKr(r ))IHH( ) g ‘y=KT(r) (7.109)
Em particular, para m = 2, tem-se
Lz, (Kr(r)) pK(r) 13| 2 0,-1,143

T)=—% 1 MGy | =K . 7.110
p(r7 ) 1+MKT(T) + 1+IU/KT(T) + n 3,3 2 T(T) 1’%71 ( )




Capitulo 7. Modelos de Conectividade na Presenca de Interferéncia 161

Finalizemos esta se¢do com uma comparacao entre os casos de poténcia de ruido
constante e exponencialmente distribuida, com o proposito de verificarmos o ganho de

performance de uma em relacdo a outra, conforme ilustra a Figura 7.10. Como pode-

1

0.9995

0.999

0.9985

0.998

0.9975

Probablidade de sucesso p(r, T')

0.997

—*— Poténcia constante,
—e— Poténcia exponencial
1 1

0.9965 ‘ :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Distancia (r) - metros

Figura 7.10 — Andlise da probabilidade p(r,T) em termos da distancia entre transmissor e receptor teste
ao comparar poténcia de ruido constante e exponencialmente distribuida, para W = y = —104 dBm.

mos verificar, as curvas praticamente se sobrepdem, para o respectivo limiar de conexao.
Conclui-se assim, para um distanciamento de até 100 metros entre os dispositivos testes,
a diferenca entre os modelos é quase imperceptivel. Isto posto, nao ha perda de perfor-

mance, se no modelo adotado, em termos da SINR, considerarmos apenas poténcia de

ruido constante.

7.6 Sintese

Este capitulo dedicou-se a analisar estatisticamente o comportamento do fenémeno
interferéncia em redes ad-hoc sem-fio sob o contexto de um processo marcado de Poisson.
Neste, determinou expressoes analiticas fechadas para interferéncia média e variancia do
processo. Por sua vez, como a PDF da variavel que descreve a interferéncia nao foi devi-
damente modelada, obteve-se a transformada de Laplace como uma ferramenta auxiliar
na caracterizagao de tal fenomeno. Na continuidade do trabalho, foram apresentados dois
modelos de conectividade: um deles baseado na SIR, em que adotou-se que a recepcao do
sinal de interferéncia era estatisticamente limitado, e outro segundo a SINR, sendo para

este considerou-se a poténcia de ruido constante. Por fim, verificou-se o comportamento
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das fungoes propostas no capitulo por simulagbes computacionais diante a variacdo de

varios parametros.

No capitulo que se segue, com a proposta de evitarmos as derivadas de ordem
superior da transformada de Laplace da variavel interferéncia, apresentaremos alguns
limitantes a probabilidade p(r,T), segundo as desigualdades estatisticas de Chernoff e
Markov.
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CAPITULO

Limitantes as Métricas dos Modelos de

Conectividade

o capitulo anterior, obtivemos algumas métricas que avaliam o comportamento da
N interferéncia a partir de limiares de conectividade para SIR e SINR. As expressoes
analiticas propostas foram desenvolvidas, mediante a fixagdo de um fator de severidade
de desvanecimento do canal de radio, para valores inteiros positivos. Como a densidade
de probabilidade da interferéncia nao é conhecida, utilizou-se a transformada de Laplace
para a determinacao de tais resultados. Contudo, mesmo com a disponibilidade da trans-
formada, fica inviavel a determinacao de expressoes analiticas para quaisquer que sejam
os valores de severidade da distribuicao Nakagami-m devido a determinagao de ordem
superiores da referida transformada. Diante desta problematica, e para contornar esta si-
tuacao, a sequéncia deste trabalho se dedica a determinacao de limitantes de tais métricas
e as avaliaremos segundo simulagdes computacionais. Com mais detalhes, inicialmente nos
delimitaremos a determinacao de limitantes a probabilidade de que uma transmissao é
decodificada com sucesso se o nivel de SIR identificado no receptor teste estd acima de um
limiar fixado T', conforme foi definido na Secao 7.4. Aqui, proporemos alguns resultados
mediante as inequagoes de Chernoff (MITZENMACHER; UPFAL, 2005). Por fim, dedi-
caremos uma secao para o estudo de otimizacao em redes ad-hoc a partir de limitantes

superiores porventura encontrados.

8.1 Desigualdades de Chernoff

Em linhas gerais, as desigualdades de Chernoff sobre uma variavel aleatoria X é

obtida aplicando a inequagao de Markov na variavel exp (¢tX) resultando

E{exp (tX)}

PX 2 k) < exp (tk)

(8.1)
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para qualquer que seja t > 0 e

E{exp (1X)}

P(X <k) < exp (tk)

(8.2)

para qualquer ¢ < 0.

A partir destas desigualdades é mostrado que a probabilidade P(X > k) fica limi-

tada pela seguintes desigualdades

~ Efexp (tX)}
exp (tk)

E{exp (tX)}

1
exp (tk)

<P(X>k)< (8.3)

parat < 1e X > 0. Com efeito, o limitante superior de P(X < k) é uma aplicacao direta
da primeira desigualdade de Chernoff apresentada em (8.1). Para o limitante inferior,
suponha por absurdo que exista t* > 1 tal que a desigualdade seja dada por

E{exp (t*X)}

o T EX 2R, (8.4)

Como P(X > k) =1—P(X < k), tem-se que a desigualdade acima fica dada por

_ Elexp (" X)} B
o (0F) >1-P(X <k), (8.5)
ou seja,
E{exp (t*X)}
—eXp () <P(X < k). (8.6)

Agora aplicando a segunda desigualdade de Chernoff descrita em (8.1), obtém-se

Elexp (t*X)} _ E{exp (=tX)}

8.7
exp (t*k) exp (—tk) (87)
para todo ¢ > 0. Em particular, para ¢t = t*, segue que
E t* X E —t*X
exp (t*k) exp (—t*k)
Como a seguinte desigualdade é valida
1 1
8.9
exp (t*k) = exp (—t*k)’ (8.9)
logo, devemos ter
E{exp (t*X)} < E{exp (—t"X)} (8.10)

uma contradigao, pois E{exp (t*X)} > E{exp (—t*X)}. Portanto, para todo ¢ < 1, tem-se

 Efexp (1Y) Efexp (1X))
exp (tk) exp (tk)

Como comentado no inicio desta secao, tal resultado servira de apoio para obtencao de

<P(X > k) < (8.11)

limitantes aos modelos de conectividade para SIR e SINR, como veremos na sequéncia.
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8.2 Limitantes ao modelo de conectividade baseado na SIR

Para esta se¢do, comecemos propondo limitantes a probabilidade p(r, T") segundo o
modelo de conectividade baseado na SIR. Contudo, pelo resultado apresentado na Equa-
¢ao (8.11), basta-nos determinar o limitante superior para que o resultado seja caracteri-

zado. Desta maneira, segue que:

p(r,T) = P(hf”zom) > T)

— P(ha ((r) > TTy.) (8.12)
— P(hgy {(r) — TTy- > 0).

Segundo a inequacao de Chernoff, a probabilidade p(r, T') fica limitada superiormente por

p(r.T) < E{exp (hayl(r) — TTy)1)} = Efexp (hao((r)texp (~TTy-1)},  (8.13)

para uma escolha conveniente de t > 0. Agora, devido a independéncia das variaveis

aleatorias hg, e Zy+ tem-se que
p(r,T) < E{exp (hy l(r)t}E{exp (=T Zy-t)}. (8.14)

Basta-nos determinar a primeira esperanga E{exp (hs,¢(r)t)} uma vez que a outra é dada

em termos da transformada de Laplace da variavel Zy«, ou seja,
E{exp (—TZy:t)} = Lr: (Tt) . (8.15)

Lembrando que h,, tem distribuicao Gama sendo
Q
hz, ~ Gama <m, > (8.16)
m

Desta maneira, tem-se

1 m

E{exp (hg l(r)t)} = () (Q>m /Ooo 2™ exp (—gx) exp (¢(r)tz) dz
1

m\™ [ m
_ e m — (= - t dz.
r<m)<9> /0 ’ eXp( <Q M)x) v
Segundo a referéncia (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2010, Eq. 3.381-4), este tltimo resultado

¢ integravel desde que o fator & —£(r)t seja positivo. Com isso, devemos fazer uma restrigao

(8.17)

para o valor de t. Portanto, desenvolvendo a referida desigualdade encontra-se

0<t< gé(r)_l. (8.18)

Nesse caso, o valor de t fica condicionado ao valor a distancia entre os dispositivos de refe-

réncia. Retornado a tltima integral em (8.17) e aplicando-se o resultado (A.3), encontra-se

e (= (G — o)) do = (ml)m (1 N ém) . (8.19)
Q m
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Assim, a esperanca E{exp (hy,¢(r)t)} fica dada por

E{exp (hao/(r)t)} = F(lm) (g)m ( 1)m (1 - 32“’%) T'(m), (8.20)

m
Q

ou seja,

E{exp (hay ()} = (1;%) . (8.21)

m

Logo, a probabilidade p(r,T') fica limitada superiormente por

1

_m()t) L. (Tt). (8.22)

p(r,T) < (1

m

Por fim, aplicando o resultado (8.11), p(r,T") é limitada inferiormente e superiormente

por

1

1\ 1\

m m

para t definido em (8.18). Aqui é importante ressaltar que o limitantes sobre p(r,T) é
valido para qualquer valor m > 1, ou seja, tal resultado é valido ndo apenas para fatores

de desvanecimento com valores inteiro, como foi estudado no capitulo anterior.

Ademais, a partir do limitante inferior encontrado, mediante a algumas manipu-
lagoes algébricas chega-se a um limitante inferior Lgir (7, T) a probabilidade p(r, T') mais

“apertado” do que o proposto, a saber:

1 m
LSIR<T7 T) = (1 — m) LI\; (Tt) o (824)

m

Na continuagao (Figura (8.2)), exibimos os resultados computacionais para o caso
do limitante Lgr(r,T'), pois em termos do limitante superior, os resultados numéricos
apesar de coerentes, nao apresentaram precisao aceitavel. E importante mencionar que
para construir as curvas da fungdo Lgr(r,T) para os limiares de 8, 10 e 12 dB, deve
respeitar a seguintes restrigoes de (8.18). Portanto, ao variar o valor da distdncia entre
os dispositivos transmissor /receptor de referéncias, consideraremos o pardmetro ¢ como
uma fungao deste distanciamento, ou seja, t = ¢(r). Além disso, para garantir que t(r)
pertenca ao intervalo aberto (0, %E(r)_l), tomemos
()= ey = ), (8.25)
desde que m > 1 e, esta escolha também garante que ¢(r) < 1. Particularmente, se

m = 2, tem-se que t(r) é tomado como ponto médio do segmento (0, %ﬁ(r)_l>, como
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a+b
a e b

Figura 8.1 — Ponto médio do intervalo (a,b).

ilustra o esquema na Figura (8.1) para um intervalo arbitrario (a,b). De agora em diante,
o limitante inferior Lgr(r, 1) a probabilidade p(r,T) é dado por

I \" o)~
— ) L |
1—-= r\ioQ

m

LSIR('F; T) =(1-— T]. (826)
A figura a seguir, descreve o comportamento das curvas que limitam inferiormente
a probabilidade p(r,T) em comparagdo com as curvas ja apresentadas na Figura 7.3.

Como podemos verificar, os limitantes inferiores apresentaram resultados satisfatorios com

0.99

&~ 0.98
£
=
2 .. /
4 oort }1m1t.antes
= inferiores
wn
[}
o
,% 0.96}
S
=
S 0.95F
—
A
0.94
—=—T =8dB
——T =10dB
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Distancia (r) - metros

Figura 8.2 — Limitantes inferiores a probabilidade p(r, T') segundo o modelo de conectividade baseado na
SIR.

relagdo as expressoes analiticas fechadas para a probabilidade p(r,T) das transmissoes
bem sucedidas, mesmo com o distanciamento do transmissor teste. Por exemplo, para
um limiar de 12 dB, e distancia entre dispositivos de 50 metros, tem-se, pelo limitante
inferior, que a probabilidade de que a transmissao seja decodificada com éxito é acima
de 97%, o qual é aproximadamente dois pontos percentuais para menos com relacao a
expressao exata. Além disso, para um distanciamento de 100 metros, a probabilidade de
se obter sucesso de transmissao fica acima de 93% de possibilidade, para qualquer que

seja o limiar de conexao.
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Para a secao seguinte, também determinaremos limitantes a p(r,T'), porém para

o modelo de conectividade segundo a SINR.

8.3 Limitantes ao modelo de conectividade baseado na SINR

Seguindo a mesma ideia da desigualdade de Chernoff, a seguir sao apresentados
limitantes a probabilidade p(r, T'), para os casos de poténcia de ruido constante e poténcia
de ruido exponencialmente distribuida. Contudo, em ambos os casos os desenvolvimentos

algébricos ja foram basicamente descritos na tultima secao.

Como foi apresentado em capitulos anteriores, a probabilidade de obter sucesso no
link desejado para um limiar de conexao 7" segundo o modelo baseado na SINR ¢ dado
por

Phg, ((r)
— > T 8.27
W + Ly~ ( )

Iniciemos, portanto com o caso da poténcia de ruido constante. Reorganizando os termos

SINR =

da ultima equacao, encontra-se

p(r,T) = P(Phg l(r) > T(W + Ly+))

(8.28)
= P(Phgl(r) — TZy- > TW).
Pela desigualdade de Chernoff, para todo ¢ > 0 tem-se
E{exp(Phy l(r) — TZy )t}
T) < 2
cuja desigualdade pode ser reescrita como
E{exp (Phg l(r)t} L= (T)
T) < K 8.30
visto que as variaveis sao independentes. Por sua vez, para
0<t< ), (8.31)

QP

a respectiva esperanca fica dada por

E{exp (Phay((r))} = (1_91%) . (8.32)

m

Deste modo, para todo t < 1, a probabilidade p(r, T)) fica limitada por

1 m

m

e para todo t > 0, tem-se

1 m

m



Capitulo 8. Limitantes das Métricas dos Modelos de Conectividade 169

Novamente, para um limitante inferior mais apertado, considera-se o limitante
LIS/‘I/IEIC;{G) (r,T") dado por

1

m

LIC) (1 T) = exp (~TWt) (1 —

o qual indica que o modelo de conexao é dado em termos da SINR com poténcia de ruido

constante. Por sua vez, para
1

= ﬁg(r)—l, (8.36)

t=1t(r)

segue que

Lo (r T) = exp (—Wé(;)_lT> (1— ! )mLQ(g(éi:T). (8.37)

11

Em particular, se a poténcia de transmissao P ¢ unitaria e a poténcia de ruido nula, segue

que este modelo coincide com caso baseado em termos da SIR, ou seja,

Ly (r, T) = Lgir(r, T). (8.38)

Agora, investigaremos o caso da poténcia de ruido ser exponencialmente distri-

buida. De maneira analoga aos casos anteriores, proporemos um limitante inferior a pro-
W (exp)

babilidade p(r,T") o qual serd denotado por Lgng (7, T). Ao retornar a Equagao (8.28),
podemos reproduzi-la da seguinte forma

p(r,T) = P(Phg l(r) — TW — TZg« > 0). (8.39)
Entao, mediante a desigualdade de Chernoff tem-se

p(r,T) < E{exp (Phgyl(r)t}E{exp (=TWt)}Lz: (T1). (8.40)

Para determinar este limitante superior, falta-nos apenas desenvolver a esperanca a qual
envolve a variavel aleatéria W. Como ela tem distribui¢ao exponencial de média 1/, isto

resulta em

E{exp (-TWt)} = ;/OOO exp (—T'tw) exp (—iw) dw

_ l}/ooo jxp <— (Tt - /i) w) e (8.41)

Z. ;
% Tt—F;

B 1

14Tt

Diante de todas essas consideragoes, a probabilidade p(r,T") limita-se por

1 1 " 1 1 "
1— Lo (TH) < p(r,T) < Lo (TH) .
1+,uTt<1_ﬂPW)t> 7, (Tt) < p(r, )_1+,uTt<1_ﬂPW)t) 7, (T)

" " (8.42)
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Como previamente mencionado, em termos computacionais, sera tomado o limitante in-

ferior

W (ex 1 1 "
LD (r,T) = 1+ Tt 1— oI, Lz (Tt). (8.43)

m

Enfim, como o valor pardmetro ¢ sugerido em (8.36), tal igualdade fica reduzida para

LY () = ! PRI N (O (8.44)
SINR \I54) = I+ M(T)_lT I L\ qQp : :
QP m

Para uma intensidade de rede de 0,1 usudrio/m? e fator-m igual a 2, a Figura 8.3
retrata um comparativo entre trés curvas ao fixar um limiar de conexao. Similar a fi-
gura anterior, os limitantes inferiores sao comparados com uma expressao analitica exata,
proporcionando assim uma investigacao de quao proximos eles estdao. Observa-se que as
curvas, referentes ao limitantes dos modelos: poténcia de ruido constante e exponenci-
almente distribuida, sdo praticamente coincidentes, para o seu respectivo limiar. Como
verificado no capitulo anterior, para uma distancia de até 100 metros para o link desejado

as fungoes LIS/II/IE%G) (r,T) e L?&iﬁp)(r, T') sao aproximadamente idénticas. Simbolicamente,

W (cte W (ex
Lo (. T) = L (r, T) (8.45)

Por fim, os respectivos limitantes exibem notaveis aproximagoes da curva analitica, mesmo
com o distanciamento entre os dispositivos de referéncia. Fato este também ocorrido para

o caso do modelo de conexao baseado na SIR.

A proxima secao sera dedicada ao estudo de uma outra métrica de analise de

desempenho de uma rede sem-fio chamada de throughput de Shannon.

8.4 Throughput de Shannon

O throughput de Shannon ou, simplesmente, throughput serd o objeto de estudo
desta secao. Em linha gerais, o throughput ¢ uma métrica de andlise de desempenho de
redes, o qual indica a medida de banda que tal rede ird consumir. O conhecimento desta
métrica é de fundamental importancia para a analise da qualidade de servigo (quality-of-
service (QoS), do inglés) de uma rede celular sem-fio (BLASZCZYSZYN; JOVANOVIC;
KARRAY, 2013).

Com um pouco mais de detalhes, o throughput T, sobre um link de comunicacao, re-
presenta uma taxa de transmissao média o qual é determinado pelo conhecimento da SINR
no dispositivo de recepgao através da seguinte formula (BACCELLI; BLASZCZYSZYN,
2009b):

T = E{In(1+ SINR)}, (8.46)
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Figura 8.3 — Limitantes inferiores a probabilidade p(r, T') segundo o modelo de conectividade baseado na
SINR.

cujo resultado poder escrito, equivalentemente, como (ELSAWY; HOSSAIN; HAENGGI,
2013)
7:/ P(In (1 + SINR) > ¢) dt
0

. (8.47)
:A P(SINR > (' — 1)) dt.

Diante das hipoteses levantadas por este trabalho, fica impraticavel a obtencao de
uma expressao fechada para esta integral, mesmo que utilizando os limitantes propostos
(tanto superior como inferior). Para comprovar esta afirmagao, suponha por simplicidade
que a poténcia de poténcia de ruido seja nula. Desta maneira, o modelo de conectividade

¢ baseado na SIR cujo limitante inferior é dado em (8.26). Como
Lsir(r, (¢ = 1)) < P(r, (¢' = 1)) = P(SINR > (¢ — 1)), (8.48)

tem-se
72/ Lo (r, (¢! — 1)) dt, (8.49)
0

72(1—1j;>m4w5%<a34u¥—m>&. (8.50)

Fazendo-se a mudanca de varidvel z = e’ — 1, tal integral fica escrita como

72(1_111>mém¢p+n*z%<aglx>m; (8.51)

ou seja,
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Portanto, ao substituir pela transformada de Laplace em (7.52), o throughput fica limitado

inferiormente por

(m)

i,2
n

1 \" > _ AT o)t |t
>(1——+ L — b :
T > (1 — ) /o (x+ 1) exp ( T Gy [ — dz, (8.52)

cuja integral nao possui uma expressao fechada devido a composicao da funcao exponencial

com uma fungdo Meijer-G.

Apesar de nao termos encontrado um resultado fechado, tal limitante pode ser
resolvidos por métodos numéricos. Contudo, para esta secao nos restringiremos apenas a
apresentacao de tal resultado e destacar que a obtengao de expressoes analiticas (exatas
ou limitantes) para o referido throughput ainda é um grande desafio na literatura. Como
um trabalho futuro, objetivamos abordar tal problema, porém com outras estratégias de

obtencao de limitantes, como por exemplo, utilizando-se as desigualdades de Markov e
Chebyshev.

8.5 Otimizac3o de rede

Esta secao se destinara ao estudo da maximizacao da quantidade média de trans-
missoes bem sucedidas em uma dada regido R de R2. Adotando o modelo de conexao

baseado na SIR, a referida andlise sera dada sobre a intensidade A da rede.

No capitulo anterior, a probabilidade p(r,T) = P(SIR > T') foi amplamente estu-
dada para um determinado limiar 7" nao dando tanta énfase na intensidade. Contudo,
modificaremos a nomenclatura de p(r,T) para p.(A) com a finalidade de evidenciar a

intensidade da rede. Desta forma, teremos
pr(A) =P(SIR > T, (8.53)

deixando assim oculto o pardmetro 7. Além do mais, esta é a notacao adotada por (BAC-
CELLI; BLASZCZYSZYN; MUHLETHALER, 2006), o qual fez esta mesma investigacao
de otimizagao para o caso de uma rede sem-fio cujo canal segue um desvanecimento Ray-

leigh.

Semelhante ao Capitulo 6, o niimero de transmissoes bem sucedidas mediante ao
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modelo de SIR é dado por
N(T)= > 1(SIR(z)>T)

(x,he )T

hat
S ( ([f]) T)
(z,hs) €V Ly-

= Y 1(he > TU2])  Tu-)

(z,he)ET

(8.54)

(x,he )€V
e a média do nimero de transmissdes com éxito seguem as seguintes igualdades
——.

(x,he )W

(8.55)
— / 1(hy > T(|l])) " Zy- ) A(d(az, ).

R2xR4
Consideremos que os transmissores ativos localizados na regido R C R? obedecam a
seguinte restrigdo: se € R, entdo ||z|| = r. Noutros termos, os transmissores ativos na
regiao R estdo a uma mesma distancia do receptor teste localizado na origem o € R2.

Tomando a ultima integral como relacao a regiao R tem-se

E{N(T)} = / 1(he > TE(r) "' Ty-) A(d(z, )

fRX]R+

—)\// 1(s > TU(r) Ty ) dsdz (8.56)

— Ay(ﬂz)/ 1(s > T0(r)"'Ty- ) ds
0
v(R) é a medida do conjunto R. Por outro lado, observemos que
pr(A) =P(SIR > T)

=P(he > TU(r )‘%*) (8.57)

- / (s > T4(r) "' Ty ) ds.
Portanto, a quantidade média de transmissores bem sucedidas na regiao R é dada por

E{N(T)} = Apr (Mv(R), (8.58)

em que a medida da regiao R, caso exista, tem valor constante. Mediante esta hipotese,
em termos da intensidade da rede, maximizar a média E{N(7")} é equivalente a maximizar

o produto Ap,(A), para uma distancia r fixa entre os dispositivos testes.

Antes de desenvolvermos efetivamente este problema de otimizacao, apresentare-
mos com brevidade alguns conceitos e resultados de distribuicoes estdveis os quais nos nos
auxiliara para tal propoésito. O referido assunto pode ser encontrado de forma sucinta em
(CARDIERI, 2010; HAENGGI, 2013), porém caso o leitor queira mais detalhes, veja por
exemplo a referéncia (SAMORADNITSKY; TAQQU, 1994).
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8.5.1 Distribuicdes estaveis

Uma variavel X é dita ter uma distribuicao estavel se para todo real positivo a e

b, existem a > 0 e [ também em R tais que
aXi +bX, L aX + 8, (8.59)

em que X; e X5 sdo i.i.d. com mesma distribuicao da varidavel X. Se § = 0, entao a
distribuicao é chamada de estritamente estédvel. Como resultado, seja a sequéncia {7;} C R
a qual representa os tempos de chegada de um PPP de intensidade A e seja {h;} uma

familia arbitraria de variaveis aleatérias i.i.d. e independentes de cada 7;. Se a série
o~ —1/5
S (8.60)
i=1

converge com 0 < § < 2, entdo ela converge para uma variavel aleatéria estavel. A partir

desta afirmacao, provemos que a interferéncia Zg« tem distribuicao estavel.

Iniciemos com a fungdo real f(z) = /= com x > 0 e n um ntmero racional

positivo. Tal funcao é nao-decrescente, pois ao deriva-la encontra-se

> 0. (8.61)

Assim, se p < ¢, segue que f(p) < f(q), isto é, ¢/p < (/q. Por outro lado, em termos de
nosso MPP, mostremos que

mip {1, 21|} = [mas (1 J211}] (5.62)

rev*

De fato, se 1 = mingeg- {1, Ha:H_”}, tem-se 1 < ||z||”", para todo & € ¥*. Assim, ||z||" <
1. Aplicando o resultado anterior, segue que ||| < 1, ou seja, 1 = maxgzco+ {1, ||Z|}.
Portanto, 1 = 177 = [maxgecy+ {1, ||z]|}]”". De maneira andloga, suponha que exista x, em
U* tal que ||@.]| " = mingey- {1, Hch_"} Isto garante que ||z, || " < 1e ||z " < ||| ",
para todo & € W*. Estas duas desigualdades podem ser escritas como: 1 < |[|z.]|" e
|z]|" < ||x«]|”. Portanto, das desigualdades 1 < ||@.|| e ||x| < ||z«||, para todo & € U*,
[

garante-se que [|2.[| = maxzey- {1, [|@[} e [|2.]|" = [maxzce- {1, [lz[|}]7". Isto finaliza

a demonstracao.

Finalmente, provemos que a interferéncia Zy+ agregada a rede sem-fio tem distri-

buicao estavel. Para tal devemos observar que

Ly-(A) = > hemin{1, [ "}

(x,he)ET*

— -
= (m,hmz)exlf*hm [max {1, [|2||}] (8.63)
-3

= Y ha [max {1, 2}’]

(z,he)ET*
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Fazendo-se % = 7, tem-se § = % Como por hipétese, n > 2, garante-se que 0 < ¢ < 1.

Portanto, a variavel interferéncia tem distribuicao estavel.

Um outro resultado de distribuicao estavel, o qual sera utilizado no restante deste
trabalho, é o seguinte (HAENGGI, 2013):

Seja Zy () a interferéncia agregada de um PPP homogéneo em R? de intensidade

A e expoente de perda de percurso 7, segue que

aZ(\) = Z(a’)\), para todo a > 0, com § = g (8.64)
U

Retornado ao nosso caso, mediante esta afirmacao faremos com que interferéncia da
rede Zy- () seja proporcional a interferéncia de um processo equivalente de intensidade de

0 — % Isolando a constante

rede igual a 1. Especificamente, facamos a’ = 1, logo temos a
a encontra-se a = A~'/° = A\772 uma vez que d = 2. Portanto, pela Equacio (8.64),
tem-se que A\™"2Zy.(\) = Zy-(1), ou seja, a interferéncia adotada por este trabalho pode

também ser dada pela seguinte igualdade
To-(N) = X2 Ty (1). (8.65)

Tal resultado serd empregado a seguir para a maximizacdo do produto Ap,()A), como

descrito no inicio desta sec¢ao.

8.5.2 Maximizacao da quantidade média de transmissdoes bem sucedidas

Voltemos ao estudo da maximizacao da quantidade média de transmissoes bem
sucedidas mediante ao modelo baseado na SIR. Como foi previamente apresentado, de-
vemos maximizar o produto Ap,(\). Por outro lado, é sabido que p.(\) = P(SIR > T).
Entao,

pr(\) = P(he > Tl(r) 'Ly (8.66)

Como a variavel Zy- tem distribuigdo estavel, entdo pela Equacao (8.65), a tltima expres-

sao pode ser dada por
pr(N) = P(hg > TU(r) " N2Ty. (1)) = P(ha Tyt (1) > TU(r) " X"2) (8.67)

Agora, segundo a desigualdade de Markov que diz: se X é uma variavel aleatéria nao
negativa, entdo para quaisquer a,p > 0 tem-se (PAPOULIS; PILLAI, 2002)

P(X > a) < IE{;;”. (8.68)

Podemos entao, aplicd-lo para encontrar

) E{h2}E{Z,?(1)}

pr(A) < (Tt 3y (8.69)
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Estas duas esperancas ja foram devidamente determinadas nos capitulos anteriores. Por-
tanto, pelas Equagoes (6.66) e (7.69), respectivamente, a probabilidade p,(\) fica limitada

superiormente por

Q " T(m+p) ,
pr(A) < (ng(r)l)\nM) ['(m) F(p)M {513(1)(8)7}9}

1 Q L | M [ Crn(s) }
= o S)iP|
/2 \mTe(r)~" ) B(m,p) TP

sendo B(-, -) a fun¢do Beta a qual é dada em (A.10). Como queremos maximizar o produto

(8.70)

Apr(A), devemos portanto multiplicar por A os dois lados a tltima desigualdade para

encontrarmos desta forma

1 Q |
) < s (i) w67
Para que tenhamos
lim _ (8.72)

A= +oo \(Pn/2)—1

2
h& a necessidade de impormos que % —1> 0, ou p > —. Portanto, para que o limite seja

satisfeito, o valor de p fica restrito a

2
0<—<p. (8.73)
n
Consequentemente, obtém-se
/\1_15{100 Apr(A) = 0. (8.74)

Como o limite existe e é finito, entdo a fun¢ao f(A) = Ap,(\) é limitada superiormente,
isto é, existe k > 0, tal que f(A\) < k. Por outro lado, pela desigualdade em (8.71), ao

2
tomar p = —, encontra-se

fO) = (N) < (mng(zr)*)g - ( ! 2>M lﬁzg(l)(S); 2], (8.75)

para todo A > 0. Como queremos maximizar o produto Ap,()), entdo devemos tomar um

A* > 0 de tal forma que

3

Npr(X) = (mTZr)_l) ; (nt 2) M [Lz;a)(s); %] . (8.76)

Portanto, este produto maximiza a quantidade média de transmissoes bem sucedidas.
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Observemos que a determinacao do valor 6timo \* fica restrito ao conhecimento da pro-
babilidade p,(A\*) e nem sempre é uma tarefa simples. Como exemplo, para o caso do fator

de desvanecimento m = 2, cuja probabilidade é descrita em (7.66), isto é,
20(r) 7"
pr(A) = LI$< <Q) T)

nao é possivel determinar uma solug¢do tnica para a equacdo \*p,.(\*) = k, sendo k dado

_ 2
0,-1,142

1 1

1+ \7Gys le(r)—lT

S

] , (8.77)

2
7;7

em (8.75). Isto deve-se ao fato que a transformada de Laplace £z (+), a qual é uma fungao

exponencial, também depende do valor de \*.

As maximizagbes da quantidade média de transmissoes bem sucedidas mediante
ao modelo baseado na SIR sao retratadas nas Figuras 8.4 e 8.5 para um ambiente de
desvanecimento m = 2. A primeira delas, adotou-se a escala linear para descrever o
produto Ap,(\), enquanto para a outra utilizou-se a escala logaritmica com propésito de
resgatar mais detalhes nos comportamentos das referidas curvas para limiares de conexao

de 8, 10 e 12 dB.

Como aguardado, o aumento da média de transmissoes decodificadas com éxito
¢é inversamente proporcional a intensidade da rede, ao fixar uma distancia r entre trans-
missor/receptor testes. Como podemos visualizar nas Figuras 8.4 e 8.5, a maximizagao
do produto Ap,(\) torna-se praticamente constante para um distanciamento a partir de
10 metros entre os dispositivos moéveis. Contudo, em qualquer caso, cada valor do pro-
duto é considerado baixo. Por fim, os limiares de conexao nao causam tanto impacto na

maximizacao da quantidade média de transmissoes bem sucedidas.

8.6 Sintese

Mediante as inequagoes de Chernoff e Markov, neste capitulo foram propostos
limitantes a probabilidade referente as transmissoes bem sucedidas. Aqui, adotou-se o
modelo de conectividade baseado na SIR e SINR e levou-se em consideragdo todos os
parametros os quais ja vinham sido utilizados durante o desenvolvimento deste trabalho:
o desvanecimento do canal, o expoente de perda de percurso, a intensidade da rede, etc.
Em termos numeéricos, foram verificados que os limitantes inferiores sugeridos representam
uma boa aproximagao as referidas expressoes analiticas. Na sequéncia, ao apresentar a
métrica relativa ao throughput da rede, foi comentado, diante do modelo proposto por este
trabalho, da dificuldade de obten¢ao de uma expressao analitica fechada. Finalmente, o
referido capitulo foi finalizado com a investigagao na maximizagao da quantidade média

de transmissoes bem sucedidas em uma dada regiao, em termos de distribui¢oes estaveis.

O estudo de limitantes de desempenho em sistemas de comunicagao é bastante
relevante para permitir uma andlise numérica simplificada por meio de fung¢oes analiti-

cas. Trabalhos recentes tem utilizado resultados de Teoria de Majorizagao (MARSHALL;
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Figura 8.4 — Maximizagao do produto Ap,(\) em escala linear.
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Figura 8.5 — Maximizagdo do produto Ap,(\) em escala logar{tmica.

OLKIN; ARNOLD, 2010) como uma ferramenta auxiliar na obtencao de tais limitan-
tes. Diante dessas consideragoes, vislumbramos resultados significativos, em termos de

limitantes, a métricas de analise de desempenho, tais como o throughput de Shannon.
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Conclusoes e Perspectivas

T \ste capitulo resume os principais resultados obtidos nesta tese, destacando as contri-

1 _J buigoes resultantes da investigacao e também apresentam-se algumas perspectivas

de novas diregoes de pesquisa.

Conclusoes

As redes ad-hoc possibilitam uma excelente flexibilidade de instala¢ao, em especial
para o caso de redes sem-fios em que a infraestrutura é inexistente ou dificil de realizar. As
aplicagoes destes tipos de redes podem ser encontradas em varios de tipos de ambientes,
ou seja, desde aplicagoes simples, tendo como exemplo as redes domésticas e em situagoes
mais complexas, como é o caso dos exercicios militares. A falta de infraestrutura fixa e
qualquer administracao centralizada, basicamente as principais caracteristicas das redes
ad-hoc, complicam a gestdo de certos problemas inerente a comunicacao sem-fio, dos
quais destaca-se a interferéncia. Portanto, este trabalho de tese, dedicou-se quase em sua

totalidade a investigacao de tal fenémeno fisico.

Especificamente, na primeira etapa do trabalho, identificou-se um modelo repre-
sentativo das caracteristicas das redes ah-hoc o qual fosse possivel inserir os efeitos da
interferéncia. Na literatura, alguns modelos tentam simplificar ou, até mesmo, negligen-
ciar os fendmenos da camada fisica. Nesta tese adotou-se um modelo recentemente uti-
lizado nas pesquisas de redes de comunicagao sem-fio, o qual é baseado na Geometria
Estocastica. A partir deste modelo estocastico espacial, as propriedades estatisticas da
rede puderam ser analisadas levando-se em consideragao as posicoes e percursos aleato-
rios dos dispositivos méveis que compoem a referida rede. Além disso, este tipo de modelo

permitiu-se a insercao dos efeitos de propagacgao de radio em grande e pequena escala.

Mediante o contexto de Geometria Estocéastica, modelou-se a interferéncia, em re-
des ad-doc com protocolo de acesso CSMA /CA, a partir de um processo pontual marcado

homogéneo, em que os elementos pertencentes ao processo descreviam as posicoes alea-
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torias dos nos interferentes. Além disso, para capturar os efeitos da propagacao de radio,
adotou-se a distribuicdo Nakagami-m para a modelagem do desvanecimento de pequena
escala do canal de radio e uma funcao de path-loss modificada que permitisse modelar a
lei de decaimento da poténcia de transmissao, a partir de uma transmissao tipica entre
um transmissor e receptor, e que também levasse em consideracao o expoente de perda

de percurso.

Neste paragrafo, listamos as principais motivagoes que nos levou a tomar tais hipé-
teses. No caso da escolha do processo pontual marcado, ele consegue ser mais realista do
que o processo pontual de Poisson, pois consegue captar em forma de marcas ou rotulos,
mais informacoes pertinentes a modelagem da rede. Para o nosso caso, utilizamos apenas
um rotulo referente ao desvanecimento do canal. Por sua vez, adotou-se a distribuicao
Nakagami-m para o desvanecimento do canal, com o propédsito de generalizar os resulta-
dos obtidos para distribuicoes que sao alcancadas: Rayleigh e Rice. Dando continuidade,
para o caso da funcao de path-loss considerou-se uma fungao que evitasse o problema de
singularidade em torno da origem, ou seja, transmissor e receptor podem ficar suficiente-
mente proximos e, mesmo assim, a lei de decaimento da poténcia é garantida. Por fim, é
importante comentar que na literatura, os modelos de redes ad-hoc segundo a Geometria
Estocastica adotam hipdteses menos realistas como a utilizacao de processos pontuais
de Poisson com funcado de path-loss simplificada. Além destes, adota-se a distribuicao

Rayleigh para a modelagem do desvanecimento do canal.

No que se refere a contribuicoes, este trabalho apresentou um nivel teodrico, funda-
mentado basicamente na Teoria da Medida, que respondeu os objetivos propostos em cada
capitulo, cujos resultados, na sua maioria, foram descritos em termos de fungoes especiais.
Além desta, também destacam-se como contribuicoes, os estudos analiticos de modelos
de conectividade baseados na SNR, SIR e SINR, bem como a obtencao de limitantes a
tais métricas e a maximizacao de nimero acesso a rede, levando-se em consideragao duas

situagoes: poténcia de ruido constante e poténcia de ruido exponencialmente distribuida.

Com mais detalhes, para o caso da SNR foram propostos dois modelos de co-
nectividade, o primeiro deles baseado no limiar de conexao e outro referente a area de
cobertura gerada por bolas abertas bidimensionais. Nestes apresentamos resultados equi-
valentes para o numero médio de transmissoes bem sucedidas. Na sequéncia, para os
modelos baseados na SIR e SINR, caracterizou-se a interferéncia mediante a média, a
varidncia e a respectiva transformada de Laplace. Além destas, foram obtidas expressoes
analiticas fechadas para as métricas que descreviam tais modelos, segundo a restrigao de
que o fator de desvanecimento é dado por um ntimero inteiro positivo. Por fim, com o pro-
posito de fornecer resultados equivalentes aos modelos de conectividade baseados na SIR
e SINR, que sejam validos para quaisquer que sejam o valor do fator de desvanecimento,

introduziu-se alguns limitantes inferiores. Foi verificado que tiveram excelentes avaliagoes
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computacionais, uma vez que apresentaram boas aproximacoes das curvas prescritas em

capitulos precedentes.

Finalmente, pode-se afirmar que esta tese atingiu os objetivos globais com uma
quantidade significativa de resultados inovadores a teoria das redes ad-hoc segundo a

Geometria Estocéstica.

Trabalhos futuros

Como perspectivas de estudos futuros, visualizamos nesta mesma linha de pequisa,
a partir dos quantificadores SIR e SINR do sistema, a obtencao de expressoes analiticas
fechadas e/ou expressoes limitantes & métricas que caracterizam a performance de uma
rede sem-fio ad-hoc baseada em femtocélulas e seguindo o modelo de rede celular baseado

no diagrama de Voronoi. A seguir, sao listadas as métricas que serao investigadas:

e interferéncia em redes;

e conectividade sem-fio;

e throughput de Shannon;

e drea de cobertura;

e qualidade de servigo (quality-of-service (QoS) do inglés) e

e transmissao de capacidade.

Em paralelo, pretende-se fazer variacoes de algumas hipoteses levantadas por este
trabalho com o objetivo generalizar além dos resultados desta tese, bem como obter novos
resultados que certamente contribuirdo com o desenvolvimento tedrico/pratico das redes

heterogéneas modeladas por processos pontuais.

Com mais detalhes, planejamos adotar modelos mais gerais de desvanecimento
como, por exemplo, os modelos: a-p, -y e k- Por sua vez, com a proposta de tornar
a rede sem-fio mais realista, propomos aleatoriedade no expoente de perda de percurso e
também nas poténcias de transmissao dos nés interferentes, as quais dependerao da refe-
rida posicao geografica na rede. Diante destas consideragoes, produzem-se naturalmente

outros réotulos ao processo pontual marcado.

Com relacao a caracterizacao da interferéncia via transformada de Laplace, pre-
tendemos abordar os desenvolvimentos algébricos mediante a utilizacdo da funcao especial

H-Fox a qual tem a funcao Meijer-G' com um caso particular.

Agora, em termos praticos intencionamos modelar uma rede WI-FI com protocolo

de acesso CSMA/CA com a proposta de simular tal ambiente e confrontar os resultados
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mediante as métricas de desempenho propostas para validar os modelos analiticos de

conectividade.

Além dessas perspectivas, também vislumbramos pesquisas futuras com a inser¢ao
da Teoria de Majorizagdo nos modelos pontuais segundo a Majorizacio Fstocdstica, cujo
objetivo é proporcionar um método alternativo na obtencao de limitantes as métricas de

desempenho.



183

Referencias

ABDI, A.; KAVEH, M. On the Utility of Gamma PDF in Modeling Shadow Fading (Slow
Fading). In: IEEE 49th Vehicular Technology Conference, VTC ’99. Houston, TX: 1999.
v. 3, p.- 2308 — 2312. Citado na pagina 35.

ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, 1. A. Handbook of Mathematical Functions with For-
mulas, Graphs, and Mathematical Tables. New York: Dover, 1964. Citado 2 vezes nas
paginas 36 e 119.

ANDREWS, J.; BACCELLI, F.; GANTI, R. A Tractable Approach to Coverage and Rate
in Cellular Networks. IEEE Trans. Commun., v. 59, n. 11, p. 3122-3134, November 2011.
Citado 2 vezes nas paginas 25 e 26.

ANDREWS, L. Special Functions for Engineers and Applied Mathematicians. New York:
Macmillan, 1985. Citado 3 vezes nas paginas 36, 190 e 191.

ASH, R.; DOLEANS-DADE, C. Probability and Measure Theory. San Diego: Academic
Press, 2000. Citado na pagina 67.

BACCELLI, F.; BLASZCZYSZYN, B. Stochastic Geometry and Wireless Networks, Vo-
lume I - Theory. NoW Publishers, 2009. 150 p. (Foundations and Trends in Networking
Vol. 3: No 3-4, pp 249-449, v. 1). Disponivel em: <http://hal.inria.fr/inria-00403039>.
Citado 5 vezes nas paginas 25, 40, 74, 107 e 115.

. Stochastic Geometry and Wireless Networks, Volume II - Applications. NoW Pu-
blishers, 2009. 209 p. (Foundations and Trends in Networking: Vol. 4: No 1-2, pp 1-312,
v. 2). Disponivel em: <http://hal.inria.fr/inria-00403040>. Citado 5 vezes nas paginas
25, 27, 112, 113 e 170.

BACCELLI, F.; BLASZCZYSZYN, B.; MUHLETHALER, P. An Aloha Protocol for Mul-
tihop Mobile Wireless Networks. IEEE Trans. Inform. Theory, v. 52, n. 2, p. 421-436,
Feb 2006. Citado 4 vezes nas paginas 57, 113, 117 e 172.

BADDELEY, A.; BARANY, I.; SCHNEIDER, R.; WEIL, W. Stochastic Geometry. Ber-
lin: Springer, 2007. (Lecture Notes in Mathematics). Citado 7 vezes nas paginas 25, 26,
74, 81, 87, 89 e 125.

BASAGNI, S.; CONTI, M.; GIORDANO, S.; STOJMENOVIC, 1. Mobile Ad Hoc Networ-
king. Wiley, 2004. Citado 2 vezes nas paginas 25 e 49.


http://hal.inria.fr/inria-00403039
http://hal.inria.fr/inria-00403040

Referéncias 184

BATEMAN, H. Tables of Integral Transforms. McGraw-Hill, 1954. (Tables of Integral
Transforms: Based, in part, on notes left by Harry Bateman, v. 1). Citado na pagina
194.

BENES, V.; RATAJ, J. Stochastic Geometry: Selected Topics. Springer, 2004. (Stochastic
Geometry: Selected Topics). Citado na pagina 106.

BLASZCZYSZYN, B.; JOVANOVIC, M.; KARRAY, M. K. Mean User Throughput Ver-
sus Traffic Demand in Large Irregular Cellular Networks - A Typical Cell Approach Ex-
plaining Real Field Measurements. CoRR, abs/1307.8409, 2013. Citado 2 vezes nas
paginas 26 e 170.

CARDIERI, P. Modeling Interference in Wireless Ad Hoc Networks. IEEE Commun.
Surveys Tutorials., v. 12, n. 4, p. 551-572, Fourth 2010. Citado 4 vezes nas paginas 41,
56, 59 e 173.

CHENG, J.; TELLAMBURA, C.; BEAULIEU, N. Performance of Digital Linear Modu-
lations on Weibull Slow-Fading Channels. IEEE Transactions on Communications, v. 52,
p. 1265 — 1268, 2004. Citado na pagina 35.

CLARKE, R. H. A Statistical Theory of Mobile-Radio Reception. Bell System Technical
Journal, v. 47, p. 957-1000, 1968. Citado na pagina 35.

COVER, T. M.; THOMAS, J. A. Elements of Information Theory. New Jersey: Wiley,
2006. Citado na pagina 80.

DALEY, D. The Definition of a Multidimensional Generalization of Shot Noise. Journal
of Applied Probab., v. 8, p. 128-135, 1971. Citado na pagina 57.

DALEY, D.; VERE-JONES, D. An Introduction to the Theory of Point Processes: Volume
2: Elementary Theory and Methods. 2nd ed. New York: Springer, 2008. (Probability and
its Applications). Citado 2 vezes nas paginas 74 e 80.

DEBNATH, L.; BHATTA, D. Integral Transforms and Their Applications. 2nd ed. Boca
Raton: Taylor & Francis, 2006. Citado 2 vezes nas paginas 190 e 194.

DHILLON, H.; KOUNTOURIS, M.; ANDREWS, J. Downlink MIMO HetNets: Modeling,
Ordering Results and Performance Analysis. IEEE Trans. Wireless Commun., v. 12, n. 10,
p- 5208-5222, October 2013. Citado na pagina 144.

DUDLEY, R. Real Analysis and Probability. Cambridge: Cambridge University Press,
2002. (Cambridge Studies in Advanced Mathematics). Citado 3 vezes nas paginas 67, 72
e 86.

ELSAWY, H.; HOSSAIN, E.; HAENGGI, M. Stochastic Geometry for Modeling, Analysis,
and Design of Multi-Tier and Cognitive Cellular Wireless Networks: A Survey. IEEE
Commun. Surveys Tutorials., v. 15, n. 3, p. 996-1019, Third 2013. Citado 2 vezes nas
paginas 141 e 171.

FOROUZAN, B. Comunicacio de Dados e Redes de Computadores. Porto Alegre: BO-
OKMAN COMPANHIA ED, 2006. Citado 3 vezes nas paginas 47, 49 e 50.



Referéncias 185

FRODIGH, M.; JOHANSSON, P.; LARSSON, P. Wireless Ad Hoc Networking: The Art
of Networking Without a Network. Ericsson Review, No. 4, p. 248-263, 2000. Citado 3
vezes nas paginas 24, 45 e 47.

GAETAN, C.; GUYON, X. Spatial Statistics and Modeling. New York: Springer, 2009.
(Springer Series in Statistics). Citado na pagina 71.

GANTI, R.; HAENGGI, M. Regularity, Interference, and Capacity of Large Ad
Hoc Networks. In: Fortieth Asilomar Conference on Signals, Systems and Computers,
ACSSC’06.  2006. p. 3-7. Citado na pagina 26.

GANTI, R. K. A Stochastic Geometry Approach to the Interference and Outage Charac-
terization of Large Wireless Networks. Tese (Doutorado) — University of Notre Dame,
2009. Citado na pagina 57.

GELFAND, A.; FUENTES, M.; GUTTORP, P.; DIGGLE, P. Handbook of Spatial Sta-
tistics. Boca Raton, Florida: Taylor & Francis, 2010. (Chapman & Hall/CRC Handbooks
of Modern Statistical Methods). Citado 2 vezes nas paginas 84 e 99.

GOLDSMITH, A. Wireless Communications. Cambridge University Press, 2005. Citado
5 vezes nas paginas 24, 34, 35, 36 e 37.

GRADSHTEYN, 1. S.; RYZHIK, I. M. Table of Integrals, Series, and Products. 7th ed. .:
Elsevier Science, 2010. Citado 6 vezes nas paginas 120, 165, 190, 191, 192 e 193.

HAENGGI, M. Geometry, Connectivity, and Broadcast Transport Capacity of Random
Networks with Fading. In: IEEE Int. Symp. on Inform. Theory (ISIT).  2007. p. 2766—
2770. Citado na pagina 26.

. Stochastic Geometry for Wireless Networks. Cambridge, U.K.: Cambridge Uni-
versity Press, 2013. (Stochastic Geometry for Wireless Networks). Citado 14 vezes nas
paginas 27, 40, 74, 76, 80, 95, 107, 112, 114, 140, 142, 146, 173 e 175.

HAENGGI, M.; ANDREWS, J.; BACCELLI, F.; DOUSSE, O.; FRANCESCHETTI,
M. Stochastic Geometry and Random Graphs for the Analysis and Design of Wireless
Networks. IEEFE J. Select. Areas Commun., v. 27, n. 7, p. 1029-1046, September 2009.
Citado 2 vezes nas paginas 26 e 27.

HAENGGI, M.; GANTI, R. Interference in Large Wireless Networks. Now Publishers,
2009. (Foundations and trends in networking). Citado 2 vezes nas paginas 40 e 115.

HAENGGI, M.; GANTI, R. K. Interference in Large Wireless Networks. Foundations and
Trends in Networking, v. 3, n. 2, p. 127-248, 2008. Available at <http://www.nd.edu/
~mhaenggi/pubs/now.pdf>. Citado na pégina 86.

HARDY, M. Combinatorics of partial derivatives. Electronic Journal of Combinatorics,
2006. Disponivel em: <http://www.combinatorics.org/ojs/index.php/eljc/article/view/
v13ilrl>. Citado na pagina 144.

HAYKIN, S.; MOHER, M. Sistemas Modernos de Comunicagoes Wireless. Porto Alegre:
Bookman, 2008. Citado 3 vezes nas paginas 32, 34 e 35.


http://www.nd.edu/~mhaenggi/pubs/now.pdf
http://www.nd.edu/~mhaenggi/pubs/now.pdf
http://www.combinatorics.org/ojs/index.php/eljc/article/view/v13i1r1
http://www.combinatorics.org/ojs/index.php/eljc/article/view/v13i1r1

Referéncias 186

HEATH, R.; KOUNTOURIS, M. Modeling Heterogeneous Network Interference. In: In-
formation Theory and Applications Workshop (ITA), 2012.  2012. p. 17-22. Citado na
pagina 26.

HEKMAT, R. Ad-hoc Networks: Fundamental Properties and Network Topologies. Sprin-
ger, 2006. Citado 3 vezes nas paginas 24, 47 e 48.

HORN, R.; JOHNSON, C. Matriz Analysis. Cambridge, England: Cambridge University
Press, 1990. Citado na pagina 79.

ILLIAN, J.; PENTTINEN, P.; STOYAN, H.; STOYAN, D. Statistical Analysis and Model-
ling of Spatial Point Patterns. Chichester, England: Wiley, 2008. (Statistics in Practice).
Citado 2 vezes nas paginas 85 e 103.

ILYAS, M. The Handbook of Ad Hoc Wireless Networks. Taylor & Francis, 2002. (Elec-
trical Engineering Handbook). Citado 3 vezes nas paginas 27, 47 e 48.

KEELER, H.; BLASZCZYSZYN, B.; KARRAY, M. K. SINR-Based Coverage Probability
in Cellular Networks under Multiple Connections. CoRR, abs/1301.6491, 2013. Citado
na pagina 117.

KINGMAN, J. F. C. Poisson Process. New York: Oxford Science Publications, 1993.
Citado 2 vezes nas paginas 25 e 56.

KRISHNAN, V. Probability and Random Processes. New Jersey: Wiley, 2006. (Wiley
Survival Guides in Engineering and Science). Citado na pagina 119.

LEE, J.; TEPEDELENLIOGLU, C. Stochastic Ordering of Interference in Large-Scale
Networks. In: 2012 Conference Record of the Forty Sixth Asilomar Conference on Signals,

Systems and Computers (ASILOMAR). Pacific Grove, CA: 2012. p. 1388-1392. Citado
na pagina 40.

LIESHOUT, V.; BADDELEY, A. A Nonparametric Measure of Spatial Interaction in
Point Patterns. Statistica Neerlandica, v. 50, p. 344-361, 1996. Citado na pagina 90.

MARSHALL, A.; OLKIN, I.; ARNOLD, B. Inequalities: Theory of Majorization And Its
Applications. 2nd ed. Springer, 2010. Citado na pagina 178.

MATHAI A.; SAXENA, R. Generalized Hypergeometric Functions with Applications in
Statistics and Physical Sciences. New York: Springer, 1973. (Lecture Notes in Mathema-
tics). Citado na pagina 192.

MATHAI A.; SAXENA, R.; HAUBOLD, H. The H-Function: Theory and Applications.
Springer, 2010. Citado na pagina 148.

MENDELSON, B. Introduction to Topology. 3rd ed. New York: Dover Publication, Inc.,
1990. Citado na pagina 62.

MILLER, S.; CHILDERS, D. Probability and Random Processes: With Applications to
Signal Processing and Communications. .: Elsevier Science, 2004. Citado na pégina 191.

MITZENMACHER, M.; UPFAL, E. Probability and Computing: Randomized Algorithms
and Probabilistic Analysis. New York, NY, USA: Cambridge University Press, 2005. Ci-
tado na pagina 163.



Referéncias 187

MOLCHANOV, 1. Theory of Random Sets. London: Springer, 2005. (Probability and its
Applications). Citado na péagina 74.

MOLLER, J.; WAAGEPETERSEN, R. P. Statistical Inference and Simulation for Spatial
Point Processes. Boca Raton, Florida: Chapman & Hall/CRC, 2004. Citado 5 vezes nas
paginas 75, 81, 85, 101 e 104.

PAPOULIS, A.; PILLAI S. Probability, Random Variables, and Stochastic Processes. 4th
ed. McGraw-Hill, 2002. Citado 3 vezes nas paginas 38, 156 e 175.

PROAKIS, J. Digital Communications. 3rd ed. McGraw-Hill, 1995. Citado na pagina
36.

PRUDNIKOV, A. P.; BRYCHKOV, Y. A.; MARICHEV, O. L. Integrals and Series, Vo-
lume 3: More Special Functions. New York: Gordon and Breach Science Publishers, 1990.
Citado 2 vezes nas paginas 148 e 192.

RAPPAPORT, T. Wireless communications: Principles and Practice.  Prentice Hall
PTR, 1996. (Prentice Hall communications engineering and emerging technologies series).
Citado 5 vezes nas paginas 24, 33, 34, 35 e 54.

SAMORADNITSKY, G.; TAQQU, S. Stable Non-Gaussian Random Processes: Stochastic
Models with Infinite Variance. Taylor & Francis, 1994. (Stochastic Modeling Series).
Citado na péagina 173.

SCHECHTER, E. Handbook of Analysis and Its Foundations. San Diego: Elsevier Science,
1997. Citado na pagina 66.

SCHILLER, J. Mobile Communications. Addison-Wesley, 2000. Citado 2 vezes nas
paginas 50 e 51.

STOYAN, D.; KENDALL, W. S.; MECKE, J. Stochastic Geometry and Its Applications.
2nd ed. Chichester, U.K.: Wiley, 1996. Citado 4 vezes nas paginas 25, 74, 109 e 114.

STREIT, R. Poisson Point Processes: Imaging, Tracking, and Sensing. Springer, 2010.
Citado na péagina 142.

TESCHL, G. Topics in Real and Functional Analysis. University of Vienna: 2013. Dispo-
nivel em: <http://www.mat.univie.ac.at/~gerald/ftp/book-fa/index.html>. Citado na
pagina 118.

VENKATARAMAN, J.; HAENGGI, M.; COLLINS, O. Shot Noise Models for Outage
and Throughput Analyses in Wireless Ad Hoc Networks. In: IEEE Military Commun.
Conf. (MILCOM’06). Washington, DC, USA: 2006. p. 1-7. Citado na pagina 57.

WADE, W. An Introduction to Analysis. Pearson Prentice Hall, 2004. Citado na pagina
157.

WANG, H.; ZHOU, X.; REED, M. C. Analytical Evaluation of Coverage-Oriented Fem-
tocell Network Deployment. CoRR, abs/1305.3356, 2013. Disponivel em: <http://arxiv.
org/abs/1305.3356>. Citado na pagina 116.


http://www.mat.univie.ac.at/~gerald/ftp/book-fa/index.html
http://arxiv.org/abs/1305.3356
http://arxiv.org/abs/1305.3356

Referéncias 188

WEBER, S.; ANDREWS, J. A Stochastic Geometry Approach to Wideband Ad Hoc
Networks with Channel Variations. In: /th International Symposium onModeling and Op-
timization in Mobile, Ad Hoc and Wireless Networks. — 2006. p. 1-6. Citado na pagina
27.

WEBER, S.; ANDREWS, J. G.; JINDAL, N. An Overview of the Transmission Capacity
of Wireless Networks. IFEE Transactions on Communications, Piscataway, NJ, USA,
v. 58, n. 12, p. 3593-3604, dez. 2010. Citado 2 vezes nas paginas 25 e 26.

WEBER, S. P.; ANDREWS, J.; YANG, X.; VECIANA, G. de. Transmission Capacity
of Wireless Ad Hoc Networks With Successive Interference Cancellation. IEEE Trans.
Inform. Theory, v. 53, n. 8, p. 2799-2814, Aug 2007. Citado na pagina 25.

WIN, M.; PINTO, P.; SHEPP, L.. A Mathematical Theory of Network Interference and
Its Applications. Proceedings of the IEEFE, v. 97, n. 2, p. 205-230, Feb 2009. Citado na
pagina 26.

YACOUB, M.; BAUTISTA, J.; GUEDES, L. G. de R. On Higher Order Statistics of the
Nakagami-m Distribution. IEEFE Trans. Veh. Technol., v. 48, n. 3, p. 790-794, maio 1999.
Citado 2 vezes nas paginas 26 e 37.



Apéndices



190

APENDICE

Funcoes Especiais e Transformadas

Integrais

m breve resumo de algumas fungoes especiais e transformadas integrais é dado neste
apéndice. Aqui, apresentamos algumas identidades e propriedades de tais fungoes as

quais sao amplamente utilizadas no texto, bem como alguns resultados das transformadas
de Laplace e de Mellin. Além de tudo, destacamos as seguintes fungoes especiais: Gama,
Gama incompleta, Gama incompleta complementar, Beta e fungdo Meijer-G. Os detalhes

destes assuntos podem ser entrados nas seguintes fontes:

e (ANDREWS, 1985), este ¢ um livro-texto o qual proporciona um bom entendimento

das propriedades basicas de tais fungoes especiais;

e (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2010), este é um livro de férmulas que contém uma
quantidade expressiva de identidades de fungoes especiais. Nesta, destacamos os

resultados referentes a funcao Meijer-G.

e (DEBNATH; BHATTA, 2006), esta referéncia ¢ dedicada ao estudo de transforma-

das integrais, dentre elas as transformadas de Laplace e de Mellin.

A.1 Funcoes Gamma e Beta

A funcao Gama é definida por
['(x) = /OOO e "t dt, x>0 (A.1)
a qual tem a seguinte férmula recursiva
Mz+1)=al(x). (A.2)

Particularmente, se n é um inteiro nao negativo, entdo I'(n + 1) = n!. Como valores
especiais relativos a fun¢do Gama, tem-se: I'(1) =T'(2) =1 e I'(1/2) = /7.
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A partir da definigdo, obtém-se também a seguinte integral (ANDREWS, 1985,
p. 63)
0o 1
/ e " At = —T'(z), >0, s>0, (A.3)
0 ST

a qual aparece em varias partes deste trabalho.

Agora, apresentemos duas fungoes especiais que sao baseadas no conceito da funcao
Gama (ANDREWS, 1985). A primeira delas é fun¢ao Gama incompleta a qual é definida
por

v(a,x) = /gﬁ et tdt, a>0. (A.4)
0

A outra, é denominada de funcdo Gama incompleta complementar cuja definicao é
'(a,x) :/ e et dt (A.5)

Vale a pena mencionar que tais func¢oes aparecem na composicao das CDF’s das variaveis
aleatorias de distribuicdo Gama e Nakagami-m (MILLER; CHILDERS, 2004). A justifi-
cativa do termo complementar nesta ultima definicdo se deve a seguinte igualdade a qual
relaciona as duas fungdes Gama incompleta (ANDREWS, 1985, Eq. (2.41))

['(a,z) =T(a) —v(a,z). (A.6)

Como casos especiais, apresentamos outras importantes identidades envolvendo
a fungdo T'(+,-) (ver (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2010), Eqgs. 3.381-1, 8.352-2 e 8.352-5,

respectivamente):

/ e M dr = p (v, pu), v > 0. (A.7)
0
- n ili'k
I'(n+1,2) =nle ,;oﬁ’ n € Np. (A.8)
[ (s a) de = Trp - —2— |, s>0 (A9)
0 ’ e (a4+1)8|’ ' '
Por sua vez, a funcao Beta é definida por
1
B(z,y) = / 11— £ ldE, @ >0, y > 0. (A.10)
0
e a relacao com a funcao Gama é dada por
['(x) I'(y)
B(z,y) = —2 -\ Al
(@) = P (A1)
Assim, B(zx,y) = B(y, z) e para = y, obtém-se
()2
Bz, 2) = L&) (A.12)

I'(2x)
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Ademais, a funcao Beta também fornece expressoes fechadas para algumas classes de in-
tegrais. Para este trabalho, apontamos a seguinte identidade (GRADSHTEYN; RYZHIK,
2010, Eq. 3.194-3):

oo gkl 1
/0 mdx: @B(%V—M), (A.13)

em que v > p > 0.

A.2 Funcao Meijer-G

A fungdo Meijer-G foi introduzida pelo matematico holandés Cornelis Simon Mei-
jer em 1936 com a intencao de proporcionar um significado ao simbolo ,F, (fungdo hiper-
geométrica generalizada), para o caso p > q + 1 (MATHAIL; SAXENA, 1973). Contudo,
além desta caracteristica, tal funcao inclui a funcao hipergeométrica generalizada com um

caso especial cuja notacao é

al,...,ap
! aa

bi,...,bg

em que, as condi¢oes abaixo devem satisfeitas:

(i) # é um ntmero complexo com x # 0;
(i) 0<m < qge0<n<p,onde m,n,p e qsdo numeros inteiros;
(ili) os pardmetros aj,as,...,a, € by, bs, ..., b, sdo nimeros complexos;

(iv) a;—bj; ¢ N,parai=1,2,...,nej=1,2,...,m.

A fungdo Meijer-G' apresenta um montante significativo de propriedades, porém
para o desenvolvimento utilizou-se basicamente as descritas a seguir ((GRADSHTEYN;
RYZHIK, 2010, Eq. (9.31-5)), (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV, 1990, Eq. 8.2.2-

30), respectivamente):

QAl,.,Qp ai1+r,...,ap+r
oG | =G (A.15)
’ b1,ebg ’ b1+7y s bg T
d ai,...,ap —0,01,...,0p
_ n+1
— | 27G" | 2 =z27'G |2 (A.16)
dz ’ b,....bg bi..bg,l—0

Além destas, destacamos que a funcao Gama incompleta complementar é um caso par-
ticular de uma fun¢ao Meijer-G, pois (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV, 1990,
Eq. (8.416-2))

I'(a,7) = Gy [x

1 ] (A17)

0,a
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Finalmente, apresentamos alguns resultados de integracdo envolvendo a fungao
Meijer-G os quais foram diversas vezes no texto. Eles estao dispostos na referéncia (GRADSH-
TEYN; RYZHIK, 2010) de Equagoes (7.811-3), (7.811-5) e (7.813-1), respectivamente.
Vejamos portanto tais resultados.

Q1,e.esGp

p,q
’ b1,..,bg

o0 al,...,ap,P
/ x P (x— 1) G [aw ] dz =T(0) G la ] (A.18)
1 p—0,b1,...,bg

esta é valida sujeita as seguintes restrigoes:

® p+q<2(m+n);

o Jarg(a)| < [m+n- P24 m

eRe(p—0o—aj)>—-1, j=1,....,m
e Re (o) > 0.

Uma outra integral envolvendo a funcao Meijer-G é

l_pva‘l:"'va‘])

/0 Nz +B)°G" [aa:

em que,

ey —0
AL-p d o Bp m+1n+1
v = G G |ad

(o)

b1,...,bq o—p,b1,...,bq

e p+q<2(m-+n);

o |arg(a)| < {m—i—n—p;q} T,
o |arg(B)| <m;
eRe(p+b,)>0, j=1,...,m;
eRe(p—0o+a;)<l, j=1...,n;
e Re(o) > 0.
Por fim,
/oo p ( 5 )Gmn Q1 yeensCp d 5/}_1Gmn+1 Q| Pa1sap (A 20)
x P exp (—fz ax x = ’ — : :
0 p P b1 b prla 13|,

em que,

® p+q<2(m+n);

o Jarg(a)] < m+n- P20 m

o larg(9)] < 3

eRe(bj—p)>—-1, j=1,....,m.
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A.3 Transformadas integrais
Nesta secao, fornecemos um breve tratamento de dois tipos de transformadas in-
tegrais, a saber: transformada de Laplace e Transformadas de Mellin.

A transformada de Laplace de um ntmero real ou complexo é definida como

ClfWsl = [ e (A.21)

desde que a integral exista. Existe uma grande variedade de propriedades em se tratando
de transformada de Laplace. Contudo, para este trabalho foca-se apenas na propriedade
da transformada de derivada de fungdes de ordem n, a qual é dada por (DEBNATH,;
BHATTA, 2006, Eq. (3.6.6)):

n dn

L[], (A.22)

L[t"f(t);s] = (1)
em que, n € Nj.

Por sua vez, a transformada de Mellin de f(t) é definida como

M[f(t): 5] = / TR, (A.23)

0

E fato que a transformada de Mellin pode ser escrita como uma combinacio de duas

simples transformadas de Laplace mediante a seguinte relacao (BATEMAN, 1954):
MI[f(t);s] =L {f (et);—s} —i-[J[f (e_t);s}. (A.24)

Com este resultado noés finalizamos esta segao.



