UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MICHAEL GANDHI MONTEIRO DOS SANTOS

APLICACOES DO GEOGEBRA NO ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA

FORTALEZA

2013



MICHAEL GANDHI MONTEIRO DOS SANTOS

APLICACOES DO GEOGEBRA NO ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pds-Graduacdo em Matematica
em Rede Nacional, do Departamento de
Matemaética da Universidade Federal do Ceara,
como requisito parcial para obtencdo do Titulo
de Mestre em Matematica. Area de
concentracdo: Ensino de Matematica.

Orientador: Prof. Dr. José Othon Dantas
Lopes.

FORTALEZA

2013



Dados Internacionais de Catalogagio na Publicagio
Univemsidade Federal do Ceard
Biblicteca do Curso de Matemitica

8236a Santos, Michael Gandhi Montziro dos
Aplicagtes do geogebra no ensine da geometria analitica / Michael Gandhi Montzire dos Santos.
-2M3.
86 f.: il color., enc; 31 cm

Dissartagdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento da
Matkemitica, Programa de Pés-Graduagio em Matemitica em Rede Nacional, Fortaleza, 2013,

Area dz Concentragio: Ensino de Matemitica,

Orientagio: Prof. Dr. José Othon Dantas Lopes,

1. Geometria analitica. 2. Maematica — Ensino auxiliado por computador. 1. Titulo,

CDD 3163




MICHAEL GANDHI MONTEIRO DOS SANTOS

APLICAGCOES DO GEOGEBRA NO ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA

Aprovada em: 14 /08 /2013.

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-Graduagdo em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento de Matematica da
Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para a obtengdo do
Titulo de Mestre em Matematica. Area

de concentragdo: Ensino de Matematica.

BANCA EXAMINADORA

L5 it Gy /7U/\/k_/—\

Prof. Dr. José Othon Dantas Lopes (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo

Ul’llV

itn\

/sﬁjlde F(?eral ﬁo Cear4 (UFC)

Dr Luiz Antonio Caetano Monte

Universidade de Fortaleza (UNIFOR)



RESUMO

Este trabalho tem como foco principal mostrar as vantagens do uso de um software de
Geometria Dindmica, chamado Geogebra, no ensino da Geometria Analitica. Inicio fazendo
uma apresentacdo do Geogebra, onde ao longo dos capitulos mostro suas potencialidades e
aplicabilidades na matematica como um todo. O objetivo de falar sobre assunto, esta baseado
nos baixos rendimentos dos alunos em provas aplicadas, de avaliacdo em larga escala, em
nosso pais. Estas avaliacBes revelam que algo deve ser feito em prol da melhoria da
aprendizagem, por isso, diante das constantes mudancas em nossa sociedade e a presenca
macica da tecnologia em nosso cotidiano este estudo fornecer atividades comuns a qualquer
livro didatico, mas, sua resolucdo sera dada através do programa. No referencial teorico, falo
um pouco do surgimento da Geometria Analitica, bem como, da sua importancia para a
matematica e suas tecnologias descritas nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs). No
capitulo dedicado exclusivamente ao programa, faco uma descri¢do detalhada de cada icone
pertencente a barra de ferramentas do software. Encerro o estudo, com diversas atividades
para que professores interessados na utilizagdo do recurso pedagdgico visualizem que com
pouco esforco e dedicacdo, nossos alunos serdo capazes de experimentar, visualizar,

interpretar, abstrair, generalizar e demonstrar.

Palavras-Chave: Ensino de Geometria analitica; Tecnologia; Educacdo Matematica.



ABSTRACT

This work focuses primarily show the advantages of using a Dynamic Geometry software,
called Geogebra, teaching Analytic Geometry. Start by making a presentation Geogebra,
where throughout the chapters show their potential and applicability in mathematics as a
whole. The purpose of talking about it, is based on low-income students' tests applied in
large-scale evaluation in our country. Are evaluations show that something must be done for
the improvement of learning, so in the face of constant changes in our society and the massive
presence of technology in our everyday this study provide activities common to any textbook,
but its resolution is given by the program. In the theoretical framework, speak a little of the
rise of analytic geometry, as well as its importance to mathematics and its technologies
described in the National Curriculum Parameters (PCN). In the chapter dedicated to the
program, do a detailed description of each icon belonging to the toolbar of the software. |
conclude the study with various activities for teachers interested in using the pedagogical
resource view that with little effort and dedication, our students will be able to experiment,

visualize, interpret, abstract, generalize and demonstrate.

KEYWORDS: Teaching of Analytic Geometry; Technology; Mathematics Education.
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APRESENTACAO

O GeoGebra é um software disponivel gratuitamente para utilizacdo ndo comercial,
que permite abordagem de diversos conteidos do ensino fundamental e médio. O dinamismo
de suas construcdes e sua facilidade de manuseio da ao professor uma ferramenta de alto

padrdo metodoldgico.

Suas ferramentas sdo bem tradicionais: pontos, segmentos, retas e se¢fes conicas, ou
seja, ferramentas que existem em qualquer programa de geometria dindmica. Seu diferencial

esta na interacdo entre algebra e geometria que ele permite.

1- OBJETIVO

Nas avaliaces de larga escala, dentre elas 0 SPAECE e SAEB, revelam a grande
dificuldade dos alunos de ensino médio em geometria, pois este campo envolve diversos
contetdos (areas, volumes, perimetro, projec¢des, etc) nas quais o aluno ndo foi instigado ou

estimulado a desenvolver senso espacial e nem trabalhar com materiais concretos.

Diversas vezes este contetido localiza-se no final do livro didatico, logo, esta area é
um pouco esquecida ou vista de forma superficial, prejudicando assim o aprendizado da
maioria dos estudantes. Estd percepcdo € notéria em provas de matematica onde o
desempenho em geometria sdo inferiores aos demais contetdos, como por exemplo, a algebra
(VASCONCELOS; GOMES, 2007).

Segundo Fainguelernt (2012),

“Os recursos computacionais se constituem um instrumental de enorme pontencial:
possibilitam, entre outros, o enriquecimento e a melhoria da qualidade do ensino,
bem como facilitam e tornam prazerosa a aprendizagem” (FAINGUELERNT, 2012,
p.23).

Foi pensando na melhoria da metodologia em sala de aula e principalmente no
impacto motivacional que os computadores e as tecnologias de modo geral provocam nos
alunos, que formulei este material didatico como apoio a professores no que diz respeito ao

GeoGebra com énfase em Geometria Analitica.



Nos proximos capitulos caracterizarei o Software, assim como mostrarei diversas

aplicacdes em atividades que abrangem quase todo o contetdo de Geometria Analitica.

2-METODOLOGIA

- Pesquisa Tedrico-Bibliografica sobre GeoGebra e o Ensino de Geometria Analitica

Plana;

- Sugestdo de aplicacbes do GeoGebra no ensino de Geometria Analitica.

3 - REFERENCIAL TEORICO

Dentre as habilidades citadas nos parametros curriculares nacionais (PCNs, 1999), a
Geometria € importante nos curriculos de Matematica da Educacdo Basica, pois desenvolve
nos estudantes capacidades como compreensdo, espirito de investigacdo, representacdo e
resolucéo de problemas.

Devido ao uso de Algebra e Geometria, é relevante o estudo da Geometria Analitica.
Por isso, apresento atividades envolvendo a Geometria resolvida com a ajuda do Geogebra
para facilitar o seu ensino.

Segundo EVES (2004), a esséncia da Geometria Analitica quando aplicada ao plano

[...] estabelecer uma correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de
numeros reais, viabilizando assim uma correspondéncia entre curvas do plano e
equacdes em duas varidveis, de maneira tal que para cada curva do plano esta
associada uma equacdo bem definida f(x, y) = 0 e para cada equagdo dessas esta
associada uma curva (ou conjunto de pontos) bem definida do plano. (EVES, 2004,
p. 382)

De acordo com EVES (2004), é mais correto concordar com a maioria dos
historiadores que consideram as contribuicdes decisivas feitas no século XVII pelos
matematicos franceses René Descartes e Pierre de Fermat como a origem essencial do

assunto. Descartes publicou em 1637 o Discours de La Méthode pour Bien Conduire sa



Raison et Chercher La Vérité dans les Sciences (Discurso do Método para bem conduzir a
razdo e procurar a Verdade nas Ciéncias), este tratado filosofico continha trés apéndices, onde
o terceiro, La Géometrie, tratava de Geometria Analitica.

Segundo Santos (2008),

Em La Géométrie, apesar de avancar muito em relagdo a matematicos anteriores e
ter aproximadamente cem péginas, Descartes ndo desenvolveu sistematicamente o
método analitico até a forma como conhecemos hoje. Palavras como coordenadas,
abscissas e ordenadas foram utilizadas pela primeira vez, no sentido técnico atual,
por Leibniz (1646-1716), em 1692. (SANTOS, 2008, p. 22)

Ainda sobre este assunto Santos (2008) ressalta que:

[...] a diferenca entre estes estudos e os de Fermat é que Descartes partia de um lugar
geométrico para encontrar sua equacao; Fermat, por sua vez, partia da equagéo e
entdo buscava o lugar geométrico correspondente. E esta reciprocidade que
corresponde ao principio fundamental da Geometria Analitica. (SANTQOS, 2008, p.
23)

A Geometria Analitica, como é hoje, pouco se assemelha as contribui¢es deixadas
por Fermat e Descartes. Inclusive sua marca mais caracteristica, um par de eixos ortogonais,
ndo usada por nenhum deles. Mais, cada um a seu modo, sabiam que a ideia central era
associar equacdes a curvas e superficies. Este aperfeicoamento ao longo dos anos se deu por
diversas descobertas para inovacdo de novas tecnologias nas duas Ultimas décadas do século
XX, onde Castells (2006) destaca as tecnologias da informacdo, da microeletronica, da
computacdo (software e hardware), das telecomunicacdes/radiodifusdo e da optoeletrénica,
com atencao especial para a informética, o computador e a Internet.

Quando nos referimentos as tecnologias ligadas a Matematica, tomamos por base a
informaética e o uso das calculadoras (PCNS, 1999). O impacto desta tecnologia na vida do
individuo exige habilidades e competéncias que vao além do simples lidar com as maquinas.
Sabemos que esta tecnologia surge e se renova rapidamente, assim parte das competéncias
adquiridas por um individuo no inicio de sua vida profissional tornar-se-&o ultrapassadas.

Dentre os entes tecnoldgicos o mais relevante hoje sem duvida é o computador, logo,
o0 grande desafio para o Ensino da Matematica no Ensino Médio é redirecionar 0s
componentes curriculares sob uma perspectiva que favoreca e desenvolva habilidades e
procedimentos no aluno para que 0 mesmo possa se reconhecer e se orientar nesse mundo do

conhecimento em constante movimento.
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Segundo os PCNS (1999),

[...] habilidades como selecionar informac@es, analisar as informacfes obtidas e, a
partir disso, tomar decisdes exigirdo linguagem, procedimentos e formas de pensar
matematicos que devem ser desenvolvidos ao longo do Ensino Médio, bem como a
capacidade de avaliar limites, possibilidades e adequacdo das tecnologias em
diferentes situagBes. (PCNS, 1999, p.252)

Podemos afirmar que, as fun¢Bes da matemaética e a presenca da tecnologia fazem
com que aprender Matematica no Ensino Meédio deve ser mais do que memorizar resultados e
que a aquisicdo do conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber
fazer Matematica e de um saber pensar matematico. (PCNS)

Portanto, podemos melhorar a compreensdo dos conteddos matematicos com o
auxilio de um software como o geogebra, que além das contribuicBes cognitivas e
motivacionais, sua utilizacdo pode favorecer a individualizacdo da aprendizagem e também
desenvolver a autonomia dos educandos. Porém, apenas a ferramenta ndo serd suficiente para
a aprendizagem, os professores devem estar capacitados e dispostos a usa-la. Na maioria das
vezes, inserir esta tecnologia em suas aulas € um desafio para grande parte dos professores,
segundo Penteado (1999):

[...] em geral, o professor enfrenta os desafios impostos pela profissdo e busca criar
alternativas, porém a introducdo do computador na escola altera os padrbes nos
quais ele usualmente desenvolve sua pratica. S&o alteragcbes no &mbito das emocdes,
das relacBes e condicBes de trabalho, da dindmica da aula, da reorganizacdo do
curriculo, entre outras. (PENTEADOQO, 1999, p. 298).

Assim o0s professores devem reestruturar suas concepgdes sobre ensino e
aprendizagem em matematica, para que os alunos desenvolvam capacidades de raciocinio e

resolucdo de problemas, bem como o espirito critico e criativo.
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4 — FERRAMENTAS DO GEOGEBRA

O GeoGebra é um software desenvolvido por Markus Hohenwart, professor da
Universidade de Salzburg, que permite realizar diversas constru¢cbes como: ponto, reta,
segmentos de reta, poligonos, vetores, seccBes conicas, etc. Sua plataforma permite combinar
geometria, &lgebra e calculo. Sua distribuicdo € livre, podendo assim ser encontro em diversos

sites de busca e no endereco: http://www.geogebra.org/

Ao iniciar o software Geogebra (a versdo utilizada ¢ a 4.2), sua interface mostrara a
barra de menus, ferramentas, entrada de comandos, zona algébrica e zona gréfica, como
mostra a figura 1.

% GeoGebra === @
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda ~BARRA DE MENUS
. > ( ) o BARRA DE FERRAMENTAS @e
Sy s
» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo =)
z
ZONA ALGEBRICA ZONA GRAFICA
PR e o
ay
q
3
N
0
4 3 1 s} 1 2 3 4 é ] 7 8 9 10 1
sl
Entrada: ENTRADA DE COMANDOS €3]

Figura 1 : Tela inicial do Geogebra

Na zona grafica, podemos realizar construcbes geométricas utilizando os icones da
barra de ferramenta ou digitando pontos,vetores ou equagOes na entrada de comandos, em
ambas as formas cada objeto tera sua representacdo na zona algébrica.

Na barra de ferramentas temos varios icones que tem a funcdo de mover objetos,
criar pontos, retas, segmentos, vetores no espaco, sec¢des conicas e poligonos. Iniciaremos

agora o esclarecimento dos principais icones desta barra.

] 2

Figura 2 : Barra de Ferramentas do GeoGebra



http://www.geogebra.org/
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O primeiro icone da barra de ferramentas se chama setas, nela consta a ferramenta

Mover, Rotacdo em torno de um ponto e Gravar para a planilha de célculo.

B
[y | Mover

[:-S Rotagdo em Torno de um Ponto
L]

a=12

W

<

W

A

T\?:HIZ:E
L o
W W

)
./ i

AN

A
* AEI-C_

56
f; % Gravar para a Planilha de Calculos

Figura 3 : icone seta

Os icones apresentados sao:

s

pressionando a tecla Delete 12dent-lo.

Mover, selecione este icone para transferir de lugar um objeto ou

*  Rotacdo em torno de um ponto, ao selecionar o ponto que é o centro da

rotacdo, pode-se rotacionar objetos em torno desse centro.

36
24

12 [% Gravar para a planilha de célculo, ao selecionar um objeto e arrasta-lo para
a planilha de célculo, pode-se alterar a construcao.

O segundo icone da barra de ferramentas se chama ponto, nela consta a ferramenta
Novo ponto, Ponto em objeto, Vincular / Desvincular ponto, Intersecdo de dois objetos, ponto

médio ou centro, nimero complexo.
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a=2

—_—

B0

/J

A
. Movo Panto
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N

ABC
3,

A .
o -

r._{’r_fh Ponto em Objeto

Wincular / Desvincular Ponto

Ponto Médio ou Centro

&
><' Intersecio de Dois Objetos
[
L ]
L ]
Z
L

Mumero Complexo

Figura 4 : icone Ponto

Os icones principais apresentados sao:

A
® | Novo Ponto, ao selecionar este icone pode-se clicar em alguma regido da zona

geométrica para criacdo do ponto, ap6s a finalizacdo do procedimento, surge na zona

algébrica as coordenadas do ponto.

>.\/ Intersecdo de dois objetos, ao selecionar este icone o usuario ao clicar em
outros dois objetos 0s pontos de interse¢cdo serdo marcados e suas coordenadas ficardo

disponiveis na zona algébrica.

-
L ]

* | Ponto médio ou centro, ao selecionar este icone e clicar em dois pontos ou
em um segmento de reta, encontraremos seus respectivos pontos médios e se for uma secédo

conica seu centro. As coordenadas destes pontos ficardo disponiveis na zona algébrica.

£

® Numero complexo, ao selecionar este icone e clicar em qualquer lugar da zona

geométrica criard um ponto cujas coordenas na zona algébrica serd da forma z = a + bi.

O terceiro icone da barra de ferramentas se chama reta, nela consta a ferramenta reta
definida por dois pontos, segmento definido por dois pontos, segmento com comprimento
fixo, semirreta definida por dois pontos, caminho poligonal, vetor definido por dois pontos e

vetor a partir de um ponto.
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)
e _/ &

Al o)o)<]

/'/ Reta definida por Dois Pontos

v

]

.
A

/ Segmento definido por Dois Pontos

vl Segmento com Comprimento Fixo

,/'/ Semirreta Definida por Dois Pontos

—
Caminho Poligonal

W

Vetor Definido por Dois Pontos

NURY

Yetor a Partir de um Ponto

Figura 5 : icone reta.

Os icones principais apresentados sao:

"/ Reta definida por dois pontos, ao clicar neste icone pode-se criar uma reta
selecionando dois pontos ja existentes ou criar a reta a partir de novos pontos. As coordenadas

dos pontos e a equacdo geral das retas ficardo disponiveis na zona algébrica.

e

segmento de reta selecionando dois pontos ja existentes ou criar este segmento a partir de

Segmento definido por dois pontos, ao clicar neste icone pode-se criar um

novos pontos. As coordenadas dos pontos e o comprimento do segmento ficardo disponiveis

na zona algébrica.

a_m
® | Segmento com comprimento fixo, ao selecionar este icone marca-se o ponto

de partida e em seguida surge uma caixa de didlogo onde sera digitada o comprimento do

segmento.

Semirreta definida por dois pontos, ao selecionar este icone cria-se uma
semirreta que passa por dois pontos ja existentes ou por pontos novos. As coordenadas dos

pontos e a equacao da semirreta estardo disponiveis na zona algébrica.
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-

comeca e termina em dois pontos ja existentes ou por pontos novos. As coordenadas dos

Vetor definido por dois pontos, ao selecionar este icone cria-se um vetor que

pontos e coordenadas do vetor estardo disponiveis na zona algébrica.

ad Vetor a partir de um ponto, selecionando um ponto e um vetor existente,
cria-se um novo vetor com origem no ponto selecionado e de mesmo mddulo, dire¢do e
sentido do vetor anterior. As coordenadas do ponto e do vetor ficardo disponiveis na zona
algébrica.

O quarto icone da barra de ferramentas se chama reta, nela consta a ferramenta reta
perpendicular, reta paralela, mediatriz, bissetriz, reta tangente, reta polar ou diametral, reta de

regressao linear e lugar geométrico.

.

*l| aBC

7

P
ex

7

W

W

>0,

Feta Perpendicular
Reta Paralela

Mediatriz

—

.),-

.& Bissetriz
O
@

Feta Tangente
Reta Polar ou Diametral

e . -
. Reta de Regressao Linear

-
-

5:.:_ Lugar Geométrico

Figura 6: icone tipos de reta

Os icones principais apresentados séo:

.
—T_ Reta perpendicular, selecionando este icone pode-se determinar uma reta
perpendicular clicando em um ponto e depois em uma reta existente. A equacdo da reta

perpendicular ficara disponivel na zona algébrica.
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"] . , .
Reta paralela, selecionando este icone pode-se determinar uma reta paralela
clicando em um ponto e depois em uma reta existente. A equacdo da reta paralela ficara

disponivel na zona algébrica.
'/v- Mediatriz, selecionando este icone determina-se uma mediatriz quando
clicamos sobre dois pontos existentes, dois pontos de um segmento, semirreta ou reta. A

equacdo da mediatriz ficara disponivel na zona algébrica.

—* | Bissetriz, ao clicar neste icone pode-se criar uma reta que sera bissetriz de um
angulo quando selecionamos trés pontos ja existentes ou duas retas concorrentes. A equacao

da bissetriz ficara disponivel na zona algébrica.

ra Reta tangente, ao clicar neste icone podemos produzir retas tangentes a partir
de um ponto e uma cbnica ou de uma reta e uma conica ja existentes. A equacao da reta

tangente ficara disponivel na zona algébrica.

%
%

! Reta polar ou diametral, selecionando este icone podemos produzir uma reta
polar selecionado um ponto e uma cénica existente, uma reta e uma conica ou um vetor e uma

conica. A equacdo da reta polar ficara disponivel na zona algébrica.

o

icone lugar geométrico para 16dentifica-lo.

Lugar geométrico, para utilizar este icone deve-se selecionar um objeto e no

O quinto icone da barra de ferramentas se chama poligono, nela consta a ferramenta
poligono, poligono regular, poligono rigido e poligono semideformavel.

YRS = [cl[E PN

7 :

"f?\l a=2
e/} —

W

XX

i

A
o AEI-C_

L .

| = Poligono

[ 3

. ® Poligono Regular

[ ]
s, Poligono Rigido

f_‘,a- Poligono Semideformavel

Figura 7: icone poligono
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Os icones principais apresentados sao:

..

a-"\‘ Ve - Ve ~
L Poligono, ao selecionar este icone deve-se marcar pelo menos trés pontos na
zona geomeétrica e por fim clicar no primeiro ponto para fechar o poligono. As coordenadas

dos pontos e a area do poligono estardo disponiveis na zona algébrica.

** | poligono regular, ao selecionar este icone clique em dois pontos existentes ou

L

crie dois novos pontos, apds, surgira uma caixa de didlogo para informar a quantidade de
lados do poligono. A area do poligono e a medida da aresta estard disponivel na zona
algébrica.

Poligono rigido, ao clicar neste icone pode-se produzir um poligono
selecionando todos os Vértices, e por fim clicando novamente no primeiro vértice. O poligono

produzido podera ser movido ou rotacionado mais suas arestas e area continuaram constantes.

Poligono semideformavel, ao clicar neste icone pode-se produzir um
poligono selecionando todos os Vvértices, e por fim clicando novamente no primeiro vértice. O
poligono produzido podera ser alterado movendo seus vértices.

O sexto icone da barra de ferramentas se chama circulo, nela consta a ferramenta
circulo dados centro e um de seus pontos, circulo dados centro e raio, compasso, circulo
definido por trés pontos, semicirculo definido por dois pontos, arco circular dados centro e
dois pontos, arco circular definido por trés pontos, setor circular dados centro e dois pontos e
setor circular definido por trés pontos.
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3

ABC

o)
e/

L
S 6] X

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

2

Circulo dados Centro e Raio
"—' Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arcao Circular dados Centro e Dois Pontos

Setar Circular dados Centro e Dois Pontos

Setor Circular definido por Trés Pontos

[
)
‘(—} Arco Circular definido por Trés Pontos

Figura 8: Icone circulo

Os icones principais apresentados séo:

j Circulo dados centro e um de seus pontos, marcando-se um ponto M e outro

P, marca-se o circulo com centro em M, passando por P.

E Circulo dados centro e raio, marca-se 0 centro M, apds surgir a caixa de

dialogo digita—se a medida para o raio.

I 'l—|

“+= Compasso, selecionando um segmento ou dois pontos, especifica-se o raio.

Depois, basta clicar em um ponto que sera o centro da circunferéncia.

O Circulo definido por trés pontos, marcam-se trés pontos A,B e C , ndo

colineares, traca-se o circulo que passa por eles.

-
* | Semicirculo definido por dois pontos, selecionando dois pontos A e B, traca-

se 0 semicirculo de diametro AB.
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'.1 Arco circular dados centro e dois pontos, selecionando trés pontos A, B e C,

traca-se o arco circular com centro A, comecando no ponto B e terminando no ponto C.

q Arco circular definido por trés pontos, selecione trés pontos ndo colineares

permitindo assim tracar um arco circular.

Q Setor circular dados centro e dois pontos, selecionando trés pontos A, B e C,

traca-se o setor circular com centro A, comec¢ando no ponto B e terminando no ponto C.

q Setor circular definido por trés pontos, selecionando trés pontos nao

colineares, traca-se um setor circular por esses pontos.
O sétimo icone da barra de ferramentas se chama conicas, nela consta a ferramenta

elipse, hipérbole, pardbola e conica definida por cinco pontos.

A I Ol [ AR )
‘ %7 e ) /—;H”—f——; ;;‘7‘ —;I“EJ -; * i) ABC—; _a.i— ‘%7
9 o
e/ Elipse
Hipérbole

I"-Lln c
~-2_| Parabola
H"“—\.\_\_

G Cdnica definida por Cinco Pontos

Figura 9: icone conicas

Os icones principais apresentados séo:

S

e . . , . . o
. Elipse, ao selecione este icone clique em dois pontos da zona geométrica que

serdo os focos e, depois, clique em outro ponto que pertenca a elipse.

&

i

* = Hipérbole, ao selecione este icone clique em dois pontos da zona geométrica
que serdo os focos e, depois, clique em outro ponto que pertenca a hipérbole.

l"-h L ]
—— . . . . o
~. Parabola, ao selecione este icone clique em um ponto da zona geométrica e

em uma reta, a qual serd a diretriz.
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O Conica definida por cinco pontos, ao selecionar este icone clique em cinco
pontos da zona geomeétrica, assim constroi-se a cénica que passa por eles. Quatro deles ndo
podem ser colineares.

O oitavo icone da barra de ferramentas se chama angulo e areas, nela consta a
ferramenta angulo, angulo com amplitude fixa, distncia, comprimento ou perimetro, area,
inclinacdo e criar lista.

D=

a=2

W

<

=i

A
._

Sifclls] XN
,i Angulo

L .
&71¢  Angulo com Amplitude Fixa
-

.
| ABC
— 3,

GITI'.

e

Distancia, Comprimento ou Perimetro

om?

| Area
/ Inclinacio

{1,2} Criar Lista

Figura 10: icone angulo e &rea

Os icones principais apresentados sao:

'4' Angulo, ao selecionar este icone podemos criar: Esta ferramenta criar: um
angulo formando por trés pontos, um angulo entre dois segmentos, um angulo entre duas
retas, um angulo entre dois vetores, todos os angulos de um poligono. Devemos observar a
orientacdo de criagdo do angulo, se no sentido anti-horario, produz angulo internos, caso

contrario produz seus re-plementos.

L
\a ~ - - - ’ - - - -
L Angulo com amplitude fixa, ao selecionar este icone, crie dois pontos e digite
sua amplitude na caixa de didlogo que surge. Sera criado um novo ponto e o angulo entre

estes trés pontos.

-

Distancia, comprimento ou perimetro, ao selecionar este icone podemos

calcular a distancia entre dois pontos, duas retas ou entre um ponto e uma reta, comprimento



21

de um segmento, o perimetro de um poligono e o perimetro de uma circunferéncia ou de uma

elipse.

om?

e Area, ao selecionar este icone pode-se calcular o valor numérico da area de um

poligono, um circulo ou uma elipse.

/ Inclinacio, ao selecionar este icone, clique em uma reta, segmento de reta ou

aresta de um poligono para surgir declividade da reta.

{1,2} .
Criar listar, ao selecionar este icone, arraste ¢ marque um retangulo em torno

dos pontos ou objetos para criar uma lista com as coordenadas de todos os pontos
selecionados.

O nono icone da barra de ferramentas se chama simetria, nela consta a ferramenta
reflexdo em relagdo a uma reta, reflexdo em relacdo a um ponto, reflexdo em relacdo a um
circulo(inversao), rotacdo em torno de um ponto por um angulo, translacdo por um vetor,

homotetia dados centro e razéo.

D cl

a=2

—_—
|

P

ES

v

.
Al

N

x Reflex3o em Relacdo a uma Reta

I-Hh
-
v

(s /| ABL|

. Reflexdo em Relagdo a um Ponto

. Reflexdo em Relacdo a um Circulo (Inversao)
+ Rotacio em Torno de um Ponto por um Angulo
- Translacdo por um Vetor

.; ° Homotetia dados Centro e Razio

Figura 11: icone simetria

Os icones principais apresentados séo:

L ]
x Reflexdo em relagdo a uma reta, ao selecionar este icone, clique no objeto que
pretende — se refletir. Depois, clique numa reta, semi-reta ou segmento de reta para especificar

a reta de reflexao.
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L]
L

* | Reflexdao com relacdo a um ponto, ao selecionar este icone, clique no objeto

que pretende — se refletir. Depois, clique em um ponto para especificar o ponto de reflexao.

\ s

e ~ ~ . . ~ . , .
* “Reflexio em relacido a um circulo (inversio) , ao selecionar este icone, clique
no objeto que pretende — se refletir. Depois, clique no circulo para especificar o circulo de

reflexdo.

L ~ A . 14
*  Rotacio em torno de um ponto por um angulo, ao selecionar este icone,
clique no objeto, clique em um ponto para especificar o centro da rotagdo ¢ quando surgie a

caixa de didlogo insira a medida do angulo da rotagao.

ad Translacido por um vetor, ao selecionar este icone, clique no objeto, clique no

vetor que define a translagao.

** 'Homotetia dados centro e razio, ao selecionar este icone, clique no objeto,
clique em um ponto para especificar o centro. Quando surgir a caixa de dialogo digite o fator
de homotetia (¢ a ampliagao ou a redugao de distancias e areas a partir de um ponto fixo).

O décimo icone da barra de ferramentas consta a ferramenta inserir texto, inserir
imagem, caneta, funcdo a mdo livre, relacdo entre dois objetos, calculadora de probabilidades

e inspetor de funcdes.

L]l t

a=2

v

<

W

)
|

W

PN

T“n-Hc:j
L -
7 7

A
° ABC_

ABC Inserir Texto

~» Inseririmagem

k_./ Caneta

IFV Funcio a M3o Livre

| FRelacdo entre Dois Objetos
A Calculadora de Probabilidades

LE/P Inzpetor de Funches

Figura 12: icone Texto, Imagem e funcdes
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Os icones principais apresentados sao:

ABC
Inserir texto, Ao selecionar este icone, clique na zona geométrica ou em um

ponto para criar um texto.
L. TT

g o . , . . P
“ " Inserir imagem, Ao selecionar este icone, clique na janela de visualiza¢do ou

em ponto para ajustar o canto esquerdo inferior da imagem.

v Caneta, Ao selecionar este icone, escreva na janela de visualizagao.

hy

A
| ~ ~ . . r 4
[ v Funcido a mao livre, Ao seclecionar este icone, desenha uma funcdo ou um

objeto geométrico arrastando-se o mouse.

2=t Relacdo entre dois objetos, Ao selecionar este icone, selecione dois objetos.
A Calculadora de probabilidades, Ao seclecionar este icone, calculo de

probabilidades.

=V . . . ~
/ Inspetor de funcdes, Ao selecionar este icone, selecione uma func¢ao.
O décimo primeiro icone da barra de ferramentas consta a ferramenta controle

deslizante, caixa para exibir/esconder objetos, inserir botdo, inserir campo de entrada.

a=2

AB

LD

<

)

v

Y BN ks

T‘uHc:ﬁ
- L o
o o

)
o /)

£ )N

a=2  Controle Deslizante
“| Caixa para Exibir / Esconder Ohjetos
[oK]  Inserir Botdo

a= Inserir Campo de Entrada

Figura 13: icone visualizagio

Os icones principais apresentados sao:

a=1
Controle deslizante, ao selecionar este icone clique na janela de visualizagdo

para especificar a posi¢do do controle deslizante.
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o] . :
! Caixa para exibir / Esconder objetos, ao selecionar este icone clique na area

de trabalho para criar uma caixa.
[oK

Inserir botao, ao selecionar este icone clique na janela de visualizagdo para

inserir um botao.

a=[1]

Inserir campo de entrada, ao selecionar este icone clique na janela de

visualizag¢do para inserir um campo de texto.
O décimo segundo icone da barra de ferramentas consta a ferramenta mover janela
de visualizacdo, ampliar, reduzir, exibir/esconder objeto, exibir/esconder rétulo, copiar estilo

visual, apagar objeto.

a1

)

s
e/ -

A .
o*| Lo N mec

A1

T“bH(:i
L i
W W

Ampliar

0—:!—» Mover Janela de Visualizacio
&
=8

Reduzir

“ | Exibir | Esconder Objeta
A A Exibir/ Esconder Rétulo

<¥ | Copiar Estilo Visual
/f | Apagar Objeto

Figura 14: icone visualizagio

Os icones principais apresentados séo:

Mover janela de visualiza¢do, ao selecionar este icone arraste a janela de

visualiza¢do ou um eixo.
Ampliar, ao selecionar este icone clique na area de trabalho para amplia-la.

Reduzir, ao selecionar este icone clique na area de trabalho para reduzi-la.
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&

- Exibir / Esconder objetos, ao sclecionar este icone, selecione os objetos e, em

seguida, ative uma ou outra ferramenta.

Exibir / Esconder rétulos, ao selecionar este icone, selecione o objeto para

exibir / esconder o seu rotulo.

Copiar estilo visual, ao selecionar este icone, clique no objeto modelo e, em

seguida, naquele(s) cujo o estilo pretende alterar.

| Apagar objeto, ao selecionar este icone, selecione o objeto para apaga-lo.

5-ATIVIDADES PROPOSTAS

As atividades a seguir seguem gradativamente uma sequéncia com praticamente
todos os conteudos referentes & Geometria Analitica.

1) - Determine o ponto médio entre A=(-4,1) e B=(-2,5).
Teoria:

_T A
Vg

YM

YA

Al N

O XA XM=XN XB=Xp

Seja M o ponto médio do segmento com extremidades A (Xa,Ya) € B (Xg,ys). Como

os tridngulos AMN e ABP, pois possuem os trés angulos congruentes, logo sdo semelhantes.

Assim:
AM AN
AB AP
Sabendo que AB= 2. AM, pois M ¢ ponto médio.Logo,
AM AN
24M 4P

AP = 2.AN , assim temos que,
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Xp —Xg = 2.(Xy — X4)
Xg — Xq4 = 2.(xXy — xp)

xP - xA == ZxM - ZxA)

Xy = % e analogamente y,, = %
Solucéo usual:
O ponto medio tem coordenada (Xm, Ym), onde x,, = % €Vm = yzﬂ
L0go, Xy = =2 = _3 ey, = %5 = 3.

2
Ponto médio: (-3,3)

Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A e B.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Ponto Médio ou Centro".

| A LIS () 5 [Pe . ]
1 e ‘/{ LAl & Ol [l o\ [ A8l 232l <
| v, 7| i v 7 | 7 o) 7| | v
b oJang | a4 de Visualizagdo
- Mova Ponto
&
f.“ Ponto em Objeto
] &5
{' Vincular / Desvincular Ponto

4_
X Intersecio de Dois Objetos

L] Ponto Médio ou Centro 34

.Z Mimero Complexo 5

Na Zona Geométrica ou na Zona Algébrica, clique no ponto A e, em seguida, no ponto
B (pode ser em B e depois em A).

Verifiqgue que aparecera na Zona Geométrica ou na Zona Algébricaa seguinte
solugéo: C = (-3,3).
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¥ Janela de.ilgehra EI ¥ Janela de Visualizagdo
= Ponta g
----- 4 A=(4,1)
..... 3 E=I:-2,5]-
] - B
s C=(3,3) . 51
4_
[
® 37
2_
A
® 14

2) Divida o segmento AB em 5 partes iguais, dados A=(-3,5) e B=(2,-5).
Teoria:

Razdo de secdo

Dados trés pontos colineares A, B e C (com A # B # C), chama-se razdo de sec¢do do

segmento AB pelo ponto C o nimero real r tal que:

r =

O >
=l &l

1° caso : AB ndo é paralelo a Ox e nem a Oy.

>
X

Aplicando o teorema de Tales as transversais AB e A;B; do feixe de paralelas AA,
BB, CC4, temos:
AC AC
ryr ==—= 11 (1)
CB (B,
Aplicando analogamente o Teorema de Tales para as transversais AB e A,B,, do feixe

de paralelas AA;, BB,, CC, temos:
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AC 4,C,
=== 2)

CB (C,B,
Se tivermos A(X1, Y1), B(X2, y2) € C(X2, ¥2), entdo teremos a partir de (1) e (2):
:A—_C:A1C1 :Azcz _X3mX _Y3s— W

CB CBy, (B, x3—x3 Y2—Y3

r

r

2° caso: AB é paralelo a Ox

Neste caso, temos y; = Y, = Y3 e somente podemos escrever:

X3 — X1

r =
Xy — X3

3° caso: AB ¢€ paralelo a Oy

Neste caso, temos X; = X, = X3 € somente podemos escrever.

Y3—W1
Y2—Y3

T =

Coordenadas do ponto divisor
Dados A(x1, Y1), B(X2, y2) e r( r # -1), calculemos as coordenadas (X3, y3) do ponto C

que divide AB na razao r, temos:

X _x1+T.X2 o _y1+r_y2
’ 1+r Y3 1+r
Solugéo usual:
Teremos 5 pontos : A, C, D, E, Fe B.
Coordenadas do ponto divisor (X, ), onde x; = 222 g, = 217792
’ 1+r 1+r
: — XatT1Xp _ YatT1:Yp
Ponto C: x, = T Ve =T
= =-2 =\ 7 (-2
TR $Ye =T 3 C=(23
Ponto D: x,; = 2e2%b g4, — Ya¥T2Jb
1+T2 1+r2
_3+(§).2 5+(£)(_5)
d 2 d 5 ’
1 (E) 1+(§)
: — XatT3Xp _ Yat73.Yp
Ponto E: x, = ey =T
_ Q2

3
=0 eye=%:-l E =(0,-1)
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Ponto F: x; = s _ YatTad
+T4 1+r4_
_ 3+(®)2 _ 5+(4).(=5) _ 1
Xf = —1+(4) le yf = —1+(4) -3 F= (1, 3)

Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A e B.

No 9° icone da barra de ferramentas, escolha "Homotetia dados Centro e Razao".

] o~

R

‘\.
I./

LN

57|

a=12

ABC

¥ Janela de Algebra

¢ Janela de Visualizagac

Reflexio em Relacio a uma Reta

Reflexdo em Relacio a um Ponto

Reflexdo em Relacdo a um Circulo (Inversdo)
Rotacdo em Torno de um Ponto por um ﬁ«ngulo
Translagdo por um Vetor

Homotetia dados Centro e Razio

Clique no ponto A e, em seguida, no ponto B (a ordem aqui é muito importante). Aparecera
uma caixa para digitar a fracdo em que os pontos que dividirdo AB aparecerdo a partir do
ultimo ponto clicado (neste caso foi B). Digite 1/5 e tecle <ENTER>.

Repita o procedimento para 0s proximos pontos. Assim:

- Clique no ponto A e, em seguida, no ponto B. Digite 2/5.

- Clique no ponto A e, em seguida, no ponto B. Digite 3/5.

- Clique no ponto A e, em seguida, no ponto B. Digite 4/5.

Verifique que aparecera na Zona Geométrica a solucdo, que sao os pontos: (1,-3);(0,-1);(-1,1);
(-2,3).

¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Ponto
...... A ‘ 3 5}
...... _‘1 3} o
...... A1 ={0,-1) .,&
...... A'z ={-1,1) X
...... A'S ={-2,3) AIS
...... B=‘2| _5} L ]
2_
I
o2
o
& 4 5 B 2




3) Encontre o ponto de intersecéo entre as retas (r) 3x-2y=7 e (S) 2x+5y=11.

Teoria:

30

Todo ponto de interseccdo de duas retas tem de satisfazer as equacdes de ambas as

retas, portanto, obtemos o ponto comum P(X,, Yo) a duas retas concorrentes resolvendo o

sistema formado pelas suas equagdes:

{(r)al.x + b.y=0c
()a,.x+ by.y =c,

Solucao usual:
{ 3x—=2y=7
2x +5y =11
{Sx —-2y=7 x(5)
2x+5y =11 x(2)

{15x — 10y =35
4x + 10y = 22

19x =57

Xx=3
33-2y=7
2y =2

y=1

Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite as equacOes das retas r e s (para nomear, digite r:3x-2y=7..., ou

entdo, apds digitar a equacdo na caixa de Entrada, clique com o botdo direito e escolha

"renomear" r, porque o default é a)

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersecdo de Dois Objetos". Clique na retar e

em seguida na reta s. Ou entdo, na Zona Geomeétrica, aponte o0 cursor para 0 ponto de

intersecdo e verifique que as duas retas ficardo mais escuras. Clique neste ponto e ele

aparecera.
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A LIS (3 ) é Y .
\ e { a ABC ||| 232
e Ed /./7 — | ) \./7 7L Ny = = ébv
b Jang | de Visualizagao
® Movo Ponto
54
f. A\ Ponto em Objeto
. 5
/ Vincular / Desvincular Ponto

4
X Intersecdo de Dois Objetos

. Ponto Médio ou Centro 3

.Z Nimero Complexo 2

Verifique que aparecera na Zona Geométrica e na Zona Algébrica a seguinte solugéo:

A=(3,1).

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Ponto

L@ A=(3,1)

- Reta 4

@ adx-2y=7

@ p2x+5y=11

4) Determine a equacéao reduzida da reta (s) 2x+y=5.

Teoria:
Dada a equacdo geral dareta s, ax + by + ¢ =0, se b #0, temos: by = -ax — ¢

_(-a —C
v=(3)x+ (5)
— _a — _c 2 .
fazendo m—(;) e q—(;), fica:
y=mx+q
onde m é o coeficiente angular da reta e q € a medida do segmento que s define o eixo Oy,

denominado também de coeficiente linear.

Solucéo usual:
2X+y=5

y=-2X+5

Solugéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite a equacao da reta s.
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Na Zona Algébrica, cliqgue com o botdo direito em cima da equacdo da reta s e escolha

"Equacdo y= ax+b".

A LIRS O, A . :
‘ %7 b | /./7"’#’7 ;,?‘7 | I\.'/7 J« * a7 ABC? _5.17 ‘_}.
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagao
-l Reta G
L)o@ 2y =
Reta a
- 5
Equacdoy=ax+b
Forma Paramétrica
44
Exibir Objeto
An Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro e
Renomear
2
i Apagar
43¢ Propriedades ... 14
0
T T T T T T
-2 1 o 1 2 3 4
-1

Verifique que aparecerd na Zona algébrica a equacao reduzida: s: y=-2x+5.

» Janela de Algebra
= Reta

» Janela de Visualizagido

5]

5

44

3

2

1

o
T T T T T
2 -1 0 2 \ 3

5) Determine a inclinagéo da reta formada pelos pontos A=(0,1) e B=(-3,4).

Teoria:




Projetemos AB sobre os eixos do sistema cartesiano e apliquemos o teorema
da projecéo:
sobre x: A;B; = AB .cos «
sobre y: A,B, = AB .cosf3 = AB. cos (90° - o) = AB.sen
Temos:

A,B, AB.sena

— = — =tg « =m,
AlBl AB .cos x
como A,B, =y, —y,eA1By = x, — xq,logo:
Y2— N1
m==——— CcOmX, #* X1
X2 =X

Solucao usual:

Solucdo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A e B.

33

Na caixa de entrada, digite "reta [A,B]", ou no 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta

definida por Dois Pontos".

[% .A g == P NSIN | ’.. z‘ x | ABC S 0—}0
2 2L 2 il | ol ol || 5

Janela de Algebra . Foka Parsandicalar Na de Visualizacio
-3 { 4
Objetos Livres 1 P e

Objetos Dependentes

Reta Paralela

54
JC Mediatriz
/’ Bissetnz 4]
.
() RetaTangente 3

C\, Reta Polar ou Diametral

Reta de Regress3o Linear

5\ Lugar Geométrico
0
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Na Zona algébrica ou na Zona geométrica, clique no ponto A e, em seguida, no ponto B.

No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Inclinacdo".

pre—

N A . s il :’, NG - . 1
ke 11| o JiEa™ I Sl Il ()G AN | s

Janela de Algebra v)(eAix] |, 4' iy
o Angulo
Objetos Livres * s
Objetos Dependentes .

&°  Angulo com Ampiitude Fixa

“ Distdnda, Comprimento ou Perimetro

"[':ﬂ Area
A

P Indinacio

{12} CrarLista

Verifique que aparecerd na Zona algébrica a seguinte solucdo: a;=-1 e na zona geométrica:

Janela de Algebra  [v)(c)(X] |Janela de Visualizagdo

= Objetos Livres CX)
s A=(0,1)
2 B=(3,4)

- Objetos Dependentes
Jax+y=1
sa, =1

6) Determine a distancia entre os pontos A=(2,4) e B=(6,1).
Teoria

Dados dois pontos distintos A(X1, Y1) e B(Xz2, y2) do plano cartesiano, chama-se
distancia entre eles a medida do segmento de reta AB que tem os dois pontos por

extremidades e que indicaremos por d.



B(xz,¥2)

P
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X

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo ABC, vem: d2 = AC2? + CB2 (1)

Mas, AC = X, — X1 € CB =y, — y; substituindo em (1) fica:

d=1/(x2 — x1)2 + (¥2 — ¥1)?

Solucéo usual:

dap =~ (tp — %)% + OV — Va)?

dAB:\/(6_2)2+(1_4)2

dap = m
dig =V16+9=25=5
Solucdo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A e B.

No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Distancia, Comprimento ou Perimetro".

N A ral K . U 2N o Al 5 o2
Il il W Al 22Ul NS il o /1| oA M o\ [ ABC =22
Janela de Algebra vlcixi . » i A
Angulo
Objetos Livves ci. s

Objetos Dependentes Y N
&\°  Angulo com Ampitude Fixa
>~

o 2 .
Distdnda, Comprimento ou Perimetro

Area

| //" Indlinacio

{1,2} Cnarlista
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Verifique que aparecera a solugéo na zona algébrica e também na Janela de Visualiza¢do: d=5

(distéancia AB = 5).
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Janela de Alpedna v, & x| | Janela do Visusakiacso

' disthacianl = 5

7) Determine a distancia entre o ponto A=(-2,3) e a reta (t) 2x + 3y = -4.
Teoria
Dada areta (r) ax + by + ¢ =0 (1) e P(x1, Y1) um ponto ndo pertencente a essa reta.

Seja I(X, y) o ponto de interseccdo das retas perpendiculares r e s. O quadrado da

distancia do ponto P ao ponto I é:
#?=x—-x)+ @ -y1)* 2

A equacdo da reta s que passa pelo ponto P e € perpendicular ar €:

-y) =2 (x—x1) (3)

Substituindo fica:

2 — __axit+by;+c 2 2 2
#= () @)

axi1+byi+c

4=~z
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Solucéo usual:
ax, + by, +c
Ja? +p?
(2)(=2)+ 3B + 4‘
V22132
—4+9+4
s

d=

9
d= |—‘ =25
V13
Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A e a equacéo da reta t.

No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Distancia, Comprimento ou Perimetro”.

N A r's . .. =1 » o ~ .2
B 1L o™ LiEa™ W AL 2=l Ko )i/ AN gl St &
Janela de Algabra vifcix] |, » e

2 Angulo
Objetos Livres ‘<~o 9
Objetos Dependentes ol .

&2 Angulo com Ampitude Fixa
.

* Distdnda, Comprimento ou Perimetro
Area

B Indinacio

{12} CnarLista

Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique no ponto A e, em seguida, na reta t.
Verifique que aparecera a solugdo na zona algebrica e também na zona geométrica: d=2,5
(distancia At=2.5).

: = | =
Janela de Aigebra (7](&)(%] |Janela de Visualizagao

- Objetos Livres | 8]
2 A=(2,3)
JL2x+3y=4

= Objetos Dependentes | 5

distanciaAt= 2.5

4'4
oﬁ 2
At =25
1
0
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8) Determine a &rea do AABC, em que A=(-1,4), B=(1,0) e C=(3,6).
Teoria:

=

Calculemos a é&rea do triangulo cujos vértices sdo A(Xa, Ya), B(Xg, Ys) € C(Xc, Yc).
Para calcular a &rea do A4ABC, faremos:
Aaasc = % .dac . da,r
(I) Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos

dsc = \/(xb - xc)z + (yb - yc)z
(1) Equacdo geral da reta r

x y 1
xp Yp 11=0
Xe Yo 1

(yb - yc)x + (xc - xb)y + (xbyc - chb): 0

a b c

(111) A distancia do ponto A aretar

axq+byg+c
a*+b?

dAyr:

dA Vb - Yc)Xat+(Xc=Xp)Ya+(XpYc—XcYb)
, =

\/(YD -y +(xp—xc)?

(1V) Area do AABC

1
Aaasc = 3 dsc . da r

Wb -Yc)Xa+(Xc—xp)Ya+(XpYc—XcYp)

J(Yb - Vo) +(xp—xc)?

Aaasc = % . \/(xb —x)%+ (Vp — Yc)? .

1
Aspsc = PR |(yb - yc)xa + (xc - xb)ya + (xbyc - xcyb)l

L |*a Ya 1
AAABC:E- Xp yp 1
Xe Yo 1
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Solucéo usual:

Xg Ya 1
S=s.0% yw 1
Xe Yo 1

1 -1 4 1
S=E.1 0 1
3 6 1

S= % J(-1.0.1) + (4.1.3) + (1.6.1) — (1.0.3) — (1.6.—1) — (1.4.1)]

1
S=5.00+12+6-0+6-4]

1
S = 2.20=10u.a

Solucéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligono”.

DRENEeEEN

2 7 | | . 2l i |

¢ -
|

ABC | _*32 [l o> |

Janela de Algedra ol oen sualizacéo
Objetos Livres -~ OGNS 6]
Objetos Dependentes -t
& Poligono Regular
5-
b4 Poligono Rigido
I,. Poligono Semideformavel 4
o
~_ Caminho Poligonal 3
- . -

Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique nos pontos A, B, C e A (qualquer gque seja o
poligono é sempre necessario voltar ao primeiro ponto para fechar o poligono).
Verifique que aparecera automaticamente a solucao na zona algébrica: Area=10 (pol1=10).

Janela de Algebra  [¥)[a(x EJanela de Visualizacio

- Objetos Livres [ o] (=
J A=(1,4)
28=(1,0)
4 C=(3,6) 3

= Objetos Dependentes
J a=6.32
J b=~447
J c=447
4 polt =10
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9) Verifique se os pontos A=(1,5), B=(3,2) e C=(6,-2) estéo alinhados.
Solucéo usual:

Trés pontos A(X1, Y1), B(X2, ¥2), C(X3, y3) s@o colineares se, e somente se,

Xt y1 1
D = xz yz 1 = 0
x3 ys3 1
12 parte: A, B, C colineares — D=0

Demonstracéo:

Consideremos 0s 3 casos possiveis:

1° caso: dois dos pontos coincidem.
Entdo x; = X3 e y1 = y3 logo, D = 0, pois teriamos 12 e 32 linhas iguais.

2° caso: 0s trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos.
Entdo y; =y, = y3 logo, D =0, pois teriamos 22 e 32 colunas proporcionais.

3° caso: os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta ndo paralela a Ox nem a Oy.
Sejar arazdo em que C divide AB (r#-1). Temos:

X3 — X1 _ Y3 — V1

X2 =Xz Y2—U)3

(x3 = x1). (Y2 —y3) = (%2 = x3). (¥y3 — ¥1)
x3(y1 —¥2) — ¥3(1 — x3) + (x1¥, — x51) =0

r =

D

D=o
28 parte: D=0 — A, B, Ccolineares

D=0

x3(y1 —¥2) — ¥3(01 — x3) + (0¥, — xy1) =0
(x3 —x1)-(¥2 —y3) = (%2 = x3). (y3 — 1) (H)

Consideremos 0s 3 casos possiveis:
1°caso: Xo — X3 =0 — Xp= X3
de (H), temos (x5 — x;).(y, — y3) = 0 entdo,
i) x3 —x; = 0 entdo x3 = x, = x4 logo, A, B, C pertencem a mesma reta paralela a Oy, isto
é, A, B, C sédo colineares.
i) y, —y3 = 0 entdo y, = y3 logo, B = C existe uma reta contendo B=C e A, isto é, A, B,
C séo colineares.
iii) x3—x; =0 ey, —y; =0entdoB =C e A, B, C pertencem a mesma reta paralela a

Oy, isto é, A, B, C sdo colineares.
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20caso:yz3—y1=0—y3=y;
de (H), temos (x5 — x;).(y, — y3) = 0 entdo,
i) x3 —x; = 0 entdo x5 = x, logo, A = C existe uma reta contendo A=CeB,istoé, A, B, C
séo colineares.
i) y, —y3 = 0entao y, = y; = y; logo, A, B, C pertencem a mesma reta paralela a Ox,
isto é, A, B, C sdo colineares.
iii) x3—x;=0ey,—y; =0entioA=C e A, B, C pertencem & mesma reta paralela a
Ox, isto &, A, B, C séo colineares.
3°caso: Xo—X3#0ey3—y1#0
de (H) temos (x3 — x1). (¥, —y3) #010go, (x3 —x1) # 0e (y, —y3) # 0
ainda de (H),
(x3 — x1). (¥2 — ¥3) = (xz — x3). (y3 — y1) vem:

X3 — X -
(1)(3 1):(3’3 Y1) £ _
(X2 —x3)  (y2—y3)
Chamemos de r a estes dois quocientes iguais e consideremos o ponto C'(Xs, Y4) que divide

1

AB narazdo r. Logo temos,

(x4 — x1) _ (Ya—y1)

(2) (2 — x4) B (Y2 = Y4)

comparando (1) e (2), temos:

(x4_x1)=r= (x3 — x1) e (3’4_3’1)= _ (¥s—y1)
(2 — x4) (x2 — x3) (¥2 —Ya) (y2—y3)

Ou seja, X3 = X4 € Y3 = Y4, logo C=C’, entdo A, B, C sao colineares.

r

Solucéo usual:

1 5 1
D=3 2 1|=(1.2.1)+(5.1.6)+(3.-2.1)-(6.2.1)-(3.5.1)-(-2.1.1) = 2+30-6-12-15+2 = 1 .
6 —2 1

Logo D # 0, entdo os pontos A,B e C ndo sdo colineares.

Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligono”.
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Janela de Algebra . Pokioono
. J
Objetos Livres i 0
Objetos Dependentes pe
-

7z Poligono Regular

.
b N Poligono Rigido

I,. Poligono Semideformavel

o«
>_ Caminho Poligonal
o *

ABC | _*32

—
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Na zona algébrica ou na zona geomeétrica, clique no ponto A, B, C e A novamente.

Verifique que, na zona algébrica, aparece uma area diferente de zero, 0 que mostra que 0s

pontos néo estédo alinhados (pol1=0.5).

Ha Oe Ngebra * /o x] | Jancda de Visuabracho
Cojetos Livres a:

J A=(1,5)

s B-03.2

s C=16,.2) s} A
Cejetos Depondentes

Ja~h

Jb=048 4}

Jc=351
4 polt =05

10) Dado AABC, em que A=(-3,1), B=(1,6) e C=(4,-2), determine a altura relativa ao

vértice A.
Teoria
Equacdo da reta e distancia entre um ponto e uma reta.

Solucéo usual:

Equacdo da reta BC:
x y 1
1 6 1|1=0
4 -2 1

6X +4y -2 -24 +2x -y =0

8x + 3y -26 = 0 ( Equacdo da reta BC)

Calculando a distancia do ponto A(-3,1) a reta BC:

d =

®)(=3)+B3)@) - 26‘



—24+3—-126 —47
|| =55

V64 +9
Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.
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No 3° icone da barra de ferramentas, escolha "Segmento definido por Dois Pontos™ e clique

em B e, em seguida, em C, ou digite "segmento [B,C]" na caixa de Entrada.

R =R ENEEE

)

Janela de ~J'}e” ade v»suamagao
R fin f Pont:
Objetos Liwes, / eta definida por Dois Pontos o]
Objetos Deped
./' Segmento definido por Dois Pontos
5<
°®  segmento com Comprimento Fixo
/ Semirreta Definida por Dois Pontos B
7 Vetor Definido por Dois Pontos B
-~
" Vetora Partir de um Ponto g

No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Distancia, Comprimento ou Perimetro".

I AL A~ & el Gy EY 20\ [lascifl o=z
Q\. 1 | L o ¥ g 3 ,,—".: { . ."“ k:/)'.‘ \?_,f‘: 4‘ - ;VIAB"_:: —0— ‘%’
Janela de Algabra v (e x] |, Yoot
f 0
Objetos Livres o7

Objetos Dependentes . "
&2 Angulo com Ampitude Fixa
.

om

* Distdnda, Comprimento ou Perimetro

.
‘B Area
/ Indinacio

{1,2} CrarLista

Clique no ponto A e, em seguida, no segmento BC.

Verifique que aparecerd a solugdo na zona algébrica e também na zona algébrica: d

(distancia Aa=5.5).

Janela de Algebra » [ |Janeta de Visualizagdo

= Qbjelos Livres L) B8
JA=(30)
J B=(1,6)
2 C=(4,.2) s |
= Objetos Dependentes
J a=854
destinclaAa = 5.5 “
3
2 854
Aal= 55
A 1
.
0
4 3 2 1 0 1 T2 3\\ )
1

5,5
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11) Dados os pontos A=(-1,3), B=(2,1) e C=(-1,-2), determine a equacao geral da reta s
que passa por C e é paralela a reta AB.
Teoria

“Duas retas r e s, ndo verticais, sdo paralelas entre si se, e somente se, seus

coeficientes angulares sdo iguais.”

v d . v
r\ .
- o ﬂ'r
- D N
© x 0 ~ N

r/'s <> O = O <> tg o = tg O <> my = My
Equacao de uma reta passando por P(Xo, Yo)

v s r

1

Q=

P (xs, v1)

ol / x

Seja P(Xo, Yo) um ponto conhecido. Se quisermos obter a equacdo de y uma reta que,
entre outras propriedades, tem a propriedade de passar por P, podem ocorrer dois casos:
1° caso: essa reta r ndo é perpendicular ao eixo dos X, portanto, existe o coeficiente angular de
r que é:
Y~ Yo
X — Xp

m =

onde (X, y) representa um ponto geneérico de Q, pertencente a reta. Logo,
y-Yo=m(x-xo) (1)
2° caso: a reta s é perpendicular ao eixo X, portanto sua equacao é:

X = Xo (2)
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Solucéo usual:
_1-3 -2
MaE =TT 3

. . -2
A reta s tem mesmo coeficiente angular da reta AB, logo m =5

y—(-2)= = (x - (-1))
3y +6 = -2x -2
2x +3y = -8 (Equacdo da reta s)
Solugéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.
No 3° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta definida por Dois Pontos”, ou digite

"reta[A,B]" na caixa de entrada.

[
|

% 1 oA WU D2l QU Ll N8 222 3>
L 9L % L i || I gl L )l ol
Janela de Algebrs a de Visualizacdo

/ Reta definida por Dois Pontos

Objetos Livres 6]
Objetos Depet
/ Segmento definido por Dois Pontos
5<
& * segmento com Comprimento Fixo
o~ Semireta Definida por Dois Pontos B
(’ Vetor Definido por Dois Pontos i
a
- Vetor 3 Partir de um Ponto >
No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta Paralela".
A ’ * ol | f . ] . | au2
k‘ ° L/ " "".'Qi'\'-/ ‘[‘ o\ I[lABCil 2zl | «3» |
1§ .“1 L 7 ) It 118 il i1k 7L 2L oL i 2
Janela de Algebra . Na de Visualizagio
P
Objetos Livres _\~ RetaPerpendicular o]
Objetos Dependentes | |
—_— RetaParalela
5.
/' Mediatniz
‘{' Bissetnz 4]
.
‘{17 Reta Tangente 3
5 (_\/ Reta Polar ou Diametral i
.b
¥ Reta de Regress3o Linear ;
& Lugar Geométrico
o

Clique na reta AB e, em seguida, no ponto C.

Na zona algébrica, verifique a resposta: s: 2x+3y =- 8
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» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagio

= Ponto
@ A=(1,3)

@ a2+ 3y =T
@ D2x+3y=8

12) Dado o ponto P=(3,2) e a reta (r) 3x + 6y = 1, encontre a equacéo reduzida da reta t
que passa por P e é perpendicular ar.
Teoria
Duas retas r e s, ndo verticais, sdo perpendiculares entre si se, e somente se, 0 produto
de seus coeficientes angulares é -1.
rJ_ somy.mg=-1
Demonstracéo:

rJ_ s—>my.mg=-1

bl
—
[
-

vy

Temosquea2=a1+§0ua1=a2+§
Como o angulo externo é igual a soma dos internos ndo adjacentes, entao:
T
tg oz =tg (a1 +7)

tg o, = cotg (-0)

tgaz:-tga’l

tgoy . tgay=-1

my.mg=-1



mr.mS:-1—>rJ_s

isto é, m; # mg portanto as retas s e r sdo concorrentes e formam um angulo 6 tal que,

a1=oay+0 1)
Comom,=— L
mg
__ 1
tg o1 = r—

tg a3 = - cotg ap
tg o =g (02 +3)
oy = oy + g @)
Comparando (1) e (2) : 0 = g el
Solucéo usual:
3x+6y=1
6y =-3x+1
y= _71x + % (equacdo reduzida da reta r)
Como aretat € perpendicular reta r temos: m,. m; = -1, logo my= 2,
y—-2=2(x-3)
y-2=2x-6
y = 2x — 4 (Equacéo reduzida da reta t)
Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite o Ponto P e a equacgéo da reta r.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta Perpendicular”.
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Janela de Algebra .

Objetos Livres —

Objetos Dependentes

Reta Perpendicular

Reta Paralela

Mediatriz

Bissetnz

Reta Tangente

Reta Polar ou Diametral

\ _ olllaaclll ooz
I[N s

Na de Visualizacio

Reta de Regressdo Linear

Lugar Geométrico

Clique no ponto P e, em seguida, naretar.

Na zona algébrica, cligue com o botdo direito na equagédo da reta t ou
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clique em cima da reta e escolha: "Equagdo y=ax+b".

Na zona algébrica, verifique que aparecera a resposta: t: y = 2x - 4.

anela do Algetea  [)idi{x

Janela do Viscalizagso

na zona geomeétrica,

Objetos Lives o: /’
JP=1320 /
J3xey=1 t /

Obios Dependentes
JLy=2x.-4

)
4
3 /
L ' =y
e 4
\\- /
~— /
\\~ /
<%
Tr
a 3 2 ot 0~ 2 ) Ta s "o
N
‘4
NG
/ R

13) Determine o angulo agudo formado pelas retas (r) 7x+2y=7 e (t) 2x-7y=5.

Teoria 1

Duas retas r e s, ndo verticais, sdo perpendiculares entre si se, e somente se, 0 produto

de seus coeficientes angulares € -1.

Solucéo usual: Como podemos observar m;.m; = -1, entdo:

m;. my;=-1,logo 8 = -

(r)y:;x+§ e (S)y:§x—§

T
2
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Solugéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite as equacdes das retasr e s.

No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Angulo".

pr—

N Allll 1 ¢ syl s - C||_a=2

Janela de Algabra vicix] |, e o
2 Angulo
Objetos Livres 4. o
Objetos Dependentes .

&1°  Angulo com Ampitude Fixa

Distinda, Comprimento ou Perimetro
ol ¥

[ﬂ Area

/ Indinagio

{12} Cnarlista

Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique na reta r e, em seguida, na reta s.

Verifique que o Geogebra da o angulo obtuso. Tirando 270° de 360°, obtemos a solugdo: 90°.

Janela de Algebea » (= iJanu!a de Visuakracao
Objetos Livtes
I Txe2y~7
JU2x.-Ty=5
- Objetos Dependentes
J a=270°

Teoria 2 — angulo entre retas
Dadas duas retas (r) aix + byy + ¢1 = 0 e () ax + byy + C, = 0, vamos calcular os
angulos que elas determinam.
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Quando duas retas sdo concorrentes, elas determinam quatro angulos, dois a dois
opostos pelos Vértices (congruentes).

E evidente que 0; e 6, sdo suplementares, portanto, quem conhece a medida de um
deles, automaticamente tem a medida do outro.

Também é evidente que tg 0, e tg 6, sdo simétricas, isto €, tg 6; = -tg 0,.

Calculemos 61 angulo agudo formado por r e s:

1° caso: uma das retas é vertical.

v* s r v A
/

0:
Ol
- [
ol / . )
T
61: E_ aq
s
tg@lztg(%— ay) tgby = tg (a1 — 3)

tg 0, = cotg a, tgf, = —cotgay

tg91=i t891=—m—r

my
Ou seja, tg 8, = |mir|

2° caso: nenhuma das retas é vertical.

¥ ¥

01
y g

/ x

. Oy




0,=0a,— ay

tg6, = tg (ay; — aq)

0= a;— a

tgb, = tg (a; — ay)

tg 0, = g xX;—tg %, tg 0, = g X1—tg X,
1+ tg <,.tg <4 1+ tg «,.tg <4
_ mg—my _ _ mg—my
tg 0, = 1+ mgm, tg by = 1+ memy
Portanto, em qualquer situacéo, temos:
_ | mMs—my
tg by = 1+ mgm,
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14) Determine a medida da mediana do AABC, em que A=(-3,-2), B=(1,6) e C=(4,-2), em

relacdo ao vértice C.

Teoria

Entende-se por mediana de um A4BC, com sendo o segmento de reta que um dos

veértices dos triangulo, ao ponto médio do lado oposto.

Como qualquer tridngulo possui trés vértices ( A, B ou C) , infere-se dai , que um

tridngulo qualquer possui certamente trés medianas. Estas medianas encontram-se num unico

ponto, denominado baricentro ou centro de gravidade do triangulo.

Solucéo usual:

—3+1 -2+6 _

Seja M o ponto médio de AB, logo suas coordenadas sdo: X,,, = —=—leY, = —

A medida da mediana sera a distancia entre M e C, entdo,

dey = (=1 —4)2 + (2 + 2)2

dey =+/(=5)2 + (4)2 =25 + 16 =41 = 6,4

Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

2

Sabendo a definicdo de mediana, ndo é necessario desenhar o tridngulo para dar a resposta.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Ponto Médio ou Centro".
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Janela d¢

ABC

a=2 |
B
3

>(H(x] |Janeta de Visualizagdo

A Now
Objeta @ ovo ponto o]
Objeto _~,
[¢#>  Ponto em Objeto
| -
X Interse¢do de Dols Objetos
° . 4
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Clique no ponto A e, em seguida, no ponto B. Verifique que aparecerd o ponto médio D.
No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Distancia, Comprimento ou Perimetro".
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Clique no ponto C e, em seguida, no ponto D.
Verifique que aparecera a solugdo na zona algébrica e também na zona geométrica: d=6,4
(distancia CD=6.4).
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15) Dado AABC, em que A=(3,2), B=(-3,0) e C=(1,4), determine a equacao reduzida da
mediatriz t do lado AB.
Teoria

A mediatriz € uma reta perpendicular a um segmento passando por seu ponto medio.

Solucéo usual:

Seja M o ponto medio de AB, logo suas coordenadas sao: X,, = 3;—3 =0eVY, = ? =1
Coeficiente angular da reta AB: myp = % = :—Z = §

A mediatriz é uma reta perpendicular ao segmento AB passando por seu ponto médio.
Logo, seu coeficiente angular serd m; = -3.
y—-1=-3.(x-0)
y = -3x +1 (Equacao reduzida da mediatriz)
Solucdo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.
No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligono™.

DB %Y = s HNEIED
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Na zona geométrica ou na zona algébrica, clique no ponto A, B, C e A novamente.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Ponto Médio ou Centro".
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Na zona geométrica ou na zona algébrica, clique no ponto A e, em seguida, no ponto B.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta Perpendicular”.
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Na zona geométrica ou na zona algébrica, clique no segmento AB e, em seguida, no ponto D.

Clique na equacéo da reta t na zona algébrica ou na zona geométrica com o botdo direito.

Na zona algébrica, verifique a resposta: t: y=-3x+1.

Janeia de Algebea (v)(=1(%] [Janeta de Visualizago
= Objetos Livres
J A=(3,2)
4 B=(-3,0)
s C=(1,4)
= Objetos Dependentes
2 D=(0,1)
J a=566
J b=2283
J ¢=6.32
J polt=8
JLy=3x+1

16) Determine o baricentro do AABC, em que A=(-3,6), B=(-3,-4) e C=(3,4).

Teoria

Dado o tridngulo AABC cujos Vértices sdo A(X1, y1), B(x2, ¥2) e C(Xs,ys). O baricentro

G é a interseccdo das medianas do triangulo. Tomando um tridngulo ABC e construindo as

medianas AM e BN, formamos os triangulos ABG e MNG que s&o semelhantes, portanto:



isto é, G divide a mediana AM na razio 2. Aplicando a férmula do ponto divisor, temos:

X, + x
_xA+2xM_x1+2%_x1+x2+x3
T 1+2 3 B 3

+23’2+3’3
=3’A+ZJ’M=y1 2 =3’1+3’2+3’3
G 142 3 3
G(x1+xz+x3 3’1+3’2+3’3)
3 ’ 3

Solucéo usual:

G<x1+x2+x3 }’1+)’2+3’3)
3 ’ 3
—3-3+3 6-4+4

G( R ):(—1,2)

Solucdo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Ponto Médio ou Centro".
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Na zona algébrica ou na zona geométrica, cliqgue no ponto A e, em seguida, no ponto B.

Verifique que aparecera o ponto médio D.
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Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique no ponto A e, em seguida, no ponto C.
Verifique que aparecera o ponto médio E.
No 3° icone da barra de ferramentas, escolha "Segmento definido por Dois Pontos™ e clique

em C e D, ou digite "segmento [C,D]" na caixa de entrada.

(Y == BV o) (s | P N I e

Janela de Algebri | o~ Rata définida pos Dois Portos a de Visualizacao
¥ | .

Objetos Livres! P 6]
Objetos Deper
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[3
& Segmento com Comprimento Fixo
/ Semirreta Definida por Dois Pontos 4
/ Vetor Definido por Dois Pontos Ed

/
" Vetor a Partir de um Ponto

2>

No 3° icone da barra de ferramentas, escolha "Segmento definido por Dois Pontos" e clique
em B e E, ou digite "segmento [B,E]" na caixa de entrada.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersecdo de Dois Objetos”. Clique no
segmento CD e no segmento BE. Ou entdo, na zona geométrica, aponte o cursor para o ponto
de intersecéo e verifique que os dois segmentos ficardo mais escuros. Clique neste ponto e ele

aparecera.

N ilelo 4" X‘fj}sc':_'iv @

= |
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Verifique que aparecera na zona algébrica e na zona geométrica a seguinte solucdo: F=(-1,2).
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OBS.: Sabendo a definicdo de baricentro, ndo € necessario desenhar o triangulo para dar a
resposta. Basta acharmos os pontos médios de dois lados, tragarmos dois segmentos unindo
um Vvértice ao ponto médio do lado oposto (mediana) e acharmos a interse¢do (com apenas

duas medianas).

17) Determine o circuncentro do AABC, em que A=(3,2), B=(-3,0) e C=(1,4).
Teoria:
Circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo) é um ponto P

equidistante dos trés vértices.

1) dpa = dpp
Py {2) dpp = dpc

Solucéo usual:
Seja P=(x,y) o circuncentro, logo PA = PB = PC.
) (x=3)>+(y—2)>=(x+3¢+(y-0)
X2-6X+9+Yy2-4y+4 =x2+6X +9 +y?
-12x -4y =-4
3x-y=-1(1)



1) (x +3)2+ (y - 0)2= (x - 1)? +(y — 4)?
X2+6X +9 +y2 = x2-2x +1 +y?- 8y + 16
8x+8y=8
x+y=1(1)
Somando | e Il fica:

Logo,0+y=1,entdoy=1.
Logo, P =(0, 1)

Solucéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Mediatriz".
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Na zona algébrica ou na zona geomeétrica, clique no ponto A e, em seguida, no ponto B.

Repita o procedimento anterior para os pontos A e C.
No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersegéo de Dois Objetos".
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Clique nas duas mediatrizes.

Verifique que o circuncentro é o ponto D(0,1).

18) Determine o incentro do AABC, em que A=(51), B=(3,7) e C=(-2,3).
Teoria:

Chamamos de Incentro o encontro das bissetrizes internas de um triangulo.

Dada duas retas concorrentes (r) a;x + by +c1=0¢e (s) apx + by + ¢, =0
A reta r divide o plano em dois semi-planos nos quais o trindbmio E; = a;x + byy + ¢; assume
valores numéricos de sinais contrarios, excluidos os pontos de r. Analogamente, a reta s
divide o plano em dois semi-planos nos quais o trinbmio E, = ayX + byy + ¢, assume valores
de sinais contrarios, excluidos os pontos de s.

Admitamos, para raciocinar, que a distribuicdo de sinais seja a da figura.

v

T
X

Verificamos que sempre r e s determinam dois angulos opostos pelo Vértice
(assinalados na figura) onde E; e E, assumem valores numéricos de mesmo sinal e
determinam dois outros angulos opostos pelo vértice onde E; e E; assumem sinais contrarios.

Temos entéo:
1°) Se P(x,y) € t; entéo dpr = dps, isto é:

E,(P)
vai + b

E;(P)
Va3 + b3




Sendo E;(P) . Ex(P) >0
ax+biy+c  ax+by+c

Jai + b? Jas + b2

que é a equacdo da reta t,.

2°) Se P(x,y) € t; entdo dp; = dps, isto é:
E,(P)
vai + b

E;(P)
Va3 + b3

Sendo E1(P) . Ex(P) <0
ax+biy+tc  ax+by+c
Va2 + b? Jas + b?

Logo, as equacdes das bissetrizes sao:

que é a equacdo da reta t;.

a1x+b1y+c1+a2x+b2y+c2

Jai+bp? JaZ+b?

=0

Solucéo usual:
Equacdo das retas AB, BC e AC.

x y 1
-RetaAB:|5 1 1|=3x+y-16
3 7 1
x y 1
-RetaBC: |3 7 1|=4x-5y+23
-2 3 1
x y 1
-RetaAC: |5 1 1|=2x+7y-17
-2 3 1

Chamando as coordenadas do Incentro de (Xo,Yo) entao,
A bissetriz interna por A: (3v53 + 2v10)x + (V53 + 7v10)y = 17vV10 + 16V53
A bissetriz interna por B: (3v41 + 4v10)x + (V41 — 5V10)y = 16v41 — 2310

ogo, {(3@ +2v10)x + (V53 + 7V10)y = 1710 + 1653

(3v41 + 4v10)x + (V41 — 5v10)y = 16v41 — 23v10
Entso, | = (2.06, 3.82)

Solugéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligono™.
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Na zona algébrica ou na zona geomeétrica, clique no ponto A, B, C e A novamente.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Bissetriz".
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Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique nos lados AB e AC.
Na zona algébrica ou na zona geométrica, clique nos lados AC e BC.
No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersecédo de Dois Objetos". Clique na bissetriz

do vértice A e na bissetriz do vértice C.
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Verifique que o incentro é o ponto D(2.06, 3.82).
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19) Determine o ortocentro do AABC, em que A=(1,3), B=(-1,2) e C=(0,-3).
Teoria:
Chamamos de Ortocentro o encontro das alturas de um triangulo.
Solucéo usual:
hec=x-5y+14=0;hac=x+6y-11=0;hag=2x+y+3=0;
Ponto de intersecdo de hgc € hac

X-5y+14=x+6y-11

-5y -6y =-11-14
-11y = -25
y=2 =227
Substituindo em hgc fica: X — 5(%) +14=0
11x — 125+ 154 =0
11x =-29
X === = 2,64

Verificando se as coordenadas pertencem a hag:
2(Z2)+2+3
—-58 25
ETIRETI
-33
T +3
-3+3=0

+3
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Solucéo no GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite os pontos A, B e C.

No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligono™.
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Na zona geométrica ou na zona algébrica, clique no ponto A, B, C e A novamente.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta Perpendicular".
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Na zona geométrica ou na zona algébrica, clique na reta AC e, em seguida, no ponto B.
Na zona geométrica ou na zona algebrica, clique na reta BC e, em seguida, no ponto A.

Verifique que o ortocentro é o ponto D(-2.64, 2.27).
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20) Determine as equacdes das retas r e s tangentes a circunferéncia (c) (x+1)%+(y-1)?=4
nos pontos de intersecéo de ¢ com o eixo das ordenadas.
Teoria:
Dados um ponto C, pertencente a um plano a, € uma distancia r ndo nula, chama-se
circunferéncia o conjunto dos pontos de a que estdo a distancia r do ponto C.
Circunferéncia = {P e a | PC =1}

Y

bl

X

O a

Consideremos a circunferéncia A de centro C(a, b) e raio r. Um ponto P(X, y) pertence
a A Se, e somente se, a distancia PC é igual ao raio r.
Per—PC=r
Chama-se equacgdo da circunferéncia aquela que é satisfeita por todo ponto P(X, y)
pertencente a curva. E imediato que um ponto genérico P € A verifica a condigio PC =,

portanto temos:

P€K<—)PC=r<—)\/(x—a)2+(y—b)2 =r
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Solucéo usual:

- Centro da circunferéncia: C (-1,1) e r=2.

- A circunferéncia toca o eixo das ordenadas em x=0, logo:

(0+1)2+ (y-1)2 =4

1+ (y-1)2=4

y2-2y-2=0 y=1+V3(P1) e  y’=1-V3(P2)
-NUmero de solucGes

dcp]_:\/(o +1)2 + (1 ++/3 — 1)2=2=r logo teremos apenas 1 solugio para P1.

dcpz=\/(0 +1)2 4+ (1 — V3 = 1)? =2 =r logo teremos apenas 1 solucéo para P2.

-t1, por P4, perpendicular a CP;

_ 1+V3-1

_ . _ -1
Mcpy = V3, ouseja, my =—

0+1 V3

logo,y— (1 ++3) = % (x—0)

x+/3y-(3+v3) =0
x+1,73y—4,73=0  Equacéo da reta t;
-tp, por Py, perpendicular a CP;

1-V3-1 ; 1
Mepy = —— = —/3, ou seja, my = =

logo, y — (1 —+/3) = \/% (x — 0)

x-V3y-(3—V3) =0
x-1,73y—1,27=0  Equagdo da reta t,

Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite a equacado da circunferéncia c.

No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersecéo de dois objetos".

Clique sobre a circunferéncia e depois sobre o eixo das ordenadas, formando assim os pontos
A e B visualizados na zona algébrica.

No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta tangente".

Cligue no ponto A e depois na circunferéncia forma-se assim a primeira reta tangente.

Clique no ponto B e depois na circunferéncia forma-se assim a segunda reta tangente.

Verifique as equacdes na zona algébrica.
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A posicéo relativa de duas circunferéncias

(M)(x — @z + (y = b1)? =77 € (o) (x — )2 + (y ~ bp)2 = 13

66

é determinada comparando a distancia C,C, entre 0s centros com a soma r; + r, ou com a

diferenca |r; — rp| dos raios. Calculada a distancia entre os centros:

1° caso:

Pois,d =C,P, + P,P, + P,C, > 1 + 15, logo as circunferéncias sao exteriores.
—— N—— ——

1

d>ri+rn

>0

2°caso:d=r;+r,

Pois, d = C;P + PC, , logo circunferéncias tangentes exteriormente.

T1

2

'y

]

d = C]_Cz: \/(al - a2)2+(b1 - bz)z
sdo possiveis seis casos distintos:

o

¥

T2

b

9]

=

g
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3°caso: d=|r;—ry

v

[&] *

Pois, d = C;P — PC, , logo circunferéncias tangentes exteriormente.
N—— -

51 T2

4°caso: |r—r<d<ri+rn

o] X
d:C1P1-P1P2+C2P2<r1+I‘2
—_— = —
1 >0 T2

d= C,P, + P,C, >r1-r12,logo as circunferéncias sdo secantes.
N—— \.-.,64
1 >

5°caso: 0<d<|r— Iy

d=C,P; - PP, - C,P, <r1 -T2, logo circunferéncia de menor raio € interior a outra.
N—— N—— N——

T1 >0 T2
6° caso: d=0
Circunferéncias concéntricas SN

(é caso particular do 5° caso) ol e
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21) Verifique a posicdo entre as circunferéncias c; e c,, sabendo que (1) (x-1)?+ (y-3)* =
4 e (Cy) (X-4)*+(y-3)%=9.
Solucéo usual:

c1— centro (1,3) eraior; =2

C,— centro (4,3) eraior, =3

deic, =/ (4 —1)2+ (3-3)2=3

dcico<ri+r;

dcica>r1— 1

[r; —rp] < dcica <11 + 1, podemos concluir que as circunferéncias sdo secantes.
Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite as equacdes das circunferéncias c; e c,.

Verifique que as circunferéncias séo secantes.

o Mg x| | danels 00 Visssteacbo
Doeios Lates

sali(x—=1)F+(y-3):

Je2i(x—4)Y 5+ (y-3):

O3 Depencertes

22) Determine a equacédo da circunferéncia c1 com centro C;=(-1,1) tangente a

(C2) (x+2)°+(y-1)*=4.

Solucéo usual:

citgc,— (-2 +1)2+ (1-12=(2%r)?
1=4+4r+r2 e 1=4—-4r+r?
r2+4r+3=0 e r’-4r+3=0
r=-ler=-3 e r=1er=3
(ndo convém)

Equacdes da circunferéncia:

Parar=1

(x+1)2+(y-1)>=1
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Parar =3

(x +1)7+ (y-1=9

Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite a equacao da circunferéncia c.

Verifique que h& duas possibilidades de circunferéncias tangentes: uma interna e outra

externa. Na zona algébrica, verifique as solugdes:

cly:(x+1)%+(y-1)2=9 e c1,:(x+1)*+(y-1)*=1.

& x] | Janels do Visuakiacdo
Olpetos Lives
J Ci~{1,9)
s+ 2P wly~1y =4
Coe%0s Dependentes
2 .
s B=(0,1)

delit(x +1F ¢y =1F =9 —
salyi(x + 1)V +(y—1) =1

23) Verifique a posicdo entre as circunferéncias c; e ¢, sabendo que (c1) X*+(y-1)*=4 e
(C2) (x+3)*+(y+1)*=1.
Solucéo usual:
c1— centro (0,1) eraior; =2
C,— centro (-3,-1) eraior, =1
dcica =+/(=3+0)2+ (-1 - 1)2 =9 + 4=+13 = 3,61

dcic,>ri+1,

Podemos concluir que sdo circunferéncias exteriores.

Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite as equacdes das circunferéncias c; e c,.



Verifique a solugdo na zona geométrica: exteriores.

* %] | Jaseda do Visualracio

Oby Lwves
i +ly-1F=4
2 (x+3)+ly+1Y =1

OS%s Depencentes

24) Verifique a posicdo entre as circunferéncias c; e ¢,, sabendo que (c1) (x+2)*+y*=9 e
(C2) (x+2)°+y*=1.
Solucéo usual:

c1— centro (-2,0) eraior; =3

C,— centro (-2,0) eraior, =1

dciCr = /(=2 +2)2+ (0 +0)2 =0

Podemos concluir que sdo concéntricas.

Solugéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite as equacdes das circunferéncias c; e c,.

Verifique a solucdo na zona geométrica: Concéntricas (uma dentro da outra).

7% | Jasels do Vasalragio
1035 Lves A.
ik+2P+y'=9 1
I2:(x+2V +y' =1
O3 Degencentes — X
- &
/ N\
f P "-.\
[ :
+ —t —— — i— s L —
E ) [ ) |
1 \ /,' J
N ’
\ )
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25) Verifique a posicdo entre as circunferéncias c; e c,, sabendo que (c1) (x-1)%+(y-2)?=9
e (C2) X*+(y-2)%=1.
Solucéo usual:

c1— centro (1,2) eraior; =3

C,— centro (0,2) eraior, =1

deic, =/ (0—-1)2+(2-2)2=1
0 <dcjcr< |I’1—I’2|

Podemos concluir que a circunferéncia de menor raio é interior a outra.

Solucéo GeoGebra:
Na caixa de entrada, digite as equacdes das circunferéncias c; e c,.

Verifique a solucdo na zona geométrica: uma dentro da outra.

»Wix] | danels de Visuakiacdo
seli(x=1Y+{y-2F=9
Jc2:ix+(y-2V=1

203 Depenaecies A

Teoria das aplicacdes 26 e 27.
Parabola

Considera-se, em um plano a, um ponto F e uma reta d que ndo contém F.
Denominamos parabola de foco F e diretriz d ao lugar geométrico dos pontos do plano a que
equidistam de d e F.

A Elementos da Parabola

F: foco
d: diretriz

V: vértice

p: pardmetro que representa a distancia entre o foco

s |

eixo de e a diretriz (p#£0).
simetria

Reta VF: eixo de simetria da parabola.
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Equacdo candnica da parébola V= 0.
a) O eixo de simetria coincide com 0 eixo X.

Na figura ao lado tem-se uma parabola de concavidade

voltada para a direita representada no sistema cartesiano

x XOy. A diretriz tem equagéo X = —g.

k J

Demais pontos:
P = (X, y) ponto genérico da parabola.

_ (P ;
F= (5, 0) é o foco.
P’ = (— g,y) é 0 pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a diretriz.

Por definicdo

dP, F)=d(, P')

f p 2 I
Il x—=1|+(y-0)? | X +
1I|| 2| 1|II

Elevando ambos 0s membros ao quadrado e desenvolvendo fica:

p| (v - ¥y

;" ¥
){’ —px—p——y —:-: +PX + —Z

y? = 2pX

Yk d

F X
Se p = 0, a parabola tem concavi- Se p < 0, a parabola tem con-
dade voltada para a direita (volta- cavidade voltada para a es-

da para a parte positiva do eixo x).| querda.
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b) O eixo de simetria coincide com o eixo y
y
A figura ao lado tem-se uma pardbola de

concavidade voltada para cima representada no

p sistema cartesiano xOy. A diretriz tem equacgéo
2 _

p A

2

Demais pontos:

P = (X, ¥) ponto genérico da parabola.

F= (O, g) é o foco.

P’ = (x - g) é 0 pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a diretriz.

Por definigdo :
d(P, F)=d(P, P")

2
X2 = 2py
y FI
- d
F=10,3 | y
X
oF
T d
Se p = 0, o parabola tem con- Se p < 0, a parabola tem con-
cavidade voltada para cima cavidade voltada para baixo.
(voltada para a parte positiva
do eixo y).
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Equagdes da parabola de V=0’=(X,, Yo)
a) O eixo de simetria é paralelo ao eixo x.
Vi d v' A
Através de uma translacdo de eixos, obtemos um novo
: sistema x’O’y’, cuja origem O’ coincide com o vértice
' o’ F V=(Xo, Yo)-
¥ Logo, a equacdo da parabola referida ao novo sistema é:
y’2=2px’ (1).

Pelas formulas de translacdo fica:

LS &
Y=EY=Ya] (2)
Substituindo (2) em (1) fica:
(Y = ¥0)* = 2p(X — Xo) (1)
Que representa a equacao da parabola de V=(X,, Yo) € eixo de simetria paralelo ao eixo
X. O pardmetro p serd positivo ou negativo se, respectivamente a concavidade da parabola
estiver voltada para esquerda ou para direita.

Desenvolvendo (1) e isolando a variavel x:

Toe_ Yoo Yo=2p% o
X=—y " —L2y+=0 — 08 (]
2p P 2p o
3 K] —
ou
x=ay*+by+c r)
Comparando os coeficientes de (I’) e (II"), fica:
a=—, logop= —
T 2p! gop=3;
b=-2
14

Yo = -bp, logo y, = o
b) O eixo de simetria é paralelo ao eixoy
Analogamente, a parabola voltada para cima (p>0) ou concavidade voltada para baixo

(p<0) tem a forma:
(X = Xo)? = 2p(y — Yo)* (1)
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yA y' 4 . 3
Desenvolvendo (I1) e isolando a variavel
y, temos: y = ax*> + by + ¢ (II").
Similarmente a0 caso anterior, a
1F comparag¢do dos coeficientes de (II) e (II’) permite
Yo 'V 4 concluir que:
= X! p= i eXo = %
5t : >

Elipse

E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos

fixos F; e F, (focos) do mesmo plano, é uma constante (2a), onde 2a > d(F1, F»).

Q

d(P, Fy) +d(P, F) = 2a

e
d(Q, F1) +d(Q, F2) = 2a

F1, F,: focos. A distancia entre os focos, igual
------------------------ a 2c¢, denomina-se distancia focal.

i O: centro da Elipse. E o ponto médio do
A, EEI} segmento FiF.

i Ay, Ay, By, B;: vértices da Elipse.

Eixo maior: é o segmento A;A; e cujo
comprimento é 2a.

Eixo menor: é o segmento BiB, e cujo

comprimento é 2b.

Do triangulo retangulo B,OF; hachurado a figura, obtemos a relag&o:

a2=Dpb2+c?
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Equacdo canonica da Elipse de centro na origem
a) O eixo maior coincide com 0 eixo X.
YA Sejam:
P = (X, y¥) um ponto genérico da Elipse.
F1=(-c,0)

P
\\ F,=(c, 0)
* lFt : Por definicdo:
d(P, Fy) +d(P, F) =2a

Jx+cP +(y—0p «y(x—c)P+(y—0) - 2a

vix+cf +y? =2a—4(x—c) +y*
(x+cf +y* =4a’ —da(x-c) +y" +(x-c)f +y°
da,/(x —cff +y* = 4a° - 4cx

a‘ (¥ —2cx+c® +y*)=a' —2a'cx - c*%*
{32 —CE}J{E N az,lfz _ az{az —CE}
Pela relagcdo temos: a2 - ¢2 = b2
b2x2 + CE}I,E — a2b2
x2 y2
2 2

- + e 1 (eixo maior = eixo x)

Que é chamada equacdo canonica ou reduzida da elipse de centro na origem e focos
sobre 0 eixo X.

b) O eixo maior coincide com o0 eixo y
y Na figura tem-se:
Fi1=(0,c)eF,=(0,-¢)
De forma analoga demonstra-se que para um ponto

P=(x, y) pertence a elipse tem-se a equacdo

0 X candnica:
2 2
-. Y™ 1 (i .
Le 2 + == (eixo maior = eixo y)
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Equagdo da Elipse cujo centro ¢ o O’=(X,, Yo) € CUjoS eixos sdo paralelos aos eixos

coordenados

a) O eixo maior € paralelo ao eixo X.

YA
YA Por meio de uma translacdo de eixos, representamos
um novo eixo x’0’y’, cuja origem O’=(X,, Y,) coincide
J/E/ix _ com o centro da Elipse.
" \I\U/'l x A equacao da elipse referida ao novo sistema x’O’y’
e
R — - 12 12
? hrveeee g e eenenis - 9;—2+3l;—2=1(1)
R ARCREREEEEEE 2a=----om-eoes x

Pelas formulas de translacéo fica:

Substituindo (2) em (1):

X=X-X,
Y=Y-Ya| (2)

X —x 2 _ 2
( 2o) Lo 2yo) _q
a b

Que representa a equacdo candnica da elipse cujo centro ¢ O’=(Xo, Yo) € cujos focos

estdo sobre uma paralela ao eixo x.

b) O eixo maior é paralelo ao eixo y

Vi Vi

Vo >
X
O Xy L:E
Hipérbole

Analogo ao caso (I), tem-se para equacao da elipse:

(x = x)? n (¥ = ¥o)? _
b? a?

1

E o lugar geométrico dos pontos de um plano tais que o valor absoluto da diferenca de

suas distancias a dois pontos fixos F; e F, (focos), do mesmo plano, é uma constante (2a),

onde 2a < d(F1F).
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| d(P, F1) —d(P, F,)| = 2a

F1, F,: focos. A distancia entre os focos F; e
F», igual a 2c, denomina-se distancia focal.
O: centro da hipérbole; é o ponto médio do

segmento F;F.

A1A;: vértices da hipérbole.
Eixo real ou transverso: é o segmento A;A; e
cujo comprimento € 2a.

Eixo imaginario ou conjugado: é o segmento

. BB, e cujo comprimento é 2b.
Do triangulo retangulo B,OA,, obtemos a relagéo:
c2=az+b?

Equacdo candnica da Hipérbole de centro na origem

a) O eixo real coincide com 0 eixo x
YA Seja:

P=(x y) um ponto genérico da hipérbole.

- Fi=(-c,0)eF,=(c,0).

Por definicao:

e J

|d(P, F1) —d(P, F)| = 2a

al
2

JX+CPR+(y—0F — J(x—cP +(y-07|=2a
Que reduzindo fica:

Xy . _
i 1 (eixo real = eixo x)



b) O eixo real coincide com o eixo y

canonica:

y

xZ
b?

2
. =1 (eixo real = eixo y)

Q
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Analogamente demonstra-se que para um ponto

P=(x, y) pertencente a hipérbole tem-se a equacgédo

Yk
\F. O posicionamento da hipérbole no sistema cartesiano
c - fornece:
Coa
i.- L — Fl = (O’ _C) e F2 = (O! C)
e & X

Equacdo da hipérbole cujo centro ¢ O’= (Xo, Yo) € CUjOS eix0s sdo paralelos aos eixos

coordenados.

a) O eixo real € paralelo ao eixo x

Ly
™~
A equacdo da hipérbole referida ao novo sistema
Yo -
X0y’ é:
xIZ yIZ
0 . —— —
7 X - tW

Pelas formulas de translacao fica:
X=X-X,
Y=Y-Ya| (2)
Substituindo (2) em (1):

(x —x0)> (¥ —y0)? _
a? b2 =10

b) O eixo real é paralelo ao eixo y

VA YA

Analogo ao caso (1), temos:

O —y0)® (x—xp)?
a? a b2

. =1(D

=Y

~2
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26) Determine vértice e a equacgdo da parédbola que tem foco na origeme aretar: 2x +y
= 1 como diretriz.

Solucéo usual:

Temos que um ponto P = (X, y) pertence a parabola se, e somente se, d(P, F) = d(P, r),
ou seja,

> 5 12Zx+yv -1
\X* + ye =

Vo

¥

»  (2x+y—1)°

2

+

Sx? 45yl =dx? +dxy + i —dx -2y + 1
x? —dxy +4yv? +4x + 2y — 1 = 0 a equacao da parabola

A reta focal da parabola, s, é a reta perpendicular a diretriz r que passa pelo foco.
Entdo s: x — 2y = 0.

Seja A = (x, y) o0 ponto de intersecdo entre r e s. entdo as coordenadas X e y satisfazem

x =2v
2x +v =1
1

Substituindo x = 2y na segunda equacéo, obtemos 5y = 1, ou seja, y = "

Logo x :Zé = % eA= (g%) Seja V o vértice da pardbola. Como d(V, F) =d(V, r) =

0 sistema,

d(V, A), temos que V é ponto médio do segmento FA, isto é,

voArE_(Z 1y (11
2 \10010) \5'10

Solucéo no GeoGebra:

Na caixa de entrada, digite o ponto F (0, 0) e a equagdo da reta r que € respectivamente foco e
diretriz da parabola.

Surgira na zona algébrica e na zona geometrica o ponto Fe aretar.



.,

b Jane\adeAlgebra .
= Ponto
@ F=(0,0)
= Reta
4 n2x+y=1

b+ Janela de\ﬂsualllagao

054

05 Flo

¥ Janela de .f\lgebra b Janela de Visualizagao
= Cdnica

@ KT Axy+ AP+ Ax + 2y =1

= Ponto

~@ F=(0,0)

= Reta

@ n2x+y=1

A\

Clique no 7° icone da barras de ferramenta e escolha “parabola”.

» Janela de Algebra

= Cinica
el e -Axy+ Ayt + 4+ 2y =1
=l Ponto
@ A=(04,0.2)
@ F={0,0)
2 V={0.2,01)
=l Reta
J n2x+y=1
@ osix+2y=0

do vértice e sua localizacdo no sistema cartesiano.

--ﬂ--....ﬂﬂ-

+ Janela de Visualizagao

0.89

054

T T T
-0.6 -0.4 -0.2

024

T
02

T
0.4
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Selecione o foco (F) e a reta r (diretriz). Surgird assim a equacdo da parabola na zona
algébrica e seu grafico na zona geomeétrica.

Digite “vértice [cOnica]”, logo aparecerd na zona algébrica e zona geométrica, as coordenadas
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27) Usando uma translagdo de eixos, obtenha a equacéo reduzida, identifique a conica e

obtenha os elementos foco e vértices.
a) 16x2 + 9y2 + 96x -72y + 144 =0
Solucéo usual:

Simplificando a equacéo, chega-se a forma reduzida:

(9c+3)2+ (y—2)*
9 16
Que define uma elipse de centro C (-3, 4).

Logo, os vertices serdo: V(-3,0), V(-3,8), V(-6,4) e V(0,4)
Para encontramos o foco, fazemos a2 - b2 = c2.

c=+va?—b*=+V16-9 = +V7
Logo: os focos s&o: F(-3, 4+/7 ).

Solucéo no GeoGebra:

1

Digite na caixa de entrada a equacdo da conica.

Surgirad na zona geométrica seu grafico, identificando assim a classificacdo da mesma.

. .

L

.

1Ol

7

ABC

) 4N

“*x.&_(

A
._

a=

e [ ]

2

» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagio
=l Cdnica
L@ e 16x3 + Oy + 06X - T2y = 144

Na caixa de entrada digite:
- Foco [conica]
- Centro [cbnica]

- Vértice [cOnica]

Na zona algébrica e na zona geomeétrica surgirdo as coordenas e sua visualizagdo no sistema

cartesiano do foco, centro e vértice da Elipse.



\. a=2

=y

07 '/:‘.Jm\v

b Janela de Algebra o . + Janela de Visualizagao
=l Cénica

L@ et 16xE+ 9y + 96 - T2y =144
= Ponto
; C={(-3,4)
F1={(-3, 6.65)
F2=(-3,1.35)
V1={-3,8)
V2= (0, 4)
V3i=(3,0)
V4=(5,4)

ABC
/]

b) 8x2-y?2-64x -4y + 116 =0
Solucao usual:

Simplificando a equacéo, chega-se a forma reduzida:

(x—4)2—%=1

Que define uma hipérbole de centro C (4, -2).
Logo, os veértices serdo: V1(3, -2), Va(5, -2)
Para encontramos o foco, fazemos c2 = a2 + b2
c=4/a? +b* = +VBF 1 = 43
Logo: os focos sdo: Fi(1, -2), Fa(7, -2).
Solugéo no GeoGebra:

Digite na caixa de entrada a equacdo da conica.

Surgirad na zona geométrica seu gréfico identificando assim a classificacdo da mesma.

..EH
b Janela de Algebra b Janela deVlsuaIlzagao

= Conica
@ CiBXE -y -64% -4y =-116 31

)

o

fa
h

ba
N
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Na caixa de entrada digite:

- Foco [conica]

- Centro [cOnica]

- Vértice [cOnica]

- Assintota [cbnica]

Na zona algébrica e na zona geomeétrica surgirdo as coordenas e sua visualiza¢do no sistema

cartesiano do foco, centro e vértice da Hipérbole.

A i‘. I“' @ I,'/—‘-\] év \. ABC a=2
.v"/./v"—"-fv ';‘v v\."/v ® Ny L ‘%’v
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
=l Cdnica
e 8Ky - 64K - dy = 116 29
= Ponto

& C=(4,-2)

3 F1=(1,-2) 2
@ F2=(7,-2)
-l Reta
el ary=2.83x-13.31 1

el by =-2.83x+9.31
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CONSIDERACAOES FINAIS

Este trabalho vem mostrar que novas tecnologias associadas ao ensino da matematica
modernizam e aprimoram a educacdo basica. Para uma maior eficicia deste recurso, o
professor deve planejar e entender que usar um computador em sua pratica pedagogica vai
além do manuseio da méquina pelos estudantes, ele deve buscar o significado de aprender e
ensinar neste contexto.

Temos consciéncia que ndo aprendemos estas praticas inovadoras nos bancos das
universidades, logo, cabe ao professor esta sempre atualizado. Sabemos também que o uso de
recursos tecnoldgicos deve ser abordado de forma criativa, que desperte o interesse do aluno.
Acreditamos também, que o uso do software Geogebra, pode auxiliar o professor na busca de
um melhor aprendizado do aluno, pois, cabe a ele experimentar, visualizar, interpretar,
abstrair, generalizar e demonstrar.

Portanto, podemos concluir que as vantagens da utilizagdo da informatica no
processo de ensino-aprendizagem da Matematica no tocante Geometria Analitica, passam por
diversos desafios, cabem ao professor entdo romper com os paradigmas do ensino tradicional

e perceber que precisamos reorganizar e construir novos conhecimentos.
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