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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo central apresentar uma proposta de ensino para as formas
indeterminadas e Regra de L’Hospital por meio de sequéncias didaticas estruturadas, com
base nos pressupostos da Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino, e a exploracdo do
software Geogebra como ferramenta para o ensino. Um outro objetivo da pesquisa € propor
aos professores um material de apoio por meio de videoaulas que possa auxilia-los em aulas
sobre o tema. Quanto a metodologia de pesquisa empregada, optamos pela Engenharia
Didatica considerando que ela representa um referencial, pois uma de suas caracteristicas é
unir a pesquisa tedrica e a acdo préatica por meio de sessdes didaticas. Ressaltamos que foram
utilizadas apenas as duas primeiras etapas da Engenharia Didatica, em consonancia com 0s
objetivos buscados em nossa pesquisa. De acordo com a CAPES o mestrado Profissional
destaca a producdo técnica/tecnoldgica na area de ensino como Produtos Educacionais que
possam ser consumidos por professores e outros profissionais envolvidos com o ensino. Nesta
perspectiva, produzimos videoaulas concebidas a partir das sequéncias de ensino e
dispusemos num blog estruturado com materiais sobre o tema. Desse modo, acreditamos que
o0 ensino de Célculo, mais especificamente o ensino das formas Indeterminadas e regra de
L’Hopital, apresentara melhorias quando associado a uma metodologia que possibilite ao
aluno a construcdo do seu proprio conhecimento, como € o caso da Sequéncia Fedathi. Nesse
sentido, a insercdo da tecnologia, por intermédio do software Geogebra, possibilita ao aluno

uma maneira alternativa e, a nosso ver, adequada a construcdo de novos conhecimentos.

Palavras-Chave: Calculo. Regra de L’Hopital. Sequéncia Fedathi. Geogebra. Sessdes

Didaticas.



ABSTRACT

This work had as main objective to present an educational proposal for indeterminate and rule
of L'Hospital ways through teaching sequences structured, based on assumptions of Fedathi
sequence as teaching methodology, and the exploitation of Geogebra software as a tool for
education. Another objective of the research is to propose to the teachers support material by
means of video classes that can assist them in classes on the subject. As for the research
methodology employed, we chose the Didactic Engineering considering that it is a reference,
as one of its features is to unite the theoretical research and practical action through teaching
sessions. We emphasize that we used only the first two stages of the Didactic Engineering, in
line with the objectives pursued in our research. According to CAPES the Professional
Masters highlights the technical / production technology in teaching as educational products
that can be consumed by teachers and other professionals involved with teaching. In this
perspective, we produced video classes designed from teaching sequences and became willing
a blog structured materials on the subject. Thus, we believe that the calculation of teaching,
more specifically the teaching of Indeterminate forms and L'Hopital rule, submit
improvements when combined with a methodology that enables the student to build their own
knowledge, as in the case of Fedathi sequence. In this sense, the inclusion of technology
through the Geogebra software, enables the student to an alternative way and, in our view,

appropriate to the construction of new knowledge.

Key words: Calculation. Rule of L'Hdpital. Fedathi sequence. Geogebra. Teaching sessions
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1 PROBLEMATICA

O ensino de Calculo Diferencial e Integral nas universidades brasileiras tem
representado objeto de preocupacdo por diversos pesquisadores na area de Educacao
Matematica, tendo em vista os indices alarmantes de reprovacgdo e de evasdo na disciplina e
alguns propdem medidas razoaveis de metodologias ou abordagem dos contetidos. Dentre
esses pesquisadores podemos destacar: Alves (2012), Barros e Meloni (2006), Baruffi (1999),
Fiorentini (1995), Nasser (2009), Rezende (2003), entre outros.

Barros e Meloni (2006) aponta que o ensino de Célculo nas universidades
brasileiras tem sido objeto de questionamento por diversos pesquisadores, uma vez que 0S
indices de reprovacdo e evasdo sdo preocupantes e motivados pela dificuldade apresentada
pelos alunos na aprendizagem.

Em sua tese de doutorado, Barufi (1999) relata que o indice de reprovacdo em
cursos de Célculo Diferencial e Integral oferecidos aos alunos da Escola Politécnica da USP,
no periodo de 1990 a 1995, varia de 20% a 75%. Ainda nesse contexto, Rezende (2003)
apresenta taxas de reprovacdo ainda mais expressivas. Na Universidade Federal Fluminense-
UFF, segundo esse pesquisador, no periodo de 1996 a 2000, o indice de reprovacdo estava na
faixa de 45% a 95% e, no curso de Matematica, essa taxa foi superior a 65%, o que implica
taxa de aprovacao inferior a 45%%.

Resende (2003) afirma que alguns pesquisadores acreditam que o problema é de
natureza psicolégica, pois os alunos ndo aprendem por ndo possuirem estruturas cognitivas
que lhes possibilitem a absolvigdo dos conceitos de Célculo tendo em vista seu alto grau de
complexidade.

Para Frescki e Pigatto (2009), no ensino superior das Ciéncias Exatas, existe um
modelo de educacdo tradicional de ensino, em que a metodologia utilizada ndo contribui para
um rendimento satisfatério nos processos de ensino e de aprendizagem. Segundo esse
pesquisador, perpetua-se o desenvolvimento nos estudantes de habilidades de memorizacéao e
reproducdo e que ficam a mercé das orientagcBes do professor sem nenhuma capacidade de
autonomia quanto ao processo de aprendizagem.

Na mesma linha de raciocinio, podemos citar Melo (2002) que afirma estar sendo
“ensinados” conceitos de Calculo, na maioria das vezes, por meio de aulas que valorizam a
memorizacgdo e a aplicagdo de formulas.

Assuncéo e Ferreira (2012, p. 1) descrevem que:
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Nos ultimos anos a disciplina de Célculo diferencial e integral desenvolvida em
indmeros Cursos Superiores € objeto de pesquisa em muitos estudos, devido as
dificuldades encontradas pelos alunos em alguns conteldos presentes na mesma,
acarretando elevados indices de reprovacao e desisténcia. Diante disto, buscaram-se
através de pesquisa bibliograficas possiveis causas desta problematica.

Observamos também que o uso da tecnologia computacionais nos processos de
ensino e de aprendizagem tem sido objeto de pesquisa em alguns trabalhos relacionados ao
ensino de Matematica. Encontramos consideracdes relevantes sobre as potencialidades e
contribuicdes que o computador pode proporcionar ao ensino de Matematica, como por
exemplo, Artigue (1998), Alves (2013), Siguenas (2009), entre outros.

Bittar et al (2009) diz que a intervencdo do professor no processo é
fundamental e cabe a ele uma postura em relacdo as escolhas das atividades com base em
metodologias adequadas e, além disso, conhecer as tecnologias disponiveis para utiliza-las
como mais um recurso didatico no processo de ensino, tornando a aprendizagem mais
significativa propondo interacéo entre aluno e tecnologia na constru¢do do conhecimento.

Em seu trabalho sobre a utilizacdo do software Geogebra no ensino de derivadas
Siguends (2009) relata que o software GeoGebra propiciou um entendimento do
conhecimento de limites e derivadas, de forma diferente, por meio de construgdes e
manipulagdes feitas no software e que por sua vez despertou mais interesse e atencdo nos
alunos, colaborando para uma aprendizagem mais efetiva.

Deste modo, ‘A utilizacdo da tecnologia ndo se destina, simplesmente, a
"facilitar" os calculos ou as medidas. A tecnologia permite transformar os processos de
pensamento e 0s processos de construcdo do conhecimento’ (MATHIAS; BORCHARDT;
CORREA, 2013, p. 3)

Em seu trabalho sobre a contribuicdo do software Geogebra Richit et al (2012)
observou que a insercdo da tecnologia despertou uma motivagdo nos alunos, gerando um
envolvimento maior durante a realizacdo das atividades, instigando-os a levantar hipdteses a
partir de um problema dado. Esse autor afirma ainda que a utilizacdao do software proporciona
uma interagdo mais efetiva entre os alunos propiciando um ambiente favoravel a exploracéo.

Tendo em vista 0 exposto acima, consideramos que 0S processos de ensino e de
aprendizagem podem tornar-se mais instigante para o aluno com a utilizacdo da tecnologia,
considerando que, a nosso ver, representa uma nova necessidade nos processos de ensino e de
aprendizagem.

As concepgOes aqui expostas representaram uma grande contribuigdo para a

escolha da temaética dessa pesquisa. Outro fato que nos instigou a realizar um trabalho a
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respeito de ensino de Célculo Diferencial e Integral esta relacionado as minhas experiéncias
como aluno e como professor. Na graduacgdo, as aulas de Calculo eram centradas no professor
que fazia uso da metodologia tradicional de ensino em que as ferramentas, como recursos
basicos, eram livro, quadro negro e giz. Durante toda a graduacao ndo houve outro método ou
recurso gque pudesse promover de maneira mais eficaz e mais significativa a absolvi¢cdo dos
conteudos o que, de certa forma, me trouxe algum prejuizo no que diz respeito aos
significados dos conceitos dessa disciplina. Como professor da Licenciatura em Matematica
na disciplina de Calculo®, percebemos que os nossos alunos apresentavam dificuldade no
entendimento do significado dos conceitos, fato esse que culminava na maioria das vezes em
reprovacdo e, conseguintemente, evasao causada pelo desestimulo.

O alto indice de reprovacdo em Calculo indica que as aulas precisam mudar e, a
nosso ver, ao integrar as ferramentas tecnoldgicas digitais estaremos buscando novos

caminhos.
1.1 Identificacdo do problema

Ao iniciar o Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica,
percebemos a oportunidade em ajudar os nossos colegas professores e alunos a superar as
dificuldades apresentadas nos processos de ensino e de aprendizagem na disciplina de
Caélculo. Assim, por meio de uma reflexdo a respeito das possiveis contribui¢cbes que 0 uso
das tecnologias digitais podem fornecer aos estudantes de Licenciaturas em Matematica na
referida disciplina, surgiu a ideia em se criar um mecanismo de apoio ao ensino dessa
disciplina que pudesse diminuir ou superar tal problema. Dessa forma, resolvemos, neste
trabalho, elaborar e propor aos professores de Calculo das instituicbes de nivel superior
sequéncias didaticas? com base na tecnologia e com o intuito de instigé-los a uma reflexdo a
respeito do ensino da disciplina.

Como metodologia de pesquisa utilizaremos a Engenharia Didatica (E.D) que
representa um referencial que une a pesquisa tedrica a acdo pratica contextualizada e tem
como base a construcao e realizacdo de sequéncias didaticas.

Utilizaremos em nossa pesquisa o software Geogebra como recurso tecnologico e

ferramenta facilitadora dos processos de ensino e de aprendizagem, considerando que tal

1 0 termo Calculo usado nesse trabalho faz referéncia ao Célculo Diferencial e Integral.
2 Segundo Souza (2010, p.75) “situacdo didatica refere-se ao conjunto das relagBes estabelecidas entre
professor, aluno e saber, dentro de uma situag@o organizada para um fim especifico de ensino”.
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ferramenta oferece ao ensino de Geometria, Calculo e algebra recursos que permitem uma
melhor exploragdo dos conceitos. Uma das caracteristicas desse software que consideramos
importante para nossa pesquisa diz respeito a uma melhor interacdo entre os elementos
algébricos e as respectivas representagdes geométricas além de promover um dinamismo nos
objetos criados, tendo em vista que o Célculo é uma disciplina dindmica e para tanto requer
ferramentas dindmicas para sua exploracdo. Além disso, trata-se de um software livre, de facil
acesso por ser gratuito, motivador e possui uma interface atrativa e com ferramentas de facil
manuseio. Segundo Andrade (2011), esse software minimiza as dificuldades nas construgdes
de figuras que, geralmente, proporcionam uma visualizacdo insatisfatdria na medida em que a
exatiddo de medidas e tragados fica limitada a habilidades manuais do professor.

Alves (2012) enfatiza que na abordagem da relagdo de L’Hopital nos livros
didaticos, percebe-se um consideravel apelo a manipulacdo algébrica enquanto que acdes
isoladas do uso da tecnologia digital em relacdo ao significado geométrico da referida regra
pode proporcionar um tratamento diferenciado das indeterminagdes de funcdes.

Assuncéo e Ferreira (2012) observou que 0s recursos tecnoldgicos, por meio do
software GeoGebra, podem ser considerados como ferramentas facilitadoras no processo de
ensino e aprendizagem de conteudos Célculo.

Alves (2012) discute, por meio das potencialidades do Geogebra, a descri¢do de
um modelo de aprendizagem que contempla o aluno com um melhor entendimento a respeito
da manifestacdo geométrica das formas indeterminadas, utilizando de maneira restrita o
algebrismo. Esse autor explica que “nem sempre o entendimento da demonstragdo formal
desta regra, implica entendimento conceitual de propriedades geométricas relacionadas com
esse enunciado” (ALVES, 2012, p. 336)

Concordamos que o uso de recursos tecnoldgicos digitais em sala de aula, com
base numa metodologia que contribua para exploracdo do contetido, possa favorecer o ensino
de Célculo promovendo, por parte do aluno, um rendimento que possibilite uma melhor
compreensdo dos conteudos trabalhados. Desse modo, acatamos a sugestdo do nosso
orientador em utilizar a Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino, tendo em vista que
ela tem a caracteristica de permitir que o aluno seja o autor do seu préprio conhecimento.

Como objeto de estudo no ensino de Céalculo optamos por restringir as Formas
Indeterminadas e Regra de L’Hopital, no intuito de apresentar uma abordagem por meio do
Geogebra, analisando o comportamento de uma funcdo em certo ponto do seu dominio e
identificar, por meio desse software, os tipos de indeterminagdes que podem manifestar-se ao

calcularmos o limite de uma fungdo. Optamos por esse objeto de pesquisa pela oportunidade
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de mostrar que temas como esse, tratados nos livros de Calculo de maneira
predominantemente analitica e desprovida de qualquer significado, podem ser explorados de

maneira diferenciada por intermédio da tecnologia.

1.1.1 Revisao de literatura

O Calculo Diferencial e Integral possui um conjunto de elementos fundamentais
na aplicabilidade nas mais diversas areas de conhecimento, no entanto, essa disciplina
representa objeto de pesquisa para muitos pesquisadores, seja pela dificuldade de
aprendizagem dos alunos na assimilacdo da complexidade dos seus conceitos ou pelo alto
indice de reprovacédo e de evasdo apresentado pelos pesquisadores em seus trabalhos.

Embora haja evidente preocupacdo de muitos pesquisadores a respeito do baixo
indice de rendimento e deficiéncia nos resultados de ensino e aprendizagem em célculo,
acreditamos que um dos fatores que instiga a permanéncia de tal problema esteja relacionado
a falta de articulacdo entre os resultados apresentados nas pesquisas e a pratica docente.
Segundo Santos et al (2012, p. 130):

Através da prética profissional docente, observamos que, nos cursos de graduagdo
de grande parte das universidades brasileiras, muito se fala sobre inclusdo digital e
sobre a influéncia da tecnologia nas metodologias educacionais. No entanto, pouco
se utiliza das ferramentas tecnoldgicas de forma consciente e consistente nas
atividades docentes nas disciplinas das areas de Ciéncias Exatas.

Siguenads (2009) aponta que muitas pesquisas foram realizadas, buscando
informacBes novas a respeito da influéncia dos computadores na aprendizagem, em que se
pretende explorar esse recurso da melhor maneira possivel.

Para Nasser (2009), muitos trabalhos de pesquisa tém enfatizado as dificuldades
dos alunos de cursos superiores na aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral. Fiorentini
(1995) acredita que um dos motivos pelos quais ocorre essa deficiéncia no ensino e
consequentemente no aprendizado de Calculo esta na escolha inadequada da metodologia
adotada, caracterizada por um ensino livresco e focado no professor, cujo papel principal, na
maioria das vezes, é de um mero repassador de informagdes.

Para Fundamentar a proposta desenvolvida nesta pesquisa, foram revisados
trabalhos brasileiros que articulam Tecnologias Digitais e Calculo Diferencial e Integral,
enfatizando caracteristicas que aparecem quando os conceitos dos elementos de Calculo s&o

trabalhados num ponto de vista de investigacao possibilitado por softwares geométricos.



18

Constatamos uma escassez de trabalhos no Brasil que busquem compreender
dificuldades especificas em relacdo ao ensino do nosso objeto de estudo. Em nossas pesquisas
em teses e dissertacdes defendidas em Programas de PoOs-graduacdo na area de Ensino de
Ciéncias e Matematica bem como artigos que contemplam o tema abordado, percebemos que
0s pesquisadores optam com mais frequéncia por temas mais abrangentes do Célculo como
Derivadas e Integrais.

Marin e Penteado (2011) investigaram como professores do ensino superior estao
usando a tecnologia da informacgdo para apresentarem suas aulas de Calculo. Segundo os
autores, a capacidade da tecnologia digital possibilita planejar atividades de ensino antes
impensaveis com o uso de lousa e giz e, para o ensino de matematica, ha varios softwares que
permitem explorar os conceitos de matematica de uma forma mais dindmica. Ainda segundo
0s autores, com base na entrevista realizada com os professores universitarios que utilizaram a
tecnologia da informacdo nas suas aulas de Célculo, no que diz respeito a preparacdo das
aulas, os dados mostram a existéncia tanto de atividades coletivas em relagdo ao uso da
tecnologia quanto individual. Os autores destacam que, os entrevistados que afirmaram
trabalhar com auxilio das tecnologias de forma individual, se deu pelo fato de seus colegas de
departamento ndo se sentirem motivados a enfrentar o desafio de aderir as tecnologias.

Richit (2013) prop6s uma oficina cujo objetivo era apresentar 0s conceitos de
Calculo como funcdes, limites, derivadas e integrais, numa perspectiva de investigacdo com o
auxilio do software Geogebra. “Entendemos que as tecnologias propiciam investigacdes
matematicas, pois, com uma Unica atividade podem emergir outras perguntas, problemas,
observacdo de regularidades, investigagdes e outros conceitos podem ser retomados ou
abordados” (RICHIT 2013, p. 5)

Alves (2012) evidencia as potencialidades do software Geogebra no contexto do
ensino de conceitos relacionados ao Calculo Diferencial e Integral, trazendo exemplos de
interpretacfes geométricas das formas indeterminadas com o auxilio do software Geogebra.
O autor apresenta um mecanismo de aprendizagem que, segundo ele, permite ao aluno um
entendimento a partir da visualizacdo acerca dessas indeterminagdes, fato esse que evita 0
algebrismo exagerado que predominam nos livros de Célculo, além de fornecer um meio
alternativo para o entendimento da referida regra, tendo em vista que, segundo esse autor, 0s
argumentos formais que sustentam a fundamentagdo da demonstracdo da regra de L’ Hopital
nem sempre sdo acessiveis a todos os alunos dos periodos iniciais de estudos académicos no

Brasil.
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Destacamos no seu trabalho exemplos de algumas fungdes indeterminadas e
apresentaremos as consideracdes e analise feitas pelo autor no que diz respeito a manifestacdo

geométrica de alguns tipos de formas indeterminadas. Inicialmente, o0 autor apresenta a

funcdo f(x)=(e* +x7*

—2)/(1—cos(x)) descontinua em x =0 (Figura 1, lado esquerdo) o
que caracteriza uma indeterminacgdo do tipo 0/0 e, em seguida, chama a atencdo para o fato
de que 1—cos(x) se aproxima mais rapidamente de zero do que x* +e™* -2, fato este que

justifica o emprego da regra de L’Hopital, como mostra a figura 1 (lado direito).

Figural - Manifestacdo da Indeterminacédo do tipo 0/0 por meio geométrico

gx) = &+e* -2

h(x) = 1 — cos(x)

14 1

0

Fonte: Producéo nossa

O autor, mediante inspecdo geométrica mostra a necessidade da aplicacdo duas vezes
sucessiva da referida regra. De fato, apds a primeira aplicacdo, ambas as funces
g'(x)=x"—e e h'(x)=sen(x) ndo sdo definidas para x =0 persistindo, dessa forma, a
indeterminacdo 0/0 (figura 2, lado esquerdo). Neste exemplo, ap6s a aplicacdo duas vezes da
Regra de L’Hopital chega-se ao valor 2 (figura 2, lado direito). O pesquisador destaca que
devemos adquirir o entendimento sobre a necessidade da aplicagdo sucessiva da regra.

Num segundo exemplo, é apresentada uma situacdo de indeterminacéo do tipo,

_ e In(x
por meio do limite lim —=*
X

X—>+00

. Para que pudéssemos entender melhor o comportamento das
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Figura 2 - Identificagdo Geométrica para aplicagdo da Regra de L’Hopital

g J

I
\ ! gx) =¢e—e”
\ ' h'(x) = sen(x)

~ 1 2 ~ b~ h” - ~

Fonte: Elaboracdo propria

funcBes envolvidas usamos o software Geogebra com um ponto dindmico e a respectiva
imagem em cada uma das funcdes e, a partir de uma animagdo, percebemos que a funcéo

In(x) .. . : .
f(x)= % atinge seu valor maximo em X=20,09 e, a partir dai passa a ter um
X

decrescimento lento, tendendo a zero. Vale ressaltar que tal fato foi verificado no intervalo

[0, 100.000]. Em relacdo as funcdes In(x) e 3x , figura 3 lado direito, percebemos um
crescimento indefinido em ambas quando x cresce tendendo a +oo e a partir da intersecdo dos

graficos, que ocorre em X =93,35, percebe-se um crescimento muito rapido do denominador

In(x)
3x

Alves (2012) explica que para valores grandes de X a representacdo oo/oco deve ser

de zero.

x em relagdo ao numerador In(x) aproximando, desse modo, 0 quociente

interpretada de maneira dindmica e intuitiva, como o infinito do denominador maior que o
infinito do numerador. Em seguida, o autor apresenta mais dois exemplos da manifestacdo de

formas indeterminadas do tipo 0.(- ©) e 1”e explica que diante dessas indeterminac¢Ges nada

se pode concluir sem o uso da formula da Regra de L’Hopital. De fato, vemos por intermédio
da figura 4 que a imagem de In(x) cresce indefinidamente enquanto a imagem de 1 decresce
X

indefinidamente tendendo a zero. Em principio a intuicdo nos leva a crer que se trata apenas
de uma indeterminacdo do tipo —oo/c0, no entanto, obtendo as derivadas sucessivas das
funcdes In(x) e 1/xpercebemos que as funcBes continuam tendendo a —oo e —oo,

respectivamente.
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Figura 3 - Nogé&o da velocidade de crescimento das fungdes f e g

054

-054

Fonte: Elaboracdo nossa

Figura 4 - Descrigdo geométrica da indeterminacéo 0. co

g(x) = In(x)

1
hix=) —

Fonte: Elaboracdo nossa

No seu artigo cujo titulo € “Uma Sequéncia Didatica para explorar a regra de
L Hospital com o uso da Tecnologia”, Alves e Borges Neto (2012) apresentam a Engenharia
Didatica envolvendo situacfes de ensino na abordagem da Regra de L’Hopital apoiada na
metodologia de ensino Sequéncia Fedathi, num curso de Licenciatura em Matematica do
Instituto de Educacdo, Ciéncia e tecnologia do Ceara — IFCE. “Produziu-se um clima de
investigacdo em duas atividades, com a participagdo de quatro duplas de alunos da
Licenciatura em Matematica, em que o uso do Geogebra se mostrou essencial” (ALVES;
BORGES NETO, 2012, p.337). Esses autores relatam que a sequéncia de experimentagéo de
ensino foi apoiada na metodologia de ensino Sequéncia Fedathi em que o uso do software
Geogebra teve papel fundamental. Na etapa de analise a posteriori, da pesquisa, 0S autores

relatam que, com o auxilio do software, os alunos compararam os dados de natureza
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geométrica com os de natureza analitico-algébrico e nesse processo o software possibilitou
um entendimento da manifestacdo das indeterminagfes de natureza geométrica além de evitar
a aplicacdo mecéanica da regra, o que ocorre com grande frequéncia nos processos de ensino
que se limitam ao quadro algébrico.

Em seu trabalho Exploring the L Hospital rule using Geogebra publicado em
Geogebra International Journal of Romania, Alves (2013) critica a forma de abordagem dos
livros de Calculo de autores brasileiros que enfatizam apenas 0s aspectos processuais e
argumentos analiticos e apresenta uma proposta de abordagem da regra de L’Hopital em que

se evita 0 emprego precipitado das regras analiticas usuais. Segundo Alves (2013, p. 15):

[...] o software Geogebra pode ajudar o professor a motivar a participacdo dos
alunos, a0 mesmo tempo, eles visualizam e podem manipular e explorar os graficos
complexos das fungdes no ambiente de computador.

Nesse trabalho, o autor discute a forma de abordagem dos simbolos 0/0, «/ o,

0%, 0°, 1”e co—oo afirmando que o problema esta no estilo formal de ensino no ambiente

académico. Na figura 5 esta representada a primeira situacdo problema em que o autor solicita

(1+sen’x)

que seja decidida a natureza do limite indicado por lim In 5

e indique o ponto em

X—? 2X
que ocorre uma forma indeterminada. Em uma anélise a respeito do problema, o autor
apresenta um procedimento em busca da solu¢do com a utilizacdo da visualizacdo e, de
maneira paralela, desenvolve a solucéo analiticamente. Alves (2013, p. 16) afirma que o caso
de indeterminacéo fica claramente evidenciado por meio da visualizacdo do grafico, uma vez
que as funcdes estdo cada vez mais proximas do ponto (0,0) quando x tende a zero e que faz
sentido usar a regra de L Hopital, considerando que por meio do gréfico ( figura 5 ) vemos
que a oscilacdo da curva que representa a funcdo tende a diminuir quando tomamos valores
cada vez maiores de x. Apds uma segunda diferenciacdo das funcdes f e g chega-se a solucéo
procurada.

Consideramos os procedimentos descritos por Alves (2013) de grande relevancia
para obtencdo de um aprendizado significativo, tendo em vista que para cada passo realizado
sob o ponto de vista analitico ha um significado geométrico que, segundo Gouveia (2010), ao
apresentar diversas metodologias para a aprendizagem e desenvolvimento dos conceitos
matematicos por meio da visualizacdo estamos permitindo que os alunos construam seu

préprio conhecimento.
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Figura5 - Manifestacdo da indeterminacdo 0/0
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Fonte: Elaboracdo nossa

Desse modo, com base nessa proposta de metodologia por meio da visualizacéo,

apresentaremos na proxima secao os objetivos do nosso trabalho.

1.2 Objetivos

Na nossa concepc¢do, a situacdo didatica bem elaborada com a utilizacdo de
recursos tecnolégicos e uma metodologia adequada, disponiveis para professores de Célculo,
pode contribuir de maneira significativa para os processos de ensino e de aprendizagem dessa
disciplina. Pensando dessa forma, tracamos o objetivo geral e os objetivos especificos de

nossa pesquisa.

Objetivo geral:

» Elaborar e descrever situacfes de ensino apoiadas na tecnologia relativas as

formas indeterminadas.
Objetivos especificos:

» Elaborar e apresentar situacOes didaticas amparadas pela sequéncia Fedathi
sobre as formas indeterminadas de funcdes e Regra de L’Hopital;
» Descrever com auxilio do software Geogebra as manifestacGes geométricas

das formas indeterminadas de funcdes;
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> Estruturar um site para apresentacdo de situagfes didaticas com arrimo no

software Geogebra.
1.3 Desenvolvimento e organizacéo

No capitulo 1, ap6s a apresentacdo do problema do nosso trabalho partiremos para
o referencial tedrico elaborado a partir de resultados de pesquisas bibliograficas a respeito do
ensino de Calculo e utilizacdo de Tecnologias da informacéo nessa disciplina.

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos Teorico-Metodologico, com uma
explanagdo a respeito da metodologia de ensino a Sequéncia Fedathi e da metodologia de
pesquisa, no caso a Engenharia Didatica, no intuito de construirmos um saber significativo.

No capitulo 3, apresentamos nossa pesquisa em seu contexto: Apresentacdo do
Software Geogebra no contexto das formas indeterminadas seguido dos aspectos Historicos
da Regra de L’Hopital. Considerando que nosso trabalho foi elaborado segundo 0s
pressupostos teoricos das etapas da Engenharia Didatica em que um dos pontos que essa
metodologia sugere nas andlises preliminares estd relacionado ao estudo da organizagédo
matematica, fizemos uma analise da estrutura matematica do conceito bem como
elementos relacionados a seus pré-requisitos como limite, derivada e continuidade. Ainda
nesse capitulo fizemos uma anélise de quatro livros de Célculo para que pudéssemos compor
um conjunto de subsidios que nos embasasse na elaboracao das sequéncias didaticas.

O capitulo 4 caracteriza a andlise a priori da Engenharia Didatica (ED). Nesse

capitulo, apresentamos a descri¢cdo detalhada das atividades propostas representadas por cinco
sequéncias didéticas sobre as Formas Indeterminadas 0/0, o/, 00—00, 0.0 e f(x)9®
quando lim f(x)=1e lim g(x) = .

X— a X—a

O capitulo 5 apresenta nosso Produto Educacional. Por se tratar de um mestrado
profissional, a pesquisa deve apresentar, obrigatoriamente, um produto educacional que
forneca uma contribuicdo para o ensino e que possa ser consumido pela comunidade. Desse
modo, nesse capitulo, elaboramos e estruturamos um blog composto por videoaulas com base
nas sequéncias didaticas e que possam ser utilizadas por professores de calculo em suas aulas
como uma maneira alternativa de abordagem das Formas Indeterminadas e Regra de
L’Hopital. Trazemos também no blog, teses, dissertacdes, artigos cujos temas estdo
relacionados ao ensino de calculo, sobretudo, associado ao uso das tecnologias de

visualizacgdo nessa disciplina.
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Ja nas consideragdes finais, no capitulo 6, retomamos a tematica da investigacao,
0s objetivos tracados e apresentamos um conjunto de considera¢cdes consistentes a nossa

questdo investigada.
2 FUNDAMENTOS TEORICOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, faremos uma abordagem sobre dois temas de grande importancia
em nosso trabalho: A Engenharia Didatica, que sera utilizada como metodologia de pesquisa e
a Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino no desenvolvimento das sequéncias
didaticas visando ao nosso produto final.

2.1 Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino

Nosso objetivo, neste trabalho, foi desenvolver e apresentar sequéncias didatica
das formas indeterminadas ¢ Regra de L’Hopital, por um caminho diferente daquele que é
geralmente exposto pelos livros de Calculo. Deste modo, orientamo-nos de acordo com as
etapas constituintes da sequéncia Fedathi (SF).

Trata-se de uma proposta tedrico-metodoldgica de ensino de matematica que
objetiva uma melhoria da prética pedagdgica e que “tem como esséncia contribuir para que o
aluno supere os obstaculos epistemoldgicos e didaticos que ocorrem na abordagem dos
conceitos matematicos em sala de aula” (SANTOS; LIMA; BORGES NETO, 2013, p. 7633).

A (SF) tem seus pressupostos tedricos com base num movimento “chamado no
meio cientifico de transposicéo didatica interna®« (DORIER, 2003, p.3 apud ALVES, 2011,
p. 152). Segundo Santos, Lima e Borges Neto (2013, p. 7633) no que diz respeito a Sequéncia
Fedathi:

Essa Teoria pode ser utilizada em diversas areas de conhecimento, partindo da
premissa de que uma construcdo deve ser executada, integrando o projeto tedrico e
pratico em acBes didaticas concretas, sendo Util para planejar, (re)construir,
investigar e buscar na andlise dos dados extraidos da realidade a valida¢do ou
refutacdo das hipoteses levantadas durante o desenvolvimento das sequéncias
didaticas.

® Instrumento por meio do qual se transforma o conhecimento cientifico em conhecimento escolar, para que
possa ser ensinado pelos professores e aprendido pelos alunos. Chevallard conceitua "transposi¢do didatica”
como o trabalho de fabricar um objeto de ensino, ou seja, fazer um objeto de saber produzido pelo "sabio" ser
objeto do saber escolar.
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“A Sequéncia Fedathi, essencialmente, se caracteriza por possibilitar que o aluno
vivencie a experiéncia Matematica, e por exigir do professor uma atitude diferente da qual
estamos acostumados a ver nas salas de aula” (SANTOS, 2011, p. 2). Desse modo, espera-se
que o professor assuma determinadas posturas, como a de versatilidade, a de pesquisador, a de
observador, a de motivador e, sobretudo, a capacidade de intermediar e intervir no processo
ensino e aprendizagem quando necessario.

Segundo Borges Neto et al (2001), O aluno, com a orientacdo e mediacdo do
professor, reproduz o aprendizado que a humanidade percorreu para compreender 0S
ensinamentos matematicos, sem que, para isso, necessite do mesmo periodo de tempo que a
historia dispds para chegar ao cenario atual.

Entendemos que o procedimento dessa reproducdo em sala de aula aconteca
considerando que, nesse processo, 0 aluno seja o autor da construcdo dos conceitos de
maneira significativa por meio da resolucdo de problemas em que o professor assume o papel
de mediador, conduzindo-o a uma agéo de construcdo do conhecimento. Nessa metodologia, 0
professor deve considerar as experiéncias matematicas adquiridas pelo aluno no seu cotidiano

e conhecimentos anteriores a respeito das atividades desenvolvidas.

Figura 6 - Relacdo entre professor e aluno com base nos
pressupostos da S.F

Professor

Problema Producio do aluno

Aluno 3

Conhecimento

Fonte: Elaboracdo nossa

No esquema apresentado na figura 6 por Borges Neto et al (2001), o processo € iniciado pelo
professor ao apresentar para o aluno um problema relacionado ao tema que se pretende
ensinar, partindo da forma generalizavel e por meio de uma linguagem apropriada. A partir
dai o aluno sera instigado pelo professor mediador, mediante questionamentos, a enxergar as

variaveis que o levara a solucdo do problema que por sua vez sera analisada pelo professor e
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socializada com os demais alunos. Esse processo de mediacdo deve culminar na construcao
do conhecimento por parte do aluno.

Nesse modelo, ao se deparar com um problema novo, o aluno reproduz os passos
que um matematico utiliza ao se debrugar sobre seus ensaios: aborda os dados da
questdo, experimenta varios caminhos que possam levar a solucdo, analisa possiveis
erros, busca conhecimentos anteriormente adquiridos para ajudar na solucéo, testa os
resultados encontrados para saber se errou e onde errou, corrige-se e monta um
modelo (BORGES NETO, et al., 2001, p.6)

Para a realizacdo do mecanismo apresentado acima, a (SF) se utiliza de quatro
etapas, a saber: Tomada de posi¢do; Maturacdo; Solucdo e Prova. No mapa conceitual da

figura 7 estdo representadas as quatro fases da (SF) com a descricdo das respectivas
caracteristicas.

Figura7 - Mapa conceitual das etapas da SF

Discussio entre professor ¢ aluno sobre a situagdo Davidas
problema. Os alunos devem buscar compreender SEQUENCIA FEDATHI professor, cu posso resolver fazendo o
o problema ¢ tentar edentificar os possiveis caminhos 1 um desenho ou preciso usar a formula’
que possam levé-los a solugdo. O momento de grande Oqueé
relevancia na formulagdo do raciocinio matematico sao | ’;ﬂ":’:r‘ s et
: . ofessor, me diga se a resposta ¢
o8 QUESTIONAMENTOS [ METODOLOGIA DEENSINO DE ] et
T is SO = . MATEMATICA =
a) Define os conhecimentos previos | Hipoteses ) i
para obtengdo de novos conhecimentos Professor, como fago para verificar
b) Realiza uma investigaclo desse X ETAPAS s¢ minha resposta estd correta?
conhecimento . \
N _/ \ Perguntas esclarecedoras
TOMADA DE POSICAO N, (EATUEASAT) SOLUCAO (—)PRO‘. T O gue o problema estd pedindo?
| ", compreende Perguntas estimuladoras
¢ _-__[ O prof realiza um diagnéstico acerca s | Serd que "_:"0 quadrilatero
e do problema que deveri ser ensinadi Comp e N R ¢ losango?
‘ fas vastvess doyrobloms imule ¢ solicite g os alunos Perguntas orientadoras
expli ol ielos) e Serd que o problema pode ser
Constextualizagcdo justifique a escolha de determinados Ivido por meio da arif ica?
O professor exibe um problema para o aluno caminhos. O prof devera discutir
partindo de uma forma generalizavel. Aluno Jjunto com o grupo as solugdes
E importante q tenha como um dos meios de das a fim de luirer
resolugdo a aplicagdo do saber. qual delas ¢ a mais adequada. E
importante que o prof mostre para os
l alunos as respostas que ndo satisfazem
formas de abordagem i a solug3o.
prof prof V’"‘\
v |
s INTERAGAO
_— . BILATERAL
aluno
perguntas = /
esclarecedoras ko
através  atraves através  atraves /
z < A G = aluo (aluno)
:] 18 B - estimuladoras
Fcrgumas/ PROFESSOR

Fonte: Elaboracéo nossa

Na tomada de posi¢éo, serd apresentado para o aluno um problema partindo da
forma generalizavel e tendo como um dos meios de resolucdo a aplicacdo do conhecimento a
ser aprendido. A apresentacdo do problema pelo professor pode ser realizada de diversas
formas: Exposicéo verbal por meio de um software ou um jogo, de uma pergunta ou de um
problema. Antes da apresentacdo do problema é importante que o professor realize um
diagnostico a respeito do nivel de conhecimento do aluno e dos pré-requisitos necessarios a

aquisicdo de novos conhecimentos. Segundo Borges Neto et al (2001) o professor é
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investigador da propria sala de aula. Entendemos que uma das principais caracteristicas dessa
teoria diz respeito a atividade entre professor e aluno, desse modo, o professor deve esclarecer
as davidas que por ventura venham a surgir e instigar os alunos a uma acdo colaborativa,
interativa e cooperativa. E imprescindivel que o professor utilize uma linguagem acessivel,
proporcionando ao educando uma melhor desenvoltura no desenvolvimento das etapas
subsequentes. Borges Neto et al (2001) explica que para alcancar seus objetivos é necessario
que o professor prepare 0 ambiente, conquiste e prepare o aluno, sé assim seu planejamento
implicara, de maneira positiva, conducdo das aulas. No caso da nossa primeira sequéncia
didatica no capitulo quatro, na etapa “tomada de posigdo” da Sequéncia Fedathi, é

(e*+e7*=2)

e solicitado que ele, por
1-cos x

apresentado ao aluno o gréafico da funcdo h(x)=

meio do software Geogebra, verifique a existéncia de pontos de indeterminacdo e, em
seguida, analise o0 comportamento da fungdo nesse ponto.

Na maturacdo, fase caracterizada pela compreensao e identificagdo das variaveis
envolvidas no problema, é 0 momento em que ocorre a efetiva participacdo do professor como
mediador no processo de aquisi¢cdo do conhecimento. Na concepcdo de Alves (2011), esta
fase da (SF) envolve a identificagdo de conjecturas elaboradas pelos alunos e aperfeicoadas
pelo professor e que detém maior relevancia para cada tarefa.

Nesta fase, por meio de perguntas esclarecedoras, perguntas motivadoras e
orientadoras, o professor instiga o aluno a identificar os possiveis caminhos que os levem a
solucdo do problema. “Feitas suas interpretacdes, os alunos deverdo identificar quais sao os
dados contido no problema, qual a relacdo entre eles e 0 que esta sendo solicitado pela
atividade” (BORGES NETO, et al, 2007, p. 8). Durante essa fase, o professor deve atentar
para as estratégias e interpretacdo dos alunos no que diz respeito as varidveis envolvidas no
problema, no intuito de identificar o momento oportuno de intervir utilizando-se do seu papel
de mediador do processo. A fase da maturacdo esta representada na figura 8. No caso da
segunda sequéncia didatica, na pagina 27 do capitulo quatro, nesta fase da sequéncia Fedathi,
o0 professor espera que o aluno tome a iniciativa para verificacdo da condicéo da aplicacéo da
regra de L’Hopital por meio da reta tangente ou funcao derivada.

Caso o aluno apresente dificuldade na identificacdo dessas varidveis, o professor
deve intervir com perguntas esclarecedoras no intuito de instigar o aluno a construir seu

préprio resultado.
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Figura 8 - Representacdo da fase maturacdo da SF

[ PROFESSOR ] Q [ AL TTNG ]
(W]
E
M E
PERGUNTAS ESCLARECEDORAS T DUVIDAS
v !
(@]
N
PERGUNTAS ESTIMULADORAS A REFLEXSES
nM
E
N
PERGUNTAS ORIENTADORAS ; HIPéTESES
S

Fonte: Elaboragdo nossa

A solucdo diz respeito a fase em que ocorre a apresentacdo e organizacdo dos
modelos que possam conduzir a solu¢do do problema. Vale ressaltar que nessa etapa €
fundamental que ocorra uma socializagdo em relacdo as ideias, opinides e discussdes entre 0s
alunos.

Menezes (2014) destaca a importancia da discussdo das solucdes. Segundo ele a
socializagdo das diferentes compreensdes e representacbes do grupo promove a busca pela
solugéo da situacéo-problema.

Ao final, o professor solicita que os alunos exponham seus modelos e justifiquem
o caminho utilizado, questionando-os sobre a utilizacdo de maneira integral das variaveis
envolvidas no processo de resolucédo do problema. Nessa fase, os alunos precisardo de tempo
para que possam analisar suas respostas por meio de tentativas e erros apontados pelo
professor. Borges Neto et al (2007, p.8 ) ressalta que:

E importante que o professor motive os alunos a buscarem formas de verificagio dos
resultados encontrados. A refutacdo dos modelos inadequados podera ser realizada
através de contraexemplos. O professor devera mostrar para os alunos que a solucéo
ideal deve satisfazer ndo s6 o problema em questdo ou somente determinadas
situagfes, mas sim, o nimero maior possivel de situagdes que necessitem desse
conhecimento para serem resolvidas.

Apbs as discussdes realizadas na etapa anterior a respeito dos modelos
apresentados pelos alunos, a etapa da prova consiste na apresentacdo e formalizagdo do
modelo matematico a ser ensinado. Nesta fase, a didatica do professor é imprescindivel para a
absolvicdo dos novos conhecimentos por parte dos alunos, considerando que o professor deve
vincular o modelo cientifico ja existente ao modelo apresentado pelos alunos.

Na secdo seguinte, apresentaremos a Engenharia Didatica que, assim como a

Sequéncia Fedathi ¢ também uma metodologia de ensino e de investigacdo que, segundo
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Santos (2011), pode ser utilizada em diversas areas de conhecimento. “No momento em que o
professor esta aplicando a Sequéncia Fedathi, automaticamente, esta utilizando a Engenharia
Didatica, que faz parte de todo o desenvolvimento e experimentacdo na Sequéncia Fedathi.”
(SANTOS, 2011, P.2).

2.2 A Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa

A Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que surgiu na didatica da
matematica francesa no inicio dos anos 80 e se caracteriza pela observacdo e andlise de
sequéncias de ensino. Tal conceito foi elaborado inicialmente por Guy Brousseau e
posteriormente divulgado por Michele Artigue no inicio dos anos 80. Essa metodologia pode
ser entendida tanto como uma metodologia de pesquisa especifica, como uma sequéncia
didatica “A engenharia Didatica pode ser utilizada em pesquisas que estudam o0s processos de
ensino aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a elaboracéo de géneses
artificiais para um dado conceito” (AUMOLOUD, 2007, P. 171).

A engenharia didatica recebe essa dominagdo por representar uma sequéncia de
mecanismo que, segundo Artigue (1988), é semelhante a uma atividade desenvolvida por um
engenheiro que ao desenvolver um projeto se apoia em conhecimentos cientificos para

solucionar problemas complexos.

Esse termo foi cunhado para o trabalho didatico que é aquele comparavel ao trabalho
do engenheiro que, para realizar um projeto preciso, se apoia sobre conhecimentos
cientificos de seu dominio, aceita submeter-se a um controle do tipo cientifico, mas
ao mesmo tempo, se obriga a trabalhar sobre objetos bem mais complexos que 0s
objetos depurados da ciéncia e portanto a enfrentar praticamente, com todos 0s
meios que dispde, problemas que a ciéncia ndo quer ou ndo pode levar em conta
(ARTIGUE, 1996 apud FANTINELLE, 2010, P.15)

A Engenharia Didatica une “o plano tedrico da racionalidade a experimentacdo da
pratica educativa, numa execucao que envolve desde o pensar das ideias iniciais até a prética,
gue no caso do professor pesquisador, sera quase sempre em sala de aula” (SOUZA, 2013, P.
7576).

Para Artigue (1996, apud, BRUM, 2014, p. 2), “é preciso uma metodologia de
investigacdo cientifica que procure extrair relagdes entre pesquisa e acdo sobre o sistema
baseado em conhecimentos didaticos preestabelecidos”. Nesse sentido, na perspectiva de

Brum (2014) a Engenharia Didatica enquanto metodologia de pesquisa caracteriza-se como
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produto didatico que envolve plano de ensino e experimentos baseados nas realizacoes
didaticas.

Na nossa pesquisa, encontramos varias investigacbes no campo da Educacao
Matematica que foram concebidas com a aplicacdo dos pressupostos da Engenharia Didatica,
dos quais podemos citar entre outros: Rocha (2010) e Alves (2013). Este dltimo, em sua
pesquisa sobre Funcdes Implicitas, descreve apenas as duas primeiras etapas da Engenharia
Didatica.

Nossa op¢do por essa metodologia esta no fato de que se trata de um referencial
de pesquisa que tem por objetivo unir a pesquisa tedrica a acdo pratica, tendo como foco o
ensino de matematica.

Numa pesquisa cuja metodologia esta fundamentada nas pressuposicGes da
Engenharia Didatica, é possivel identificar algumas etapas de seu desenvolvimento. Tais
etapas sdo denotadas por: analises prévias ou preliminares, analise a priori, experimentagdo e

analise a posteriori. Vejamos a seguir:
Analises prévias ou preliminares

Nesta fase, sdo coletados elementos que representem papeis fundamentais na
pesquisa no sentido de se fazer uma reflexdo sobre eles e com isso estruturar uma maneira
positiva de intervencdo no ensino. Santos (2011) explica que as Analises preliminares é a
fase em que vamos pesquisar o que julgamos necessario para 0 desenvolvimento da sequéncia
didatica.

Almouloud (2007) afirma que um dos objetivos das andlises prévias esta
relacionada a identificacdo dos entraves em relacdo ao ensino e aprendizagem do objeto de
estudo além de nortear de maneira fundamentada os pressupostos teéricos e metodoldgicos da
pesquisa. Abaixo apresentamos a descricdo das vertentes dessa etapa apresentada por
Almouloud (2007):

e estudo da organizacdo matematica, que compreende um estudo da génese
historica do saber em estudo e suas manifestacfes antigas; obstaculos
epistemoldgicos relativo ao objeto de pesquisa; analise da estrutura matematica
do objeto investigado; analise do ensino usual e seus efeitos; considerar 0s
objetivos especificos;

e analise de organizacdo didatica do objeto matematico escolhido para a

investigacdo. Deve-se: Analisar as diferentes instituicbes de ensino em que o
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saber deve ser ensinado e aprendido; Realizar uma andlise critica dos livros
didaticos; realizar um levantamento bibliografico sobre os fatores que
interferem no processo de ensino e aprendizagem do objeto de estudo;

e definicdo das questdes de pesquisa e justificar suas escolhas feitas.

Segundo Artigue (1988), citada por Almouloud (2007, p. 72), cada uma dessas
fases pode ser retomada e aprimorada durante a fase de investigacdo, tendo em vista as
necessidades emergentes.

Nesta fase da Engenharia Didatica, foi realizado um estudo a respeito do nosso
objeto de pesquisa e dos prerrequisitos necessarios a sua compreensao além de uma

investigacgdo a respeito do software Geogebra em alguns trabalhos sobre o ensino de Célculo.

Analises a priori

Almouloud (2007) afirma que, nesta fase, com o intuito de responder as questdes
e validar as hipdteses levantadas na fase anterior, o pesquisador deve elaborar e analisar uma
sequéncia de situacBGes-problema, nas quais o pesquisador delimita certo nimero de variaveis
sobre o0s quais 0 ensino pode atuar. No entanto, considerando 0s objetivos de nossa pesquisa,
é importante frisar que iremos desenvolver apenas as duas primeiras etapas da Engenharia
Didatica tendo em vista 0s nossos objetivos. O autor recomenda que na construcdo dessas
situaces didaticas devem-se levar em consideracdo alguns pontos que estdo relacionados
abaixo:
e Que os alunos entendam facilmente os dados do problema;
e Essas situacdes devem colocar em jogo um campo conceitual que se deseja
explorar e no qual o conhecimento esta inserido;
e Os conhecimentos, objetos de aprendizagem, sdo ferramenta que devem ser
utilizados em dltima instancia, para se obter a solucdo final.
e O problema deve envolver varios dominios de conhecimentos
e As atividades devem ter como objetivos: auxiliar os alunos na construgédo do
conhecimento de maneira construtiva e significativa. As situacdes-problema
devem ter a caracteristica de instigar o aluno a refletir e evoluir por iniciativa
propria, na busca da obtengéo de novos conhecimentos.
e O professor é apenas um mediador do processo, portanto ele deve instigar o

aluno a um debate de confrontagéo dos resultados obtido pelos demais alunos.
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e E importante que o professor, apés o debate, selecione e organize as
descobertas dos alunos e sistematize os novos conhecimentos e saberes, no

intuito de contemplar os alunos com uma melhor compreensao do objeto.

Segundo Nasserala (2014), nesta fase, o professor devera antecipar as atitudes que
os alunos porventura terdo durante o desenvolvimento da atividade e preparar-se para mediar
esses comportamentos, de modo que resultem na aprendizagem esperada para aquela sessao
didatica.

Almououde (2007) ressalta a importancia dessa fase considerando que sua
qualidade depende do sucesso da situacdo-problema além de permitir ao professor controlar a
realizacdo das atividades dos alunos e que é possivel, segundo Pommer (2013), antecipar, na
analise a priori, o que é imaginavel de ocorrer na aprendizagem, pela escolha conveniente das
variaveis didaticas.

Ainda de acordo com Pommer (2013), cabe ao professor utilizar, propor e
procurar situactes de aprendizagem em que os alunos possam dar sentido ao conhecimento,

por meio da contextualizacdo e personalizacdo do saber.
Experimentacéo

Representa a fase que configura um contato com 0s sujeitos a serem pesquisados,
da explicitacdo dos objetivos e condicBes de trabalho; momento em que se estabelece o

contrato didatico.

[...] ¢ o momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo construido,
corrigindo-o quando as andlises locais do desenvolvimento experimental identificam
essa necessidade, o que implica, um retorno a anélise a priori, um processo de
complementacdo. Ela é seguida de uma fase de andlise a posteriori que se apoia num
conjunto de dados recolhidos durante a experimentagdo: observacdes realizadas
sobre as sessdes de ensino e as producdes dos alunos em sala de aula ou fora dela.
(ALMOULOUD, 2007, p. 177)

Representa a “ida a campo para aplica¢ao da sequéncia didatica com uma certa populacdo de
alunos e os registros de observacdes realizadas durante ela” (ARTIGUE, 1988, apud SOUSA;
CORDEIRO,2005 P.37). E nesse momento que ocorre a aplicaco da sequéncia Fedathi.

Andlise a Posteriori

Essa fase se caracteriza pela verificagdo das hipoteses definidas na anélise a priori
podendo comparar as sequéncias didaticas com os resultados de experimentacdo. Para Artigue
(1996) citada por Brum (2014), os dados séo geralmente completados por dados obtidos pela

utilizacdo de metodologias externas: questionarios, entrevistas individuais ou em pequenos
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grupos, realizados em diversos momentos do ensino ou a partir dele. Nessa etapa, sdo
sintetizados os dados colhidos e a confrontagdo com a analise a priori, proporcionando a
interpretacdo dos resultados e expondo em que condicBes as questdes levantadas foram

respondidas.

3 ANALISE PRELIMINARES

Nesta fase, fundamentamos toda a elaboracdo do nosso trabalho, momento em que
buscaremos todos os dados a fim de que possamos refletir sobre eles e com isso estruturar
uma maneira de intervir no ensino. Santos (2011) esclarece que é nessa fase em que
realizaremos uma pesquisa a respeito de todos os elementos imprescindiveis para o
desenvolvimento da sequéncia didatica, ou seja, “vamos pesquisar 0 que precisamos para
desenvolver a sequéncia didatica” (SANTOS, 2011, p. 2).

Desse modo, faremos um estudo sobre os livros de Célculo, verificando a forma
como eles abordam o tema Formas Indeterminadas e regra de L’Hopital, a fim de que
possamos ter uma visdo diagndstica do ensino atual e para que isso nos forneca subsidios que
nos auxilie na construgdo das sequéncias de ensino. Nessa secdo, realizamos também um
estudo sobre as formas indeterminadas e sobre conceitos que julgamos necessarios para a
compreensdo desse tema bem como uma apresentagdo do software Geogebra utilizado como
ferramenta didéatica e facilitadora no processo que, de acordo com Assumpcdo e Ferreira
(2012), os recursos tecnoldgicos, em particular o software GeoGebra, podem ser considerados
como ferramentas facilitadora no processo de ensino e aprendizagem de conteldos

matematicos.

3.1 O software GeoGebra

Concordamos com Hiele (1986) quando afirma que a visualizacdo tem uma
importancia fundamental no processo de construcdo do conhecimento. De acordo com esse
autor, a representacdo mental dos objetos geométricos e a disposicdo formal das propriedades
geométricas de um conceito geometrico representam elementos basicos para o entendimento
da formalizacdo de um conceito. Nesse sentido, Ramalho (2013) aponta o uso dos
computadores como uma opgdo na grande diversidade de tecnologia que podem ser utilizadas
no intuito de facilitar a aprendizagem. Segundo esse autor, 0 uso desses elementos promove o0

aumento das possibilidades em termos de estratégias pedagdgicas que favorece a construgado
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do conhecimento nos processos de ensino e de aprendizagem. Para Borchardt (2013) o uso
das tecnologias ndo se destina apenas a “facilitar” os célculos, a tecnologia permite
transformar os processos de pensamento e 0s processos de construcdo do conhecimento.

O numero de softwares educacionais disponiveis e gratuitos que podem auxiliar o
professor em sua pratica pedagogica é bastante consideravel, no entanto é fundamental que,
antes da escolha por um determinado software, realize-se uma avaliacdo a respeito da
qualidade e da adequacdo de tais programas no tema abordado, uma vez que nem todos
podem contribuintes para a aprendizagem.

Nesse sentido, destacamos os softwares de Geometria Dindmica que, segundo
Rithit (2005) dispdem de diversos recursos que podem enriquecer a abordagem de conceitos,
como a opgdo animar’, e a facilidade na visualizacdo de formas e as varias funcdes que
promovem a interacao aluno/computador.

Para 0 ensino da Geometria, uma das grandes vantagens em se trabalhar com
softwares educacionais € o pensamento visual, que “ao permitir uma fonte rica de imagens
virtuais privilegia a visualizacdo e compreensdo de conceitos matematicos, que outrora seriam
de dificil percepcdo sem esse recurso” (RAMALHO, 2013, p.6)

Neste sentido, destacamos o Geogebra, que é um software que vai além da
Geometria Dindmica, mas é classificado com um software de Matematica Dindmica. Trata-se
de um software desenvolvido por Markus Horenwarter e Judith Preiner, com inicio do projeto
em 2001 na University of Salzburg e tem continuado o desenvolvimento na Florida Atlantic
University e destinado a ser utilizado, sobretudo, no ensino e aprendizagem de Matematica
nas escolas basicas, podendo ser usado também em nivel superior.

Para MOLON (2013) O Geogebra possui inimeras possibilidades de trabalho e
aplicacdes na matematica dispondo de recursos dindmicos que permite uma analise critica de
diversos problemas que envolvem algum tipo de variacdo. Além disso, trata-se de um
software que possui um recurso computacional poderoso, pois permite aliar o estudo da
algebra ao da geometria e ao do Calculo.

Para nossa proposta de sequéncia didaticas por meio de videos com o amparo da
sequéncia Fedathi como metodologia de ensino, usamos este software como ferramenta

facilitadora do ensino, considerando suas caracteristicas relevantes para a atividade proposta.

* Recurso do software Geogebra que possibilita a animag&o de um objeto disposto na regido grafica.
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Neste trabalho, fazemos uso da versdo 4.4 criada em 01 de dezembro de 2013. Sendo
aplicativo multiplataforma® ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou
Mac OS.

O Geogebra € composto por ferramentas tradicionais da geometria, algebra e
Célculo, apresentando dois pontos de vista diferentes de um mesmo objeto matemético que
podem ser visualizados na janela gréfica e na janela de algebra.

Enquanto na janela de visualizacdo os objetos sdo construidos e editados, na
janela de algebra podem-se identificar os respectivos elementos algébricos, sendo essa a
principal caracteristica do software. Todas essas caracteristicas mostram que o Geogebra é
mais do que um software de Geometria Dindmica, se lancando no campo de softwares
educacionais livres e multiplataforma como ja foi mencionado anteriormente.

A figura 9 apresenta a interface do Geogebra ap6s ser carregado, destacando os
seguintes elementos: A barra de menus fornece opgOes para salvar o projeto em arquivo
(ggb) e para controlar configuracfes gerais. A Barra de Ferramentas apresenta todas as
ferramentas (teis e necessarias para realizacdo de atividades como a construcdo de pontos,
retas, graficos e etc. Cada icone dessa barra implica outros icones que podem ser acessados
clicando com o mouse em seu canto inferior direito. A janela de Algebra representa a area
em que sdo exibidas as coordenadas, equagdes e outros objetos construidos na janela de
visualizacdo. A janela gréfica ou de visualizagdo permite a insercdo de graficos, figuras e
coordenadas para a construcdo de objetos diretamente. Na Zona gréfica, sdo representados
graficamente ou geometricamente todos os objetos cujos comandos sdo inseridos na Entrada
de comandos. Uma das caracteristicas dos elementos inseridos na zona gréfica, além da
visualizacdo, estd na possibilidade de deslocar tais elementos, com a utilizacdo do mouse,
para diferentes posi¢des. Para uma melhor compreensdo das ferramentas bem como sua

utilizacdo e manipulacdo sugerimos consultar o site www.geogebra.org.

® Significa que o software pode ser executado em mais do que uma plataforma, como o Mozilla Firefox,
Explorer e Chrome.


http://www.geogebra.org/
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Figura 9 - Interface do software Geogebra
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{

Entrada

Fonte: Elaboracdo nossa

3.1.1 O Geogebra no contexto das Formas Indeterminadas

Richit et al (2012) utilizou o software em aulas de célculo e a partir dai, concluiu-
se que o Geogebra se mostrou apropriado para a realizacdo das atividades de natureza
exploratorio--investigativa, uma vez que, foi possivel reduzir o niamero de repeti¢cdes durante
a verificacdo de um resultado. Segundo esse autor, o que no papel e lapis seria preciso varios
desenhos, o software mostrou, por meio da variacdo de pardmetros, 0 comportamento das
funcdes.

Segundo Gongalves (2013) a utilizacdo de softwares proporciona a assimilagéo
dos calculos e permite explorarmos por intermédio de construcbes que podem ser
manipuladas, deixando de ser estaticas e proporcionando uma nova visdo da matematica. Para
Guimarées (2009, p. 1):

Desenhar o grafico de funcBes, observar a existéncia de limites, determinar e
visualizar a reta tangente ao grafico da curva em uma tela de computador sdo
exemplos de como o0 uso de recursos computacionais podem trazer grandes
beneficios num curso de Céalculo Diferencial e Integral I. Mas, para isso é necessario
escolher softwares adequados e uma metodologia capaz de tirar proveito das
caracteristicas positivas do computador [...]

Em concordancia com os pesquisadores acima e considerando relevantes as
caracteristicas algébricas e geométricas do Geogebra, optamos por esse software considerando
essas caracteristicas adequadas ao nosso estudo.

Na figura 10 vemos uma situacdo em que o Geogebra foi utilizado para a

construcdo dos graficos das funcGes f e g que compde o numerador e denominador da fungéo
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xcos( x)—sen(x)

X3

h(x)= caracterizando uma indeterminacdo 0/0 parax =0. A utilizacdo da

insercdo de um parametro e a caracteristica dindmica do software por meio do controle
deslizante nos permite analisar com maior seguranca 0 comportamento da funcdo na
vizinhanca de x =0 identificando o tipo de indeterminacao.

Quando o usuédrio utiliza adequadamente as propriedades geométricas na
construcdo, a dinamica dos movimentos do software promove uma melhor compreensdo dos
elementos que ndo sofrem variacdo, alertando-o para determinados padrdes e instigando-o a
realizar conjecturas e a testar suas convicgdes. Nessa perspectiva, por meio dos mecanismos
de animacdo do Geogebra é permitido ao aluno manipular, analisar e assimilar o

comportamento e caracteristicas de varias situacdes no aprendizado de conceitos de Célculo.

Figura 10 - Representacdo geométrica da forma indeterminada 0/0

7 GeoGebra S &
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= Segmento
@ b=41
@ c=1.05

@ d=18 B
ae=16
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LoD i=true

4 LI [>

Entrada:

Fonte: Elaboracdo nossa

A ferramenta “inserir botdo” com a utilizacdo dos valores booleano “i=true”
Figura 11 para controlar a animag&o dos pontos A e B mostra grande praticidade para simular
0 comportamento das imagens de x pelas funcdes f e g quando x se aproxima de zero.

O Geogebra também se mostrou bastante adequado na construcao e animacao das
retas tangentes as fungdes f e g usando a ferramenta “Reta tangente”, na figura 12, apontando

necessidade de uma segunda derivacédo, considerando que a animagao nos permitiu identificar
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Figura 11 - Configuracdo do bot&o animar
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Fonte: Elaboracdo nossa

que as derivadas das funcbes f e g no ponto x=0 s&o nulas. A Insercdo da “janela de
visualizagdo 2” (lado direito da figura) nos permite comparar as fungdes derivadas das
funcbes f e g e a0 mesmo tempo comparar essas derivadas com a inclinacdo das retas
tangentes.

Outro ponto relevante na visualizacdo do limite € que o Geogebra nos permite
intuir, por meio da ferramenta “animar objeto”, 0 comportamento das fun¢des quando X
cresce indefinidamente. Percebemos na figura 13 que o software nos mostra que a funcdo g
cresce mais rapidamente que a funcdo f e que de outra forma ficaria dificil conjecturar. De
acordo com o exposto, vemos que 0 GeoGebera possui caracteristicas que propiciam a criacdo
de ambientes para atividades relacionadas a conceitos de célculo como por exemplo,
visualizar a nogao intuitiva de limites e formas indeterminadas e interpretar geometricamente
as derivadas, possibilitando ao aluno verificar propriedades de uma funcéo por intermédio de

um processo dinamico.



40

Figura 12 - Derivada das funcgdes f e g
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Fonte: Elaboracdo nossa

Figura 13 - Taxa de crescimento das funcdes f e g
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Fonte: Elaboracdo nossa

Na proxima secdo faremos uma abordagem mesmo que preliminar dos fatos
historicos envolvidos que marcaram a regra de L’Hopital, tendo em vista que representa tarefa

fundamental para o nosso trabalho considerando nossa metodologia de pesquisa. Nesse



41

contexto exporemos o desenvolvimento feito por L’Hopital e Bernoulli e as controvérsias

sobre a origem e autoria.

3.2 Aspectos historicos da Regra de L’Hopital

Neste trabalho dissertativo, tratamos sobre um modo Figura 14 - Marqués de
alternativo para calcular os limites de formas indeterminadas L’Hopital (1661 —1704)
conhecido como Rela¢do de L’Hopital, portanto faremos um
levantamento histérico dos principais eventos envolvidos no
descobrimento da referida regra; apresentaremos uma breve
biografia do Marques de L’Hopital e demonstracdao feita por
L’Hopital e Bernoulli e as controvérsias sobre a origem €

autoria. Vale ressaltar que esta se¢do contempla um dos
elementos que sugere a Engenharia Didatica na sua fase

Andlises Preliminares. “Analises preliminares em que vamos Fonte: Barbosa (2008, p. 14)
pesquisar 0 que precisamos para desenvolver a sequéncia

didatica, sobre analise epistemoldgica dos conteddos contemplados; conhecimentos prévios
dos sujeitos investigados, dificuldades e obstaculos [...]” (SANTOS, 2011, P.2). Nossa
pesquisa buscou fatos historicos da Relagao de L Hopital em autores como Barbosa (2008),
Boyer (1996) entre outros e internet.

Guillaume Francois Antoine de L’Hospital, Marqués de Saint Mesme, mais
conhecido como marqués de L’Hopital, matematico francés da era bernoulliana, nasceu em
Paris, hoje lembrado no calculo de formas indeterminadas pela Regra de L’Lopital, que
muitos acreditam que tenha sido criacdo de Bernoulli. Barbosa (2008) explica que o nome
original do marqués era L’Hospital, porém uma série de reformas ortograficas sucedidas na
Franga entre os séculos XVII e XIX influenciou na grafia L’Hopital. Esse fato explica as
variacdes na grafia apresentadas nos livros calculo atuais que aparecem ora como Regra de
L’Hopital, ora como Regra de L’Hospital. Fez parte da elite matematica da época como
Newton, Leibniz e os Bernoullis destacando-se como icone matematico da Franca, ndo apenas
pelos trabalhos cientificos, mas também pelos contatos que manteve com Leibniz e Bernoulli.
Foi membro da I’Académie des Science de Paris, de 1690 até sua morte aos 43 anos de
idade. Johann Bernoulli foi o que teve contato direto com o Marqués de L’Hopital. O bom
desempenho de Bernoulli nos calculos fascinaram o marqués L’Hopital, que segundo Boyer

(1996), durante uma discussdo sobre o conceito de curvatura, Bernoulli impressionou-o ao
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calcular em poucos minutos o raio de curvatura para véarias curvas. Barbosa (2008) explica
que houve um acordo entre o marques ¢ Bernoulli que permitia L’Hopital usar todo o
conteddo ensinado como o desejasse. A consequéncia desse acordo foi a importante
contribuicdo de Johann Bernoulli a conhecida Regra de L’Hopital, publicada pelo marqués em
seu livro courbes Analyse Infiniment Petits Pour ['intelligence des lignes (Andlise dos
Infinitamente Pequenos para o Estudo de Linhas Curvas) considerado o primeiro livro texto
escrito sobre calculo diferencial, publicado em 1696 e que influenciou praticamente toda a
matematica do século XVIIlI com suas ideias inovadoras. Nesse sentido, Barbosa (2008)
ressalta que o marqués demonstra por meio dessa obra ser excelente escritor, exibindo de
maneira ordenada, por meio de seus dons pedagdgicos, todo um progresso das principais
ideias da nova matematica que estava surgindo. Segundo Lacroix, apud Barbosa (2008),

L’Hopital, na sua época foi um dos gedmetras que mais contribuiu para o Calculo Diferencial:

No ano de 1699, L’Hopital foi um dos poucos gedometras que fez algum progresso
no Célculo Diferencial e ele préprio trouxe uma contribuicdo os infinitamente
pequenos. Este livro foi por um longo tempo o melhor livro sobre esta matéria, mas
ele ndo escreveu (deixou de escrever) um tratado sobre o Calculo Integral, porque
ele sabia que Leibniz tinha em maos uma grande obra com o titulo “De Scientia
Infiniti” e que queria tornar conhecida, e que ele ainda ndo tinha completa
(LACROIX, 1799, p.xxviii, apud Barbosa, 2008)

Na histéria da humanidade, foram muitos os que apresentaram contribuicGes
relevantes para o desenvolvimento da ciéncia por meio de suas teorias e descobertas
promovendo grandes avancos. Neste sentido, vale ressaltar a familia Bernoulli que nos

contemplou com famosos intelectuais e muitos deles grandes matematicos.

Podemos fazer conclusdes a respeito da familia Bernoulli dizendo que a historia dos
descendentes é muito semelhante a dos pais, ndo revelando queda para 0s negocios
da familia, inscreveram-se na Universidade onde cursaram Magistratura ou
Medicina. Anos mais tarde acabariam por se dedicar a Matematica onde viriam a dar
contribui¢des importantes, nomeadamente na area do célculo (BARBOSA, 2008, p.
23)

Johann Bernoulli, o que teve contato direto com o marqués de L’Hopital, desde
crianga, provavelmente influenciado pelo seu irmédo Jacob Bernoulli, j& demonstrava um certo
interesse pela matematica. Segundo Barbosa (2008), Johann nunca chegou a publicar seu livro
sobre o célculo, no entanto, Boyer (1996) lembra que durante 1691-1692 ele escreveu dois
pequenos livros didaticos sobre Calculo diferencial e integral que s6 foi publicado muito mais
tarde.

Segundo Pastor & Babini, apud Barbosa (2008), encontramos varios problemas de

aplicagdes dos métodos infinitesimais a geometria e & mecanica proposta por Johann e seu
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irmdo Jacob. Boyer (1996, p. 288) conta que Jacob Bernoulli tinha atragdo por curvas e pelo
calculo, é tanto que uma curva leva seu nome a “lumniscata de Bernoulli” dada pela equagéo
r?2 = acos26. Fazendo uma andlise na obra de Barbosa (2008) vemos que outros
pesquisadores como Pastor & Babini (1986, p.100), Gratton-Guinness (1984,p. 108)
mencionam contribui¢des de johann Bernoulli. Barbosa (2008) lembra que o original método
da quadratura por séries, exposto em 1694, de onde se originou a conhecida série de Taylor
era devido a Johann. Johann Bernoulli morreu no dia primeiro de janeiro de 1748,
completamente louco, suicidando-se, cortando os pulsos, com 81 anos de idade, na Basileia.

Durante um bom tempo, esperava-se que toda a obra no livro Analyse Infiniment
Petits Pour l'intelligence des lignes era de fato obras de L’Hopital. O Marqués ndo estava
totalmente certo de que pudesse entender o novo céalculo apresentado por Leibniz, e por isso
pediu ao jovem Johann Bernoulli que o ajudasse. Barbosa (2008) relata que em uma carta de
17 de marg¢o de 1694 L’Hopital oferece a Johann um salario de 300 libras mensais para que
Bernoulli o ajudasse no desenvolvimento dos novos conceitos do célculo. No entanto,
Bernoulli deveria comunicar-lhe suas descobertas, e em particular, pediu que Bernoulli ndo
comunicasse a nenhuma outra pessoa. Segundo Barbosa (2008) L’Hopital propunha um
acordo em que Bernoulli ficaria encarregado de: trabalhar todos os problemas matematicos
enviados a ele por L’Hopital; Mostrar a ele toda descoberta matematica, e ndo enviar a outros
cOpias das notas enviadas a L’Hopital. A resposta de Bernoulli nunca foi encontrada, mas,
por uma carta de 22 de julho de 1694, sabe-se que ele aceitou a proposta. Para Bernoulli que
ainda jovem recém--casado e desprovido de recursos financeiros, esse acordo teria vindo em
bom momento. O autor afirma que ndo se sabe até quando durou o acordo. Apesar de
L’Hopital solicitar que Bernoulli ndo repassasse coOpias das licdes a ninguém, isso nao
aconteceu, houve momentos em que as notas de aulas foram fatalmente conhecidas por
outros. Para Abéllan (2004), citado por Barbosa (2008), durante as aulas em Paris, as licdes de
Johann eram copiadas pelo seu amigo Stahelin quando esteve em Oucques. Diversas cartas
entre Bernoulli e L’Hopital foram recentemente publicadas, ¢ de acordo com Struik (1963)
apud Barbosa (2008), na carta de 22 de julho de 1694, Bernoulli mostra a regra do 0/0.
Segundo esse autor a formulacdo da regra é muito parecida com a que aparece no livro de
L’Hopital.
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Abaixo estd um trecho da carta® de Bernoulli enviada a0 Marqués de L’Hbpital
afirmando que estava enviando os resultados apenas ao Marqués e muito aborrecido por néo
ter a oportunidade de mostrar nenhum trabalho a Leibniz tendo em vista que foi quem muito o
ajudou nos assuntos de Calculo, mas que manteria o acordo firmado com L’Hdpital. Esse

material foi extraido do trabalho de Barbosa (2008, p.43):

Figura 15 - Carta de Bernoulli
enviada ao Marqués de L’Hopital
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Fonte: Barbosa (2008, p. 42)

Hoje a maioria dos livros de calculo consideram a regra para obtencdo de limites
indeterminados como sendo a Regra de L’Hopital. No entanto, agora sabemos que 0

verdadeiro autor dessa regra foi Johann Bernoulli.

6 Traducdo da carta da figura 15: “estou assumindo uma coisa que me deixa muito envergonhado; prometi
para o senhor que ndo iria compartilhar minhas descobertas com ninguém, mas aconselho a falar sobre o nosso
rato para o Sr Leibniz, se ele procurar. Na verdade seria muito desonesto mentir para um homem a quem eu sou
fortemente grato. No entanto, penso que para manter a promessa que lhe fiz, o0 melhor seria falar a Leibniz que se
trata do célculo diferencial e integral geral, e é aquilo que meu irmao, e talvez outros ja saibam; bem como ele,
mas no que diz respeito as coisas que tém sido discutidas entre vocé e ele, em particular, as descobertas feitas
por ele eu vou respeitar, no futuro, com sua permissdo, eu vos prometo, excelentissimo senhor, manter sempre
em segredo. Ja tenho dado provas anteriores, que sempre recusei prestar algum tipo de auxilio ao senhor
Varignon sobre célculo usando pretextos falsos, ele que tantas vezes me procurou, embora, na realidade, eu teria
obrigacOes de ajuda-lo, pois ele tem prestado muitos servi¢os. Ndo tenha qualquer ddvida, que apés me pedir
segredo, eu mantive o seu pedido para sempre. Para obter outros trabalhos basta me escrever. Meus humildes
cumprimentos e de minha esposa”. (traducdo: Barbosa, (2008))
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3.3 Sobre Limite, Derivada e Continuidade

O estudo das formas indeterminadas e Regra de L’Hopital, objeto de nossa
pesquisa, € parte integrante do Calculo Diferencial e para tanto consideramos necessario o
estudo de alguns temas do célculo necessarios a sua compreensdo. Deste modo faremos uma
abordagem um tanto superficial a respeito dos conceitos de limite, derivada e continuidade.

O conceito de Limite que conhecemos nos livros de Calculo do ensino superior €
apresentado de maneira intuitiva ou sob a forma de uma sentenca com certo formalismo e
rigor matematico. Informalmente, dizer que o limite de uma fungéo é o nimero L quando “
X tende ao numero a significa que a imagem de f converge para o numero L na medida em
gue tomamos valores de x cada vez mais proximos de a, seja por valores de x maiores que a
ou tomando valores menores que a. Assim, se os valores de f (x) puderem ser tomados tdo
préximos quanto quisermos de L, desde que tomemos os valores de x suficientemente

préximos de a (mas ndo iguais a a), entdo escrevemos lim f(x) = L.Vale ressaltar que no

X—a

propdsito do estudo de limites é essencial entender que ndo importa o valor de f(x) para
X =a, 0 que realmente interessa é o0 comportamento da funcdo f para valores de X proximos

de a. Para Simmons (1987, p. 93):

As descricbes informais do significado de limite sdo Uteis para a intuicdo e
adequadas para muitos propo6sitos praticos, no entanto sdo muito vagos para serem
aceitaveis como defini¢do por conta da imprecisdo de expressdes tais como “cada
vez mais proximos” e “tende a”.

Destacamos a defini¢cdo formal de limite (LIMA, 1997, p. 48):

Sejam X < Rum conjunto de nimeros reais, f:x—Ruma funcdo real cujo
dominio é X e a€ X um ponto de acumulagio do conjunto X . Diz-se que 0

nimero real L é limite de f(x) quando X tende a &, e escreve-se lim f(x) =1L,
X—a

quando para todo & > Qdado arbitrariamente, pode-se obter 0 >0 tal que se tem
|f(x)—L|>& sempre que Xe X 0<|x—a|<s

Observa-se que essa definicdo é uma maneira bastante habilidosa de afirmar que

f (x) estd cada vez mais proximo do nimero L quando tomamos valores de x cada vez mais

préximos a. Isso se explica claramente quando afirmamos que o limite s6 existira se para

qualquer x pertencente ao intervalo (a—3d,a+3), tivermos, obrigatoriamente, f(x)

pertencente ao intervalo aberto (L-&,L+¢) onde € e § sdo ndmeros reais arbitrarios. A

expressdo 0< |X—a| <0 indica a ndo aceitacdo da varidvel x assumir o valor de a, noutras
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palavras, que a seja um ponto de acumulacdo. Lima (2006, p. 52) define: “O nimero aeR €
um ponto de acumulagdo de um conjunto X C R quando toda vizinhanca (a-&,a+¢) de a

(com ¢ arbitrario), contém algum ponto de X diferente do proprio a”. Observa-se que essa
definicéo reforca a expressdo 0 < x—a<o.

Agora vamos tomar x arbitrariamente grande em valor absoluto e analisar o que
x> +6

ocorre com f(x). Vejamos uma analise do comportamento da fungéo f (x) = —; >
X° +

, Cujo

gréfico feito no computador esta na figura 16. Observa-se quanto maior for o valor de X,

mais proximo f (x) vai estar de 1. Vemos que podemos tomar valores tdo proximos do
ndmero 1 quanto quisermos, basta que, tomemos valores de X suficientemente grandes.
x> +6

Descrevemos essa situagdo pela expressdo lim —
xow X 4 2

=1.

Figura 16 - representacdo geométrica do limite da funcéao

Y

x2 4+ 6

) =50,

Fonte: Elaboracdo nossa

Stewart (213, p.120) afirma que, em geral, usamos a notagdo lim f(x) =L para

indicar que os valores de f(x) ficam cada vez mais proximos de L & medida que X fica
cada vez maior. Segue a defini¢do (IEZZI, 1998, p. 70-H):
“Seja uma funcdo definida em um intervalo aberto ]a,+oo[. Dizemos que, quando X cresce

ilimitadamente f (x) se aproxima de L e escrevemos lim f(x) =L se, para qualquer nimero

X—>+00

£>0, existir N >0 tal que se x> N entdo |f(x)—L|>&”. Observa-se na figura 17 que, se

¢ garantida a permanéncia de f(x) no intervalo aberto (L-&,L+¢&) para x> N entdo
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podemos obter f (x) infinitamente proximo de L quando tornamos X infinitamente grande.

Neste caso, a reta y =a é uma assintota horizontal de f .

Figura 17 - Representacdo geométrica do limite no infinito

y"\y

L+&

/

L-&

2 PR
>

Fonte: Elaboragdo nossa

Uma das mais importantes aplica¢des de limites é a derivada, que esta relacionada
com dois elementos: a taxa de variagdo de uma funcgéo e coeficiente angular da reta tangente.
Simons (1987) define a tangente no ponto P como a posicao limite da secante variavel quando
Q desliza ao longo da curva em direcdo a P, como mostra a figura 18. Assim, para se

determinar o coeficiente angular m ou inclinagdo da reta tangente a curvay= f(x) no

ponto P(x,, f(x,)), calcula-se o limite da secante PQ quando X, — X;

Figura 18 - Representacdo geométrica da derivada

fxz)

x| -

Fonte: Elaboracdo nossa
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Destacamos a definicdo (STEWART, 2011, p.112): “A derivada de fungéo f em x;
é dada por

f(x, +Ax)— f(x,)
AX

0w = fim,
Desde que esse limite exista. “Uma fungdo ¢ derivavel ou diferenciavel em x se sua derivada
existir em x”.

Embora a maioria dos autores de livros de célculo considere a derivada como
coeficiente angular de uma curva num ponto considerado, parece razoavel que a interpretacdo
mais correta e geral de derivada esta relacionada a taxa de variacao instantanea. Isto se deve
ao fato de que, se o0s eixos coordenados apresentarem graduacdes diferentes, como geralmente
ocorre na fisica em que as grandezas, em geral, tém naturezas diferentes, o coeficiente angular
ndo estaria em conformidade com o angulo que a reta tangente faz com a horizontal e assim
tem-se um coeficiente angular “destorcido”. Estdo relacionadas abaixo as func¢des derivadas

obtidas a partir da aplicagdo da férmula (3) para algumas funcoes:

Tabela 1 - Derivada das fungdes elementares

Funcao Derivada Funcao Derivada
a 0 sec(x) sec(x).tg(x)
ax" anx"™V cossec(x) - cossec(x) .cotg(x)
sen(x) cos(x) cot g(x) —cossec’ (x)
cos(x) —sen(x) x* x*.Ina
tg(X) sec?(x)

Fonte: elaboracdo nossa

Substituindo x; pela varidvel x chegamos a defini¢do (SIMMONS, 1987, p.79):

“dada uma fungdo f (x)qualquer, sua derivada f'(x) € a nova funcdo cujo valor num ponto
f(X+Ax)—f(x)
AX '

para 0 qual esse limite exista, associamos a x 0 nimero f'(x) em que podemos considerar

X & definido por f'(X) = AIim0 Desse modo, dado qualquer niimero X
X—>
como uma nova funcdo chamada funcéo derivada de f ou simplesmente derivada de f.
Para ilustrar o que acabamos de expor, vamos considerar a fungdo f (x) = x* —

e sua funcéo derivada f'(x) =3x* —1 representada na figura 19. A partir da funcéo f do lado

esquerdo, construida com auxilio do computador, podemos obter o valor da derivada para
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qualquer valor de x. Por exemplo, para x=1 temos f'(1) =2 o que significa que a reta

tangente a funcdo f (lado esquerdo da figura 17) possui coeficiente angular dois.

Figura 19 - Representacdo geométrica da funcéo f e a respectiva funcéo derivada

Fonte: producéo nossa

Além disso, f é decrescente no intervalo (058, 058) e crescente em (—co, —058) ou
(0.58, + ), fato esse que é facilmente observado no lado direito da figura onde se observa
que f'(x)<0 em (-058,058)e f'(x)>0 em (—oo, —058) ou (0.58, + o). E facil ver
também que as tangentes em x = —0.58 e x = —0.58sd0 horizontais; logo ali a derivada é 0 e
o grafico de f” cruza o eixo x em -0,58 e 0,58.

As situacOes didaticas que se pretende descrever para visualizagdo com o uso do
software GeoGebra, diz respeito as Formas Indeterminadas e Regra de L’Hopital, portanto, a
sequir apresentaremos as principais defini¢cGes relacionadas a esse tema. Tivemos como
referéncia autores como Guidorizzi (2001), Lima (2006), Stewart (2009), Munem (1982),
Anton (2007), portanto os conceitos e definicdes que iremos apresentar na secdo seguinte

partiram desses autores.
3.4 Sobre as Formas Indeterminadas e Regra de L’Hopital

Nosso propésito neste segmento é o de compreender os tipos de problemas de
limites que surgem e apresentam mecanismos que possibilitardo resolvé-los com toda a
eficiéncia. Tendo em vista que uma das no¢6es basicas de calculo diferencial — a derivada — €
definida por meio de limites, “seria razoavel o emprego de derivadas na resolucdo de

situagcBes de calculo envolvendo limites” (MUNEM, 1982, p. 570). Neste sentido, serdo
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discutidas situacOes relacionadas a limites de fungdes racionais que apresentam
comportamentos imprevisiveis, denominadas de indeterminagBes, e que requerem um

mecanismo de resolucdo que usa como base o conceito de derivada.

. _ o L . f(x) .
Muitos dos mais importantes limites sdo da forma irracional lim m e precisam
X—a X

de uma anélise mais detalhada no que diz respeito ao comportamento das funcdes f (x) e

g(x). Assim, por exemplo, a funcdo 3—X1 ndo é definida para x=1 e neste caso, ao
X_

tomarmos valores de x cada vez mais proximo de 1, por inspecdo do gréafico na figura 20

concluimos que a imagem de f cresce ou decresce indefinidamente, a qual atribuimos o

. « . . 3X . .

simbolo +oo0u —oo. “Vale enfatizar que lim 1 +00 N30 € um nUumero nem tampouco
x—=1 X —

que o limite existe” (STEWART, 2009, p. 281).

Figura 20 - Representacdo geométrica da funcao 3x/(x-1)

Fonte: producdo nossa

Portanto, numa funcdo racional, se o limite do denominador é zero, mas o limite do
numerador ndo é, ANTON (2007) afirma que é possivel provar que o limite da funcédo

1

irracional ndo existe. Sendo assim, lim f(x) =
X—a g(x)

existe desde que exista lim f(x) e
X—a
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IXirr;l g(x)#0. No entanto, se lerr;l g(x)=0 e Iirr;1 % existe, entdo lerr;l f(x)=0
obrigatoriamente. De fato, I|m f(x)—hm{ 8 g(x)} ((x; I|m gx) =0.
Quando numa funcdo sob a forma % se tem lerrg1 f(x)=0¢e leng1 g(x) =0 diz-se que ela

est4 associada a uma forma indeterminada 0/0. Vale lembrar que g(x) = 0 para valores de

X préximos de a, porém diferente de a. As vezes, os limites de formas indeterminadas do

tipo 0/0 podem ser determinados por meio de simplificacdes algébricas como é o caso da

funcéo 8 que possui uma indeterminacao do tipo 0/0 para x =64 no entanto, as

x
x4
funcgoes Jx-8¢e ¥x-4 possuem um zero X =64, portanto pelo cancelamento dos fatores

%2 +43/x +16
\/;+8

substituicdo direta do x por 64. A funcgédo Hﬂ, por exemplo, que também apresenta uma
X

(x —64), podemos reduzi-la a forma em que o limite pode ser obtido pela

forma indeterminada do tipo 0/0 para x =0 pode ser simplificada para a forma Lo cosx
+ COS X

sen x
tendo em vista o limite trigonométrico fundamental lim —— =0, “climinando” dessa forma
x—=>0 X

a indeterminacdo. Por outro lado, o comportamento indeterminado de algumas fun¢des como,

por exemplo, a funcdo

In x X e n . .
para x =1, ndo dispdes de um mecanismo direto de
x —/x
eliminagdo da indeterminagdo por meio de uma manipulac&o algébrica.

Como vimos em sessBes anteriores, para se determinar a derivada de uma funcéo f

num ponto x; do seu dominio, aplicamos o limite f'(x, )= fim ~C2TA)=F(x1) com
AX —0 AX

a substituicdo simples de Ax por zero resulta numa divisdo por zero. O numerador deve ser
simplificado de tal modo que Ax possa ser fatorado e consequentemente cancelado. A fungéo
f'(x) resultante é a derivada de f(x). Em diversas situacfes que envolvem célculo sobre
limites nos defrontamos com situacGes desse tipo e nos livr.amos delas por meio de
manipulagdes algébricas. O comportamento grafico desse tipo de indeterminagdo quando x=a
esté representado no gréafico da figura 21. Observa-se que se as func¢fes sdo continuas em a,

entdo este representara a abscissa do ponto em que as curvas das fungdes f e g interceptam o
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eixo Ox. Caso 0 nimero a ndo faca parte do dominio das funcdes entdo limg(x)=0 e
X—a

lim f(x) =0

X—a

Figura 21 - Manifestacéo da forma indeterminada 0/0
p . ,

In(x) —sen(x — 1)

] 0/1W 5 3 5 &

\.
Fonte: Producéo nossa

Além da indeterminacdo do tipo 0/0 ha no calculo de limite outras situacfes que, embora o

limite exista, seu valor ndo é 6bvio, que é o caso das indeterminagdes do tipo: oo/co, o0°

©>,1” e 0° que serdo discutidas a seguir. Devemos atentar para o fato de que tanto a
representacdo 0/0 como as demais sdo apenas simbdlicas, portanto representa apenas uma

ideia.

Forma indeterminada oo/oco

. ] : . 2x% +1
Considere o problema de encontrar uma assintota horizontal da funcdo f(x) = 2 por
X —
. . o A2x% 41 .
exemplo, por meio do célculo do limite lim —————. Observa-se que o valor desse limite
X—00 X —

ndo é obvio, visto que, tanto o numerador quanto o denominador se tornam muito grande

guando X — oo, ou seja, limv2x*+1=c0 e lim(3x—2)=oco, neste caso temos uma

X—»00 X—>00

indeterminagdo do tipo —. Alguns limites como este podem ser resolvidos facilmente por
0 0]

meio de uma manipulagdo algébrica. Neste caso, se dividirmos o numerador e 0 denominador
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1
2+ —
V2x? . Inx
por X temos lim M: lim X :ﬁ. No entanto, no limite lim — que
x—>n 3X—2 X—>00 3_2 3 X—)oo\/;
X

y 7 - \ - . o0 ~
também esta associada a forma indeterminada — ndo podemos proceder como 0 exemplo
o0

anterior, mas podemos concluir antecipadamente que o resultado desse limite é O,
considerando que a nossa intuicdo nos leva a perceber que a funcdo +/x cresce mais

rapidamente que a funcdo In x como mostra a figura 22.

1
Observe que a indeterminacdo da forma e pode ser entendida como % que representa
o0
e 0]

também >>. Deste modo, se lim f(x)=0 e lim g(x)=0, o limite lim M esta associada
) x—>a x—a x—a g(X)

0
a forma —, no entanto podemos escrever tal limite na forma N pondo L / L :
0 © f(x) || g(x)

Figura 22 - Relag&o visual do crescimento das fungdes fe g

4 N

\_ J
Fonte: producdo nossa

Outra situagdo de indeterminacdo do tipo 2 ocorre quando dividimos dois
o0

foa x 4x3 —2x% +1
polindmios com x — +oo. Por exemplo, na fungdo h(x) = , ao dividir o

x3 _3x% +2x—4

numerador e o denominador pelo termo de maior expoente entre os maiores do numerador e
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denominador notamos que g, % E, 2 e i3 tendem a zero quando x — +oo, portanto
X X X X X

lim h(x)=4 indicando que ha uma assintota horizontal y =4.
X—0

Forma indeterminada oo - oo

Se lim f(x)=+4w0 ¢ Ilm g(Xx) =+ diz-se que a diferenca f(x)—g(x) esta
X—a

associada a forma indeterminada co—oc0 em a . HA& uma disputa entre as funcdes f e g.
Stewart (2009) afirma que a resposta serd + oo ( se f ganhar) ou sera —oo ( se g ganhar), ou
havera entre eles um equilibrio e, neste caso, a resposta € um ndmero finito. Munem (1982)
esclarece que, para se obter o limite de uma funcdo com indeterminacéo do tipo co—oo faz-se
1/ f(x)-1/9g(x)
LICE(x).9(x)

observando que essa Ultima expressao estd associada a indeterminacao 0/0, considerando que,

0 uso do artificio que consiste em representar f(x)—g(x) como

quando f(x)—>twe g(x)— towo entao——>0eL 0.

f(x) g(x)
Forma indeterminada 0.0

Se lim f(x) =0 e limg(x) = o (0u—o0)ndo esta claro qual sera o valor do limite
X—a X—a

do produto das funcdes, se houver. Neste caso, o produto f(x).g(x)esta associado a forma

indeterminada 0.0 em X =a. Stewart (2013, p. 276) afirma que ha uma disputa entre f e g:

“Se f ganhar a resposta é 0; se g vencer a resposta sera oo(Ou-oo0), ou pode haver um

equilibrio, e entdo a resposta ¢ um nimero finito diferente de zero”.

A funcéo h(X)=x2In(X), quando x — 0", estd associada a forma

2

indeterminada 0.0 uma vez que, neste caso, x“ —0 e In(x) — +o0 como mostra o grafico

da figura 23. No entanto podemos prever o comportamento da funcdo h quando X — +oo,

2

uma vez que x“ em valor absoluto cresce mais rapidamente que In(x), ganhando dessa

o : fF(x) g9(x)
forma “a disputa”. O produto f(x).g(x) pode ser escrito como 1 ou 1
g9(x) f(x)

: : 0 _
convertendo desta forma, para uma indeterminacéo 0 ou —, respectivamente.
o0



55

Figura 23 - Manifestagdo da indeterminagao do tipo 0. o
- \

\. J
Fonte: Elaboracéo nossa

x? In(x)

E possivel escrever a funcdo h = x*In(x) como ou >y caracterizando a forma
In(x)(H " x(-»)
0 = : : b2 (-1)
0 e —, respectivamente, tendo em vista que, quando x -0", x° —0, In(x) e
00]
In(X) — —oo.

Forma indeterminada f(x)9®

Dado um namero real k, Munem (1982) diz que podemos ter lim f(x)?® =k
X—a

log k

ainda que lim f(x)=0 e lim g(x)=0. Com efeito, se tomarmos f(x)=x e g(x)=
x—a x—a log x

chegamos a lim f(x)9(%) = Jim x'09K/loox
X—a X—a

. Aplicando propriedades de logaritmos do lado

. N . . log, K
direito da expressdo acima, escrevemos lim f(x)g(x) = lim x'°%" =k para todo x>0.
X—a X—a

Assim, Se lim f(x)=0 e lim g(x)=0, diz-se que a expressdo f(x)*™ esta associada a
X—a X—a

uma forma de indeterminacdo 0 O em a. Além da forma 0 °, outras indeterminacfes surgem

da expressdo f(x)9*):se lim f(x)=c0 e lim g(x)=0, f(x)%*) esta associada a forma
X—a X—a
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indeterminada «° e, 1 se lim f(x)=1 e lim g(x)=to0. Podemos perceber mediante a
X—a X—a

cotg(x)

analise do grafico na figura 24 que a funcdo h(x)=[1+sen(4x)] esta associada a

forma 1%, uma vez que a fungdo f(x)=1+sen(4x) assume valores préximo de 1 quando

x >0 esta proximo de 0, enquanto que g(x) = cotag(x)_cresce indefinidamente quando nos

aproximamos de x por valores maiores que x. Agora vamos avaliar a seguinte funcgéo
5z cosx , or

f(x)= (7—5xj . Vamos observar o grafico das fungdes f(x)= (7—5xj e

g(x)=cos(x), na figura 25 e verificar que ao tomarmos valores de x, quer pela direita ou

esquerda do — a imagens das funcdes fe g se aproximam, simultaneamente, de

NN

zero, caracterizando a indeterminacéo 0 0,

Figura 24 - Manifestacdo geométrica da forma indeterminada 1”

/\}\/\;
MY

Fonte: Elaboracdo nossa

f(x) = 1+ sen(4x)

g(x) = cotg(x)

0
Figura 25 - Manifestacdo geométrica da forma indeterminada 0

. ™

F(x)—5-g 5 x

g(x) — cos (x)

e,
Fonte: producdo nossa
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Num dos primeiros livros de Calculo, o0 matematico amador Francés, Marqués de
L’Hopital (1661-1704), publicou um método simples e elegante para se calcular os limites
associados a formas indeterminadas (MUNEM, 1982.p. 571). Trata-se de uma ferramenta que
se utiliza de meios algébricos para calcular limites de formas indeterminadas como 0/0,
/oo, w—00, 0.0, 0%, 17 & 0.

A Regra de L’Hopital permite que se evite o comportamento, em certos casos,
imprevisivel, de uma grande classe de fungbes no célculo de uma Unica variavel Real

(ALVES, 2012.p. 330). As quatro defini¢cGes a seguir foram extraidas de MUNEM (1982,
p.571, 573, 574, 577):

1) Regra de L’Hopital para a Forma Indeterminada 0/0 quando X — a

0.
Suponha que % tenha associada a ele a forma indeterminada 0 para X=a e que
lim T exista. Entdo lim f(X):Iim f (X).
x—a g(Xx) x—a g(x) x—-a g(x)

2) Regra de L’Hdpital para a Forma Indeterminada 0/0 quando X —>a"

Sejam f e g funcdes definidas e diferenciaveis no intervalo aberto (a,b) e suponha que

g(x)#0 quando a<x<b.Considere que lim f(x)=0, lim g(x)=0 eg'(x)=0 para
X—a X—>a

) f'(x } , o, . f(x
a<x<bh. Entdo, se Ilim L existe, também existirda lim L

x—a* g'(x) x—a* g(x) ¢

fim L) iy £
x—a" g(x) x-a g (x)
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3) Regra de L’Hdpital para o limite no infinito

Sejam f e g fungdes definidas e diferenciaveis no intervalo aberto da forma (k,+ oo), em que

k>0 e suponha que g(x)=0 para x >k .Suponhaque lim f(x)=0, lim f(x)=0

X—>+ 00 X—>+ 00
: f! : . oo f
e g(x)=0 para x>k. Entao, se lim ) existe, também existira lim ) e
x—>+00 g (X) x—+o g(X)

Frp WO TEO)
x>+ g(X) x>+ g (X)

4) Regra de L’Hopital associada a forma de indeterminagdo o/ o
Suponha que as funcbes f e g sejam definidas e diferencidveis no intervalo I, exceto

possivelmente no ponto a em I. Além disso suponha que Iim| g(X)|:+oo. Entéo, se
X—a

g(x)=0 para todos os valores de x em | diferente de a e se lim r(x) existe, seque-se que
x—a g (X)

lim Mtambém existe e lim f(x): lim f (X).

x—a g(x) x—a" g(x) x-a g (x)

Munem (1982) comenta que o uso da regra de L’Hopital simplesmente nos
conduz a uma nova forma indeterminada, quando isso acontece, uma segunda aplicacdo da
regra de L’Hopital pode ser necessaria.

De fato, em algumas situagdes de indeterminacdo 0/0, por exemplo, a derivada
das funcdes f e g, numerador e denominador, respectivamente, possuem limites tendendo para
zero quando x tende a a, nos obrigando a deriva-las novamente até eliminar a indeterminacao
para que a regra possa ser aplicada. Munem (1982) ressalta que ha casos em que a
indeterminagdo persiste insistentemente, ndo importando quantas vezes a regra de L Hopital

(-1/x)

seja aplicada, como é o caso da funcdo h(x)= que estd associada a forma

indeterminada 0/0 e apds a n-ésima derivada das fungdes. f(x)= e %) g g(x) = x temos
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o(~1/%)

—7 eque ainda esta associada a forma indeterminada 0/0, considerando que

a funcéo o

lim e —0 e lim ki"! =0,
X—0+ X—0+

Vale ressaltar que na aplicacdo das derivadas das funcBes f e g do quociente
indeterminado f/g, conforme exemplo acima, é necessario atentarmos para a condicdo da
aplicacdo da regra a cada estagio, ou seja, devemos estar certos de que a fracdo obtida apos
cada processo de derivagao seja realmente indeterminada.

3.5 Comentarios sobre os livros de Calculo

O ensino e aprendizagem dos conceitos de Caélculo Diferencial e Integral tem
representado importante elemento de pesquisa na area de educacdo Matematica. Para Souza
et al (2011), um dos fatores que interfere nesse processo € o livro adotado pelo professor e
que, segundo Andrade (2011, p. 76) “é ainda uma das principais referéncias do professor no
planejamento de suas aulas [...]”. Desse modo, no intuito de compormos um conjunto de
subsidios que nos auxiliem na elaboracdo das sequéncias didaticas, consideramos importante
observarmos, por meio do livro, a maneira com que o estudo das formas Indeterminadas e

regra de L Hopital estdo sendo ensinadas em sala de aula. Para Amorim (2011, p. 59):

[...] O livro didatico é uma ferramenta imprescindivel no processo de ensino
aprendizagem e, por isso, merece uma analise prudente devido ao seu poder de
influéncia, uma vez que uma grande parte dos professores, conscientes ou
inconscientemente, ao se utilizarem de uma obra, corroboram com as concep¢des do
autor acerca dos temas trabalhados e da maneira de apresenta-los e os utiliza como
base para o planejamento e condugdo das aulas.

Deste modo, propomos um relato a respeito de algumas impressdes que obtivemos
acerca do conteudo de Formas Indeterminadas e Regra de L’Hopital apresentado em quatro
livros de Calculo, buscando compreender como os autores abordam o contetdo relacionado a
nosso objeto de pesquisa. SAo obras acessiveis aos alunos das universidades publicas elas
compdem a bibliografia basica do Programa de Unidade Didatica (PUD) da disciplina de
Célculo do IFCE campus Cedro.  Esse relato foi constituido a partir dos seguintes livros:
Stewart (2009), Guidorizzi (2001), Leithold (1994), e Simmons (1987).

Como critério de andlise, observaremos a maneira como 0 autor introduz o0s
conceitos; aplicacdo das noc¢des de formacdo, tratamento e conversdo de registros gréficos;

abordagem de exercicios e teoremas.
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3.5.1 O livro do Stewart (2009)

Consideramos importante iniciarmos o comentario a respeito desse livro
apresentando a visdo do autor sobre a sua obra e o objetivo principal que, segundo Stewart

(2009), é a compreensao dos conceitos por parte dos alunos:

Nesta edicdo, bem como nas cinco anteriores, meu objetivo foi mostrar ao estudante
a utilidade do calculo e desenvolver competéncia técnica, mas ao mesmo tempo
desejei transmitir a beleza intrinseca a matéria [...] a énfase aqui é a compreenséo
dos conceitos.(STEWART, 2009, p.v)

Antes de iniciar uma abordagem dos contetidos do célculo o autor realizou uma
discussdo a respeito de temas como funcgdes, considerando como ferramentas béasicas que
norteardo o estudo de célculo.

O autor inicia apresentando a fungdo F(x)=(Inx)/x e justificando o motivo

pelo qual, para o célculo desse limite quando x tende a 1, ndo é possivel usar a regra do
quociente explicando que tanto o numerador quanto o denominador tendem a zero,
caracterizando desse modo, um modelo de indeterminacdo do tipo 0/0. Stewart (2009.p.279)
explica que para algumas indeterminacdes desse tipo é possivel encontrar o limite cancelando

os fatores comuns. No entanto, o autor afirma que para outros tipos de fungbes com essa

. o . sen X
indeterminacdo, como por exemplo lim
x—>0 X

, hdo funciona. Ele destaca ainda a fun¢édo

f(x):ln—x1 afirmando que ocorre um caso de indeterminacdo do tipo oo/oo quando

tentamos encontrar uma assintota horizontal, porém nem sempre é possivel resolver esse
limite por meio de método tradicional, ou seja, pela divisdo do numerador e denominador pela
poténcia mais alta de x.

Na sequéncia Stewart (2009 p. 280) apresenta a regra de L’Hopital confirmando a

validade do referido método para indeterminac6es do tipo 0/0:

Suponha que f e g sejam derivaveis e g'(x) =0 em um intervalo aberto | que
conttm a (exceto possivelmente em a). Suponha que: lim f(x)=0 e
X—a

lim g(x) =0 ouque lim f(x)=4w e lim g(x) =1 (Em outras palavras, temos
X—a X—a X—a

() fr(x
uma indeterminagdo do tipo 0/0 ou /o0.) Entdo lim L :L

Se o limite
x>a g(x)  g'(x)

do lado direito existir ( ou for +00 ou —©)
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“A regra de L’Hopital diz que o limite de uma fun¢do quociente ¢ igual ao limite dos
quocientes de suas derivadas, desde que as condicdes dadas estejam satisfeitas” (STEWART
2009, p. 280). Segue entdo, uma demonstragdo para a Regra de L’Hopital (STEWART, 20009,
p. 280):

f(x)-f(a) f(x)-f(a)

lim

PO _F@_ " x-a _jmx—a _m 10=f@ o 109
=2 g'(X) 9'(@) iy 9)-0(@) o g(x)-9(@)  oe g(x)-g(@) 2 g(x)
x>a  X—a X—a

Identificamos um registro interessante em que o autor sugere visualmente por
meio de graficos figura 31, uma justificativa para Regra de L’Hopital para o caso 0/0. O

Gréfico da esquerda da figura 31 mostra duas funcdes derivaveis f e g que tendem a zero na

medida em que X — a. O autor explica que se dermos um zoom em diregdo ao ponto (a,O)

os graficos parecerdo quase lineares. Deste modo, se as func@es fossem de fato lineares teriam

« e T(X)
equacbes f(x)=m;(x—a) e g(x)=m,(x—a),dai lim —==Ilim —= —.
! 2 X—>a g(x) x>a m, x-a g (a)

Figura 26 - Justificativa grafica para a Regra de L’Hopital

YA YA
. )! m(x

4 /

/ /

/ g f

/- /
// ///// N )’// e [
— 6 = — ——

0 e /e S
v .

Fonte: Elaboracdo nossa

Na situacdo acima o autor explora a visualizacdo de registros graficos quando discute a
validade da Relagdo de L’Hopital. Acreditamos que abordagens dessa natureza estimulam a
formacdo de imagens mentais e com isso a interpretacdo de registros algébricos de maneira
adequada. O autor explica que é mais dificil demonstrar a verséo geral da Regra de L Hopital.
A seguir apresentaremos a demonstracdo da Regra de L’Hopital para o caso mais geral

descrita por (STEWART, 2009, p. 44):



62

O autor inicia afirmando que deve mostrar que lim 1) = L. Em seguida, é definida as
x—a g(X)
funcdes:
f(x) se x=a X) se X #a
AL 60— {9
0sex=a 0sex=a
Entio F é continua em I, uma vez que f é continua em {xel/x=a} e

lim F(X) = lim f(x) =0 = F(a). Da mesma maneira, G é continua em I. Seja xele x> a.
X—a X—a

Entdo F e G sdo continuas em [a,x] e derivaveis em (a,x), e G'=0 ali (uma vez que

F'=f'e G'=g'). Portanto, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe um numero y

F'(y) _FOO-F@ _F()
G'(y) G -G G(X)

tal que a<y<x e Aqui se usa o fato de que, por definigéo

F(@=0e G(a)=0.

Agorase faz x >a*, entdo y — a* (umavez que a< y < x). Portanto

tim 09 _ jim ) iy EO) _ £O)

= = = L. Um argumento analdgico mostra que
—a” g(x) x-at G(X) x-a" G'(y) x-at g'(y)

- N . . . f(x
o limite lateral a esquerda é também L. Logo lim (X)

= L. Isso demonstra a regra de
x—a g(Xx)

L’Hopital quando a € finito. Se a for infinito, basta faze t=1/x. Entdo t —-0" quando
X — o0; assim temos lim L1/t): lim M: lim o = lim 0 (Regra de
o0 gUY) o0 g'UY(-YEE) o0 g' @) o g(x)
L’Hopital para o infinito).
A partir dai o autor expdes uma série de funcbes indeterminadas e solicita que
seus limites sejam calculados. Todos os exemplos contemplam as indeterminagdes da forma

0/0 ou /o. No exemplo da figura 27, a partir da aplicagdo da Regra de L’Hopital uma

. . Inx
unica vez, chega-se ao resultado lim —— =1. O autor alerta que, quando usamos a Regra,

x—>1 X -
derivamos o numerador e o denominador separadamente e ndo usamos a regra do quociente.
Vale ressaltar que neste exemplo o autor ndo expGe uma representacdo grafica das funcdes

Inx e (x-1). No segundo exemplo, representado na figura, o autor apresenta um caso de

indeterminagéo do tipo oo/c0 em que se faz o uso da Regra por duas vezes sucessivas. Muito



Figura 27 - Resolucéo algébrica do limite de uma indeterminagdo 0/0

Inx
EXEMFLEG 1 © Encontre ]irr|1 T
SOLUCAD Uma vez que
limlhx=1In1=20 e lim(x — 1) =0

x> x—1

podemos aplicar a Regra de L Hospital:

d
— (In x)
In x , dx (In x 1/x
tm ———— = lim = him
==l X — =] d { i) l
=y -
dx
b
= jim— = |
I

Fonte: Stewart (2009, p. 281)

X

63

A e « e’ . . .
embora o autor fornega uma representacao grafica da funcdo y = —- julgamos que seria mais
X

relevante a exposicdo das funcbes e*e x?2

,omitida pelo autor, considerando que nada se

pode afirmar em relacdo a necessidade de aplicagdes sucessivas da Regra com base no gréfico

X

de y = e_2 figura 28.
X

Figura 28 - Resolucdo algébrica do limite de uma indeterminagdo oo/ oo

¥

e
EXEMPLO 2 © Calcule lim —-.
geme X7

d .

{)x _!_ {_e ) e:
lim — = lim & =lim—
X - ’t d (wt:} X x

1x

também, mas wma segunda aplicaciio da Regra de L'HOspital fornece
o o WX

. . e
m— = hm — = lim — = ®
2 = )

x—wm s ¥ —vix
X z.X

SOLUGAD Temos lm,—.. e = % e lim,—.x" = %; logo, a Regra de L'Hospital fornece

Uma vez que e* — e 2x — % quando x — o, o limite sobre o lado direito € indeterminado

Fonte: Stewart (2009, p. 281)

. - . Inx
No exemplo seguinte representado pelo limite lim 3
X—0 \/;

=1 embora seja

caracterizado por uma indeterminagdo do tipo oo/co, uma segunda aplicacdo sucessiva da
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regra nos fornece o limite lim 1/—X Observa-se que este ultimo limite é agora

1 _
X—>0 x 2/3

3

indeterminado do tipo 0/0, mas em vez de aplicar a regra mais uma vez, o autor simplifica a

expressao cancelando o fator comum. A partir dai sdo apresentados mais dois exemplos na
mesma linha de raciocinio. Destacamos um desses exemplos, em que o autor chama a atencéo

) _— . sen X
para o calculo do limite lim —————que “se tentarmos usar cegamente a Regra de

x—7z~ 1—C0S X

N . sen X . COS X
L’Hospital obteremos lim ———— = lim =

= —o0” (STEWART, 2009, p. 282).
x—z~ 1—C0SX x—z~ Senx

Segundo esse autor, esse calculo estd errado, considerando que, embora o numerador se
aproxime de zero, o denominador ndo tende a zero e, neste caso, ndo se pode aplicar a Regra
de L’Hopital. De fato, esse exemplo mostra o que pode ocorrer quando usamos
impensadamente a regra. O autor destaca que “Outros limites podem ser encontrados pela
regra de L Hospital, mas sdo mais facilmente calculados por outros métodos”. O autor adverte
que quando calcular qualquer limite, considere outros métodos antes de usar a Regra de
L’Hopital. Na sequéncia, o autor apresenta outros dois tipos de indeterminacGes como
produtos indeterminados, diferencas indeterminadas e poténcias indeterminadas. O autor
descreve em linguagem natural uma situacdo interessante no que diz respeito ao produto

indeterminado lim f(x).g(x) quando lim f(x)=0 e lim g(X) = +o0 H& uma disputa entre f e
X—a X—a X—a

g: “Se f vencer, a resposta sera 0; se g vencer a resposta sera co(ou -o0) ou pode haver um
equilibrio e, entdo, a resposta ¢ um numero finito diferente de zero” (STEWART, 2009, p.
282). No nosso entendimento, a representacdo de registros graficos das funcdes f e g
analisadas separadamente tornaria mais compreensivel a afirmacédo. Na sequéncia é solicitado

que se calcule o limite lim x.In x . O autor comenta que o limite é indeterminado, pois (x)
x—0"

tende a 0 e In(x)tende a —ooquando X — 0" e a partir dai é calculado algebricamente o

limite lim x.Inx=0. No entanto, a nosso ver, a representacdo grafica separadamente das
x—0"

fungbes Xxe In( x), omitida pelo autor, nos forneceria uma melhor informagéo no sentido de

“quem ganharia a disputa”. Entdo, de acordo com o grafico da figura 29, observa-se que a

fungdo f(x)=xa partir de certo valor se aproxima mais rapidamente de 0 do que a fungdo

g(x)=In(x) que tende a —co. Entdo por esta razao o limite é zero.
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Figura 29 - Grafico mostrando a relacdo da rapidez da aproximacéo de zero g em relacédo

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entral

IEEPEOEANDE o

» Janela de Aigebra¢) | ¥ Janela de Visualizagdo
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5
2
2
8

J

s g(x) = In(x)
1 f(x) = x
h(x) = G )

Nimero
a=-21

g(x) = In(x)

Fonte: Elaboracdo nossa

Para  diferencas indeterminadas lim [ f(x) - g(x)] com lim f(x)=owe
X—a X—a

lim g(x) = o0, 0 autor afirma que novamente ha uma disputa entre f e g. “Sera a resposta + oo
X—a

(se f ganhar)” (STEWART, 2009, p. 283).

Na secdo exercicios, apesar de observarmos uma pequena quantidade de registros
gréficos, o autor manifesta a preocupacgdo com a visualizacdo do leitor, os graficos da forma
como sdo apresentados ndo apresentam grande relevancia na andlise do conteldo.
Concordamos quando o autor afirma que ‘“cada grupo de exercicios progride com
complexidade, partindo da verificagdo de conceitos basicos e problemas para treinar técnicas,
até problemas mais desafiadores, envolvendo demonstragdes e aplicagdes” (STEWART,
2009, p. vii).

Em algumas questdes do exercicio o autor solicita que seja utilizado o registro
grafico juntamente com a regra de L’Hopital para estimar o valor do limite (p&gina 285
exercicio 65-66). Enfatizamos que o0 modo com que a visualizacao é utilizada pelo autor para
exemplificar alguns registros algébricos, a nosso ver, ndo apresenta toda a potencialidade que

0 tema exige.
3.5.2 O livro do Leithold (1994)
O livro do Leithold (1994) faz parte do acervo da biblioteca do IFCE campus

cedro e foi escolhido como uma das disciplinas basicas para o estudo da disciplina de Calculo

I. Iniciaremos apresentando a visao do autor sobre a sua obra:
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O Calculo com Geometria Analitica foi planejado para os futuros matematicos e
para os estudantes cujo interesse primario seja Engenharia, Ciéncias Exatas e
Humanas, ou &reas ndo técnicas. As explanacBes passo-a-passo, 0S inlmeros
exemplos descritos e a ampla variedade de exercicios continuam a ser 0s aspectos
relevantes do livro nesta edicdo. Uma vez que o livro-texto deve ser escrito para o
estudante, empenhei-me em manter uma apresentacdo de acordo com a experiéncia e
a maturidade de um principiante, sem deixar que qualquer passagem fosse omitida
ou ficasse sem explicacdo. Espero que o leitor tome consciéncia de que as
demonstragBes dos teoremas sdo necessarias; procurei torna-las bastante
motivadoras e explica-las cuidadosamente, de forma que sejam compreensiveis para
0 estudante que adquiriu um nivel razodvel de conhecimento das seccdes que as
precedem. Se um teorema estd enunciado sem demonstracdo, a sua discussdo foi
ampliada com figuras e exemplos e, em tais casos, sempre ressaltei que se trata de
uma ilustracdo do conteldo do teorema, e ndo de uma demonstracdo. Nas sec¢des
complementares do final dos capitulos aparecem algumas discussdes tedricas as
quais, se o estudante desejar, poderdo ser omitidas sem prejuizo da sequéncia do
texto (LEITHOLD, 1994, p. ix).

O capitulo 1 intitulado “NUmeros Reais, Fun¢des ¢ Graficos”, traz uma breve
revisdo sobre os aspectos basicos do Sistema de NUmeros Reais sucedida por uma abordagem
a respeito da nogio de Geometria Analitica Plana sobre retas e circunferéncias. E apresentado
um estudo superficial das principais fungbes que sdo frequentemente usadas em estudo de
calculo, como funcgdes trigonométricas.

Leithold (1994) inicia com uma abordagem da forma indeterminada 0/0 por meio
de dois exemplos. No primeiro, mostrado na figura 30, é utilizada a fatoragcdo para mostrar a
indeterminacdo, no entanto, nado deixa claro visualmente, com o auxilio de figuras, o que

ocorre com as fungdes numerador e denominador no ponto x =4.

Figura 30 - Resolucdo algébrica do limite apresentada por Leithold
» ILUSTRAGCAO 1

B Z_x—12

xl_l:ri x? _-3x—4

Aqui, lim (x2 — x — 12) = O e lim (x? — 3x — 4) = 0. Entretanto, 0 nume-

Queremos encontrar
X

x—4 x—4

N TR L ) I
rador e o denominador podem ser fatorados, resultando

1,mxzﬁx—12__lim(x—4)(x-1-3)
A X?—3x—4 cea(x—Ax+1)
.o x+3
= lim
—v4x+1

Fonte: Leithold, (1994, p. 652)
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Nesta introdugdo, a utilizacdo de imagens graficas poderia explorar melhor a
compreensdo conceitual fornecendo ao leitor um suporte para uma compreensdo mais solida a
respeito do tema.

Machado (2008) comenta em sua tese de doutorado sobre a importancia da
utilizacdo da ferramenta computacional no ensino e aprendizagem de Matematica, tornando
possivel a realizacdo de “experiéncias matematicas” que facilitam 0 surgimento de
conjecturas que promovem a integracdo de aspectos geométricos e analiticos valorizando o
pensamento matematico.

Na sequéncia é apresentada a Regra de L’Hopital (figura 31) seguida de uma serie
de problemas resolvidos, os quais o autor denomina de ilustracdo, explorando a aplicacéo da

rega para a forma 0/0.

Figura 31 - Defini¢do da Regra de L’Hopital

11.1.2 TEOREMA | Sejam fe g fungdes diferencidveis num intervalo aberto I, exceto possivelmente
Regra de L'Hépital | em um nimero @ em I. Suponha que, paratodox # aem I, g'(x) # 0. Entdo,
se lim f(x) = O e lim g(x) = Oese

X—=a X—a y

AL
x~a g'(x)
s€gue que
im LY
X-a g(x)

O teorema ¢ vélido se ambos os limites forem laterais 2 direita ou 2 esquerda.

Fonte: Leithold (1994, p. 652)

Os exemplos realmente sdo explicados passo a passo como se propde o autor, no entanto
percebemos a falta de interesse do autor em “ilustra¢des” com graficos dos exemplos para
uma melhor compreensdo. Destacamos um dos exemplos resolvidos na figura 32. Neste
exemplo, a Regra foi aplicada duas vezes em virtude da persisténcia da indeterminagdo. No

entanto, percebemos que a utilizacdo de uma representacao grafica das fungées 1—x+In(x) e

x3 —3x+2 levaria o leitor a entender visualmente o porqué da indeterminacdo 0/0, como
também perceber de imediato a existéncia de outra indeterminacgdo, neste caso +oo/—o0
quando X —+00. Outra questdo que podemos levantar a respeito do beneficio da utilizago
da
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visualizagdo estd na necessidade da aplicacdo da segunda derivada, considerando que as retas

tangentes as fungdes 1/ x—1 e 3x? -3 em x =1 sio horizontais.

Figura 32 - Resolucéo pelo viés algébrico do limite de uma indeterminacéo 0/0

EXEMPLO 2 Calcule o limite, se existir:
li 1 —x + In x
xl_.l'l': x3 —3x+ 2

Solugdo
Iim(l —x+inx)=1—14+0 lim(x? ~3x+2)=1—-3+2

x— 1 x-+1

=0 =0

Logo, aplicando a regra de L’Hodpital, temos

1

-1+ —
limLl—x+Inx o X
x—e1 X2 — 3x + 2 x—s1 3x2 — 3

Agora, como lim (—1 + 1/x) = 0 elim (3x2 — 3) = 0, aplicamos a regra de

X1 x—1
L’Hébpital novamente, obtendo
1 ’ 1
lim ——— = 1li
xlir} 3x2 — 3 xl_l:r: 6x

— 1
= &

Portanto,

]iml—x+lnx77l
o1 X2 —3x 4+ 2 6

Fonte: Leithold (1994, p. 653)

Assim, consideramos que o exemplo da figura 32 como os demais exemplos que seguem a
mesma metodologia e ndo exploram o problema com toda a potencialidade que ele oferece.
Leithold (1994) ressalta que, para demonstrar a regra de L’Hopital temos que
usar o Teorema do Valor Médio de Cauchy , que estende para as duas funcdes o teorema do
valor médio para uma unica funcdo. Aqui o autor usa o teorema citado acima para dar uma
prova da regra, no entanto uma representacdo Geométrica do teorema é descrita apenas no
volume 2 da obra, sob o argumento de que seria necessario o conhecimento de equacbes

paramétricas. Segue abaixo o enunciado do teorema e na figura 33 sua representacdo grafica.

“Se f e g sdo funcdes tais que:
(i) F e gsdo continuas no intervalo fechado [a, b]
(if) F e gsao diferenciaveis o intervalo aberto (a, b)
(iii) Para todo x no intervalo (a, b), g(x)=0,

f(b)-f(a)_ f'(2)

entdo existira um nimero z no intervalo aberto (a, b) tal que =—
g(b)-g(a) ¢g'(z)
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Figura 33 - Representacdo geométrica do teorema do valor Meédio

de Cauchy:.
4
t=z, B(g(b). £(b))
,,-ff’/ (&) — F(a)
A ‘_t_=__ 2 7 _}_=_ s _E—L
(ga), fla A —7 — ..
g(b) — gla)—————>
I®) ] x
FIGURA 7 o

Fonte: Leithold (1994, p. 807).

. L . dy f'(t
A figura 33 mostra uma curva cuja inclinacdo num certo ponto t é dado pela d—y :% ea
X g
inclinacdo da reta AB, com o0s conhecimento da geometria analitica, sabemos que é dada pela

f(b)-f(a)
g(b)-g(a)
menos um valor de t entre a e b” (LEITHOLD, 1994, p. 808). No caso da figura 33 existem

expressao . O teorema de cauchy diz que “as inclinacdes sdo iguais em pelo

quatro pontos entre a e b em que as retas tangentes sao paralelas.
Mais adiante, Leithold (1994) apresenta as formas indeterminadas 0/0, oo/,

0-00,0.0, 0%, 1%¢ o?

cada uma delas com um exemplo ilustrativo, no entanto
observamos que, para a apresentagdo dessas formas o autor usa uma linguagem

predominantemente algébrica desprovida de qualquer significado geométrico. O autor lembra

que no caso das indeterminacGes O 0 1%e 0?9, precisamos transforma-las na forma 0/0 ou
oo/ 0o para obter seu limite.

Em relacdo aos exercicios propostos percebemos duas sequéncias de exercicios
totalizando 83 questBes das quais 5 questdes estdo relacionadas ao Teorema do Valor Médio
de Cauchy, 2 aplicacOes, e em 6 questdes € solicitada a prova de algum teorema relacionado a
Regra de Regra de L’Hopital. Notamos também que o grau de complexidade das questdes dos
exercicios aumenta o grau de complexidade gradativamente, porém nenhum registro grafico é
explorado.

Outra observacdo que julgamos relevante salientar nessa obra diz respeito a

auséncia de problematizacéo, na introducdo dos conceitos — Nao aparece na introducdo do
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texto nem em seu escopo nenhuma situacdo motivadora que instigue a construcdo do
conceito.

O uso da linguagem natural € minimo, e linguagem por meio de registros graficos
praticamente ndo existe, prevalecendo a linguagem algébrica. Concordamos que a auséncia
dos registros graficos nos conceitos, exemplos resolvidos e exercicios ndo contribuem para
um bom entendimento do tema. Em boa parte dos exemplos resolvidos ndo fica claro o tipo

de indeterminacdo, uma vez que, por exemplo, ndo esta claro que lim sec?® x = +o.

X—zl2”

3.5.3 O livro do Guidorizzi (2001)

Iniciaremos a analise dessa obra com a apresentacdo feita pelo proprio autor
(GUIDORIZZI, 2001, p. vii):

Este livro baseia-se nos cursos de Célculo ministrados aos alunos da Escola
Politécnica da USP, do Instituto de Matemética e Estatistica da USP e do Instituto
de ensino de Engenharia Paulista — IEEP. Os assuntos abordados neste volume séo
os de limite, derivada e integral de fungdes de uma variavel real. O curso é
desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre
que possivel, acompanhados de uma motivacdo ou interpretagdo geométrica ou
fisica. As demonstra¢des de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da secéo
ou colocada em apéndice, o que significa que o leitor, numa primeira leitura, omita-
las, se assim o desejar. Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos té-los
colocados em um ndmero suficientes para a compreensao da matéria [...]

Guidorizzi (2001), assim como o0s autores que j& comentamos como Stewart
(2009), e Leithold (1994), inicia a abordagem definindo a regra de L’Hopital ndo utilizando
nenhum problema ou situacéo que leve a construcdo da ideia das Formas Indeterminadas.

A seguir, apresentamos uma defini¢do informal da Regra de L’Hoépital para os
casos 0/0 e/ o (GUIDORIZZI, 2001, p. 244):
“1* REGRA DE L’'HOSPITAL. Sejam f e g derivaveis em |p—r,p[e Jp,p+r[ (r>0),

com g'(x)=0para 0<|X—p|<r. Nestas condigdes, se lim f(x)=0, Ilm g(x)=0 e se
X—p

lim M existir (finito ou infinito), entédo lim f(x) existira e lim——= e, Iimw”.
x—ap g (X) x—>p g(x) =0 g(x) xrg'(x)

“2* REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam f e g derivaveis em ] m,p [ com g'(x)=0em ] m,p [

- . . . f(x
. Nessas condicBes, se  lim f(x)=+w e lim g(x)=+w ese lim .( )
X—p X—>p x—p~ g (X

existir (finito
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f(x)

o . o . f(x . f'(x
ou infinito) entdo lim ——= existirae lim L: lim )

, (GUIDORIZZI, 2001, P.
x—>p g(x) x—>p g(X) x->p g'(x)

244).

Na primeira definicdo é colocado como hipdtese o fato das funcdes f e g serem
derivaveis em |p-r,p[ e ]p,p+r[, o que fica subentendido que as fungBes ndo séo
derivaveis em p, fato esse que ndo apresenta relevancia nenhuma na condicdo da aplicacao da

regra. Alguns autores como Simmons (1987) omitem essa condi¢do. O autor chama atencéo

para o fato de que o teorema continua sendo valido se substituirmosx — p por X — p~ou
por X— pou por x—z+co. “Observamos que a segunda regra continua valida se

substituirmos X — pTpor X — p~ ou por X — pou por x — oo’ (GUIDORIZZI, 2001,
p.244). O autor define a Regra de L’Hopitalde maneira formal e algébrica destituido de
qualquer significado geométrico.

Embora o autor ndo exponha, antecipadamente, as formas de indeterminacéo O 0

1%e o, 6 apresentada uma série de problemas resolvidos onde o autor mostra como essas
formas podem ser reduzidas as formas 0/0 ou o/ co. Esses exemplos sdo explicados passo a
passo, porém é notdrio a auséncia do uso da visualizacdo por meio de figuras e graficos.

Destacamos na figura 34 exemplo 5 resolvido:

Figura 34 - Mecanismo algébrico na resolugéo do limite indeterminado

EXEMPLO 5. Calcule

1
b)) lim (x + 1)Inx

x —» + =G

1

lim (x + 1)Inx = [Py,
e i
1 1 1 1 <In (x + 1)
(_X —+ 1) n x — Pel n x
.
+ ]
lim “In(x + 1) =  lim M:[i]: 1im *Ft1 — { Assim
x —» +=2c Ll ox x -3 S+ oo In x oo r —» + oo L
X

1 Ind{x + 1)}

lim (x + IHnx — lim e In x = e
x —» +oe x — oo

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. 251

Neste exemplo, 0 autor usa um mecanismo algébrico relacionado a logaritmo

neperiano para reduzir oo 0 3 forma oo/ o0 . Percebemos que a auséncia de ilustracdo grafica
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relacionando com procedimento algébrico causa certo prejuizo no desenvolvimento do

problema considerando que, além de ndo proporcionar ao leitor um significado geométrico do
1
problema, n&o esta claro para o leitor que o limite lim (x+1)"*) est4 associado & forma

X—>0
«’. Na figura 35, lado esquerdo, apresentamos o0 comportamento geomeétrico das funcbes
f(x)=x+1e g(x)—m dando um significado geométrico a forma de indeterminacao

oo’ . Observe que, quando X — +oo, a imagem da fungéo f cresce indefinidamente enquanto a
imagem de g se aproxima de zero. Do lado direito da figura 35 apresentamos as funcdes

In(x+1)

obtida a
In( x)

In( x+1)e In(x), numerador e denominador, respectivamente da funcéo

1
partir de (x+1)"®) representando a reducio da forma oo° para a forma o/ . Vemos, do

lado direito da figura 35 que tanto a funcdo In(x+1)quanto a funcdo In(x)crescem

indefinidamente quando X — +oo.

Figura 35 - Significado geométrico da forma indeterminada «°

Arguive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Mgebra >< ¥ Janela deVlsua\lzagao
=l Funcio
2 f(x) =x+1 a=11.8
3 R(x) =In(x+1)

3]

b Janela de Visualizagio 2

1
In(x)
3 gilx) = In(x)
= Nimero
el a=11.8
=/ Ponto

4 A={118,128)
~@ B={11.8,0.41)

3 €={118,255)
~@ D=(11.8,247)

5 8lx) =

] 1l 3 I’

Fonte: producéo nossa

Os demais exemplos seguem a mesma linha metodoldgica de ndo exploragdo do problema

com recurso tecnoldgico ou com a utilizacao da representacéo grafica.
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Em relacdo aos exercicios propostos o autor apresenta uma lista de 20 questBes
praticamente do mesmo nivel em que ndo é explorado nenhum registro grafico.

Percebemos também que nessa obra, no que diz respeito as formas indeterminadas
e Regra de L’Hopital, auséncia de problematizagao, na introdug¢ao dos conceitos.

O uso da linguagem por meio de registros gréficos ndo existe, prevalecendo a
linguagem algébrica. Notamos que a auséncia dos registros graficos nos conceitos, exemplos
resolvidos, exercicios e defini¢bes, privam o leitor de uma analise mais rica e detalhada sobre
o tema. Conceitos como derivadas, continuidade e limites sdo mais bem explorados quando
optamos pela utilizacdo de recursos tecnoldgicos (no caso os softwares). Assim como em
outros autores ja analisados, em boa parte dos exemplos resolvidos ndo se tem uma visdo

geométrica do tipo de indeterminacdo promovendo um aprendizado menos efetivo.
3.5.4 O livro do Simmons (1987)

Iniciaremos com uma consideracdo do autor sobre a obra:

Este livro pretende ser um texto de Célculo que possa ser utilizado em toda espécie
de curso superior em qualquer nivel. Foi projetado especialmente para o curso-
padrdo de trés semestres para estudantes de Ciéncia, Engenharia ou
Matematica. O prerrequisito requerido é Algebra e Geometria do 2° grau. N&o se
supbe nenhum conhecimento especializado de Ciéncia dos estudantes de Filosofia,
Histéria ou Economia podem ler e compreender as aplicagGes tdo facilmente como
qualquer outro estudante. [...] (SIMMON, 1987, p. xv)

O conceito de Regra de L’Hopital € apresentada no Capitulo 12, cujo titulo ¢
Formas indeterminadas e Integrais Improprias dividida nas seguintes se¢fes: O Teorema do
Valor Médio; A forma Indeterminada 0/0 e Regra de L’Hospital; Outras formas
Indeterminadas e Integrais Impréprias.

Diferentemente das obras apresentadas anteriormente, o livro do Simmons ao
introduzir a ideia da Regra de L’H6pital, embora ndo utilize nenhum registro gréafico para uma
melhor compreensédo do conceito, utiliza o teorema (1) para motivar a introducdo da Regra.

Segue o enunciado e demonstragdo (SIMMON, 1987, p.563):

“Se f(x)e g(x)sdo ambas iguais a zero em X=a e tem derivadas nesse ponto, entdo

i F00 _f(a) f'(x)} (1)
x»ag(x) g(a) g(x)],_,

sendo que g'(a)=0". Abaixo vemos a justifica da formula apresenta pelo autor:
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f(x)_ f(0)-f(a)_[f(x)-fa)l(x-a)  f(a)
g(x) g(x)-g(a) [a(x)-g(a)l(x-a) ~g(a)

Podemos notar que é exigida a existéncia das derivadas das funcbes f e g apenas no ponto
X =a deixando claro a ndo necessidade da diferenciabilidade e a continuidade na vizinhanca
do a. O autor realiza uma segunda demonstracdo do teorema na condic¢do das fungdes serem
derivaveis em alguma vizinhanca de a e continua nesse ponto. Tais condi¢Ges provém do

Teorema do Valor Médio (pagina 562) dessa obra. De acordo com Simonns ( 1987, p, 564):

FOO) _ f(x)-f(a) _ f'(e)x-a) f'(c) , f'(a)
g(x) g(x)-g(a) g (c)(x-a) g(c) d'(a)

Considerando o valor Médio, notamos que quando x —a, ¢; >a e C, —>a.
O autor argumenta a necessidade de uma segunda prova do teorema:
“a formula (1) ¢ um bom instrumento para se ter, mas é ainda somente de valor limitado,
porque acontece com frequéncia nos problemas em que consideramos que f'(a)=g'(a)=0
e, nesse caso, o segundo membro de (1) ndo tem significado” (SIMMONS, 1987, p. 564).
Ainda comenta que podemos usar a segunda prova para superar a deficiéncia da primeira
equacéo, ressaltando que f(a)=g(a)=0, que x tende ao nimero a de um lado ou do outro
e que nesse lado as funcdes f e g satisfazem as condicGes: (i) ambas sdo continuas em algum
intervalo fechado I cujo nimero a é extremidade; (ii) ambas sdo derivaveis no interior e I; e
(ii)) g'(x)=0 em I.
O autor justifica a Regra de L’Hopital sob o argumento de que, quando x —a

permitimo-nos substituir o quociente f(x)/g(x) por f'(x)/g'(x)e assim podemos ter

f(x) f*(x)

lim ——==lim —
x—a g(x) x—a g (X)

supondo que os limites do numerador e denominador existam. Destacamos dois exemplos

abaixo em que o autor expde a importancia e eficiéncia da Regra:

lim sen(x) = COS(X)} =cos(0) =1
x—0 X 1 0
lim 1-cozs(x) _ sen(x)} _0
x>0 X 2X 1., O



75

A férmula (1) mostra as limitagdes no exemplo (ii) como constatamos a partir da

impossibilidade da realizacdo do célculo considerando que a condicdo ¢'(a)=0ndo €

cumprida como ocorre no exemplo (i). Neste caso a equacdo (2) mostra sua eficiéncia

considerando que %(X) para X =0 ndo tem significado enquanto que [im %(X) existe e
X Xx—0 X

vale um. O autor ressalta que a Regra de L’Hopital pode ser aplicada rotineiramente
continuando a derivar o numerador e o denominador até que a forma 0/0 seja eliminada.

No exemplo 3 da pagina 566, o autor mostra que uma tentativa descuidada do uso
da Regra pode conduzir a um erro:

lim sen(4x) _ lim 4cos(4x) _ 4
x—>0 2X+3 x—0 2 2

=2

De fato, nesse caso os limites do numerador e denominador sdo diferentes de zeroem x=0
0 que ocasiona o0 uso indevido da Regra.

Simmons (1987) introduz a forma indeterminada oo/copor intermédio da

expressdo lim In() =0. Aqui, embora o limite possa ser facilmente encontrado tendo em

X—>00 X
vista que a equacéo (2) e considerando que, quando x cresce indefinidamente e 1/ x tende a

zero. O autor chama a atengdo para o fato de que In(x)cresce mais lentamente do que

qualquer poténcia positiva de x, por menor que seja, embora o0 autor ndo apresente por meio
de graficos nenhum significado geométrico desse crescimento.

No que diz respeito as outras formas indeterminadas, Simmons (1987) comenta
que as expressdes ©0—o00,0.00, 0 0 1% 00 podem ser reduzidas a forma 0/0 ou oo/

em que uma poténcia y = f(x)g(x) que produz uma forma indeterminada é melhor tratada

tomando-se os logaritmos In(y)=In f(x)9® = g(x)In f(x) .

No exemplo 3 abaixo Simmons (1987) explora a forma indeterminada 0.0 com

o limite lim xIn(x). O autor comenta nesse exemplo que o valor desse limite ndo é dbvio
x—0"

considerando que, quando x — 0" ndo podemos dizer se produto x In(x) é mais influenciado

pelos valores pequenos de x ou pelos valores altos de In(x). Nesse exemplo, o autor usa a

expressao In(y)=In f(x)g(x) = g( x)In f(x) para reduzir a forma oo/ o no intuito de aplicar a

Regra cujo resultado é zero. “Como vemos, a pequenez de x domina o comportamento do
produto x In(x) perto de x =0 “ (SIMMON, 2007, p. 571).
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Na sequéncia o0 autor argumenta que “a regra de L’Hospital deve ser usada
inteligentemente e ndo de modo puramente mecanico” e orienta que se deve limitar o uso da

regra a qualquer problema, de maneira automatica. Sdo apresentadas as expressoes

) 6x° —2 _ sen®x
lim —> "% e Ilim

x—o 2%° +3x%+4 x>0 X

e recomendado que o primeiro limite, que esta associado

a forma oo/, é bem mais facil dividir o numerador e o denominador por x®obtendo 3,

tendo em vista que _g % e istendem a zero quando x — co. No caso do segundo limite,
x> X X

0 autor orienta que, embora a Regra funcione, € muito mais pratico utilizar o Limite

3
. . . senvx
Fundamental Trigonométrico escrevendo lim —:(
x—0 X

3
lim Mj =1. Para concluir

x—>0 X
nossa analise do livro do Simmon (1987), frisamos:

O uso da linguagem por meio de registros graficos ndo existe, prevalecendo a
linguagem algébrica: As demonstracdes realizadas, defini¢des e resolucdo de problemas sédo
todas do ponto de vista algébrico, ndo fazendo referéncia a nenhum registro gréafico ou a
utilizacdo de recursos tecnoldgicos. Diferentemente de autores como, Leithold (1994),
Stewart (2009) e Guidorizzi (2001), Simmons (1987) usa uma situacdo, como a introducao de
um teorema para motivar a construgdo do conceito de Regra de L’Hopital. Em relagdo aos
exercicios propostos, 0 autor apresenta uma lista de 65 questdes das quais, 4 questdes sao
exigidas a prova de algum teorema e registramos uma questdo em que o autor solicita esboco

do grafico de um limite.
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4 ANALISE A PRIORI

Ressaltamos que nossa pesquisa contempla apenas as duas primeiras etapas da
Engenharia Didatica, considerando que o objetivo aqui é, como base nos resultados da analise
de livros apresentada na se¢do anterior, propormos situagdes de ensino. O papel do professor,
segundo Brum (2014), é oferecer um conjunto de boas situa¢fes de ensino, de modo a
aperfeicoar a acdo autbnoma do estudante e essas sequéncias de atividades devem permitir
que o estudante atue sobre a situacdo com a minima interferéncia explicita ou conducédo do
professor. Segundo esse autor, os estudantes vivenciardo um clima de debate em sala de aula e
cabe ao professor estimular os aprendizes a formulacdo de conjecturas por meio de
intervencdes. Vale ressaltar que em nossa pesquisa encontramos alguns trabalhos que
propuseram situacdes de ensino na sua dissertacéo.

Desse modo, nesta secdo, que representa a analise a priori da Engenharia
Didatica, iremos apresentar a descrigdo de sessdes didaticas usando a sequéncia Fedathi como
metodologia de ensino e o software Geogebra como ferramenta facilitadora que por sua vez
promove um dinamismo por meio da visualizacdo no processo de ensino considerando sua
fungéo dinamica.

Nessa fase, a partir das varidveis descritas na fase anterior, foram estruturadas
sequéncias didaticas com base nos pressupostos da sequéncia Fedathi como proposta de
ensino’ aos professores de calculo um conjunto de situacdes de ensino fundamentadas

teoricamente e voltadas para o ensino.
4.1 Primeira sequéncia didatica

Tomada de Posicdo: Verifigue se ha pontos de indeterminacdo na funcdo

h(X):(e"+e‘x—2)

1 e, em seguida, analise seu comportamento nesse ponto. A figura 36
— COS X

mostra o gréfico da fungéo h.

> Objetivos:
¢ Identificar, por meio do software GeoGebra a indeterminacéo 0/0;
e Conhecer o comportamento da fungdo no possivel ponto de indeterminacao

com a utilizagdo da Regra de L’ Hopital.

" A escolha acima indicada tem como referéncia o Documento de Area 2013- CAPES (2013, p. 27)
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Figura 36 - Gréafico da fungdo h (tomada de posicao)

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

IAod =o]o]<l

)
» Janela de Algebra (%] | = Janela de Visualizagdo
= Funcdo M
T
- *) = T _—cos x)

A 2
L4

— 5

ABC

2|

f}l]
\e_/
S

~J

=

Fonte: Producéo nossa

Comentério: Reparemos que nos caso da funcdo em questdo, quando restrito ao ambiente

lapis/papel a indeterminagdo 0/0 é facilmente identificada, uma vez que para x = 0 temos

e*+e*-2=0e 1-cos(x)=0

Maturacdo: Nesta etapa buscaremos o0 méaximo de informacfes possiveis no intuito de chegar
a solucdo. Alves (2013) explica que a fase da maturagdo é evidenciada tendo em vista que se
consegue prever o valor do limite geometricamente, contudo, analiticamente, o aluno deve

perceber a necessidade do uso da referida Regra.

Comentario: Para um melhor entendimento, as funcfes f(x)=e*+e*-2 e
g(x) =1—cos(x)que representam o numerador e o denominador de h serdo analisados

separadamente. Vejamos as informacgdes que podem ser extraidas. Utilizando-se do recurso
dindmico do software Geogebra, por meio da ferramenta “controle” deslizante percebe-se
que:
(i) Afuncdo h é descontinua no ponto x=0
(i) A medida que os valores de x se aproximam de zero, as respectivas imagens
nas funcbes f e g se aproximam de zero, ou Seja, )!imo f(x)=0 e
—
lim g(x)=0
Xx—0

(it) A'imagem de f se aproxima mais rapidamente de zero do que a imagem de g



79

Figura 37 - Funcdes f e g se aproximando zero quando x tende a zero

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaboracdo nossa

Solucéo:
Tendo em vista as observagGes acima, constata-se que estamos diante do caso de
indeterminagdo 0/0. De posse do conhecimento da Relagao de L’Hopital, o aluno usara os

comandos de derivabilidade no GeoGebra para construir o grafico das funcbes derivada de

f(x)=e*+e™*

—2 e g(x)=1-cos(x). A condicdo para que seja aplicada a Regra reside
no fato de que as fungdes f e g precisam ser derivaveis com g’+0, como vimos em sessdes
anteriores, condi¢cdo essa que ndo é cumprida pela funcdo g. Repare na figura 38 que as
tangentes aos graficos de f e g nos pontos A e B se aproximam da horizontal quando x “tende”
a zero. Esse fato é facilmente constatado ao construirmos a funcdes f” e g’ representadas na

figura 39, quando vemos que Ilmof x)=0e I|m g (x)=0, condicdo esta que impede a
X—>

aplicacdo da regra. Apds a construcdo do grafico da derivada nas funcbes f e g o aluno
constatara a necessidade de uma segunda aplicacdo da derivada considerando que, por
inspecdo do grafico da figura 39, as fungbes f” e g’ ainda interceptam-se simultaneamente no
ponto X =0, caracterizando ainda uma indeterminacéo 0/0. As tangentes aos graficos de f’ e
g’, na figura 39, aproximam-se de dire¢cOes diferentes e ndo horizontais quando x se aproxima
de zero. Essa situacao aponta a ndo nulidade das derivadas /°’ e g’’ no ponto x=0, ocorréncia
essa que nos garante a aplicacdo da regra.



Figura 38 - Retas tangentes as funcdes fe g representando suas respectivas derivadas
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Fonte: Elaboracéo nossa

Figura 39 - Representacdo geométrica da derivada primeira das func@es f e g
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Fonte: Elaboracdo nossa

Esse fato pode ser verificado mediante a construgdo das fungdes /”’ e g”’, observando-se que

quando os valores de x se aproximam de zero as imagens das fungdes /"’ e g’’ convergem para

2 e 1, respectivamente. Concluimos que a funcdo h se aproxima do numero 2 quando x se

aproxima de zero (figura 40).



Figura 40 - Representacdo gréafica da derivada segunda das funcbes f e g
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Fonte: produgdo nossa

Nesta fase, é importante que o professor solicite que os alunos apresentem e justifiguem suas

solugdes por meio do GeoGebra explicando os caminhos pelos quais chegaram a tal resultado.

Prova: Nesta etapa, sera realizada uma verificagdo da solucdo encontrada por meios

algébricos. Neste caso, devemos aplicar a Regra de L’Hopital algebricamente a partir do

ponto identificado pelo aluno como indeterminado. A indeterminacdo do tipo 0/0 identificada

pelo aluno ocorrem em X =0, portanto deve-se calcular lim h(x).
x—0

H X —X 1
_ legg (e"+e " =2)  ox_gt®
lim h(x) = — ” im &
x>0 lim (I-cosx) 0 sen(x)
X—>!

Mas, lim e —el™) =0 ¢ lim sen(x) =0
x—0 x—0

Aplicamos novamente a Relacdo de L’Hopital

X _ A(=Xx) X a(=X) ) X (—x)
IimOh(x):: lim &=8 " i M im& te 2 _,
X—>

= lim = 1m
x>0 sen(x) x-0 (sen(x))  x->0 cos(x) 1

comentario: Apos a fase de maturacdo em que o aluno, por meio da manipulacdo e da

inspecdo do grafico, conclui que a forma indeterminada 0/0 ocorre no ponto em que as
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funcdes f e g interceptam o eixo Ox no mesmo ponto e isso se explica pelo fato de que, nos

pontos em que as curvas interceptam o eixo 0x a funcéo tem raiz nula.

4.2 Segunda sequéncia didatica

Ressaltamos que para um bom entendimento, o aprendiz deve dispor de um
conhecimento razodvel de temas como Diferenciabilidade, continuidade, limites, formas
indeterminadas e Regra de L’Hopital.

In(x)

Tomada de posicéo: Considerando a fungdo h(x)= , cujo gréfico estd na figura 41,

avalie o limite de h quando x =0, quando x =1 e quando X tender a infinito positivo.
Objetivo:

e Perceber, por meio do grafico e da manipulacdo no software Geogebra as
descontinuidades nos pontos citados acima, identificar qual delas representa
uma forma indeterminando, identificando o tipo de indeterminacdo e, em

seguida, avaliar os limites nesses pontos.

Comentario: Reparemos que neste caso o aprendiz deve identificar as descontinuidades em
Xx=0, x=1 e quando X “tende” a mais infinito uma vez que, embora no ponto 0 ndo haja
: N . . « : In( x)
indeterminacdo considerando que o denominador de h ndo se anula, mas o quociente 1
X_

cresce indefinidamente quando x—0. No ponto x=1 o aprendiz deve identificar a

indeterminacdo 0/0 tendo em vista que lim @ :% e as funcdes que representam o
x—>1 X— —

numerador e o denominador sdo continuas no ponto x=21. Tal indeterminacdo pode ser
evitada pela aplicacdo da Regra. No caso em que X cresce, indefinidamente, concluimos

algebricamente que lim In(x)=o e lim x—1=c concluindo-se dessa forma que se trata
X—0 X—>00

do caso de indeterminagdo oo/ oo,

Maturacdo: Nesta etapa, o aprendiz é estimulado a identificacdo de todas as variaveis
envolvidas no problema com a exploragdo do software. O professor, por meio de perguntas
esclarecedores, deve instigar o aluno a buscar o maximo de informacg6es possiveis no intuito

de utiliza-las na busca da solucéo do problema.
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Figura 41 - Representacdo grafica da tomada de posicdo da segunda situacao didatica
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Fonte: Elaboracdo nossa

Objetivo: Extrair, com base nos conhecimentos prévios e com o auxilio do software

informacBes que serdo Uteis para se chegar a solucdo do problema. Tais informacdes podem

ser observadas:
()
(i)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

(vii)

As funcdes f e g que representam o numerador e o denominador de h se
aproximam de zero na medida em que x —>1

A funcéo g se aproxima mais rapidamente de 0 do que a funcéo f
fegsaoderivaveise g'(x)=0 em x=1

As retas tangentes as fungdes f e g no ponto x=1 possuem a mesma
inclinacdo

Em x=1 f'=g'#0.

Quando x—0 a fungdo f decresce (cresce em valor absoluto) mais
rapidamente do que o decrescimento (crescimento em valor absoluto) linear
da funcéo g.

Quando x cresce indefinidamente, as funcdes f e g também apresentam um
crescimento indefinido, no entanto o crescimento linear da funcdo g ocorre

com maior velocidade do que o crescimento da funcao f.

Comentarios: Com a utilizacido do controle deslizante no grafico da fungéo h, na figura 41,

podemos verificar que quando tomamos valores de x cada vez mais proximos de zero a
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imagem de h cresce indefinidamente. Neste ponto, ndo ha indeterminagcdo porque embora

In( x) cresga indefinidamente em valor absoluto “tendendo” ao infinito, a funcdo x—1se

aproxima de uma constante tornando o quociente “muito grande”. J4 no ponto X =1com a
utilizacdo do controle deslizante, animando os pontos A e B nos gréficos das funcdes f e g
(figura 48) percebe-se que, quando x se aproxima de 1, tanto a fungéo f quanto a funcéo g se
aproximam de zero, induzindo o aluno a deduzir que se trata do caso de indeterminacgéo 0/0 e
que na fase seguinte a Regra de L’ Hopital podera ser aplicada se as condi¢des impostas na

definicdo forem atendidas.

Figura 42 - Manifestagdo da forma indeterminada no ponto x=1
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Fonte: Elaboracdo nossa

A construcdo das tangentes r e s figura 43 é importante no sentido de fazer uma anélise
prévia a respeito da condicdo para a aplicacdo da regra, considerando que a partir das retas r e
s é possivel saber, antecipadamente, a configuracdo do grafico de /" e g’. No caso de x tender
ao infinito, novamente com o auxilio do controle deslizante observa-se que tanto a funcéo f
quanto a fungédo g crescem indefinidamente quando tomamos valores de x cada vez maiores

fazendo com que o aluno deduza que se trata do caso de indeterminacdo oo/ oo.

Solugdo: Nesta fase, com base em todas as informacOes levantadas na etapa anterior 0s
aprendizes vao apresentar as suas possiveis solucGes, no entanto o professor deve analisar e
dar contraexemplos fundamentados além de utilizar o0 Geogebra apresentando passo a passo e

analisando-os junto com os alunos para eles verificarem as solucdes.
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Figura 43 - Retas tangentes as funcbes fe g
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Fonte: Elaboracdo nossa

No caso do nosso problema, e com as informacdes listadas na fase anterior, podemos concluir
que: No caso da indeterminagdo 0/0 na fase anterior no ponto X =1 a existéncia do limite
deve ser verificada analisando a condicdo g'(x)=0 que é constatada facilmente pela
construcdo da reta t tangente a f no ponto A (figura 43). Podemos ver, com o auxilio do
controle deslizante, que as retas tangentes r e s possuem a mesma inclinagdo no ponto x =1
indicando, dessa forma, que nesse ponto as derivadas sdo iguais e diferente de zero, ndo

havendo a necessidade de uma segunda derivada. De fato, ao construirmos as funcgdes

derivadas (figura 44) observamos que len] f '(x)=|xirr}g'(x)=1 e pela continuidade das

funcgdes f e g dividimos f°(1) por g’(1) obtendo o valor 1 como sugere a Regra de L’Hopital.
Na etapa anterior constatamos também que quando x cresce indefinidamente, as funcbes f e g
tambeém apresentam crescimentos indefinidos, caracterizando um caso de indeterminacdo

oo/ o0, sendo que g cresce mais rapidamente que f o que nos leva a concluir que o quociente

f : . . .
— se aproxima de zero a medida que tomamaos valores cada vez maiores de X.

Prova: Nesta fase da Sequéncia Fedathi, resolvemos, algebricamente, a situacdo didatica

proposta. Segue abaixo a resolucao:



86

Figura 44 - Representacdo grafica da derivada segunda das funcdes f e g
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Fonte: produgdo nossa.

No caso do limite lim f(x)
x—0 g(X)

vimos que ndo ha indeterminacdo, visto que lim g(x)=-1=0,
x—0

assim:

In(x) lim In(x)

X220 = (1) .(~ o) =00

x>0 x—1 I|rr(1) (x-1)

No caso do limite lim M
x—1 g(x)

g'(x)=-1+#0 podemos aplicar a Regra de L’Hopital.

temos o caso de indeterminacdo 0/0. Considerando que

1J
lim In(X) = lim M:lim (Lzlim E:l
x—>1 (x=1) x-1 (x=-1)" x>1 1 x-51 X

. . f(x) . N
No caso do limite lim ——= temos um caso de indeterminacdo oo/ocouma vez que
x—o0 g( X

lim In(x) =e lim x-1=o0. Assim, pela Regra de L’Hopital:
X—>00 X—>0

J
fim ) _ g ICOY (Lz lim *

=0
xoo (X=1) xow (X=1)' xoo 1 xow X



87

4.3 Terceira sequéncia didatica

Atentamos para a necessidade dos conhecimentos prévios de formas
indeterminadas, limites, derivadas e continuidade.

Tomada de posicao: Considerando a fun¢do h(x)= (%—2;) cujo grafico esta na
X“  X“secx

figura 45, verifique se ha indeterminacdo e, caso haja, avalie o comportamento de h na
vizinhanca desse ponto.

Figura 45 - Representacéo grafica da tomada de posicao da terceira situacéo didatica
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Fonte: Elaboracdo nossa

Objetivo: Identificar a indeterminacdo por meio da visualizacdo com o auxilio do GeoGebra e
analisar o comportamento da fungéo nesse ponto.

Maturacdo: Nesta etapa, o aluno e estimulado a identificacdo de todas as variaveis
envolvidas no problema. Com base na funcdo h e com ajuda do software podemos extrair as

seguintes informacoes:

(i) Com a utilizagéo do controle deslizante na vizinhanga do zero vemos que ha
uma descontinuidade nesse ponto uma vez que percebemos um “salto” do

ponto A no valor x =0;
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(i) Ao tomar valores de xcada vez mais proximos de zero podemos observar

1 1 P “ .
que as parcelas — e ——— crescem indefinidamente “tendendo” ao
x2  x%secx

infinito;

(iii) As funcbes f e g, numerador e denominador de h, respectivamente, se
aproximam de zero quando movemos o ponto x na direcdo de (0,0);

(iv) fegsdoderivaveisem x =0 e g'(x) =0 neste ponto;

(v) f'eg’séoderivaveisem x=0e g''(x)=0 neste ponto.

Comentéarios: A descontinuidade no ponto do ponto A em x=0 indica um caso de

. o . . 1 1 e
indeterminagao do tipo co—oo tendo em vista que —- e ———— crescem indefinidamente
X X“ Sec X

tendendo ao infinito, quando tomamos valores de x préximos de zero. Para uma melhor

< - . e L1 1 .
compreensdo e analise por meio da visualizagdo a expressdo — ————— pode ser escrita
X©  X“secXx

secx—1 ) : :
como ——— passando da forma indeterminada oo—oo para a forma 0/0, considerando que
X< Sec X

as funcbes f(x)=secx—-1 e g(x):xzsecx, que representam 0 numerador e

denominador da funcdo h, respectivamente, sdo continuas em x=0 e com o auxilio do

controle deslizante vemos que lim sec x—1= lim x2 secx =0 como mostra a figura 46.
x—0 x—0

Figura 46 - Manifestacdo geométrica da forma indeterminada 0/0
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Fonte: Elaboracdo nossa
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Figura 47 - Derivada das fungdes representadas pelas retas tangentes
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Fonte: Elaboracdo nossa

O caso da indeterminacdo 0/0 sugere que na proxima fase (solucdo) da SF dividamos a
derivada f’(x) por g’(x) desde que esta ultima seja diferente de zero em x =0. Para que essa
condicdo seja verificada, o professor deve sugerir que o aluno verifique tal condicdo por meio

da reta tangente s.

Figura 48 - Representacgdo de f” e g’ por meio das retas tangentes
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No entanto, com base na reta tangente s nos deparamos com o0 ndo cumprimento da condicéo
g'(x) =0, uma vez que a reta tangente s é horizontal no ponto (0,0) como mostra a figura
47. De fato, na construcdo das fungdes derivadas /” e g’, como mostra a figura 48, percebemos
que tais fungdes se aproximam de zero quando X — 0. Com a animacéo dos pontos A e B
vemos que as funcdes f” e g’ sdo derivaveis e se aproximam de zero quando X — 0, no
entanto suas tangentes no ponto (0,0) (figura 48) possuem direcOes diferentes da horizontal,
garantindo a aplicagéo da regra. Tal fato pode ser verificado pelas funcbes /" e g’ na figura
49,

Figura 49 - Representagdo grafica das fungdes f"’e g’
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Fonte: Elaboracdo nossa

Prova: Nesta fase, da SF o professor pode fazer a formalizacdo algébrica da resposta, usando
as discussdes adquiridas pelos alunos por meio da exploracéo do gréafico na fase anterior. Com
base nessas discussdes e utilizando o enunciado da regra de L’Hopital e os conhecimentos
adquiridos pelos alunos no processo de construcdo da solugdo do problema, o professor
apresentard a solugdo algébrica com todo o rigor matematico. Segue na figura 50

desenvolvimento algébrico da solucéo.
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Figura 50 - Resolucgdo algébrica da terceira situacéo didatica

im( L L
roo\x2  x%secx

Solugédo Como
.1 . 1
Iim—=+0w € lm—m——=+4w
x>0 X x—0 X“ Sec X

temos a forma indeterminada + oo — (+ o). Reescrevendo a expressdo, temos

) 1 1 . secx—1
lim|—— 5——)=lim —S——
x—0 \ X X“sec x x—-0 X*Secx
Iim (secx — 1) = O0elim (x2 sec x) = 0; aplicamos entdo a regra de L’Hd&pital

x—0 x—-0 .

e obtemos

secx — 1 T sec x tg x
—5— = |1IIn
=0 X2SECX  r-02XSeC x + x2 sec X tg X

) tg x
= lim
x—0 2X + x2tg x

limtgx =0 e lim 2x + x2tgx) = 0

x—0 x—0

Assim, aplicamos novamente a regra obtendo

. tg x . , sec? x
Iim = lim 5 >
x=0 2X + X2tgx .02 + 2xtg x+ x?sec® x

Logo,

i 1 1 1
im|l—————|==
<20 \x%  x%secx 2

Fonte: Leithold (1994, p. 663)

- . . 1 1 1
Comentério: Podemos observar que o valor do limite encontrado lim (———j ==

x>0\ x>  x%secx) 2

corresponde ao quociente entre as imagens do ponto B e do ponto A das funcdes /"' e g,

respectivamente, no ponto x =0 na figura 49.
4.4 Quarta sequéncia didatica

Tomada de Posicdo: Verifique se ha indeterminacéo na fungdo h(x) = arcsen(x).cosec(Xx) .

Caso haja, avalie o limite neste(s) ponto(s).

Objetivo: Localizar ponto(s) de indeterminagdo na fungdo h e, em seguida, obter o

comportamento da funcdo nesse(s) ponto(s) por meio da visualizagao.
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Comentéario: Nesta situacdo didatica, iniciaremos analisando, separadamente, as funcdes
arcsen(x) e cossec(x) e no final sera apresentado o gréfico de h para que seja feita a
comparacdo. Assim, serd sugerido ao aluno que inicie analisando as funcdes

f,(x) =arcsen(x) e g,(x) = cos sec( x)no Geogebra, separadamente.

Maturacdo: Com base nas funcdes f; e g; (Figura 51) e com auxilio do controle deslizante no
Geogebra, o aluno deve ser instigado pelo professor a fazer as seguintes observacdes:

(i) A funcdo f; é definida em —1<x <1 enquanto que a funcdo g; é definida
para todos os reais com exce¢do dos pontos em que passam assintotas
verticais ( de 0 a 27 pode-se observar assintotas em x =0, x=3 e x =6 que
correspondem aos arcos 0, 7 e 2r);

(if) Quando x estiver préximo de 0 (de qualquer lado do zero), fi(x) tendera a zero

enquanto os valores de gi(x) aumenta indefinidamente.

Figura 51 - Manifestacdo da forma indeterminada 0.00pq quinta sequéncia didatica
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Fonte: Elaboracdo nossa

Comentério: Uma das condigdes para que seja aplicada regra de L’Hopital, no intuito de
conhecer o comportamento da funcdo no possivel ponto de indeterminagdo, é que essa

indeterminacdo seja caracterizada por 0/0 ou oo/ oo ( considere —ooou+o0). Deste modo

faz--se necessario a manipulacgdo algébrica da funcéo h da forma indeterminada “0.00” para a

forma 0/0 ou o/ oo. Leithold (1994) nos mostra que arcsen(x).cosec(x) na forma 0.c
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arcsen( x)

corresponde a
sen( x)

na forma 0/0. Vamos considerar f(x)=arcsen(x) e

g(x)=sen(x).

(iii)  As func0es f e g se aproximam de zero quando x tende a zero;
(iv) f e g sdo derivaveis na vizinhanca do ponto (0,0) e suas tangentes nesse
ponto possuem a mesma dire¢do, diferente da direcdo horizontal;

(v) g’(x) noponto (0,0) é diferente de zero.

Solucdo: Com base nas informacdes extraidas dos graficos das funcdes f, /°, g e g’ inicia-se
0 processo de construcdo da solucdo. Ao final desta fase, os alunos apresentardo suas
possiveis solugdes. A partir dai o professor, com o auxilio do GeoGebra dara inicio ao
processo de solucdo mostrando cada etapa do desenvolvimento passo a passo com 0s alunos

para que eles verifiquem suas solugdes. Vejamos:

Comentéario: Com base nas informacdes levantadas nos itens (i) e (ii) na fase anterior,
embora a funcdo g esteja definida para todos os reais com excecdo nos pontos em que
ocorrem as assintotas verticais, devemos procurar a indeterminacéo, caso haja, no intervalo
—1<x<1, considerando que f é restrita a esse intervalo. Ainda considerando os itens (i) e
(if) vemos que, quando movemos o controle deslizante para esquerda fazendo com que x se
aproxime de zero, a imagem de x pela funcdo f se aproxima de zero engquanto que, para o
mesmo ponto X, a imagem de g cresce indefinidamente caracterizando o caso de
indeterminacdo 0.00, como mostra a figura 52. Por meio da manipulacdo algébrica, vemos

arcsen(x)

, porém com esta Gltima na
sen(x)

que a funcdo arcsen(x).cosec(x)é equivalente a

forma 0/0, tendo em vista que f e g tendem a zero quando x — 0. A condicdo para que a
regra de L’Hopital seja aplicada reside no fato de que as fungdes f e g precisam ser derivaveis
na vizinhanga do zero e que g'(x)=0 em X =0. Tal condigdo é satisfeita tendo em vista
que a reta tangente a funcdo g em (0,0) possui direcdo ndo horizontal (derivada ndo nula)
(Figura52), verificada no item (iv) da fase anterior. De fato, a construcdo das fungOes
derivadas de f e g nos permite observar que, quando X — 0 as fungOes derivadas /" e g’

tendem a 1.



Figura 52 - Reta tangente as fungdes, representando as derivadas no ponto (0,0)
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Fonte: Elaboragdo nossa

Assim |im
x—0

fl'gl

x—0 g x—0 g

lim A =1lim e =1 como mostra a figura 53. A figura 54 traz o gréafico

da funcdo h(x) = arcsen( x).cosec(x)com a descontinuidade no ponto x =0, considerando

que arcsen(0) =0 e a funcdo cosec(x) cresce indefinidamente tendendo ao infinito quando

proximos de zero, caracterizando a forma de indeterminacdo 0.ocomo ja haviamos

mencionado.

Figura 53 - Representacdo grafica do limite de h quando x tende a zero

Arquive Editar Exibir

Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[-ll- I[E5 =) = o=

I<f.vH\ [ree=al] -]

A

Janela de Algebr=]

Funcso

= F(x) — ar(s’

> F(x) = Ve
S Fa(x) = arc
5 m(x) = sen
@ g'(x) = cos

5 gi1(x) — cof=

MNOmero

0000
-
ZZrACTINTMO
°
o
-
-

py
3387
y -
]
L]

e
2
=1
{

» Janela de Visualizagio

1
fiix) = ————
v—x2 + 1
g'(x) = cos(x)
a=o0.79
—_— A
B
3 -2 1 a 1 2 3 a =]
x

Fonte: Elaboracdo nossa



95

Figura 54 - Representacdo grafica da fungdo que representa a tomada de posicao
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaboragdo nossa

Prova: Nesta fase, o professor apresentard uma solucdo formal algébrica para o problema
proposto considerando todo o rigor matematico. Vejamos a solucdo apresentada por Leithold
(1994, p. 663) na figura 55:

Figura 55 - Aplicacio analitica da Regra de L’Hopital da quarta situacdo didatica

Solugdo Como lim sen-!'x = Qe lim cosec x = + o, a fungdo definida

x>0t . x 0t
por sen—! x cosec x tem uma forma indeterminada do tipo 0 - (+ «) em 0. Pa-
ra podermos aplicar a regra de L’Hdpital, reescrevemos sen~! x cosec x como
sen-! x/sen x e consideramos lim (sen-! x/sen x). Agora lim sen-'x = 0e

x-0* x 0t

lim sen x = 0; temos assim a forma indeterminada 0/0. Logo, pela regra de

x=0t

L'Hopital, obtemos

1
. sen-lx- . J1—x?
Im —— = lm —————
x—0* s€n x x—0+ COS X
1
|
=1

Fonte: Leithold (1994, p. 663)
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4.5 Quinta situacao didatica

Tomada de posigdo: Analise o comportamento da fungdo h(x)=(1+ sen 4x)C°tg(x), na

vizinhanga “do lado direito de X” usando o software Geogebra. A figura 56 mostra a

representacdo grafica da situacdo problema.

Figura 56 - Representacdo geomeétrica da funcdo h
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Fonte: Elaboracdo nossa

Objetivo: Identificar o tipo e onde ocorre a indeterminacdo por meio da visualizacdo com o
auxilio do GeoGebra e analisar o comportamento da funcéo nesse ponto.

Maturacéo: A partir da situacdo proposta, o professor deve levar seus alunos a identificar as

informacdes relevantes do problema a fim de iniciar a construcéo da solucéo.

Comentarios: Considerando que se trata de uma funcdo representada por um quociente de
funcOes e tendo em vista a propriedade de limites (quociente de limite), o professor deve
sugerir para o aluno que ele analise as fungfes numerador e denominador separadamente.
Com base na figura 56 e com a utilizacdo do controle deslizante tais informacdes devem ser
identificadas:

(i)  Na vizinhanga do zero (considerando valores maiores que zero) vemos que
ao aproximarmos X do ponto (0,0) a imagem da funcdo g (curva azul)

aumenta indefinidamente enquanto que a imagem de f (curva vermelha) se
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aproxima de 1. Fato esse que leva o aluno a concluir que se trata do caso de

indeterminacio f(x)%*), mais precisamente do tipo 1®. No entanto o

aluno deve ser instruido, antecipadamente, que todos os casos de
indeterminacdo devem estar associados ao caso 0/0 ou oo/ . Neste caso,
por meio de uma manipulacdo algebrica utilizando logaritmos verifica-se

In(1+ sen 4x)

que In(h(x)= como mostra a figura 57.

Figura 57 - Andlise gréfica das funcdes que representam a poténcia f(x)®
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(i)

Analisando as fungBes fi(x)=In(1l+sendx) e g¢(x)=tg(x)
separadamente concluimos por meio do Geogebra que, quando X tende a
(0,0) as imagens de f; e g; também tendem a zero, configurando um novo

caso de indeterminacéo 0/0.

Comentario: Neste momento, caso o aluno ndo perceba a necessidade da
verificagdo da condicdo para a aplica¢dao da regra de L’Hopital, o professor,
para facilitar o processo de mediacdo, deve fazer perguntas como: Qual a
condicdo para que a regra seja aplicada? Qual o papel da reta tangente nesse
processo? A reta tangente representa a derivada naquele ponto? A partir dai

0 aluno deve concluir que:
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(iif) As retas tangentes a fungdo g, no ponto (0,0) possui inclinagdo diferente da

horizontal, ou seja, nesse ponto temos g;( x) =0 como mostra a figura 58.

Figura 58 - Representacdo gréafica das funcdes f1 e g;
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Figura 59 - Retas tangentes representando as derivadas de f; e g1 no ponto (0,0)
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comentario: A partir da construgdo das derivadas de f;eg;, concluimos que o limite de

In(h(x) quando x— 0" é obtido dividindo f;'(0) por g;'(0) resultando em 4. No entanto, 0

professor deve informar ao aluno que ainda ndo temos o resultado do limite solicitado, tendo

fl(X)_
g1(x)

Solugdo: A partir dos dados obtidos na etapa anterior o aluno utilizando-se dos

em vista que o nimero encontrado se trata do limite da funcéo In(h(x) =

conhecimentos de logaritmos e levando em conta que h(x):e'”h(x) ou ainda que

lim h(x)= lim e"™"(X), conclui-se que lim (1+sen4x)C°t9(X):e4.
x—0" Xx—0" x—0"

Comentéario: A motivacdo para a apresentacdo de solugbes por meio das construcdes e
anotacOes das estratégias utilizadas pelos alunos para chegar a solucdo, deve ser oportunizada

para que se tenha nocéo das dificuldades encontradas por eles.

Prova: Para concluir, partindo das solucGes apresentadas anteriormente, os resultados
poderdo ser formalizados pelo professor. Abaixo esta a solucdo dada algebricamente, extraida
do Stewart (2014, p. 277):

Observe primeiro que quando — 0%, temos 1+sen4x — e cot g(x) —> oo, assim o limite
dado é indeterminado. Considere:
y =(1+sen 4x)°9%) — |y = Inl(1+ sen 4x)%'9 (X)Jz cot( x).In (1+sen 4x)

e logo a Regra de L’Hopital nos fornece:

x—0* X—0" tg(x) x—0* sec2x

Até agora calculamos o limite de In( x), mas o que realmente queremos € o limite de y. Para

acha-lo usamos o fato de que y =e'"Y

lim (1+sen4x)®) = lim y= lim e =g

x—0" x—0" x—0"

Para concluirmos a apresentacdo das nossas sequéncias didaticas, deixaremos
nossas consideragdes a respeito da relacdo entre a forma com que abordamos 0 nosso objeto
de pesquisa e 0 modelo apresentado pelos livros de calculo consultados.

Na exposicdo do nosso objeto de pesquisa por meio das sequéncias didaticas,

diferentemente da abordagem predominantemente analitica trazida pelos livros de Calculo
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consultados, produzimos situagdes de ensino/aprendizagem que apresentou o potencial de
instigar o aluno a promover dedugfes por intermédio da visualizagdo dindmica promovida
pelo software Geogebra, além de proporcionar ao aluno uma percep¢do geométrica das
propriedades relacionadas ao conceito de Regra de L Hopital. O proximo capitulo sera
dedicado a apresentacdo do nosso Produto Educacional, elemento imprescindivel em um
mestrado profissional, cujo objetivo é contribuir para a atividade do professor na prética

docente.
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5 PRODUTO EDUCACIONAL

Segundo Gomes (2013), o mestrado profissional tem o foco na realizacdo de
pesquisas para o desenvolvimento e aperfeicoamento profissional, priorizando as acfes
relacionadas as intervencgdes nas praticas de sala de aula.

Por se tratar de um mestrado profissional, a pesquisa deve gerar,
obrigatoriamente, um produto educacional que contribua para a melhoria do ensino de Ciéncia
e Matematica e que possa ser consumido pela comunidade. Gomes (2013) afirma que ao final
do curso o mestrando deve apresentar um Produto Educacional, que represente alguma
ferramenta que venha a contribuir para acdo do professor em sua préatica profissional. Nardi
(2009), em seu artigo elaborado a partir dos documentos utilizados nos ultimos anos pela
comissdo e coordenacdo da area de Ensino de Ciéncias e Matematica da CAPES
(Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior), esclarece que o produto de
natureza educacional deve focar a melhoria do ensino em uma &rea especifica de Ciéncias ou
Matematica representando uma nova estratégia de ensino, uma nova metodologia de ensino,
um aplicativo ou ambiente virtual realizados em espacos formais ou informais de ensino,

relatando o resultado dessa experiéncia e que possa ser consumido pela comunidade.

O trabalho de conclusdo deve, necessariamente, gerar um produto educacional que
possa ser disseminado, analisado e utilizado por outros professores [...] Este produto
pode ter a forma de um texto sobre uma sequéncia didatica, um aplicativo, um CD,
um DVD, um equipamento; enfim, algo identificavel e independente da dissertacéo
[...] Este produto é considerado como uma produgdo técnica indispensavel para a
concluséo do mestrado profissional em ensino (NARDI, 2009, p. 4).

Desse modo elaboramos e estruturamos um blog composto por videoaulas de
formas Indeterminadas e Regra de L’Hopital, teses, dissertacdes, artigos cujos temas estao
relacionados ao ensino de calculo, sobretudo associado ao uso das tecnologias de
visualizacdo nessa disciplina. Dispomos também, uma sessdo com a apresentacdo da
Sequéncia Fedathi - metodologia de ensino utilizada em nossa pesquisa - além de registros da
utilizacdo das nossas sessdes didaticas pelos professores de Célculo do IFCE campus Cedro.
Ressaltamos que 0 nosso produto esta sendo utilizado pelos professores de Céalculo | do IFCE
campus Cedro e que outros professores estdo adequando e aplicando esse modelo de ensino,
com o uso do software, a outros temas relacionados ao célculo.

As nossas sessOes didaticas proposta por videoaulas, como componente do

produto educacional, ndo visa somente a melhoria do ensino do nosso objeto, mas também
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tem o carater de propor reflexfes acerca dos problemas educacionais enfrentado pelos
professores.

Cury (2012), em sua pesquisa analisa os objetivos de 59 dissertacdes da area de
Ensino de Ciéncias e Matematica e constata que 0s pesquisadores empregam testes,
questionarios, entrevistas, aplicados, em geral, as turmas das quais sdo professores ou entdo a
amostras selecionadas em um determinado universo de estudantes ou professores de um
determinado nivel de ensino. No entanto, “Ainda sdao poucos os trabalhos que, efetivamente,
testam algum produto educacional ou alguma estratégia de ensino elaborada especificamente
para a pesquisa” (CURY, 2012, p. 248).

Para elaborarmos as atividades propostas nas videoaulas, analisamos
antecipadamente a natureza dos exercicios sobre Formas Indeterminadas propostos pelos
autores Stewar (2009), Leithold (1994), Simmons (1987), Guidorizzi (2001) além de
problemas propostos por pesquisadores em seus trabalhos de investigagdo, como por
exemplo, Alves (2012 ). A partir dessa analise, selecionamos cinco exercicios que julgamos
serem adequados para 0 nosso proposito e inserimos algumas adequac@es para a utilizacdo do
software Geogebra no intuito de tornar tais exercicios atividades investigativas dentro da
nossa metodologia de ensino, no caso a Sequéncia Fedathi.

Para que nosso produto seja amplamente utilizado por outros professores de
calculo, consideramos de fundamental importancia a qualidade do material produzido e sua
divulgacdo. Desse modo, nas nossas sessdes didaticas, procuramos situacdes que privilegie a
relacdo entre objetos matematicos tendo como caracteristica a descoberta e a exploracdo
proporcionadas pela sequéncia Fedathi. Assim, por exemplo, na primeira situacdo quando o
aluno € instigado a verificar a derivada da funcdo g para a averiguacdo da condicdo para que a
regra seja aplicada, se depara como uma curva (funcéo derivada de g) ndo tangente a funcéo
g, diferentemente da ideia equivocada que esse aluno tinha sobre a representacdo geométrica
de derivadas, quando se achava que a derivada num ponto € “uma reta tangente a curva nesse
ponto”. Consideramos que essa nogdo equivocada de derivadas seja consequéncia da forma,
muitas vezes néo tdo claras e objetivas, dos conceitos apresentados pelos livros.

Como ja frisamos anteriormente, optamos pelo software Geogebra por se tratar de
um software gratuito com uma interface facil de se trabalhar apresentando simultaneamente
as construcdes sob o ponto de vista algébrico e geométrico além de possuir recursos que
permite simular um movimento, recurso esse que julgamos fundamental para 0 nosso

proposito. Em relacdo a metodologia de ensino utilizada, optamos pela Sequéncia Fedathi



103

considerando sua principal caracteristica em que o aluno é responsavel pela construcdo do seu

préprio conhecimento e o professor apenas mediador do processo.

[...] a Sequéncia Fedathi ¢ um o processo de mediagdo, enquanto acdo docente, que
tém por objetivo favorecer a imersdo do discente a pratica do pesquisador que
desenvolve o contelido que se pretende ensinar, sendo assim, o papel do professor
consiste em criar condigdes e possibilidades para que o aluno seja colocado na
posicdo de pesquisador, e tal fator somente ocorre quando o professor, ao preparar
sua sequéncia de ensino, se coloca na posicdo do aluno respeitando-o como um
sujeito construtor de conhecimentos, bem como, reconhecendo a si mesmo, como
um agente ativo na construcdo do saber que pretende ensinar (SANTANA,;
BORGES NETO; ROCHA, 2004, p. 10).

Esperamos que esse material possa contribuir, de forma significativa, para os
processos de ensino e aprendizagem de Célculo | em especial nas Formas Indeterminadas de
funcdes e Regra de L’Hopital bem como instigar a reflexdo sobre nossa postura como

professores de matematica.

5.1 Descricao do blog

Nesta secdo, faremos uma descri¢do do blog calculo com visualizacdo que ja se
encontra no ar desde novembro de 2014. O blog foi construido tendo em vista os objetivos de
nossa pesquisa e sobre o qual foi desenvolvida nossa dissertacdo. Apresentamos, na figura

60, a interface da pagina inicial da nossa home page.

Figura 60 - Interface da pagina inicial do blog calculo com visualizacédo
-} _n mais ¥ Proximo blog» Criar um blog  Login|

8

Inicio Quem somos Sequéncia Fedathi Videos Fotos Trabalhos Cientificos Eventos GeoGebra

QUINTA-FEIRA, 22 DE JANEIRO DE 2015

0 USO DE TECNOLOGIAS NA DISCIPLINA DE CALCULO

AR B0

[...] A utilizac&o da tecnologia, especialmente a do computador, pode ser encarada como uma colaboradora na
sala de aula, pois permite tratar de problemas diversos que envolvem diferentes niveis de complexidade :
algébrica e grande quantidade de dados. Ela é facilitadora, ja que, ao possibilitar uma ampla visualizacéo de
imagens, contribui tanto para a melhor aprendizagem de conceitos.

>

Marcos Antonio Macedo

Fonte: blog: www.calculocomvisualizacao.com.br
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J4

O blog “Calculo com Visualiza¢ao” ¢ uma ferramenta interativa em gque propomos
uma discussdo a respeito do ensino de Calculo, mais especificamente sobre a Formas
Indeterminadas e Regra de L’Hopital, com o uso da tecnologia, contribuindo dessa forma,
para 0 processo de ensino e aprendizagem da disciplina, priorizando e oportunizando
professores do curso superior de Licenciatura em Matematica com atividade alternativa e
significativa de Calculo Diferencial e Integral. Ao realizarmos uma navegacdo mediante o
menu inicial, podemos encontrar artigos, dissertacoes, teses, videos aula que contemplam a
metodologia de ensino Sequéncia Fedathi além de construcdes de Calculo com o uso do
software GeoGebra que podem auxilia-los nas aulas de Calculo.

Nosso blog estd constituido também de situacfes didaticas dindmicas em que o
usuario, por meio da manipulacéo do grafico ira solucionar alguns propostos relacionados as
formas indeterminadas e Regra de L’Hopital. Ideal para professores utilizarem como suporte
em suas aulas de Célculo sobre o tema. Tal interatividade pode ser utilizada clicando na aba
“constru¢des” do menu principal.

Na aba “Sequéncia Fedathi” dispusemos a apresentacdo e a descri¢do das etapas
da sequéncia Fedathi que representa a Metodologia de ensino tomada como referéncia na
elaboracdo das sessdes didaticas propostas para os professores.

Na seccao “videos”, encontramos videoaulas de sequéncias de ensino das Formas
Indeterminadas ¢ Regra de L’Hopital onde estao apresentados sete videoaulas sobre 0 nosso

objeto.

Figura 61 - Interface da pagina inicial com o objetivo do blog

Inicio Quem somos Sequéncia Fedathi Videos Fotos Trabalhos Cientificos Eventos GeoGebra

Apresentacao

Reunimos neste blog artigos, dissertacfes, teses, videos aula que contemplam a metodologia de ensino
Sequéncia Fedathi além de construgdes de Calculo com o uso do software GeoGebra que podem auxifig-los em
suas aulas. Nosso objetivo é criar um espaco de discussdo e contribuir para o processo de ensino

e aprendizagem de Calculo, propondo, priorizando e opo izando professores do curso superior de
Licenciatura em Matematica com atividade alternativas e significativa de aprendizagem do Calculo. Portanto
convidamos a todos a participarem e colocarem suas opinides experiéncias a respeito de suas aulas.

LOCALIDADES DE ACESSO

M Kl @ | Z+1 Recomende isto no Google

Assinar. Postagens (Atom)

Fonte: blog: www.calculocomvisualizacao.com.br

Enfatizamos que nossa pesquisa foi contemplada apenas com as duas primeiras

etapas da engenharia didatica — metodologia de pesquisa aplicada — considerando que nosso
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objetivo € apenas propor situagdes didaticas. Assim, na aba “fotos” dispusemos registros, por
meio de fotos, da utilizacdo em sala de aula das nossas sequéncias de ensino pelos professores

da disciplina de Calculo I do IFCE, campus Cedro.

Figura 62 - Interface da aba GeoGebra no blog Calculo com Visualizacéo

Download

LOCALIDADES DE ACESSO

revolvermaps

™M Bl ® 8+ Recomende isto no Google

Fonte: blog: www.calculocomvisualizacao.com.br

Na nossa home page também podemos encontrar artigos, monografias,
dissertacOes, teses relacionadas ao ensino de Calculo com uso da tecnologia e sequéncia
Fedathi bem como um link para o download do software Geogebra.

Na secgdo “seguidores” encontramos um grupo composto por estudantes e
professores registrados ao blog que contribuem com suas consideracfes em relagdo ao
contedo exposto, promovendo desse modo um espaco de discussdo, cuja finalidade é
contribuir para o ensino aprendizagem da disciplina de Célculo Diferencial e Integral.

Registramos até a data 21 de Fevereiro de 2015 um quantitativo de 1961 visitas
disseminados entre os pontos de acessos apresentados na figura 66 compostos pelo Brasil,
Estados Unidos, Peru e Canada (figura 62).

Consideramos que tanto nosso blog como as videoaulas que comentaremos a
seguir, se caracterizam como produto educacional de acordo com Nardi (2009) quando afirma
que o trabalho de concluséo, tendo em vista a orientagédo da CAPES, deve, necessariamente,
gerar um produto educacional que possa ser difundido, analisado e utilizado por outros

professores e ter a forma de um texto sobre uma sequéncia didatica, um aplicativo, um CD,
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3

um ambiente virtual, enfim,

2009, p. 4).

‘ algo identificavel e independente da dissertagdo” (NARDI,

Figura 63 - Localidades em que o blog foi acessado

mm 609 visits since Dec 12, 2014

Global Statistics
Visits from 4 countries registered

No. Country Date of Last Visit Percent & Number of Visits w
2 Brazil Feb 21,2015 95.89% 584

2 5 United States Feb 19,2015 361% 22

3 DHPen Dec 28,2014 0.33% 2

4 [I*lcanada Jan 25, 2015 0.16%

Fonte: blog: www.calculocomvisualizacao.com.br

5.2 Asvideoaulas

Entendemos que os recursos com base em videoaulas potencializam o acréscimo
do conhecimento e permitem multiplas articulagdes no ambito educacional. “[...] a utilizacdo
do video induz a novas formas de interacdo e interatividade frente a constituicdo do
conhecimento” (SILVA; OLIVEIRA, 2010, p. 2).

Os recursos audiovisuais podem promover uma aprendizagem eficiente como
escreve Cinelli (2003, p. 16) quando cita Moran (1991, p. 11): “Utilizagdo do audiovisual para
introducdo de novos assuntos, desperta a curiosidade e a motivagao para novos temas”.

Concordamos com o ponto de vista de Silva e Oliveira (2010) ao destacar que o0
uso das tecnologias na escola deve proporcionar uma expansdo de aprendizagens, destacando
que os recursos midiaticos devem ser compreendidos como uma ferramenta pedagogica de
cunho formativo, visto que esses produzem aprendizados de forma significativa, motivadora e
dindmica.

Em concordéncia com os autores citados acima, optamos pela producgéo de video-
aulas como produto educacional. Desse modo, nossas videoaulas foram elaboradas
enfatizando a visualizacdo por meio do software Geogebra, segundo as etapas da Sequéncia
Fedathi e utilizando sequéncias didaticas a partir das Formas Indeterminadas de funcdes e
Regra de L’Hopital.
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Para producdo das videoaulas seguimos 0s seguintes passos: Em primeiro lugar
selecionamos os problemas a serem abordados, com a utilizacdo do software Geogebra, a
partir dos livros do Stewart (2009 ), Alves (2013 ), Guidorizzi (2001) e Simmons (1987). Em
segundo lugar realizamos a gravacdo em dois momentos utilizando o software de captura
Camtasia. No primeiro momento, utilizamos slides para apresentacdo das aulas cumprindo as
fases da Sequéncia Fedathi e no segundo momento, optamos pela mesma apresentacao, desta
feita com a utilizacdo da manipulacdo do software, sendo que na Gltima fase da (SF) optamos
por usar uma mesa digitalizadora associada ao software mypaint.

As videoaulas foram disponibilizadas no nosso blog “Calculo com Visualizagdo”

por meio de um link diretamente do site do You Tube.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nossa investigacdo teve como base os pressupostos tedricos da metodologia de
pesquisa Engenharia Didéatica contemplando apenas as duas primeiras fases (fase preliminar,
fase a posteriori). Desta forma, ainda que nosso trabalho ndo represente uma pretensao de
expor aspectos conclusivos, ressaltamos que as consideracfes dessa pesquisa tem a pretenséo
de, além de propor situacGes didaticas apoiadas na visualizacao, contribuir na estruturacéo de
outros trabalhos a serem desenvolvidos relacionados ao ensino de Célculo mediado pela
Sequéncia Fedathi e com o uso de ferramentas tecnoldgicas.

A elaboracdo das sequéncias didaticas desenvolvidas nesta pesquisa teve como
finalidade propor uma maneira de abordagem das formas indeterminadas e Regra de
L’Hopital, de maneira diferente daquelas encontradas nos livros de Calculo dos autores
Stewart (2010), Leithold (1994), Guidorizzi (2001) e Simmons (1987) em que constatamos
por meio de uma analise nos livros, um tratamento predominantemente algébrico e
algoritmizado no tratamento dos temas. Entendemos que tais aspectos promovam uma
distancia consideravel no modo como esses conceitos foram construidos ao longo do tempo,
considerando que as ideias iniciais do Calculo sdo de origem geométrica, mas o que
presenciamos hoje € a predominancia nos aspectos algébricos, como relata Richit (2013).

Deste modo, acreditamos que a proposta de sessGes de ensino possa instigar 0s
alunos a autonomia no seu processo de construcdo do conhecimento proporcionada por uma
melhor postura pedagdgica do professor em sala, contribuindo para que eles possam superar
os obstaculos didaticos que ocorrem na abordagem dos conceitos de Calculo e,
consequentemente, promover uma melhoria no processo de ensino aprendizagem.
Acreditamos que tais melhorias no processo de ensino sdo possiveis gracas ao uso da
metodologia de ensino Sequéncia Fedathi utilizada na elaboracdo das atividades bem como
pela visualizacdo grafica promovida pela tecnologia por meio do software Geogebra. Segundo
Richit (2013), a vasta literatura em Educagdo Matematica recomenda que a incluséo, como o
Geogebra, na abordagem de conceitos de Calculo permite que a natureza geométrica e
dindmica do Calculo seja resgatada, e que seja menos enfatizada a abordagem algébrica.

A Sequéncia Fedathi foi fundamental no processo de elaboracdo das sequéncias
de ensino tendo em vista que nessa teoria o0 aluno representa um elemento agente no processo
de aprendizagem sendo instigado a pensar, a apresentar e a discutir suas ideias. Nesse
processo, o professor exerce um papel, embora mediador, fundamental, uma vez que é de

responsabilidade dele a incumbéncia de atender aos questionamentos e dificuldades dos
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alunos, colocando-0s, sempre que necessario, na direcdo correta em busca do aprendizado.
Concordamos com Santos (2011) quando afirma que Sequéncia Fedathi, é caracterizada por
permitir que o aluno vivencie a experiéncia Matematica, e por exigir do professor uma atitude
diferente da qual estamos acostumados a ver nas salas de aula, ou seja, ela espera que o
professor tenha o habito de estudar em grupo, pesquisar, observar, ouvir, motivar e
intermediar o trabalho do aluno e intervir, pedagogicamente, quando necessario.

A proposta de ensino contemplou atividades em que articularmos acdes de
visualizacdo e manipulacdo com software Geogebra no intuito de obter a compreensdo dos
conceitos relacionados as formas indeterminadas de funcfes. Tais formas indeterminadas,
nosso objeto de estudo, que representa uma situacdo imprevisivel quando se pretende
encontrar o limite de algumas funcBes, proporcionou certo destaque as nossas sequéncias de
ensino visto que tal tema, assim como a Regra de L’Hopital, sdo abordadas pelos livros de
Célculo de forma predominantemente algébrica e desprovida de qualquer significado.

Para elaboracdo das sequéncias de ensino, realizamos, em alguns livros de
Caélculo, uma anélise para escolha de cinco questdes sobre as formas indeterminadas e Regra
de L’Hopital que julgamos apropriadas para o nosso objetivo e fizemos algumas adaptacgdes
para utilizacdo do software Geogebra. Nosso intuito com essas adaptacOes foi tornar as
atividades mais investigativas proporcionadas pela metodologia de ensino adotada e que
valorizasse o uso da ferramenta dindmica, no caso do software.

Uma das contribuicGes dessa proposta foi promover um ambiente adequado para
que o professor pudesse, por meio da mediacdo, incentivar o aluno a construcdo do seu
proprio conhecimento sobre 0s conceitos abordados e com isso tornar o aprendizado mais
significativo. A base teérica apresentada ao longo do nosso trabalho foi fundamental para
todas as etapas de realizacdo dessa pesquisa, destacam-se as contribui¢cbes dos trabalhos de
Alves e Borges Neto (2011; 2012; 2013).

O produto educacional® dessa pesquisa, apresentado por meio de um blog
estruturado com videoaulas foi resultado da elaboracdo das sessOes didaticas propostas.
Esperamos que professores interessados a trabalhar com tecnologia possam encontrar em
nossa proposta sugestdes que possam adaptar-se a sua realidade. No entanto, entendemos que

ndo é facil introduzir novos meios e estratégias de ensino, sobretudo, quando ja temos

® No documento de Area CAPES, encontramos a designacdo de produto educacional como [...] propostas de
ensino, sugestdes de experimento e outras atividades praticas, sequéncias didaticas, propostas de intervengdo,
roteiros de oficina, etc. (BRASIL, 2013
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formada uma didatica e metodologia prépria, contudo aqueles que estiverem apreensivos
poderdo encontrar em nossa sugestdo uma alternativa.

Concluimos este trabalho de maneira a satisfazer nossos objetivos, considerando
que estamos deixando como produto educacional videoaulas e um blog que servirdo como
motivacdo e embasamento para outros trabalhos que, possivelmente, poderdo ser
desenvolvidos. Esperamos que esse material possa contribuir, de maneira significativa, para o
processo de ensino e aprendizagem de Calculo, em especial das Formas Indeterminadas e
Regra de L’Hopital bem como propiciar reflexdes a respeito de nossa postura como

professores matematicos.
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ANEXOS

ANEXO A - REGISTROS DA APLICACAO DAS SEQUENCIAS DIDATICAS PELOS
PROFESSORES DE CALCULO DO IFCE CAMPUS CEDRO

Nesta parte do trabalho apresentamos algumas fotos e registros do consumo do nosso produto
educacional por professores do IFCE campus Cedro.

Apresentacdo do blog Calculo com Visualizagdo pelo professor de Célculo.

Aqui o professor resolve algebricamente um problema caracterizando a fase Prova
da sequéncia Fedathi.
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O professor utilizando-se do seu papel de mediador do processo, na fase
maturacao, instiga os alunos a extrairem as informacoes relevantes na busca da
solucéo.

O aluno apresenta para 0s demais alunos a sua solugao.
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O professor realiza uma comparagéo entre os resultados encontrados pelos alunos
e a solucdo do problema, evidenciando dessa forma, a ultima etapa da Sequéncia

Fedathi, no caso a prova.



