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RESUMO

Neste trabalho iremos apresentar alguns aspectos de gravitagio quantica. Introduzimos o pro-
blema da gravitagio e algumas propostas para atacd-lo. Em particular, nossas investiga¢oes to-
cam trés temdticas gerais: geometria ndo-comutativa, violagdo da simetria de Lorentz e cosmo-
logia inflaciondria. Em geometria comutativa fizemos duas propostas distintas para possiveis
limitagbes experimentais: em uma calculamos a luminosidade de um buraco-negro modelando
o seu horizonte de eventos por um espago nio-comutativo; e na outra calculamos as proprieda-
des termodindmicas do grafeno na presen¢a de um campo magnético, verificando a influéncia
da nio-comutatividade. No que toca a quebra da simetria de Lorentz, mostramos a viabilidade
fisica de cendrios de dimensdes extras, através do cdlculo da massa do gréviton na teoria efetiva
quadridimensional. Também calculamos a influéncia da quebra de simetria no setor gravitacio-
nal em quatro dimensdes, através de corregdes quénticas ao potencial gravitacional. Finalmente,
em cosmologia apresentamos um estudo preliminar sobre o problema da medida, que se relaciona
com a probabilidade de que se tenha o processo de inflagdo independente das condig¢oes iniciais
do sistema. Propusemos usar a formulagdo Hamiltoniana para o célculo dessa probabilidade em
um sistema onde o campo escalar é acoplado ndo-minimamente ao campo gravitacional, e assim

verificar a viabilidade do modelo quando confrontado com dados observacionais.



ABSTRACT

In this work we will present some aspects from quantum gravity. We introduce the problem of
quantum gravity and some proposals to tackle it. In particular, our investigations touch upon
three general subjects: noncommutative geometry, violations of Lorentz symmetry and inflatio-
nary cosmology. In noncommutative geometry we made two proposals for possible experimen-
tal verifications: in the former we calculate the luminosity of spherically symmetric black-hole
where its event horizon was modelled by a noncommutative space; in the latter we investigate
the thermodynamical properties of the graphene in the presence of a magnetic field, verifying
the influence of the noncommutativity. Regarding the Lorentz symmetry violation we showed
its physical viability of extra-dimensional scenarios, by calculating the graviton mass in the four-
dimensional eftective theory. We also calculate the influence of the Lorentz symmetry breaking
in the gravitational sector in four dimensions, by means of quantum corrections to the Newto-
nian potential. Finally, in cosmology we present a preliminar study on the measure problem,
which is related to how natural the inflationary process is. We propose using the Hamiltonian
formulation for evaluating the probability of inflation in a scenario where the scalar field descri-
bing the inflation is non-minimally coupled to the gravitational field, finding the the viability of

this particular model when compared to observed data.
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Capitulo 1

Introducio

“‘Begin at the beginning,” the King said, very gravely, ‘and go on till you come to the end:
then stop.”

— Lewis Carroll, Alice in Wonderland

A Gravitagio Quantica (GQ) ¢, até a presente data, um dos grandes problemas a serem resolvidos
em Fisica de altas energias. Neste capitulo ird se colocar o problema da gravitagio quéntica, expor
algumas teorias propostas para atac-la (e alguns dos problemas que elas apresentam) e as ideias

gerais por trds do trabalho realizado nesta tese.

1.1 Daantiguidade a modernidade

Durante a histéria da humanidade, todas as civilizagoes tem se fascinado pelas nogdes de espago
(0s Céus), tempo (o Inicio e o Fim) e matéria (Substancia, Forma). Desde os primérdios, grandes
pensadores como Aristételes, Lao-Tzu e Democrito discorreram sobre o assunto, e ao longo
dos séculos suas ideias foram sedimentadas na nossa mente, alicercando o nosso pensamento
cientifico.

A ciéncia tem como objetivo uma profunda compreensio da natureza, de se obter a mais
completa descri¢do possivel do que podemos observar e experimentar. Colocando 4 parte a re-
levancia pratica/tecnoldgica na nossa vida cotidiana, uma qualidade extremamente relevante do
progresso cientifico é que algumas dreas de pesquisa tangenciaram questées que normalmente
seriam delegadas 4 filosofia. O pensamento Aristotélico requer uma compreensio geral das cau-

sas dos fendmenos, em uma dnica estrutura bela e consistente. A filosofia por sua vez pergunta


http://en.wikipedia.org/wiki/Aristotle
http://en.wikipedia.org/wiki/Laozi
http://en.wikipedia.org/wiki/Democritus

a razdo fundamental de tudo que existe. Portanto, a mistura de ideias oriundas tanto da fisica
quanto da filosofia pode ser usada como um “termémetro” para o progresso cientifico.

Questdes como essa, que mesclaram ciéncia e filosofia, fizeram parte do pensamento de varios
cientistas ao longo do tempo, e no inicio do século XX os fisicos alemdes [Vlax Planck (1858-
1947) e Albert Einstein (1879-1955) revolucionaram a fisica, ao colocar as pedras fundamentais
do que hoje conhecemos como Mecinica Quiantica (MQ) e Relatividade Geral (RG). Essas
teorias constituem dois dos grandes pilares conceituais a partir do qual construimos a nossa
descri¢do da natureza e boa parte do desenvolvimento tecnoldgico. As duas teorias modificaram
profundamente a forma como compreendemos o universo, ao abolir a natureza deterministica
das leis fisicas e o cardter absoluto do espago e do tempo, e elas tem sido extraordinariamente
resistentes aos testes experimentais até agora [1-3].

Contudo, da mesma forma como essas teorias tém resistido aos testes experimentais, elas
também tém resistido 4 uma coexisténcia pacifica: as premissas bdsicas de uma teoria contra-
dizem com a da outra, e vice-versa. Isso nos leva a pergunta: é possivel trazer a Mecénica
Quintica e a Relatividade Geral em uma tnica, e coerente, teoria? Em caso afirmativo, a teoria

que responde a essa pergunta se dd o nome de teoria de Gravitacio Quantica.

1.2 Quando os mundos colidem - Quantizar é preciso?

E natural se perguntar se realmente hd necessidade de se ter uma teoria de Gravitacio Quantica,
e até o momento nio existe um consenso sobre isso. Assim, existem vdrias respostas a essa
pergunta.

Até o momento nio existem evidéncias experimentais conclusivas acerca de sistemas nos
quais ndo se pode ignorar efeitos quinticos e gravitacionais simultaneamente. Fendémenos em
escalas astronémicas em astrofisica e cosmologia sdo bem descritos pela Relatividade Geral en-
quanto a Mecinica Quintica explica perfeitamente as propriedades das particulas, 4&tomos e mo-
léculas. Raramente esses mundos se encontram. O regime em que se espera que tanto a teoria
quantica e a relatividade geral se tornem importantes, e que nio se possa ignorar uma em detri-
mento da outra, ¢ quando a escala de comprimento caracteristica do fendmeno é pequenissima,

da ordem do comprimento de Planck:

Ip ~ 1.62 X 10 m.
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Para se ter uma ideia do quio pequena é essa escala de comprimento, fagamos uma comparagio:
o tamanho de um dtomo é cerca de um milionésimo da espessura de um fio de cabelo, e esse
comprimento ainda serd 10%® vezes maior do que o comprimento de Planck.

Podemos ver assim que a escala de Planck é uma longa extrapolago, tanto da nossa vivén-
cia e intui¢do como dos nossos experimentos mais avan¢ados (experimentos do LHC alcangam
energias suficientes para testar escalas de comprimento da ordem de 1 X 107" m). Sem conhe-
cimento direto que nos guie no desenvolvimento de uma teoria unificada, e mais ainda, com
pouquissimas restri¢es sobre como tal teoria deva ser, hd uma mirfade de teorias almejando ser
uma teoria de gravitagdo quintica.

Apesar da falta de experimentos, existem ainda razdes que motivam e compelem a investi-

gacdo de teorias quénticas para a gravidade. Vamos discutir brevemente algumas.

1.2.1 Unificagdo

Grandes conquistas na fisica teérica foram alcan¢adas com a unifica¢ido de conceitos que pare-
ciam em principio desconexos.

A primeira grande unificagio provavelmente se deu com o cientista italiano Galileu Galilei
(1564-1642) ao propor a equivaléncia entre movimento e repouso (lei da inércia). Essa unificagio
foi posteriormente codificada por Isaac Newton (1643-1727) na primeira das leis que hoje levam

O S€u nome:

um COTPO em 7’6?0%50 ou em movimento retilineo uniformepermanece no seu estado de TEPOL[SO ou

movimento retilineo uniforme a menos que seja perturbado por uma forca externa.

Isso significa que ndo podemos detectar (apenas por experimentos mecanicos) um estado de
repouso ou de movimento retilineo uniforme.

A segunda unifica¢ido se deu com o préprio Newton por volta de 1680 quando, baseado na
lei de inércia de Galileu e na mecinica celestial de Johannes Kepler (1571-1630), notou que a
mesma forga que o Sol exerce sobre os planetas é a que nos mantém na Terra; isto unificou a
fisica dos astros com a fisica terrestre.

Ja no século XIX, o fisico inglés James Clerk Maxwell (1831-1879) promoveu uma unifica-
¢do que tem sido tomada como modelo para a fisica tedrica nas ultimas décadas: a unificagio
dos fenémenos 6ticos, elétricos e magnéticos como manifestagdes de uma tnica forga, a forca

eletromagnética. Para tanto, Maxwell recorreu a uma ideia antiga introduzida por Michael Fa-
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raday (1791-1867): o conceito de campo. O campo é uma quantidade (um nimero ou conjunto
de nimeros) cujo valor modifica ponto-a-ponto ao longo do espago, e também com o passar
do tempo. Com isso Maxwell conseguiu escrever um conjunto de equagdes, hoje chamadas de
equagdes de Maxwell, que relacionam os campos elétrico e magnético de tal forma que um pode
se transformar no outro. Por exemplo, uma corrente elétrica fluindo num fio induz um campo
magnético, enquanto um ima em movimento induz uma corrente elétrica em um fio. A teoria
eletromagnética de Maxwell pode ser considerada a primeira teoria (classica) de campos. Dada
a natureza mecanicista dos fisicos na época, muito trabalho foi feito para se encontrar um me-
canismo fundamental por trds das equagdes de Maxwell, uma vez que as ondas eletromagnéticas
resultantes dela se propagam pelo vdcuo. Essa busca culminou na criagio do ¢7e7, um meio ma-
terial que acomoda a propagacdo de ondas eletromagnéticas, da mesma forma que o ar acomoda
as ondas sonoras. O éter foi o ponto de partida para a préxima unificagio, por Einstein e outros.

A ideia do éter, embora palatdvel aos cientistas da época, era conflitante com a primeira
unifica¢ido de Galileu, sobre a distin¢do entre movimento e repouso. O que Einstein propos em
1905 ¢ incorporar o legado de Galileu a teoria de Maxwell, de tal forma que a distingdo entre
fenémenos elétricos e magnéticos também passa a ser dependente do observador. Nasce assim
a Teoria da Relatividade Restrita, que contém ainda um outra unificagdo implicita: a unificagio
entre espago e tempo em uma Unica entidade fisica, o espago-tempo. Posteriormente, a teoria
seria generalizada para descrever a interagdo gravitacional, resultando na Teoria da Relatividade
Geral.

A teoria eletromagnética também se mostrou frutifera no mundo subatémico. Uma vez que
a Mecanica Quantica havia sido desenvolvida no final da década de 20, um dos seus primeiros
grandes triunfos foi a E/etrodinamica Quantica, a primeira teoria quantica de campos desenvol-
vida, formulada independentemente por Sin-Itiro Tomonaga (1906-1979), Richard P. Feynman
(1918-1988) e Julian Schwinger (1918-1994) por volta de 1948. A teoria descreve a interagio
entre luz e matéria, e contém também em seu arcabougo a Relatividade Restrita de Einstein.
A Eletrodindmica Quéntica permitiu a identificagio de conceitos fundamentais que possibilita-
ram a construgdo do atual Modelo Padrio: a guebra espontinea de simetria e a simetria de calibre.
A partir da quebra espontinea de simetria desenvolveu-se o chamado mecanismo de Higgs, que
possibilitou a unificagdo do eletromagnetismo com a forga nuclear fraca no modelo de Wein-
berg-Glashow-5Salam da forga eletrofraca, que em conjunto com a Cromodinimica Quéantica, que

descreve a for¢a forte, compreende o atual modelo padrio das particulas elementares.
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1.2.2 O problema do tempo

Uma das consequéncias mais notdveis do principio da relatividade de Einstein é a unificagio
entre espago e tempo, agora tratados em pé de igualdade na Relatividade Restrita. Mais ainda,
na Relatividade Geral o espago-tempo passa a ser uma grandeza dinimica e mutdvel. Entretanto
isso parece conflitar com a formulagdo bésica da Mecanica Quantica. Relembremos brevemente

os axiomas fundamentais da Mecanica Quéntica':

MQ1 Os estados de um sistema quéntico sdo descritos por vetores 1), chamados de fungio de

onda, em um espaco de Hilbert separdvel 7.

MQ2 Os observiveis sio representados por operadores lineares auto-adjuntos O atuando em

A .
MQ3 Os resultados possiveis para a medida do observavel O sio dados pelos seus autovalores.

MQ4 Existe um observavel H, chamado Hamiltoniano, que dita a evolugio da fun¢io de onda

[Y(t)) € 2 através da equagdo de Schridinger:
d i
—|u(t)) = —-HI|Y(t)).
Zho®) =~ Hlp®)

Observe que o parimetro f que aparece na equagdo de Schrédinger é externo ao sistema, tal
como o tempo absoluto da mecanica clissica. Esse problema foi discutido por Wolfgang Pauli
(1900-1958) [4], ao propor a promogio do tempo a um operador quantico, da seguinte forma:
o operador T ¢ conjugado a energia da mesma forma que o operador posi¢do é conjugado ao

operador momentum,; portanto satisfaz
[H,T] = -i#;

dessa forma tem-se

—_ o~ of ~
[H, f(T)] = —ih()—{(T). (1.1)

Seja [1Pg) um autovetor do operador H com autovalor E. Assim temos

He'iTlye) = (E+a)et ) (12)

para um niimero finito de graus de liberdade bosonicos
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e . 2T [ [
para uma constante arbitraria a. Isto significa que €'#" [i);) é também um autovetor do opera-
dor hamiltoniano com autovalor E + @. Como a ¢ arbtirario, isso implica que o espectro do

Hamiltoniano nio necessariamente € positivo definido.> Por fim, ele conclui:

Conclui-se, portanto, que a introdug¢io de um operador T deve ser renunciada por uma ques-

tdo de principio, e que o tempo t necessariamente deve ser considerado como um nimero

ordindrio (“c-number”) na mecinica ondulatéria.

Parte desse problema é resolvido pela Teoria Quantica de Campos (TQC), quando se com-
patibiliza a Mecanica Quéntica com a Relatividade Especial: ao invés de promover o tempo a um
operador quantico, o que se faz é reduzir os operadores posi¢ao da mecinica quintica a varidveis
cldssicas, e assim espaco e tempo podem ser tratados igualmente pois o parimetro temporal é
agora o tempo coordenado da relatividade restrita.

Contudo, embora a TQC tenha conseguido abolir a diferenca absoluta entre espago e tempo,
o préprio espago-tempo ainda é um elemento externo, que nio interage com os campos fisicos.
Logo, o espago-tempo continua sendo uma arena de fundo, sobre o qual se descreve a dindmica
quantica dos campos. Isso nos dd uma estrutura causal fixa que é essencial para a TQC, uma vez
que as relagdes de comutagio entre os campos e a decomposi¢do de Fourier (que separa o campo

em uma parte com frequéncia positiva e outra com frequéncia negativa) dependem disso.

1.3 Propostas para gravitagido quintica

Vamos aqui discutir brevemente algumas propostas para teorias de gravitagio quéntica. As prin-
cipais diferencas entre as propostas reside na importincia dada a Relatividade Geral e a Mecénica

Quintica; isto é, qual delas é considerada ou ndo como uma teoria fundamental.

1.3.1 Gravitag¢do Semicldssica

Técnicas semicldssicas sdo de grande importincia para aumentar a compreensio de uma teoria
quantica, pois possibilita uma interface entre os mundos cldssico e quintico, seja incorporando
flutuacdes quanticas a descri¢des puramente cldssicas ou na andlise do limite cldssico de descri-

¢des inerentemente quanticas [5]. Por exemplo, antes do advento da Mecénica Quéntica (na

2Vale mencionar que existem pesquisas que tratam de hamiltonianos nio hermiteanos
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chamada antiga teoria quantica), a férmula de quantiza¢io de Bohr-Sommerfeld

Sgpdq =nh, n=12,..

onde g e p sdo respectivamente a coordenada e momentum generalizado para um sistema com um
grau de liberdade e /1 ¢ a constante de Planck, era tomada como uma suposi¢io ad hoc, deduzida a
partir da mecénica cldssica, para explicar o espectro atdmico. Hoje tal regra é deduzida a partir da
Mecanica Quantica através de um calculo semicldssico chamado aproximagio WKB ? aplicado
a equagdo de Schrodinger.

Nao havendo uma teoria completa para gravitagio quantica, a formulagio semicldssica é ex-
tremamente importante para antecipar algo concreto, identificando caracteristicas que devam
ser comuns a quaisquer teoria candidata. Um dos primeiros trabalhos nessa linha é do préprio
Schrodinger [6], ao estudar os efeitos do potencial gravitacional na equagio que leva o seu nome.
Na década de 60 se iniciou um estudo mais sistematico com os trabalhos de André Lichnerowicz
(1915-1998) [ 7, £], que formulou a teoria quintica de campos livres em espagos curvos, Leonard
Parker (1938-) [9-11], Stephen Fulling (1945-) [12], Paul Davies (1946-) [13] pelo desenvol-
vimento da teoria quintica de campos em espagos curvos com interagao. Nessas abordagens, os
campos fisicos sdo tratados como objeto quanticos que se propagam sobre um espago-tempo pu-
ramente cldssico. Tal abordagem nos deu resultados importantes como a descoberta de Stephen
Hawking (1942-) sobre a emissdo de radiagdo térmica de buracos-negros [14, 15], efeito Unruh
[16], e a criagdo de particulas em cendrios cosmolégicos [9—11].

Um campo quéntico se propagando em um espago-tempo cldssico naturalmente nos leva a

equagdo de Einstein semicldssica,

1 _
Ry — ERgab =8 (Y| T, 1Y), (1.3)

que apresenta corre¢des quanticas na geometria através da modifica¢do no lado direito da equa-
¢do, ao substituir o tensor momentum-energia T, correspondente a matéria pelo valor esperado
de algum tipo de operador momentum-energia T, em um estado quintico [i). Porém, geral-

mente tal valor esperado leva a quantidades infinitas. Um dos trabalhos mais importantes nessa

linha ¢ de Robert Wald (1947-) [17], que descreve um conjunto de axiomas a serem satisfeitos

3acrdnimo para Wentzel-Kramers-Brillouin
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pelo tensor momentum-energia para que os valores esperados sejam grandezas finitas.

Um dos principais problemas da abordagem semicldssica é sua autorecorréncia: os estados
dos campos de matéria dependem da geometria sobre a qual se propagam, que por sua vez é
determinada pelos préprios estados através da equagio de Einstein semicldssica (1.3). Isso nos
deixa com a falta de um mecanismo consistente para encontrar-se solugbes da equagio, bem

como um método para a escolha de um estado i) particular para o cilculo do valor esperado.

1.3.2 Quantizag¢io covariante

Uma predigdo da Relatividade Geral é a existéncia de ondas gravitacionais. Se a amplitude des-
sas ondas for pequena, ela pode ser tratada como uma entidade externa a geometria do espago-
tempo, uma entidade fisica por si, que se propaga por um espago-tempo fixo. Isso é descrito ma-
tematicamente escrevendo a geometria do espago-tempo, codificada por uma métrica g,;, como

sendo a soma de uma geometria fixa 1),, ¢ uma pequena perturbagio h,,

8av = Mab + V16HG hab/

onde 1, representa o espago-tempo sobre o qual a onda 1, se propaga, e a constante gravitacional
G denota a intensidade da interagio gravitacional.

Nessa aproximagio trata-se entdo a perturbagio da métrica como um campo fisico, e assim
consegue-se adaptar a linguagem da Teoria Quantica de Campos a gravidade. Como resultado,
as ondas gravitacionais livres tratadas quanticamente podem ser vistas como uma particula, o
graviton, que é o andlogo do féton do campo eletromagnético. Seguindo a analogia com o caso
eletromagnético, intera¢do com outros tipos matéria ¢ feita através apenas da onda h,,.

Os trabalhos nessa linha foram iniciados por [.éon Rosenfeld (1904-1974) [18], Markus
Fierz (1912-2006) e Wolfang Pauli [19] da década de 30, enquanto as regras de quantizagio
foram deduzidas principalmente por Bryce DeWitt (1923-2004) [20-23] e Richard Feynman
[24], da seguinte forma: o lagrangiano para a Relatividade Geral é o lagrangiano de Einstein-

Hilbert:

1
gEH = @\/__gRg/ (1.4)

onde ¢ € o determinante da métrica g, R, € o escalar de curvatura e G a constante gravitacional

de Newton. Considerando perturbagdes h,;, em torno do espago de Minkowski, e expandindo-se
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as grandezas geométricas como uma série de poténcias da perturbagio I, o lagrangiano (1.4)

pode ser reescrito como
1 1 1 1
Ly = Z@,h&“h - Eﬁah‘“&ch + §8Ch”8bhub - ZBCh“bﬁchab + 7 (h°). (1.5)

que ¢ o lagrangiano para o graviton na teoria. O Lagrangiano (1.5) é chamado de Jagrangiano de
Fierz-Pauli, ¢ é o lagrangiano para um campo nio massivo de spin 2. A partir de (1.5) se derivam
o propagador e as regras de quantizacio da teoria, da mesma forma que se faz na eletrodinimica
quantica.

O principal problema dessa abordagem ¢é que a teoria de perturbagio falha, pois a expansio
perturbativa é ndo-renormalizdvel. Isso foi mostrado na década de 70 por Gerard ‘t Hooft (1946-
) € Martinus Veltman (1932-) [25] para gravidade pura® e por Stanley Deser (1931-) e Peter van
Nieuwenhuizen (1938-) [26-31] para gravidade acoplada com matéria. Este resultado também
pode ser visto de uma forma mais “ingénua” através de anilise dimensional. Em um espago-

tempo de d dimensdes a agdo de Einstein-Hilbert pode ser escrita esquematicamente na forma

Sprp ~ Gl f d'x yZR,. (1.6)

O elemento de integragio d“x tem dimensio —d e o escalar de curvatura, escrito esquematica-
mente como R ~ d?¢ + (dg)? tem dimensio 2. Logo, a constante gravitacional tem dimensio

2 —d. A grosso modo, temos:

d <2 A constante de acoplamento diminui em grandes escalas de energias, e dizemos que a
teoria é superrenormalizdvel. Nesse limite a teoria se assemelha mais e mais a uma teoria
livre, e uma vez que nesse limite a interagdo ¢ extremamente fraca, conseguimos bons

resultados aproximando a teoria como uma teoria livre mais uma pequena perturbagio.

d > 2 A constante de acoplamento aumenta em grandes escalas de energias, e dizemos que a te-
oria é ndo-renormalizdvel. A aproximagio perturbativa falha, uma vez que que a interagio

nio pode ser ignorada.

d =2 O caso intermedidrio entre os dois mencionados acima. Nesse caso dizemos que a teoria

“Mais precisamente, eles mostraram que a gravidade é renormalizivel a um lago sem a presenca de campos de
matéria, e ndo-renormalizdvel ao se acoplar com um campo escalar.
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é renormalizavel®.

Assim, concluimos que a Relatividade Geral em espagos-tempo de 4-dimensdes é ndo-renormalizivel.
Uma vez mostrada que quantizagio covariante nio funciona como uma teoria fundamen-

tal, sendo assim uma teoria efetiva, iniciou-se a busca por uma extensio da Relatividade Geral

que pudesse fornecer uma teoria quintica renormalizdvel. Por exemplo, extensoes envolvendo

dimensdes extras e supersimetria resultaram na teoria de cordas no final da década de 80.

1.3.3 Supercordas

A teoria de cordas teve inicio na década de 60, quando aceleradores de particulas tomaram o lugar
dos detectores de raios césmicos como método principal de descobrir novas particulas. De fato,
isso resultou em uma infinidade de novas particulas e a Teoria Quéntica de Campos, consagrada
até entdo pelo sucesso da Eletrodinamica Quantica, ndo conseguia explicar os resultados obtidos.
Os dados obtidos exibiam certas regularidades: a relagdo entre a massa M e o spin | das particulas

se encaixava numa relagio linear,

1
M? = —,] + b, (17)
o

onde a’ é denominada inclinagio de Regge.
As linhas retas no plano M? — ], como mostrado na figura 1.1, chamam-se trajetorias de
Regge. Baseado em regularidades como essa nos dados, Gabricle Veneziano (1942-) propos que

a fungio beta de Euler
RCINC)

Blxy) = Tx+y)

ondeI' é a fun¢io gamma, podia ser utilizada para para construir uma amplitude de probabilidade
A(s, t) = B(-a(s), —a(t)), a(s) =a's+ ay (1.8)

(escrita nas varidveis de Mandelstam (s, t, 1)) que explicava as trajetérias de Regge observadas
[33] . Posteriormente foi sugerido que os resultados (1.7) e (1.8) poderiam ser reproduzidos
pela quantizagio de uma corda [34, 35] que se move pelo espago-tempo, através de uma agio

que descreve uma superficie minima de duas dimensoes espago-temporais, chamada de folba

5Nesse caso a teoria pode ainda nio ser renormalizivel, devendo-se portanto calcular os diagramas de mais alta
ordem.
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[
)

Massa ao quadrado M? (GeV)

Spin J

Figura 1.1: Trajetérias de Regge para cinco familias de barions A, com ajuste linear para cada

familia. (dados obtidos em [32])

mundo:

S=-

1
T f drdo =g g9, X43,X,, g=detg,, (1.9)

onde X, sdo as coordenadas da corda sobre o espago-tempo, 0 € T s2o as coordenadas sobre a
folha mundo. A inclinagdo de Regge o’ esta relacionada agora a tensdo na corda. A agio (1.9)
¢ chamada acdo de Nambu-Goto.

Apesar do sucesso em descrever as trajetérias de Regge, a teoria trouxe algumas surpresas,
como o aparecimento de uma anomalia conforme, sanada apenas ao se impor um espago-tempo
de 26 dimensdes. Também, o espectro quantizado da corda contia um estado de massa imagi-
naria chamado #dguion, e um estado nao massivo de spin 2, que nio possui andlogo no espectro
dos hddrons. Assim a teoria (hoje conhecida como teoria da corda bosénica) foi sendo deixada de
lado, sendo superada pela Cromodinimica Quéntica para descrigdo da interagio forte.

Embora o advento da Cromodiniamica Quaintica tenha feito o interesse pela teoria diminuir,
as investiga¢des continuaram na tentativa de sanar as inconsisténcias encontradas. Como a teo-
ria continha apenas estados bosonicos (dai o nome de corda bosénica), um dos primeiros passos

tomados foi a introd¢do de graus de liberdade fermidnicos. A adi¢do desses graus de liberdade
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reduziu o nimero de dimensdes necessdrias para a consisténcia da teoria de 26 para 11, mas por
outro lado viu-se a necessidade da existéncia de uma simetria adicional na natureza, a supersime-
tria, que relaciona bésons e férmions. A supersimetria implica, para cada particula, a existéncia
de um parceiro supersimétrico de natureza oposta (se a particula é um béson o seu parceiro supersi-
métrico é um férmion, e vice-versa). Até o presente momento nio foi observado nenhum tipo de
particula que corrobore essa simetria. A adi¢do da supersimetria como ingrediente fundamental

a teoria de cordas rendeu-lhe o nome de teoria das supercordas.

Tabela 1.1: Tabela de particulas e seus parceiros supersimétricos, de acordo com a extensio
supersimétrica do Modelo Padrio (Minimal Supersymmetric Standard Model)

Particula  Spin Descri¢do Parceiro Spin  Massa (GeV)
supersimétrico (MSSM)
et 1/2 léptons com carga sléptons €, fi, T 0 157-491
Ve, Vi Ve 1/2 neutrinos sneutrinos ¥, v, 7, 0 230-486
u,c,t 1/2 quarks up, charm e top squarks 7, ¢, f 0 312-960
d,s,b 1/2  quarks down, strange e bottom squarks d,3,b 0 281-964
G 2 graviton gravitino G 3/2 ?
W+ 1 bdsons fracos Wino W+ 1/2 97-741
Z 1 béson fraco Zino Z 1/2 45-744
y 1 téton fotino y 172 45-744
g 1 glion gluino g 1/2 300-1009
H 0 béson de Higgs higgsino H 1/2 68-1024

A teoria de supercordas tem como premissa fundamental que as particulas sdo vibragoes de
uma corda fundamental, cada particula correspondendo a um dos véirios modos de vibragao. Um
desses modos representa um estado correspondente a uma particula de spin 2, que ¢ identificado
com o graviton, que ¢ a particula mediadora da interagio gravitacional; assim, a teoria contém
(de certa forma) uma teoria quantica para a gravitac¢do, e a partir daf passou-se a tomar a teoria
nio sé como uma teoria para as interagdes fortes, mas como uma teoria que unificava todas as
intera¢des fundamentais.

Atualmente, existem cinco teorias de cordas:
* Tipo I (cordas abertas, fermidnicas),

* Tipo Ila (cordas fechadas, bosonicas),

Tipo IIb (cordas fechadas com orientagio),

* heterética SO(32) e
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* heterética Eg X Eg,

definidas sobre um espago-tempo de onze dimensdes. Contudo, foi descoberto que as cinco
teorias mencionadas sio relacionadas por dualidades (chamadas de dualidades S e T), e assim
elas podem ser vistas como diferentes aspectos de uma tnica teoria, chamada de zeoria M.

A 4rea teve interesse renovado em 1997, com os trabalhos de Juan Maldacena (1968-), ao
conjecturar a equivaléncia entre teorias de campo conformes e teorias de supercordas em es-
pagos Anti-de Sitter [36]. Uma grande cole¢io de branas empilhadas produz uma geometria
semelhante a de um buraco-negro, cujo horizonte de eventos é aproximadamente um produto
AdS X § entre um espago anti-de Sitter e uma esfera. Esse tipo de dualidade é conhecido hoje
como dualidade AdS-CF'T.

A despeito da unifica¢do de todas as interagdes conhecidas, a exigéncia da teoria para a exis-
téncia de fenémenos nio observados como dimensdes extras e supersimetria e o fato das cordas se
propagarem sobre um espago-tempo fixo compele a busca por outras teorias alternativas. Dentre

elas se destaca a Gravitagio Quintica em Lagos, discutida na préxima secdo.

1.3.4 Gravita¢ao em Lagos

A gravitagio quintica em lagos (do inglés Loop Quantum Gravity) é uma das abordagens que
taz parte do que é conhecido como gravitacio quintica canénica, que se propde a compatibilizar
a Relatividade Geral com a Mecanica Quéntica. Esse paradigma difere da abordagem de su-
percordas, da seguinte forma: na teoria de cordas, formula-se a teoria quéntica de campos sobre
o0 espago-tempo, enquanto aqui € feita a teoria quantica de campos do espago-tempo. A teoria
também néo pretende substituir o Modelo Padrio, sendo uma proposta apenas para a gravi-
dade. Também, seguindo uma linha diferente das supercordas, que segue o legado da Teoria
Quintica de Campos ao se trabalhar principalmente com expansdes perturbativas, a gravitagio
via lagos tem como ponto de partida a Relatividade Geral, tentando manter a invariancia por
difeomorfismo e independéncia da métrica ambiente mesmo a nivel quintico. Suas equagbes
centrais sio derivadas a partir da formulagio de valor inicial da RG [37], onde a invariancia por
difeomorfismo rende um cardter de teoria de campos com vinculos, que devem ser preservados
quanticamente.

A teoria teve seu inicio na década de 80, com a formulagio espinorial da Relatividade Geral

de Amitaba Sen [38] e posteriormente com Abhay Ashtekar (1949-) ao mostrar que era possivel
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reescrever as equagdes da Relatividade Geral em termos de varidveis canonicas (hoje conhecidas
como wvaridveis de Ashtekar) que lembravam as usadas em teorias de Yang-Mills [39, 40]. Isso
trouxe a esperanga de que as técnicas de quantizagdo de teorias de calibre, ja bem sucedidas com
o Modelo Padrio, pudessem ser aplicadas no caso da Relatividade Geral.

De fato, algumas ideias foram transportadas de uma teoria para a outra; em particular, o uso
de holonomias, proposto por Kenneth Wilson (1936-2013) para descri¢io nio-perturbativa da
Cromodinamica Quantica [41]. Pode-se dizer que a gravitagdo em lagos € a teoria quintica das
holonomias e suas varidveis canonicamente conjugadas, os ffuxos. A holonomia é uma medida
local da curvatura do espago-tempo, quando acumulada ao longo de uma curva y; ela é dada pela

exXpressao

141 = expli [ Ade), (1.10)
14

onde A, é a conexdo associada ao grupo de calibre da teoria. O fluxo, denotado por E, ¢ definido
sobre uma superficie f ao invés de uma linha®, e denota-se por E[f]. Assim, a estrutura da teoria

¢ ditada pelas relagées canonicas de comutagio

(ELF1 LAY = inGy, P,

onde n(y, f) é o nimero de vezes que a curva ) intercepta a superficie f (figura 1.2). A quantiza-

D

7 \/ !
Figura 1.2: Curvay cruzando uma superficie f. O nimero de vezes que a curva corta a superficie

¢ denotado por n(y, f). No caso mostrado na figura temos n(y, f) = 3.

¢do se segue de forma andloga a TQC, através da constru¢io do espaco de Fock, que representa
o espago de Hilbert correspondente a sistemas com nimero arbitrario de particulas. Nesse caso,
ao invés de particulas, o constituinte fundamental é o lago determinado pela holonomia. Esse
espago de Fock pode ser escrito em termos de uma base ortogonal particular chamada redes de

spin (figuras 1.3 e 1.4), através da qual escreve-se os operadores quinticos [42].

SEm trés dimensdes espaciais, se a varidvel de configuracio é uma p-forma, seu momentum conjugado é uma

(3 = p)-forma.
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Em particular, grandezas geométricas como drea e volume passam a ter operadores associ-
ados, e mais ainda, tém o espectro quantizado. Por exemplo, os autovalores do operador rea

sao

A[S] = 8ryhG Y] Vi + 1), (1.11)
k

onde y ¢ chamado parimetro de Barbero-Immirzi, e a soma ¢ feita sobre todos as liga¢des da rede

que cruzam a superficie S.

Figura 1.3: Representagio pictérica de uma rede de spin. Em gravitagdo em lagos, uma rede de
spin estd associada a um estado quéntico do campo gravitacional.

Avangos recentes foram feitos principalmente no contexto cosmolégico, através de uma sim-
plificagio da teoria completa pela imposi¢ao de simetrias ao sistema, resultando em uma subteo-
ria denominada Cosmologia Quantica em Lagos [43, 44]. Isso permite mostrar explicitamente
como € resolvido o problema da singularidade do big-bang, onde flutua¢des quénticas na pré-
pria geometria do espago-tempo guiam sua evolugdo a um dounce, evitando assim a singularidade
classica [45]. Apesar do bounce ser uma caracteristica independente do modelo, sua investigagio
em modelos mais complicados (como os modelos de Bianchi, com anisotropia) exige a utilizagio
de métodos numéricos [46, 47].

A teoria também prové uma descri¢do microscépica para a entropia dos buracos negros [48—

], através da descri¢do de seus estados por uma teoria de Chern-Simmons [51, 52]. Tal des-
cri¢do ¢ consistente com a entropia de Bekenstein-Hawking, apresentando uma corre¢io loga-
ritmica em altas energias.

Como as outras abordagens, o sucesso da gravitacdo em Lagos ndo mascara alguns problemas
que ela apresenta. Um deles € o limite cldssico, uma vez que ndo se sabe ao certo se ela recupera a

Relatividade Geral como (dnico) limite de baixas energias. Outro problema estd relacionado ao
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Figura 1.4: Rede de spin cruzando uma superficie esférica. Cada uma das ligagoes ji, -+, j,
contribui para o espectro de drea com um fator proporcional a v/j;(j; + 1).

carater dinimico do tempo na Relatividade Geral: nio ¢ sabido que espago de Hilbert deve ser
escolhido para descrever os graus de liberdade fisicos da teoria, uma vez que o grupo de difeo-
morfismo introduz vérias redundancias adicionais na forma de graus de liberdade. Tentativas de
resolver esses problemas sio relacionadas a quantizagdo por integral de trajetéria, que sdo mais

conhecidos por espumas de spin (spinfoam methods).

1.3.5 Geometria Nao-Comutativa

Na tentativa de domar os infinitos que povoavam a Eletrodinimica Quantica, Heisenberg foi o
primeiro a propor, em suas cartas para Ehrenfest [53] and Peierls [54], que a estrutura de conti-
nuum do espago-tempo deveria ser trocada por uma estrutura de rede. Contudo, uma imposigao
ingénua de tal estrutura quebra a invariancia de Lorentz, uma vez que introduz um comprimento
minimo fundamental, incompativel com o principio da Relatividade Especial.

Hartland Snyder (1913-1962) foi o primeiro que conseguiu implementar a estrutura de rede
para o espago-tempo, preservando a invariancia de Lorentz [55, 56]. A ideia ndo ganhou muita
atenc¢do na época, uma vez que as técnicas de renormaliza¢do se mostraram muito efetivas para
a TQC. Contudo, nas ultimas décadas a ideia ganhou aten¢do novamente com os trabalhos de
Alain Connes (1947-) [57] e Stanistaw Woronowicz (1941-) [58, 59], ao encontrar aplicagio em
supercordas, através de uma versdo modificada da teoria de Kaluza-Klein de dimensdes extras

[60, 61], e em formulagdes do préprio Modelo Padrio [62].
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Para ter-se uma ideia de como a geometria nio-comutativa pode ser de interesse para a
Fisica, vamos considerar um exemplo simples do espago Euclidiano. Nele podemos introduzir as
coordenadas usuais x, ¥ e z, que denotaremos por Xy, X, e X3 respectivamente. Intuitivamente, a
prescri¢do usual da Mecanica Quantica associa para cada observével classico um operador auto-
adjunto em um espago de Hilbert; assim, quanticamente temos os operadores X;, X, e X;, e eles

satisfazem as relacoes de comutagio
[X,,X,]=0, (m,n=123) (1.12)
agora, considere que modifiquemos (1.12) para
[X,,X,] =10,,, (m,n=1,23) (1.13)

onde os coeficientes 0,,, representam os parimetros de ndo-comutatividade. De fato, (1.13)

introduz uma relagdo de incerteza [63]
= = 1
AR,y AR, 2 50y, (1.14)

que compromente a medi¢do simultinea de duas coordenadas distintas quando se atinge distin-
cias da ordem de /0,,,. Assim, uma vez que tal medigio passa a ser impossivel, perdemos a
nogio clissica de ponto. Isso introduz um corte UV natural, removendo os infinitos da teoria.
Uma discussao mais detalhada sobre essa abordagem sera feita no capitulo 2, onde propomos um
modelo simplificado de espago ndo-comutativo (chamado esfera fuzzy) para modelar o horizonte

de eventos de um buraco-negro esfericamente simétrico.

1.3.6 Outras abordagens

Uma vez mencionadas as propostas mais conhecidas para se abordar o problema da Gravitagio
Quantica, vale listar também outros programas, que contém um nimero menor de pesquisado-

res:

Conjuntos Causais Proposto por Rafael Sorkin (1945-), pode ser visto como um desenvolvi-
mento da abordagem de soma sobre histéricos (integral de trajetéria). Nessa abordagem o

espago-tempo como conhecemos é uma aproximagao de um conceito fundamental, o con-
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Junto causal: Um conjunto de elementos que apresenta uma relagio de ordem entre si. Essa
ordem é o que define a estrutura causal do espago-tempo. As amplitudes de probabilidade
das trajetérias do sistema sdo entdo atribuidas de acordo com essas relagdes de ordem [64].
Um dos sucessos da proposta foi proporcionar uma explica¢do para o pequenissimo valor
— mas ndo-nulo — da constante cosmoldgica [65, 66] 7:

3H?

A=—"0Q,=1.074 X% 1072m2,
c

onde H denota a constante de Hubble, ¢ a velocidade da luz no vicuo e Q , a densidade

de matéria escura dividida pela densidade critica atual.

Triangulagdes dinamicas Proposto por Jan Ambjeorn, Renate Loll e Jerzy Jurkiewicz [67], é uma
continuagio do chamado Calculo Regge [68], que é uma forma de se encontrar solugdes
das equagdes de Einstein através de triangulagdes do espago-tempo®. A teoria pode ser
vista também como uma discretiza¢do da integral de trajetéria para o campo gravitacional,

representada formalmente por

7 = Tg,, SEHE),

todos os espagos-tempos

onde Sgy denota a agdo de Einstein-Hilbert. Nesse caso, os “tijolos” da triangulac¢io

funcionam como “4dtomos” do espago-tempo.

Teoria Quantica de Grupos Proposto por Daniele Oriti [69], ela apareceu como uma genera-
lizagdo de modelos matriciais para gravitagdo quintica bidimensional, e ¢ intimamente
relacionada 4 Gravitagio em Lacos e Triangulagdes Dindmicas. Matematicamente ela é
construida da mesma forma que a teoria quintica de campos usual, exceto que o espago-

tempo ambiente ndo é um espago fisico, mas sim o espago de triangulagbes de geometrias.

"Dados extraidos de Planck Collaboration. Planck 2013 results. XVI. Cosmological parameters. arXiv preprint:
arXiv:1303.5076 (2013).
8Essas triangulagdes sio também conhecidas por simplexos.
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1.4 Fenomenologia e pegadas experimentais

1.4.1 Violag¢do da Simetria de Lorentz e Raios-gama ultra energéticos

Uma das questdes recorrentes sobre gravitagdo quintica é o estado da invariancia de Lorentz em
pequenas escalas de comprimento: seria a simetria de Lorentz uma simetria fundamental, exata,
ou uma simetria presente apenas na nossa escala de energia? Caso a simetria de Lorentz seja
quebrada, a independéncia de observador seria quebrada, e seria possivel extrair um referencial
preferencial na natureza.

Apesar de ser uma especulagio sem base conclusiva (mesmo teoricamente), existem modelos
incorporando a violagdo de Lorentz nos diversos sabores de gravitagdo quintica, seja em su-
percordas [70-73] ou gravitagdo em lagos [74], embora neste tltimo caso é argumentado que
os célculos foram feitos baseados em hip6teses ndo-fisicas (de fato, nas referéncias [75] e [76]
esse problema foi discutido, argumentando como a discretizagio de observaveis geométricos nio
implica na quebra de simetria, da mesma forma que a quantiza¢io do momentum angular ndo
implica em uma quebra da simetria rotacional). A anisotropia também estd presente na geome-
tria ndo-comutativa [ /7] e em teorias efetivas que apresentam bésons de calibre emergentes [ 7€,

1.

Como as escalas de energias nas quais se espera encontrar efeitos quinticos na gravitagao sio
enormes, parece impossivel verificar quaisquer teoria de gravitagdo quantica experimentalmente,
uma vez que seus efeitos sio despreziveis. Apesar de isso ser verdade para qualquer experimento
imaginado no nosso planeta, existe um terreno que nos dd uma certa esperanga: a Cosmologia e
a Astrofisica.

Cosmologia ¢ o estudo das propriedades do universo como um todo, sua origem e evolugio,
enquanto a astrofisica estuda as galéxias, estrelas e planetas. Nos dois casos as escalas caracteris-
ticas de suas observagoes ultrapassam por muito os experimentos realizados na terra. Nesse caso,
é possivel que alguns efeitos antes despreziveis, sejam “amplificados” de tal forma que possamos
tentar observar. Por exemplo, em [80] é discutido como a escala de Planck pode modificar as
relagdes de dispersdo de particulas com alta energia, enquanto em [81] os autores apresentam
limites experimentais analisando a radiagdo eletromagnética da Nebulosa de Cancer (Crab Ne-
bula).

Outra forma de se limitar experimentalmente as buscas pela viola¢do da simetria de Lorentz
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é através de explosoes de raios gama ()-ray bursts), que sdo emissdes extremamentes energéticas
observadas em galdxias distantes. Nessas escalas de comprimento, a Simetria de Lorentz implica
um limite superior para a energia das particulas constituintes desses raios: o limite de Greisen-
Zatsepin-Kuz'min [82, 83]. Contudo, foi confirmado que algumas fontes de raios gama em
distdncias cosmoldgicas [¢4] emitem particulas com energias acima desse limite [85].

A possibilidade da violagdo da simetria de Lorentz serd discutida no capitulo 3, onde propo-
mos dois estudos distintos: em um, construimos uma geometria curva em seis dimensdes que se
assemelha a um defeito topolégico do tipo corda, onde mostramos como a geometria e a quebra
da simetria de Lorentz afeta a interagio gravitacional através da massa do grdviton na teoria efe-
tiva em quatro dimensdes; no outro, realizamos um calculo perturbativo para investigar possiveis

corre¢des quanticas devido a quebra da simetria no potencial gravitacional.

1.4.2 Fisica de particulas e dimensoes extras

Uma das questdes fundamentais em Fisica de altas energias — e para a qual ndo se tem uma res-
posta conclusiva — é por que a gravidade ¢é tdo fraca quando comparada com as outras interagdes
fundamentais?

Para entender melhor o problema, ¢ importante falar sobre uma caracteristica geral da Te-
oria Quéntica de Campos: a varia¢do das constantes de acoplamento. Considere por exemplo
uma carga elétrica em um meio material dielétrico. Ao se colocar uma carga g em um material
dielétrico, os dtomos do material sio induzidos a formarem um campo de dipolos (figura 1.5)

que reduz o campo elétrico da carga:

2_ 49 qle,
4rie, ur 4rte, u, (115)

de tal forma que a carga medida serd g/e,. Assim, a carga efetiva aumenta conforme nos aproxi-
mamos da carga, isto ¢, em pequenas distdncias. Um argumento semelhante pode ser aplicado
na teoria quintica de campos: o meio material aqui é o préprio vicuo, visto como um mar de
particulas virtuais, criadas e aniquiladas de acordo com as flutua¢des quinticas. As cargas sio
assim cercadas por essas particulas virtuais, reduzindo seu valor.

Isso nos diz que a forga da interagio muda de acordo com a escala de comprimento (energia).

Como a for¢a da interagio é dada pela constante de acoplamento, dizemos que as constantes de
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Figura 1.5: screening do campo elétrico em um meio dielétrico. O campo elétrico gerado pela
carga elétrica induz a polarizagao das cargas em sua vizinhanga, causando a formagao de dipolos
elétricos.

acoplamento — denotadas por g; — dependem da distincia, ou da escala de energia:

2 .
a; = ai(%), a; = f_’;_( (116)

essa dependéncia com a escala de energia é descrita pela fungdo beta, introduzida por Curtis

Callan (1942-) e Kurt Symanzik (1923-1983):

98
dlogu’

Bgi) = (1.17)

onde u é a escala de energia.

Expansoes perturbativas a um lago mostram que as constantes de acoplamento para as inte-
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ragoes do Modelo Padrio sio dadas por [20]
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Figura 1.6: Variagao das constantes de acoplamento do Modelo Padrio de acordo com a escala
de energia, segundo a expansio perturbativa a um lago.

O gréfico das constantes de acoplamento em (1.18a), (1.18b) e (1.18¢) é mostrado na figura
1.6. Podemos ver que as curvas tendem a convergir em altas energias; assim, ¢ natural pensar que
calculos/experimento mais precisos mostrem que as interagdes tenham a mesma intensidade em
alguma escala de energia extremamente alta. Espera-se que essa escala seja a escala de planck,
Mp =~ 1 x 10 GeV. Na escala da forga eletrofraca (Mg =~ 1 TeV), as interages tém diferentes
intensidades, e assumem os valores experimentais atuais.

Caso as quatro interagdes sejam unificadas, o grupo de simetria G na escala de unificagio
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deve ser quebrado tanto na escala de Planck como na escala eletrofraca:

Mp:G—LxK (1.19)

Mgy : K — SU.(3) x SU, (2) x Uy(1). (1.20)

a essa discrepante diferencga entre as escalas de quebra de simetria dd se o nome de problema da
hierarquia de calibre, uma vez que essa diferencga gera problemas no mecanismo de Higgs, da
seguinte forma: pelo mecanismo de Higgs, cada simetria é quebrada por um campo escalar com

valor esperado de vicuo ndo-nulo,
0lpl0) =V ~Mp, (0[¢|0) = v ~ Mgy; (1.21)

para uma teoria consistindo apenas desses dois campos escalares a massa do béson de Higgs deve
ter a forma

my = av? - BVZ; (1.22)

uma vez que devemos ter 1y ~ 100 GeV para obtermos os valores experimentais para as massas
dos bésons W* e Z°, ¢é necessirio um ajuste muito fino no termo V2, em todas as ordens da
teoria de pertubagio.

Dentre as propostas para resolver o problema da hierarquia, tem-se a supersimetria e fechni-
color (sua premissa é um béson de Higgs como particula composta de outras particulas, ligadas
através de uma nova for¢a chamada tecnicor). No entanto, em 1998 Nima Arkani-Hamed
(1972-), Savas Dimopoulos (1952-) e Giorgi Dvali (1964-) propuseram um modelo baseado
em dimensdes extras [27]. Nesse modelo, o nosso espago-tempo de (3 + 1) dimensdes apresenta
D dimensées adicionais, compactificadas em circunferéncias de raio R; em grandes distancias, o
universo (4 + D)-dimensional apresenta uma escala de Planck ]\_/IP modificada, de acordo com
o raio de compactificagdo e o nimero de dimensdes, e o que nés observamos ¢ uma escala de
Planck efetiva

Mp? ~ My RD (1.23)
Assim, assumindo-se que a escala de Planck fundamental é da ordem da escala de energia da
quebra de simetria eletrofraca, Mp ~ Mgy, o nimero de dimensées extras pode ser ajustado para

obter-se escalas de energia da ordem de TeV. Isso abriu a possibilidade de trazer a fisica de altas
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energias a regides acessiveis a experimentos (ver por exemplo [£8] para testes experimentais com
for¢a de Casimir limitando o caso D = 2). Em particular, em 2001 foi proposto que o grande
colisor de hadrons (Large Hadron Collider — LHC) poderia funcionar como uma “fébrica” de
buracos-negros e assim determinar o nimero de dimensées extras e o valor exato da escala de

energia fundamental [89-91].

1.4.3 Universo primordial e modelos inflaciondrios

Apesar de ainda debatidos, os resultados preliminares do experimento BICEP2 [92] (vejahttp:
//bicepkeck.org/ para os dados), sobre a observagio de modos B (figura 1.7) na radiacio
cosmica de fundo (figura 1.8), abrem uma discussio fundamental sobre a origem do universo.
O padrio encontrado pelo BICEP2 supostamente se deve a4 emissdo de ondas gravitacionais,

perturbagées do préprio espago-tempo, no periodo primordial do universo.

BICEP2 B-mode signal
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Figura 1.7: Modos de polariza¢io da Radiagio Césmica de Fundo de uma parte do céu. Os
modos B sio chamados assim porque eles se apresentam como o campo vetorial magnético, que
apresenta rotacional mas seu divergente é nulo. Isso é visualisado pela formagio de pequenos
“vértices” no campo vetorial. (fonte: referéncia [92])

Quando se fala em universo primordial, o arcaboulgo tedrico aceito para sua descri¢do é cha-
mado de Modelo Padrio da Cosmologia. O modelo é uma particulariza¢do da Relatividade Geral
para acomodar observagdes de que o nosso universo €, em largas escalas de comprimento, isotré-
pico e homogéneo. Dessa forma, a geometria do espago-tempo pode ser descrita pela solugdo de

Friedmann, Lemaitre, Robertson, Walker (FLRW) das equagdes de Einstein. Esse tipo de solu-
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Figura 1.8: Anisotropias da Radia¢io Césmica de Fundo como vistas pelo satélite Planck. Elas
mostram pequenas variagdes de temperatura que correspondem a diferentes densidades da ma-
téria que hoje constitui as galdxias e estrelas. (copyright: European Space Agency, Planck Col-
laboration)

¢do implica que, em algum tempo finito atrds, o universo assumiu um estado altamente singular,
chamado de big bang. Os teoremas de singularidade asseguram que néo ¢ possivel evitar essa sin-
gularidade classicamente. Tal singularidade por sua vez gera uma série de problemas conceituais
em cosmologia, dentre os quais se destaca o problema do horizonte. Uma vez que a informagio se
propaga com uma velocidade méxima finita (a velocidade da luz), durante a evolugio do universo
formaram-se regides causalmente desconectadas (isto €, regides que nio afetam uma a outra), e
portanto ndo interagem entre si. Essa intera¢do entretanto ¢ fundamental (a0 menos na maioria
dos sistemas fisicos encontrados, como uma gis confinado em uma caixa) para que se atinja um
estado homogéneo e isotrépico, pois uma vez que o sistema se inicie em um estado inomogéneo,
a interagdo permite a troca de energia interna, resultando na homogeneizagao.

O paradigma aceito atualmente para a solucio desses e outros problemas (que serdo discutidos
no capitulo 4) da Cosmologia cldssica é o da inflagao cismica [93-95]. A hipétese fundamental
aqui é que durante uma pequena fragiao de tempo apés o Big Bang, o universo passou por uma fase
de rdpida expansio acelerada (figura 1.9). O mecanismo padrio para essa fase é normalmente
a introdugdo de um campo escalar, chamado inflaton, com um potencial de auto-interagio. O
tratamento quantico nesse caso também explica as pequenas flutua¢ées na densidade de matéria
observada atualmente.

Apesar dos sucessos, podemos dizer que a inflagio resolve os problemas conceituais da cos-

mologia apenas se suas caracteristicas principais forem independentes das condi¢des iniciais do
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Figura 1.9: Diagrama representando o processo de inflagdo césmica. Durante uma pequena
fracdo de tempo o universo se expandiu aceleradamente, possibilitando a formagio da estrutura
em grandes escalas observada para o universo.

sistema. Isso traz a tona a questdo da naturalidade dos modelos inflaciondrios, que discutiremos
em detalhes no capitulo 4. Em particular, propomos um modelo inflacionario com acoplamento

nio-minimo, a partir do qual calculamos a probabilidade de se obter estigios inflaciondrios.

1.4.4 Sistemas de matéria condensada

Analogias tém um papel muito importante na Fisica, fornecendo maneiras diferentes de se pensar
e atacar os problemas. Quando bem feitas, permitem extrair as caracteristicas essenciais do
problema, removendo hipéteses e suposi¢oes acessorias. Pesquisas em Fisica teérica de altas

energias hoje em dia seguem trés linhas principais:
* Abandonar a realidade, se perdendo no reino da matemitica pura;

* Usar o aparato matematico como uma ferramenta para descrever problemas reais em Fisica,

como fisica da matéria condensada;

* Usar fendmenos reais, observados experimentalmente como guia para testar Fisica de altas

energias.
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Na terceira linha, o seu representante principal sio os modelos de gravidade andloga, que se
utilizam de ondas sonoras se propagando por um fluido para mimetizar ondas eletromagnéticas
se propagando pelo espago-tempo. Um fluxo supersonico no fluido pode criar regides de onde as
ondas sonoras (fénons) sdo incapazes de escapar [96, 97]: essas regides sio chamadas de buracos-
negros actisticos, devido a sua similaridade com as suas versdes gravitacionais. Em particular,
espera-se encontrar uma versiao andloga da radiagdo de Hawking.

Contudo, existe um outro candidato no mundo “real” que apresenta potencial para auxiliar a
Fisica de altas energias: o grafeno.

O grafeno ¢ uma forma alotrépica do carbono, formada por uma “superficie” de um atomo
de espessura; o empilhamento dessas superficies constitui um alétropo mais conhecido, a grafize.
A fisica do grafeno passou a atrair a atengdo da comunidade teérica quando experimentos indi-
cavam que os elétrons, ao se propagar pela folha do grafeno, se comportavam como férmions de

Dirac, isto é, poderiam ser descritos pela equagio de Dirac [98-103],

(ifid — m)yp = 0 (1.24)

para o caso ndo-massivo (m = 0).

Assim, o grafeno pode ser uma realizagio muito interessante de uma teoria quintica de
campos em espagos curvos, podendo apresentar o efeito Unruh-Hawking [104].

O grafeno pode ser também um bom laboratério para testar alguns aspectos de gravitagio
quantica. Recentemente, Bastos ez a/. [105] investigaram o espectro de energia no grafeno no
contexto da geometria nio comutativa, mostrando que os estados dos elétrons na vizinhanga
dos pontos de Dirac K e K’ em um espago nao-comutativo com campo magnético podem ser
descritos como férmions ndo-massivos com ndo-comutatividade transferida para o espago dos
momenta. Caso contririo, o grafeno deveria exibir uma quebra de simetria de calibre que atu-
almente nio é observada [106].

Os resultados experimentais presentes atualmente para o grafeno podem ser usados para in-
vestigar o possivel papel da ndo-comutatividade em um sistema de matéria condensada, bem
como impor limites experimentais para os parimetros de nio-comutatividade. Nessa linha, a
proposta desta tese €, como veremos mais adiante no capitulo 2, a investiga¢do de pegadas ex-

perimentais da ndo-comutatividade nas propriedades termodinamicas do grafeno.
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1.5 Organizagio da Tese

O presente trabalho estd organizado como se segue.

No capitulo 2 apresentamos conceitos de geometria ndo-comutativa, discutindo acerca da
ndo-comutatividade no espago-tempo e no espago de fase. Dentro desse contexto apresentamos
dois modelos especificos: o da esfera fuzzy, que na nossa pesquisa ¢ usado para introduzir corre-
¢oes quanticas na vizinhanga do horizonte de eventos de um buraco negro, e o grafeno, onde a
nido-comutatividade pode ser interpretada como a presen¢a de um campo magnético de fundo.

No capitulo 3 apresentamos nossa proposta envolvendo a violagdo da simetria de Lorentz.
Primeiramente discutimos mais precisamente o que queremos dizer por violagdo da simetria de
Lorentz, revisando o conceito de transformagdes ativas e passivas e apresentado as diferencas en-
tre as quebras de simetria explicita e espontanea. Entdo mostramos nossos resultados envolvendo
fisica das dimensoes extras e possiveis corre¢des no potencial gravitacional Newtoniano.

No capitulo 4 apresentamos resultados preliminares na drea de cosmologia. Discutimos sobre
o problema da naturalidade em cosmologia e como ele se relaciona com o teorema de Liouville, e
como a aparente violacio desse teorema pode ser reinterpretada com o aparecimento de um den-
sidade de probabilidade nio-uniforme. Mostraremos como isso acontece mais explicitamente
considerando um modelo inflacionério especifico, onde o inflaton é acoplado ndo-minimamente
com o campo gravitacional.

Por fim, no capitulo 5 apresentamos um sumadrio dos resultados obtidos, apresentando pers-

pectivas para a continuidade da pesquisa desenvolvida.
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Capitulo 2

Geometria nio-comutativa

Vamos apresentar uma revisio dos conceitos necessirios para a compreensdo das investigagcdes
realizadas na tese no campo da geometria nio-comutativa. Primeiramente discutiremos so-
bre a ndo-comutatividade no espago-tempo, de onde construiremos a chamada esfera fuzzy para
modelar o horizonte de eventos de um buraco-negro esfericamente simétrico, e entdo calcula-
remos as corre¢des quanticas no seu espectro de drea. Depois vamos expor brevemente a nio-
comutatividade no espago de fase, a partir do qual estudaremos a propriedades termodindmicas

do grafeno, discutindo sobre os possiveis limites experimentais.

2.1 Introdugio

Olhando novamente as mudangas conceituais introduzidas pela Relatividade Geral e a Mecanica
Quantica, é possivel notar o seguinte: a Relatividade Geral, sendo uma teoria cldssica, pode
ser descrita em termos da geometria do espago de fase, estudado pela geometria simplética ou
geometria de Poisson. A Mecinica Quantica por outro lado é descrita por dlgebras nido comutativas

geradas por operadores hermitianos §;, p;, satisfazendo as relagdes de comutagio

A formulagdo da Relatividade Geral é baseada na geometria pseudo-Riemanniana, que por
sua vez ¢ uma subdrea da Geometria Diferencial. O sujeito principal da geometria Diferencial é a
variedade (manifold), que é a generalizagdo do conceito de curvas e superficies. Uma variedade M

com estrutura diferencidvel (isto é, uma variedade que possibilita o estudo de suas propriedades
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geométricas através do Cdlculo) pode ser vista através de trés pontos de vista diferentes:

Teoria da Medida M é visto como um espago mensuravel, cuja classe de medida (falando de

forma grosseira, o elemento de volume) é fixa (varifold) [107],
Topologia M é visto como um espago topolégico localmente compacto,
Geometria diferencial M € visto como uma variedade diferencidvel.

Cada uma das estruturas mencionadas acima pode ser completamente determinada por uma

dlgebra de fungoes:

« Algebra L*(M, dV') de von Neumann das fungdes limitadas e integréveis sob o elemento

de volume dV,
* Cr-algebra Cy(M) das funcgdes continuas sobre M que se anulam no infinito,
* algebra C*(M, R) de fungoes diferencidveis com suporte compacto.

Assim, temos uma relagio interessante

Geometria Algebra

que nos permite investigar propriedades geométricas através da dlgebra. No caso da geometria
diferencial, podemos considerar por exemplo as coordenadas sobre M como geradores da dlgebra,
e os campos vetoriais sdo definidos como derivagoes sobre essa dlgebra. Uma vez que a dlgebra
de fungdes nesse caso é comutativa, é natural se perguntar que tipo de propriedades geométricas
(fisicas) podemos encontrar ao substituir a dlgebra de fun¢ées C* (M, R) por uma dlgebra abstrata
&/ que ndo é necessariamente comutativa.

Essa extensdo encontrou numerosas aplicagdes em Fisica, sendo investigada na década de 80
como uma extensdo do Modelo Padrio, na tentativa de prover uma versio livre de divergéncias
[77]. Na fisica da matéria condensada por outro lado, a nio-comutatividade emerge de uma
forma bastante natural. Um exemplo é o efeito Hall quintico, em que a nio-comutatividade
descreve os elétrons sob a influéncia de um campo magnético intenso [108, ]. Também
foi explorado como a mecanica quintica na presen¢a da nao comutatividade é equivalente ao

problema de Landau [110, 111].
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Um caso semelhante — mas nio exatamente igual — é o da ndo-comutatividade no espago dos
momenta [112, ]. Uma vez que a modifica¢do agora também é imposta para os operadores

momentum ao invés dos operadores posi¢ao
[Pi, ] = iy,

espera-se encontrar efeitos diferentes da nio-comutatividade no espago-tempo [114-118]. Na-

turalmente, podemos ainda considerar o caso em que todas as relagdes de comutagio sio modi-

ficadas:
[ﬁi/f?j] = ihﬂi]-, [, 57]] = iﬁ@ijl [ﬁi,ﬁj] = ihé;’f (2.1)

Iremos estudar com mais detalhes esses casos da ndo-comutatividade na se¢do 2.4.1.

Uma classe de espagos ndo-comutativos muito importantes sdo os espagos fuzzy, que sio es-
pacos ndo-comutativos baseados em dlgebra de matrizes. Eles foram introduzidos no contexto
da teoria de cordas, através de uma agio para uma pilha de DO-branas em um campo magnético
[119, 120]. Para o nosso trabalho iremos estudar um dos casos mais simples de espago fuzzy,

que é o da esfera [121].

2.2 Buracos negros e a natureza quantica do espago-tempo

Dada a possibilidade — ainda que remota — da formacio de micro-buracos negros no Grande
Colisor de hddrons, é interessante investigar como efeitos de gravidade quintica podem aparecer
em sua radiacdo. Seguindo a ideia de que um espago-tempo nio-comutativo pode incorporar
naturalmente efeitos quinticos, nds iremos analisar as corre¢des quanticas na luminosidade de
um buraco-negro descrito através de uma esfera fuzzy.

Um dos pontos principais é identificar quais sdo as grandezas geométricas por trds das pro-
priedades do buraco negro. Para isso ¢é interessante considerar primeiro o caso mais simples,
que é o de um buraco negro com simetria esférica (também conhecido como buraco negro de
Schwarzschild). Nesse caso algumas propostas para a descrigdo da sua geometria sio discutidas
nas referéncias [122-126].

Como veremos nas se¢oes seguintes, a luminosidade do buraco negro ¢ relacionada a area
superficial do seu horizonte de eventos. A nossa proposta entdo é, a partir da descri¢do ndo-

comutativa, calcular a 4rea do horizonte usando uma técnica conhecida como heat kernel trace.

31



A intuigdo por trds disso vem da equagio de calor. Uma das formas mais convenientes de se
encontrar a distribui¢do de calor sobre uma superficie é imaginar que, ao inves de se ter o calor
distribuido pela superficie, ele se encontra concentrado em uma serie de fontes puntiformes,
chamadas de nucleos de calor.

Considerando o horizonte de eventos do buraco negro como a superficie em questio, o que
as fontes puntiformes concentram nesse caso ¢ a propria curvatura do préprio espago-tempo.
Cada fonte sente o espago-tempo plano, e a partir de sua evolu¢do com um pardmetro interno

podemos extrair as pequenas flutuagdes quénticas para a geometria.

2.2.1 Equagio de calor

Considere uma variedade Riemanniana diferencidvel M de dimensdo n. A equagdo de calor em
M é definida como

u
§+A2u20, u:[0,00)x M - R, (2.2)

onde ¢ denota um parimetro externo a variedade (tempo), A, ¢é o operador de Laplace-Beltrami
com respeito a segunda varidvel (as coordenadas sobre a variedade, denominadas coordenadas
espaciais). A fungio u(t, x) pode representar entio a distribui¢do de temperaturas no ponto x € M
no instante t € IR.

Dada uma distribuicgo inicial u(f = 0,x) = uy(x) sobre a variedade M e uma condi¢io de

contorno de Dirichlet sobre a fronteira dM de M,
ut,x) =0, sex € M, (2.3)
existe uma solug¢do especial para (2.2),
K:(0,00)xMXM — M (2.4)

chamada niicleo de calor, que satisfaz as seguintes condi¢des:

* K(t,x,y) é diferencidvel na variavel temporal t e duplamente diferencidvel nas varidveis

espaciais X e If;

32



* K ¢ solugio da equagio de calor (2.2):

dK
=+ A,K = 0; (2.5)

* K satisfaz a condig¢do de contorno K(t,x,y) =0 < x € dM;

* A igualdade
lim LA vol,(M)K (£, %, ) f () = (),

onde o subscrito em vol, denota a varidvel de integragio, € vilida uniformemente para toda

fungio f continua em M e que se anula em JM.

Trago do nucleo de calor

Uma propriedade muito importante das membranas é que é possivel extrair informagio geomé-
trica relacionada a sua forma a partir de seus modos de vibragdo, em um problema célebre que
ficou conhecido como “ouvir a forma de um tambor” [127]. Mais ainda, parte dessa informagio
geométrica ¢ codificada na equagio de calor.

Em temos matemadticos, o tambor é representado por um dominio D no plano, e os modos

de vibragdo sdo dados pela equagio de autovalores

(A+A)p=0 emD

P, =0

(2.6)

Uma vez definido o operador de Laplace A sobre a variedade M e encontrado o seu espectro

ara um conjunto arbitrario de indices
Adtaer P junto arbit de indices I,

Afo=Aafar (2.7)

podemos determinar unicamente o nucleo de calor (2.4) através da expansio em autofungdes

K(t,x,y) = Yy e fo(0 fav), (2.8)

ael

que converge absolutamente e uniformemente para t > 0.
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Ao #rago do nicleo de calor denominamos a seguinte quantidade:
o(t) = f vol (M)K (£, %, x), (2.9)
M

que pode ser escrita em uma forma bastante conveniente:

0(t) = Y e, (2.10)

ael

onde a soma ¢ feita sobre todos os autovalores, levando em consideragio sua multiplicidade.

2.2.2 Expansio asintética do nucleo de calor e quantidades geométricas

O trago do nucleo de calor (2.10) tem uma expansio assintética para t — 0%, como mostrado
em [128]:

N
O(t) = (4mt) "2 Y it + @ (1ND2), (2.11)

i=0

onde @ representa a condigdo

f®

f=o@t) < TFrkeR: 0

<kwhent — 0, (2.12)

e os coeficientes ¢; sdo chamados de coeficientes de Seeley-de Witt. Cada coeficiente depende da
geometria da variedade; em particular, se a variedade M é compacta com fronteira % = dM, os

primeiros coeficientes de (2.11) sdo dados explicitamente por [129]:

co = vol(M), ¢, = —gmm@), ¢y = f S—= f I, (2.13)
M

onde S € a curvatura escalar de M e | a curvatura média da fronteira dM.

2.2.3 Aesfera fuzzy

A arena Teoria Quiéntica de Campos é o espago de Minkowski, uma variedade Lorentziana

(3+1)-dimensional que admite um vetor de Killing global, o que nos dd um sistema de coorde-
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nadas global. Denotando o espago de Minkowski por M, temos

p: M — R

p (2% xt, 2%, 2.

Contudo mencionamos que uma variedade diferencidvel admite também uma formulagio algé-
brica. De fato, considere a dlgebra & *(.#,C) de fungbes complexas sobre .#Z. O teorema de

Stone-Weierstrass garante que podemos aproximar f por uma série de fung¢ées polinomiais,
1 v 1 VA
f(x) = fo +fyx”+§fwx“x +gfymx“xx + - (2.14)

dessa forma podemos dizer que, algebricamente, o espago de Minkowski é uma dlgebra comuta-
tiva gerada pelas coordenadas {x*} através das relagbes de comutagao [x*,x'] = 0. Em resumo,
a 4lgebra nesse caso é a dlgebra polinomial ./ = C[x%, x!, x?, x].

A deformagio da édlgebra polinomial . através da modifica¢do das relagdes de comutagio,
[x#,x"] =0 — [x*, x"] = ikOH, (2.15)

onde 0" representam as componentes de uma matriz antisimétrica. Isso leva a uma familia
de dlgebras .%7,, parametrizada pelo pardmetro k. Essa dlgebra gera o chamado espago-tempo
de Groenewold—Moyal [130, ]. Outra deformagio é a que leva ao chamado espago-tempo
x-Minkowski:

[x°,x/] = %xj, [x, ] = 0. (2.16)

Observe que o no limite k — 0 (k — 0 no ultimo caso) recuperamos o caso comutativo.
Podemos ver que em geral podemos obter uma série de dlgebras nio-comutativas a partir
desse procedimento de deformagio. A deformagdo que vamos considerar para o nosso trabalho
¢ chamada de deformagdo de Lie, uma vez que ela depende da dlgebra das simetrias do espago-
tempo.
Para isso vamos a partir de agora nos restringir ao caso de uma esfera bidimensional de raio

R, denotada por $2. Ela pode ser vista como uma superficie imersa em um espago Euclideano
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tridimensional IR?, como o subconjunto
S ={(x,x%,x%) e R3 (x1)? + (x®)? + (x*)? = R?}. (2.17)

Para cada elemento f na dlgebra .&7 = C*(8?, C) de fungdes complexas sobre a esfera %, pode-

mos escrever a série de poténcias
1 2 3 1 01 ik
fixt,x%,x%) = fo+ fix' + Efz-/-xlx] + gfijkxlx]x + (2.18)

Como mostrado na referéncia [ 121], essa dlgebra pode ser truncada em uma dlgebra de matrizes.
Considere uma série de aproximagdes .7, para .7, obtidas ao se truncar a expansio (2.18) em

um nimero finito de termos. A dlgebra .%7; por exemplo corresponde aos elementos
fixl,x?,x%) = foeC

de tal forma que temos simplesmente .9/, = C, a dlgebra de fungbes definida apenas em um

ponto da esfera. Mantendo agora termos lineares,

flx, 22, x%) = fo+ fix' + fox® + fox°

temos que os coeficientes f,, geram um espago vetorial quadri-dimensional. Nesse espago veto-

rial podemos embutir uma estrutura de algebra definindo o produto

(f - ', x%,x%) = fogo + f11X" + f282%° + f283%°,

uma vez que o produto usual de fungées (f - g)(x!, x2.x%) = f(x!, 2%, 2%) - g(x!, x2, x°) resultaria
em um polindémio de grau maior do que a ordem de truncamento.

Essa dlgebra corresponde a dlgebra de fungdes em quatro pontos; assim, aumentando a ordem
de truncamento, aumentamos o nimero de pontos para a descri¢ao da esfera. Contudo, nesse
caso uma informagio foi perdida: a simetria rotacional da esfera, traduzida pela relagio (2.17).

Para isso podemos usar truque: ao invés de considerar as fungdes coordenadas (x!, x?, x3),
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considere as matrizes

Xt =x , X*=x , X =x (2.19)

onde x é um pardmetro indeterminado. Essas matrizes, chamadas marrizes de Pauli, geram uma
dlgebra M,(C) de matrizes 2 X 2 com entradas complexas.
A simetria rotacional da esfera é expressa através do seu grupo de simetria. A um vetor

X = (x', x%,x%) € R? corresponde a matriz

oL ¥ xt-ix?
X=0-x= , (2.20)
+ixd X8
€ a sua norma
[X]> = (xl)2 + (xz)2 + (X3)2 =det X (2.21)

Podemos facilmente verificar que as transformagdes de simetria, isto ¢, as transformagdes que

preservam (2.21) sdo dadas pelo grupo de rotagées, ou SU(2)

w -z
SU(2) = cw,zeC, |[wPk+zP=1 (2.22)
z W

da seguinte forma: para qualquer U € SU(2),
X' =UXU" = detX =detX’ (2.23)
Assim, o grupo de rotagbes tem uma agio natural sobre a dlgebra M,(C), e mais ainda, temos
(xH? + (%)% + (3°)? = 3«? (2.24)

de onde podemos relacionar x* = R?/3 pela equagio da esfera (2.17).
Pode-se verificar também que os geradores X' satisfazem a dlgebra do momento angular,

descrita pelas relagdes de comutagio
[x, %] = 2kie’ x* = iAC" F, (2.25)
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onde

i1 g
A=2kR, C’ = Eefk (2.26)

ij ) o
e €’ denota o simbolo de Levi-civita

€2 =-€% =1 (2.27)
e?ly = -, = -1 (2.28)
€b, = -e® =-1 (2.29)
€2, =-e%,=0. (2.30)

Como as matrizes X' ndo comutam entre si, podemos ver como a nogio de ponto é perdida aqui;
de fato, cada gerador da dlgebra M,(C) possui apenas dois autovalores, a saber 1. Logo, os
unicos pontos distinguiveis sdo os pélos Norte e Sul.

Prosseguindo com o trucamento de (2.18) em poténcias acima de 1, podemos verificar que

Ay = M,(C)

e que as matrizes X' sdo substituidas pelos geradores de representacées irredutiveis da algebra

s1(2): X' = xJ'. Em particular, truncando a série (2.18) nos termos quadriticos resulta em

010 0 -i 0 10 0
_1_K —Z_K- . 3 —
Xx=—[10 1|, ¥=—7|i 0 -i|, ¥*=x(0 0 0| (2.31)
V2 V2
010 0 i 0 00 -1

a constante k¥ também depende da representacio considerada: para uma representagio n =
2,3,4,--- tem-se

K2 = (2.32)

O parimetro k tem dimensdo de comprimento ao quadrado, e tem um papel andlogo a constante
de Planck na Mecinica Quantica, como pardmetro de quantizagio. Note que no limite x — 0

oS geradores X' se tornam comutantes e assim recupcramos a esfera comutativa.
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Espectro do operador de Laplace nao-comutativo

Um campo vetorial diferenciivel sobre $? ¢ definido algebricamente como uma derivagio sobre a
sua dlgebra de fungdes .o7. Considerando entio a sua versao nao-comutativa, um campo vetorial
¢ uma derivagio sobre a dlgebra .%7,. Uma vez que a dlgebra .7, § simples, qualquer derivagio

X : %, = o, édaforma X = ad(Y), onde ad denota a representagio adjunta da dlgebra,

ad(Y) : M,,(€) - M,(C)

X - [Y, X]

paraalgum Y € .¢7,.
A simetria rotacional na esfera comutativa implica a existéncia de trés vetores de Killing L,

L% e [%. Da mesma forma, podemos definir seus anilogos nio-comutativos:

¢ = %ad(xi) (2.33)
Isso nos di o operador de Laplace
AD = —[(e)? + (2 + ()] (2.34)
= %[9?1, [x!, @]] + %[xz, %%, @]] + %[zﬁ‘, [°, @] (2.35)
que coincide com o Laplaciano comutativo no limite A — 0 [121, 132].

A equagio de autovalores (2.7) para o caso nio-comutativo resulta no espectro

((C+1)
Rz

Ay = =01, ,n-1. (2.36)

que é exatamente igual ao espectro no caso usual, exceto pela presenga de um corte devido ao
trucamento da dlgebra de fungdes. Da mesma forma que o andlogo comutativo, cada autovalor
A, tem multiplicidade 2¢€ + 1.

Area do buraco negro

Vamos mostrar agora como o trago do nicleo de calor pode ser usado para calcular a drea da

esfera ndo-comutativa, através de uma extrapolagio dos resultados classicos. Essa extrapola¢io
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serd usada como artefato fisico para encontrar assinaturas da nio-comutatividade no ambito
cléssico, revelando algumas pistas sobre o regime quéntico do espago-tempo, descritos por uma
teoria completa de gravitagdo quantica.

O ingrediente principal aqui é o espectro do operador Laplaciano. Ele é dado por (2.36).
Assim, o trago do nucleo de calor (2.10) para a esfera fuzzy pode ser escrito como uma soma
finita

0(t) = Y, C+1)e?, (2.37)

0<{<N
onde o fator (2€ + 1) é a multiplicidade de cada autovalor A,.
Como ¢ é nimero adimensional, os autovalores (2.36) tém dimensio [comprimento]; logo,

o parimetro f tem dimensio de [energia] % em unidades naturais; definindo-se

AN=— (2.38)

Vi

nés temos que A tem dimensio de energia. Podemos interpretar esse parimetro como a escala
de energia caracteristica para observar efeitos da ndo-comutatividade na geometria do espago-
tempo.
Com tal interpretagdo, podemos imaginar que o corte para A seja da ordem da escala de
Planck:
A=A, =Mp~1x10YGeV (2.39)

Assim, ao contririo do caso comutativo, a expansio assintdtica (2.11) deve ser tomada nio no

limite t — 0 mas sim t — ¢, = Mp~2. Assim, definindo-se

afs) = 4mt O(H) = 4mt Y, (2k + 1)e !, (2.40)
0<k<N

a extrapolagio do comportamento cldssico exibido pelas equagdes (2.11) e (2.13) relacionam a
drea A da esfera com o coeficiente da poténcia (f — £,)° da expansido de (2.40). Para determinar

esse coeficiente, empregamos a férmula de soma de Euler-Mclaurin:

b
Y f0= [ acf@+ B Erow| Ry, @41

a<k<b 1<k<M
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onde a,b € Z sio tais que a < b, by denotam os nimeros de Bernoulli

1 1
bo = 1, bl = _E, bz = g, e (2.42)

e Ry denota o resto do trucamento da série, ao somar termos até M > 1:
(_1)M+1 b
Ry = f dx By ({x}) f™(x), (2.43)
onde By({x}) é o polinémio de Bernoulli e {x} é uma abreviagio para a parte fraciondria
{x} =x—|x] (lx] é o maior inteiro que é menor ou igual a x). (2.44)

Assim, tomando

f(x) =4nt(2x + 1) exp ( - M1%),

RZ (2.45)
podemos verificar que, devido ao fator 47t, todas as derivadas f(x) irdo contribuir a termos
envolvendo poténcias positivas de £, € assim o Unico termo que ird contribuir para a poténcia #°

da expansio em série ¢ a integral do lado direito de (2.41); logo, o espectro de drea A}, para a

esfera fuzzy é apenas o primeiro termo de (2.41):

_N(N+1)
AR = 4nR2(1 —e MR ) (2.46)
Para termos uma intui¢do melhor dessa férmula, definimos um espectro de drea normalizado,
dividindo (2.46) pela area da esfera comutativa:

_ AF _nr+D)
=—" =1-¢ &2, e=AR (2.47)

O comportamento do espectro de drea é mostrado na figura 2.1.

A partir da equagio (2.46) nés podemos notar que a corregio exponencial se anula rapida-
mente no limite comutativo n — o0, e também no limite A, — 0, onde a escala fundamental
val a zero, em concordancia com a expansio cldssica t — 0 para o trago do nicleo de calor.

Devemos enfatizar a ordem de magnitude para a observagio dos efeitos da ndo-comutatividade;
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Figura 2.1: Espectro de drea normalizado (2.47) como uma fun¢io da dimensdo n da esfera
nio-comutativa, para uma escala de energia € fixa. Note o efeito do corte na significincia da
nio-comutatividade, onde corre¢ées quanticas contribuem de forma crescente.

sendo Mp ~ 1.22 x 10"GeV, para observarmos uma discrepancia de 1% na 4rea devemos ter

NN +1)

w687 x10% eV, (2.48)

Usando o raio de Schwarschild estimado para o buraco negro M87, R ~ 10%eV ! [133], con-
cluimos que 7 = 10 ainda corresponde a um regime quantico. Isso concorda com a interpre-

tacdo de 1 como o numero de guanta de drea em gravidade entrépica [134].

Efeitos na luminosidade do buraco-negro

Vamos agora considerar as implicagées do espectro de drea (2.46) na luminosidade do buraco
negro. Os resultados apresentados nas referéncias [135-137] apontam uma dependéncia do tipo
1/M?. Tal dependéncia também ¢é encontrada no espectro de 4rea equidistante apresentado por
Bekestein [138]. Contudo iremos ver que (2.46) implica em uma modificagdo em tais efeitos.
Seguindo [138], vamos assumir que transi¢bes onde 6w — a energia da particula emitida —

¢ pequeno sdo preferiveis. Isso se deve ao fato que a irradiagdo de um buraco negro envolve a
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criagdo de pares de particulas virtuais (figura 2.2). Quanto maior a energia 6w da particula do
par virtual, menor serd a probabilidade do par ter tempo de vida suficiente para que uma das
particulas adentre o horizonte de eventos do buraco negro. Dessa forma, em termos da energia

minima dw§, a luminosidade do buraco negro sera dada por

5 F
LF ~ % = (bwf)? . (2.49)
onde usamos a relagio de incerteza
1
™~ — (2.50)
dawd

e o sobrescrito ‘F’ indica que as quantidades devem apresentar corre¢des quinticas. Para encon-

Produgio do par

virtual .
Horizonte
e
eventos

Aniquilagio

Buraco negro

Figura 2.2: Radiagio Hawking. O forte campo gravitacional na vizinhanc¢a do horizonte de
eventos do buraco negro causa uma instabilidade no vécuo, resultando na produg¢io de um par
particula-antiparticula. O tempo de vida desse par é geralmente muito pequeno, de tal forma
que eles rapidamente se aniquilam mutuamente. Contudo, préximo ao horizonte de eventos é
possivel que uma das particulas do par entre antes de ser aniquilada, e nesse caso a outra particula
escapa como radiagio.

trar o valor da energia 6w{ de uma particula emitida por um buraco negro de Schwarzschild nés

temos
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dessa forma,

SAF
F_
oM 32nMF¥
c
Sk = (Ay — AN—l).

8VTAyN

Assim, a luminosidade do buraco negro serd dada por L ~ wyy»:

(Ay = Ay-r)?

LF ~ (5 2\F — ,
(0ws) 64T Ay

e nés definimos a luminosidade normalizada de uma maneira analoga a drea:

L (Ay = Ay1)?

L= = L
41R? 64T AN

O comportamento de (2.55) ¢ mostrado na figura 2.3.
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Figura 2.3: Luminosidade normalizada como fungao de 71, para uma escala de energia fixa €.

E interessante escrever a luminosidade em termos da massa cldssica do buraco negro, M:

1

2 _
L~ 0w0 = yonmene
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onde

y = (4nR2) (Ay - Ay (2.57)

Como podemos ver, a medida que o buraco negro evapora o fator ) devia crescentemente de
um valor constante, desviando do comportamento M2 previsto pelo resultado semicldssico em
[135-137]. O fator y ¢ importante entdo no regime quintico. Como esse comportamento
¢ observado quando a escala de energia € aumenta, corregdes nao-comutativas poderiam, em
principio, ser observadas se a escala fundamental estivesse no regime dos atuais experimentos e
observagdes, como na formagio de micro-buracos negros no LHC em cendrios de dimensdes

extras [29, 139].

2.3 Propriedades termodiniamicas do Grafeno em um espago de

fase nio comutativo

2.3.1 Grafeno

Nesta se¢do iremos introduzir as ideias basicas por trs da fisica do grafeno. Para uma discussdo

mais detalhada, veja a referéncia [140].

Estrutura de bandas e modelo tight binding

O grafeno é formado por 4tomos de Carbono disposto em uma rede chamada fawvo de mel, devido
a0 seu arranjo hexagonal (figura 2.4a). A rede cristalina, também chamada rede de Bravais, ¢ uma

rede triangular, onde os vetores-base que geram a célula unitdria sio
ﬁz = = , (258)

onde [@)| = [d@,| = a = 0.246 nm é chamada constante de rede. A posigio de um dtomo qualquer
-

na rede cristalina pode entdo ser escrito como R = ma, + na,, onde m,n € IN. A rede reciproca

é a rede gerada pela base dual aos vetores da rede de Bravais. Denotando a base dual de @; por

-
b;, eles satisfazem a relag¢io

a-b; =216, (2.59)
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(a) Estrutura de rede (b) Zona de Brillouin

Figura 2.4: Estrutura de rede e célula unitdria da folha de grafeno. A constante de rede é a =
0.246 nm. Os vetores de rede @; € @, geram a célula unitdria que contém um 4tomo da rede A e
um da rede B.

de onde podemos encontrar

b, =" b, =" (2.60)

B U] R VYT X
Nesse caso podemos ver que a primeira zona de Brillouin é um hexagono, de lado K = 47m/3a.
Como os vetores T?)l,l_ﬂ)z geram a rede reciproca, apenas dois pontos do hexdgono sio indepen-
dentes, ¢ a eles denominamos pontos K (figura 2.4b).

Em [141], P.W. Anderson (1923-) afirma que os principios fundamentais para a compreen-
sdo das propriedades dos materiais sdo a continuidade adiabitica e a quebra espontinea de simetria.
A ideia da continuidade adiabdtica é que é possivel descrever sistemas complexos através de sis-
temas mais simples, no sentido de que é possivel deformar continuamente os estados de uma
teoria para a outra. Jd a quebra espontinea de simetria diz respeito ao fato de que, tipicamente,
transicdes de fase entre estados com caracteristicas distintas sdo caracterizados por alguma si-
metria quebrada. Um exemplo é a quebra de simetria rotacional em estados magneticamente

ordenados.

2.4 O modelo tight binding

O modelo tight binding se baseia no primeiro principio, onde um sistema atdémico extremamente
complexo como o grafeno ¢ substituido pelo modelo de elétrons fracamente interagentes se pro-
pagando por uma estrutura rigida composta pelos dtomos de carbono. As duas hipéteses basicas

para justificar as aproximagdes que se seguem sio as seguintes:
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* A folha de grafeno tem tamanho infinio.

* Os elétrons se propagando pela folha de grafeno sio fracamente interagentes ou nio inte-

ragem entre si (continuidade adiabatica);

Se considerarmos o Hamiltoniano do sistema completo, podemos escrevé-lo como a soma de

duas partes,

H=H,+H, (2.61)

onde H, denota o hamitoniano dos elétrons (termo cinético e interages eletronicas) e H; o termo
de interagdo entre os elétrons e a rede (os fons de carbono). A primeira hipétese tem natural-
mente implicita a presenca de uma simetria: a simerria de translagio. Isso significa que o operador
de translagio T (@ € o vetor de rede) comuta com o hamiltoniano: [T;, H] = 0. A segunda hi-
potese por sua vez implica que a parte eletronica do hamiltoniano é desprezivel em comparagio
com o termo de interagdo; dessa forma, o hamiltoniano completo é escrito simplesmente como

o hamiltoniano de um dnico elétron:

—

He=Hy= i sV@®, V@ = Y VuE-3) 2.6

sitios i

onde V(X) é o potencial que representa a interagdo entre o elétron e os dtomos de carbono.
Sendo os fons de carbono nesse caso rigidos nos sitios da rede cristalina, o potencial de interagdo
também €é simétrico por translagio: V(¥ + 2) = V(X). Logo, temos [T5 Hy] = 0 e os dois

operadores tém os mesmos autoestados. Assim, a solugio da equagio de Schrodinger
HW. () = E;V,(®) (2.63)

pode ser encontrada por meio do teorema de Bloch, que assegura solu¢ées da forma

V@) = AW @) + BV (), (2.64)
onde
1@) = Ay YK 0@ -X0), 1= AB (2.65)
X
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sdo chamadas de fungdes de Bloch, N é o nimero de sitios da rede e Ay uma constante de nor-

maliza¢do. Os vetores
XA =R+ 5({11 +d,), X® =R+ 5(01 +1d,), (2.66)

sdo os vetores indicando as posi¢des dos dtomos de carbono nas redes A e B respectivamente.

A equagio de autovalores (2.63) leva 4 equagio secular

Hps —EpSaa Hap — EpSap
Hyp — ExSup Hpp — ExSan

=0 (2.67)

onde

Hyy = Ay Y Y e #EOX0@ - X0), HOE - X))
X0 X0

Sy = AR Y, Y e FEX0 @@ - X0), o - X))

XO X0

Na aproximagio de primeiros vizinhos, é possivel mostrar que (2.67) se torna [140]

& — Ez —(t + SEE)fZ
—(t+ SE%)f% &y — EE

=0, (2.68)

onde &, ¢ a energia por sitio, s é chamado de pardmetro de overlap, t de pardmetro de hoping de
primeiros vizinhos e

fr=1+ ek 4 ook (2.69)
resolvendo a equagio (2.68) podemos encontrar facilmente

_ & = tlf?l

= .70
k 1F S|fﬁ| (2 )

O comportamento da relagio de dispersdo (2.70) ¢ apresentado na figura 2.5.

Hamiltoniano efetivo

Olhando-se para a estrutura de bandas do grafeno, mostrada na figura 2.5, podemos ver como

os méaximos e minimos das bandas de valéncia e condugio sio préximos um do outro; também,
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tais pontos sdo préximos dos pontos K, e por isso também denominamos wales. Isso nos leva a

introdu¢io da base

K.=K| |, 7==1 (2.71)
0

onde 7 é chamado #ndice de vale. Assim temos K = K, e K’ = K_. Levando em consideragio a
estrutura conica na regido préxima aos pontos de Dirac K, K’ no limite de baixas energias, temos

uma relagdo de dispersdo aproximadamente linear:
p = (kK. (2.72)

Utilizando-se essa aproximagiao no Hamiltoniano de Schrddinger, através do modelo #ight bin-
ding, podemos encontrar a equagio

0 x i 1
Op Px =Wy VY =EV, (2.73)

Py + ipy 0

onde vp ~ 1 X 10°m s~ ¢ chamada velocidade de Fermi. Os coeficientes

W, = Val - B (2.74)

Vb ¥

sdo relacionados as transformadas de Fourier dos coeficientes de Bloch C%A’B). A equagio (2.73),
que também pode ser escrita como vp0 - p¥, = EW,, tem a forma de uma equagio de Dirac
nio-massiva, como observado em [142, ]. A diferenga ¢ que, além da “velocidade da luz”
ser a velocidade de Fermi, os espinores representam as redes A e B do grafeno, e nio os spins da

particula.

2.4.1 Grafeno no espago de fase ndo-comutativo

Um forma bastante util de se estudar os efeitos da ndo-comutatividade na Teoria Quantica de
Campos ¢ através da Mecinica Quéntica de particulas, onde os célculos sdo simplificados e
pode-se ter uma ideia da fisica fundamental por trds do fendmenos. Esses modelos consti-
tuem a chamada Mecdnica Quantica nao-comutativa [144-146]. Nesse contexto, virios modelos

foram propostos [112, 147-149]. Em particular, o modelo que iremos estudar aqui é o da ndo-
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Figura 2.5: Representagio tridimensional da estrutura eletronica de bandas do grafeno. Note
que na regido de baixas energias as duas superficies se aproximam de uma forma linear, se asse-
melhando a um cone (mostrado no zoom). Esses cones sio chamados cones de Dirac.

comutatividade no espago de fase, que foi estudada por exemplo na formulagio nao-comutativa da
estatistica de Bose-Einstein [112, ].
A nio-comutatividade no espago de fase se baseia nas relagdes de comutagio

Ok
4h?

[5(1', 5\C]] = 161], [ﬁl,ﬁ]] = 1171], [.5(1', p]] = Zh 61] + P Wlth i,j,k = 1, d, (275)

onde os parimetros de deformagio 6;; = O¢;; e 1);; = 7)€;; sio matrizes antisimétricas de entradas
em R. Essas relagoes de comutagio podem ser implementadas explicitamente pelas transforma-
¢oes de coordenadas [106]

0;

o _ o Ji s Mij
Xi = X; zhp]’ Pz Pz 2771 ]/ (276)

onde x; and p; sdo varidveis comutativas que satisfazem as rela¢bes de comutagio de Heisenberg,

[xi/ x]] = 0/ [Pi/ P]] = O/ [xi/pj] = lhéz] (277)

A equagio bdsica para a teoria é a equagio de Dirac para uma particula no massiva:

oY
h—> = Hoy, (2.78)

onde Hp, representa as duas cépias do Hamiltoniano, correspondentes as duas redes inequiva-

lentes no grafeno, em torno dos pontos K e K’, os cantos da primeira zona de Brillouin.
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Assim podemos escrever explicitamente

H¢ 0 o 0 exp(—LEt
Hy=| " . et = Vi p("?K) , (2.79)
0 Hy 0 op Vi exp(=zExt)
onde vy = 10°m/s é a velocidade de Fermi, p = —ifi(d,, d,,0) é o operador momentum em duas

dimensoes, 0 = (dy, 0,,0) corresponde as matrizes de Pauli e ¢k, sdo biespinores represen-
tando a fun¢io de onda préxima aos pontos K e K’. Além disso, o espectro de energia associado
as bandas de energia é dado por Eg k. = +hvg |k].

Se considerarmos a presenca de um campo magnético homogéneo B = B2, o Hamiltoniano

deve ser modificado de acordo com a substuigdo minima p — p — eA; assim temos

eB .
Hy = vroi(p; + 7061-]00), i,j=1,2, (2.80)

onde o potencial vetor foi escrito no calibre simétrico A = %(—y, x,0). Uma equagio aniloga
pode ser escrita para o ponto de Dirac K’
O hamiltoniano (2.80) pode ser diagonalizado usando-se um conjunto apropriado de ope-

radores de criagdo e aniquilagdo, e assim podemos obter os seus autovalores [105]:

2
Eg = i\/_l %\, n=0,12,.., (2.81)
B

onde Iy = \/fi/eB, é chamado de comprimento magnéttico.

A formulagio de espago de fase nio-comutativo para o hamiltoniano de Dirac pode ser obtido
através da transformagio de coordenadas (2.76). Contudo, a fim de preservarmos a invariincia
de calibre na folha de grafeno, devemos impor que a ndo comutatividade se restrinja apenas aos

momenta [106]. Logo, o hamiltoniano em (2.80) se torna

eB .
Hyne = vpoi(p; + TOHGijxj)/ =12, (2.82)
onde
p=11+ L), (2.83)
eByh
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Por fim, ¢ possivel mostrar que o espectro de energia nesse caso toma a forma

\/Eth

Ex ==+
K lB

A+mn, n=01,2,.., (2.84)

onde 7] é uma constante adimensional relacionada ao parimetro de ndo-comutatividade 7 através

da relagio

= (3. (2.85)

2.4.2 Propriedades termodinimicas
Grandezas termodiniamicas

Para calcularmos as propriedades térmicas de um sistema fisico, utilizamos uma grandeza fun-
damental na mecinica estatistica, que ¢ a fun¢do de parti¢io. a fungdo de parti¢do é dada pela

soma

Z =Y, exp(-pEy), (2.86)

sobre todos os estados s do sistema, cada um com energia E;. O pardmetro f§ € relacionado a

1

=, onde kg € a constante de Boltxmann e T a
B

temperatura de equilibrio do sistema por f§ =
temperatura de equilibrio.
As propriedades termodinidmicas do sistema sdo determinadas pela fungio de parti¢io; em

particular, estamos interessados nas seguintes grandezas:
Energia livre de Helmholtz F = —% log Z

Energia média do sistema U = _;_ﬁ log Z

Entropia S= kBleg—;

Calor especifico C = —kB[J’Z‘;—g

Antes de prosseguir com os cdlculos para o grafeno, é conveniente introduzir as varidveis

adimensionais

1 I, 1

IB = ;, T = \/z—thgl (287)
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com isso as grandezas termodinimicas podem ser reescritas como as grandezas adimensionais

Ly 1

F—>F= F=-=logZ
\/EhUF ﬁ &
Usl=—21=-T gz
— = = —lo
S—S= i = _zc})_f:
kg 95
_ C
CoC=—=- 22U
e P
O cilculo que iremos descrever aqui segue os descritos nas referéncias [ 150, ].

O espectro de energias em (2.84) nos dd a fung¢do de parti¢io

Z=1+ ) eV (2.88)

n=0

onde a = 1+ 7]. Note que a defini¢do do parimetro 4 engloba tanto o caso comutativo como
o nio-comutativo (onde 77 = 0). O teste da integral assegura a convergéncia da série, ji que a
integral

fo " dye PV = aiﬁ_ze—ﬁﬁ(l + B\/E), (2.89)

é finita.

Férmula de Euler-Mclaurin

Para calcular a soma em (2.88) e termos uma ideia do comportamento do sistema no regime de
altas temperaturas, iremos empregar a férmula de soma de Euler-Mclaurin:

b 1 5 b .
f dt f(t) + E[f(b) + f@]+ X 5 [f0) - f @]

im b

b
2. f()
Bk
- f dt f<’<>(t (2.90)

onde 4,b € R sdo nimeros tais que (b —a) € Z, By e by sdo respectivamente os polindmios e
numeros de Bernoulli, k é um inteiro positivo arbitririo que determina a ordem de truncamento
da série. O simbolo {x} denota a parte fraciondria do nimero x [152].

Tomando as relagées (2.88) e (2.90) e considerando f(n) = exp [—ﬁ_\/an + a], a fung¢io de
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particdo Z pode ser escrita explicitamente como

Z=1+ ety 2 omi(14 v v Y i) + R 291
= +§€ +E€ ( +ﬁ a)—;l—'f ()+ kr ( )
onde
© B({1-t
Ry = j; dt —k({k! }) fO, (2.92)

é chamado resto da soma. O resto da soma expressa a precisio do cilculo da soma (2.91) ao
truncar-se a série. Para termos uma ideia do quéo rdpida é a convergéncia da série, é interes-
sante sabermos qual o comportamento assintético (quando k — o0) do resto da soma. Como
ndo possivel calcular a integral analiticamente, recorremos a métodos nimericos. O resultado
¢ mostrados nas figuras 2.6 e 2.7 para k < 25, uma vez que mesmo numericamente, o clculo
dos polindmios de Bernoulli e dos fatoriais é computacionalmente dispendioso. Ainda assim,
¢ possivel notar que o resto da soma decresce rapidamente: a soma de dez termos rende uma
precisio da ordem de 10™°. Logo, para uma compreensio qualitativa do sistema em questio é

suficiente considerar k = 50 na férmula de Euler-Mclaurin.

8x10 "= | ' | ' l ' l '
B © p=01 1
B=10
5 & [/ =10.0
6x10 " 7]

remainder
I
X
o
o
|
|

210°F o .

0 -L-o— 00— O—¢ S ":,; & 8 .
number of terms summed

Figura 2.6: Comportamento do resto R, da soma para o caso comutativo 7 = 0.

No limite de altas temperaturas, o parimetro 3 satisfaz § < 1, de tal forma que podemos
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[ © =01 1

6><10_5‘ B=1.0 —

B o ® [=10.0 ]

5x10™°1 .

— L J
o -5

24x10°F .

-g -5 L _

5 3x10 7]

S B -

2x10°F  © .

1x10°F :

%

number of terms summed

Figura 2.7: Comportamento do resto R; da soma para o caso comutativo 7] = 0.1.

aproximar a fun¢io de parti¢do por

2

~ = 2.93
= (2.93)
o que nos leva aos limites assintéticos (limite de altas temperaturas)
- 2
ua ~ =, (2.94)
P
C ~ 2 (2.95)

Note que nesse caso nio temos a dependéncia do parimetro de nio-comutatividade 7, e os
limites concordam com a lei de Dulong-Petit para um gés ideal ultrarelativistico [153], onde a
enegia média e o calor especifico sio o dobro dos seus andlogos ndo-relativisticos. Resultados

semelhantes foram também encontrados para os osciladores de Dirac e Kemmer [150, ].

Resultados

Todas as quantidades foram calculadas como fun¢des de uma temperatura adimensional, definida

por
7 = (Iy/N2hop)ks T (2.96)
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O tnico pardmetro que nio ¢é fixado é ], que ¢ relacionado ao pardmetro de ndo-comutatividade
= — (12/52

por 77 = (I3/A°)n.
Na literatura existem varios limites para a magnitude do parimetro de ndo-comutatividade.

Por exemplo, em [106] é apresentado o limite

Vi1 $226%x10%eV (2.97)

obtido através da anilise da estrutura fina do dtomo de hidrogénio. Experimentos de espec-
troscopia infravermelha no préprio grafeno também foram utilizados para impor um limite ex-
perimental, onde se encontrou 77 < 0.069, o que implica que a magnitude de 7 deve satisfazer
\/M1 <8.6eV [105]. Tal limite ¢ menos restritivo e dentro das escalas de energia tipicas para os
experimentos com grafeno. Vamos entdo assumir que 0 < 7 < 0.1. Para mostrarmos o compor-
tamento das grandezas termodindmicas com a variagdo do parimetro de ndo-comutatividade,
vamos considerar os seguintes valores para f: 0.00 (caso comutativo), 0.01, 0.04 e 0.07.

A energia livre de Helmholtz F para os casos comutativo (linha sélida) e nio-comutativo
(linha tracejada) é mostrada na figura 2.8. Em todos os casos as curvas decrescem com a tempe-
ratura, como esperado. Podemos observar que as curvas coincidem no regime de baixas tempera-
turas, embora haja uma pequena separa¢io com aumento do parimetro de ndo-comutatividade.
Na figura 2.9 podemos ver o comportamento da energia média do sistema: ele ndo é influenciado
fortemente pela nao comutatividade, e todas as curvas respeitam o limite assintético linear.

Na figura 2.10 podemos ver as curvas de entropia. Como no caso da energia livre, as curvas
coincidem no regime de baixas temperaturas, e a separagio entre elas aumenta com o aumento
na magnitude do pardmetro de nao-comutatividade; contudo, ao contririo do caso da energia
livre, 0 aumento de 7] desvia a entropia para valores mais baixos. De fato, esse efeito é esperado,
uma vez que a nio-comutatividade leva a um decréscimo na degenerescéncia do sistema [154,

1.

O calor especifico ¢ mostrado na figura 2.11. O cariter ndo-comutativo nesse caso se apre-
senta no limite entre os regimes de baixas e altas temperaturas, T = 0.95. Também, o limite de
altas temperaturas coincide com o limite obtido em (2.95).

Observe que, como esperado, os efeitos da ndo comutatividade sio pequenos e no limite

7 — 0 todas as curvas concordam com o caso comutativo.
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Figura 2.8: Energia livre para a particula de Dirac como uma fungdo da temperatura adimensi-
onal 7, para diferentes valores do pardmetro de nao-comutatividade 7.

|

T

Figura 2.9: Energia média como uma fungio da temperatura adimensional 7, para diferentes
valores do parimetro de nio-comutatividade 7].
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T

Figura 2.10: Entropia como uma fun¢io da temperatura adimensional 7, para diferentes valores
do parimetro de ndo-comutatividade 7].

3.0 " T : : ! . . . . . -

T

Figura 2.11: Calor especifico como uma fungdo da temperatura adimensional 7, para diferentes
valores do parimetro de ndo-comutatividade f].
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Capitulo 3

Violagio da simetria de Lorentz &

Gravita¢ao Massiva

Neste capitulo serd abordada a pesquisa desenvolvida relacionada a violagao da simetria de Lo-
rentz. Apé6s uma breve descrigdo sobre o que se quer dizer por quebra da simetria de Lorentz,
serdo discutidos duas linhas de pesquisa realizadas: na primeira investigamos a quebra da si-
metria de Lorentz em um cendrio extra-dimensional de mundo-brana (que rendeu o trabalho
publicado [156]), onde mostramos como a geometria da brana influencia a massa do graviton
na teoria efetiva em quatro dimensdes, e na segunda discutimos a influéncia da quebra esponti-

nea da simetria no setor gravitacional, através de corre¢des quinticas no potencial Newtoniano

(trabalho publicado [157]).

3.1 Sobre aviolagio da simetria de Lorentz

A simetria de Lorentz é a simetria fundamental por trds do principio da relatividade especial
proposto por Einstein, e é até agora experimentalmente comprovada. Quando falamos sobre a
quebra dessa simetria, convém deixar claro o que isso significa. Primeiramente, as transformagoes

de Lorentz podem ser de dois tipos:

* Transformagdes de observador (transformagdes passivas): sio as transformagdes usuais da
Relatividade especial (rotagbes e boosts), que relacionam as coordenadas entre dois refe-

renciais.

* Transformagdes da particula (transformagdes ativas): Sdo as transformagdes que relacio-
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nam as propriedades de duas particulas (ou campos) distintas com diferentes momenta e

orientages de spin.

Para o caso de particulas livres, as transformagdes de particula sdo simplesmente as inversas das
transformagdes de observador; porém, se as particulas interagem com campos de fundo, essa
equivaléncia nio é mais verdadeira. Para ver isso, considere o problema de um elétron imerso
em um campo elétrico de fundo, gerado por um capacitor de placas paralelas. Tomando o vetor
posicao inicial para o elétron como sendo perpendicular ao campo elétrico gerado pelas placas,
uma rotagdo sobre o elétron de uma angulo de 71/2 serd representado segundo as transformagoes

discutidas acima da seguinte maneira:

* Passiva: Relaciona o observador inicial com o observador rotacionado, nesse caso ambos

concordando que o vetor posigio inicial é perpendicular ao campo elétrico de fundo.

* Ativa: Nesse caso o referencial é mantido e ¢ feita uma rotagdo de um é4ngulo —7/2 no

elétron, de tal forma que agora o vetor posi¢do inicial serd paralelo ao campo elétrico de

fundo.

Como apontado na referéncia [158], a simetria do observador é mais fundamental, e portanto
deve ser preservada. Assim, quando falarmos sobre violagées da simetria de Lorentz, ficard
subtendido que a violagdo se dd apenas nas transformagdes ativas.

O primeiro arcabougo tedrico que acomoda a violagdo da simetria de Lorentz no Modelo
Padrio foi proposto por Colladay and Kostelecky [158, 159], baseado na ideia da quebra espon-
tinea de simetria no contexto da teoria de cordas [70], conhecido hoje como Modelo Padrio
Extendido (MPE). O modelo Padrio extendido prové um conjunto de operadores invariantes
de calibre que quebram a simetria de Lorentz, de uma forma compativel como a invariancia por
difeomorfismos [160]. Virias investigacbes tem sido feitas em diferentes setores do MPE. O
setor CPT-par de teorias de calibre foi examinado por Kostelecky e Mewes [161-163] com a

obtengio de um limite superior de uma parte em 10% (com os dados de birefringéncia). Este

setor foi também abordado em conexdo com solu¢des cldssicas [164, ], aspectos de con-
sisténcia [166—168] e intera¢do férmion-féton [169—172]. Um acoplamento ndo-minimo para
férmions no setor CPT-impar também foi investigado na referéncia [173, 174], e com alguns
desenvolvimentos recentes em [175, 176].

O Modelo Padrio Extendido acomoda tanto a quebra explicita da simetria de Lorentz quanto

a espontanea. Contudo, quando se leva em consideragio o setor gravitacional, deve ser enfati-
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zado que a quebra explicita é incompativel com algumas identidades geométricas, como a iden-
tidade de Bianchi; por isso, ao se abordar o setor gravitacional deve-se trabalhar com a quebra
espontinea [177]. Um tratamento geral para a violagio da simetrias local de Lorentz e difeo-
morfismo no MPE foi abordado nas referéncias [178, ]. Nestes trabalhos foi assumido que
os campos tensoriais adiquirem um valor esperado de vicuo nao-nulo, quebrando essas simetrias
espontaneamente. Foi entdo mostrado que as equagdes efetivas na forma linearizada poderiam
ser usadas para se estudar efeitos pés-Newtonianos em uma série de sistemas gravitacionais. Vale
mencionar que uma discussdo sobre maneiras alternativas de se introduzir a quebra da simetria
de Lorentz na gravidade foi considerada na referéncia [ 130, ]. Outra linha abordada ¢ a in-
trodugdo da quebra da simetria em cendrios de dimensdes extras. A saber o caso 5-dimensional
com uma dimensio (plana) extra foi estudado na referéncia [182]. Na referéncia [183], Rizzo
mostrou que a quebra da simetria em um modelo de Randall-Sundrum induz uma massa nio-
nula para o griviton 4-dimensional, resultante tanto da curvatura do espago (Anti de-Sitter)
quanto pela perda da invardncia coordenada. Isto levou a conclusio de que modelos em cinco

dimensdes com a quebra da simetria de Lorentz nio sio fenomenologicamente vidveis.

3.2 Localiza¢do de campos em cendrios curvos

Foi argumentado na referéncia [183] que modelos em cinco dimensées envolvendo a quebra da
simetria de Lorentz e dimensoes extras nio sio fenomenologicamente vidveis; isso ndo impede
entretanto a quebra da simetria em dimensdes mais altas. Assim, neste trabalho mostramos que
de fato isso é possivel, exibindo uma geometria em seis dimensées que prové um graviton em 4

dimens&es nao massivo, se permitirmos que a constante cosmoldgica varie ao longo do du/k.

3.2.1 Campos localizados

A ideia de campos localizados teve sua origem com o trabalho de D. W. Joseph [184], ao propor
um esquema para deduzir o espectro das particulas elementares em espagos curvos: de que o
nosso espago-tempo quadridimensional estaria mergulbado em um espago-tempo de dimensio
maior. Assim, as particulas seriam descritas através de representagdes irredutiveis do grupo de
transformagdes de coordenadas no espago-tempo maior. A intera¢io entre as particulas nesse
hiperespaco levaria a criagdo de um potencial efetivo que as deixaria /ocalizadas na folha qua-

drimensional, levando as particulas observadas. Nessa linha, iremos estudar dois modelos que
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realizam essa ideia: o modelo de Randall-Sundrum e o modelo de Gherghetta-Shaposhnikov.

Modelo de Randall-Sundrum

O modelo de Randall-Sundrum [185] assume a existéncia de um espago-tempo de cinco dimen-
soes, onde a quinta dimensao adicional é enrolada, compactificada em um circulo. Introduzindo
um sistema de coordenadas (x*, w), onde x* representam coordenadas sobre uma hipersuperfi-
cie (3 + 1)-dimensional e w representa a coordenada na dimenséo extra, a compactificagio na
dimensio extra é implementada dizendo-se que w vive sobre o orbifold $°/Z., (ver figura 3.1).
Nos dois pontos fixos, w = 0 e w = L, jazem hipersuperficies quadridimensionais (branas, ver

figura 3.2), das quais uma delas representa o nosso universo quadridimensional.

+w AT

0 TR~ —7mR

N

>

0 TR w

Figura 3.1: Orbifold $*/Z,, obtido através da identificagio dos pontos antipodas da circunfe-
réncia. Observe que o ponto w = 0 ¢é identificado com ele préprio, sendo portanto um ponto

Jixo.

A agdo para o modelo € a agdo de Einstein-Hilbert com constante cosmoldgica, levando-se

em conta a dimensio extra:

ME
R fd xf_L dwwZ(R, +2As), (3.1)

62



0

Figura 3.2: Configura¢io do modelo Randall-Sundrum. A brana localizada em w = L é cha-
mada de brana visivel ou brana TeV, e é representa o universo observével de quatro dimensaes.

onde M;5 ¢ a escala de Planck (nesse caso chamada escala fundamental), R, os escalar de curvatura
da métrica g, e ¢ = det gy,

As equagdes de campo sio

1 2 55,
GAB = HETAB, TAB = _\/___gég—m. (3.2)

Apesar das equacoes de Einstein serem extremamente dificeis de se resolver, um detalhe as sim-
b
plifica e mostra a riqueza do modelo Randall-Sundrum: como procuramos solu¢des que des-

crevam o nosso universo, a métrica deve preservar a invaridncia de Poincaré, resultando em um

universo quadrimensional plano e estitico. Assim, temos um azsatz para a solugio:
ds? = e24@p o dxdx® + du?, (3.3)

onde 17,5 = diag(-1 +1 +1 + 1) é a métrica de Minkowski quadridimensional. O fator A(w)

¢ chamado fator de warp. a componente ww da equagio (3.2) nos déd [186]
(3.4)

Podemos ver que uma solug¢do com A real existe somente se A5 < 0, implicando que a geometria
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que interpola as branas é do tipo anti-de Sitter. Isso nos d4 a solu¢ido

(A=K, k= —%, (3.5)
isto é, A’ é constante. Logo, a solu¢io que contém a simetria Z? é
A(w) = klw), (3.6)
o que nos dd a métrica ambiente do modelo Randall-Sundrum:
ds? = 2y o dxAda® + duw’. (3.7)

Modelo de Gherghetta-Shaposhnikov

Os modelos ADD e Randall-Sundrum abriram as possibilidades para se investigar a localizag¢do
dos campos em diversos cendrios de dimensoes extras. Modelos bastante interessantes surgem
quando a geometria ambiente é um defeito topolégico, andlogo aos estudados em cosmologia
e teoria cldssica de campos. Em seis dimensées por exemplo, é possivel impor uma simetria
azimutal nas coordenadas extras (em analogia com a simetria Z, do modelo Randall-Sundrum),
o que confere a brana uma geometria andloga a uma corda: essa brana é chamada drana tipo
corda, em alusdo as cordas césmicas.

O que se segue aqui é uma breve revisio da construgio geométrica de [ 187], seguindo as ligoes

do modelo Randall-Sundrum. Em seis dimensées, comecemos com as equagdes de campo

1
Ty, (3.8)

G,=A + —
ab 68ab M‘é

onde Ag4 ¢ a constante cosmoldgica no bulk, T, é o tensor momentum-energia e Mg é a escala de
Planck reduzida; também assumimos a existéncia de uma geometria 6-dimensional que respeita

a invariancia da simetria de Poincaré na brana quadridimensional, a saber
ds? = A(p)n,,dx*dx” + dp® + R§B(p)d6?, (3.9)

onde escolhemos as duas dimensdes extras escritas em coordenadas polares p € [0,00) e O €

[0,27).
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AS COHlpOIlCIltCS nio-nulas para o tensor momentum—energia sdo tomados como

T =61, T, =1, T% =1, (3.10)

onde as fung¢ées-fonte Ty, T, € Ty sdo todas radialmente dependentes. Assim, usando (3.9) e

(3.10) as equagdes de movimento sdo

3A” 3A'B 1(B’)2+1B”_ Ay D0 (3.11)
2A 4AB 4\B 2B M)’ '
3A, AP T
(=P +—=—==—(A+2Z], 3.12
AU Mt (3.12)
A 1/ A 2 To
) (=] =-(A+ =], 3.13
FRELYY M 3.13)

onde o linha (/) denota a diferenciagdo com respeito a varidvel radial p. As fontes sdo relacionadas

com a geometria através da equagdo de continuidade

’ ’

A 1B
(A ZZ (9 —1,) + 5 (1, — 19) = 0. (3.14)

Pode-se pensar que existe um defeito (local) tipo corda que é uma 3-brana em p = 0, possuindo
um tensor momentum-energia (3.10) nio-nulo, de forma andloga a solugdo de corda de Nielsen-
Olesen para o modelo de Higgs abeliano em seis dimensées. As fun¢des-fonte descrevem nesse
caso uma distribui¢do de matéria que é nula exceto dentro de um nicleo de raio €. Para que a

geometria ambiente induza a geometria da brana, deve-se impor as condi¢oes
A(0)=0, (VBY(0)=1, B(0)=0. (3.15)

Podemos também definir as componentes da tensdo na corda por unidade de comprimento como

sendo

w= [ dpaVB(p), (5.16)

ondei=0,p,0.

A métrica do modelo é obtida ao procurar solugdes do tipo A(p) = e, de onde pode-se
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encontrar a solugdo

ds? = e7Pn,, dxdx” + dp® + Rje™d0?, ¢ = -_—¢ (3.17)

onde R ¢ fixado a partir das condi¢ées de contorno.
O ansatz (3.9) para a métrica nos fornece a seguinte expressio para a escala de massa em

quatro dimensdes:

M2 = 2M f dp AVB. (3.18)
0

3.2.2 Modelo de Randall-Sundrum com violag¢do da simetria de Lorentz

Nesta subsecdo iremos fazer uma revisdo da referéncia [ 183], nos restringindo a parte do espectro
de Kaluza-Klein para o campo gravitacional.
Lembrando da constru¢do do modelo Randall-Sundrum, A agio que extende (3.1) e envolve

a quebra da simetria de Lorentz segue das referéncias [159, ]
Mg 4 ab
5=-22 fd xdy 2 (R +2A — As™R ), (3.19)

onde A ¢ uma constante adimensional da ordem da unidade que mede a intensidade da quebra

b

da simetria de Lorentz e s” = u"u” é um tensor constante definido a partir do valor esperado de

vicuo de um 5-vetor u” = (0,0,0,0,1). As equagdes de movimento que seguem da agio (3.19)

sao

G = A8y + AFy, (3.20)

onde G, ¢ o tensor de Einstein e

1 1 1
Ty = _ERcd 58 + ng(aRb)CSCd + EVCVdSCdgab + 5 Ay, — gd(uvlclvlb)SCd

é um tensor que surge do termo de quebra de simetria em (3.19). Os paréntesis enclausurando
os indices denotam simetrizagdo, e A denota o operador de Laplace-Beltrami A = V*V/.

Para investigar as implicagdes que o termo de quebra causa na teoria efetiva em quatro dimen-
soes, nés precisamos primeiramente identificar as flutuagdes ndo-massivas em torno da métrica

de fundo. Como neste caso a métrica ambiente é dada por (3.7), tomamos flutuagées tensoriais
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da forma

ds? = e2(n,,, + y,,)dxtdx” — dy?, (3.21)

onde ), representa o gréviton na teoria 4-dimensional. Assim, as flutuagdes gravitacionais sem
massa sio identificadas pela lineariza¢do das equagdes de movimento (3.20).

No caso de uma solugio plana (sem curvatura) em cinco dimensdes, o célculo foi feito em
[182], e foi encontrada a equagio de movimento

Yy
2

0 = A (3.22)

Isto nos d4 um espectro de Kaluza-Klein m2 = n*(1 + A)/R?, e fungdes de onda na forma
trigonométrica. Este resultado estd de acordo com os resultados encontrados para os campos
escalar e fermidnico, jd discutidos em [183]. Vale ressaltar que o parimetro de quebra A nesse
caso nio leva a nenhuma inconsisténcia com a teoria efetiva 4-dimensional, pois nao hd um
termo de massa extra no bulk.

Em um espago-tempo curvo entretanto a situagio muda. A equagio de movimento para a
componente yy ¢ nao dindmica e simplesmente relaciona a constante cosmolégica com o paré-

metro de quebra A:

A
A= —6k2(1 —).
"3

O resultado para o modelo de Randall-Sundrum é obtido no limite A — 0. A diferenca é
que, como o valor de A varia, o seu decréscimo para valores infinitamente negativos causa uma
mudanga de topologia AdS; — dSs. Assim, por questdo de consisténcia em evitar a transi¢do de
um espaco de curvatura negativa para outro de curvatura positiva, deve ser imposta a condi¢do
A > =3. Mais ainda, neste caso nio ha tensdes na brana a serem ajustadas, e assim as outras
equagoes de movimento sdo automaticamente satisfeitas.

As equagdes de movimento linearizadas para as flutuagdes tensoriais y,,,, sio dadas por
— Oy, + 21+ A)Zy,, — 4ke (1 + N)d,y,, — 8k2Ae ¥y, =0 (3.23)
e sob a decomposi¢io de Kaluza-Klein

VX, y) = f]ML’L)(xﬂm(y), (3.24)
n=0
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onde impusemos DML”V) = —mﬁMLnV), nés podemos encontrar as equagdes de movimento para o

graviton, a saber

-9, d,p,) + mPe M §, = MG P, (3.25)
onde 2 = m2/(1+A) e
A
m? = 8k21 e (3.26)

A partir da equagio (3.25) nés podemos ver que, ao contririo do caso plano, a curvatura do
espago AdS; (codificada pela constante k) juntamente com a violagdo da simetria de Lorentz
levam a um termo de massa no bulk (3.26) que é nulo apenas quando A = 0, isto é, quando
ndo hd a quebra da simetria. Portanto, a presenca da quebra da simetria de Lorentz impede a
existéncia de um modo zero (segundo a terminologia da decomposi¢io de Kaluza-klein) nio-
massivo, levando a uma inconsisténcia fenomenoldgica pois o modo zero é associado ao graviton
quadridimensional; como a massa do gréviton no bulk depende da natureza da métrica de fundo,
na préxima se¢@o iremos construir um exemplo de espago-tempo curvo que produz um graviton

S€m massa.

3.2.3 Gravidade em um defeito tipo corda com viola¢do da simetria de Lo-

rentz

Agora iremos ver como a gravidade se comporta em uma brana com outra estrutura, diferente
do modelo de Randall-Sundrum. Como nossa métrica de fundo, escolhemos um defeito tipo
corda local, como o estudado na referéncia [1587].

A fim de investigarmos a quebra da simetria de Lorentz em um cendrio 6-dimensional,
seguiremos a abordagem “conservativa” usada por Rizzo em [183], escolhendo assim a mesma

ac¢do (3.19), extendida para seis dimensdes:
MZ
5=-= f d*xdrd0 =g (R + 28 = AsR,,), (3.27)

onde u4 = (0,0,0,0,1,0) e A sdo as mesmas grandezas discutidas na se¢do 3.2.2. Esta a¢io
funciona da mesma forma que o caso 5-dimensional, onde a invaridncia de Lorentz é quebrada
apenas na dimensdo extra. Embora pudéssemos ter escolhido um conjunto mais amplo de ope-

radores de quebra (como por exemplo ut =(0,0,0,0,1,1)), as implicagdes fisicas de tais termos
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vio além do escopo desse texto, e iremos nos restringir ao caso mais simples.

A agio apresentada na equagio (3.19) nos di as equagdes de movimento

3A” +3A’B’ 1(B’)2+1B” B 1 (A+ TO) (3.28)
2A 4AB 4\B 2B 1+A M) '
A" A'B (3 BA\(A\* A(B T
2A—+(1+A ——+(—+—)(—) +—(—):—(A+—r), 3.29
A T\ ) talB M (3.29)
AL A - (a2 330
A 2\A) 7 1+ M '
e a equagio de continuidade
A’ 1B
6’&—21 (to—17,) + Eﬁ(T’_TQ) = -M}N +A.9), (3.31)

onde

A 9(AVB 11(B\ 23(BY\
o ) 30

Al B 4\B 8 |\ B
A/ AII A/I B/ BII BI

A L%(z)z_gﬂ A
A|lB  2\B B A

Note que agora nés permitimos uma dependéncia radial A = A(p) para a constante cosmoldgica;
isso pode ser interpretado como um fluido de densidade varidvel ao longo do bulk, devido a uma
distribui¢do de matéria dentro do nicleo da corda.

Para simplificar a nossa construgio iremos procurar por uma solugdo que satisfaz A(p) =

B(p). Neste caso, apés uma dlgebra um tanto tediosa podemos encontrar as equagdes linearizadas

(5 +71) A’ 3 AT\ 31\ A”
2 _ _ — — _
1+ A)dry + > A&,y 2A + 2+5)L 1 +4(1+ |7
1 1
= —Oy - ——0d%. (3.32)
A~V T RA%

Simplificando um pouco mais, ajustamos Ty = 0, que é equivalente a ajustarmos uma das tensoes

na brana,

po= [ dp A7 zo(p)
0

para zero. Dessa forma, a escolha 75 = 0 a equagio (3.13) é simplesmente uma defini¢io para a
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“constante” cosmoldgica em termos dos fatores métricos:

4 I4 2
A i (i) (3.33)

11 a4 2la

Assim, fazendo a decomposi¢io de Kaluza-Klein )/W(x/\, r,0) =M W(x}t)lp(p)eim, onde impo-
mos (O + m3)M w = 0, nés obtemos da equagdo (3.32) as equagdes para as fungdes de onda do

graviton
, GB+7H)A | 2

N B 1 m
" 2(1+A)A1’Dm

= AT

441140 (A 4481 A"
(3.34)

2420 \A] 2421 A

onde m? = m3 — I>/R3.
Desta ultima equagio nés podemos ver que uma massa nula para o graviton pode ser obtida

somente se

124 ’ 2
A" 4+11A (i) 0. (3.35)

A 4481\ A

Note que no caso em que ndo hd violagdo da simetria de Lorentz (A = 0) esta igualdade ¢é

automaticamente satisfeita pela solugio exponencial A(p) = e, onde

_ /2(—/\)
k= gm (3.36)

que foi encontrada na referéncia [187]. Também, nesse caso A é simplesmente uma constante,
nio dependendo da posi¢io ao longo do bulk.

Em termos do fator de warp w(p), definido por A(p) = ¢“?), a equagio (3.35) se torna

- - 31
" _ N2 — —
w -Aw) =0, A 1780
Esta é uma equagio de Riccati para w’, e sua solugio é
1 ~
w(p) = wy — E log (1 + cp/\) , (3.37)

onde w, e ¢ sdo as constantes de integracio, escolhidas a partir das condi¢des de contorno im-
postas aos coeficientes da métrica. A partir desta solu¢io podemos ver que uma solu¢do mate-

maticamente consistente pode ser encontrada simplesmente tomando-se A > 0.
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A despeito da aparéncia um tanto exética do fator de warp, uma expansio em série de po-
téncias em torno da origem,
2\ A2

_ _ -2 -3
w(p) = wy —cp + I

revela que de fato esta solugdo recupera o resultado usual encontrado em [187] para um defeito
tipo corda, seja tomando A — 0 ou p — 0, quando identificamos ¢ — k. O comportamento da
expressio (3.37) pode ser observado na figura 3.3.

O fator métrico é dado por
A(p) = Ay(1 + cpA)y A, (3.38)

onde Ay = A(0). Seu comportamento é mostrado na figura 3.4.

O T - ' '
—2 ~~~~ """""""""""""""""""""""""""""""""""""""" )
_4— ~~~~ |
5 JRR
_gl . s |
— X\=1x1073 JREN
-- 5\:1 X].O_l
_8— ~ |
....... )\:1 X].OO
A=1x10"
-10; 5 A 6 8 10

p

Figura 3.3: Fator de warp para a geometria tipo corda, para alguns valores de A e ¢ = 1. Note
como o comportamento linear é recuperado quando o parimetro que introduz a quebra de Lo-
rentz vai a zero.

A constante cosmolégica no nosso caso ¢ dada por

8c2(26A3 + 4912 + 284 + 5)
16[4A(A + 1) + 1] + [3(Bc + 16)A2 + 24A]cp’

~ Alp) = (3.39)
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1.0 ,
A=1x10"3
N —1
08 i\_l x10 |
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A=1x10' |
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<
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Figura 3.4: Componentes g, da métrica para alguns valores de Aec=1.

que se reduz a uma constante (—A) = 5¢%/2 no caso invariante de Lorentz, como era de se
esperar.
Um argumento geométrico qu favorece essa geometria ao invés da geometria do espago AdS

é que nessec €aso a curvatura nao é constante,

Ry = 3+ (3.40)
P = At cphy '

o que é uma hipétese razodvel: a curvatura varidvel contribui para anular os efeitos da quebra da

invaridncia de Lorentz, rendendo uma massa nula para o graviton.

3.2.4 Escala efetiva em quatro dimensoes

Vamos ver agora como a quebra da invaridncia de Lorentz nessa geometria de seis dimensdes
afeta a relagio entre as escalas de massa no bu/k e na brana.
As componentes da métrica sdo fungées limitadas, o que nos dd um volume finito para a

brana. Isso possibilita um ajuste entre as escalas de energia. Para isso tomamos a a¢io (3.27) sob
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perturbagdes tensoriais da forma (3.21), o que nos dd um termo dominante

271 00
S o f dtx f do f dp A(p)\B(p)r|-gOR® (3.41)
0 0

onde R© denota o escalar de curvatura da métrica ambiente gg%) e g0 = det gfl%) . A partir desta
acdo podemos encontrar

M2 = 2R M? f dp AP, (3.42)
0

como a fung¢do métrica A é dada por (3.38) temos

SR AY? (21 + 1
2 _ SRl ( )Mg. (3.43)

P 3c \31+2

3.3 Espalhamento béson-graviton & correc¢oes ao potencial gra-
vitacional

Nesta se¢@o iremos investigar, no limite de baixas energias, os efeitos da violagdo da simetria de
Lorentz no setor gravitacional do MPE. Mais precisamente, escolhemos um modelo particular
que implementa a simetria de Lorentz de forma espontinea através da dindmica de um campo
vetorial B w chamado modelo de bumblebee [177, ], para calcular corre¢des quanticas ao po-
tential gravitacional Newtoniano. Através de uma aproximagio de campo fraco nesse modelo,
mostramos que a introdug¢do de um campo escalar neutro acoplado com o campo gravitacional
leva a corre¢des ao potencial, entre as quais se inclui um termo de Darwin. As modificagbes en-
contradas sdo usadas para obter limites experimentais para a magnitude do parimetro de quebra.
Neste capitulo usaremos a assinatura (+ — — —) para o espago-tempo. Todas as quantidades

estardo expressas em unidades naturais (f = ¢ = €y = 1) (ver apéndice A).

3.3.1 Modelo teédrico

O modelo mais simples para a gravidade que envolve a quebra de Lorentz em um espago-tempo

(3+1)-dimensional é dado pela agdo

S = SEH + SLV + Sm' (344)

Um tipo de abelha, chamada Mamangaba no Brasil
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O primeiro termo na equagio acima representa a agio usual de Einstein-Hilbert,

Sppr = f dx \/—_g%(R - 2A), (3.45)

onde g ¢ o determinante da métrica g, R € o escalar de curvatura, A § a constante cosmoldgica
e k2 = 321Gy é a constante de acoplamento gravitacional. Como queremos examinar os efeitos
da quebra de Lorentz no potencial gravitacional nao-relativistico, iremos ignorar a constante
cosmolégica, tomando-a como nula daqui em diante.

O segundo termo em (3.44) representa o setor gravitacional para o MPE minimo e contém
os coeficientes para quebra de Lorentz acoplados com os tensores de Riemann e Ricci e o escalar

de curvatura, da seguinte forma:

2
Spy = f d'xyg 5 (MR + "Ry + B¥FR ), (3.46)

onde u, s# e t*'% sio campos tensoriais com dimensio de massa zero e possuindo as mesmas
simetrias das quantidades geométricas as quais estdo associadas.

Por fim, o ultimo termo do lado direito da equagio (3.44) leva em consideragio os acopla-
mentos com a matéria, que em principio podem envolver todos os tipos de campos do Modelo
Padrio, bem como suas interagdes com os coeficientes descritos anteriomente. Contudo, iremos
focar apenas no seu acoplamento com o campo gravitacional. Os efeitos da quebra de Lorentz
no setor de matéria do MPE pode ser visto na referéncia [189].

Agora vamos considerar o caso particular onde ##7* = 0. Os coeficientes u e s* tém dez
graus de liberdade (o trago de s*” pode ser absorvido no coeficiente escalar u) que podem ser
descritos por uma teoria efetiva envolvendo um tnico campo vetorial B, cuja dindmica € deter-

minada pela agio
1
Sp = f d*xy=g [—ZBWBW +0B'B'R,, - V(B,B! F 1?)|, (3.47)

com By, =2\, B,;, 0 uma constante de acoplamento adimensional e b? uma constante positiva
que ajusta o valor esperado de vicuo para B,,. O potencial V' € o gatilho para a quebra espontanea
das simetrias de Lorentz e difeomorfismo, no valor de minimo g*'B uBy £ b* = 0, isto é, quando
B, € g,y adquirem um valor esperado de vicuo ndo-nulo. Este é um caso particular do modelo

de bumblebee. Note também que para 0 = 0 a agdo do modelo se torna invariante do grupo U(1),
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cuja simetria também é quebrada pelo potencial V.

A correspondéncia entre a a¢io (3.46) e o modelo (3.47) é obtida através das relagdes

1 a
U= ZgB B, (3.48)
1
st = EBHBY — 158‘”3“3,1/ (3.49)
tvep =, (3.50)

onde, por conveniéncia, escrevemos 0 = (2&/x?), de modo que as dimensdes de massa do campo

de bumblebee e da constante de acoplamento sio [B¥] = 1, [] = -2.

Propagador do grdviton e aproximagio de campo fraco

Para investigarmos os efeitos do acoplamento gravidade-bumblebee na dindmica do graviton,
separamos as grandezas dinimicas em duas partes: o valor esperado de véicuo e suas flutuacées,

da seguinte forma

S = Ny + KNy, (3.51)
B,=b,+B, (3.52)
B = b¥ + B¥ — kb, h*, (3.53)

onde 1, e B, representam respectivamente pequenas perturbagées em torno do espago de Min-
kowski e de um valor de vicuo constante para b,,. O vetor b, € o coeficiente para a quebra local
da simetria de Lorentz, associada ao campo bumblebee.

Variando a agdo (3.47) com respeito ao campo bumblebee, ndés obtemos a sua equagio de

movimento:
1
V=8

onde a linha  significa que a derivada ¢ tomada em relagio ao argumento.

9 (y=gB,,) —2V'B, + 20B*R,, =0, (3.54)

Empregando as expansdes (3.53) e assumindo a seguinte forma para o potencial,

vV =V (BB, ¥ 1?) = = (BB, T 1), (3.55)

N>
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a equagio de movimento (3.54) na forma linearizada pode ser escrita como
(01, - 9,0, — 4Ab,b,) B = —2Axb,b,bh*f - 261°R,,,, (3.56)

com [ sendo o operador d’Alembertiano (o operador de laplace em espagos Lorentzianos).
Nesta expressio, R, deve ser tomado na sua forma linearizada. Também, por simplicidade,
b, é tomado como sendo um vetor do tipo tempo, tal que b*b, = +b*. Aplicando o método da
funcdo de Green, a solugio de (3.56) pode ser encontrada como sendo (no espago dos momenta)

KkpHb,bgh? . 20b,R* 20p#b,bgRP . op*R _ ob'R  op"b’R

B+ =
2b-p p? p2b-p 4Ab-p 2 +p2b-p'

(3.57)

comb-p = by, p*=p-p=pupt.

Substituindo a solug¢do encontrada na a¢io (3.46), com o auxilio das relagoes (3.50) e (3.53),
podemos determinar as modificagdes ocasionadas pela ndo-nulidade do valor esperado de va-
cuo sobre os termos cinéticos do graviton. Assim, é necessdrio expandir o termo de interagio

bumblebee-graviton £y até segunda ordem em /1, obtendo entdo

uvy

Ziy = o\-gB'B'R,,

i 1
o [byvaW(hz) +2b,BR () + Sl b bROB) [+ O (), (3.58)

onde a ordem da expansio ¢ indicada explicitamente. Subtituindo B* e agrupando os termos,

VLo 1 2 o 2
Ly = E[szybvh“ha"‘z(b'p) (h%)

1 2
- 3 (b-p) h'hy, + pPb,b W, — (bb,paps + b(#pv)b(apﬂ))h“‘”haﬁ]

482 2Pl
+ i [(—2p2bybv - szpypv +4b - pbp,) - P ng )h#"h"‘a

K2

Upubipabs _ 2 pPubbaby | PuPbels
p? p? 4

+

(Zbybvpapﬁ - b(upv)b(apﬁ) + ) h‘whaﬁ

4

2
2 P 2
(b2p2 B (b ' P) ! H) SO [pr“bv = 2b- pbypy) + %Jhmh A

+

+ (1),

(3.59)

com 0 = (2&/x?). Note que os termos de primeira ordem em & sio quadriticos em b¥, e o
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termos de segunda ordem em & apresentam contribui¢cdes independentes da geometria ambiente,

provenientes exclusivamente da quebra da simetria. Tais contribui¢des introduzem corre¢oes

nio locais d* no termo cinético do graviton. Essas modificagdes produzem correcées distintas

no potencial gravitacional.

A expressio acima pode ser escrita no espago das posi¢des e entdo combinada com expansio

da a¢io de Einstein-Hilbert, resultando em

1 1
Ly = MO = A9, + 50, hd = S0y, + O (),

(3.60)

onde h = h*,. Para garantir que o propagador seja ndo singular, adicionamos um termo de

fixacio de calibre (calibre transverso e sem trago),
FL =—(d h" 1 dVh)?
gf — _( U - E ) ’
que nos dé para o lagrangiano efetivo o seguinte termo cinético:

1 -
gk = _Eh'u yv,aﬁh ﬁ/

—

onde o operador @, .5 € separado em duas partes,

—_—

de tal forma que 7, 4 € a forma quadritica usual, a saber,

—_—

1
%yv,aﬁ = E (nyanvﬂ + nyﬁnva - T]yvnaﬁ) (_0—)2)/

enquanto 7, .4 encerra os termos da quebra de simetria.

O propagador para o graviton é definido como
(0] [ )1ep)]] 0) = Dypapt =),
onde D, .5 € 0 operador que satisfaz a equagdo de Green

Y DVB(x — ) = i 7 EaBE(x — ),
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com .J Hab = % (n“anvﬁ + kP nva). Entdo, o propagador exato para o graviton deve ser calculado
invertendo-se (3.63), através da construgio de uma dlgebra fechada composta por um conjunto
apropriado de operadores de projecio. Tal cdlculo nio foi o propésito principal deste trabalho,
tendo sido feito em um trabalho posterior [190]. Assim, usamos o fato de que os parimetros da

quebra de simetria sdo pequenos, e empregamos a identidade matricial

11 1.1 1

ABataBaBaE = (3.67)

para obtermos uma aproximagao do propagador.
Empregando a aproximagio (3.67) o operador % pode ser entio facilmente invertido; to-
mando o operador usual para gréviton,

i szanvﬁ 4+ npﬁnva _ nyvnaﬁ
2 g? + ie

DE"(q) = ) (3.68)

obtemos apés bastante dlgebra o propagador corrigido (até segunda ordem):

APt @B ot
(DLVyv,aﬂ) — 15 [bz (g 8 + 798 )

¢ 7 qt
(b- q)z (s g — grgh — gaigh)
2g*
b-q (bPqrgh + bogfgh + brghge + biig'g?b)
+ o7
BUbHgP + Bbig™ + bgt + BPBYg — DhobPg — Abky g
( 27
~ 4brb g P + bPL g gt + oL gPgt + bPbE gt Y + b"‘b”qﬁqv)l (3.69)
2q* ’ '
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v i[5 (129"q°8" —12q°q°g"  8q°q°q'q")  g¥g"
(Dry ﬁ)éz ) [bz ( 7 + 70 5
2
2(b-q) (208" + PPag™ + P q'gP + AP Pg™* + 2qVq"g"F — 29%qPgH)
+ q6
10 (bggH” + bogPg” — b'qig™ — bra'gF) 8 (bPqoqiq” + bogPqtqy)
+ b-g 1 + -
q q
~ 4 (b#qagﬁv — b#qﬁg‘xv — bvqagﬁy — bvqﬁgaﬂ) ~ qaqﬁgyv N 3q#qvg0‘5
q* 7*A A
2 (b gh + bPbig™ + bAbgP + BOBYgH — 2P bPgh + 2bHbge")
+ qz
2 (8D g — b qoqr — b Pt — bPbRgegY — bobitghyY) + HEL
N q4 3.70)

onde (DLV’“"“ﬁ ) e (DLV’“"“ﬁ) , S0 as contrubuigdes para Dy " proporcionais a & e &2 repec-
&

3
tivamente.

Levando-se em consideragio a expressio (3.50), os produtos b?, (b-q)* e (b g)b* sdo termos
de primeira ordem nos coeficientes u e s*’. Assim, podemos notar que a corre¢io (DLVF“"“ﬁ)
envolve apenas termos de primeira ordem em u e s**, e é independente da forma do potencial
V(x). Contudo em segunda ordem em & existem termos nio associados com b, (termos pro-
porcionais a A~!. Corregdes para o propagador do graviton tém pélos em ¢* = 0, mostrando que
(nessa aproximagio) a teoria € livre de estados fantasmas e tiquions. O termo (Dyy*"*): tam-

bém possui um termo g*¥g#"/2A que pode estar relacionado a propagagio de um modo massivo

para o campo bumblebee.

Modificag¢bes na lei de Newton

Nesta se¢do vamos estudar os efeitos da quebra espontinea da simetria de Lorentz através da
aproximagio nio relativistiva do propagador do graviton a nivel de drvore. Para isso iremos
considerar a interagdo gravitacional entre duas particulas massivas distinguiveis e sem spin.

Considere a agio

1 1
S, = fd4x \-g [ngo"’#qb&vqb - Engbz , (3.71)
para um campo escalar real ¢ em um espago-tempo curvo. Essa a¢do pode ser expandida na
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aproximagio de campo fraco para o graviton, que em primeira ordem para h rende o seguinte

lagrangiano:

1 1
~ Uy — Z11724H2
L ® 28H¢&¢ 2mcp

—%Kh“v 9,9, ~ %qw (Pupdp — m2¢?)|. (3.72)

Vamos agora considerar o processo de espalhamento envolvendo duas particulas escalares de
massas My e m,. O unico diagrama que contribui para este processo, em ordem mais baixa, é

mostrado na figura 3.5. A expressdo para ele é

i = (_iK)ZV‘W(pll _kll ml)Dyv,aﬁ(q)Vaﬁ (pZI _k2/ mz)/ (373)
onde g = p, =k, = —(p; — ky) é o momentum transferido e o vértice V#'(p, k, m) corresponde a
expressiao
1
Vir(p, k,m) = 5 [p“kv +pUkt — v (p k+ mz)] (3.74)

k2

Figura 3.5: Diagrama a nivel de arvore para duas particulas escalares interagindo através da troca
de um gréviton.

80



Substituindo as expressdes definidas em (3.65) e (3.74) na amplitude de espalhamento (3.73),

nés podemos chegar a soma de duas partes,

tal que o primeiro termo é apenas a amplitude dada por

ix?

e [4{1 - po) (13 = o - p2) + (kr - 2Ky - 1) + (k- K)o - o))

—2m3 {4 (m3 — ky - p,) + 2k, - po}]., (3.76)

i,

que é modificada por i.# 1y, consistindo de uma expressio um tanto imensa, que envolve todas
as possiveis contragdes de b* com os quadri-momenta das particulas espalhadas e do graviton
virtual.

Para obtermos o limite nio-relativistico, tomamos a aproximagdo p;, = (1m1,,0), k1, =

(m15,0) e g = (0,7). Isso leva ao resultado

.
iKPmims  i&b*xPmims  8i&bimimi  i&Pmim3
— +

i%NR: Zﬁz 1_7)2 + ﬁz ZA ’

(3.77)

onde os ultimos trés termos contém a matriz de corre¢io que surge da quebra de simetria, e tém
uma implicagio fisica ndo trivial.
Para fazermos a conexio com o potencial gravitacional, seguimos o procedimento em [191]

e definimos a transformada de Fourier do potencial no limite ndo-relativistico como

(f1iT|7) Qnr)*o*(p — k)il (p1, pr — ki, ky)

Q

-2m)o(E, - Ep)iV(g), (3.78)

de tal forma que o potencial, no espago dos momenta corresponde a

3
V@E) = f (dqeiﬁ-f\?@. (3.79)

2my 2m,

Para resolvermos (3.79) vamos assumir que as particulas 11, e m, estdo localizadas nos vetores x; e

X, respectivamente em um sistema de coordenadas inercial cartesiano. Considerando X = X; —X,,
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4 e b como mostrados na figura 3.6, podemos definir as seguintes relagdes

—).—) E. E).—>
u, cos 0, = —x, cosV = —q, (3.80)
qr br q

cos @ =

com cos W = sin 6 sin 6, cos(p — ¢,) + cosOcos Oy, g = [gl, r = X| e b = |E)| Assim o vetor
b define uma direcdo preferencial no espago, dada pelos angulos 0, e ¢,. Integrando assim nas

varidveis angulares, podemos obter o potencial

GnMiym, &% 1 &2

V) =- OO |, (3.81)

3 1 -
1 - Egbz - Eg(b * x)zl - GNm1m2 l

2nGyr  8AGy

onde & = ¥/[%].

T

Figura 3.6: Sistema de coordenadas inercial adotado para o cilculo do limite nao-relativistico.

Note o comportamento de V' na expansio em . Em ordem zero o potencial exibe o com-
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portamento usual, e em primeira ordem temos uma dependéncia do 4ngulo 6;. Dependendo do
sinal de £ podemos ter uma contribui¢io atrativa ou repulsiva: isso abre a possibilidade de que a
intensidade da interagio gravitacional seja modificada com a escala de energia.

Os termos de primeira ordem concordam com os resultados em [179, ], obtidos através
de aproximagdo pés-Newtoniana. De fato, se tomarmos 1 = &b,b* = 0, de tal forma que

-,
b* = b3, mas com a transformagio & — —& , podemos escrever o potencial como

V() =

G 3
_ Gy [1 .o (3.82)

1. ..
+ =59 + —5%'&
2 2

r

que é exatamente o potencial encontrado em [179].

Existe uma grande discussdo sobre testes experimentais sensiveis a violagdes na simetria de
Lorentz [192-194]. Um exemplo de teste é a medida do angulo de deflexdo de um raio de luz
por um corpo massivo. Uma busca detalhada por desvios da Relatividade Geral devido a quebra
da invariancia de Lorentz foi realizada recentemente em [195], onde os autores calcularam o
angulo de deflexdo na aproximagio pds-newtoniana e o coeficiente de quebra foi estimado em
5; ~ 107 = 107°. Isso permite a colocagio de limites experimentais para o vetor b responsivel
pela anisotropia do espago.

O ultimo termo em (3.81) contém uma contribui¢do de curto alcance do tipo delta de Dirac,
chamado fermo de Darwin. Ele ¢ induzido pelos termos ndo locais do lagrangiano, e pode ser

observado em um lagrangiano de gravidade pura com termos de altas ordens. De fato, considere

o lagrangiano
2
P = \/_—g(ER + aRZ), (3.83)

onde a é uma constante adimensional que deve ser determinada por experimentos. No limite
de baixas energias, o efeito do termo R? ¢ adicionar ao potencial gravitacional um termo do tipo
Yukawa,

1 eV
V(?g) = _Glemz(; - —) (384)

p
Contudo, limites experimentais para « sio bastante grosseiros, a saber & < 10 [196]. Quando

Vr2a < 1, o potencial de Yukawa funciona como uma representagio da delta de Dirac, gerando

assim o termo de Darwin.
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Capitulo 4

Cosmologia & modelo Inflaciondrio

O modelo padrio cosmolégico, ou modelo ACDM (Lambda Cold Dark Matter) é o modelo
mais simples que descreve observagdes atuais como a radiagio césmica de fundo e a estrutura do
universo em grandes escalas (formagio e distribui¢do de galixias). Sua extensio mais frequente
¢ a da cosmologia inflaciondria, que assume um periodo de expansio acelerada para o universo, e
assim tenta resolver alguns problemas apresentados pelo modelo ACDM. Neste capitulo discu-
tiremos sobre a naturalidade do paradigma inflaciondrio através do chamado prodlema da medida;
em particular, vamos apresentar alguns resultados preliminares acerca da probabilidade de uma
tase inflaciondria no universo quando o campo do inflaton se acopla ndo-minimamente com o

campo gravitacional, utilizando a formulagdo no espago de fase.

4.1 Modelo Padrio da Cosmologia

O modelo padrio da cosmologia se baseia na descri¢io de um universo homogéneo e isotré-
pico (principio cosmolégico). Essas simetrias implicam na solugio de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker (FLRW) para as equagdes de Einstein,

2

1—kr?

ds? = —d* + aZ(t)( +12d6” + 1? sin’ 9d¢2) (4.1)

escrita aqui em coordenadas esféricas. a coordenada t é chamada tempo cosmoldgico e r a coordenada
comdvel. k é o fator de curvatura, assumindo os valores
* k = +1 para um espago e/iptico,

* k = 0 para um espago plano,
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* k = -1 para um espago hiperbilico.

A fungdo a(t) é chamada fun¢do de escala, e determina a expansio do universo através da distdncia

fisica a(t)r e o raio de curvatura
a(t)

4.2
T (4.2)

O pardmetro de Hubble é um pardmetro essencial em cosmologia, uma vez que ele determina a

taxa de varia¢do da distdncia entre diferentes pontos do universo:

1da
- - 4.3
a dt (4:3)
cujo valor atual é, de acordo com os ultimos dados do experimento Planck [197]:
H, =68.0 £ 1.4km s Mpc -1 (4.4)

Para completarmos a equagio de Einstein, precisamos especificar o conteido de matéria. Isso é

codificado no tensor momentum energia

2 68
T, =-————-. (4.5)
T \8og®
Observagoes cosmoldgicas sio muito bem descritas pelo modelo de fluido, o que nos dé
T, = puu, + Pgy, (4.6)
onde u, é a velocidade da particula, p = —~TY a densidade de energia e P = T"/3 a pressio.
Nesse caso as equagdes de Einstein nos dao a equagio de Friedmann
i ok Ak
H=(2) =Zp+ 5 - 47
a 3P T3 T “.7
a equagdo de Raychaudhuri
T Kp+apy+l (4.8)
a” 6" 3’ |
e a equagdo de continuidade, proveniente das identidades de Bianchi:
p+3H(p+P)=0 (4.9)
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4.1.1 Densidade critica

Uma quantidade fundamental em cosmologia é a chamada densidade critica, que é o balango de

matéria para que se tenha um universo plano (k = 0). Definindo-se

A
= 4.10
pa= 2 (4.10)
a equagio de Friedmann pode ser colocada na forma
K k?
H? = g(P +Pa) = 5 (4.11)

de onde podemos escrever uma densidade total p, = p + p, para o universo. Colocando k = 0

encontramos

3H?

Peit = T (412)

de onde podemos relacionar a quantidade de matéria com a expansio do universo.

4.1.2 Forma adimensional

Definindo-se as varidveis

A k Pi
QA:_ Qk:—m, Qm: ZE (413)

onde p; representa as densidades de energia para os constituintes do universo, a equagio de

Friedmann pode escrita simplesmente por
Q. +Q,+Q,=1 (4.14)
Os valores para os pardmetros ) sio medidos através de observagdes, a saber [197]

Q,=0+0.01, Q,,=0314+0.020, Q, =0.686+ 0.020. (4.15)

dai temos que apenas 30% da matéria do universo é formada por matéria baridénica, enquanto
os 70% restantes provém de algum tipo de energia exdtica, que é denominada energia escura.

Também podemos ver que as observagdes levam a um universo aproximadamente plano.
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A Pressio e a densidade energia nio sio independentes entre si: elas sdo relacionadas pela

equagdo de estado

P = wp, (4.16)

onde w ¢ denominado pardmetro de estado que caracteriza o tipo de matéria.

4.1.3 Dindmica do universo: o Big Bang

A evolugio do universo ao longo do tempo no modelo FLRW ¢ ditada basicamente pelo fator
de escala a. Uma vez que a equagdo de Raychaudhuri nos mostra que 4 < 0, concluimos que
o universo ndo é estdtico, estando em um estado de expansio (quando 4 > 0) ou contragio
(quando 4 < 0). Observagdes implicam na expansido do universo, e assim, uma extrapolagio
desse comportamento nos leva a um instante T = a/d no passado em que o universo atingiu um
estado onde a = 0; isso implica que as distancias fisicas encolheram e todos os pontos do universo
colimam em um tnico ponto, de densidade e curvatura infinitas. Tal estado é denominado Big
Bang.

Ao levarmos em consideragdo a equagio de estado (4.16), a equagio de continuidade (4.9)

se torna

p+3@+1)=p =0, (4.17)

de onde podemos encontrar a solugio
p = Aga D (4.18)

para a densidade. Uma aproximagio do tipo polinomial para o fator de escala, a(t) = Byt" nos

leva a

1Y[3(w+1)]
) $2/13(w+1)] (4.19)

a(t) = (%(u} +1)?

4

Os principais de constituintes no universo sio:
Universo dominado por matéria

Como a matéria nio exerce pressio significante no universo (a matéria visivel é parte infima na
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constitui¢do do universo), temos w = 0; isso nos dd uma evolugio do tipo
a(t) « t23,  p(t) «a3(t) « 1 (4.21)
4 p tz M

Universo dominado por radiagio

A radiagio satisfaz uma equagio de estado com w = 1/3, levando a uma evolugio para o fator

de escala do tipo

1 1
a(t) o 172, X — x — 4.22
Ot pa s ep 4.22)
Universo dominado pela constante cosmolégica
Nesse caso a equagio de estado tem w = —1 e a densidade de energia é independente do fator de

escala. Nesse caso diz-se que o universo passa pela chamada expansdo de de Sitter, caracterizada

por a « e e H constante.

4.1.4 Problemas com o Big Bang

Como discutido em 1.4.3, a solu¢do homogeénea e isotrépica FLRW apresenta alguns problemas

conceituais, até o0 momento sem uma justificativa fundamental. Entre eles destacamos:

Problema do horizonte

Um dos conceitos fundamentais em relatividade é a causalidade, que é a relagio causa-efeito entre
diferentes eventos no espago-tempo (figura 4.1).
Levando-se em consideragdo a métrica (4.1), vamos reescrevé-la usando a mudanga de co-
ordenada
dn = L (4.23)
dt  a(t)
onde 1 é chamado tempo conforme. Ele recebe tal denominagio pois com essa transformagio a

métrica se torna

d 2
ds? = a?(n) [-dn® + 1—rkrz +12d6” + 1* sin® qubz) (4.24)
ou, em coordenadas cartesianas,
ds? = a2(n)(—dn” + dx* + dy* + d2°) (4.25)
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Isto significa que é conformalmente plana. A caracteristica fundamental aqui é que métricas con-
formes preservam a estrutura causal do espago-tempo. Assim, um observador localizado em um
evento P (figura 4.2) serd capaz de receber sinais de todos os outros pontos do espago-tempo
apenas se (4.23) divergir quando t se aproxima do instante da singularidade t = 0. Olhando

para (4.19), vemos que o fator de escala tem a forma a(t) « #", assim temos que a integral
t
n(t) « f dr ¢ (4.26)
0
converge apenas para 1 < 1. como n = 2/[3(w + 1)]. 1 converge se
w>—= 4.27
3 (4.27)

Como essa condigio ¢ satisfeita para matéria ordindria e radiagdo, concluimos que no espago-
tempo FLRW existem regioes causalmente desconectadas, incapazes de receber sinais umas das

outras. Isso impossibilita assim a sua interagdo e observagio.

ct A

e cvento @

Y

Figura 4.1: Diagrama de espago-tempo para um espago-tempo de (1 + 1) dimensées. O evento
Q, fora do cone de luz do evento P, nio ¢ influenciado por eventos no passado ou futuro de P.

Em sistemas termodinimicos, como um gis dentro de uma caixa, particulas que inicialmente
apresentavam energias completamente diferentes conseguem atingir o equilibrio térmico em um
tempo finito, através de interagdes que permitem a troca de energia e assim o sistema evolue para

um estado homogéneo onde, em média, os constituintes apresentam a mesma temperatura.
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ct A

°Y

Figura 4.2: Representacio esquemadtica da estrutura causal da solugdo FLRW. O evento P pode
receber sinais dos A e B, mas nio de C. Isso cria no universo regides sem rela¢io de causa-efeito,
€ portanto inacessiveis.

As observagdes atuais levam a uma anisotropia infima, da ordem de 107°, para a tempera-
tura do universo. Isso implica que diferentes partes do universo deveriam interagir entre si em
um processo semelhante ao do gis. Contudo, uma das caracteristicas do modelo FLRW ¢é que
alguns observadores nio conseguem receber (em tempo finito) sinais de outros observadores em
diferentes pontos do espago-tempo. Isso significa que diferentes partes do universo nio conse-
guem interagir entre si, deixando a pergunta sobre como o universo termalizou para o estado que

se encontra hoje.

Problema da planaridade

O nosso Universo é assumido seguir o seguinte histérico (figura 4.3):

* Era de Planck: em instantes anteriores ao tempo de Planck, t < tp, acredita-se que que
sob temperaturas e densidades altissimas as quatro intera¢des eram unificadas. E o reino

donde se espera extrair informagdo apenas com uma teoria de gravitagdo quintica.

* Era daradiagdo: apés a escala de Planck o universo se expande e esfria, e sua dindmica é

ditada por radiagdo, como fétons e neutrinos.

ra da matéria: Durante a era da radiacdo a temperatura do universo caiu a ponto de
* Erad t D t da rad t tura d to d
permitir a formagio de nicleos estdveis, como Hidrogénio, Deutério e Hélio. Quanto se

atingiu um tempo a cerca de f =t a matéria barionica comega a se formar.
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* Era da energia escura: A medida que o universo expande, a densidade de matéria dimi-
nui mais e mais, e assim a matéria descrita pela constante cosmoldgica (energia escura) é

dominante, ditando a evolug¢do do universo.

s Universo Uni
G : niverso
(rlfl‘ﬁlllr?clii? domm_ado por dominado por
radiagdo matéria
Big Ban
R TEMPO
>
Py i ‘
P dec pr
Tempo de d 1 Idade do
Planck esacoplamento Universo

Figura 4.3: Histérico do universo de acordo com a dindmica do fator de escala no modelo padrio
cosmoldgico.

Se considerarmos a diferenca relativa entre a densidade atual p do universo e a densidade

critica P, temos

Ap k

— (4.28)
pcrit a

assim temos para um Uuniverso dominado por matéria

A
2P o (4.29)
pcrit

A
2P ot (4.30)

pcrit
para um universo dominado por radiagdo. Essas relagées nos dio [195]

AP 1) = (t_P)(E)%ﬂ(tpr) ~ (5 X 10_44)( 107 ) ~ 10760 (4.31)

tdec tpr Perit 103 4 %107

crit

o que implica que nos estdgios primordiais o universo era aproximadamente plano.
Nio existe nenhuma razio que explique porque o universo era tio plano. Essa falta de na-

turalidade (semelhante ao problema da hierarquia), é denominada problema da planaridade.
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4.1.5 Modelo inflaciondrio

A proposta mais aceita atualmente que diz-se resolver os problemas mencionados na se¢io an-
terior é o de um universo inflaciondrio.
Tomando a equagdo de Friedmann, vamos considerar que o fator de escala a ¢ grande o

suﬁciente para ignorarmos o termo dC curvatura:
K
2= kP (4.32)

como H = d/a, durante um periodo onde a densidade do universo é constante podemos encontrar

a(t) « exp (\/%71?) (4.33)

Essa solugdo é de fato a solu¢do para um universo dominado pela constante cosmoldgica, onde
a densidade de energia se deve a constante cosmoldgica: p = p,.

O crescimento exponencial do fator de escala resolve os problemas do modelo Big Bang.
Contudo, esse crescimento € ilimitado, e caso fosse uma descri¢io confidvel da natureza nio
terfamos em nenhuma época a criagdo de matéria bariénica.

Para isso Alan Guth propds uma varia¢do desse modelo (que é chamado de welha inflagio),
onde a expansio exponencial se di durante um certo tempo e entdo é “desligada” [93]. Por
simplicidade, assuma que o crescimento exponencial se dd a partir de um instante t = f; até
t = t;. Durante esse intervalo de tempo o universo teve sua dindmica guiada por algum tipo
de matéria exdtica, e apds isso se reverteu ao estado prévio de dominagio por radiagdo. Dessa

forma o fator de escala satisfaz

a;(t/t;)?  parat <t

a(t) = aelit=t  parat; <t < tr (4.34)

bit/ts)?  parat > t;

onde a; = a(tl’) € bi = al'eHi(tf_ti).
A modelo proposto por Guth consegue resolver os problemas do Big Bang, tornando o uni-
verso plano e homogéneo em largas escalas, diminuindo a densidade de monopolos magnéticos

a niveis tdo baixos que nio poderiam ser detectados hoje. Apesar de ser um cendrio promissor,
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resta uma questdo: qual o mecanismo responsavel por “ligar/desligar” o crescimento exponencial?

Para responder a essa pergunta foi proposto um modelo de inflagio que hoje é denominada
inflagdo cadtica. Ela foi proposta por Andrei Linde [199]. Levando-se em consideragio o papel
importante dos campos escalares em fisica de particulas e sua simplicidade, o modelo assume que
o universo era inicialmente permeado por um campo escalar massivo ¢, chamado #nflaton, com
densidade de energia potencial V. Com esse cendrio, o campo escalar faz o papel da constante
cosmoldgica; a dindmica do campo escalar guia o crescimento do fator de escala, possibilitando
uma forma mais natural do que o modelo de Guth.

O lagrangiano para um campo escalar é

1 a

F = 50,006 - V(®) (435)
Sendo o universo tomado como um fluido ideal, as componentes do tensor momentum-energia
sdo determinados apenas pela sua pressao e densidade de energia, que agora passam a ser determi-
nados pelo campo escalar. No caso de um campo escalar homogéneo (independente da posigio),

temos

p=36+V@), P=20-V(®) (436)

assim, as equagdes de movimento sio agora reduzidas a duas

H? = g (62 +2V(9)) - akz (4.37)

¢+3Hp+ V() =0 (4.38)

a expansio inflaciondria é garantida através da equagio de estado, que passa a ser dinimica:

P -2V
P=wp = w=—=——— (4.39)
p P2 +2V

Assim, ajustando o potencial e a condi¢do inicial para o campo escalar, podemos gerar automa-

ticamente uma evolu¢io como a do modelo de Guth.
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4.2 Probabilidade de inflagdo e acoplamento nao-minimo

Ainda ¢ discutido se ha sentido fisico abordar quanticamente os modelos de inflagio. Também,
nio se sabe se o inflaton pode ser ou estar relacionado ao campo de Higgs do modelo padrio.
Investigagdes nessa linha levam aos chamados modelos inflaciondrios de Higgs.

Uma outra pergunta fundamental é o quio natural ¢ a inflagdo: se o processo de expansio
acelerada se da de uma forma natural, independente das condi¢des iniciais do problema.

Uma generalizagio simples do modelo inflaciondrio é a adigio de um termo da forma 8nGE&¢?,
que relaciona a curvatura do espago-tempo com a magnitude do inflaton, cuja intensidade ¢ dada
pela constante &. A esse tipo de acoplamento dd-se o nome de acoplamento ndo-minimo. Esse

termo ¢é favorecido pelo fato de tornar a teoria renormalizdvel quanticamente em espagos curvos

[200, 201].

4.2.1 Formulagio no espaco fase e probabilidade de inflacio

Nesta se¢do vamos revisar o trabalho de Corichi e Sloan [202], que discutem o problema da
medida em cendrios inflaciondrios através da formulagio Hamiltoniana.

A agio para o campo gravitacional e o inflaton é dada por

1 1
5= [[ax yTR-R - V.0V - V(9)) (4.40)

onde V ¢é o potencial do inflaton, em principio indeterminado. No entanto, os autores se res-
tringem ao caso do potencial quadrético V(¢p) = m?$?/2, onde m é a massa do inflaton.
A agdo (4.40) nos dd as equagdes de movimento (4.37) e (4.38), que podem ser reescritas no

espago de fase especificando-se um Hamiltoniano e uma forma simplética:
3vH2 242 P2

v N omee Lo

87 2 20
w =doAdH +dp AdPg (4.42)

F = — (4.41)

onde v « a° ¢ o volume e P = v¢p.
A formulagio no espago de fase leva em consideragio todas as configuragdes possiveis para
o universo. Em particular, o hamiltoniano, através das equa¢des de Hamilton, leva a virias

possibilidades para a evolugdo do universo, através de trajetérias ao longo do espago de fase I'.
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O problema de comparar as diferentes trajetérias possiveis para o universo e atribuir a cada uma
delas uma probabilidade é denominado problema da medida.
Em uma superficie onde o paraimetro de Hubble H ¢ constante, a forma simplética toma

uma forma mais simples:

w =dp AdP, (4.43)

|3H?
= E - ngbdeb A do (444)

A probabilidade mencionada anteriormente é entdo

J @

@
r

P=

(4.45)

onde A C T é aregido do espaco de fase que contém trajetérias compativeis com as observagdes.
As equagdes de movimento na forma simplética apresentam uma simetria de calibre (v, /7, ¢, py) —
(av, 7,0, aP,), que constitui um grupo de calibre 7; isso significa que as integrais no calculo
da probabilidade sio divergentes, uma vez que contamos infinitas vezes sobre todas as trajet6-
rias. Para resolver esse problema, faz-se o cilculo sobre as trajetdrias distintas, que sdo dadas

pelo quociente S/Z. Logo, a probabilidade se torna

1 3H2
P=— f A2 ngrdg, (4.46)
Ny Jay) ¥ 41

onde Ny; = 3H?/(8m) é o volume do espago de fase desconsiderando-se a liberdade de calibre.

Essa constru¢io leva ainda a um outro problema: A probabilidade varia de acordo com a
superficie H = const. escolhida, sendo maior a medida que aumentamos H. Isso contradiz o
teorema de Liouville, que diz que o volume (e portanto a probabilidade) deve ser preservada
sobre as trajetdrias.

Na verdade, essa contradi¢io ¢ apenas aparente: o teorema de Liouville ndo ¢ violado. As
trajetorias se escasseam na dire¢do de ¢ (dando a impressio de que o volume diminui), mas se
expandem na diregdo v. Isso gera o comportamento do tipo atrator, como mostrado na figura
4.4,

Sendo a probabilidade relacionada com o a proximidade entre as trajetérias no espago de

fase, o comportamento exibido na figura 4.4 nos permite reinterpretar o problema do célculo
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Figura 4.4: Retrato de fase para o inflaton para o espaco de fase reduzido (¢, ). Os circulos
mostram as superficies onde o parimetro de Hubble H ¢ constante. Note como as trajetérias
iniciadas nos pontos vermelhos naturalmente evoluem para a origem, que € o atrator.

da probabilidade através da densidade de probabilidade induzida entre diferentes superficies de

H constante. Nesse contexto, a medida de integragio é dependente da trajetdria, e pode ser

1 [3H?
P = N_H ) f(¢) E - m2¢)2d¢, (447)

onde a presenca da fungio f(¢p) leva em consideragdo as mesmas trajetérias em diferentes su-

codificada na integral

perficies de H constante.

A fungio f(¢) é um corte na dire¢do v, que aqui funciona como uma fungio de densidade
de probabilidade. Como sua forma analitica depende das solugdes exatas das equagdes de mo-
vimento, ¢ conveniente calculd-la numericamente. Sua forma ¢ apresentada na figura 4.5. Para
encontrar-se as curvas, escolhe-se uma superficie H = H; constante como superficie inicial, e en-
tdo escolhemos uma distribui¢io uniforme de condi¢des iniciais sobre ela. A evolu¢io do sistema

determinara entdo a separagdo entre essas trajetérias ao se alcancar a superficie final H = Hy.
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Figura 4.5: Logaritmo da fungio densidade de probabilidade f(¢p) induzida em superficies de
H constante. A massa do inflaton aqui foi tomada como m = 1 e a superficie final foi tomada
como sendo H = 2/3. A curva em vermelho representa a fun¢io na superficie inicial H =1 e a

curva verde H = 5/6.

4.2.2 Fungio Densidade de probabilidade sob acoplamento nio-minimo

O modelo que iremos considerar em nosso trabalho é descrito pela agdo (em unidades de Planck,

ver apéndice A)
s [ 1
5= fd x(Ef/EH + 2, (4.48)
onde

L =-gF@)R, Z,= —%[VaqbV“qb +2V(¢)] (4.49)

para uma fungio indeterminada F(¢). Seguindo [202] iremos escolher o potencial harménico,
uma vez que nio afeta a anélise qualitativa do problema.

As equagdes de movimento nesse caso sio

R 81
Rab - Egub = ?Tab/ (450)
V,Vip -V +P—¢R=0 (4.51)
‘ ? " 16m '
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onde o ¢ subscrito denota a derivada da fun¢io em relagio a ¢ e o tensor momentum-energia é
1 C
Ty = VoV - Egab(chjv ¢ +2V). (4.52)

Observe que para F(¢) = 1 recuperamos o resultado usual.

Para uma cosmologia plana (k = 0) e um campo escalar homogéneo ¢ = ¢(7) temos

41, .
H? = §(¢2 +2V) (4.53)
) . 3F, .
¢+3Hp+V,+ g(H +2H2) =0 (4.54)
H = —4?%2 (4.55)

Introduzindo novamente o volume v dado por 9/v = 3H, o potencial harménico V(¢) =

m*@?/2, e agora as varidveis

x=mp, y=¢ (4.56)
teremos o sistema de equagbes
4m
2 _ 2 .2
. 47
H=——1? 4,
T (4.58)
3F 3F
}'/+3Hy+mx—2—;y2+4—7fH2:0 (4.59)

finalmente, para facilitar a anilise das solugdes mudamos a varidvel temporal de acordo com a

relagdo t = mt,

Y=y (4.60)
y =-x-3hy+ %%yz + i—ZFq,hz (4.61)
v = 3hv (4.62)
- % 2 (4.63)

onde a linha () denota as derivadas com respeito a t e h = H/m. A equagio de Friedmann, que
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é a equagio de vinculo (que representam as superficies onde H é constante) agora se torna

4m
W = iE (x* + %) (4.64)

Para o acoplamento nio-minimo, tomamos F(¢) = 8m(1+ ). Neste caso, as superficies (4.64)
para h constante sio mostradas na figura 4.6. Note que a presenga do acoplamento nao minimo

deforma as superficies de H constante, e quebram a estabilidade do sistema, que perde o ponto

de atrator em (0, 0).

T II T /’ T T

— H=1.0

= H=0.8333333333333334
- H=0.6666666666666666

Figura 4.6: Retrato de fase para o inflaton na presenca do acoplamento nio-minimo. As super-
ficies onde o pardmetro de Hubble H ¢ constante sdo mostradas pelas elipses coloridas.

Para a fungio de densidade de probabilidade, procedemos da mesma forma que em [202]:
uma vez escolhida uma superficie com H constante como ponto de partida para pontos uni-
formemente distribuidos, calculamos como as trajetérias, dadas pelas equagbes de movimento,
se espalham até alcancarem uma outra superficie H; num instante posterior. Apresentamos o
resultado preliminar na figura 4.7. A caracteristica mais marcante nesse caso ¢ a falta de um
dos ramos, como apresentados na figura 4.5. Isso se deve ao espalhamento das 6rbitas, dada a
deformagio das superficies com parimetro de Hubble constante. Até o momento é especulativo

dizer que processos inflaciondrios com acoplamento nio-minimo néo sio favorecidos, uma vez
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que sua probabilidade de ocorréncia ¢ menor. Para confirmar é necessirio calcular precisamente
a probabilidade e realizar uma investiga¢do no espaco de pardmetros, onde possamos calcular a

probabilidade também como fungio de &, o pardmetro de acoplamento.

1 2 I T T T 1 1

10} .

log|f(¢)]

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

¢

Figura 4.7: Logaritmo da fungio densidade de probabilidade f(¢p) induzida em superficies de
H constante na presenca do acoplamento minimo. A massa do inflaton aqui foi tomada como
m=1.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese analisamos as implicages de alguns modelos que tentam incorporar efeitos quinticos
de gravitagdo. Vamos aqui sumarizar e discutir os principais resultados obtidos, e propor possiveis

linhas a serem seguidas, em cada um dos temas trabalhados.

5.1 Sobre a esfera fuzzy

Apresentamos uma investigagio do espectro de drea de uma esfera bidimensional, sujeito a cor-
re¢des oriundas de flutuagées quanticas do espago-tempo. Calculamos o espectro de drea a partir
da expansio assintética do nicleo da equagio de calor.

Observamos nessa abordagem uma correc¢io exponencial que descresce rapidamente no li-
mite cldssico (comutativo), e como o parimetro que controla a ndo-comutatividade pode estar
relacionado com o nimero de quanta de drea em propostas de gravitagio entrépica [134].

Esperamos que isso possa ajudar a esclarecer como podemos identificar efeitos quénticos
gravitacionais através de observagdes de buracos-negros cosmolégicos e pela possivel criagdo de

mini-buracos negros no grande colisor de hidrons, e estabelecer possiveis limites experimentais.

5.2 Grafeno em um espago de fase nao-comutativo

Aqui apresentamos um estudo das propriedades termodinimicas do grafeno em um espago de
fase ndo-comutativo, na presen¢a de um campo magnético estitico e constante. Utilizamos
as solugdes apresentadas em [105] para o espectro de energia do operador Hamiltoniano para

construir a fungdo de parti¢do candnica, usando a férmula de Euler-Maclaurin para calculd-la
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numericamente.

Determinamos entdo as fung¢ées termodinimicas, como mostrado nas figuras 2.8, 2.9, 2.10
e 2.11. Elas exibem um pequeno desvio do comportamento usual (sem a nio-comutatividade),
que se dissipa no limite de altas temperaturas.

Enfatizamos que uma vez que se tenha medidas precisas das propriedades térmicas do gra-
teno, podemos utilizd-las como uma forma de se impor limites experimentais para os parimetros
de nio-comutatividade. Também, esperamos poder utilizar a ndo-comutatividade como um mo-

delo efetivo para as propriedades térmicas do grafeno.

5.3 Quebra da invariancia de Lorentz em cendrios curvos

Construimos uma geometria de seis dimensées espago-temporais que implementa a quebra da
invariancia de Lorentz, mantendo um graviton nio massivo na teoria efetiva quadridimensional.
Isso viabiliza o estudo de teorias com quebra da simetria de Lorentz, uma vez que é possivel
recuperar a teoria efetiva esperada. O preco pago por isso € que a constante cosmoldgica no bulk
passa a depender da dimensdo extra.

Uma extensio imediata do trabalho é a inclusdo de outros operadores implementado a quebra

da simetria, como contragées s"R , , envolvendo o tensor de Riemann. Também, é interes-

abc
sante calcular o espectro de Kaluza-Klein nesse cendrio, o que possibilita calcular a corre¢do no
potencial gravitacional e assim encontrar um limite experimental/fenomenolégico para o para-
metro A que controla a quebra da simetria de Lorentz. Uma outra questio ¢ se ¢ possivel realizar

uma solug¢do como a nossa no contexto de supergravidade: isto ¢, se é possivel “deduzir” esse

cendrio a partir de supergravidade.

5.4 Correcoes do potencial gravitacional devido a quebra da in-
variancia de Lorentz

Apresentamos modifica¢des induzidas pela quebra espontinea da simetria de Lorentz no po-
tencial gravitacional. As modificagées foram calculadas em um modelo particular do chamado
Modelo Padrio Extendido (MPE), chamado modelo bumblebee, através da amplitude de espa-

lhamento para uma interagio simples entre duas particulas massivas e distinguiveis.

102



O célculo da amplitude de espalhamento mostra corregdes jd a nivel de drvore, onde en-
contramos corre¢des de primeira ordem no parimetro de quebra &, que selecionam uma dire¢do
preferencial no espago através de um vetor b,,, em um efeito anlogo a polarizagio. Esse resultado
estd de acordo com o célculo realizado na aproximagio pés-Newtoniana no setor gravitacional
do MPE.

A correcdo de segunda ordem em & exibe um termo de corre¢do do tipo delta que é inde-
pendente do vetor b#. Esse termo deve se mostrar importante apenas em distincias curtas, onde
seria necessrio considerar termos de alta ordem na curvatura. Um célculo semelhante foi rea-
lizado em gravidade de Hotava—Lifshitz [203]. E interessante uma andlise mais detalhada do
modelo, como corre¢des de mais alta ordem e/ou o cilculo exato para o propagador do graviton

nesse cenario.

5.5 Inflagdo e acoplamento ndo-minimo

Vamos discutir o ponto principal da nossa investiga¢io, uma vez que este é¢ um estudo ainda em
andamento. A estrutura simplética do espago de fase do sistema (composto pelo campo escalar
acoplado com o campo gravitacional) permite a construgio de uma medida (elemento de volume)
sobre ele. Essa medida permite o calculo de probabilidades, e estamos interessados na probabi-
lidade de uma dada condi¢do inicial para o sistema evoluir para um estado que seja compativel
com as observagdes. Essa probabilidade depende da escolha do pardmetro de Hubble. Assim,
assumindo-se uma distribui¢do uniforme de condigées iniciais para o sistema em uma superficie
inicial H = H;, a medida da separagio entre essas trajetérias num instante posterior induz uma
tuncio de densidade de probabilidade, preservando assim o teorema de Liouville. Introduzindo
um acoplamento nio-minimo entre o campo escalar e o campo gravitacional modificamos as
superficies de H constante, o que implica em uma variagio na probabilidade dependente do pa-
rimetro de acoplamento . Uma vez que a fung¢do densidade de probabilidade tem o seu perfil
modificado, vamos prosseguir com um cédlculo mais preciso para a probabilidade, comparando
com o caso de acoplamento minimo e os limites observacionais, concluindo com o favorecimento

experimental ou ndo de modelos inflaciondrios com acoplamento nio-minimo.
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Apéndice A
Sistema de Unidades Naturais

Valores numéricos para medidas sio (na maioria) obtidos por comparag¢io com algum valor de
referéncia, tomado como padrdo. Quando dizemos que algo tem dez metros de comprimento
por exemplo, subtende-se que temos uma distdncia que é dez vezes maior o valor de referéncia

para o metro, que é !

O metro é o comprimento do caminho viajado pela luz no vicuo durante o intervalo de

tempo de 1/299792 458 de um segundo.

De forma semelhante, existe um padrio adotado para o segundo, baseado nas oscilagbes
de um isétopo de Césio. A ligdo aqui é que, uma vez que tenhamos uma unidade definida e
reprodutivel, as outras medidas sejam apenas multiplas daquela quantidade.

O numero de unidades fundamentais, assim como a dimensio de qualquer quantidade fisica
descrita em termos dessas unidades, é completamente arbitrdrio: elas representam diferentes
maneiras de representar os mesmos fatos. Assim, a escolha de um conjunto de unidades funda-
mentais é ditado pela sua conveniéncia, clareza e universalidade no seu campo de aplicagio.

O Sistema internacional de unidades (SI) é bastante difundido pelo mundo, e é construido
a partir de sete unidades base. Estas unidades sdo tomadas na nossa escala quotidiana, onde
nossa intuigdo vive. Por exemplo, as unidades [M], [L] and [T'] de massa, comprimento and tempo
(respectivamente kilograma, metro e segundo) sio escolhidas como unidades base, enquanto outras

unidades sio derivadas, como

Lcomo descrito em http://www.bipm.org/en/CGPM/db/17/1/.
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Quantidade Dimensoes Unidades

Velocidade [LI[T]! 1ms™
Momento angular [LPP[M][T]! 1kgms™!
Energia [LPP[M][T]? 1kgms™2=1]

da mesma forma, existem unidades-base para temperatura (Kelvin), intensidade luminosa (Can-
dela), e assim sucessivamente

Acontece que as unidades do SI nio sio adequadas para lidarmos com quantidades que sdo
ou ridiculamente pequenas ou ridiculamente grandes, pois as expressdes que descrevem fendme-
nos nesses reinos acabam se tornando frequentemente muito complicadas e assim o excesso de
parimetros pode dificultar a identificagdo do contetdo fisico essencial. Por exemplor, escrever

quantidades como

Massa do préton  m,, = 167262158 x 10" kg
Raio do préton 1, = 0.8775(51) X 107 m

todo tempo pode se tornar um pouco incémodo.

A.1 Fisica de Particulas

A Fisica de particulas ¢ fundamentada na Relatividade Especial e na Mecanica Quantica. A

constante mais importante da Relatividade Especial é a velocidade da luz no vicuo?,

c=299792458ms, (A1)

ao passo que na Mecinica Quintica as constantes caracteristicas sdo a constante de Planck h,

usualmente apresentada em sua versio “normalizada” 713

i =1.054571726 x 107347 s, (A.2)

e a constante de Boltzmann*

kg =1.3806488 x 1072 JK . (A.3)

2Valor segundo CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?c
3Valor segundo CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?hbar
#Valor segundo CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?k
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Assim, parece apropriado definir c, i, e kg como unidades fundamentais de velocidade, agdo e
entropia respectivamente. Isso significa que tomamos essas quantidades como unitdrias e adi-

mensionais,

c=1, h=1, ky=1, (A.4)

de tal forma que elas ndo aparecem explicitamente como parimetros. Por exemplo, o invariante

de energia na Relatividade Especial, normalmente escrito como E? = p?c? + m?c?, se torna

E>=p? +m? (A.5)

na nossa nova escolha de unidades.
Note que a primeira escolha em (A.4) implica que as dimensées de tempo e comprimento
estdo relacionadas:

[c] = [L] =1 = [L]=[T] (A.6)

[T]
Logo, espago e tempo estdo em pé de igualdade, refletindo a caracteristica principal do principio
da relatividade que é como espago e tempo sdo entrelagados um ao outro.

De uma forma semelhante, a segunda escolha em (A.4) implica na relagdo

[A] = [ElIT]=1 = [T]=[E]"! (A.7)

entre as unidades de energia e tempo, e por ultimo, a escolha de uma constante de Boltzmann

normalizada implica

[ks] = [E][O]" =1 = [©] = [E], (A.8)

onde [®] denota a unidade de temperatura.
Com essas escolhas, todas (pelo menos as quantidades de interesse para a teoria) as outras
unidades sio derivadas como alguma poténcia da unidade de energia, que é frequentemente

escolhida como sendo o elétron-volt®:

1
LeV = o ii50034 x 10 (A.9a)
~ 1.602176566 x 10717 (A.9b)

>Fator de equivaléncia do CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?jev
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Por exemplo, em unidades SI um préton® tem uma energia de repouso

E, = m,c? (A.10a)
= (1672621777 x 1077 kg) X (299792 458 m s )2 (A.10b)
_ 6.241509 ?1’4} X107eV (1672621777 x 107 kg) x (299792458 ms 1) (A.10¢)
— 9.38272046 x 108 eV (A.10d)
— 0.938 272 046 GeV; (A.10¢)

enquanto que em unidades naturais escrevemos m, = 0.938 GeV ou m, = 0.938 GeV/c?, para
mostrar explicitamente que a quantidade é uma medida de massa.

Assim, para converter uma quantidade para o sistema natural de unidades nés devemos
multiplici-la por uma combinagio de poténcias de c, #i e kg de tal forma que o resultado fi-
nal tenha unidade de energia a alguma poténcia. Por exemplo, para a unidade de comprimento

[L] devemos ter

[*c/IIL] = [EF[LPTT, (A.11)
o que nos dd x = y = —1. Entio, se tivermos uma régua de um metro, nés podemos dizer que
ela mede
1
Im=—1m (A.12a)
fic
1m
= A.12b
(1.054 571726 x 10734 ] s) X (299792458 ms ™) ( )
1 1
_ J _ _—— —  (A120)
6.241509 34 x 10*° eV (1.054 571726 x 107 ] s) X (299792458 ms ™)
=5.06773094 x 10°eV ! (A.12d)

ou 5.06773094 eV ic para explicitar que se trata de uma medida de comprimento. Similar-

mente, para temperatura procuramos uma combinagio

[ks][©] = [EFILIZ[TT*[0]*, (A.13)

o que nos di z = 1; logo, a temperatura do Sol, 5.778 K pode ser expressa no nosso novo sistema

Valor CODATA para sua massa em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mp
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de unidades como

5.778K = ky 5.778 K (A.14a)
= (1.3806488 x 103 ] K1) x 5.778 K (A.14b)
_ 6241509 ?1’4} x107ev (13806488 x 108K 1) x 5.778K  (A.14c)
= 0.4979 V. (A.14d)

A.2 Unidades de Planck

No estudo da Gravitagdo Quantica, um conjunto bastante importante de unidades sio as uni-

dades de Planck, que define ndo s6 i =1, c = 1 e kg = 1, mas também cinco constantes fisicas,
+ Constante gravitacional de Newton”: G = 6.67384 x 10" m3kg 12
« constante de Planck normalizada: # = 1.054 571726 x 1074] s
* velocidade da luz no vicuo: ¢ = 299792458 ms™!
* Permissividade do vacuo® ?1%: (4mey)™t, where ¢, = 8.854187817 X 10712Fm™!

* Constante de Boltzmann: kz = 1.3806488 x 1072 JK

como sendo adimensionais e iguais a um:

h=1 c=1 G=1, (dne)'=1 ky=1. (A.15)

A partir desse conjunto de unidades, derivamos as outras através de combinagdes de poténcias
dessas unidades fundamentais.

Como nds temos

"Valor CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?bg
8Valor CODATA em http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?ep0
9Valor exato, pelas definigdes para as unidades ampére e metro
01F=1s*A2m—2kg !
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Simbolo dimensio
[LP[M]T]?
[LP[MI'[T]

c [LI'[T]™
[
[

LIP M TPIQP
LPIMT[TT?[O]

para recuperar uma medida de comprimento, devemos ter a combinagio
[L] — [CxGth] — [L]x+3y+22[M]—y+z[T]—x—Zy—z, (A.16)

uma vez que as constantes de permissividade e de Boltzmann nio contribuem. Resolvendo o

sistema de equagio acima encontramos

x=-32, y=1/2, z=1/2; (A.17)

/Gh

chamado comprimento de Planck, n6s concluimos que qualquer medida de comprimento pode ser

assim, definindo-se a quantidade

expressa como um multiplo do comprimento de Planck. Prosseguindo da mesma forma para as

unidades de massa e tempo, encontramos os sistemas de equagdes

x+3y+2z2=0
—y+z=1 (A.19)
-x-2y-z=0
e
x+3y+2z=0
—y+z=0 (A.20)
-x-2y-z=1

respectivamente, o que nos dd as solugoes

x=12,y=-1/2,z=12 e x=-52,y=1/2,z=1)2 (A.21)
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nos dando as seguintes quantidades:

Nome Dimensdo Expressio  Valor em unidades SI
hG
Comprimento de Planck [L] lp = = 1.616199 x 107° m
f
Massa de Planck Ml mp = 4 /Ec 2.176509 x 10~ kg
hG
Tempo de Planck [T] tp = = 5.391060 x 107 s

Semelhantemente para carga devemos ter

[Q] = [cHY(4reo)’] = [LI*##[MP T V#[Q1* = x=1/2,y=1/2,z=1/2,

(A.22)
e para a temperatura
[O] = [C*GVIFKY] = [L]+3+2s+ 20 M]-v+=+ [ T|x-2-2-20[ @] (A.23)
o que implica na solugio
x=52,y=-12,z=12, w=-1, (A.24)

resultando nas quantidades

Nome Dimensao  Expressao Valor em unidades SI
Carga de Planck [Q] gp = VAneghc 1.875545957 x 10718 C
hcd
Temperatura de Planck [®] Tp = G—;z 1.416 833 x 102K
B
Podemos ver como as unidades de Planck podem simplificar as equagbes observando alguns
exemplos:
Unidades SI Unidades de Planck
Lei da gravitagdo de Newton F = —Gmsz F = _mlgiz
r r
1
Lei de Coulomb F=- Ntz F=-1%
e, 1? r?
Equagio de Einstein Gy = 8nGTy, Gy = 8nT,,
Invariante de Energia da Relatividade Especial E? = m?c* + p*c? E? = m? + p?
Entropia de Boltzmann S =kglogQ S =1logQ
Agpkgc® A
Entropia de Bekenstein-Hawking Spy = % Spy = %
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A.3 Observagoes

E importante enfatizar dois fatos:

* A escolha de um sistema natural de unidades é a normalizagio de um pequeno conjunto
de constantes (torni-las unitirias e adimensionais); contudo, nio é possivel normalizar
qualquer conjunto de constantes simultaneamente. Por exemplo, nao podemos normalizar
simultaneamente a massa do elétron e a massa do préton, pois assim estariamos afirmando
que ambos possuem a mesma massa. Definindo-se a massa do elétron como sendo igual

a um, a massa do préton deve ser = 1836.153;

* A despeito do fato de que ndo é possivel normalizar qualquer conjunto de constantes, ainda

existem vdrias possibilidades de normaliza¢do: por exemplo,
— Em Relatividade Geral é comum escolher simplesmente ¢ = 1e G = 1 quando ndo se
lida com sistemas quénticos; este sistema é conhecido como unidades geometrizadas,

— Em unidades de Planck, as vezes é conveniente escolher 8tG = 1 ao invésde G = 1:

o sistema de unidades resultante é conhecido como unidades de Planck reduzidas;
— Em Cromodinimica Quantica (QCD), a teoria das interagdes fortes, uma escolha

bastante conveniente é ¢ = m, = /i = kg = 1, onde m,, é a massa do préton.
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