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Resumo
Neste trabalho, estudamos as propriedades do transporte de partí
ulas em sistemasmesos
ópi
os. Na primeira parte, usamos o modelo proposto anteriormente por Zapperiet al. (Phys. Rev. Lett. 86, 3622 (2001)) para des
rever o transporte de partí
ulassuperamorte
idas e interagentes no estado esta
ionário, na presença de um obstá
ulo parao �uxo, e 
on�nadas em um 
anal 
om largura da ordem do 
omprimento 
ara
terísti
odo sistema. Com este modelo, obtivemos uma equação diferen
ial de primeira ordemnão-linear, 
uja solução em 1D é 
apaz de des
rever a densidade ao longo de um 
anal2D para diferentes sistemas de partí
ulas (e.g., vórti
es em super
ondutores, 
olóides epedestres, todos simulados por dinâmi
a mole
ular) e diferentes tipos de obstá
ulos (e.g.,uma barreira de energia, um 
anal 
om uma 
onstrição e uma rede de pinos no 
entrodo 
anal). Observamos que este modelo pode ser usado para des
rever o es
oamento dequalquer sistema de partí
ulas superamorte
ido, desde que as interações entre elas possamal
ançar distân
ias maiores que os primeiros vizinhos.Na segunda parte deste trabalho, estudamos o es
oamento de partí
ulas interagentes(não ne
essariamente superamorte
idas) 
on�nadas por paredes assimétri
as. Aqui o ob-jetivo é des
rever a dinâmi
a de pedestres e a dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores.Em ambos os sistemas, as paredes assimétri
as são responsáveis pela introdução de umsentido preferen
ial para o �uxo. No 
aso da dinâmi
a de pedestres, estudamos as pro-priedades do sistema quando os pedestres andam em sentidos opostos. Veri�
amos queeste 
on�namento induz uma ordem responsável pela maximização do es
oamento. Estaordem pode ser destruída quando variamos a densidade, a velo
idade, a razão entre alargura do 
anal e a sua rugosidade, o ruído externo e a assimetria do 
anal. Veri�-
amos também que as transições de ordem-desordem neste sistema são a
ompanhadas demetaestabilidades e 
i
los de histerese. No 
aso de vórti
es em super
ondutores, veri�-
amos que, para pequenos 
ampos de 
omensurabilidade entre o número de �
atra
as� eo número de vórti
es, o sistema apresenta múltiplas transições de depinamento.



Abstra
t
In this work we investigate the transport properties of parti
les in mesos
opi
 systems.In the �rst part, we use the model originally proposed by Zapperi et al. (Phys. Rev. Lett.86, 3622 (2001)) to des
ribe the steady-state transport of overdamped parti
les in thepresen
e of an obsta
le and 
on�ned to a 
hannel with width of the order of the 
hara
-teristi
 size of the system. With this model, we obtain a non-linear �rst-order di�erentialequation, whose solution in 1D is 
apable to des
ribe the behavior of the parti
le densityalong a 2D 
hannel for di�erent parti
le systems (e.g., super
ondu
ting vorti
es, 
olloidsand pedestrians, all simulated with mole
ular dynami
s) and obsta
le types (e.g, one en-ergy barrier, a 
hannel 
onstri
tion and a network of pinning 
enters). We observe thatsu
h a model 
an be used to represent the �ow of any system of overdamped parti
les,as long as the intera
tions between them 
an rea
h a distan
e greater than only the �rstneighbors.In the se
ond part of this work, we investigate the �ow of intera
ting parti
les (notne
essarily overdamped) 
on�ned to a 
hannel of asymmetri
al walls. Here the main ob-je
tive is to des
ribe through mole
ular dynami
s te
hniques both the �ow of pedestriansas well as the transport of super
ondu
ting vorti
es through irregular 
hannels. In both
ases, we observe that the asymmetry of the 
on�ning walls 
an indu
e a preferential di-re
tion to the �ow. In the 
ase of pedestrians, our results indi
ate that, when two groupsof people move in opposite dire
tions in a rat
heted type of 
orridor, this indu
ed orderis also responsible for �ow maximization. This order 
an be destroyed, however, when we
hange the total number of parti
les in the system, their target speed, the amplitude ofthe external added noise or the degree of the asymmetry of the 
hannel. We also observethat the order-disorder transitions in this system are usually followed by metastability andhysteresis 
y
les. In the 
ase of super
ondu
ting vorti
es, multiple depinning transitionsare observed when there is a small 
omensurability �eld between the number of rat
hetsin the 
hannel and the number of parti
les (vorti
es) in the system.
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idade média em função dotempo para diferentes densidades no sistema 
om 
ondições de 
ontornoabertas. (b) Con�guração �nal para o sistema 
om P0 = 0.2 e um timestep de 800 para um sistema 
om 
ondição de 
ontorno aberta. . . . . p. 4719 Diagrama de fase obtido por T. Nagatani (Physi
a A 300, 558 (2001)),mostrando os diferentes regimes de es
oamento dos pedestres em um
orredor 
om uma 
onstrição. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 4820 Dispositivo tipo 
atra
a idealizado por Feymann na tentativa de violar asegunda lei da termodinâmi
a. Este dispositivo 
onsiste de duas 
aixas degás mantidas à temperatura T1 = T2 = T . Numa 
aixa temos uma roda
om paletas e na outra temos um dispositivo tipo 
atra
a, ligados porum eixo que possui uma polia ligada a um peso. A questão proposta porFeymann era se este dispositivo poderia realizar um trabalho me
âni
o
apaz de levantar o peso preso à polia. Segundo a hipótese de Carnot istoseria impossível. No entanto, à primeira vista vemos que isto é possível,mas se olharmos mais de perto podemos ver uma série de 
ompli
ações,(para maiores detalhes 
onsultar Le
ture of Feymann Vol 1, 
apítulo 46.) p. 4921 Diagrama ilustrando o me
anismo do efeito 
atra
a reverso tirado de C.C. S. Silva et al. (Nature 440, 651 (2006)). (a) Diagrama da 
on�guraçãode equilíbrio para n = 1 − 4 (n é o número de vórti
e por poten
ial tipo
atra
a). Podemos ver a alternân
ia entre os mínimos de energia quando
n é par ou ímpar. (b) Esquema demonstrando o me
anismo 
atra
aquando a rede de vórti
es é submetida a uma força a
. As setas vermelhasindi
am a direção da força, os quadros 
om 
or de fundo indi
am ondeo
orre o movimento ma
ros
ópi
o das partí
ulas �vórti
es�. . . . . . . p. 5022 Diagrama de fase experimental obtido por C. C. S. Silva et al. (Nature440, 651 (2006)) mostrando as fases dinâmi
as da rede de vórti
e, bem
omo as regiões onde o �uxo da rede de vórti
es é direto (verde) oureverso (vermelho). Podemos notar que o efeito 
atra
a o
orre próximoda transição super
ondutora, região onde há uma grande �utuação daenergia, 
ondição ne
essária para que possamos observar o efeito 
atra
a. p. 51



23 Figura obtida de S. Matthias et al. (Nature 424, 54 (2003)) mostrando(a) membranas de sili
one 
apazes de atuar 
omo �ltros para partí
ulasmassivas 
om diferentes tamanhos. O pro
esso de transporte nesses sis-tema depende muito da razão entre o tamanho da abertura e o tamanhoda partí
ula. Ajustando o tamanho da abertura, este sistema pode serusado na separação de partí
ulas de diferentes tamanhos. (b) Foto obtidapor mi
ros
opia eletr�ni
a de varredura dos poros assimétri
os em umaamostra de sili
one.(
) Mi
ros
opia eletr�ni
a de varredura obtida emum poro da amostra em (b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5224 Figura obtida de S. Matthias et al. (Nature 424, 54 (2003)), mostrando adependên
ia da 
orrente d
 obtida por apli
ar uma pressão a
 no sistemada Fig. 23. Este grá�
o mostra uma 
lara reversão do efeito 
atra
anestes sistemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5225 Figura obtida por I. Derényi (Appl. Phys. A 75, 217 (2002)), mostrando(a) o poten
ial que um átomo sente ao difundir por uma superfí
ie irreg-ular 
omo mostrado em (b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5326 Figura obtida originalmente por P. J. Pablo (Surf. Interfa
e Anal. 30,278 (2000)) e adquirida de I. Denényi (Appl. Phys. A 75,217 (2002)),mostrando a evolução da superfí
ie de uma �ta de ouro.(a) Uma estru-tura 
laramente granular pode ser observada em grãos 
om tamanho deaproximadamente 25 nm, (b) superfí
ie da �ta de ouro após 40h subme-tida a uma densidade de 
orrente d
 
om 1.6 × 1011A m−2 
om 25 mA,os grãos tiveram um 
res
imento de aproximadamente 100 nm, (
) a su-perfí
ie da �ta de ouro após 24 h de 
orrente a
 sob os mesmo valoresde (b), neste 
aso pode se observar o 
res
imento dos grãos, formandoterraços 
omo mar
ado por 
ír
ulos bran
os na amostra. . . . . . . . . p. 54



27 (a) Per�l de densidade para uma rede de vórti
es em um 
anal fe
hado emtodas as direções, submetida a uma força externa F 
ontra a parede em
x = 0. Este resultado foi obtido por simulações de dinâmi
a mole
ularapós o sistema atingir o estado de equilíbrio me
âni
o. Os resultadosmostrados nesta �gura são para uma rede 
om N = 576 vórti
es emum 
anal 
om largura L = 4.0 λ , submetidos a uma força externa
F = 1.0f0 
ontra a parede em x0. (b) Per�l de densidade ao longodo 
anal para diferentes valores da força externa e diferentes número devórti
es. Podemos notar que os per�s de densidade 
olapsam em umamesma 
urva, mostrando que o parâmetro a é invariante para um grandeintervalo de valores da densidade e da força externa. . . . . . . . . . . p. 6328 Parâmetro a em função da largura do 
anal para diferentes valores dadensidade e da força externa. A linha preta 
ontínua des
reve o ajustedas 
urvas obtidas através de simulações de dinâmi
a mole
ular por umafunção 
ontínua. Os parâmetros do ajuste são A = 2.74 B = 0.19. Alinha preta tra
ejada representa o valor obtido por Zapperi et al. paraum sistema aberto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6429 Con�guração �nal para uma rede 
om N = 216 de vórti
es, 
on�nadosem todas as direções, em um 
anal de largura L = 4λ sofrendo a ação deuma força externa F = 1.0 f0. Podemos notar que existem dois diferentes
omportamentos para a 
on�guração dos vórti
es neste sistema: um parao interior da amostra, onde o me
anismo de redução de 
amadas podeser veri�
ado, e outro para as borda do material, onde há um gradienteda 
on
entração de vórti
es na direção x. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6530 (a) Modelo usado para estudar o 
omportamento dinâmi
o da rede devórti
es es
oando por um 
anal 
om uma barreira de energia 
omo obs-tá
ulo para o �uxo. A força devido ao obstá
ulo F S só atua sobre osvórti
es numa pequena faixa de 
omprimento lo
alizada em x1 e x2. (b)Densidade ao longo do 
anal é mostrada em 
ódigo de 
ores. . . . . . . p. 6631 Comparação dos resultados obtidos por dinâmi
a mole
ular, para um
anal 
om uma barreira de energia 
omo obstá
ulo para o �uxo, 
om osresultados obtidos por integração numéri
a da Eq. (2.31). Para diferentesvalores da energia da barreira ∆U e diferentes números de vórti
es N . . p. 67



32 Ajuste das 
urvas obtidas por dinâmi
a mole
ular (preta) 
om a soluçãoanalíti
a do nosso modelo dada pela Eq. (2.32) (vermelha). . . . . . . p. 6833 Modelo do 
anal 
om uma 
onstrição, usada 
omo obstá
ulo para o �uxo. p. 6934 (a) Ajuste das 
urvas obtidas por dinâmi
a mole
ular 
om a soluçãoanalíti
a de nosso modelo, em um 
anal 
om uma 
onstrição para duasforças diferente. Os 
ír
ulos representam os resultados obtidos por si-mulações de dinâmi
a mole
ular e as linhas tra
ejadas representam osajustes analíti
os feitos 
om a Eq. (2.32). Os resultados aqui mostradossão para um 
anal 
om N = 1333 e 
om seção transversal y1 = 8.0 e
y2 = 5.5. (b) Curvas obtidas para a seção transversal efetiva do 
analpara duas forças diferentes e 
om o per�l de densidade mostrado na Fig.34(a). A seção transversal efetiva en
ontrada foi y1 = 9.76 e y2 = 7.41para F = 1.0 e y1 = 9.82 e y2 = 7.40 para F = 0.10. Os valores en
on-trados são maiores que a seção transversal do 
anal y1 = 8.0 e y2 = 5.5. p. 7035 Modelo de um 
anal 
om uma rede de pinos 
omo obstá
ulo para o �uxo.Consideramos o poten
ial de interação entre os pinos e os vórti
es 
omosendo: 1) um poten
ial de atração in�nito, 2) um poten
ial de atração�nito. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 7236 Grá�
os obtidos para uma rede de vórti
es es
oando através de um 
anal
om uma rede de pinos 
om poten
ial de interação in�nito. As 
urvassão obtidas para um 
anal 
om largura L = 8.7λ 
om N = 300 vórti
esem movimento e 210 vórti
es pinados. (a) Per�l de densidade para umarede de vórti
es para diferentes valores da força externa. (b) Fluxo parauma rede de vórti
es para diferentes valores da força externa. (
)Ajustedo per�l de densidade obtido para uma rede de vórti
es. Os 
ír
ulospretos representam os valores obtidos por simulação de dinâmi
a mo-le
ular para um 
anal de largura L = 8.7λ 
om uma força externa de
F = 1.0f0. A linha vermelha 
ontínua é o per�l de densidade obtido pelasolução analíti
a do nosso modelo. Os parâmetros usados no ajuste 
on-
ordam até a segunda 
asa de
imal 
om os valores obtidos por dinâmi
amole
ular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 73



37 Per�l de densidade em 
ódigo de 
ores para a rede de vórti
es es
oandoatravés de um 
anal 
om uma rede de pinos 
om poten
ial de interaçãoin�nito para diferentes valores da força externa, a)F = 0.05f0, b)F =

0.10f0, 
)F = 0.50f0, d)F = 1.0f0, e)F = 5.00f0 e f)F = 10.00f0. . . . p. 7438 (a) Fluxo da rede de vórti
es através de um 
anal 
om uma rede depinos 
om poten
ial �nito distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal.Podemos ver que o �uxo é nulo quando a força externa é su�
ientementepequena F = 0.05f0. Os resultados mostrados são para um 
anal 
om
N = 510 vórti
es. O 
anal tem uma seção transversal de y = 8.7λ. (b)Per�l de densidade obtido para 
anal 
om uma rede de pinos 
om poten-
ial �nito distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal. Os per�s dedensidade aqui mostrados são equivalentes aos �uxos mostrados na Fig.38(
). Podemos ver que o per�l de densidade é linear desde que Φ → 0.(
) Per�l de densidade para 
anal 
om uma rede de pinos, 
om poten
ial�nito, distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal. Podemos notarque para forças externas su�
ientemente grandes F > 10f0 os obstá
u-los não podem produzir nenhum gradiente de 
on
entração ao longo do
anal, fazendo 
om que o per�l de densidade seja 
onstante e dado pelarazão J/F . (d) Comparação entre os resultados obtidos por dinâmi
amole
ular 
om a solução analíti
a dada pela Eq. (2.32). Podemos verboa 
on
ordân
ia entre os resultados. Os parâmetros �
orrente de vór-ti
e e densidade ini
ial �, usados para fazer a 
urva analíti
a, 
on
ordamaté segunda 
asa de
imal 
om os valores obtidos por dinâmi
a mole
ular. p. 7639 Per�l de densidade em 
ódigo de 
ores para a rede de vórti
es es
oandoatravés de um 
anal 
om uma rede de pinos 
om poten
ial de interação�nito para diferentes valores da força externa, a)F = 0.05f0, b)F =

0.10f0, 
)F = 0.50f0, d)F = 1.0f0, e)F = 5.00f0 e f)F = 10.00f0 . . . . p. 77



40 Força de interação entre as partí
ulas para diferentes sistemas em funçãoda distân
ia r . Para vórti
es em super
ondutores a a força de interaçãoé dada pela função de Bessel modi�
ada de primeira ordem F vv(r) ∝
K1(r), para 
olóides a força é dada pelo poten
ial de Yukawa F cc(r) ∝
(1 − κ) exp(−κr)/r2, onde κ = 0.8 é o inverso do al
an
e do poten
iale para pedestres a força é dada por uma função exponen
ial segundo omodelo de D. Helbing (31, 32) F pp(r) = A exp(d − r), onde A = 10 éuma 
onstante e d = 0.5 é o diâmetro do pedestre. . . . . . . . . . . . . p. 7841 (a) Per�l de densidade obtido para um sistema 
oloidal 
on�nado emum 
anal em todas as direções. O per�l de densidade mostrado aqui épara um 
anal 
om N = 630 e largura L = 3.0 
om uma força externa
F = 1.0. (b) Per�s de densidade para diferentes valores do número departí
ulas e diferentes valores da força externa. . . . . . . . . . . . . . p. 8042 Parâmetro a em função da largura do 
anal para diferentes números departí
ulas e diferentes valores da força externa. A linha 
ontínua pretarepresenta o ajuste feito nas 
urvas obtidas por simulações de dinâmi
amole
ular, Os parâmetros obtidos no ajuste foram A = 0.78, B = 1.86 e
C = 0.33. A linha tra
ejada representa o valor do parâmetro a para umsistema aberto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 8143 Con�guração �nal para as partí
ulas sendo forçadas 
ontra a parede em
x = 0 num 
anal fe
hado em todas as direções. . . . . . . . . . . . . . p. 8244 Per�l de densidade para partí
ulas suspensas, es
oando em um 
anale na presença de uma barreira de energia 
om força FB = 1.0 
omoobstá
ulo, para um sistema 
om N = 600 partí
ulas 
on�nadas em um
anal de largura L = 5.0 sendo forçada por uma força F = 4.0. A linha
ontínua representa a 
urva de densidade obtida por integração numéri
ada Eq. (2.31). O parâmetro a usado nesta equação foi obtido através doajuste feito na Fig. 42. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 8345 Per�l de densidade para partí
ulas suspensas es
oando em um 
anal 
omuma 
onstrição. Os símbolos (
ír
ulos pretos) foram obtidos por simu-lações de dinâmi
a mole
ular, a linha 
ontínua vermelha representa oper�l de densidade obtido pela Eq. 2.32, e as linhas 
ontínuas em azulrepresentam as regiões onde os per�s de densidade não foram ajustados. p. 84



46 Con�guração �nal para um 
anal 
om partí
ulas suspensas submetidas auma força externa em um 
anal mesos
ópi
o na presença de uma 
onstri-ção. As setas indi
am o sentido do �uxo. As simulações foram feitas paraum sistema 
om N = 1250 partí
ulas 
on�nadas em um 
anal 
om uma
onstrição, 
ujas seções da parte larga e estreita são y1 = 10.0 e y2 = 2.5,respe
tivamente. As partí
ulas são forçadas por uma força F = 1.0. . . p. 8547 (a) Per�l de densidade obtido para pedestres em um 
anal 
on�nado emtodas as direções. Os símbolos (
ír
ulos) representam os resultados obti-dos por simulações de dinâmi
a mole
ular, e a linha tra
ejada representao ajuste linear desta 
urva, usando a Eq. (2.33). (b) Colapso das 
urvasde densidade obtidas para diferentes valores do número de partí
ulas e daforça externa. mostrando que o valor do parâmetro a é invariante parauma grande faixa de valores do número de partí
ulas e da força externa. p. 8848 Valor do parâmetro a em função da largura do 
anal L, obtido parapedestres 
on�nados em um 
orredor estreito, 
om tendên
ia a se movi-mentarem em direção à parede em x = 0. As diferentes 
urvas foramobtidas para diferentes valores da razão N/A e da força externa. A linha
ontínua vermelha representa o ajuste feito nas 
urvas obtidas por simu-lações de dinâmi
a mole
ular, Os parâmetros obtidos no ajuste foram
A = 6.08, B = 4.06 e C = 0.20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 8949 Per�l de densidade para N pedestres es
oando através de um 
anal delargura L = 10m e 
om uma 
onstrição de largura h = 2.5m. A 
urva
ontínua des
reve o ajuste da 
urva obtida por simulação de dinâmi
amole
ular 
om a Eq. 2.32. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9050 Geometria de um 
orredor responsável por induzir uma direção preferen-
ial para o es
oamento. Os parâmetros usados nesta �gura são: L = 10.0,
b = −3.0, w = 4.0, v = 3.0, ρ = 0.6, ξ = 0.0 and H = 1.0 . . . . . . . . p. 9251 Parâmetro de ordem 
omo função do parâmetro b. Vemos que o or-denamento preferen
ial do sistema o
orre apenas para altos valores de
|b|. Os parâmetros usados nestas simulações foram: w = 4.0, H = 1.0,
L = 10.0, ρ = 0.6, ξ = 0.0 e v = 3.0. Os resultados obtidos aqui são para20 diferentes realizações do sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 94



52 Parâmetro de ordem em função da densidade para w = 4.0,de H = 1.0,
L = 10.0,b = −4.0, ξ = 0.0 and v = 3.0. Os resultados obtidos aqui sãopara 10 diferentes realizações do sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9553 Parâmetro de ordem 
omo função do parâmetro H/w 
om w = 4.0 ,
L = 10.0, b = −4.0, ξ = 0.0 and v = 3.0. Os resultados obtidos aqui sãopara 10 diferentes realizações do sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9654 Parâmetro de ordem 
omo função do ruído externo ξi presente no sistema,para w = 4.0 
om H = 1.0, L = 10.0, b = −4.0 e v = 3.0. Os resultadosobtidos aqui são para 10 diferentes realizações do sistema. . . . . . . . p. 9755 Dependên
ia do parâmetro de ordem 
om a velo
idade, para w = 4.0
om H = 1.0, L = 10.0 e b = −4.0. Os resultados obtidos aqui são para10 diferentes realizações do sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9856 Design do 
anal usado para 
on�nar as partí
ulas. Este 
anal é respon-sável por introduzir um poten
ial tipo 
atra
a, dando um sentido prefe-ren
ial para o es
oamento quando o sistema é submetido a uma força a

om média zero. L é o 
omprimento da 
atra
a, L1 é o 
omprimento doeixo difí
il da 
atra
a, L2 é o 
omprimento do eixo fá
il da 
atra
a, H éa altura da 
atra
a e d é o espaçamento entre as 
atra
as. . . . . . . . . p. 10057 Velo
idade média da rede de vórti
es na direção x em função da forçaexterna apli
ada para diferentes valores da 
omensurabilidade entre onúmero de 
atra
a e o número de vórti
es. Estes resultados foram obtidospara uma 
atra
a de 
omprimento L = 12, 
om L1 = 3 e L2 = 9, 
omaltura H = 3.0 e espaçamento d = 0.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10158 Velo
idade média das partí
ulas em função da força externa apli
ada,para altos 
ampos de 
omensurabilidade. Este grá�
o mostra que, quandoo 
ampo de 
omensurabilidade é aumentado, as múltiplas transições plás-ti
as que o
orrem em baixos 
ampos de 
omensurabilidade desapare
em.Estes resultados foram obtidos para uma 
atra
a de 
omprimento L = 12,
om L1 = 3 e L2 = 9, 
om altura H = 3.0 e espaçamento d = 0.9. . . . p. 10259 Velo
idade média das partí
ulas em função da força externa para dife-rentes largura do 
anal. Os resultados aqui mostrados são para umadensidade ρ = 0.22. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 103



60 Resistividade elétri
a do mer
úrio em função da temperatura absoluta.Curva original obtida por H. K. Onnes em 1911, esta 
urva mar
ou ades
obeta da super
ondutividade. Isto só foi possível porque em 1908Onnes 
onseguiu liqüefazer o hélio pela primeira vez, possibilitando al-
ançar temperaturas extremamente baixas jamais al
ançada anterior-mente (51). Posteriormente, Onnes Veri�
ou que este fen�meno tambémo
orria 
om outros elementos quími
os da tabela periódi
a. . . . . . . . p. 10661 Comportamento de um super
ondutor e de um metal normal quandosubmetidos as seqüên
ias de medidas magnéti
as ZFC(zero �eld 
ooled)e FC (�eld 
ooled). Podemos ver que a magnetização de um material su-per
ondutor independe da história magnéti
a do sistema, isto não o
orrer
om um metal normal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10762 Este grá�
o mostra os avanços nas pesquisas em bus
a de materiais 
omtemperatura 
ríti
a 
ada vez mais elevada. podemos ver o aumento ex-plosivo na temperatura 
ríti
a dos materiais super
ondutores após a de-s
oberta da super
undutividade no sistema La-Ba-Cu-O, este trabalhorendeu o prêmio nobel aos pesquisadores J. G. Bednorz e K. A. Mullerem 1987 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 11063 Tabela mostrando os valores da temperatura 
ríti
a Tc, do 
omprimentode penetração λ, do 
omprimento de 
oerên
ia ξ e do parâmetro deGinzburg-Landau κ. Os valores de λ e ξ para o MgB2 não foram en
on-trados na literatura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 11464 (a) Per�s do 
ampo, h (azul), e do parâmetro de ordem super
ondutor
|ψ|2 (vermelho). (b) Linhas de 
ontorno da super
orrente (azul) em tornodo nú
leo do vórti
e. Nesta �gura temos λ = 10ξ. Figura obtida de L.E. Cabral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 11865 Figura obtida de G. Bergmann publi
ado em phys. rev. 107, 1 (1984).Este grá�
o mostra uma medida de magneto-resistên
ia em um �lme �node Cu 
om espessura de 80 
om resistên
ia R = 98Ω e um auto grau dedesordem, o livre 
aminho médio nesta amostra é da ordem de 10. Nestegrá�
o podemos ver a supressão do efeito de lo
alização fra
a quando aamostra é exposta a um 
ampo magnéti
o vemos também que este efeitoé fortemente dependente da temperatura. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 130



66 Grá�
o obtido de S. Datta, Ele
troni
 transport in mesos
opi
 systems,Cambridge Univ. Press. 1995. Estes resultados foram obtidos por exper-imentos numéri
os para ambas as 
ondutân
ias, 
lássi
a e quânti
a. A
ondutân
ia quânti
a é 
al
ulada por 
ombinar matrizes de espalhamentopara su
essivas seções, 
ada uma 
ontendo uma impureza, assumindo 
o-erên
ia 
ompleta. A 
ondutividade 
lássi
a é 
al
ulada 
ombinando ma-trizes de probabilidade e assumindo in
oerên
ia 
ompleta. Os resultadossão para um 
ondutor 
om 30 modos e 
om 600 impurezas. . . . . . . p. 13267 Grá�
o obtido por B. J. van Wees (PRL,60 848 (1988) ). Este grá�
omostra um esboço do sistema usado para fazer as medidas bem 
omo ográ�
o da resistên
ia em função da tensão apli
ada, esta 
urva é a
om-panhada de vários platores que são resultados da quantização da 
on-dutân
ia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 13368 Grá�
o obtido por B. J. van Wees (PRL,60 848 (1988) ). para a quan-tização da 
ondutân
ia equivalente a resistên
ia mostradas na Fig. 67. . p. 134
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INTRODUÇ�O

O estudo das propriedades de transporte em sistemas mesos
ópi
os é de fundamentalimportân
ia para o desenvolvimento de 
on
eitos 
have na Físi
a Bási
a e para o desen-volvimento de novas te
nologias. Em geral, o me
anismo de transporte destes sistemas émuito 
omplexo, sua 
ompreensão pode ajudar a des
rever as propriedades dinâmi
as desistemas fora do equilíbrio (11, 25, 26, 66, 76, 80).Em meados de 1980 foram ini
iados os estudos das propriedades de transporte emestruturas arti�
iais de metais e materiais semi
ondutores fabri
ados pelas té
ni
as hojeusadas na nanofabri
ação. Estes estudos revelaram que o transporte eletr�ni
o nestesmateriais são a
ompanhados de efeitos de lo
alização fra
a (7), efeitos de interferên
ia�efeito Ahanarov-Bohm� (81), �utuações universais (49) e quantização da 
ondutân
ia(79). Hoje em dia as propriedades mesos
ópi
as tem sido observadas em outros sistemas
om diferentes es
alas de 
omprimentos, 
omo no transporte de 
olóides, materiais gran-ulares, �uidos e no movimento de pedestres (10, 25, 32).Re
entemente foi veri�
ado que o transporte de partí
ulas 
on�nadas em um 
analmesos
ópi
o, movendo-se em sentidos opostos e interagindo entre si por um poten
ialrepulsivo, exibe um novo estado de 
ristalização, obtido quando aumentamos o ruídoexterno ao sistema (32). Tal efeito foi denominado �Freezing by Heating�, tendo sidoveri�
ado pela primeira vez por D. Helbing et al. (32) no estudo da dinâmi
a de sistemas
oloidais e no movimento de pedestres.Nesta tese, estudamos as propriedades do es
oamento de partí
ulas interagentes e
on�nadas em sistemas mesos
ópi
os, 
om ênfase na des
rição do 
omportamento de vór-ti
es em super
ondutores, sistemas 
oloidais, ondas de densidade de 
arga, 
anais i�ni
os,mi
ro�uidos, sistemas granulares e o movimento de pedestres. Por possuir um 
ompor-tamento fortemente 
oletivo estes sistemas apresentam muitas 
ara
terísti
as 
omplexasque serão dis
utidas a seguir.Em geral, as partí
ulas dos sistemas estudados interagem através de um poten
ialrepulsivo e des
revem uma dinâmi
a superamorte
ida. Nossos estudos estão fo
ados nades
rição da dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores, sistemas 
oloidais e pedestres.



INTRODUÇ�O 25O modelo proposto anteriormente por Zapperi et al. (87) será utilizado para des
revertais sistemas. Como resultado, obtemos uma equação diferen
ial de primeira ordem não-linear também 
onhe
ida 
omo equação diferen
ial de Abel de segundo tipo. Mostramosque a solução desta equação diferen
ial em uma dimensão (1D) é 
apaz de des
rever o
omportamento da densidade de partí
ulas ao longo de um 
anal bi-dimensional (2D). Osobstá
ulos empregados em nossos estudos foram uma barreira de energia, uma 
onstriçãoe uma rede de defeitos periódi
os (empregada apenas no estudo do transporte de vórti
esem super
ontudores), ou seja, uma rede de pinos. Consideramos dois limites para ainteração entre os vórti
es e os pinos. No primeiro os pinos apresentam um poten
ial deatração in�nito de forma que os vórti
es pinados nun
a entram em movimento. Neste 
aso,
onsideramos que os pinos se 
omportam 
omo uma rede de vórti
es �xos. No segundolimite, 
onsideramos que a interação entre os vórti
es e os pinos é dada por um poten
ial�nito, ou seja, os vórti
es podem ser depinados, dependendo apenas da 
on
entração devórti
es e da força externa.Na segunda parte deste trabalho, estudamos o transporte de partí
ulas 
on�nadasgeometri
amente por paredes assimétri
as que introduzem um poten
ial tipo �
atra
a�responsável por induzir uma direção preferen
ial ao es
oamento. Estudamos ini
ialmenteo movimento de pedestres em sentidos opostos em um 
anal estreito, onde medimos oparâmetro de ordem em função da densidade, velo
idade, assimetria, ruído externo e darazão entre a largura do 
anal e a profundidade da assimetria. Investigamos tambémas propriedades de es
oamento da rede de vórti
e 
on�nada por paredes assimétri
as.Neste 
aso todos os vórti
es es
oam no mesmo sentido. Cal
ulamos a velo
idade médiado sistema em função da força externa apli
ada nos dois sentidos de movimentos, ou seja,no sentido do eixo fá
il e do eixo difí
il da 
atra
a.Esta tese está organizada da seguinte forma. No Capítulo 1, apresentamos uma des-
rição geral dos sistemas mesos
ópi
os e des
revemos os sistemas aqui estudados. NoCapítulo 2, mostramos os resultados obtidos para o transporte de partí
ulas em meios su-peramorte
idos, es
oando em um 
anal mesos
ópi
o na presença de um obstá
ulo para o�uxo. Os resultados mostrados nesse Capítulo foram obtidos por simulações de dinâmi
amole
ular, integração numéri
a da equação diferen
ial responsável pela des
rição do 
om-portamento do sistema, bem 
omo por 
ál
ulos analíti
os. No Capítulo 3, des
revemos adinâmi
a de partí
ulas 
on�nadas geometri
amente por paredes assimétri
as. Estes estu-dos são feitos para des
rever a dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores e o movimentode pedestres es
oando em um 
anal, e 
on�nados por paredes assimétri
as no limite debaixa densidade. Os resultados deste Capítulo foram obtidos por simulações de dinâmi
a



INTRODUÇ�O 26mole
ular. Finalmente apresentamos nossas 
on
lusões �nais e perspe
tivas para futurostrabalhos.
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1 CONCEITOS GERAIS

Neste Capítulo fazemos uma revisão bibliográ�
a dos problemas estudados nesta tese,mostrando os prin
ipais resultados já obtidos para sistemas mesos
ópi
os, vórti
es emsuper
ondutores e movimento de pedestres.1.1 Sistemas mesos
ópi
osOs estudos das propriedades de transporte em sistemas mesos
ópi
os, ou seja, sistemasonde pelo menos uma de suas dimensões é da mesma ordem de grandeza de algum deseus 
omprimentos 
ara
terísti
os, têm revelado novas propriedades físi
as extremamentepe
uliares. Tais estudos tiveram iní
io por volta de 1980 e propor
ionaram inúmerosavanços te
nológi
os, 
omo a miniaturização de 
omponentes eletr�ni
os, possibilitandoo desenvolvimento de 
omputadores e dispositivos eletr�ni
os mais e�
ientes.Os primeiros resultados obtidos para estes sistemas mostraram que o transporteeletr�ni
o é a
ompanhado por efeitos de lo
alização fra
a (7), interferên
ia (81) tam-bém 
onhe
ido 
omo efeito Ahanorov-Bohm, �utuações universais (81) e quantização da
ondutân
ia (79).No transporte de elétrons o prin
ipal 
omprimento 
ara
terísti
o, é o 
omprimentode 
oerên
ia de fase eletr�ni
o LΦ, dado pela distân
ia que um elétron pode per
orrersem perder sua fase �memória�, Este 
omprimento 
res
e 
om a diminuição da tempera-tura, 
hegando a dimensões da ordem de mí
rons. Outros 
omprimentos 
ara
terísti
osimportantes na des
rição de sistemas mesos
ópi
os são:
• o 
omprimento de lo
alização eletr�ni
a ξ: mede a extensão espa
ial da funçãode onda. Em 
ondutores, este 
omprimento é do tamanho da amostra, enquantoque em isolantes ele de
ai exponen
ialmente, a partir dos 
hamados 
entros delo
alização.
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• o livre 
aminho médio elásti
o Le: mede a distân
ia que os elétrons podem viajarsem sofrer 
olisões. Este 
omprimento depende fortemente do grau de impurezasdas amostras, de defeitos 
ristalinos e da temperatura. Variando de alguns mí
ronsa alguns angströms.
• o 
omprimento de onda de Fermi λF , está rela
ionado 
om a energia do nívelde Fermi do material dado por λF = h√

2mεF
. Em geral este 
omprimento é da ordemde angströms.Estes 
omprimentos 
ara
terísti
os são responsáveis por distinguir os diferentes regimesde transporte em sistemas mesos
ópi
os, usualmente identi�
ados 
omo: balísti
o, difu-sivo ou lo
alizado. A Fig. 1 ilustra a relação entre os 
omprimentos 
ara
terísti
os e osregimes de transporte.

difusivo localizadobalistico

l
F

l
e x LF

L

quântico clássicomesoscópico

Figura 1: Diferentes regimes para o transporte de elétrons em estruturas mesos
ópi
as.Estes regimes de transporte são des
ritos pelos 
omprimentos 
ara
terísti
os do sistema.Os efeitos mesos
ópi
os podem ser veri�
ados quando um dos 
omprimentos do sistema(L) é menor que o 
omprimento de 
oerên
ia de fase eletr�ni
o LΦ.Podemos ver na Fig. 1 que, em sistemas eletr�ni
os, as propriedades mesos
ópi
aspodem ser medidas em uma faixa de 
omprimento intermediária entre o ma
ros
ópi
o,onde o transporte é regido pelas leis da Físi
a Clássi
a, e o nanos
ópi
o, 
om o transporteregido pelas leis da Me
âni
a Quânti
a. Sendo L o menor 
omprimento do sistema estu-dado, para L >> LΦ as propriedades de transporte são puramente difusivas e podem serdes
ritas pela equação de Boltzmann. Quando L << LΦ as propriedades dos sistemas sãoquantizadas e des
ritas pela equação de S
hrödinger e pela equação de Liouville. Para
omprimentos L ≤ LΦ, os sistemas en
ontram-se no limite mesos
ópi
o, sendo des
ritospelas teorias da Físi
a Clássi
a adaptadas 
om ingredientes Quânti
os.



1.2 Vórti
es em super
ondutores 29O termo mesos
ópi
o não faz nenhuma referên
ia ao tamanho do sistema, e sim àrazão entre suas dimensões e seus 
omprimentos 
ara
terísti
os, devendo portanto serusado para des
rever um regime de transporte e não uma es
ala de 
omprimento. Aspropriedades de transporte em sistemas mesos
ópi
os são de grande importân
ia para odesenvolvimento de novos dispositivos nanoestruturados,Re
entemente, as propriedades de transporte em sistemas mesos
ópi
os têm sido veri-�
adas em maiores es
alas de 
omprimento, 
omo no transporte de partí
ulas em 
olóidese no movimento de pedestres. Dentre estas propriedades podemos 
itar o efeito �Freezingby Heating�, que 
onsiste em uma 
ristalização induzida por um ruído externo no trans-porte de partí
ulas 
on�nadas movimentando-se em sentidos opostos (32). Vale 
itartambém a presença de um 
omprimento 
ara
terísti
o induzido pela não-lo
alidade do�uxo, efeito este que pode ser observado em materiais �vítreos� (glassy materials), em
olóides e em sistemas granulares em geral (25).1.2 Vórti
es em super
ondutoresA dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores 
omeçou a ser estudada após A. A.Abrikosov (Nobel 2003) ter veri�
ado que a super
ondutividade pode 
oexistir 
om o mag-netismo em alguns materiais (super
ondutores do tipo-II). Em seu trabalho, Abrikosov(1) mostrou que o 
ampo magnéti
o apli
ado pode penetrar na amostra super
ondutora,na forma de linhas quantizadas de �uxo magnéti
o 
hamadas de vórti
es. Os vórti
esapresentam um quantum de �uxo magnéti
o dado por Φ0 = h/2e, onde h é a 
onstantede Plan
k e e é a 
arga elementar do elétron. Eles possuem um nú
leo 
om raio igualao 
omprimento de 
oerên
ia ξ, onde o 
ampo magnéti
o é máximo. O 
ampo magnéti
odo nú
leo do vórti
e, por sua vez, de
ai em um 
omprimento 
ara
terísti
o 
onhe
ido 
om�
omprimento de penetração de London� λ. No Apêndi
e A apresentamos as prin
ipaisteorias fenomenológi
as usadas para des
rever o estado super
ondutor.Os vórti
es em super
ondutores podem al
ançar diferentes níveis de interação quandovariamos o 
ampo magnéti
o externo. Isto faz 
om que este sistema seja ideal para oestudos das propriedades de sistemas 
oletivos. O estudo da dinâmi
a de vórti
es temmostrado nos últimos anos a existên
ia de muitas formas 
omplexas de movimento, 
omodes
rito na Seção 1.2.1.O estudo da dinâmi
a de vórti
es em materiais super
ondutores foi intensi�
ado apósa des
oberta dos super
ondutores de alta temperatura (HTSC), pois estes materiais são



1.2 Vórti
es em super
ondutores 30fortemente do tipo-II e permitem que a fase super
ondutora e os vórti
es 
oexistam emuma ampla faixa de 
ampo magnéti
o. Durante muito tempo estes estudos pro
uraramentender 
omo os vórti
es poderiam ser aprisionados, pois quando submetidos a forçasexternas os vórti
es podem entrar em movimento, fazendo 
om que a energia seja dissipadaneste sistema.A 
ompreensão da dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores é fundamental para odesenvolvimento de 
on
eitos físi
os em outras áreas do 
onhe
imento, e.g., 
olóide eonda de densidade de 
arga, tendo também importân
ia para o desenvolvimento de novosdispositivos. Os vórti
es em super
ondutores se 
omportam 
omo uma rede 
ristalina -�rede de Bragg� também 
onhe
ida 
omo rede de vórti
es - que apresenta 
ara
terísti
astípi
as de uma fase termodinâmi
a, 
omo fusão e 
alor espe
i�
o.1.2.1 Propriedades da rede de vórti
esA primeira propriedade observada nos vórti
es em super
ondutores foi a formação deuma rede periódi
a e triangular. Isto pode ser veri�
ado desde que o material super-
ondutor esteja livre de impurezas e/ou defeitos e os vórti
es não estejam 
on�nados emestruturas mesos
ópi
as, esta rede é 
onhe
ida 
omo rede de Abrikosov.

Figura 2: Visualização da rede de vórti
es obtida por U. Essmann e H. Trauble publi
adona Physi
s Letters, 24A 526 (1967). Esta visualização foi obtida pela té
ni
a de de
oraçãomagnéti
a, 
omprovando que os vórti
es formam uma rede triangular na ausên
ia de forçasexternas e de defeitos no material.As propriedades estáti
as e dinâmi
as da rede de vórti
es são alteradas quando osistema é 
on�nado. O 
on�namento dos vórti
es em regiões da ordem do 
omprimentode 
oerên
ia ξ favore
e a formação de vórti
es gigantes, 
om mais de um quantum de



1.2 Vórti
es em super
ondutores 31�uxo magnéti
o. Quando os vórti
es são 
on�nados em regiões da mesma ordem do
omprimento de penetração de London λ , as propriedades estáti
as são alteradas fazendo
om que a 
on�guração triangular não seja a mais estável para a rede de vórti
es (88). Aspropriedades dinâmi
as também são alteradas 
omo veri�
ado em trabalhos anteriores enesta tese.Na presença de uma 
orrente externa, os vórti
es podem entrar em movimento in-duzindo perdas de energia. Para que a 
orrente super
ondutora �ua sem que haja dissi-pação de energia, faz-se ne
essário aprisionar os vórti
es. Isto pode ser feito usando aspróprias não-homogeneidade e defeitos na estrutura 
ristalina do material ou através deestruturas arti�
iais, 
onhe
idas 
omo rede de pinos.Uma das primeiras teorias sobre o movimento da rede de vórti
es foi elaborada porAnderson e Kim (2). Esta teoria, 
onhe
ida também 
omo teoria de �ux 
reep, prevê aexistên
ia de pa
otes de vórti
es que se movem independentemente uns dos outros devidoà variação lo
al da densidade de pinos. Larkin e Ov
hinnikov (47) demonstraram que aordem 
ristalina de longo al
an
e da rede de vórti
es é destruída na presença de 
entrosde aprisionamento, não importando quão fra
os eles sejam. Esta teoria é 
onhe
ida 
omoteoria do pinning 
oletivo.

Figura 3: Diagrama de fase obtido numeri
amente por A. E. Koshelev and V. M. Vinokurpubli
ado em PRL, 73 3580 (1994). Neste trabalho foi prevista uma transição de fasedinâmi
a, onde uma �
ristalização� pode ser obtida para valores da 
orrente externa maiorque zero.A rede de vórti
es apresenta um diagrama de fase dinâmi
o muito 
omplexo, 
om apresença de vários regimes. O diagrama de fase obtido numeri
amente por Koshelev e



1.2 Vórti
es em super
ondutores 32Vinokur em 1994 (46) prevê o movimento de um 
ristal de vórti
e �moving 
rystal � paraforças maiores que ft. Para forças menores que ft e maiores que a força de depinning fc(forças onde os vórti
es 
omeçam a se movimentar) os vórti
es se movimentam em umregime plásti
o.Abaixo de fc, os vórti
es estão pinados e apresentam uma 
on�guraçãoquase homogênea, mas sem ordem 
ristalina de longo al
an
e. Para temperaturas a
imade Tm a rede de vórti
es se 
omporta 
omo um líquido, sendo Tm a temperatura de fusãoda rede de vórti
es.As medidas de transporte em super
ondutores na presença de um 
ampo magnéti
oderam iní
io às investigações das fases dinâmi
as da rede de vórti
es. Bhatta
harya eHiggins (8) estudaram a dependên
ia da 
orrente de transição 
om o 
ampo magnéti
oseparando o movimento dos vórti
es em dois regimes, 
omo mostrado na Fig. 4(a).

(a) (b)Figura 4: (a) Diagrama de fase experimental obtido por S. Bhatta
harya e M. J. Higginspubli
ado em PRL, 70 2617 (1993), mostrando as fases da rede de vórti
es. Como pode-mos ver há três fases distintas para a rede de vórti
e: vórti
es pinados (fase estáti
a),es
oamento plásti
o e es
oamento elásti
o. (b) Diagrama de fase experimental obtido porM. C. Hellerqvist et al., publi
ado em PRL, 76 4022 (1996). Este diagrama de fase pos-sibilitou uma 
omparação direta 
om os resultados numéri
os obtidos por A. E. Koshelevand V. M. Vinokur.Hellerqvist et al. (33) �zeram outro trabalho experimental, medindo desta vez a
orrente em função da temperatura para uma amostra bidimensional deMo77Ge23. Estasmedidas possibilitaram uma 
omparação direta 
om o trabalho de Koshelev e Vinokur(46). Hellerqvist et al. (33) observaram um aumento da 
orrelação da rede de vórti
es para
orrentes altas. Para baixas temperaturas, eles en
ontraram que os vórti
es ini
iam seumovimento muito abruptamente quando a 
orrente elétri
a é aumentada e o movimentoini
ial da rede de vórti
es exibe 
ara
terísti
a de um �uxo plásti
o. Os resultados obtidospor Hellerqvist são mostrados na Fig. 4(b).



1.2 Vórti
es em super
ondutores 33Giamar
hi e Le Doussal (21), usando té
ni
as de renormalização, mostraram que, ao
ontrário do previsto por Koshelev e Vinokur (46), alguns modos de desordem não sãoafetados pelo movimento, mesmo em altas velo
idades. Sendo assim, a rede de vórti
es se
omporta 
omo um vidro em movimento (moving glass) e não 
omo um 
ristal perfeito.O moving glass possui as seguintes propriedades: (i) de
aimento da ordem transla
ionalde longo al
an
e, (ii) as partí
ulas �uem através de 
anais estáti
os, (iii) padrão de 
anaisaltamente 
orrela
ionado ao longo da direção transversa ao movimento, devido à 
om-pressão elásti
a, e (iv) existên
ia de barreiras ao movimento transverso.Zapperi et al. (87) mostraram numeri
amente que a frente de penetração do �uxomagnéti
o �vórti
e� e o per�l de densidade obede
em a uma lei de es
ala. Neste trabalho,uma equação de difusão não-linear é obtida através do 
oarse graining da equação deFokker-Plan
k para um sistema de partí
ulas superamorte
idas em um meio desordenado.Estes autores observaram que tal equação é 
apaz de des
rever a dinâmi
a de penetraçãode vórti
e em super
ondutores. Os resultados obtidos por Zapperi et al. (87) mostrando o
olapso das 
urvas para frente de penetração e para o per�l de densidade são reproduzidosna Fig. 5.
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(b)Figura 5: Grá�
os obtidos por Zapperi et al. publi
ados em PRL 86, 3622 (2001).(a)Posição média da frente de penetração em função do tempo. O inset deste grá�
o mostra o
olapso das 
urvas obtidas para diferentes valores da força externa. (b) Per�l de densidadeem função da posição para diferentes forças externas. No inset é mostrado o 
olapso destas
urvas. Os grá�
os mostrados em (a) e (b) foram obtidos por simulações de dinâmi
amole
ularA integração numéri
a da equação de difusão não-linear mostrou que a frente depenetração do �uxo magnéti
o tem uma estrutura fra
tal 
om dimensão que varia entre
Df = 4/3 e 1.0. Este valor da dimensão fra
tal indi
a que o pro
esso de penetração devórti
es em super
ondutores pode ser des
rito pelo modelo de per
olação gradiente (69)



1.3 Colóides 34(ver Fig, 6). A dimensão fra
tal é obtida usando o método da 
ontagem de 
aixas. Osistema é dividido em 
aixas de tamanho b e 
ontamos então o número de 
aixas o
upadas
N(b), que de
ai 
om b−Df , onde Df é a dimensão fra
tal.

Figura 6: Grá�
os obtidos por Zapperi et al. publi
ados em PRL 86, 3622 (2001). O insetdesta �gura mostra a densidade obtida por integração numéri
a da equação 
ontínua. Ográ�
o prin
ipal mostra a 
ontagem do número de 
aixas o
upadas em função do tamanhoda 
aixa. A dimensão fra
tal medida para este sistema foi Df = 4/3 (linha sólida). Amudança de 
omportamento para dimensão fra
tal Df = 1 é obtida para grandes es
alasde 
omprimento.Quando a rede de vórti
es é exposta a algum tipo de assimetria espa
ial ou temporal,podemos observar uma direção preferen
ial para o es
oamento quando apli
amos umaforça externa alernada a
 
om média zero. Esta simetria é responsável por induzir umefeito de reti�
ação 
onhe
ido 
omo efeito �
atra
a� (48).1.3 ColóidesOs estudos da dinâmi
a em sistemas 
oloidais na presença de uma força externasão de fundamental importân
ia para o desenvolvimento de novos dispositivos 
omo, por
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esso de migração de partí
ulas sob a in�uên
ia de um
ampo elétri
o (eletroforese) e no pro
esso de eletro-osmose (55). Dispositivos produzidos
om estas té
ni
as são utilizados em grande es
ala na separação de proteínas e DNA.A dinâmi
a de 
olóides 
arregados na presença de um 
ampo elétri
o externo o
orreatravés de pro
essos de não-equilíbrio. Estes sistemas são ideais para se estudar as tran-sições de fase. Estudos re
entes (15), baseados em simulações de dinâmi
a de Langevin,mostraram que estes sistemas apresentam uma transição ordem-desordem (formação de�leira � lanes�) quando as partí
ulas são submetidas a altos valores de 
ampos externos edensidades. Esta transição pare
e ser de primeira ordem, apresentando uma metaestabi-lidade que pode ser veri�
ada devido à presença de 
i
los de histerese neste sistema (15).Nas Fig. 7 e Fig. 8 mostramos os resultados obtidos por Dzubiella et al. (15) atravésde simulações de dinâmi
a Browniana, para uma mistura 
oloidal submetida a uma forçaexterna. Na Fig. 7 mostramos a 
on�guração �nal das partí
ulas para diferentes forças

Figura 7: Con�guração �nal para uma mistura binária de partí
ulas suspensas em umsistema bi-dimensional movimentando em sentidos opostos, �gura obtida por J. Dzubiellaet al. (15). (a) Sistema no estado desordenado, 
on�guração obtida para um 
ampoexterno nulo. (b) Sistema ainda no estado desordenado, mas agora 
om um 
ampo externoapli
ado próximo do 
ampo 
ríti
o f1 ≃ fc. (
) O sistema no estado ordenado, formando�leiras. Esta 
on�guração foi obtida para um 
ampo externo f2 > f1. Nesta situação, oparâmetro de ordem obtido é (φ ≃ 0.99). Como podemos ver o sistema apresenta umatransição de ordem-desordem dependendo do 
ampo �força� externa. Esta transição defase é 
onhe
ida 
omo transição de ordenamento dinâmi
o. Maiores detalhes sobre essesresultados podem ser en
ontrados em (15).externas e na Fig. 8 mostramos a variação do parâmetro de ordem em função da forçaexterna para diferentes valores de κσ, onde σ é o diâmetro das partí
ulas e κ é o inversodo al
an
e do poten
ial de interação entre as partí
ulas. Em 8(a) as medidas são feitasaumentando-se a força externa, 
om as partí
ulas ini
ialmente distribuídas aleatoriamentee em (8b) as medidas são feitas 
om as partí
ulas ini
ialmente organizadas em duas �leirase 
om a força externa sendo diminuída gradualmente. A dinâmi
a deste sistema pode rev-
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tos importantes, válidos na des
rição do movimento de pedestres (41),de partí
ulas granulares (12, 16) e da interfa
e entre �uidos (84).

Figura 8: Parâmetro de ordem em função do 
ampo externo, para diferentes valores dodiâmetro das partí
ulas σ e do inverso do al
an
e do poten
ial κ. Estes resultados foramobtidos através de simulações de dinâmi
a Browniana por J. Dzubiella et al. (15). Oparâmetro de ordem mede o grau de organização do sistema. a) Parâmetro de ordemobtido para as partí
ulas ini
ialmente distribuídas aleatoriamente e 
om a força externasendo aumentada. (b) Parâmetro de ordem para as partí
ulas ini
ialmente organizadasem duas �leiras e 
om a força externa sendo diminuída gradualmente. Estes resultadosmostram a existên
ia de uma metaestabilidade, veri�
ada através de 
i
los de histerese,indi
ando que esta transição é uma transição de fase de primeira ordem. Maiores detalhessobre estes resultados podem ser en
ontrados em (15).A formação de �leiras na dinâmi
a de misturas binárias de partí
ulas 
arregadasem 
olóides, que se movimentam em direções opostas devido à apli
ação de um 
ampoelétri
o, foi 
on�rmada experimentalmente por meio de visualização da dinâmi
a atravésde mi
ros
ópios 
onfo
ais (50). Na ausên
ia de 
ampos elétri
os externos, as partí
ulasem suspensão formam um 
ristal binário (36). Quando o 
ampo elétri
o ex
ede um 
ampo
ríti
o, a estrutura 
ristalina é destruída e as partí
ulas formam �leiras paralelas ao 
ampoapli
ado. Para 
ampos ainda maiores, as �leiras são destruídas e as partí
ulas entramem um estado de transporte desordenado, que pode levar a uma obstrução do 
anal,impedindo o transporte.Na Fig. 9, mostramos o diagrama de fase de não-equilíbrio, onde podemos 
lassi�
ar osdiferentes estados esta
ionários da dinâmi
a de sistemas 
oloidais em função da densidadee do al
an
e do poten
ial de interação (67). A transição observada para altos 
amposexternos e para altas 
on
entrações de partí
ulas pare
e ser de primeira ordem 
om apresença de histerese.
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Figura 9: Diagrama de fase de não-equilíbrio obtido por M. Rex et al. (67) para umamistura binária de 
olóides 
arregados, movimentando-se em sentido 
ontrário devidoà ação de um 
ampo elétri
o externo. Os resultados foram obtidos por simulações dedinâmi
a Browniana. κ é o al
an
e do poten
ial e φ é a fração volumétri
a das partí
ulas.Maiores detalhes deste grá�
o podem ser obtidos em (67).Estudos do transporte de 
olóides superparamagnéti
os através de 
anais estreitos re-velam que o gradiente de 
on
entração está rela
ionado 
om o me
anismo de redução de
amadas no 
anal (layer redu
tion) (45). Quando a força externa domina o es
oamento,o me
anismo de redução de 
amadas não pode ser en
ontrado. No entanto, quando otransporte o
orrer devido a um gradiente de 
on
entração, podemos veri�
ar um me
a-nismo de redução de 
amadas e as partí
ulas se organizando em uma rede hexagonal. Oordenamento hexagonal é atribuído à interação das partí
ulas 
om vários vizinhos ao seuredor, sendo que o al
an
e da interação entre as partí
ulas é determinado pelo 
ampomagnéti
o externo. Este sistema é ideal para estudarmos o 
omportamento de sistemas
oletivos, pois variando o 
ampo magnéti
o externo mudamos o al
an
e da interação entreas partí
ulas e, 
onsequentemente, as propriedades estáti
as e dinâmi
as deste sistema.Estes estudos são de fundamental importân
ia para a 
ompreensão do me
anismo detransporte em sistemas biológi
os, 
omo em 
anais i�ni
os (68).Na Fig.10 mostramos o per�l de densidade e os parâmetros da rede na direção x ena direção y, obtidos por Köppl et al. (45), para sistemas 
oloidais de partí
ulas su-perparamagnéti
as forçadas a es
oar através de um 
anal estreito. Podemos ver que oparâmetro de rede na direção x 
res
e de forma aproximadamente linear e na direção y éaproximadamente 
onstante, fazendo 
om que haja um gradiente de 
on
entração linear
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Figura 10: Grá�
o obtido por M. Köppl et al. (45) mostrando o per�l de densidade aolongo de um 
anal estreito quando as partí
ulas estão es
oando devido a um gradiente de
on
entração.O me
anismo de � layer redu
tion� foi observado ini
ialmente por Glasson et al. (23).A mudança do número de 
amadas nas proximidades de uma 
onstrição foi previstapor simulações da dinâmi
a de Langevin para partí
ulas interagindo 
om o poten
ial deYukawa (61), 
omo mostra a Fig. 11.

Figura 11: Per�l de densidade obtido por G. Pia
ent et al. (61) para um sistema departí
ulas interagindo 
om o poten
ial de Yukawa para diferentes valores da força externa.Os estudos das propriedades de transporte em 
olóides em uma estrutura assimétri
aindi
am umme
anismo de reti�
ação do movimento das partí
ulas (efeito 
atra
a) quandoo movimento dela é induzido por uma força a
 (53). O me
anismo de transporte nestesistema é fortemente dependente da abertura do 
anal e do tamanho das partí
ulas (44).Foi veri�
ado que a velo
idade das partí
ulas 
res
e linearmente 
om a freqüên
ia e 
oma amplitude dessa força a
, até um valor 
ríti
o, a partir do qual não há mais transporte,
omo mostra a Fig. 12.
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(a)

(b)Figura 12: Grá�
os obtidos por C. Marquet et al. (53) mostrando a reti�
ação de partí
u-las mi
rométri
as es
oando através de um 
anal assimétri
o 
omo mostrado em (a), aspartí
ulas são submetidas a um 
ampo elétri
o a
 de baixa freqüên
ia e 
om média zero.(a) Design do 
anal assimétri
o usado para reti�
ar o movimento de partí
ulas 
on�nadasem um 
anal usado por C. Marquet et al. (53). (b) Resultados en
ontrados por C. Mar-quet et al. (53), mostrando a dependên
ia da velo
idade de transporte 
om freqüên
ia daforça alternada a
 apli
ada e 
om a intensidade do 
ampo elétri
o externo.



1.4 Pedestres 401.4 PedestresNos últimos anos, a dinâmi
a de pedestres tem despertado grande interesse na 
o-munidade 
ientí�
a. O aumento da população nos grandes 
entros urbanos faz 
om quein
identes, 
omo in
êndios, possam se transformar em desastres se o lo
al não puder sereva
uado em tempo hábil. Na tentativa de evitar estes desastres, muitos estudos têmsido feitos para viabilizar formas de eva
uar regiões densas e fe
hadas em um intervalo detempo mínimo. Estes estudos são realizados por meios de simulações numéri
as, analiti
a-mente e empiri
amente ou experimentalmente por meio de análise de vídeos. Os modelosusados para estudar a dinâmi
a de pedestres podem ser divididos em duas 
lasses: mod-elos 
ontínuos e modelos dis
retos. O modelo 
ontínuo é baseado no modelo de forçaso
ial proposto por Helbing (32). O modelo dis
reto é baseado na dinâmi
a 
onhe
ida
omo aut�mato 
elular e suas variações: �oor �eld model e latti
e gas model (82, 86). Emgeral, a dinâmi
a de pedestres é muito 
omplexa e difí
il de ser modelada numeri
amente,pois os pedestres estão sujeitos a um grande número de interações. Modelar estes sistemasrepresenta um grande desa�o para os pesquisadores desta área.A modelagem da dinâmi
a de pedestres é um dos mais ex
itantes 
ampos da 
iên
iae da engenharia. Compreender 
omo os pedestres se movimentam é de fundamentalimportân
ia para podermos nos ante
ipar evitando desastres, e para melhorar o �uxo depessoas em lo
ais públi
os 
omo em estações de trens, auditórios, teatros, 
inemas, et
(35). Foi observado que tais sistemas apresentam uma transição de fase induzida por umaquebra espontânea da simetria (85). Os efeitos 
oletivos nesses sistemas são responsáveispelas seguintes fases (57, 82):
• ordenada - movimento na forma de 
amadas bem de�nidas � lanes�
• desordenado - movimento turbulento, altamente resistivo �jamming�
• obstruída - as partí
ulas estão paradas �
logging�As propriedades da dinâmi
a de pedestres, in
luindo os fen�menos de auto-organização,têm sido observadas e reproduzidas por vários métodos físi
os. É importante ressaltar quea eva
uação de pedestres é na realidade muito mais 
omplexa que os modelos usados parades
rever esta dinâmi
a. As 
ir
unstân
ias de perigo e pâni
o são muito difí
eis de seremreproduzidas numeri
amente, sendo quase impossíveis de serem veri�
adas na vida real.Isto en
oraja pesquisadores a estudar o 
omportamento de eva
uação por vários modelos(35).
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ontínuo proposto por Helbing et al. (32), usado nesta tese para a des
riçãode pedestres que se movimentam em 
orredores mesos
ópi
os assimétri
os, pode ser usadopara des
rever a dinâmi
a de qualquer sistema de partí
ulas que se movimentem emdireções opostas e interajam entre si através de um poten
ial repulsivo de 
urto al
an
e,i.e., sistemas 
oloidais e sistemas granulares. Neste trabalho, a utilização de um modelomatemáti
o para des
rever o movimento de partí
ulas em 
anais mesos
ópi
os mostrouque este sistema apresenta um estado de 
ristalização para altos valores da energia total.A transição responsável por levar o sistema ao estado de 
ristalização foi 
hamada de�freezing by heating�. O aumento da energia total foi obtido pela adição de um ruídoexterno.Sendo a posição da partí
ula i dada por xi(t) e a velo
idade por vi(t) = dxi(t)/dt, aequação de movimento para a partí
ula i pode ser es
rita 
omo:
m
dvi(t)

dt
= m

v0ei − vi(t)

τ
+ ξi(t) +

∑

j(6=i)

fij [xi(t),xj(t)] + fb[xi(t)]. (1.1)Nesta equação, m é a massa das partí
ulas, v0 é a velo
idade 
om que a partí
ula tendea se mover na ausên
ia de interações, τ é o tempo de relaxação e ei ∈ {(1, 0), (−1, 0)}é a direção na qual a partí
ula i se movimenta. γ = m/τ pode ser interpretado 
omoum 
oe�
iente de atrito. fij = −∇A(dij −D)−B representa a interação repulsiva entre aspartí
ulas i e j, fb é a interação 
om a parede de 
on�namento e ξ representa as �utuaçõesdo sistema. dij = |xi(t),xj(t)]| > D é a distân
ia entre as partí
ulas i e j, sendo que seuvalor é sempre maior que o diâmetro D das partí
ulas. A interação entre as partí
ulas e aparede é dada de forma similar à interação entre as partí
ulas. As �utuações do sistema
ξi(t) são não-
orrela
ionadas e seguem uma distribuição normal trun
ada 
om média zeroe variân
ia �nita θ.Na Fig. 13 mostramos a 
on�guração �nal para um sistema de partí
ulas fortementeinteragente, 
on�nadas em um 
anal mesos
ópi
o e se deslo
ando em sentidos opostos.Esta �gura mostra que, dependendo do ruído externo ao sistema, as partí
ulas podemse organizar na forma de �leiras maximizando o �uxo ou obstruir o 
anal. Mais pre
isa-mente, para pequenas amplitudes de θ, e para densidades su�
ientemente pequenas, aspartí
ulas se organizam na forma de �leiras. A forma 
omo estas �leiras são distribuídasno 
anal depende apenas da 
ondição ini
ial do sistema. Além disso, para um númerode partí
ulas relativamente grande, um estado de transporte altamente resistivo podeser obtido. Para baixas densidades, mas 
om um alto valor do ruído externo, o sistema



1.4 Pedestres 42mostra uma obstrução no transporte de partí
ulas, levando-o a um estado de 
ristalizaçãodinâmi
a. Na dinâmi
a de pedestres este ruído externo pode representar uma situaçãode pâni
o. Sendo assim, em 
orredores estreitos e em situações de pâni
o há uma fortetendên
ia de obstrução do movimento.

Figura 13: Grá�
o obtido por D. Helbing et al. publi
ado na PRL 84, 1240 (2000). Assimulações foram feitas para um sistema 
om 20 partí
ulas movendo-se da esquerda paradireita (bolas pretas) interagindo 
om 20 partí
ulas movendo-se da direita para esquerda(bolas bran
as) 
om 
ondições de 
ontorno periódi
as na direção x e 
on�nadas na direção
y para diferentes valores do ruído externo. (a) Para pequenos ruídos θ = 1 formaçãode �leiras 
om movimento uniforme pode ser obtido. (b) Estado intermediário entre a
ristalização �obstrução� do 
anal e a formação de �leiras 
om transporte uniforme. (
)Estado 
ristalizado obtido para grandes intensidades do ruído (θ = 1000).O valor da e�
iên
ia do sistema foi 
al
ulado por D. Helbing et al. (32) 
omo sendo,

E = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt

1

N

N∑

i=1

vi(t) · ei

v0

. (1.2)Foi possível mostrar que a transição de um estado ordenado onde E → 1 (�leiras),para um estado 
ristalizado, onde E → 0 (obstrução do transporte), apresenta umahisterese. O estado 
ristalizado obtido 
om o aumento do ruído externo permane
e quando



1.4 Pedestres 43a amplitude do ruído é diminuída novamente. Ainda não há relatos de 
omo destruir esteestado 
ristalizado, mas baseado nos resultados en
ontrados neste trabalho, a
reditamosque isto possa ser obtido 
om a adição de uma energia ao sistema, devido ao trabalhorealizado por uma força alternada ou transversal �ao sentido de movimento do sistema�.Na Fig. 14, mostramos o resultado obtido por Helbing et al. (32) para a e�
iên
iamédia do transporte em função do ruído θ. Este trabalho relata que a 
ristalização é maispronun
iada quando o tempo de relaxação τ (Ver Fig. 1.1) e o 
omprimento do 
anal Lxsão grandes. A formação de �leiras é favore
ida quando o tempo de relaxação e a largurado 
anal são grandes, porém a transição �freezing by heating� pode ser veri�
ada até nomovimento superamorte
ido onde τ → 0.

Figura 14: Grá�
o obtido por D. Helbing et al. publi
ado na PRL 84, 1240 (2000),mostrando a transição de ordenamento dinâmi
o, 
hamada �freezing by heating�, paradiferentes valores do tamanho do sistema mantendo a razão Lx/Ly = 4 : 1 
onstante. Noinset é mostrada a média da energia poten
ial, 
inéti
a e total.Helbing et al. (32), usando o modelo 
ontínuo proposto anteriormente, estudaram aspropriedades da eva
uação de pedestres em situações de pâni
o (31). Este estudo foi umdos pioneiros na área e mostrou que a eva
uação é afetada pela velo
idade dos pedestres,
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omo mostra a Fig. 15. Podemos veri�
ar um mínimo na 
urva do tempo de eva
uaçãoem função da velo
idade desejada dos pedestres. Para velo
idades muito baixas o tempode eva
uação diverge, e para altas velo
idades o tempo de eva
uação satura e o númerode pedestres feridos 
res
e de forma aproximadamente linear 
om a velo
idade.

Figura 15: Grá�
o obtido por D. Helbing et al. publi
ado na Nature 407, 487 (2000). Esteresultado mostra o tempo que 200 pedestres gastam para sair de uma sala sob 
ondiçõesnormais (sem pâni
o). O tempo que os pedestres levam para sair da sala, diminui 
omo aumento da velo
idade desejada v0. No entanto, quando a velo
idade 
res
e a
ima deum valor 
ríti
o v0 ≥ 1.5ms−1 o tempo de saída volta a 
res
er novamente até que, emvelo
idades mais elevadas a
ima de 5.0ms−1, o número de pessoas feridas 
omeça a 
res
erde forma aproximadamente linear.A e�
iên
ia do pro
esso de eva
uação é veri�
ada para um 
anal 
om uma 
avidadesimétri
a no meio do 
orredor. Este estudo mostra que a e�
iên
ia diminui quando o valordo ângulo de abertura da 
avidade φ é aumentado. É importante notar que o aumento doângulo φ faz 
om que a profundidade da 
avidade 
resça. Estes resultados nos indi
am quea 
onstrução de 
avidades em rotas de fuga pode aumentar 
onsideravelmente as 
han
esde o
orrer desastres e deve ser evitada em lo
ais onde haja iminente probabilidade deo
orrer a
identes. Por outro lado, o uso desse tipo de arquitetura pode ser favorável emalgumas situações, e.i. em shopping 
enters e em 
entros 
omer
iais, onde se deseja queas pessoas �quem olhando as vitrines pelo maior tempo possível. Os resultados obtidos



1.4 Pedestres 45por Helbing et al. (31) são apresentados na Fig. 16.

(a)

(b)Figura 16: Grá�
o obtido por D. Helbing et al. (Nature 407, 487 (2000)). Simulaçãopara pedestres movimentando-se em uma rota de fuga 
om uma 
avidade. (a) Posiçãodos pedestres obtida num 
orredor de 3m de largura e 15m de 
omprimento 
omo rotade fuga, 
om os pedestres saindo 
om uma velo
idade alvo de v0 = 2ms−1. A 
avidadetem a forma de um triângulo isós
eles 
om base de 6m . (b) E�
iên
ia para a saída 
omofunção do ângulo φ para a estrutura mostrada em (a), a linha tra
ejada representa ae�
iên
ia para uma 
avidade irregular. A e�
iên
ia 
ai nos dois 
asos, sendo um pou
omais pronun
iada quando o 
orredor possui uma 
avidade irregular.Usando um modelo de aut�mato 
elular para uma rede quadrada, 
om dois tipos departí
ulas que se movimentam de baixo para 
ima e da direita para esquerda, Biham et
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aram uma transição de primeira ordem do estado livre 
om v → 1.0 parao estado 
ongestionado 
om v → 0. Os autores deste trabalho 
onsideraram 
ondiçõesde 
ontorno periódi
as em todas as direções. Os resultados obtidos neste trabalho sãomostrados na Fig. 17.

Figura 17: Grá�
o obtido por O. Biham et al. (9), mostrando a transição de ordem-desordem em função da 
on
entração para sistemas de diferentes tamanhos.Estudos numéri
os da dinâmi
a de pedestres para des
rever a eva
uação de salas 
omobstá
ulos e múltiplas saídas, mostram que o tempo de eva
uação é muito sensível aoslo
ais onde as saídas são 
olo
adas. Em situações onde os pedestres não 
onhe
em oslo
ais de saída, o uso de várias portas para eva
uar o lo
al pode 
ausar um efeito negativoe aumentar o tempo de eva
uação. Os pedestres têm uma dinâmi
a fortemente 
oletivae tendem a seguir uns aos outros andando sempre em grupos. Quando as portas não sãouniformente distribuídas, o uso de múltiplas saídas ajuda na eva
uação apenas nos 
asosonde os pedestres são familiarizados 
om o lo
al (35).Quando os pedestres es
oam em sentidos opostos 
om diferentes velo
idades, Wenget al. (82) veri�
aram que, para um 
anal 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a há trêsdiferentes regimes para o es
oamento. No primeiro regime, obtido no limite de baixas
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ulas interagem fra
amente umas 
om as outras e apresentam ummovimento livre. No segundo regime, obtido para densidades intermediárias, é observadaa formação de �leiras. No ter
eiro regime, obtido em altas densidades, é observada aobstrução do �uxo. Quando supomos que o 
anal tem 
ondições de 
ontorno abertas,podemos observar duas fases para o estado esta
ionário. A primeira, obtida para densi-dades relativamente pequenas, apresenta uma metaestabilidade que pode eventualmenteobstruir o transporte neste sistema. Na segunda fase, obtida no limite de altas densidades,podemos observar uma obstrução do �uxo.

(a) (b)Figura 18: Grá�
o obtido por W. G. Weng (82), (a) Velo
idade média em função dotempo para diferentes densidades no sistema 
om 
ondições de 
ontorno abertas. (b)Con�guração �nal para o sistema 
om P0 = 0.2 e um time step de 800 para um sistema
om 
ondição de 
ontorno aberta.Na Fig. 18(a) mostramos a velo
idade média para o sistema em função do tempopara diferentes valores da densidade do sistema. Este grá�
o mostra uma fase onde avelo
idade média apresenta um valor intermediário entre o estado livre 〈v〉 → 1.0 e o
ongestionamento total do sistema 〈v〉 → 0 . Este estado intermediário é 
ara
terizadopor 
ongestionamentos lo
ais, 
omo mostrado na Fig. 18(b).A dinâmi
a de pedestres na presença de uma 
onstrição foi estudada numeri
a eanaliti
amente por Nagatani et al. (59). Os estudos numéri
os foram realizados 
omum modelo latti
e gas, onde as partí
ulas interagem apenas 
om seus primeiros vizinhos.O 
ál
ulo analíti
o foi realizado usando o modelo de 
ampo médio. Estes resultadosproduziram um diagrama de fase que revelam a transição do regime de �uxo livre para oregime de �uxo resistivo na presença de forte espalhamento. Podemos observar perfeita
on
ordân
ia entre os resultados obtidos por 
ál
ulos numéri
os e pela teoria de 
ampo
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ampo médio em1D pode des
rever a dinâmi
a de pedestres em 2D.

Figura 19: Diagrama de fase obtido por T. Nagatani (Physi
a A 300, 558 (2001)),mostrando os diferentes regimes de es
oamento dos pedestres em um 
orredor 
om uma
onstrição.
1.5 Efeito 
atra
a �Rat
het e�e
t�Ini
ialmente, o efeito 
atra
a foi proposto por Ri
hard Feynman (19) na tentativa de
onstruir uma máquina 
ujo rendimento fosse maior que o rendimento da máquina deCarnot. Isto impli
aria na violação da segunda lei da termodinâmi
a.Embora o dispositivo idealizado por Feymann não viole a segunda lei da termodinâ-mi
a, estudos re
entes indi
am que as propriedades do efeito 
atra
a são relevantes nades
rição de sistemas quando as �utuações térmi
as são da mesma ordem da energia totaldo sistema. Isto pode ser 
onseguido naturalmente em dispositivos nanoestruturados e emmotores mole
ulares. Com o avanço das 
iên
ias experimentais, o uso destes dispositivostem se tornado 
ada vez mais freqüente. A 
ompreensão destes sistemas se faz ne
essáriapara que possamos desenvolver novos dispositivos e tornar este me
anismo 
ada vez mas
omum.
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Figura 20: Dispositivo tipo 
atra
a idealizado por Feymann na tentativa de violar asegunda lei da termodinâmi
a. Este dispositivo 
onsiste de duas 
aixas de gás mantidasà temperatura T1 = T2 = T . Numa 
aixa temos uma roda 
om paletas e na outra temosum dispositivo tipo 
atra
a, ligados por um eixo que possui uma polia ligada a um peso.A questão proposta por Feymann era se este dispositivo poderia realizar um trabalhome
âni
o 
apaz de levantar o peso preso à polia. Segundo a hipótese de Carnot istoseria impossível. No entanto, à primeira vista vemos que isto é possível, mas se olharmosmais de perto podemos ver uma série de 
ompli
ações, (para maiores detalhes 
onsultarLe
ture of Feymann Vol 1, 
apítulo 46.)A e�
iên
ia destes dispositivos é maior nos pro
essos de �ltragem e seleção de partí
u-las. A prin
ipal 
ara
terísti
a do efeito 
atra
a é induzir uma direção preferen
ial para oes
oamento do sistema, sendo 
ondições bási
as para que isso o
orra:
• O sistema esteja fora do equilíbrio.
• Exista uma quebra de simetria espa
ial ou temporal.Quando um sistema de partí
ulas interagente sofre a ação de um poten
ial assimétri
oe é submetido a uma força externa os
ilante 
om média zero, um �uxo de partí
ulas d
no regime esta
ionário pode ser observado numa direção preferen
ial. Este efeito o
orredevido à quebra de simetria espa
ial ou temporal. A quebra de simetria espa
ial podeser obtida por meio de um substrato assimétri
o, por obstá
ulos assimétri
os ou porgeometrias de 
on�namento assimétri
as. A quebra de simetria temporal pode ser obtidaatravés da quebra de simetria do período ou da amplitude da força externa a
.O efeito 
atra
a tem sido usado para manipular o movimento de partí
ulas em diver-sos sistemas, dentre os quais podemos desta
ar: vórti
es em super
ondutores, 
olóides,motores mole
ulares e 
anais i�ni
os. Estudos re
entes têm mostrado que em materiaissuper
ondutores o efeito 
atra
a pode apresentar múltiplas reversões de movimento (74).O me
anismo responsável por estas múltiplas reversões do efeito 
atra
a na dinâmi
a devórti
es em super
ondutores foi estudado por Gillijns et al. (22). Estes estudos mostraram
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e-vórti
e, mas também da razãoentre os 
omprimentos 
ara
terísti
os deste sistema, que são o �
omprimento de pene-tração de London� λ e o período do poten
ial assimétri
o d. A 
ondição sine qua nonpara que as múltiplas reversões do efeito 
atra
a sejam observadas é dada pela relação
d/λ < 1 (22).Silva et al. (74) mostraram que o efeito 
atra
a reverso em materiais super
ondutorespode ser 
ontrolado através do 
ampo de 
omensurabilidade entre os vórti
es e a redede pinos. Foi mostrado que, para múltiplos ímpares do 
ampo de 
omensurabilidade,as partí
ulas se movimentam no sentido do eixo fá
il da 
atra
a. Porém, para múlti-plos pares deste 
ampo de 
omensurabilidade, as partí
ulas se movimentam no sentido
ontrário,ou seja, no sentido do eixo difí
il da 
atra
a. Estes resultados foram veri�
adosexperimentalmente e modelados numeri
amente por simulações de dinâmi
a mole
ular em1D. O me
anismo responsável por estas múltiplas reversões está rela
ionado à mudança domínimo lo
al de energia do poten
ial responsável pelo efeito 
atra
a nesse sistema. Estamudança o
orre devido ao aprisionamento de vórti
es nos pinos. Na Fig. 21 apresentamosmodelo usado para expli
ar os resultados obtidos neste trabalho.
a)

b)

Figura 21: Diagrama ilustrando o me
anismo do efeito 
atra
a reverso tirado de C. C. S.Silva et al. (Nature 440, 651 (2006)). (a) Diagrama da 
on�guração de equilíbrio para
n = 1−4 (n é o número de vórti
e por poten
ial tipo 
atra
a). Podemos ver a alternân
iaentre os mínimos de energia quando n é par ou ímpar. (b) Esquema demonstrando ome
anismo 
atra
a quando a rede de vórti
es é submetida a uma força a
. As setasvermelhas indi
am a direção da força, os quadros 
om 
or de fundo indi
am onde o
orreo movimento ma
ros
ópi
o das partí
ulas �vórti
es�.O uso do efeito 
atra
a na dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores também temsido apontado 
omo uma poderosa ferramenta para a remoção de vórti
es do interior
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Figura 22: Diagrama de fase experimental obtido por C. C. S. Silva et al. (Nature 440,651 (2006)) mostrando as fases dinâmi
as da rede de vórti
e, bem 
omo as regiões ondeo �uxo da rede de vórti
es é direto (verde) ou reverso (vermelho). Podemos notar que oefeito 
atra
a o
orre próximo da transição super
ondutora, região onde há uma grande�utuação da energia, 
ondição ne
essária para que possamos observar o efeito 
atra
a.de amostras super
ondutoras (48). Além de gerar dissipação de energia, a presença devórti
es no interior de amostras super
ondutoras induz ruídos nestes sistemas, limitandoainda mais as apli
ações destes materiais.Matthias et al. (54) mostraram que um dispositivo tipo 
atra
a pode ser usado parareti�
ar o movimento de partí
ulas massivas e mesos
ópi
as (ver Fig. 23), empregandoporos assimétri
os feitos em membranas de sili
one. Mais pre
isamente, Matthias et al.(54) mostraram experimentalmente, e por meio de simulação de dinâmi
a de Langevin,que este dispositivo (poros unidimensionais de um sistema poroso em uma membrana desili
one) pode ser empregado na separação de partí
ulas de a
ordo 
om o seu tamanho.Apli
ando uma pressão periódi
a 
om média zero esta membrana induz um �uxo periódi
oao �uido e às partí
ulas suspensas nestes poros, resultando em um movimento d
 daspartí
ulas em uma direção preferen
ial. Foi veri�
ado que o transporte de partí
ulas
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Figura 23: Figura obtida de S. Matthias et al. (Nature 424, 54 (2003)) mostrando (a)membranas de sili
one 
apazes de atuar 
omo �ltros para partí
ulas massivas 
om dife-rentes tamanhos. O pro
esso de transporte nesses sistema depende muito da razão entreo tamanho da abertura e o tamanho da partí
ula. Ajustando o tamanho da abertura,este sistema pode ser usado na separação de partí
ulas de diferentes tamanhos. (b) Fotoobtida por mi
ros
opia eletr�ni
a de varredura dos poros assimétri
os em uma amostrade sili
one.(
) Mi
ros
opia eletr�ni
a de varredura obtida em um poro da amostra em (b).depende da pressão, e que esta dependên
ia pode resultar numa inversão do movimento,
omo mostrado na Fig. 24.

Figura 24: Figura obtida de S. Matthias et al. (Nature 424, 54 (2003)), mostrando adependên
ia da 
orrente d
 obtida por apli
ar uma pressão a
 no sistema da Fig. 23.Este grá�
o mostra uma 
lara reversão do efeito 
atra
a nestes sistemas.
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a também pode ser usado no pro
esso de eletromigração para a obtençãode superfí
ies mais regulares. Derényi et al. (14) mostraram que as superfí
ies queapresentam uma barreira de S
woebel, quando submetidas a um 
ampo elétri
o alternadoa
 paralelo à superfí
ie, induzem uma 
orrente devido a eletromigração. Um esquemailustrando a formação de 
amadas irregulares no pro
esso de deposição de �lmes �nos émostrado na Fig. 25.

Figura 25: Figura obtida por I. Derényi (Appl. Phys. A 75, 217 (2002)), mostrando (a)o poten
ial que um átomo sente ao difundir por uma superfí
ie irregular 
omo mostradoem (b). ,Posteriormente, Pablo et al. (13) mostraram experimentalmente que esta té
ni
apode ser empregada na obtenção de �lmes �nos de ouro 
om superfí
ies menos rugosas.Os autores deste trabalho veri�
aram também que o tamanho do grão 
res
e gradualmentedevido ao aumento da difusão 
ausado pelo aque
imento Joule.
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Figura 26: Figura obtida originalmente por P. J. Pablo (Surf. Interfa
e Anal. 30, 278(2000)) e adquirida de I. Denényi (Appl. Phys. A 75,217 (2002)), mostrando a evolução dasuperfí
ie de uma �ta de ouro.(a) Uma estrutura 
laramente granular pode ser observadaem grãos 
om tamanho de aproximadamente 25 nm, (b) superfí
ie da �ta de ouro após
40h submetida a uma densidade de 
orrente d
 
om 1.6 × 1011A m−2 
om 25 mA, osgrãos tiveram um 
res
imento de aproximadamente 100 nm, (
) a superfí
ie da �ta deouro após 24 h de 
orrente a
 sob os mesmo valores de (b), neste 
aso pode se observar o
res
imento dos grãos, formando terraços 
omo mar
ado por 
ír
ulos bran
os na amostra.
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2 TRANSPORTE DEPARTÍCULAS EM MEIOSSUPERAMORTECIDOS

Neste Capítulo des
revemos a dinâmi
a de partí
ulas 
on�nadas, interagentes e emmovimento superamorte
ido na presença de um obstá
ulo 
ontra o �uxo. Modelamos nu-meri
amente a dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores, a dinâmi
a de sistemas 
oloidaise o movimento de pedestres. Os obstá
ulos empregados são uma barreira de energia, uma
onstrição e uma rede de defeitos (pinos) periódi
os. Estudamos o es
oamento de partí
u-las em um 
anal 
om largura da ordem do 
omprimento 
ara
terísti
o do sistema. Usamoso modelo proposto por Zapperi et al. (87) para en
ontrar uma equação diferen
ial não-linear de primeira ordem 
apaz de des
rever o fen�meno de transportes nestes sistemasno estado esta
ionário. A solução desta equação diferen
ial nos dá o 
omportamento dadensidade ao longo do 
anal.O modelo proposto em (87) é baseado em um 
oarse-graining da equação de movi-mento do sistema, baseado na equação de Fokker-Plan
k. Isto faz 
om que deixemosde tratar as partí
ulas 
omo objetos dis
retos e passemos a usar a 
on
entração médiadas partí
ulas 
omo a úni
a variável relevante do sistema. Em seguida, usamos simu-lações de dinâmi
a mole
ular para testar o nosso modelo e determinar o seu limite devalidade. Observamos que mesmo quando temos pou
as 
amadas de partí
ulas inter-agindo, a aproximação 
ontínua pode ser usada para 
al
ular o per�l de densidade aolongo do sistema, desde que façamos pequenas 
orreções no modelo proposto em (87).Nossa equação diferen
ial também é integrada numeri
amente por métodos 
onven
ionaisde diferenças �nitas. Veri�
amos que a natureza dis
reta das partí
ulas desempenha umpapel fundamental para a resposta desse sistema.
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es em super
ondutores2.1.1 ModeloModelamos nosso sistema 
om intuito de des
rever a dinâmi
a dos vórti
es em um�lme �no super
ondutor. Nesse sistema os vórti
es podem ser tratados 
omo um sis-tema bidimensional de partí
ulas em movimento superamorte
ido (73). A equação demovimento para um vórti
e i pode ser es
rita 
omo,
ηvi = Fvv

i + F
vp
i + Fext

i + FT
i , (2.1)onde η = Φ2

0d/2πξ
2ρN é a vis
osidade efetiva, d é a espessura do �lme �no, ξ é o 
ompri-mento de 
oerên
ia, ρN é a resistividade no estado normal e Φ0 = h/2e é o quantum de�uxo magnéti
o. Os termos do lado direito da equação representam a interação partí
ula-partí
ula Fvv

i , a interação partí
ula-parede F
vp
i , a força externa Fext

i e a força térmi
a FT
i .Para um vórti
e i a força vórti
e-vórti
e é dada, segundo o modelo de London, por,

Fvv
i =

Nv∑

j 6=n

f0K1

(
rij

λ

)
r̂ij , (2.2)onde rij = |ri − rj|, r̂ij = (ri − rj)/|ri − rj| são as distân
ias entre os vórti
es e ovetor unitário que liga os vórti
es i(j), respe
tivamente. ri(j) é a posição do vórti
e

i(j), K1(rij/λ) é a função de Bessel modi�
ada de primeira ordem, λ é o 
omprimentode penetração de London e f0 é uma 
onstante que depende apenas das propriedadesdo material. Para uma melhor e�
iên
ia 
omputa
ional (65), a força vórti
e-vórti
e é
al
ulada apenas quando rij < 6λ, sendo que para distân
ias maiores a força entre osvórti
es pode ser desprezada. Usamos diferentes formas da força F
vp
i para 
on�nar osvórti
es em nosso sistema e veri�
amos que as propriedades medidas independem daforma da força de 
on�namento. As paredes dos 
anais responsáveis pelo 
on�namentosão tratadas 
omo barreiras de energia in�nita e 
omo partí
ulas pontuais repulsivas, demaneira que a prin
ipal 
ara
terísti
a desta força é a sua natureza de 
urto al
an
e. Emgeral, a força de 
on�namento tem um al
an
e muito menor que a largura dos 
anaisestudados. Considerando a parede 
omo sendo 
onstituída por partí
ulas pontuais, aforça de interação partí
ula-parede pode ser es
rita 
omo,

F
vp
i =

Np∑

j=1

AR3
ij(R

2
ij − r2

r)
4/Fmax, (2.3)
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ondutores 57onde rr é o raio de interação da parede, Np é o número de partí
ulas repulsivas naparede, Rij é a distân
ia entre os vórti
es e as partí
ulas da parede. Por questão dee�
iên
ia 
omputa
ional, 
onsideramos que F vp
i é diferente de zero apenas para Rij < rr.Consideramos ainda que as partí
ulas da parede são separadas por uma distân
ia dp =

0.1λ , Fmax é o fator de normalização e A é a amplitude da força. Nas nossas simulaçõessupomos que a força externa Fext é 
onstante sobre todas as partí
ulas. Finalmente, aforça FT devido aos ruídos térmi
os é implementada usando o algoritmo de Box-Mullerque nos forne
e uma distribuição normal 
om média zero e variân
ia unitária,
〈F T

i 〉 = 0 (2.4)
〈F T

i (t) F T
j (t

′

)〉 = 2ηkBTδijδ(t− t
′

). (2.5)A força térmi
a é usada apenas para obtermos a 
on�guração ini
ial do sistema, postoque supomos posteriormente que esta força é nula. A força é medida em unidades de
f0 = Φ2

0d/2πµ0λ
3, o 
ampo magnéti
o é medido em unidades de Φ0/λ

2 e o 
omprimentoé medido em unidades do 
omprimento de penetração de London λ. A temperaturaadimensional é dada por T = kBTreal/λf0.2.1.2 Propriedades ma
ros
ópi
as do sistemaPara 
al
ular as propriedades durante as simulações, dividimos nosso sistema em
élulas de 
omprimento dx e dy onde são feitas as médias das grandezas ma
ros
ópi-
as.São estas a densidade ρ(x), o �uxo de 
ampo magnéti
o φ(x) e a seção transversal
σ(x) . As propriedades ma
ros
ópi
as foram medidas usando médias não-paramétri
as(27), sendo a densidade lo
al vista 
om uma grandeza 
ontínua. O kernel de nossa médianão-paramétri
a para um sistema de vórti
es em super
ondutores é dado pela função deBessel de ordem zero K0(x) que nos forne
e a densidade de energia magnéti
a do sistema.Neste 
ontexto, o �uxo do sistema é 
al
ulado 
omo sendo a média temporal da taxa 
omque a energia magnéti
a atravessa um plano da seção transversal do nosso sistema,

φ(x) =
dy

NT

NT∑

k=1

ym∑

j=1

Nv∑

i=1

K0

(
rij

λ

)
v · x̂ , (2.6)onde NT é o número total de passos de tempo, ym é o número de 
élulas ao longo dalargura do 
anal, Nv é o número de vórti
es do sistema e K0(rij/λ) é a função deBessel modi�
ada de ordem zero. A densidade de �uxo magnéti
o do sistema é 
al
ulada
omo sendo a média temporal da média da densidade de energia magnéti
a do sistema ao
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ρ(x) =

dy

NT

∑ym

k=1

[∑NT

j=1

∑Nv

i=1K0

(
rij

λ

)]2

ρ(x)σ(x)
. (2.7)Na Eq. (2.7), σ(x) é a seção transversal, e o produto ρ(x)σ(x), é 
al
ulado 
omosendo,

ρ(x)σ(x) =
dy

NT

ym∑

k=1

NT∑

j=1

Nv∑

i=1

K0

(
rij

λ

)
. (2.8)Desta forma, a seção transversal pode ser 
al
ulada 
omo sendo,

σ(x) =
dy

NT

∑ym

k=1

∑NT

j=1

∑Nv

i=1K0

(
rij

λ

)

∑ym

k=1

[∑NT

j=1

∑Nv

i=1K0

(
rij

λ

)]2 . (2.9)2.1.3 Equação ma
ros
ópi
a para o transporteA equação ma
ros
ópi
a para o transporte de �uxo magnéti
o obtida anteriormentepor Zapperi et al. (87) foi explorada nesse trabalho e resolvida analiti
amente para o es-
oamento no estado esta
ionário da rede de vórti
e. Para 
onstruir esta equação 
ontínua
apaz de des
rever a evolução temporal da densidade do sistema ρ(r, t), Defrinimos afunção P (r1, r2, ..., rn) 
omo a probabilidade de que os vórti
es en
ontrem-se nas posições
r1, r2, ..., rn em um tempo t. Podemos então es
rever a equação de Fokker-Plan
k para aevolução temporal da distribuição P ,

∂P

∂t
=
∑

i

∇i · [−viP + kBT∇iP ] , (2.10)onde vi é a velo
idade da partí
ula i, dada pela equação de movimento. O termo kBT∇Pé introduzido para dar 
onta dos efeitos térmi
os. A distribuição P des
reve o estadodo sistema no espaço das 
on�gurações de 2N dimensões. Nosso objetivo é determinaraevolução da densidade de vórti
es ρ(r, t). de�nida no espaço bidimensional das linhas de�uxo. A densidade média é en
ontrada somando as 
ontribuições de todas as 
on�gu-rações, onde a função P determina a probabilidade de 
ada 
on�guração,
ρ(r, t) =

∫
d2Nr′P

∑

i

δ(r − r′i). (2.11)A evolução temporal de ρ(r, t) pode, então, ser rela
ionada 
om a derivada temporalda distribuição P ,
∂ρ(r, t)

∂t
=
∫
d2Nr′

∂P

∂t

∑

i

δ(r − r′i). (2.12)
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∂ρ

∂t
=
∫
d2Nr′

∑

i

∇′
i · (−v′

iP + kBT∇′
iP )δ(r− r′i). (2.13)Operando 
om a delta de Dira
 nas derivadas espa
iais, podemos rees
rever essa equaçãona forma,

∂ρ

∂t
= −∇ ·

∑

i

∫
d2Nr′ v′

iPδ(r− r′i) + kBT∇2
i

∫
d2Nr′Pδ(r− r′i). (2.14)e substituindo a de�nição de ρ(x, t) dada pela Eq. (2.23), obtemos,

∂ρ

∂t
= −∇ ·

∑

i

∫
d2Nr′ v′

iPδ(r− r′i) + kBT∇2
iρ. (2.15)onde �
a evidente a forma difusiva da 
ontribuição térmi
a.A velo
idade vi é de�nida pela equação de movimento superamorte
ida Eq. (2.1),tomando apenas os termos que 
ontribuem para o es
oamento podemos es
rever,

ηvi =
µ0Φ

2
0

2πλ3

∑

j 6=i

K1

(
|ri − rj |

λ

)
ri − rj

|ri − rj|
+ Fext

i . (2.16)Neste ponto, a Eq. (2.15) pode ser rees
rita 
omo
∂ρ

∂t
= −∇ · (jv + je) + kBT∇2

i ρ. (2.17)onde jv e je são, respe
tivamente, as 
ontribuições devido a ação dos vórti
es e da forçaexterna à 
orrente de es
oamento do �uxo magnéti
o.Para a par
ela referente a força externa temos que,
je =

1

η
ρFext. (2.18)De forma semelhante a 
ontribuição da interação entre os vórti
es para a 
orrente dees
oamento do �uxo magnéti
o é dada por,

jv =
1

η

∑

i

∫
d2Nr′

∑

j 6=i

F(r′i − r′j)Pδ(r− r′i), (2.19)onde a função F(r) =
µ0Φ2

0

2πλ3

∑
j 6=iK1

(
|r|
λ

)
r̂ é a interação entre os vórti
es. Atuando 
omuma delta de Dira
 no argumento da função F , obtemos

jv =
1

η

∑

i

∫
d2Nr′

∑

j 6=i

F(r − r′j)Pδ(r− r′i). (2.20)
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ondutores 60Substituindo o termo r′i dentro da integral pela forma equivalente,
r′j =

∫
d2Nr′′ δ(r′′ − r′i), (2.21)
hegamos a

jv =
1

η

∫
d2Nr′′F(r − r′′)

∫
d2Nr′′

∑

i

∑

j 6=i

Pδ(r′′ − r′j)δ(r − r′i). (2.22)De�nindo agora a função densidade de dois vórti
es,
ρ(2)(r, r′′, t) =

∫
d2Nr′

∑

i

∑

j 6=i

Pδ(r′′ − r′j)δ(r − r′i). (2.23)podemos es
rever a 
ontribuição dos vórti
es na forma,
jv =

1

η

∫
d2Nr′′F(r − r′′)ρ(2)(r, r′′, t). (2.24)Fazendo agora uma aproximação de 
ampo médio para a densidade de dois vórti
es, ouseja, ρ(2)(r, r′′, t) = ρ(r, t)ρ(r′′, t), podemos es
rever,

jv =
1

η
ρ(r, t)

∫
d2Nr′′F(r − r′′)ρ(r′′, t). (2.25)Sabemos que a interação F(r−r′′) entre os vórti
es'é de 
urto al
an
e, indo rapidamente azero quando se toma distân
ias maiores que o 
omprimento de London, λ. Não se esperaque a densidade de �uxo varie 
onsideravelmente na região do espaço que 
ontribui paraa integral (4.21). Podemos, então, supondo que a função ρ(r) varie lentamente, expandirem torno de r é tomar apenas os termos até primeira ordem.

jv =
1

η
ρ(r, t)

∫
d2N lF(l)[ρ(r, t) + ∇ρ(r, t) · l], (2.26)onde l = r′′ − r. Devido a simetria axial da função F, o termo de ordem zero se anula.Quanto ao termo de primeira ordem, as 
ontribuições perpendi
ulares a ∇ρ se anulam,restando apenas as 
ontribuições na direção do gradiente. Temos, então,

jv =
1

η
ρ∇ρ

(
1

2

∫
d2N lF(l) · l

)
, (2.27)ou ainda,

jv =
1

η
aρ∇ρ, (2.28)onde a = 1

2

∫
d2N lF(l) · l = Φ2

0/µ0.In
orporando as 
ontribuições dos vórti
es Eq. (2.28) e da força externa Eq. (2.18) à
orrente de �uxo magnéti
o, podemos, determinar a evolução temporal da densidade de
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es,
η
∂ρ

∂t
= ∇ · [(ρ(a∇ρ− Fext)] + kBT∇2

iρ. (2.29)onde F ext é a força externa sobre os vórti
es.Esta equação pode ser interpretada 
omo um equação de difusão-
onve
ção
∂ρ

∂t
= −∇ · j + kBT∇2

i ρ. (2.30)onde a 
orrente de �uxo magnéti
o é identi�
ada 
omo j = ρv, e v é a velo
idade lo
alde es
oamento de 
ampo. A velo
idade é determinada pela força apli
ada a um vórti
enesta região do super
ondutor. Observamos que, na des
rição ma
ros
ópi
a, a forçadevida aos demais vórti
es pode ser determinada pelo gradiente lo
al de 
on
entração devórti
es, −∇ρ.Para 
onstruir a equação 
ontínua, pre
isamos fazer algumas 
onsiderações 
om re-lação ao nosso sistema. Nossa des
rição não pode des
rever variações na densidade quetenham 
omprimento 
ara
terísti
o menor que a distân
ia entre as partí
ulas rij . O 
om-primento de interação é su�
ientemente grande, λ > rij , de forma que 
ada vórti
e podeinteragir 
om vários vórti
es ao seu redor.Para o estado esta
ionário, ∂ρ/∂t = 0, em temperatura nula T = 0 e 
onsiderando
η = 1 a Eq. ( 2.29) pode ser es
rita 
omo,

ρ(a∇ρ− F ) = J . (2.31)A 
onservação do número de vórti
es impõe que a 
orrente de vórti
e J no estado esta-
ionário seja 
onstante. A Eq.(2.31) é 
onhe
ida 
omo uma equação diferen
ial de Abelde segundo tipo (62). Para resolver esta equação analiti
amente levamos em 
onsideraçãoque a variação da velo
idade na direção perpendi
ular ao movimento (na direção y) quasenão é alterada no estado esta
ionário, ex
eto nas proximidades da 
onstrição, quandohouver. Sendo assim, podemos aproximar a Eq. (2.31) para des
rever o movimento em1D. Cál
ulos unidimensionais em outros sistemas, 
omo no movimento de pedestres, po-dem ser usados para des
rever sistemas 2D (59). Resolvendo a Eq. (2.31) neste limite,podemos es
rever a solução para a densidade ao longo do 
anal 
omo,
ρ(x) =

J

F

[

1 +W

[

exp

(

−1 +
ρ0F

J
+
F 2

aJ
x

)(
ρ0F

J
− 1

)]]

, (2.32)onde ρ0 é o valor da densidade de �uxo magnéti
o no iní
io do 
anal distante do obstá
ulo,
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J é a 
orrente de vórti
e e F é o módulo da força externa. W (x) é a função W-Lambert,que é dada pela solução prin
ipal para W na equação x = WeW .Os obstá
ulos podem ser usados para aprisionar o �uxo da rede de vórti
es desdeque a força externa seja su�
ientemente pequena. Nesta situação, J = 0, e a solução daEq.(2.31) pode ser es
rita 
omo,

ρ(x) =
F

a
(x− x0) , (2.33)onde x0 é o valor de x no qual a densidade vai a zero. Quando a força imposta peloobstá
ulo é muito menor que a força externa, os vórti
es es
oam quase sem sentir osobstá
ulos. Experimentalmente (8) foi veri�
ado que quando os vórti
es es
oam em umaamostra 
om uma rede de pinos periódi
a, este sistema apresenta uma transição de fasedinâmi
a para altos valores da 
orrente (força externa). Nesta fase, 
onhe
ida 
omo�moving glass�, os vórti
es não sentem a presença dos 
entros de pinos e es
oam numaestrutura �vítrea� desordenada. Neste limite, os obstá
ulos impostos para o transportede vórti
es não podem produzir nenhuma variação na densidade lo
al. Desta forma,podemos supor que o gradiente de 
on
entração é nulo (∇ρ→ 0). Sendo assim, a soluçãoda Eq. (2.31) pode ser es
rita 
omo,

ρ(x) =
J

F
. (2.34)2.1.4 Propriedades estáti
as (sistema fe
hado)Ini
iamos nossos estudos analisando o 
omportamento da rede de vórti
es num 
analfe
hado em todas as direções, submetida a uma força externa F 
ontra a parede em

x = 0 . Ini
ialmente os vórti
es são distribuídos aleatoriamente dentro do 
anal. Emseguida, apli
amos uma força externa e deixamos o sistema evoluir no tempo através desimulações de dinâmi
a mole
ular até al
ançar o estado de equilíbrio me
âni
o, quandoé medido o per�l de densidade. No estado de equilíbrio me
âni
o, o �uxo Φ e 
onse-qüentemente a 
orrente de vórti
e J são nulos. Quando J = 0 , a solução da equaçãoque des
reve a dinâmi
a de nosso sistema no estado esta
ionário Eq. (2.31) é dada pelaEq. (2.33). Esta solução nos forne
e um per�l de densidade linear 
om um 
oe�
ienteangular F/a , onde F é a força externa e a é o parâmetro do nosso modelo, 
ujo valoré dado pela Eq. (??). Para um sistema aberto 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a emtodas as direções, Zapperi et al. (87) mostraram que a = 2πf0λ
3/Φ0 .Realizamos um grande número de simulações neste sistema variando o número de
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(b) Per�l de densidade normalizadoFigura 27: (a) Per�l de densidade para uma rede de vórti
es em um 
anal fe
hado emtodas as direções, submetida a uma força externa F 
ontra a parede em x = 0. Esteresultado foi obtido por simulações de dinâmi
a mole
ular após o sistema atingir o estadode equilíbrio me
âni
o. Os resultados mostrados nesta �gura são para uma rede 
om
N = 576 vórti
es em um 
anal 
om largura L = 4.0 λ , submetidos a uma forçaexterna F = 1.0f0 
ontra a parede em x0. (b) Per�l de densidade ao longo do 
analpara diferentes valores da força externa e diferentes número de vórti
es. Podemos notarque os per�s de densidade 
olapsam em uma mesma 
urva, mostrando que o parâmetro
a é invariante para um grande intervalo de valores da densidade e da força externa.
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es N , a força externa F e a largura do 
anal L. Para todos os 
asos, obtivemosum per�l de densidade linear 
omo mostrado na Fig. 27(a). Fazendo o ajuste lineardeste per�l de densidade, podemos 
al
ular o parâmetro a e o parâmetro x0 que nosforne
em o valor de x no qual a densidade vai a zero. Nossos resultados mostram que oparâmetro a é invariante para um grande intervalo de valores da densidade e da forçaexterna. Na Fig. 27(b) �zemos uma renormalização das 
urvas obtidas por simulaçõesde dinâmi
a mole
ular usando os valores de x0 e da força externa F . Com isso,mostramos que todos os per�s de densidade 
olapsam numa mesma 
urva. Os valores de
a obtidos para 
anais 
om larguras da ordem de λ não 
on
ordam 
om o valor previstopor Zapperi et al. (87) para um sistema aberto 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a emtodas as direções. Atribuímos este desvio à in�uên
ia da energia de superfí
ie introduzidapelo 
on�namento. Quando pelo menos uma dimensão do sistema é da mesma ordem dealgum 
omprimento 
ara
terísti
o, 
ondição ne
essária para um sistemas mesos
ópi
o, aenergia de superfí
ie passa a desempenhar um papel importante, tornando-se até mesmodominante nas propriedades destes sistemas.
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f(x)=2π+A exp(-B x)

Figura 28: Parâmetro a em função da largura do 
anal para diferentes valores dadensidade e da força externa. A linha preta 
ontínua des
reve o ajuste das 
urvas obtidasatravés de simulações de dinâmi
a mole
ular por uma função 
ontínua. Os parâmetrosdo ajuste são A = 2.74 B = 0.19. A linha preta tra
ejada representa o valor obtido porZapperi et al. para um sistema aberto.
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ondutores 65O 
omportamento do parâmetro a 
om a largura do 
anal é mostrado na Fig. 28,onde os resultados são obtidos mantendo a razão entre o número de vórti
es e a área do
anal �xa (N/A = const.) quando variamos a largura do 
anal. Podemos notar que ovalor de a se aproxima do valor previsto por Zapperi et al. (87) para 
anais 
om largurasmaiores que 30 λ. As 
urvas do parâmetro a em função do 
omprimento apresentada naFig. 28 foram ajustadas por uma função 
ontínua f(x) = 2π+A exp(−Bx), possibilitandoque 
onheçamos o valor de a para 
anais de quaisquer larguras. Neste 
aso, os valoresdos parâmetros obtidos no ajuste são A = 2.74 e B = 0.19. Observamos ainda que a
on�guração dos vórti
es após en
ontrarem o estado de equilíbrio me
âni
o é governadapor dois diferentes me
anismos: um para o interior da amostra (Bulk) e outro para asbordas. No interior do sistema observamos que os vórti
es são distribuídos segundo uma
on�guração na qual o número de 
amadas de
res
e gradualmente ao longo da direção x.Este me
anismo foi observado em outros sistemas, 
omo em 
olóides (45) e em 
ristais deWigner (61). Além disso, devido à forte repulsão entre os vórti
es e à natureza mesos
ópi
ado 
anal, observamos que os vórti
es nas bordas apresentam um gradiente de 
on
entraçãoao longo da direção x. Esta 
on�guração faz 
om que a energia seja mínima neste sistema.

0 5 10 15 20 25 30
 x

 y

 7  6  5  4

Figura 29: Con�guração �nal para uma rede 
om N = 216 de vórti
es, 
on�nados emtodas as direções, em um 
anal de largura L = 4λ sofrendo a ação de uma força externa
F = 1.0 f0. Podemos notar que existem dois diferentes 
omportamentos para a 
on�g-uração dos vórti
es neste sistema: um para o interior da amostra, onde o me
anismo deredução de 
amadas pode ser veri�
ado, e outro para as borda do material, onde há umgradiente da 
on
entração de vórti
es na direção x.
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ondutores 662.1.5 Propriedades dinâmi
asNesta Seção, estendemos o modelo usado na seção anterior para des
rever o 
ompor-tamento dinâmi
o da rede de vórti
es, J 6= 0. Para isto, 
onsideramos uma rede na qualos vórti
es são forçados a se movimentar através de um 
anal 
om algum obstá
ulo parao es
oamento. Pre
isamente, os obstá
ulos aqui 
onsiderados são de natureza geométri
ana forma de uma 
onstrição, ou produzidos arti�
ialmente, 
omo barreiras de energia ou
entros de pinos. A produção destes obstá
ulos torna-se fa
tível em laboratórios usandoté
ni
as de litogra�a por feixe de elétrons e té
ni
as de 
res
imento de �lmes �nos 
omosputtering.2.1.5.1 Barreira de energiaO primeiro obstá
ulo que estudamos foi uma barreira de energia. Experimentalmenteesta barreira de energia pode ser obtida através de interfa
es entre �lmes �nos super
on-dutores do mesmo material 
om diferentes espessuras ou pela interfa
e entre �lmes �nosde materiais super
ondutores diferentes. Na Fig. 30 mostramos tanto o modelo usadopara estudar numeri
amente este 
aso, 
omo também a densidade do 
anal em 
ódigo de
ores. Em nossas simulações, medimos uma seção transversal efetiva que é maior que a

1.00.0 0.5 1.5 2.0 2.5

( a )

( b )

F
S

F
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Figura 30: (a) Modelo usado para estudar o 
omportamento dinâmi
o da rede de vórti
eses
oando por um 
anal 
om uma barreira de energia 
omo obstá
ulo para o �uxo. A forçadevido ao obstá
ulo F S só atua sobre os vórti
es numa pequena faixa de 
omprimentolo
alizada em x1 e x2. (b) Densidade ao longo do 
anal é mostrada em 
ódigo de 
ores.
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ondutores 67seção transversal do 
anal. Experimentalmente, P. Kes et al. (63) mostraram que quandoos vórti
es estão es
oando através de um 
anal mesos
ópi
o, o �uxo da rede de vórti
estem lugar através de um 
anal de largura efetiva maior que a largura real do 
anal.Nosso objetivo nesta Seção é veri�
ar se o valor do parâmetro a obtido no 
aso estáti
opode ser usado para des
rever a densidade em sistemas 
on�nados 
om J 6= 0. Osobstá
ulos são usados para induzir uma variação lo
al da densidade. Por simpli
idade,
onsideramos 
ondições de 
ontorno periódi
as na direção do �uxo (direção x). Os per�sde densidade foram medidos após o sistema al
ançar o estado esta
ionário. Na Fig. 31apresentamos os per�s de densidade por meio de simulações de dinâmi
a mole
ular parauma rede de vórti
es es
oando através de um 
anal mesos
ópi
o 
om uma barreira deenergia ∆U 
ontra o �uxo. As linhas tra
ejadas (vermelhas) representam os resultadosobtidos por integração numéri
a da Eq. (2.31).
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Figura 31: Comparação dos resultados obtidos por dinâmi
a mole
ular, para um 
anal
om uma barreira de energia 
omo obstá
ulo para o �uxo, 
om os resultados obtidos porintegração numéri
a da Eq. (2.31). Para diferentes valores da energia da barreira ∆U ediferentes números de vórti
es N .A integração numéri
a de nossa equação diferen
ial (Eq. 2.31) foi feita por métodos
onven
ionais de diferenças �nitas, supondo que a força que atua sobre os vórti
es é dadapela expressão F +∆Uδ(x−x1)−∆Uδ(x−x1), onde F é a força externa e os outros doistermos são as forças do substrato, responsáveis por introduzir os efeitos da barreira deenergia ∆U . Os per�s de densidade obtidos para este sistema dependem da força externa
F , da interação vórti
e-vórti
e e da força do substrato responsável pela barreira de energiaatuando apenas nos pontos x1 e x2 (ver Fig. 30).
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ondutores 68Os resultados obtidos por integração numéri
a e por dinâmi
a mole
ular 
on
ordamperfeitamente quando a barreira de energia imposta pelo obstá
ulo ∆U é su�
ientementepequena. No entanto, à medida que a energia da barreira 
res
e, os resultados obtidospor integração numéri
a e por dinâmi
a mole
ular 
omeçam a divergir. Isto pode seratribuído ao fato de que a força do substrato na interfa
e varia muito mais rápido que adistân
ia entre os vórti
es. Sendo assim, �
a 
laro que a natureza dis
reta dos vórti
esdesempenha papel fundamental na des
rição do per�l de densidade desses sistemas.Na Fig. 32 mostramos o ajuste das 
urvas obtidas por dinâmi
a mole
ular através dasolução analíti
a do modelo 
ontínuo, Eq. (2.32). Ajustamos 
ada seção do 
anal sepa-radamente, antes e depois do obstá
ulo. Os efeitos provenientes da inserção do obstá
uloforam in
luídos nas 
ondições de 
ontorno. A força externa F é 
onstante em 
ada seçãodo 
anal, ao 
ontrário dos parâmetros ρ0 e J , que pre
isam ser determinados separada-mente. Assim, os parâmetros ρ0 e J são os parâmetros de ajuste. É importante notarque os parâmetros ρ0 e J não estão totalmente livres em 
ada seção, pois a 
onservaçãodo número de vórti
es impli
a que a 
orrente de vórti
e J seja a mesma em 
ada seçãodo 
anal. As 
ondições de 
ontorno periódi
as do sistema também impõem que o númerode vórti
es seja 
onstante N = L
∫
ρ(x)dx. Isto nos forne
e uma relação entre os valoresde ρ0 em 
ada seção, fazendo 
om que o ajuste do per�l de densidade tenha apenas doisparâmetros livres.
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Figura 32: Ajuste das 
urvas obtidas por dinâmi
a mole
ular (preta) 
om a soluçãoanalíti
a do nosso modelo dada pela Eq. (2.32) (vermelha).Podemos ver que as 
urvas obtidas por simulações de dinâmi
a mole
ular podem ser
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ondutores 69perfeitamente ajustadas pela solução analíti
a de nosso modelo, mesmo no 
aso ondeas soluções numéri
as divergem. Os valores de J obtidos através dos ajustes usando aEq. (2.32), e por simulações de dinâmi
a mole
ular, estão em 
on
ordân
ia até a segunda
asa de
imal, 
omo mostra a Tabela 1.
J (DM) J (Ajuste)

N = 24 ∆U = 0.6 0.14196735 0.14200000
N = 120 ∆U = 0.6 0.71920997 0.71800000
N = 360 ∆U = 0.6 2.24040036 2.23991036
N = 360 ∆U = 0.2 2.24212194 2.24197210
N = 360 ∆U = 2.8 2.22573083 2.22344230
N = 360 ∆U = 6.0 2.10952776 2.10864600Tabela 1: Tabela 
om os valores da 
orrente de vórti
e J obtidas pelas simulações dedinâmi
a mole
ular e pelos ajustes das 
urvas de dinâmi
a mole
ular 
om a Eq. (2.32).2.1.5.2 Transporte de vórti
es através de um 
anal 
om uma 
onstriçãoPara veri�
ar se o parâmetro a obtido no 
aso estáti
o pode ser usado para ajustar osper�s de densidade obtidos por diferentes obstá
ulos, estudamos a dinâmi
a de vórti
esem um 
anal mesos
ópi
o 
om uma 
onstrição 
omo obstá
ulo para o es
oamento. Neste
aso, teremos diferentes valores de a, de a
ordo 
om a seção transversal do 
anal. AFig. 33 mostra esquemati
amente o 
anal 
om uma 
onstrição utilizado nesta Seção,

Figura 33: Modelo do 
anal 
om uma 
onstrição, usada 
omo obstá
ulo para o �uxo.Para vin
ular os parâmetros de 
ada seção transversal do 
anal, levamos em 
onta queno estado esta
ionário o �uxo de vórti
es é 
onstante e, 
omo não há fontes ou sorvedouros



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 70no sistema, o número de vórti
es também deve ser 
onservado. Sendo assim, os vín
ulosdo sistema nos dão as relações,
J1y1 = J2y2, (2.35)

L1

∫
ρ1(x)dx+ L2

∫
ρ2(x)dx = N. (2.36)O valor de a para 
ada seção do 
anal é obtido usando a função que ajusta os valores de apara um 
anal fe
hado, 
omo mostrado na Fig. 28. Nas equações de vín
ulos anteriores,os índi
es 1 e 2 indi
am as propriedades do 
anal largo e da 
onstrição, respe
tivamente.O per�l de densidade obtido por simulações de dinâmi
a mole
ular, bem 
omo o ajustedesta 
urva pela Eq. (2.32), são mostrados na Fig. 34(a).É importante notar que a solução do nosso modelo dada pela Eq. (2.32), obtida paraum sistema unidimensional, é 
apaz de des
rever a dinâmi
a em sistemas bidimensionaismesmo 
om as seções transversais variando. Os resultados obtidos para o per�l de den-sidade e para a seção transversal do 
anal 
om uma 
onstrição são apresentados na Fig.34.
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6.0
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10.0

12.0

 σ
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(b) Seção transversalFigura 34: (a) Ajuste das 
urvas obtidas por dinâmi
a mole
ular 
om a solução analíti
ade nosso modelo, em um 
anal 
om uma 
onstrição para duas forças diferente. Os 
ír
u-los representam os resultados obtidos por simulações de dinâmi
a mole
ular e as linhastra
ejadas representam os ajustes analíti
os feitos 
om a Eq. (2.32). Os resultados aquimostrados são para um 
anal 
om N = 1333 e 
om seção transversal y1 = 8.0 e y2 = 5.5.(b) Curvas obtidas para a seção transversal efetiva do 
anal para duas forças diferentes e
om o per�l de densidade mostrado na Fig. 34(a). A seção transversal efetiva en
ontradafoi y1 = 9.76 e y2 = 7.41 para F = 1.0 e y1 = 9.82 e y2 = 7.40 para F = 0.10. Os valoresen
ontrados são maiores que a seção transversal do 
anal y1 = 8.0 e y2 = 5.5.Podemos observar que, para forças externas su�
ientemente baixas, o per�l de den-



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 71sidade é aproximadamente linear. Neste limite, o per�l também pode ser dado pelaEq. (2.33, obtida no limite J → 0. A Fig. 34(b) mostra que a seção transversal efetiva,por onde passa o �uxo magnéti
o, é maior que a seção transversal do 
anal. Este fato tam-bém foi observado por Kes et al. (63) para vórti
es es
oando em um 
anal mesos
ópi
o.Canais 
om uma 
onstrição têm sido sugeridos 
omo um dispositivo para o aprisiona-mento de partí
ulas interagentes, i.e., vórti
es em super
ondutores, 
ristais de Wigner,et
. Esta geometria é 
onhe
ida por apresentar um me
anismo de fra
o aprisionamento(61). Apli
ando um arranjo de 
ampos 
ruzados nas proximidade da 
onstrição, a
redita-mos ser possível 
ontrolar a densidade de 
ampo magnéti
o, bem 
omo o �uxo de vórti
esneste sistema.2.1.5.3 Rede de pinosApesar dos materiais super
ondutores já terem possibilitado alguns avanços te
noló-gi
os importantes, 
omo na 
onstrução de equipamentos de ressonân
ia nu
lear magnéti
a(RMN), no desenvolvimento de equipamentos aeroespa
iais, no transporte de energia ena 
onstrução de trens de levitação magnéti
a, o uso destes materiais em apli
ações degrandes es
ala, a
essíveis à maior parte da população, ainda é muito limitado. Isto o
orre,primeiramente, devido ao uso de temperaturas extremamente baixas, fazendo 
om que os
ustos destes sistemas sejam extremamente altos. Além disso, a maioria dos materiaissuper
ondutores usados para desenvolver as apli
ações são do tipo II, permitindo quea fase super
ondutora e os vórti
es 
oexistam numa ampla faixa de 
ampo magnéti
o.Quando submetidos a uma 
orrente externa, os vórti
es são sus
eptíveis a uma força deLorentz, que faz 
om que eles se movimentem dissipando energia e introduzindo ruídoneste sistema. Muitos estudos nestes materiais foram feitos tentando melhorar as suaspropriedades. Em geral, estes estudos visavam aprisionar a rede de vórti
es empregando
entros de pinos arti�
iais. Neste 
ontexto foi mostrado que a 
orrente 
ríti
a 
res
e 
oma introdução destes 
entros de pinos, possibilitando a obtenção de 
ampos magnéti
osmais elevados.Nos últimos anos, a dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores na presença de 
entrosde pinos tem sido explorada na tentativa de desenvolver novos dispositivos eletr�ni
os.Vários 
omportamento interessantes foram observados, espe
ialmente quando o sistema é
olo
ado na presença de arranjos de 
ampos eletromagnéti
os 
ruzados, e na presença dediferentes 
on�gurações da rede de pinos. Dentre as propriedades observadas, podemosdesta
ar o uso destes sistemas para a reti�
ação da 
orrente de vórti
es (diodo).



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 72Nas próximas Seções mostraremos os resultados obtidos para o transporte de vórti
es
on�nados em um 
anal e na presença de uma rede de pinos espaçados periodi
amente no
entro do 
anal, 
omo mostrado na Fig. 35. Ini
ialmente, trataremos os 
entros de pinos

L1 L2 L1

ay

ax

y

Figura 35: Modelo de um 
anal 
om uma rede de pinos 
omo obstá
ulo para o �uxo.Consideramos o poten
ial de interação entre os pinos e os vórti
es 
omo sendo: 1) umpoten
ial de atração in�nito, 2) um poten
ial de atração �nito.
omo 
entros de an
oragem 
om poten
ial in�nito. Consideraremos que 
ada 
entro dean
oragem tem a 
apa
idade de aprisionar somente um vórti
e e que a interação entre os
entros de an
oragem (vórti
es pinados) e os vórti
es em movimento é sempre repulsiva.Por simpli
idade, supomos que a interação entre os vórti
es e os 
entros de an
oragem édada pela interação vórti
e-vórti
e. Finalmente, os pinos são 
entros de an
oragem 
omforça de aprisionamento �nita e 
om a interação entre os vórti
es e os pinos dada por:
F

vp
i =

Np∑

j=1

AR3
ij(R

2
ij − r2

r)
4/Fmax, (2.37)onde Np é o número de partí
ulas que 
ompõem a parede, A é a amplitude máximada força, Rij é a distân
ia entre os vórti
es e as partí
ulas da parede, rr é a distân
iamáxima em que os vórti
es interagem 
om as partí
ulas da parede, e Fmax é o fator denormalização desta força. Para distân
ias maiores que rr assumimos que esta força é nula.Neste 
aso, os pinos atuam 
omo armadilhas para os vórti
es, atraindo-os 
om uma força�nita. Dependendo da 
on
entração de vórti
es e da força externa os vórti
es aprisionadospodem es
apar dos pinos e entrar em movimento.2.1.5.4 Rede de pinos 
om poten
ial in�nitoAqui estudamos as propriedades de transporte da rede de vórti
es em um 
analmesos
ópi
o, 
ontendo uma rede de pinos 
om poten
ial de aprisionamento in�nito, 
omo
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es em super
ondutores 73des
rito na Seção anterior. Veri�
amos também o 
omportamento deste sistema paradiferentes valores da força externa.A Fig. 36(a) mostra os per�s de densidade para diferentes valores da força externa.Observamos que, para valores da força externa su�
ientemente pequenos, o per�l de den-sidade é linear. Neste 
aso, a rede de vórti
es está aprisionada e apresenta um �uxo nulo,
omo mostrado na Fig. 36(b). Usando os valores do parâmetro a obtidos anteriormentepara o 
aso estáti
o, fazemos o ajuste do per�l de densidade usando a Eq. (2.32), 
omomostrado na Fig. 36(
).
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)Figura 36: Grá�
os obtidos para uma rede de vórti
es es
oando através de um 
anal 
omuma rede de pinos 
om poten
ial de interação in�nito. As 
urvas são obtidas para um
anal 
om largura L = 8.7λ 
om N = 300 vórti
es em movimento e 210 vórti
es pinados.(a) Per�l de densidade para uma rede de vórti
es para diferentes valores da força externa.(b) Fluxo para uma rede de vórti
es para diferentes valores da força externa. (
)Ajuste doper�l de densidade obtido para uma rede de vórti
es. Os 
ír
ulos pretos representam osvalores obtidos por simulação de dinâmi
a mole
ular para um 
anal de largura L = 8.7λ
om uma força externa de F = 1.0f0. A linha vermelha 
ontínua é o per�l de densidadeobtido pela solução analíti
a do nosso modelo. Os parâmetros usados no ajuste 
on
ordamaté a segunda 
asa de
imal 
om os valores obtidos por dinâmi
a mole
ular.Podemos observar que, quando a força externa é su�
ientemente pequena, os vórti
esnão 
onseguem superar a barreira de energia imposta pela rede de pinos. Isto faz 
om que



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 74o �uxo e 
onseqüentemente a 
orrente de vórti
es nestes materiais sejam nulos (J → 0).Nesta situação, 
omo mostrado anteriormente, o per�l de densidade 
res
e de forma linearatravés do 
anal e pode ser des
rito pela Eq. (2.33). Quando a força 
res
e, a rede devórti
es supera a barreira de energia e entra em movimento. Nesta situação, J > 0, e oper�l de densidade é des
rito pela Eq. (2.32). Na Fig. 37 mostramos a densidade destesistema em 
ódigo de 
ores.
a) b)

c) d)

e) f)

Figura 37: Per�l de densidade em 
ódigo de 
ores para a rede de vórti
es es
oando atravésde um 
anal 
om uma rede de pinos 
om poten
ial de interação in�nito para diferentesvalores da força externa, a)F = 0.05f0, b)F = 0.10f0, 
)F = 0.50f0, d)F = 1.0f0,e)F = 5.00f0 e f)F = 10.00f0.



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 75Podemos observar nas Figs. 37(a) e 37(b) que, 
omo na Fig. 36, para forças externaspequenas o per�l de densidade 
res
e linearmente ao longo do 
anal e o �uxo é nulo, ouseja, a rede de vórti
es se en
ontra pinada. Isto é re�etido nestas �guras onde observamosque a densidade lo
al é dis
retizada, sendo máxima no nú
leo dos vórti
es. Pode-se vertambém que os vórti
es se 
omportam 
omo uma rede 
ristalina no estado sólido. Àmedida que a força externa 
res
e, 
omo podemos ver em 37(
), apesar de os vórti
esainda estarem pinados, eles não mais se 
omportam 
omo uma rede 
ristalina. Devido àforça externa, o
orre uma �fusão� lo
al da rede de vórti
es, eliminando a ordem de longoal
an
e nas proximidades do obstá
ulo. Para forças um pou
o maiores, 
omo em 37(d),os vórti
es 
omeçam a se movimentar em um regime plásti
o. Quando aumentamos aindamais a força, os vórti
es se movimentam em uma fase vítrea.
2.1.5.5 Rede de pinos 
om poten
ial �nitoConsideramos agora que os pinos apresentam um poten
ial de atração �nito, ou seja,os vórti
es pinados agora podem entrar em movimento. Isto depende apenas da magnitudeda força externa e da 
on
entração de vórti
es nas proximidades dos pinos. Neste sistemaalém de veri�
ar as fases mostradas anteriormente, para forças externas pequenas ondeo per�l de densidade 
res
e linearmente e para forças intermediárias onde o per�l dedensidade é dado pela Eq. (2.32), observamos um ter
eiro regime, obtido quando a forçaexterna é muito mais alta que a força imposta pela barreira de energia 
riada pelos pinos.O per�l de densidade obtido para este sistema deve ser uma 
onstante dada pela razãoentre a 
orrente de vórti
es e a força externa ρ = J/F (Eq. 2.34).Nas Figs. 38(a) e 38(b) mostramos o per�l de densidade deste sistema para forçasexternas baixas e altas, respe
tivamente. Observamos que, para forças externas su�
ien-temente pequenas, o per�l de densidade é aproximadamente linear e a 
orrente de vórti
estende a zero, J → 0. Para valores intermediários da força externa o per�l de densidadepassa a ser des
rito pela Eq. 2.32. Quando a força externa é muito alta, o per�l de densi-dade pode ser simpli�
ado, tornando-se uma 
onstante. Na Fig. 38(d) fazemos um ajustedo per�l de densidade obtido por simulações de dinâmi
a mole
ular 
om a Eq. (2.32) everi�
amos que o valor do parâmetro a pode ser usado para ajustar o per�l de densidadeadquirido neste sistema.
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(d)Figura 38: (a) Fluxo da rede de vórti
es através de um 
anal 
om uma rede de pinos
om poten
ial �nito distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal. Podemos ver que o�uxo é nulo quando a força externa é su�
ientemente pequena F = 0.05f0. Os resultadosmostrados são para um 
anal 
om N = 510 vórti
es. O 
anal tem uma seção transversalde y = 8.7λ. (b) Per�l de densidade obtido para 
anal 
om uma rede de pinos 
ompoten
ial �nito distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal. Os per�s de densidadeaqui mostrados são equivalentes aos �uxos mostrados na Fig. 38(
). Podemos ver queo per�l de densidade é linear desde que Φ → 0. (
) Per�l de densidade para 
anal 
omuma rede de pinos, 
om poten
ial �nito, distribuídos periodi
amente no 
entro do 
anal.Podemos notar que para forças externas su�
ientemente grandes F > 10f0 os obstá
ulosnão podem produzir nenhum gradiente de 
on
entração ao longo do 
anal, fazendo 
omque o per�l de densidade seja 
onstante e dado pela razão J/F . (d) Comparação entre osresultados obtidos por dinâmi
a mole
ular 
om a solução analíti
a dada pela Eq. (2.32).Podemos ver boa 
on
ordân
ia entre os resultados. Os parâmetros �
orrente de vórti
ee densidade ini
ial �, usados para fazer a 
urva analíti
a, 
on
ordam até segunda 
asade
imal 
om os valores obtidos por dinâmi
a mole
ular.



2.1 Transporte de vórti
es em super
ondutores 77Na Fig. 39 mostramos o per�l de densidade em 
ódigo de 
ores ao longo do 
anal 
omuma rede de pinos 
om poten
ial �nito. Novamente, podemos observar que para forças
a) b)

c) d)

e) f)

Figura 39: Per�l de densidade em 
ódigo de 
ores para a rede de vórti
es es
oando atravésde um 
anal 
om uma rede de pinos 
om poten
ial de interação �nito para diferentesvalores da força externa, a)F = 0.05f0, b)F = 0.10f0, 
)F = 0.50f0, d)F = 1.0f0,e)F = 5.00f0 e f)F = 10.00f0 .externas su�
ientemente pequenas, a rede de vórti
es está pinada e podemos en
ontraruma rede dis
reta onde a densidade é máxima no nú
leo dos vórti
es. Quando aumentamos



2.2 Colóides 78a força externa, a rede de vórti
es 
omeça a se desprender dos pinos até es
oar livremente,pois os pinos não são mais 
apazes de produzir nenhuma variação na densidade do sistema.Como na Seção 2.1.5.4, podemos veri�
ar que a densidade é 
onstante (Ver Fig. ao longodo sistema 38(b)) e que esta 
onstante é dada por ρ = J/F .2.2 Colóides2.2.1 ModeloExplorando a abrangên
ia do modelo usado anteriormente para des
rever o es
oa-mento de partí
ulas através de um 
anal 
om um obstá
ulo, estudamos agora dinâmi
aem sistemas 
oloidais 
on�nados e na presença de um obstá
ulo, Como será mostradoposteriormente, este sistema também pode ser des
rito pela Eq (2.31). A úni
a ressalvaé que o parâmetro a pre
isa ser re
al
ulado, pois seu valor será diferente para a novaforma da força de interação entre as partí
ulas. Na Fig. 40 
omparamos as forças entre ossistemas estudados - vórti
es, 
olóides e pedestres - 
om nosso modelo 
ontinuo, podemosver que todas as forças tendem a zero para grandes distân
ias,
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Figura 40: Força de interação entre as partí
ulas para diferentes sistemas em função dadistân
ia r . Para vórti
es em super
ondutores a a força de interação é dada pela funçãode Bessel modi�
ada de primeira ordem F vv(r) ∝ K1(r), para 
olóides a força é dadapelo poten
ial de Yukawa F cc(r) ∝ (1 − κ) exp(−κr)/r2, onde κ = 0.8 é o inverso doal
an
e do poten
ial e para pedestres a força é dada por uma função exponen
ial segundoo modelo de D. Helbing (31, 32) F pp(r) = A exp(d − r), onde A = 10 é uma 
onstante e
d = 0.5 é o diâmetro do pedestre.



2.2 Colóides 79Para um sistema 
oloidal, a força sobre a partí
ula i é dada por,
F

pp
i =

Np∑

j 6=i

qiqj(1 − κ)
exp(−κrij)

r2
ij

r̂ij , (2.38)onde qi(j) são as 
argas das partí
ulas i e j respe
tivamente, 1/κ representa o al
an
e dopoten
ial, rij = |ri − rj| é a distân
ia entre as partí
ulas i e j e r̂ij é o vetor unitário queune o 
entro de massa das duas partí
ulas. Em nossas simulações supomos que todas aspartí
ulas têm a mesma 
arga qi(j) = 1 e que κ = 0.8.Consideramos também que as partí
ulas movem-se de maneira superamorte
ida. Con-sequentemente, a equação de movimento para este sistema pode ser es
rita 
omo,
ηvi = F

pp
i + F

wp
i + Fi + FT

i , (2.39)onde F
wp
i é a força entre as partí
ulas e a parede, Fi é a força externa e FT

i é a forçatérmi
a, 
ujas expressões matemáti
as são as mesmas empregadas na seção anterior.Analogamente, as propriedades ma
ros
ópi
as desse sistema são 
al
uladas da mesmaforma 
omo no 
aso dos vórti
es, sendo que o kernel da função é dado pelo poten
ial deinteração entre as partí
ulas Upp = qiqjexp(−κrij)/rij.2.2.2 Sistema fe
hadoPara 
al
ular o parâmetro a medimos o per�l de densidade para um 
anal 
on�nadoem todas as direções. Nesta situação temos que a 
orrente de partí
ulas é nula, J = 0,quando o sistema al
ança o equilíbrio me
âni
o. Ini
iamos nossas simulações 
om aspartí
ulas distribuídas aleatoriamente dentro do 
anal. Em seguida, apli
amos uma forçaexterna F e deixamos o sistema evoluir por meios de simulações de dinâmi
a mole
ular atéque o estado de equilíbrio me
âni
o seja atingido, quando medimos o per�l de densidade.Os per�s de densidade obtidos para um sistema 
oloidal �empurrado� 
ontra uma paredeem x = 0, 
on�nado a um 
anal mesos
ópi
o fe
hado em todas as direções, é mostradona Fig. 41(a),Para todos os 
asos estudados, observamos a presença de um per�l de densidade linear.Fazendo o ajuste destes per�s de densidade, podemos 
al
ular o valor do parâmetro a,bem 
omo o valor de x0. Na Fig. 41(b) mostramos que os per�s de densidade obtidos paradiferentes valores do número de partí
ulas N e da força externa 
olapsam numa mesma
urva. Isto nos mostra que o valor de a é invariante para um grande intervalo de valoresda densidade e da força externa.
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urvas de densidadeFigura 41: (a) Per�l de densidade obtido para um sistema 
oloidal 
on�nado em um 
analem todas as direções. O per�l de densidade mostrado aqui é para um 
anal 
om N = 630e largura L = 3.0 
om uma força externa F = 1.0. (b) Per�s de densidade para diferentesvalores do número de partí
ulas e diferentes valores da força externa.



2.2 Colóides 81Medimos o valor do parâmetro a variando a largura do 
anal, e observamos que o
on�namento do sistema faz 
om que este parâmetro seja alterado quando esta larguraé da mesma ordem do 
omprimento de interação entre as partí
ulas. Re
entemente, foiveri�
ado que o 
on�namento de sistemas vítreos em 
anais mesos
ópi
os faz 
om queas partí
ulas tenham um 
omportamento não-lo
al, apresentando um 
omprimento de
ooperatividade 
ara
terísti
o (25). Os valores de a em função da largura do 
anal L paradiferentes valores da densidade e da força externa são mostrados na Fig. 42.
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Figura 42: Parâmetro a em função da largura do 
anal para diferentes números de partí
u-las e diferentes valores da força externa. A linha 
ontínua preta representa o ajuste feitonas 
urvas obtidas por simulações de dinâmi
a mole
ular, Os parâmetros obtidos no ajusteforam A = 0.78, B = 1.86 e C = 0.33. A linha tra
ejada representa o valor do parâmetro
a para um sistema aberto.Para 
anais estreitos, o parâmetro a, em sistemas 
oloidais, apresenta um 
omporta-mento muito pare
ido 
om o obtido para vórti
es em super
ondutores. Porém, o seu valornuméri
o é substan
ialmente diferente. Podemos observar na Eq. (??) que este parâmetrodepende ex
lusivamente da interação entre as partí
ulas, isto é, da forma e do al
an
edesta interação. Para um sistema 
oloidal não 
on�nado �aberto�, o valor deste parâmetropode ser fa
ilmente 
al
ulado. Empregando a Eq. (??) obtemos que a = 2π(1/κ−1), para
κ = 0.8, ou seja, para κ = 0.8 en
ontramos a = 0.78, em 
on
ordân
ia 
om os resultadosapresentados na Fig. 42.Analisamos também a 
on�guração �nal das partí
ulas quando são forçadas 
ontra aparede em um 
anal fe
hado. Veri�
amos que o número de 
amadas ao longo do 
analde
res
e gradualmente ao longo deste, este me
anismo tem sido apontado 
omo responsá-



2.2 Colóides 82vel pela mudança de densidade ao longo do sistema. Observamos que nas bordas há um
omportamento diferente do interior da amostra, onde um gradiente de 
on
entração departí
ulas ao longo da direção x pode ser en
ontrado. Este resultado é mostrado na Fig.43.
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Figura 43: Con�guração �nal para as partí
ulas sendo forçadas 
ontra a parede em x = 0num 
anal fe
hado em todas as direções.Como enfatizado, os resultados obtidos nesta Seção são muito semelhantes aos obtidospara a dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores. O tipo de interação entre as partí
ulas,no entanto, altera os valores numéri
os do parâmetro a. Isto nos forne
e um indi
ativode que o nosso modelo e sua respe
tiva solução analíti
a podem ser usados para des
reveroutros sistemas de partí
ulas interagentes.2.2.3 Barreira de energiaPara veri�
ar se o valor do parâmetro a obtido no 
aso estáti
o para a dinâmi
ade sistemas 
oloidais pode ser usado no 
aso dinâmi
o, estudamos as propriedades detransporte de sistemas 
oloidais em um 
anal mesos
ópi
o na presença de uma barreirade energia 
omo obstá
ulo. Os per�s de densidade, bem 
omo a solução numéri
a daEq. (2.31), são mostrados na Fig. 44. Ini
iamos nossas simulações 
om as partí
ulasdistribuídas aleatoriamente dentro do 
anal. Em seguida, apli
amos uma força F 
omo objetivo de movimentar as partí
ulas, superando o obstá
ulo. O per�l de densidade émedido tomando uma média temporal do sistema após este estado esta
ionário.
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Figura 44: Per�l de densidade para partí
ulas suspensas, es
oando em um 
anal e napresença de uma barreira de energia 
om força FB = 1.0 
omo obstá
ulo, para um sistema
omN = 600 partí
ulas 
on�nadas em um 
anal de largura L = 5.0 sendo forçada por umaforça F = 4.0. A linha 
ontínua representa a 
urva de densidade obtida por integraçãonuméri
a da Eq. (2.31). O parâmetro a usado nesta equação foi obtido através do ajustefeito na Fig. 42.Podemos ver que os resultados obtidos por dinâmi
a mole
ular estão em perfeita
on
ordân
ia 
om a integração numéri
a da equação obtida a partir do 
oarse-grainning daequação de Fokker-Plan
k, para um sistema de partí
ulas em movimento superamorte
ido,no estado esta
ionário e na presença de desordem. Aqui a desordem é introduzida atravésde uma barreira de energia que atua 
omo um obstá
ulo para o transporte de partí
ulasno sistema.Os resultados obtidos nesta Seção 
on�rmam que o nosso modelo pode ser estendidopara outros sistemas de partí
ulas interagentes. A úni
a restrição é que as partí
ulasdevem interagir 
om muitas partí
ulas em suas vizinhanças, 
om as interações indo alémdos primeiros vizinhos.2.2.4 ConstriçãoPara 
on�rmar que a equação ma
ros
ópi
a 2.31 é 
apaz de des
rever o transportede partí
ulas através de qualquer tipo de obstá
ulo, estudamos a dinâmi
a de sistemas
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oloidais na presença de uma 
onstrição. Como na Seção anterior, ini
iamos nossas si-mulações 
om as partí
ulas distribuídas aleatoriamente dentro do 
anal e em seguidaapli
amos uma força F = 2.0 no sistema. O per�l de densidade obtido para um sistema
oloidal per
orrendo um 
anal 
om uma 
onstrição, após al
ançar o estado esta
ionário,é mostrado na Fig. 45.
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Figura 45: Per�l de densidade para partí
ulas suspensas es
oando em um 
anal 
omuma 
onstrição. Os símbolos (
ír
ulos pretos) foram obtidos por simulações de dinâmi
amole
ular, a linha 
ontínua vermelha representa o per�l de densidade obtido pela Eq.2.32, e as linhas 
ontínuas em azul representam as regiões onde os per�s de densidade nãoforam ajustados.Nesta �gura, os símbolos (
ír
ulos pretos) representam os resultados obtidos por si-mulações de dinâmi
a mole
ular e a linha 
ontínua (vermelha) representa os ajustes feitosusando a solução analíti
a do nosso modelo, Eq. (2.32). A linha 
ontínua (azul) repre-senta as regiões nas proximidades da 
onstrição, onde não fazemos o ajuste 
om a soluçãoanalíti
a.Por último, obtemos a 
on�guração �nal para as partí
ulas es
oando no estado esta-
ionário em um 
anal 
om uma 
onstrição. O me
anismo de � layer redu
tion� tambémpode ser identi�
ado, porém este me
anismo não é tão 
laro 
omo no 
aso de um 
analfe
hado. Aparentemente há uma alternân
ia entre os regimes plásti
o (partí
ulas des-



2.2 Colóides 85organizadas) e elásti
o (rede hexagonal). Além do me
anismo de redução de 
amadas,
111098

Figura 46: Con�guração �nal para um 
anal 
om partí
ulas suspensas submetidas a umaforça externa em um 
anal mesos
ópi
o na presença de uma 
onstrição. As setas indi
amo sentido do �uxo. As simulações foram feitas para um sistema 
om N = 1250 partí
ulas
on�nadas em um 
anal 
om uma 
onstrição, 
ujas seções da parte larga e estreita são
y1 = 10.0 e y2 = 2.5, respe
tivamente. As partí
ulas são forçadas por uma força F = 1.0.observamos que, nas proximidades da parede de 
on�namento, as partí
ulas apresentamum gradiente de 
on
entração que 
ompete 
om o me
anismo de redução de 
amadas paradeterminar o per�l de densidade neste sistema. Nas regiões mais estreitas (
onstrição), ome
anismo responsável pela variação da densidade pare
e ser ex
lusivamente rela
ionadoao gradiente de 
on
entração.
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ulos 862.3 Movimento de pedestres na presença de obstá
ulosEstendemos nosso modelo para estudar a dinâmi
a de pedestres em movimento super-amorte
ido. Este sistema tem sido muito estudado nos últimos anos na tentativa de evitare/ou minimizar os desastres em situações de pâni
o. Surpreendentemente, veri�
amos queo modelo 
ontínuo anteriormente empregado por nós para des
rever o 
omportamento do�uxo e da densidade na dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores, e na dinâmi
a de sis-temas 
oloidais, pode des
rever o movimento de pedestres.2.3.1 ModeloUsamos o modelo proposto por Helbing et al.(32) para simular a dinâmi
a de pedestresatravés de um obstá
ulo. Neste modelo, a equação de movimento das partí
ulas pode seres
rita 
omo,
mi
dvi

dt
= mi

v0
i (t)e

0
i (t) − vi(t)

τi
+
∑

j(6=i)

fij +
∑

W

fiW + ξi. (2.40)Esta equação des
reve o movimento de N pedestres de massa m que se movem 
omvelo
idade v0 numa direção e . Neste modelo, τ é o tempo 
ara
terísti
o que os pedestrestêm para adequar sua velo
idade desejada (força externa) à sua velo
idade atual v. Estaadequação da velo
idade depende da distân
ia entre os pedestres e da distân
ia entre ospedestres e a parede.Para adequar o movimento de pedestres ao modelo aqui estudado, supomos que adinâmi
a de pedestres pode ser des
rita por um movimento superamorte
ido. Isto épossível desde que 
onsideremos que o tempo de relaxação τ seja muito pequeno (30), ouseja, que os pedestres ajustem sua velo
idade instantaneamente. Sendo assim, a Eq. (2.40)pode ser es
rita 
omo,
γvi = F +

∑

j(6=i)

fij +
∑

W

fiW + ξi, (2.41)onde γ = m/τ é o 
oe�
iente de atrito do sistema, F = mv0/τ é a força externa, fij é aforça de interação entre as partí
ulas, fiW é a força de interação entre as partí
ulas e aparede e o termo ξ representa um ruído não-
orrela
ionado 
om distribuição Gaussiana edesvio padrão θ. Na dinâmi
a de pedestres, este ruído está asso
iado à inde
isão, pâni
oou a algum outro fator externo que in�uen
ie o seu movimento de forma aleatória. Emtodos os 
asos aqui estudados supomos que o ruído externo é nulo.
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ulos 87As interações entre os pedestres são dadas por,
fij = {Aiexp[(rij − dij)/Bi] + kg(rij − dij)}nij + κg(rij − dij)∆v

t
ijtij, (2.42)onde dij representa a distân
ia entre as partí
ulas e rij = ri + rj é a soma dos raios daspartí
ulas que representam os pedestres. O primeiro termo do lado direito da equaçãorepresenta a repulsão entre os pedestres e os outros dois termos são típi
os na dinâmi
ade sistemas granulares, representando uma repulsão de �hard 
ore� e uma força de atritotangen
ial, respe
tivamente. Estas duas últimas forças só atuam no sistema quando aspartí
ulas estão em 
ontato, sendo 
ontroladas pela função g(x), que é zero quando rij >

2dij e é igual ao seu argumento quando rij ≤ 2dij. Os parâmetros usados nas simulaçõesforam Ai = 10 N , Bi = 1 m, rij = 0.50 m, k = 1.2× 103Kgs−2, κ = 2.4× 103Kgm−1s−1.Aqui, os valores dos parâmetros Ai e Bi foram es
olhidos de forma que os pedestres
onsigam per
eber a presença de vários outros pedestres ao seu redor. Sendo assim, aaproximação τ → 0 é justi�
ada na des
rição do sistema.2.3.2 Sistema fe
hadoComo nos 
asos anteriores, na dinâmi
a de vórti
es em super
ondutores e na dinâmi
ade 
olóides, pre
isamos determinar o parâmetro a usado em nosso modelo. Para issoempregamos a Eq. (2.33) obtida no limite em que a 
orrente J → 0. Para garantiresta situação, 
on�namos o sistema em todas as direções. Ini
iamos nossas simulações
om os pedestres distribuídos aleatoriamente dentro do 
anal (
orredor) e apli
amos umaforça externa ao sistema, equivalente aos pedestres desejarem se deslo
ar em um sentidopreferen
ial. Os pedestres são todos 
on�nados na parede em x = 0, e após 
essar todo omovimento (o sistema al
ançar o equilíbrio me
âni
o) medimos o per�l de densidade.Na Fig. 47 apresentamos os per�s de densidade obtidos por simulações de dinâmi
amole
ular para pedestres em movimento superamorte
ido, em 
orredores estreitos, e 
on�-nados em todas as direções. O ajuste deste per�l 
om a Eq. (2.33) nos permite 
al
ular osparâmetros a e x0 empregados para fazer o 
olapso dos per�s de densidade, 
omo mostradona Fig. 47(b). Podemos observar que o parâmetro a é invariante 
om a força externae 
om a densidade. Realizamos um grande número de simulações nestes sistemas, 
omdiferentes quantidades de pedestres, diferentes forças externas e larguras do 
anal. Estesresultados são mostrados na Fig. 48. Observamos que para 
anais estreitos o parâmetro
a 
res
e, enquanto que para 
anais mais largos torna-se 
onstante.
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(b) Colapso dos per�s de densidadeFigura 47: (a) Per�l de densidade obtido para pedestres em um 
anal 
on�nado em todasas direções. Os símbolos (
ír
ulos) representam os resultados obtidos por simulações dedinâmi
a mole
ular, e a linha tra
ejada representa o ajuste linear desta 
urva, usando aEq. (2.33). (b) Colapso das 
urvas de densidade obtidas para diferentes valores do númerode partí
ulas e da força externa. mostrando que o valor do parâmetro a é invariante parauma grande faixa de valores do número de partí
ulas e da força externa.
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Figura 48: Valor do parâmetro a em função da largura do 
anal L, obtido para pedestres
on�nados em um 
orredor estreito, 
om tendên
ia a se movimentarem em direção àparede em x = 0. As diferentes 
urvas foram obtidas para diferentes valores da razão
N/A e da força externa. A linha 
ontínua vermelha representa o ajuste feito nas 
urvasobtidas por simulações de dinâmi
a mole
ular, Os parâmetros obtidos no ajuste foram
A = 6.08, B = 4.06 e C = 0.202.3.3 ConstriçãoComo nos 
asos anteriores, é importante veri�
ar se o modelo ma
ros
ópi
o dado pelaEq. (2.31) é 
apaz de des
rever a dinâmi
a de pedestres sujeitos a diferentes tipos de ob-stá
ulos, 
om o objetivo de estudar pedestres em movimento superamorte
ido, 
on�nadose na presença de uma 
onstrição. Na Fig. 49 mostramos o per�l de densidade obtido porsimulações de dinâmi
a mole
ular (
ír
ulos pretos), bem 
omo o ajuste deste per�l 
oma Eq. (2.32) (linha vermelha). Podemos observar que este per�l de densidade pode serdes
rito pela solução de nossa equação de difusão não-linear Eq. (2.32). A linha 
ontínuaazul representa a região onde o ajuste analíti
o não é 
onsiderado. Com estas evidên
ias,a
reditamos que nosso modelo pode ser usado para dimensionar lo
ais públi
os, evitandoque pi
os de densidades o
orram nas proximidades de saídas. O per�l de densidade depedestre depende não só da abertura da 
onstrição, mas também do número de pedestrese da velo
idade de movimento destes. Isto pode evitar que o
orram desastres quando umgrande número de pessoas de
idirem eva
uar lo
ais 
om grandes 
on
entrações. O nossomodelo também pode ser utilizado para estimar o tempo de eva
uação destes lo
ais.
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Figura 49: Per�l de densidade para N pedestres es
oando através de um 
anal de largura
L = 10m e 
om uma 
onstrição de largura h = 2.5m. A 
urva 
ontínua des
reve o ajusteda 
urva obtida por simulação de dinâmi
a mole
ular 
om a Eq. 2.32.A
reditamos que os resultados obtidos neste Capítulo sejam válidos em outros sis-temas, 
omo em sistemas biológi
os e na medi
ina. A
reditamos também que o 
om-portamento da densidade e do �uxo sejam universais, dependendo apenas do al
an
e dainteração entre as partí
ulas. Seria interessante empregar o nosso modelo ou similar 
omo objetivo de 
al
ular o �uxo de sangue através de vasos sanguíneos obstruídos, e as-sim medir a 
on
entração de oxigênio enviada para o 
érebro. Isto poderia auxiliar nadeterminação do limite onde danos irreversíveis ao 
érebro possam o
orrer.
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3 TRANSPORTE DEPARTÍCULAS CONFINADASPOR PAREDES ASSIMÉTRICAS

Neste Capítulo estudamos a dinâmi
as de partí
ulas interagentes, 
on�nadas por pare-des assimétri
a em 
anais mesos
ópi
os. Na primeira parte, investigamos a dinâmi
a depedestres e na segunda parte estudamos a dinâmi
a de vórti
es. Em ambos os 
asos, umefeito tipo 
atra
a pode ser observado.Na dinâmi
a de pedestres, o 
on�namento por paredes assimétri
as induz um ordena-mento 
om sentido preferen
ial para o es
oamento e faz 
om que o �uxo seja maximizado.Veri�
amos que há três fases diferentes para o movimento dos pedestres: o movimentolivre, o movimento ordenado e o movimento desordenado. Estudamos os limites onde estesmovimentos podem ser obtidos 
om a variação de parâmetros 
omo o grau da assimetria,a profundidade da assimetria, o número total de pedestres, a velo
idade alvo destes e oruído externo.Na segunda parte deste Capítulo, mostramos que a dinâmi
a de vórti
es 
on�nadospor paredes assimétri
as em estruturas mesos
ópi
as leva a uma 
ondição de múltiplos�depinning�, que está rela
ionada 
om a plasti
idade do sistema. Observamos tambémque o número de vórti
es em movimento é igual a um múltiplo inteiro do número deobstá
ulos assimétri
os (
atra
as) no 
anal.3.1 Movimento de pedestresPara fa
ilitar o movimento de pedestres em 
orredores estreitos ou em túneis, éne
essário 
riar uma estrutura ordenada na formas de �las em sentidos opostos, quandofor o 
aso. Aqui estudamos um me
anismo para induzir esta organização no es
oamentoutilizando a geometria da parede responsável pelo 
on�namento. A essên
ia de nossosestudos está no uso de uma geometria tipo 
atra
a, ou seja, um zigzag assimétri
o, 
omo
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Figura 50: Geometria de um 
orredor responsável por induzir uma direção preferen
ialpara o es
oamento. Os parâmetros usados nesta �gura são: L = 10.0, b = −3.0, w = 4.0,
v = 3.0, ρ = 0.6, ξ = 0.0 and H = 1.0mostrado na Fig. 50. Cada objeto tipo 
atra
a (rugosidade assimétri
a) possui 
ompri-mento L. O parâmetro de assimetria b é medido 
om relação ao 
entro da 
atra
a, ouseja, ele é 
al
ulado 
omo b = L1 − L/2. O sistema de eixos 
oordenados é 
olo
ado no
entro do 
anal, 
omo mostrado na Fig. 50.Para estudar os efeitos introduzidos pelo 
on�namento assimétri
o sobre os pedestres,realizamos um grande número de simulações de dinâmi
a mole
ular empregando o mod-elo proposto por Helbing et al. (32). Neste modelo as interações entre os pedestres sãodadas por uma forte repulsão, a
ompanhada de duas forças típi
as de materiais granu-lares. Estas forças são a força de �hard 
ore� e a força de atrito tangen
ial. Consideramoso movimento de N pedestres, modelados 
omo dis
os de raios ri e massa mi, tentando semovimentar 
om uma velo
idade vi

0. Os pedestres são divididos em dois grupos iguais,movimentando-se em sentidos 
ontrários, 
om N/2 pedestres movimentando-se para di-reita (direção ei = {(1, 0)})) e N/2 pedestres movimentando-se para esquerda (direção
ei = {(−1, 0)}). Similar ao me
anismo de arraste de partí
ulas em um �uidos, a a
eleração
om que os pedestres se movimentam é ajustada a 
ada instante, em propor
ionalidadeà diferença entre a velo
idade alvo e as suas velo
idades instantâneas. A equação demovimento dos pedestres é dada por,

mi
dvi

dt
= mi

v0
i (t)e

0
i (t) − vi(t)

τ
+
∑

j(6=i)

fij +
∑

W

fiW + ξi, (3.1)onde τ é o tempo 
ara
terísti
o. fij é a força (repulsiva) de interação entre os pedestres,
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fiW é a força (repulsiva) de interação entre os pedestres e a parede e ξi representa as�utuações da velo
idade. Estas �utuações são não-
orrela
ionadas e obede
em a umadistribuição normal 
om um desvio padrão θ. A força entre os pedestres é dada por,

fij = {Aiexp[(rij − dij)/Bi] + kg(rij − dij)}nij + κg(rij − dij)∆v
t
ijtij, (3.2)onde nij = (n1

ij , n
2
ij) = (ri−rj)/dij é o vetor unitário que 
one
ta os 
entros dos pedestres,

tij = (−n2
ij, n

1
ij) é o vetor unitário na direção tangen
ial e dij é a distân
ia entre os 
entrosde massa dos pedestres. A função g(x) é zero se dij > 2 ri, e é igual ao seu argumento emtodos os outros 
asos. Quando a distân
ia entre os pedestres é maior que um 
omprimentode 
orte, (λP > 2.0 m), a força entre eles é desprezada. A parede é des
rita por partí
ulaspontuais separadas por uma distân
ia dw = 0.20 m, menor que o raio dos pedestres ri. Ainteração dos pedestres 
om a parede é dada de forma semelhante à Eq. (3.2),

fiW = {AiW exp[(rij − diW )/BiW ] + kg(rij − diW )}niW + κg(rij − diW )∆vt
itiW , (3.3)onde diW é a distân
ia entre os pedestres e as partí
ulas da parede. Se esta distân
ia émaior que um raio de 
orte λW > 1.0m, supomos que esta força pode ser desprezada.Os pedestres se movem em um 
orredor na direção x e são 
on�nados na direção y porparedes assimétri
as na forma de zigzag, 
omo mostrado na Fig. 50.Por simpli
idade, impomos 
ondições de 
ontorno periódi
as na direção x. Usamosos seguintes parâmetros em nossas simulações: m = 80 kg, Ai = 2000 N, Bi = 0.08 m,

AiW = 10000 N, BiW = 0.02 m, k = 1200 kg s−2, κ = 2400 kg m−1 s−1 e τ = 0.50s.Todos os resultados obtidos nesta Seção 
orrespondem a 10 diferentes realizações destesistema, 
om ex
eção daqueles obtidos para o parâmetro de ordem em função do grau deassimetria, 
omo mostrado na Fig. 51, onde foram feitas 20 diferentes realizações.Para medir a formação de �leiras, introduzimos o seguinte parâmetro de ordem:
Φ =

∑

i

vi
x · yi

|vi
x · yi|

, (3.4)onde vi
x = vi ·x̂ é a 
omponente da velo
idade na direção do �uxo e yi é a seção transversaldo 
anal. Este parâmetro é igual a ±1.0 quando o sistema está ordenado 
om uma direçãopreferen
ial, sendo que, seu valor positivo ou negativo depende apenas da assimetria b.A equação de movimento deste sistema é resolvida numeri
amente ao longo do tempoempregando-se Verlet (64) 
om um intervalo de tempo dt = 10−3s. As propriedadesma
ros
ópi
as do sistema, são 
al
uladas somente após 3×108 passos de tempo, quando o
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ionário é al
ançado. Em nossas simulações, variamos os seguintes parâmetros:a profundidade da assimetria na parede de 
on�namento (profundidade do zigzag) H , aassimetria do zigzag b, a velo
idade dos pedestres v, a densidade ρ = N/A, onde a área édada por A = Lx × (H +W ), e o ruído externo ξ.
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Figura 51: Parâmetro de ordem 
omo função do parâmetro b. Vemos que o ordenamentopreferen
ial do sistema o
orre apenas para altos valores de |b|. Os parâmetros usadosnestas simulações foram: w = 4.0, H = 1.0, L = 10.0, ρ = 0.6, ξ = 0.0 e v = 3.0. Osresultados obtidos aqui são para 20 diferentes realizações do sistema.Na Fig. 51 mostramos 
omo o parâmetro de assimetria b in�uên
ia na formação de�leiras 
om direção preferen
ial. Observamos a existên
ia de duas fases distintas, uma 
omaltos valores de |b|, onde temos um forte ordenamento 
om direção preferen
ial e outrapara valores intermediários de b onde observamos um efeito de histerese. A presença desteefeito sugere que estes sistemas apresentam metaestabilidade típi
a de uma transição defase de primeira ordem. Des
revendo os resultados mais detalhadamente, observamos que,para assimetria negativa, e grande o su�
iente para garantir a existên
ia de uma direçãopreferen
ial para o es
oamento (b < −2.0), o parâmetro de ordem introduzido é igual a 1.0.Da mesma forma, quando a assimetria for positiva e o seu valor for su�
ientemente altopara induzir uma ordem preferen
ial (b > 2.0), o parâmetro de ordem é −1.0. Para valoresintermediários da assimetria (−2.0 < b < 2.0), o sistema não apresenta ordem preferen
ial,
om o parâmetro de ordem podendo assumir valores no intervalo −1.0 < Φ < 1.0. Esteresultado é 
onseqüên
ia da formação de �leiras inter
aladas 
om sentidos 
ontrários.Na tentativa de veri�
ar a existên
ia de um ordenamento preferen
ial, realizamos si-
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om as partí
ulas ini
ialmente ordenadas em duas �leiras, mas 
om direçõesopostas àquelas que seriam induzidas pela geometria do sistema. Neste 
aso, não obser-vamos a inversão do ordenamento do sistema para o sentido induzido pela assimetria.Atribuímos isto ao fato de que no estado ordenado as partí
ulas interagem fra
amente
om a geometria do sistema, não havendo portanto energia su�
iente para es
apar desta
on�guração, que 
orresponde a um mínimo lo
al de energia. Foi possível veri�
ar que,quando a densidade do sistema está próxima do valor 
ríti
o, as �utuações permitem queas partí
ulas saiam deste mínimo lo
al de energia e al
an
em o mínimo global, onde oes
oamento o
orre no sentido induzido pela assimetria.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
 ρ

-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

 Φ

Figura 52: Parâmetro de ordem em função da densidade para w = 4.0,de H = 1.0,
L = 10.0,b = −4.0, ξ = 0.0 and v = 3.0. Os resultados obtidos aqui são para 10 diferentesrealizações do sistema.A densidade também tem uma forte in�uên
ia sobre o ordenamento, 
omo mostradona Fig. 52. Observamos três fases distintas para o movimento dos pedestres quando vari-amos a densidade do sistema. Para baixos valores da densidade, os pedestres interagemfra
amente 
om a parede. Isto favore
e a formação de �leiras em posições aleatórias,permitindo que Φ assuma qualquer valor em seu intervalo de validade [−1, 1], depen-dendo apenas da 
on�guração ini
ial. Para valores da densidade su�
ientemente altos,os pedestres são sensíveis à in�uên
ia da assimetria da parede, que leva o sistema a umforte ordenamento em �leiras 
om direção preferen
ial. Neste 
aso o parâmetro de ordemdepende apenas do valor de b, ou seja, |Φ| = 1. Quando o valor da densidade é aumen-tado ainda mais, o ordenamento é destruído e uma forte resistên
ia ao �uxo é observada
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om que Φ ≈ 0. A obstrução do 
anal somente a
onte
e quando w = 2.0, postoque para w > 4.0 observamos este efeito.Para 
on�rmar a presença do 
i
lo de histerese observado na Fig. 52, realizamossimulações adi
ionais de dinâmi
a mole
ular. Para tanto, ini
iamos o sistema 
om aspartí
ulas distribuídas aleatoriamente e esperamos um longo tempo para que a ordempreferen
ial seja obtida. A partir daí, aumentamos a densidade lentamente e esperamosum tempo su�
iente para o sistema relaxar até uma 
on�guração mais estável. Partí
ulassão então a
res
entadas em posições aleatórias nas extremidades do 
anal, tomando asdevidas pre
auções para evitar a superposição.
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Figura 53: Parâmetro de ordem 
omo função do parâmetro H/w 
om w = 4.0 , L = 10.0,
b = −4.0, ξ = 0.0 and v = 3.0. Os resultados obtidos aqui são para 10 diferentesrealizações do sistema.Variando a profundidade H da assimetria da parede, também observamos três fasesdistintas, 
omo mostrado na Fig. 53. Para pequenos valores de H , �leiras são 
riadasmas sem ordem preferen
ial. Apenas para grandes valores de H , a forma assimétri
a daparede (zigzag) induz uma direção preferen
ial, fazendo 
om que Φ = ±1, dependendoapenas do valor de b. Quando H assume valores a
ima de um valor 
ríti
o Hc, o �uxopassa a ser desordenado, levando a um aumento da resistên
ia ao es
oamento.O efeito do ruído na dinâmi
a é mostrado na Fig. 54, onde podemos ver que oordenamento é sistemati
amente destruído. Não observamos o efeito �freezing by heating�
om o aumento do ruído externo, 
omo obtido anteriormente por Helbing et al. (32) para
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ulas 
on�nadas em um 
anal 
om paredes lisas.
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Figura 54: Parâmetro de ordem 
omo função do ruído externo ξi presente no sistema,para w = 4.0 
om H = 1.0, L = 10.0, b = −4.0 e v = 3.0. Os resultados obtidos aqui sãopara 10 diferentes realizações do sistema.Podemos observar dois regimes diferentes nesta transição, ou seja, uma transiçãorápida que destrói o estado ordenado do sistema, levando-o a um estado de espalhamentoresistivo 
ara
terizado pelas inúmeras 
olisões entre os pedestres. O segundo regime destatransição está asso
iado ao aumento do espalhamento das partí
ulas 
om a parede. Esteme
anismo de transição será melhor investigado em um trabalho futuro.Finalmente, também estudamos a dependên
ia do parâmetro de ordem Φ 
om a ve-lo
idade alvo dos pedestres v, 
omo mostrado na Fig. 55. Para pequenos valores de
v, o sistema é sempre desordenado. Neste 
aso, os valores intermediários de Φ indi
amuma desordem e, eventualmente, um ordenamento sem direção preferen
ial. Para valoresintermediários de v, o sistema permane
e ordenado na direção preferen
ial induzida pelageometria da parede, até que a
ima de um valor 
ríti
o de v entra em uma nova fasedesordenada. Esta última transição novamente mostra pronun
iada metaestabilidade.A metaestabilidade observada na Fig. 55 não p�de ser reproduzida per
orrendo um
i
lo normal de histerese, ou seja, aumentando e diminuindo a velo
idade lentamente.Pelo mesmo motivo men
ionado anteriormente, ao entrar no estado ordenado o sistemaatinge um mínimo lo
al de energia. A mudança da energia introduzida pela variação davelo
idade não é su�
iente para retirar o sistema desse mínimo lo
al de energia.
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Figura 55: Dependên
ia do parâmetro de ordem 
om a velo
idade, para w = 4.0 
om
H = 1.0, L = 10.0 e b = −4.0. Os resultados obtidos aqui são para 10 diferentesrealizações do sistema.Con
luindo, veri�
amos que uma parede assimétri
a na forma de zigzag induz à for-mação de �leiras 
om direção preferen
ial para altos valores de assimetria. A formaçãodestas �leiras também depende da profundidade da assimetria, da velo
idade, da densi-dade e do ruído presente no sistema. O efeito �freezing by heating� (32) não foi observadonesta geometria, 
omo mostrado na Fig. 54. A transição de ordem-desordem neste 
asopare
e ser de primeira ordem, apresentando um pronun
iada metaestabilidade.3.2 Transporte de vórti
es3.2.1 ModeloNesta Sseção estudamos o efeito 
atra
a em um sistema de vórti
es em super
onduto-res bidimensionais. O sistema é 
on�nado na direção y e supomos 
ondições de 
ontornoperiódi
as na direção x. O poten
ial tipo 
atra
a é introduzido por meio de uma quebrade simetria espa
ial no sistema. Tal efeito pode ser introduzido na parede de 
on�namentoou na forma de um substrato tipo �dente de serra�. Neste último 
aso, 
onsideramos queo substrato possui uma força F S

i . A equação de movimento para este sistema pode seres
rita 
omo,



3.2 Transporte de vórti
es 99
η
dRi

dt
= F vv

i + F V P
i + F S

i + F ext
i + F T

i . (3.5)A força do substrato é nula, F S
i = 0, no primeiro 
aso onde a assimetria é introduzida naparede de 
on�namento. No segundo 
aso, esta força é dada por

F S
i =

1

2
Ap se 0 ≤ mod(xi, a) ≤ l+;

= Ap se l+ ≤ mod(xi, a) ≤ a, (3.6)onde Ap = 1.0f0 , xi = r · x̂ , l+ = (2/3)a é o 
omprimento ao longo do eixo fá
il da
atra
a e l− = (1/3)a é o 
omprimento ao longo do eixo difí
il da 
atra
a. A 
on�guraçãoini
ial do nosso sistema é obtida usando a té
ni
a de annealing , na qual o sistema éini
iado a uma alta temperatura Tmax = 5.0 que é subsequentemente lentamente reduzidaaté zero. Após reduzirmos a temperatura, apli
amos uma força d
, Fdc e medimos o valorda força de depinamento (força a partir da qual a rede de vórti
e 
omeça a se mover) parauma força d
 positiva e depois para esta mesma força negativa. Por questões de e�
iên
ia
omputa
ional, desprezamos a força de interação vórti
e-vórti
e para distân
ias maioresde 6λ. A densidade do sistema é medida 
omo sendo,
ρ =

Nv

S
, (3.7)onde S = L(H + d) é a área do 
anal. A velo
idade média do sistema é medida 
omosendo,

〈vx〉 =
1

Nt

Nt∑

j=1

(
1

Nv

Nv∑

i=1

vi · x̂
)

, (3.8)onde Nt é o número de passos de tempo utilizado, vi é a velo
idade do vórti
e e x̂ é o vetorunitário na direção do movimento. Ao submetermos este sistema a uma força externa,observamos pelo menos três regimes diferentes de movimento. O primeiro regime é obtidoquando a força externa é menor que uma força 
ríti
a Fc. Neste 
aso, a rede de vórti
esestá pinada, 〈vx〉 = 0. Quando a força externa é maior que Fc, a rede de vórti
es entraem movimento, en
ontrando-se no regime plásti
o. A prin
ipal 
ara
terísti
a desta faseé que o movimento o
orre sem que a vizinhança dos vórti
es seja preservada. Quandoa força externa é muito maior que a força 
ríti
a Fc, a rede de vórti
es move-se semsentir a presença da barreira de energia devido ao poten
ial tipo 
atra
a. Este tipode movimento é 
onhe
ido 
omo regime elásti
o, sendo que nesta fase a vizinhança dosvórti
es é preservada.
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asO primeiro 
aso aqui estudado foi à dinâmi
a de vórti
es 
on�nados em um 
anal deparedes assimétri
as, 
ujo esquema é dado pela Fig. 56. A parede do 
anal responsávelpela reti�
ação do movimento é 
onstituída de partí
ulas repulsivas, onde a distân
iaentre elas é muito pequena se 
omparada às dimensões do 
anal.
L

L1 L2

H

d

Figura 56: Design do 
anal usado para 
on�nar as partí
ulas. Este 
anal é responsável porintroduzir um poten
ial tipo 
atra
a, dando um sentido preferen
ial para o es
oamentoquando o sistema é submetido a uma força a
 
om média zero. L é o 
omprimento da
atra
a, L1 é o 
omprimento do eixo difí
il da 
atra
a, L2 é o 
omprimento do eixo fá
ilda 
atra
a, H é a altura da 
atra
a e d é o espaçamento entre as 
atra
as.Para veri�
ar se este sistema induz uma direção preferen
ial ao movimento, ou seja,se este sistema é 
apaz de introduzir um efeito 
atra
a quando submetido a uma forçaexterna a
, estudamos o 
omportamento desse sistema quando submetido a uma força d
apontando no sentido do eixo fá
il da 
atra
a, e depois apli
amos esta mesma força d
no sentido do eixo difí
il da 
atra
a. Feito isto, 
al
ulamos a força de depinamento nosdois 
asos para diferentes valores da densidade. Variamos a densidade deixando 
omen-surável o número de vórti
es e o número de 
atra
as do sistema. Observamos que, parabaixos 
ampos de 
omensurabilidade, a 
urva da velo
idade média em função da forçaexterna apresenta múltiplas transições plásti
as e que o número dessas múltiplas tran-sições depende apenas do 
ampo de 
omensurabilidade. Tais transições o
orrem devidoao movimento plásti
o da rede de vórti
es. No primeiro depinamento temos que, em mé-dia, apenas um vórti
e por 
atra
a entra em movimento; no segundo depinamento, doisvórti
es por 
atra
a entram em movimento, e assim por diante.
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Figura 57: Velo
idade média da rede de vórti
es na direção x em função da força externaapli
ada para diferentes valores da 
omensurabilidade entre o número de 
atra
a e onúmero de vórti
es. Estes resultados foram obtidos para uma 
atra
a de 
omprimento
L = 12, 
om L1 = 3 e L2 = 9, 
om altura H = 3.0 e espaçamento d = 0.9Para forças externas su�
ientemente pequenas F ext < fc, a rede de vórti
es en
ontra-se pinada. Neste 
aso, os vórti
es não possuem energia su�
iente para superar a barreirade energia imposta pelo poten
ial tipo 
atra
a. Existem dois termos que 
ontribuempara a energia dos vórti
es: a energia de interação entre eles e a energia introduzidapelo trabalho da força externa sobre a rede de vórti
es. Quando a força externa al
ançao primeiro 
ampo 
ríti
o de depinning fc1, apenas um vórti
e por 
atra
a pode entrarem movimento. Quando o primeiro vórti
e entra em movimento, a soma da energia deinteração entre os demais vórti
es da 
atra
a 
om o trabalho da força externa não ésu�
iente para 
olo
á-los em movimento. Portanto, eles permane
em pinados. O vórti
eem movimento 
olide 
om os outros vórti
es da 
atra
a à frente e transfere momento,
olo
ando um outro vórti
e em movimento. Com o aumento da força externa, podemosal
ançar os demais 
ampos de depinamento, fazendo 
om que todos os vórti
es do sistemaentrem em movimento. Quando a força externa é muito maior que a força imposta pelabarreira de energia F ext >> F b, os vórti
es apresentam um movimento elásti
o.Para baixos 
ampos de 
omensurabilidade, podemos notar que a diferença entre as
urvas obtidas 
om a força no sentido do eixo fá
il F+ e no sentido do eixo difí
il F−é nula nas proximidades dos 
ampos de depinamento, impli
ando em uma ausên
ia demovimento quando o sistema for submetido a uma 
orrente a
 para forças a
ima da força
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Figura 58: Velo
idade média das partí
ulas em função da força externa apli
ada, paraaltos 
ampos de 
omensurabilidade. Este grá�
o mostra que, quando o 
ampo de 
omen-surabilidade é aumentado, as múltiplas transições plásti
as que o
orrem em baixos 
amposde 
omensurabilidade desapare
em. Estes resultados foram obtidos para uma 
atra
a de
omprimento L = 12, 
om L1 = 3 e L2 = 9, 
om altura H = 3.0 e espaçamento d = 0.9.As múltiplas transições plásti
as desapare
em quando o 
ampo de 
omensurabilidadeé aumentado. Isto o
orre prin
ipalmente pelo fato de que, para altos 
ampos de 
omensu-rabilidade, a força de interação entre os vórti
e é signi�
ativamente aumentada, fazendo
om que o in
remento da força ne
essária para haver o depinning de um úni
o vórti
e sejamuito pequeno, bem 
omo a amplitude dos saltos torna-se signi�
ativamente reduzida.Para altos 
ampos de 
omensurabilidade, o depinamento o
orre de forma 
oletiva, 
omomostrado na Fig. 58. Além da existên
ia de um depinamento 
oletivo, observamos quea diferença entre as 
urvas 
om a força no sentido do eixo fá
il F+ e no sentido do eixodifí
il F− da 
atra
a nun
a é zero.Finalmente, veri�
amos que os nossos resultados independem do 
omprimento do
anal. O me
anismo de reversão do efeito 
atra
a veri�
ado em outras estruturas não foiobtido aqui.
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es 1033.2.3 Substrato assimétri
oNo segundo 
aso, onde temos as paredes lisas, o efeito 
atra
a é introduzido por umsubstrato na forma de um poten
ial assimétri
o. Estudamos o 
omportamento do sistemavariando a largura do 
anal, mas não veri�
amos nenhuma alteração das propriedades darede de vórti
es.Ini
iamos os estudos 
om um 
anal 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a em todasas direções. Con�namos o sistema na direção y e diminuímos gradativamente a largurado sistema até dimensões da ordem do 
omprimento de penetração de London λ. Nãoobservamos o me
anismo de múltiplas transições plásti
as, 
omo en
ontrado no 
aso ondea rede de vórti
es é 
on�nada por paredes assimétri
as.
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Figura 59: Velo
idade média das partí
ulas em função da força externa para diferenteslargura do 
anal. Os resultados aqui mostrados são para uma densidade ρ = 0.22.
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CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS
Como 
on
lusão deste trabalho, mostramos no 
apítulo 2 que as propriedades dinâmi-
as de um sistema de partí
ulas interagentes no estado esta
ionário e na presença de umobstá
ulo para o transporte pode ser des
rita por uma equação diferen
ial obtida a partirdo 
oarse-graining da equação de Fokker-Plan
k. A úni
a restrição para a utilização destaequação é que a interação entre as partí
ulas envolva partí
ulas além dos primeiros vizin-hos. Observa-se também que esta equação é 
apaz de des
rever o �uxo no transporte devórti
es em super
ondutores, sistemas 
oloidais e para o movimento de pedestres. Maispre
isamente, mostramos que para 
anais mesos
ópi
os, o parâmetro a que apare
e naEq. (2.23), pre
isa ser 
orrigido devido à in�uên
ia da energia de superfí
ie na dinâmi
ado sistema. Este parâmetro depende da força de interação entre as partí
ulas que podemudar de a
ordo 
om o sistema estudado.Mostramos que o modelo dado pela Eq. (2.23) é valido para diferentes tipos de ob-stá
ulos. Nos limites onde a força externa e muito alta ou muito baixa 
om relação àenergia imposta pelo obstá
ulo, a solução da equação diferen
ial Eq. (2.23) que des
reveo 
omportamento do sistema pode ser substan
ialmente simpli�
ada.No 
apítulo 3 mostramos que o 
on�namento, por paredes assimétri
as de um sistemade partí
ulas interagentes es
oando em direções oposta, induz uma ordem preferen
ial noes
oamento do sistema. Esta ordem faz 
om que o �uxo seja maximizado. Mostramostambém que o ordenamento preferen
ial do sistema pode ser destruído pelas seguintespropriedades da parede de 
on�namento: grau de assimetria e a profundidade da assime-tria; e por propriedades do sistema 
omo densidade, velo
idade e ruído externo ao sistema.Veri�
amos que as transições de ordem-desordem neste sistema são a
ompanhadas de me-taestabilidade e apresentam 
i
los de histerese, ou seja, propriedades 
ara
terísti
as deuma transições de fase de primeira ordem.Ainda no 
apítulo 3 Na dinâmi
a de partí
ulas �pedestres� movimentando-se em di-reções opostas, veri�
amos três fases diferentes fases para o sistema: movimento livre,movimento ordenado (formação de �leiras) e movimento desordenado (transporte 
omalta resistên
ia).
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apítulo 3 observamos que a dinâmi
a de vórti
es em estru-turas assimétri
as, 
al
ulada em baixos 
ampos de 
omensurabilidade, leva ao apare
i-mento de múltiplos depinamento neste sistema. Estes múltiplos depinamento estão rela-
ionados 
om os diferentes regimes de plasti
idade do sistema e são intrínse
os às pro-priedades de 
on�namento assimétri
o. Quando a assimetria é introduzida no substrato,esta propriedade não é observada.Como perspe
tivas para trabalhos futuros, pretendemos fazer simulações 
om 
ondiçõesde 
ontorno abertas em todos os sistemas estudados, objetivando veri�
ar a in�uên
ia do
omprimento do 
anal na dinâmi
a destes sistemas.No que se refere à dinâmi
a de pedestres pretendemos introduzir um poten
ial atrativoe/ou repulsivo nas paredes de 
on�namento do sistema e usar diferentes velo
idades paraos pedestres. Usaremos a solução analíti
a obtida nesta tese para a dinâmi
a de partí
ulassuperamorte
idas na presença de um obstá
ulo 
om intuito de des
rever a dinâmi
a depedestres em sentidos 
ontrários.Pretendemos aprofundar nossos estudos para a dinâmi
a de vórti
es na tentativade 
ompreender melhor o me
anismo de múltiplas transições plásti
as nestes sistemas.Veri�
aremos 
omo este 
omportamento é afetado pela in
lusão de efeitos de temperatura.A
reditamos que este me
anismo pode ser usado para desenvolver novos dispositivos paraa remoção de vórti
es do interior de amostras super
ondutoras. Tentaremos expandir omodelo aqui empregado para des
rever um movimento mais geral não ne
essariamentesuperamorte
ido e resolver este sistema para o estado esta
ionário.Esperamos 
omprovar os resultados obtidos nesta tese através de experimentos. Ini-
ialmente tentaremos realizar experimentos 
om partí
ulas magnéti
as suspensas em soluçãoaquosa, 
on�nadas e na presença de um obstá
ulo para o �uxo. O �uxo e a densidade departí
ulas poderão ser medidos através de vídeos, por imagens de ressonân
ia magnéti
a,por medidas da resistên
ia transversal no 
anal ou ainda por té
ni
as de mi
ros
opia Hall.Tentaremos obter sistemas 
om partí
ulas interagentes de maior diâmetro ou 
ommaiores raios de ação na tentativa de poder usar estruturas da ordem de milímetros oumaiores. Isto poderá reduzir os 
ustos 
om dos experimentos e tornar fa
tível tais medidas.
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ondutividade

Em 1911, H. K. Onnes veri�
ou que a resistên
ia elétri
a do mer
úrio 
ai abrupta-mente à zero quando este é submetido a uma temperatura extremamente baixa. Estefen�meno re
ebeu o nome de super
ondutividade (75, 78).Posteriormente, H. K. Onnes observou que esta propriedade pode ser destruída quandoum 
ampo magnéti
o ou uma 
orrente elétri
a su�
ientemente intensa fosse apli
ado nomaterial. Em 1916, Silsbee sugeriu pela primeira vez que o 
ampo 
ríti
o magnéti
o seriao 
ampo ne
essário para 
riar uma 
orrente 
ríti
a (56).

Figura 60: Resistividade elétri
a do mer
úrio em função da temperatura absoluta. Curvaoriginal obtida por H. K. Onnes em 1911, esta 
urva mar
ou a des
obeta da super
on-dutividade. Isto só foi possível porque em 1908 Onnes 
onseguiu liqüefazer o hélio pelaprimeira vez, possibilitando al
ançar temperaturas extremamente baixas jamais al
ançadaanteriormente (51). Posteriormente, Onnes Veri�
ou que este fen�meno também o
orria
om outros elementos quími
os da tabela periódi
a.Ini
ialmente imaginava-se que os super
ondutores seriam apenas 
ondutores perfeitos
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om resistên
ia elétri
a nula abaixo de uma determinada temperatura. Em 1933 Meis-sener e O
hsenfeld mostraram que além de resistên
ia elétri
a nula os super
ondutores sãodiamagnéti
os perfeito, isto é, o 
ampo magnéti
o em seu interior, abaixo de uma tempe-ratura 
ríti
a Tc, é nulo. Independente da história magnéti
a do material. Posteiormentefoi veri�
ado que o estado super
ondutor é um estado termodinâmi
o 
om uma transiçãode fase em T = Tc (60). Este efeito é hoje 
onhe
ido 
omo efeito Meissner, ele é res-ponsável pela diferença entre um material super
ondutor e um 
ondutor perfeito 
omopodemos ver na ilustração abaixo.

Figura 61: Comportamento de um super
ondutor e de um metal normal quando sub-metidos as seqüên
ias de medidas magnéti
as ZFC(zero �eld 
ooled) e FC (�eld 
ooled).Podemos ver que a magnetização de um material super
ondutor independe da históriamagnéti
a do sistema, isto não o
orrer 
om um metal normal.Na Fig.61, 
omparamos o 
omportamento de um metal normal e de um materialsuper
ondutor quando submetidos a seqüên
ias de medidas magnéti
as ZFC (do inglêsZero Field Cooled ou esfriada a 
ampo zero) e FC (do inglês Field Cooled ou esfriada
om 
ampo). Nas medidas magnéti
as ZFC o 
omportamento do metal normal e domaterial super
ondutor são idênti
os, no entanto, nas medidas magnéti
as FC o materialsuper
ondutor apresenta uma magnetização nula no seu interior diferente do veri�
adonum metal normal.A super
ondutividade �
ou até a metade do sé
ulo XX sem uma expli
ação teóri
a 
a-
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rever a sua origem satisfatoriamente. Antes disso, alguns modelos fenomenológi-
os, foram usados 
om su
esso para expli
ar as propriedades bási
as dos super
ondutores.O primeiro modelo fenomenológi
o, usado para expli
ar as propriedades do estadosuper
ondutor, foi proposto em 1935 pelos irmãos London. Este modelo introduz um
omprimento 
ara
terísti
o 
onhe
ido 
omo 
omprimento de penetração de London λ, quedes
reve quanto o 
ampo magnéti
o 
onsegue penetrar em um material super
ondutor.A teoria de London 
onsidera os vórti
es 
omo partí
ulas pontuais e não leva em 
onta otamanho nem a estrutura interna do vortex (78).Em 1950, L. D. Ginzburg (nobel 2003) e V. L. Landau propuseram uma nova teo-ria fenomenológi
a (teoria de Ginzburg-Landau), 
apaz de expli
ar a maioria das pro-priedades ma
ros
ópi
as dos super
ondutores, A teoria de Ginzburg-Landau é baseadana existên
ia de um parâmetro de ordem 
omplexo, que des
reve uma função de ondama
ros
ópi
a, 
ujo módulo quadrado é a densidade de portadores de 
argas da fase su-per
ondutora. A teoria de Ginzburg-Landau introduz dois novos parâmetros úteis nades
rição do estado super
ondutor, o 
omprimento de 
oerên
ia ξ que mede a distân
iaentre os elétrons que formam os pares de Cooper e o parâmetro adimensional de Ginzburg-Landau κ = λ/ξ, dado pela razão entre os 
omprimentos de penetração de London e o
omprimento de 
oerên
ia. A teoria de London pode ser obtida apartir da teoria deGinzburg-Landau no limite λ ≫ ξ. A teoria de London tem sido usada 
om su
essona des
rição do estado de vórti
es em super
ondutores do tipo II no limite λ ≫ ξ. Nades
rição do estado de vórti
es ξ pode ser interpretado 
omo o diametro do nú
leo dovórti
e.Em 1957, A. A. Abrikosov (Nobel 2003) estudou os limites da teoria de Ginzburg-Landau 
om κ ≫ 1 e κ ≪ 1 . Ele observou que a super
ondutividade podia
oexistir 
om regiões normais quando κ >
√

1/2 . Abrikosov mostrou que quandoapli
amos um 
ampo magnéti
o su�
ientemente intenso (a
ima de Hc1) e κ >
√

1/2o material super
ondutor pode 
oexistir 
om regiões normais 
om H 6= 0 no seu interior.O 
ampo magnéti
o entra no material super
ondutor na forma de linhas quantizadas
hamadas de vórti
es. Nestes materiais, as propriedades super
ondutoras só são destruídasquando o valor do 
ampo magnéti
o externo ultrapassa o valor do 
ampo 
ríti
o superior
Hc2 que pode ser muito maior que o 
ampo 
ríti
o termodinâmi
o Hc. A partir daí ossuper
ondutores foram divididos em duas 
lasse: super
ondutores do tipo I, 
om κ <
√

1/2, e de super
ondutores do tipo II 
om κ >
√

1/2 (1).Ainda em 1957 Bardeen, Cooper e S
hri�er (3, 4) (Nobel 1972) propuseram uma teoria
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ros
ópi
a (Teoria BCS) 
apaz de des
rever as propriedades dos super
ondutores uni-formes (super
ondutores do tipo I), essa teoria 
onsidera a formação de pares de elétrons(partí
ula bos�ni
a) intermediados por f�nons, responsáveis pela propagação de 
orrentesem dissipar energia. A teoria BCS não men
iona nada sobre a super
ondutividade emmateriais 
om propriedades de transporte anisotrópi
as ou em materiais não homogêneo
om o parâmetro de ordem variando no espaço.Em 1959, L. P. Gor'kov (24) mostrou que a teoria de Ginzburg-Landau pode ser obtidaa partir da teoria BCS no limite de temperaturas próximas da temperatura de transição.Em 1962, B. D. Josephson (42) veri�
ou que uma 
orrente super
ondutora pode �uiratravés de uma junção super
ondutor-isolante-super
ondutor (SIS) sem nenhuma tensãoatravés da barreira, desde que a 
amada isolante fosse su�
ientemente �na. Este efeito é
hamado de efeito Josephson d
 e foi posteriormente 
omprovado em laboratório e permi-tiu mostrar 
onseqüên
ia da físi
a quânti
a em es
ala ma
ros
ópi
a. O efeito Josephsonfoi usado para desenvolver dispositivos super
ondutores 
apaz de fazer medidas magnéti-
as de alta pre
isão. Por essa des
oberta, B.D. Josephson re
ebeu o Prêmio Nobel deFísi
a em 1973.Em 1986, os 
ientistas J. G. Bednorz e K. A. Muller (6), pesquisadores da IBM, des
o-briram a super
ondutividade em uma nova 
lasse de materiais a base de La−Ba−Cu−O
om temperatura de transição de aproximadamente 30K revolu
ionando as pesquisas naárea da super
ondutividade. Vários grupos de pesquisa do mundo inteiro entraram numa
orrida em bus
a de materiais 
om temperaturas de transição 
ada vez mais elevadas,surgindo então os 
hamados super
ondutores de alta temperatura 
ríti
a (HTSC - doinglês Hight temperature super
ondu
tors).Em 1987, os físi
os ameri
anos Paul Chu e Maw-Kuen Wu (34, 83, 89) des
obrirama super
ondutividade no 
omposto por Y-Ba-Cu-O 
om temperatura 
ríti
a de 93 K oque possibilitou o uso de nitrogênio líquido 
riogêni
o para o estudo das propriedadessuper
ondutoras. Posteriormente novos materiais foram en
ontrados: Bi-Ca-Sr-Cu-Cu-O
om Tc = 110K (52), Tl-Ca-Ba-Cu-O 
om Tc = 125K (29, 71, 72), Hg-Ba-Ca-Cu-O 
om
Tc = 140K podendo 
hegar a Tc = 160 quando sobmetido a pressão (37, 70).Na dé
ada de 1990 foi veri�
ado a 
oexistên
ia de super
ondutividade 
om mag-netismo. (17, 28). Os 
ompostos que exibem este 
omportamento na 
lasse dos HTSCsão em geral à base de Ru 
om 
omposição nominal RuSr2RECu2O8 (Ru − 1212) e
RuSr2(RE2−xCex)Cu2O10−δ (Ru − 1222) 
om RE = Gd,Eu. (5, 18). Embora a tem-peratura de transição nesses materiais sejam inferiores a maioria dos (HTSC), eles tem
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Figura 62: Este grá�
o mostra os avanços nas pesquisas em bus
a de materiais 
om tem-peratura 
ríti
a 
ada vez mais elevada. podemos ver o aumento explosivo na temperatura
ríti
a dos materiais super
ondutores após a des
oberta da super
undutividade no sis-tema La-Ba-Cu-O, este trabalho rendeu o prêmio nobel aos pesquisadores J. G. Bednorze K. A. Muller em 1987
hamados bastante a atenção devido as suas propriedades.Em 2001, foi des
oberto a suber
ondutividade no 
omposto MgB2 
om temperatura
ríti
a Tc = 39K (58). A des
oberta da super
ondutividade nesses materiais mostrou serpossível en
ontrar HTSC sem planos de Cu− O. 1Re
entemente, em 2008, uma nova 
lasse de (HTSC) baseado na liga La-Fe-As-F-O (77), tem sido apontada 
omo promissora para en
ontrar materiais super
ondutores
om temperatura 
ríti
a ainda mais elevada, 
om baixo 
usto de produção e 
om novaspropriedades.Ainda não há um 
onsenso sobre o me
anismo responsável pela super
ondutividadenos HTSC. A teoria BCS não é 
apaz de des
rever 
ompletamente a super
ondutividadenesses materiais, isto o
orre prin
ipalmente pelo fato dos HTSC apresentarem uma funçãode onda do tipo d e a teoria BCS só 
onsegue expli
ar a super
ondutividade em materiaishomogêneo 
om função de onda do tipo s. Há várias espe
ulações sobre o me
anismoresponsável pela super
ondutividade. Dentre eles se desta
am os me
anismos: emparea-1o nome HTSC e designado a todos os materiais super
ondutores que apresentam temperaturas 
riti
assuperiores a 26 K valor máximo da temperatura de transição estipulado por B. T. Mathias.
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ondutividade mediada por interação entre spins. (38�40)dentre outros (20, 28, 43).
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APÊNDICE B -- Teorias para o estadosuper
ondutor
B.1 Teorias fenomenológi
asB.1.1 Teoria de LondonEm 1935, os irmãos H. London e F. London propuseram a primeira teoria fenomenológ-i
a 
apaz de expli
ar as propriedades bási
as dos materiais super
ondutores. A primeira
onsideração, desta teoria, é assumir que a segunda lei de Newton pode ser es
rita 
omo:

m∗dv

dt
= −e∗E , (B.1)onde m∗ é a massa, e∗ é a 
arga e v é a velo
idade dos portadores de 
arga, E é o 
ampoelétri
o apli
ado. Assumindo que a densidade de 
orrente super
ondutora é dada por

j = −nse
∗v, onde ns é a densidade de elétrons super
ondutores, a Eq. (B.1) pode seres
rita 
omo

∂j

∂t
=
nse

∗2

m∗ E . (B.2)A Eq. (B.2) representa a primeira equação de London, Usando a lei de Faraday
∇×E = −dh/dt juntamente 
om esta equação obtemos

∂

∂t

[

∇× j +
nse

∗2

m∗ h

]

= 0 , (B.3)esta equação é válida para todo 
ondutor perfeito. Podemos ver que qualquer valor de
j e do 
ampo magnéti
o h 
onstantes no tempo pode ser solução da Eq. B.3. Paraque esta equação pudesse des
rever o efeito Meissner os irmão London assumiram que sóuma família restrita de soluções da Eq. B.3 pode des
rever o estado super
ondutor, estassoluções são dadas por:

∇× j +
nse

∗2

m∗ h = 0 , (B.4)
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ombinando a Eq. (B.4) 
om a lei de Amperé para o regime esta
ionário ∇ × h = µ0j,temos
∇× (∇× h) +

1

λ2
h = 0 , (B.5)assumindo ∇ · h = 0 e usando a identidade ∇ × (∇ × h) = ∇(∇ · h) − ∇2h podemoses
rever

∇2h =
1

λ2
h (B.6)A Eq. (B.6) é 
onhe
ida 
omo a segunda equação de London, onde λ é o 
omprimentode penetração de London de�nido 
omo

λ2 =
m∗

nse∗2
. (B.7)A energia livre de Helmholtz segundo a teoria de London para uma interfa
e normal-super
ondutor paralela ao plano xy na presença de um 
ampo magnéti
o externo h apli-
ado na direção z pode ser es
rita 
omo,

F =
A

2µ0

∫
dx(fs + h2 + λ2 |∇ × h|2) , (B.8)neste 
aso 
onsideramos que o material super
ondutor esta o
upando a região x > 0,Esta equação será usada posteriormente para 
al
ular as propriedades do material super-
ondutor.Usando a Eq. (B.6) podemos 
al
ular o 
ampo magnéti
o no interior do materialsuper
ondutor no semi-espaço x > 0, a superfí
ie do supe
ondutor 
oin
idi 
om o planoem x = 0. o super
ondutor é submetido a um 
ampo magnéti
o externo H = h0zlevando em 
onta a simetria do problema podemos es
rever a equação B.6 
omo:
d2h

dx2
− λ−2h = 0 . (B.9)As 
ondições de 
ontorno do problema são: h(0) = h0, h(∞) = 0, esta segunda
ondição de 
ontorno é devido ao efeito Meissner. A solução da equação diferen
ial B.9 é

h = h0e
−x/λ . (B.10)O 
omprimento de penetração de London λ é um 
omprimento 
ara
terísti
o do sis-tema. Este 
omprimento varia muito entre os materiais super
ondutores, em geral, o
omprimento de penetração e da ordem de nanometros em super
ondutores do tipo I po-dendo 
hegar a mi
rometros em super
ondutores do tipo II, isto pode ser visto na tabela
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Figura 63: Tabela mostrando os valores da temperatura 
ríti
a Tc, do 
omprimento depenetração λ, do 
omprimento de 
oerên
ia ξ e do parâmetro de Ginzburg-Landau κ. Osvalores de λ e ξ para o MgB2 não foram en
ontrados na literatura.A teoria de London tem provado ser útil na des
rição do estado super
ondutor e doestado de vórti
e em super
ondutores do tipo II, no limite λ≫ ξ. É importante lembrarque a maioria dos super
ondutores são do tipo II e apresentam λ ≫ ξ, neste limite osvórti
es podem ser tratados 
omo objetos pontuais. Para que possamos usar a teoria deLondon temos ainda que observar que:

• O 
ampo magnéti
o externo h deve ser pequeno para que possa ser tratado 
omouma pertubação,isto é, h ≪ hc2

• A densidade de elétrons super
ondutores ns(r) deve ser aproximadamente 
onstanteem todo material super
ondutor. Esta 
ondição é equivalente a assumir que atemperatura do sistema não varia lo
almente.Embora a teoria de London não 
onsiga des
rever a estrutura dos vórti
es ela podeser usada para seu 
omportamento em es
ala ma
ros
ópi
a.B.1.2 Teoria de Ginzburg-LandauEmbora a teoria de London des
reva de forma práti
a as propriedades bási
as dossuper
ondutores, ela é limitada a sistemas onde o 
ampo magnéti
o apli
ado é 
onstantee muito menor que o 
ampo 
ríti
o da amostra. A teoria de London também não podeser apli
ada a sistemas onde a densidade de elétrons super
ondutores varia 
onsidera-velmente. Nestes 
asos 
onvém utilizar a teoria de Ginzburg-Landau (GL). A teoria deGL ofere
e uma des
rição simples e 
ompatível 
om a maioria dos resultados experimen-tais, permitindo in
lusive estudar a dinâmi
a de vórti
e em super
ondutores, está teoria é
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amente ela 
on-siste em expandir a energia livre em potên
ias do parâmetro de ordem, numa temperaturapróxima da temperatura de transição.A teoria de GL pode ser vista 
omo uma generalização da teoria de London, estáteoria prever a existên
ia de uma função de onda ψ(r) que des
reve o �uido quânti
oformado pelos elétrons super
ondutores. Esta função de onda, introduzida por Ginzburge Landau 
omo um parâmetro de ordem 
omplexo, é dada por:
ψ(r) = |ψ(r)|eiϕ(r), (B.11)desta forma a densidade lo
al de super-elétrons ns é dada por
ns = |ψ(r)|2 . (B.12)Podemos ver que diferentemente da teoria de London, ns não é ne
essáriamente homogê-neo no espaço.A densidade de energia livre de Helmholtz proposta por Ginzburg e Landau paraum super
ondutor isotrópi
o, expandida em potên
ias pares do parâmetro de ordem ψ(r)próximo da temperatura de transição pode ser es
rita 
omo:

fs = fn0 + α|ψ(r)|2 +
1

2
β|ψ(r)|4 +

1

2m∗

∣∣∣∣∣

[
h̄

i
∇− e∗A(r)

]

ψ(r)

∣∣∣∣∣

2

+
h2(r)

2µ0
(B.13)onde m∗ e e∗ são a massa e a 
arga efetiva dos portadores de 
arga, respe
tivamente. Aé o poten
ial vetor dado por h = ∇ × A. Na des
rição de super
ondutores anisotrópi-
os é importante levar em 
onta a natureza tensorial de m∗. O primeiro termo do ladodireito da Eq. (B.13) 
orresponde a energia do estado normal, os próximos dois ter-mos 
orrespondem à energia de 
ondensação do estado super
ondutor, representado poruma expansão típi
a para a energia livre na teoria geral de Landau, onde α e β são osparâmetros fenomenológi
o da expansão. O quarto termo pode ser visto 
omo a energiaasso
iada às variações espa
iais do parâmetro de ordem (uma das limitações da teoria deLondon) e pode ser es
rito 
omo P2/2m, onde P é o momento 
an�ni
o invariante de
alibre. O último termo 
orresponde ao aumento na energia ne
essária para assegurar oefeito Meissner, ou seja , para expulsar o �uxo magnéti
o do interior do super
ondutor.Para interpretamos �si
amente as 
onstantes α e β, iremos 
onsiderar o fun
ional deenergia na ausên
ia de 
ampos e de variações espa
iais do parâmetro de ordem, sendo
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rita 
omo
fs = fn0 + α|ψ(r)|2 +

1

2
β|ψ(r)|4 . (B.14)Podemos ver 
laramente que β não pode ser negativo, 
aso 
ontrário não teríamos ummínimo global de energia (ex
eto para valores in�nitos de ψ onde a expansão não é maisválida). Mesmo 
om β > 0, α pre
isa ser negativo, pois para valores de α > 0 o úni
omínimo possível é para ψ = 0, o que faz o material está no estado normal. Para valoresde α < 0, haverá um mínimo em na energia livre em um valor não nulo de |ψ|2 dado por:

|ψ∞|2 = −α
β
. (B.15)O 
omportamento de α 
om a temperatura é dado por α(T ) = α0(T−Tc). Podemos notarque esta expressão nos dar um valor de α maior que zero para T > Tc e menor que zeropara T < Tc, temos ainda que α(T ) = 0 de�ne a temperatura de transição Tc. O índi
e ∞na Eq. (B.15) signi�
a que este é o valor que |ψ|2 assume no interior do super
ondutor,muito longe das bordas do material, onde a super
ondutividade é homogênea.Usando o valor do mínimo de energia livre dado pela Eq. B.15 na Eq. B.14 e in-tegrando esta equação no volume, obtemos que a diferença de energia entre os estadosnormal e super
ondutor neste limite, é dada por

Fs − Fn0 =
∫
d3r(fs − fn0)

=
∫
d3r

(

−1

2

α2

β

)

. (B.16)Esta é a energia ne
essária para manter o 
ampo magnéti
o fora do material super
ondu-tor, Fs e Fn0 são os valores da energia livre do estado super
ondutor e do estado normalrespe
tivamente.O 
ampo 
ríti
o termodinâmi
o é propor
ional a diferença de energia livre entre oestado normal e o estado super
ondutor
Fs − Fn0 =

µ0

2
H2

c , (B.17)sendo assim os valores de α e β se rela
ionam 
om o 
ampo 
ríti
o termodinâmi
o pelaexpressão,
H2

c =
α2

µ0β
(B.18)Para obtermos as equações de Ginzburg-Landau temos que minimizar a energia livre dadapela Eq. (B.13) 
om relação ao parâmetro de ordem ψ e ao poten
ial vetor A(r), temos
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∂fs

∂ψ
= 0 → 1

2m∗ (−ih̄∇− e∗A)2 ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 , (B.19)
∂fs

∂A
= 0 → js = −i h̄e

∗

2m∗ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) − Ae∗2

m∗ |ψ|2 . (B.20)Para 
hegar nas Eqs. (B.19) e (B.20), usamos o gauge de Coulomb (∇ · A = 0) ede�nimos o 
ampo magnéti
o 
omo h = ∇×A. js é a densidade de 
orrente super
ondu-tora. As equações B.19 e B.20 são à primeira e a segunda equação de Ginzburg-Landal,respe
tivamente.O limite de validade das equações de Ginzburg-Landau foi estimado, em 1959, porL.P. Gorkov. Levando em 
onta a pureza das amostras, Gorkov mostrou que podemosobter as equações de GL apartir da teoria mi
ros
opi
a BCS enfatizando os seguintes
ritérios:
• A função de onda deve variar suavemente em distân
ias da ordem de ξ0, sendo assimuma 
ondição ne
essária para a validade da teoria é que ξ(T ) ≫ ξ0.
• As relações lo
ais entre a 
orrente e o poten
ial vetor devem ser válidas apenas se he A variarem suavemente em distân
ias da ordem de ξ0. Para que isto seja verdadetemos que λ(T ) ≫ ξ0.Embora a teoria de GL seja, a prin
ípio, limitada a temperaturas próximas à Tc, elatem mostrado des
rever bem as propriedades das amostras em temperatura longe de Tc.Isto pode ser atribuído ao fato de que a maioria das amostras super
ondutoras usadasno nosso dia-a-dia estejam enquadradas no "limite sujo". Neste limite a teoria de GL éválida em um amplo espe
tro de temperatura.B.1.3 Comprimentos 
ara
terísti
osOs 
omprimentos 
ara
terísti
os do estado super
ondutor, 
omprimento de 
oerên
ia

ξ(T ) e 
omprimento de penetração λ(T ), podem ser obtidos a partir da primeira e segundaequação de GL, respe
tivamente. O 
omprimento de 
oerên
ia ξ(T ) nos dar a es
ala de
omprimento a partir da qual o parâmetro de ordem pode variar, mede também as dis-tân
ias entre os elétrons que formam os pares de Coopper. O 
omprimento de penetração
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λ(T ) nos dar a es
ala de 
omprimento onde os 
ampo e 
orrentes podem variar, numainterfa
e normal-super
ondutor.

Figura 64: (a) Per�s do 
ampo, h (azul), e do parâmetro de ordem super
ondutor |ψ|2(vermelho). (b) Linhas de 
ontorno da super
orrente (azul) em torno do nú
leo do vórti
e.Nesta �gura temos λ = 10ξ. Figura obtida de L. E. Cabral.Na ausên
ia de 
ampos e de 
orrentes externas, podemos assumir que A = 0 e quetodos os 
oe�
ientes da Eq. (B.19) são reais de modo que ψ = ψ∗, a menos de uma fase.Desta forma a Eq. (B.19) pode ser es
rita 
omo,
− h̄2

2m∗
d2ψ

dx2
+ βψ3 + αψ = 0. (B.21)Esperamos que para um super
ondutor homogêneo o parâmetro de ordem seja apro-ximadamente 
onstante (ψ = ψ∞) . Nesta região a solução da Eq. (B.21 nos dar

ψ2
∞ = −α/β > 0. Para en
ontrarmos o 
omprimento 
ara
terísti
o de ψ(x) em torno deum ponto onde (ψ 6= ψ∞), rees
revemos a Eq. (B.21) na forma reduzida,

−ξ2d
2f

dx2
− f 3 + f = 0, (B.22)onde f(x) = ψ/ψ∞ e ξ2 = h̄2/2m∗|α| , ξ é o 
omprimento 
ara
terísti
o da variaçãode f . Usando a dependên
ia na temperatura de α nós temos

ξ2(T ) =
h̄2

2m∗|α(T )| =
h̄2

2m∗α(0)(T − Tc)
≃ ξ2(0)

1 − t
, (B.23)onde t = T/Tc é a temperatura reduzida e ξ(0) = h̄2/2m∗α(0). podemos ver que para

T ≈ Tc o 
omprimento 
ara
terísti
o ξ diverge.Para determinar o outro 
omprimento 
ara
terísti
o λ, usaremos a Eq. (B.20). Numaaproximação de primeira ordem, a densidade de super-elétrons pode ser substituída peloseu valor no equilíbrio e em 
ampo zero ψ0 =
√
−α/β Nesta aproximação podemos es
r-
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js = −e

∗2

m∗A|ψ|2. (B.24)Tomando o rota
ional em ambos os lados da Eq. (B.24) temos que
∇× js = −e

∗2

m∗ |ψ|
2∇× A =

e∗2

m∗ |ψ|
2h (B.25)Esta equação é equivalente a segunda equação de London, onde o 
omprimento depenetração é dado por

λ2(T ) =
m∗β

µ0e∗2α(0)(T − Tc)
≃ λ2(0)

1 − t
(B.26)onde λ(0) 
oin
ide 
om o 
omprimento de penetração de London em T = 0.Existe um parâmetro adimensional, 
hamado de parâmetro de Ginzburg-Landau, κ =

λ(T )/ξ(T ) , que des
reve a relação entre o 
omprimento de penetração e o 
omprimentode 
oerên
ia de um material super
ondutor. Como λ e ξ possuem essen
ialmente a mesmadependên
ia 
om a temperatura, κ é um parâmetro 
onstante em T.Podemos expressar o 
ampo 
ríti
o termodinâmi
o em termos dos 
omprimentos 
a-ra
terísti
os, sendo assim o 
ampo 
ríti
o pode ser es
rito 
omo
Hc(T ) =

1

2
√

2πµ0

Φ0

λ(T )ξ(T )
, (B.27)onde Φ0 é o quanto de �uxo magnéti
o dentro do material super
ontutor.Os 
omprimentos 
ara
terísti
os obtidos a
ima podem ser diretamente rela
ionado
om os 
omprimentos ξ0 e λ0 obtidos pela teoria BCS, de modo que

ξ(T ) = 0.74
ξ0√

1 − T
Tc

; lel ≫ ξ0 (B.28)
ξ(T ) = 0.855

√√√√
ξ0lel(

1 − T
Tc

) ; lel ≪ ξ0 (B.29)
λ(T ) = 0.71

λ0√
1 − T

Tc

; lel ≫ ξ0 (B.30)
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λ(T ) = 0.64λL(0)

√√√√
ξ0

lel
(
1 − T

Tc

) ; lel ≪ ξ0, (B.31)onde lle é o livre 
aminho médio elásti
o dos elétrons normais, as Eqs. (B.28) e (B.30)são válidas apenas no "limite limpo" quando T ≈ Tc, por outro lado o limite sujo faz 
omque as Eqs. (B.29) e (B.31) sejam válidas para um grande intervalo de temperatura.
B.2 Teoria de vórti
es em super
ondutoresB.2.1 Super
ondutores do tipo IIEm 1957, Abrikosov explorou a solução das equações de Ginzburg-Landau no limiteextremo dos parâmetros λ e ξ. É observado que quando apli
amos um 
ampo magnéti
oem um material super
ondutor e a relação entre os 
omprimentos 
ara
terísti
os dessematerial obede
e a relação λ > ξ as equações de Ginzburg-Landau apresentam umasolução periódi
a, e esta solução 
onsiste em uma rede bidimensional e triangular deregiões tubulares bem de�nida, onde a densidade de elétrons super
ondutores vai a zero(regiões normais ou nú
leo dos vórti
es). Esta rede bidimensional também é 
onhe
ida
omo rede de vórti
es ou rede de Abrikosov.Cada vórti
e apresenta um nú
leo 
om raio igual a ξ, onde o �uxo magnéti
o é máximoe o parâmetro de ordem é nulo e um 
orpo que de
ai num 
omprimento 
ara
terísti
o λonde en
ontramos a maior parte do �uxo magnéti
o.B.2.2 Energia numa interfa
e normal-super
ondutorPara veri�
armos o que a
onte
e em uma interfa
e normal-super
ondutor iremos 
on-siderar uma interfa
e plana paralela ao plano xy na presença de um 
ampo magnéti
oexterno h apli
ado na direção z. Consideramos que o material super
ondutor está o
u-pando a região x > 0. A energia livre de helmholtz segundo o modelo de London é dadapor

F =
A

2µ0

∫
dx
(
fs + h2 + λ2|∇ × h|2

)
, (B.32)onde A é a área da interfa
e, fs é a densidade de energia de 
ondensação, o segundo e oter
eiro termo dentro da integral são respe
tivamente, a densidade de energia devido ao
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ampo magnéti
o e a densidade de energia 
inéti
a dos super-elétrons. Sendo a energialivre de Gibbs G de�nida por
G = F − A

2µ0

∫
H · B(x)dx , (B.33)fora do material super
ontutor, isto é, para x < 0 nos temos que

Gn = Gs , (B.34)a solução para o 
ampo magnéti
o dentro do material super
ondutor, usando a teoria deLondon, é dada pela Eq. (B.10) (h(r) = He−x/λL) , usando este resultado na Eq. (B.32)e levando em 
onta a Eq. (B.33) nós obtemos
G =

A

2µ0

∫ ∞

0
dx
[
fs + |H|2

(
e−2x/λL + e−2x/λL − 2e−x/λL

)]

=
1

2µ0

∫ ∞

0
fsd

3r + γA , (B.35)onde γ é a energia de superfí
ie por unidade de área (tensão super�
ial), dada por:
γ =

H2

µ0

(

−λL

2
e−2x/λL + λLe

−x/λL

) ∣∣∣
∞

0
(B.36)

γ = −λL
H2

µ0
. (B.37)Podemos ver, que a energia da interfa
e normal-super
ondutor é negativa. Este re-sultado sugere que podemos diminuir a energia total do sistema se aumentarmos a áreade 
ontato entre os estados normal e super
ondutor. Uma das formas de fazermos isto é
riar domínios da fase normal (vórti
es) dentro da fase super
ondutora, 
omo o
orre emsuper
ondutores do tipo-II.Em super
ondutores do tipo I e/ou no estado Meissner, o estado misto não existe,portanto podemos dizer que eles possuem uma energia super�
ial positiva. Fisi
amenteesta energia de superfí
ie positiva é destruída em distân
ias da ordem de ξ perpendi
ulara interfa
e.B.2.3 A quantização do �uxo magnéti
oComo vimos anteriormente, em super
ondutores do tipo-II, a energia de superfí
ie nainterfa
e metal-super
ondutor é negativa para 
ampos a
ima de Hc1. Nestas 
ondições,são 
riados domínios normais no interior do volume super
ondutor para maximizar a áreade superfí
ie.
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ondutores 122As regiões normais no interior do material super
ondutor possuem um �uxo magnéti
oquantizado, determinado a partir da Eq. (B.5)
∂

∂t

[
∇×∇× h +

1

λ2
h

]
= 0 , (B.38)integrando esta equação numa seção transversal de área A, e usando a lei de Ampère,temos

∂

∂t

∫ [
λ2∇× j + h

]
· dA = 0 , (B.39)integrando agora 
om relação ao tempo �
amos 
om

∫ [
λ2∇× j + h

]
· dA = φ , (B.40)apli
ando agora o teorema de Stokes no primeiro termo, temos

λ2
∮

j · dl +
∫

h · dA = φ . (B.41)Para uma grande área de integração, podemos esperar que o primeiro termo sejapequeno, desde que a 
orrente de
ai exponen
ialmente 
om um 
omprimento 
ara
terísti
o
λ, podemos então identi�
ar a 
onstante de integração, φ, 
omo o �uxo total 
ontido emum vórti
e.Substituindo h = ∇×A na Eq. (B.41) e apli
ando a lei de Stokes obtemos

∮
[p + eA] · dl = eφ , (B.42)assumimos que j = nse

∗v = nse
∗(p/m∗). Podemos identi�
ar o integrando da Eq. (B.42)
omo sendo o momento 
an�ni
o asso
iado ao movimento das partí
ulas 
arregadas naformulação da me
âni
a Hamiltoniana. F. London 
on
luiu que a super
ondutividade eraum fen�meno quânti
o ma
ros
ópi
o, sendo assim ele sugeriu que a Eq. (B.42) pre
isavaser 
onsistente 
om a quantização de Bohr-Sommerfeld. Desta forma, 
hegamos a umvalor para φ,

φ = nφ0 (B.43)onde n = 0, 1, 2, ... e φ0 = h/e∗, φ0 é o valor de um quantum de �uxo magnéti
o, segundoa teoria BCS e∗ = 2e, sendo assim temos
φ = n

h

2e
(B.44)

= 2, 07 × 10−15 Tm2 . (B.45)
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ríti
os Hc1 e Hc2O 
ampo 
ríti
o inferior, Hc1, está rela
ionado 
om o 
ampo magnéti
o que permitea nu
leação do primeiro vórti
e no interior da amostra, nesta situação a energia livre doestado super
ondutor pode ser es
rita 
omo,
Fs = Fn + εvL−H

∫
bd3r , (B.46)onde Fs é a energia livre do estado normal, εv é a energia livre do vórti
e por unidadede 
omprimento e o último termo da Eq. (B.46) 
orresponde a energia magnéti
a daamostra. Quando H = Hc1 a energia livre dentro e fora do material super
ondutor tem omesmo valor,sendo assim Fs = FN e a Eq. (B.46) pode ser es
rita 
omo:

Hc1 = εv/φ0. (B.47)No limite em que κ≫ 1, εv =
Φ2

0

4πµ0λ2 lnκ.O 
ampo 
ríti
o superior Hc2 é o 
ampo onde a amostra perde as propriedades su-per
ondutoras e passa a se 
omportar 
omo um metal normal. Quando aumentamos o
ampo magnéti
o, o espaçamento entre os vórti
es diminui. Quando o espaçamento darede �
a da ordem do 
omprimento de 
oerên
ia ξ, o
orre a transição do estado mistopara o estado normal.Podemos 
al
ular Hc2 a partir da primeira equação de GL, sendo o parâmetro deordem muito pequeno, próximo à Hc2, podemos desprezar o termo de ordem superiores a
ψ e es
rever a Eq. (B.19) 
omo

− h̄2

2m∗

(
∇− ie∗

h̄
A

)2

ψ + αψ = 0 . (B.48)A Eq. (B.48) pode ser vista 
omo a equação de S
hrödinger para uma partí
ula 
omenergia −α, massa m∗ e 
arga e∗ em um 
ampo magnéti
o H, que esta asso
iado a umpoten
ial vetor A. Por questão de simpli
idade 
onsideraremos um 
ampo magnéti
ouniforme paralelo ao eixo z, H0‖z . Assumindo o gauge de Landau onde o poten
ialvetor é dado por A = H0xŷ , a Eq. (B.48) pode ser es
rita 
omo:
− h̄2

2m∗



 ∂
2

∂x2
+

(
∂

∂y
− ie∗H0

h̄
x

)2

+
∂2

∂z2



ψ + αψ = 0 , (B.49)assumindo ψn,kz ,ky
(x, y, z) = eikzz+iKyyun(x) , podemos apli
ar o método de separação
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om isso es
rever
[

− h̄2

2m∗
d2

dx2
+

1

2
m∗ω2

0(x− x0)
2

]

un(x) = εnun(x) , (B.50)onde x0 = (h̄/e∗H0)ky e εn = −α−(h̄k2
z/2m

∗). A Eq. (B.50) pode ser identi�
ada 
omoa equação de S
hrödinger para um os
ilador harm�ni
o 
om freqüên
ia ωc = |e∗|H0/m
∗e 
om energia

εn =
(
n +

1

2

)
h̄ωc . (B.51)A função de onda normalizada pode ser es
rita 
omo

ψn,kz,ky
= ei(kyy+kzz)e−(x−x0)2/2a2

HHn

(
x− x0

aH

)
, (B.52)onde a2

H ≡ h̄/m∗ωc = φ0/2 e Hn(x) é o polin�mio de Hermite.Só o menor autovalor dado pela Eq. (B.51) representa uma solução signi�
ante daEq. (B.50), isto é, só quando n = 0 , kz = 0 a função de onda dada pela Eq. (B.52)é uma solução signi�
ante. Como a teoria linearizada é válida apenas próximo de Hc2,podemos es
rever:
−α =

1

2
h̄ωc , (B.53)ou

Hc2 = −2m∗α

h̄e∗
. (B.54)Usando α(T ) = α(0)(T − Tc) temos,

Hc2 =
2m∗

h̄e∗
α(0)(Tc − T ), (B.55)esta expressão é usualmente es
rita 
omo:

Hc2 =
φ0

2πξ2
. (B.56)Podemos ver que para temperaturas próxima da temperatura de transição Hc2 → 0 eo valor de Hc2 
res
e linearmente em baixas temperaturas.B.2.5 Campo magnéti
o de um vórti
e isoladoConsiderando o limite, λ ≫ ξ, podemos 
onsiderar que a densidade de elétrons su-per
ondutores é aproximadamente 
onstante, ex
eto próximo ao nú
leo do vórti
e. Nestaaproximação o úni
o termo que 
ontribui signi�
ativamente para a variação espa
ial de

ψ é a sua fase.
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ondutores 125Substituindo o valor do parâmetro de ordem super
ondutor ψ(r) = |ψ(r)|eiϕr nasegunda equação de GL Eq. (B.20), a densidade de 
orrente super
ondutora é dada por
js =

e∗|ψ|2
m∗ (h̄∇ϕ− e∗A) , (B.57)A equação eletromagnéti
a de um super
ondutor na presença de um vórti
e, pode serobtida tomando o rota
ional em ambos os lados da equação B.57 temos

∇× js =
φ0

2πµ0λ2
∇×∇ϕ− 1

λ2
h . (B.58)Considerando que a amostra possui apenas um vórti
e em seu interior, e que este vórti
eseja paralelo ao eixo z lo
alizado em ri = (xi, yi) no plano xy , integrando ∇×∇ϕno plano xy e usando o teorema de stokes, o termo ∇×∇ϕ pode ser identi�
ado 
omo:

∇×∇ϕ = 2πν(r, ri) = 2πẑpδ(r− ri) . (B.59)o termo ν(r, ri) de�ne a função de fonte ou vorti
idade de um vórti
e 
om p quanta de�uxo (onde p é inteiro e positivo). Usando js = ∇× h, podemos es
rever a equação B.58
omo
−λ2µ0∇2h + µ0h = φ0ν(r, ri) = ẑpφ0δ(r − ri) . (B.60)A Eq. (B.60) 
orresponde a equação de London, in
luindo o termo devido a presença devórti
es em ri = (xi, yi). A teoria de London pode ser usada para des
rever o 
ompor-tamento dos vórti
es em super
ondutores do tipo II, desde que estes sejam inseridos naforma de singularidades. Isto é equivalente a impor que ξ → 0, o que é verdade para umsuper
ondutor onde λ≫ ξ.A solução da Eq. (B.60) pode ser obtida integrando diretamente no espaço real ouusando a transformada de Fourier. Para integrar no espaço real devemos ini
ialmenterees
rever a Eq. (B.60) em 
oordenadas 
ilíndri
as

hz − λ2

(
1

r

d

dr

(

r
dhz

dr

))

=
φ0

µ0

pδ(r − ri) . (B.61)A Eq. (B.61) é um 
aso espe
ial da equação de Bessel e tem 
omo solução a função deBessel modi�
ada de ordem zero K0, e pode ser es
rita 
omo,
h =

pφ0

2πλ2µ0
K0

(
|r − ri|
λ

)

ẑ . (B.62)Quando (r ≫ λ) o 
omportamento da função K0 de
ai exponen
ialmente 
om e−r/λ equando r → 0 esta função diverge logaritimi
amente 
om ln(r/λ). Uma maneira de
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ondutores 126evitar a divergên
ia de h no nú
leo do vórti
e é adotar o pro
edimento de 
orte de Clem(Clem, 1975), possibilitando desta forma 
al
ular h próximo ao nú
leo do vórti
e. Usandoeste artifí
io a solução da Eq. (B.61) passa a ser es
rita 
omo,
h =

pφ0

2πλ2µ0
K0

(
(| r − ri| + 2ξ2 )1/2

λ

)

ẑ . (B.63)B.2.6 Energia de um vórti
e isoladoNo limite de λ≫ ξ, a energia de um vórti
e é dada pela soma da energia 
inéti
a das
orrentes 
om a energia do 
ampo magnéti
o gerado pelo vórti
e,integrando estas energiasno plano xy, ex
luindo a área 
orrespondente ao nú
leo do vórti
e,temos
εv =

1

2µ0

∫

r>ξ
dr(λ2|∇ × b|2) + b2) , (B.64)usando a identidade ∇ · (a × b) = b · ∇a −∇ · [∇× b], onde assumimos que a = ∇× be o teorema da divergên
ia, podemos rees
rever a integral da Eq. (B.64) 
omo,

εv =
1

2µ0

∫

r>ξ
dr(b + λ2∇×∇× b) · b + b2) +

λ2

2µ0

∮
dl · (b ×∇b) . (B.65)Como não estamos 
onsiderando o nú
leo do vórti
e, o primeiro termo da Eq. (B.65) seanula. O segundo termo desta equação é integrado em dois 
aminhos, um de raio in�nitoe outro de raio igual a ξ, ambos 
entrado no nú
leo vórti
e, temos então que

εv =
λ2

2µ0

[

b
db

dr
2πr

]

r=ξ

− λ2

2µ0

[

b
db

dr
2πr

]

r→∞
. (B.66)O segundo termo da Eq. (B.66) se anula, pois no in�nito o 
ampo magnéti
o dovórti
e é zero. Para 
al
ular o primeiro termo nós usamos uma aproximação assintóti
apara r ≪ ∞, isto é, b(r) ≃ pφ0

2πλ2 ln(r/λ), temos então que
εv =

peφ2
0

4πµ0λ2
p2lnκ

εv =
ε

2
p2lnκ . (B.67)Introduzimos ε 
omo um parâmetro de es
ala para energia. A energia do vórti
e épropor
ional ao número de quanta de �uxo que ele possui, sendo assim, é energeti
amentedesfavorável termos um vórti
e 
om p quanta de �uxo 
om relação a termos p vórti
es
om um quantum de �uxo.
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ondutores 127B.2.7 Energia de interação vórti
e-vórti
ePara sistemas 
om mais de um vórti
e, estes podem interagir desde que a distân
iaentre eles seja menor que λ. Para determinar esta energia 
onsideraremos um sistema
om dois vórti
es retilíneos e paralelos, lo
alizados em ri e rl respe
tivamente. o vórti
elo
alizado em ri sente a presença do vórti
e lo
alizado em rl devido uma distribuição lo
alde 
orrente j(l)
s gerada pelo vórti
e lo
alizado em rl e vi
e-versa. Como um vórti
e podeser visto 
omo sendo essen
ialmente uma linha de �uxo magnéti
o , ele sente uma forçade Lorentz devido à 
orrente do outro vórti
e. sendo assim o vórti
e lo
alizado em risentirá um força por unidade de 
omprimento dada por

f
(i)
l = j(l)

s (ri) × φ0ẑ . (B.68)A 
orrente gerada por um vórti
e é dada por
js = ∇× h , (B.69)
omo h = h(r)ẑ, temos js = −∂h/∂r, então:

f
(i)
l = r̂ijφ0

∂h(l)(ri)

∂ri
=

φ2
0

2πµ0λ3
K1

(
rij

λ

)
r̂ij , (B.70)onde rij = |ri − rj|, r̂ij = (ri − rj)/(|ri − rj|) e K1(rij/λ) é a função deBessel modi�
ada de primeira ordem, usando a Eq. (B.70) podemos en
ontrar a energiade interação vórti
e-vórti
e 
omo sendo

Evv(rij) =
φ2

0

2πµ0λ2
K0

(
rij

λ

)
. (B.71)Podemos também en
ontra este resultado integrando a energia livre no plano xy 
omo�zemos para 
al
ular a energia de um vórti
e isolado, porém agora teremos que ex
luir onú
leo dos dois vórti
es, en
ontraremos então a energia total do sistema que é dada pelasomas das autoenergias dos vórti
es 
om a energia de interação vórti
e-vórti
e.B.2.8 Equação de movimento dos vórti
esQuando submetemos a rede de vórti
es a uma força externa e/ou quando esta en
ontra-se fora do equilíbrio, ela pode movimentar-se. Este movimento é responsável por 
riarum 
ampo elétri
o E = B × v = φ0

A
ẑ × v, onde A é a área da amostra no plano normalao vórti
e. O material no interior do nú
leo do vórti
e se en
ontra no estado normal,
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ondutores 128podendo sofrer efeitos de espalhamento, responsáveis por 
riar uma força vis
osa. Comoos efeitos iner
iais para o movimento do vórti
e podem ser desprezado 
om relação aosefeitos dissipativos. Esperamos que os vórti
es obedeçam a uma equação de movimentosuper-amorte
ida,
η v = j × ẑφ0 , (B.72)esta equação pode ser entendida 
omo sendo uma espé
ie de lei de Ohm, isto �
a mais
laro se �zermos o produto vetorial desta equação 
om φ0

A
ẑ, temos:

E = ρff j , onde ρff =
Bφ0

η
, (B.73)

ρff é 
onhe
ido 
omo resistividade de �ux �ow que está rela
ionada ao movimento 
on-tínuo de �uxo magnéti
o. Sendo assim, quando uma rede de vórti
es se move 
om ve-lo
idade média v a amostra super
ondutora se 
omporta 
omo um 
ondutor 
onven
ional
om resistividade ρff = nφ2
0/η, e dissipando uma potên
ia Pdiss = E · j = 1

ρff
E2 = ηv2,de�nimos a densidade de vórti
e 
omo n = N/A.A derivação mi
ros
ópi
a da vis
osidade η é um tema ainda em aberto. Fenomeno-logi
amente , η pode ser estimada 
onsiderando que o efeito dissipativo é devido a umpro
esso puramente resistivo no interior do nú
leo do vórti
e. Esta dedução foi feita pelaprimeira vez em 1965 por Bardeen e Stephen, usando a lei de Ohm j = 1/ρ(E + v × B)para um material normal 
omo para um super
ondutor ρ = 0 obtemos da equação a
imaque E = −v×B para um material no estado normal, temos que a 
orrente elétri
a dentrodo nú
leo será j = (B × v)/ρn substituindo esta equação dentro da Eq. (B.72) obtemos:

η =
1

ρn

φ0Bc2 (B.74)Onde ρn é a resistividade do estado normal extrapolada para a região de interesse.Esta teoria deve ser válida no limite onde l ≪ ξ, isto é, onde os pro
essos dissipativos sãodominantes. l é o livre 
aminho médio dos elétrons normais dentro do nú
leo do vórti
e.Uma outra força que pode ser in
orporada à equação de movimento dos vórti
esé a força de an
oragem produzida pelas inomogeneidades do material super
ondutor.Usualmente estas inomogeneidades atuam 
omo um poten
ial atrator de vórti
es, ou seja,
omo 
entros de an
oragem de vórti
es (
entro de pinning).
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APÊNDICE C -- Prin
ipais propriedadesmesos
ópi
as no transportede elétrons

Des
reveremos agora algumas das prin
ipais propriedades en
ontradas no transportede elétrons em sistema mesos
ópi
o.C.0.8.1 Lo
alização fra
aO efeito da lo
alização fra
a foi veri�
ado em sistemas eletr�ni
os desordenados eem baixas temperaturas. A desordem nestes sistemas é obtida devido a presença de im-purezas, responsáveis pelo grande número de 
olisões. Estas 
olisões fazem 
om que oselétrons tenham um movimento browniano fazendo 
om que, estes materiais apresentemum regime de transporte puramente difusivo. A lo
alização fra
a pode ser interpretada
omo uma 
orreção positiva para a resistividade ρ em metais e em semi
ondutores, resul-tando em uma diminuição da 
ondutân
ia σ = 1/ρ. Este efeito tem origem na interferên-
ia 
onstrutiva das funções de onda dos portadores de 
arga que se movimentam sentidosopostos. Esta interferên
ia o
orre devido a presença de uma 
oerên
ia de fase en
ontradono regime de transporte difusivo em sistemas mesos
ópi
os devido as inúmeras 
olisões
om as impurezas.A 
ondutân
ia quânti
a é 
al
ulada usando uma 
ombinação de matrizes de espal-hamento 
ontendo amplitudes de probabilidade de seções adja
entes, 
ada seção 
on-tendo impurezas em quantidade pequena su�
iente para valer a aproximação de Born. A
ondutân
ia pode ser es
rita 
omo:
G =

e2

2πh̄

∑

σσ′

Tσσ′ , (C.1)onde o quantum de 
ondutân
ia é dado por G0 = e2/2πh̄, σ é o operador de spins para
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ópi
as no transporte de elétrons 130os elétrons, dados pelas matrizes de Pauli e Tσσ′ é o 
oe�
iente de transmissão do 
analde�nido 
omo:
Tσσ′ = |tkσ,k′σ′ |2NσNσ′ , (C.2)onde Nσ = L/(dεσ/dk) e Nσ′ = L/(dεσ′/dk′) são as densidades dos estados, tkσ,k′σ′ é
onhe
ido 
omo parâmetro de hopping .Para um 
ondutor 
om 
ondutân
ia total muito maior que o quantum de 
ondutân
ia,o de
rés
imo da 
ondutân
ia devido aos efeitos da lo
alização fra
a é da ordem de G0.Este efeito pode ser suprimido pela quebra de simetria de reversão temporal 
ausada pelaapli
ação de um 
ampo magnéti
o.

Figura 65: Figura obtida de G. Bergmann publi
ado em phys. rev. 107, 1 (1984). Estegrá�
o mostra uma medida de magneto-resistên
ia em um �lme �no de Cu 
om espessurade 80 
om resistên
ia R = 98Ω e um auto grau de desordem, o livre 
aminho médio nestaamostra é da ordem de 10. Neste grá�
o podemos ver a supressão do efeito de lo
alizaçãofra
a quando a amostra é exposta a um 
ampo magnéti
o vemos também que este efeitoé fortemente dependente da temperatura.Na presença de um 
ampo magnéti
o B de pequena intensidade as funções de ondaadquirem um fase adi
ional que destrói a 
oerên
ia ini
ial para B = 0 , resultando emuma magneto-resistên
ia negativa, (i.e.,magneto-
ondutân
ia positiva). Isto resulta numasupressão da lo
alização-fra
a. A lo
alização fra
a é um efeitos de natureza quânti
a e temorigem na desordem eletr�ni
a do sistema, o elétron se move de forma difusiva sofrendoinúmeras 
olisões devido as impurezas isto resulta numa 
aminhada aleatória do elétron�random walk�.
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as no transporte de elétrons 131A resistividade deste sistema esta rela
ionada 
om a probabilidade de um elétronpropagar entre dois pontos do espaço. A físi
a 
lássi
a assume que esta probabilidadeé aditiva, isto é, que a soma das probabilidades dos 
aminhos que ligam dois pontos.Na me
âni
a quânti
a a probabilidade é dada pela soma das amplitudes dos 
aminhos.A largura deste pi
o é determinada pelo tempo de 
oerên
ia de fase do elétron e suaamplitude deste pi
o pela razão entre este e o tempo de espalhamento spin-órbita. Otempo de 
oerên
ia de fase do elétron é uma das propriedades mais importantes destessistemas, pois ele determina o limite quânti
o destas amostras. Este tempo de 
oerên
iaainda nos dá informação sobre as interações elétron-elétron e elétron-f�non.Hoje em dia a teoria de Lo
alização fra
a esta bem estabele
ida 
omo um métodoe�
iente para obtermos tempo de relaxação da fase do spin dos elétrons. Este me
anismoé de fundamental importân
ia para o desenvolvimento de dispositivos �spintr�ni
os�.C.0.8.2 Efeito Ahanorov-BohmO efeito Ahanorov-Bohm é um efeito quânti
o onde partí
ulas 
arregadas são afetadaspor um a
ampo magnéti
o levando a uma modi�
ação da resistên
ia da amostra. Quandoum anel 
ondutor é 
olo
ado na presença de um 
ampo magnéti
o a fase da função deonda dos elétrons que atravessam os dois braços do anel é afetada alterando a resistên
iada amostra.Devido a quebra de simetria de reversão temporal do sistema quando apli
amos um
ampo magnéti
o. Uma partí
ula 
om 
arga q que viaja em um determinado 
aminho
P em uma região 
om 
ampo magnéti
o não nulo B = ∇× A pode adquirir uma fase φdada por:

φ =
q

h̄

∫

P
Aḋx (C.3)A diferença de fase entre os dois 
aminhos 
om mesma extremidade é determinadapelo quantum de �uxo magnéti
o através de uma área entre os 
aminhos. usando oteorema de Stokes nós podemos obter:

∇φ =
qΦ

h̄
(C.4)
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as no transporte de elétrons 132C.0.8.3 Flutuações universais da 
ondutân
iaEm sistemas mesos
ópi
os a 
ondutân
ia �utua 
om uma amplitude universal in-dependente da amostra. Experimentalmente estas �utuações podem ser observadas emfunção do 
ampo magnéti
o ou da energia de Fermi. Estas �utuações não são ruídospois são padrões 
ompletamente reprodutíveis numa mesma amostra. O 
aráter universalna amplitude de os
ilações da ordem de G0 independe da amostra e do valor médio da
ondutân
ia. As �utuações na 
ondutân
ia são atenuadas 
om o aumento da temperatura.

Figura 66: Grá�
o obtido de S. Datta, Ele
troni
 transport in mesos
opi
 systems, Cam-bridge Univ. Press. 1995. Estes resultados foram obtidos por experimentos numéri
ospara ambas as 
ondutân
ias, 
lássi
a e quânti
a. A 
ondutân
ia quânti
a é 
al
ulada por
ombinar matrizes de espalhamento para su
essivas seções, 
ada uma 
ontendo uma im-pureza, assumindo 
oerên
ia 
ompleta. A 
ondutividade 
lássi
a é 
al
ulada 
ombinandomatrizes de probabilidade e assumindo in
oerên
ia 
ompleta. Os resultados são para um
ondutor 
om 30 modos e 
om 600 impurezas.Podemos notar que a média da 
ondutân
ia quânti
a 〈GQ〉 é menor que o resultadopara a 
ondutân
ia 
lássi
a de um valor aproximadamente de (e2/h) e que também as�utuações da 
ondutân
ia quânti
a são da ordem de (∼ e2/h).C.0.8.4 Quantização da 
ondutân
iaEstudos das propriedades de transporte de sistemas eletr�ni
os no regime balísti
omostraram que a 
ondutân
ia e 
omo 
onseqüên
ia a resistividade é quantizada. Ini-
ialmente estes estudos foram feitos em uma 
onstrição 
omo mostrado na Fig. 67, a
onstrição tem largura W e 
omprimento L muito menor que o livre 
aminho médio le.
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ia foi medida em vários pontos de 
ontato 
omo função da voltagem apli
ada,para um 
ampo magnéti
o nulo e um temperatura de 0.6K, estes resultados mostraramvários platores 
omo podemos ver na Fig. 67.

Figura 67: Grá�
o obtido por B. J. van Wees (PRL,60 848 (1988) ). Este grá�
o mostraum esboço do sistema usado para fazer as medidas bem 
omo o grá�
o da resistên
ia emfunção da tensão apli
ada, esta 
urva é a
ompanhada de vários platores que são resultadosda quantização da 
ondutân
ia.Na Fig. 68 mostramos os resultados obtidos por B. J. van Wees et al.. para a
ondutân
ia equivalente ao grá�
o da Fig. 67. A Quantização da 
ondutân
ia é atribuídaa quantização do momento transverso nos 
ontatos da 
onstrição.
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Figura 68: Grá�
o obtido por B. J. van Wees (PRL,60 848 (1988) ). para a quantizaçãoda 
ondutân
ia equivalente a resistên
ia mostradas na Fig. 67.
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