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Resumo

Nesta tese estudaremos sistemas onde alguma forma de desordem ou nao-homogenei-
dade tem um importante papel na complexidade da formacao estrutural ou da regula-
gem dinamica do sistema. Primeiramente estudaremos a dinamica das redes Booleanas,
onde as regras de atualizacao escolhidas aleatoriamente controlam o comportamento glo-
bal do sistema. Na condigao critica e proximo dela, propomos que a transicao para o
regime critico pode ser caracterizado pela divergéncia do tempo de relaxacao tr. Base-
ados em simples argumentos de escalonamento, mostramos, além de outros resultados,
que a probabilidade acumulativa da distribuicao de tz decai como uma lei de poténcia
P(tgr < t) ~t7P com o expoente 3 = 1, para o modelo annealed na regido critica. Em
seguida estudamos um novo método de decomposicao de redes aplicado as redes livres
de escalas, onde a ampla distribui¢ao de conectividade é um aspecto fundamental. O
método consiste basicamente na retirada simultanea e iterativa de grupos de vértices com
um determinado grau K de conectividade até que nao haja mais sitios com este mesmo
grau de conectividade na rede. Deste modo, definimos algumas varidveis que caractari-
zam o processo de decomposicao e obtemos uma série de expoentes e parametros bem
definidos. A partir do comportamento destas varidveis pudemos constatar por meio de
algumas manipulagoes matematicas que nosso método é auto-consistente, servindo como
6tima ferramenta para estudo dos aspectos estruturais de uma rede. Por fim, estudamos
os backbones, onde utilizamos um modelo de rede em que a desordem estéd no arranjo
aleatério de camadas faceis e dificeis a percolagao. Os resultados numéricos indicam a
quebra na classe de universalidade da geometria fractal e da distribuicao de tamanhos
de massa do backbones e também um comportamento assintotico da dimensao fractal no
limite de grandes valores de massa e/ou anisotropia.



Abstract

In this thesis we study systems where some form of disorder or non-homogeneity has a
significant role at the complexity of the structural building or of the dynamics regulation
of the system. First, we study the dynamics of Boolean networks, where the rules to
update the state of the nodes are randomly chosen and control the global behavior of the
system. At the critical threshold, and near to it, we propose that the transition to the
critical regime can be characterized by the divergence of the relaxation time tz. Based
on simple scaling arguments, we show that the cumulative probability distribution of tg
decays as a power-law P(tgp < t) ~t~” with exponent 3 = 1, for the annealed model at
the critical region. Then, we study a novel method for network decomposition, which we
apply to scale-free networks, that have the broad degree distribution as a fundamental
feature. This method consists in a simultaneous and iterative remotion of groups of nodes
with degree K until there are no more nodes with this degree in the network. Thus, we
define new variables that characterize the process of decomposition and we obtain a set
of well define exponents and parameters. From the behavior of these variables we can see,
through some mathematical manipulations, that our method is self-consistent, serving as
a useful tool for the study of the structural features of the network. At last, we study the
backbones of the percolation cluster, where we use a network model with layers arranged
in a disorderly way to represent some kind of anisotropy resistance to the percolation.
Our numerical results indicate a break at the universality class on the fractal dimension
and on the mass distribution of the backbones.
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Lista de Figuras

Diferentes tipos de conexoes. (a) Podemos observar que em uma rede
regular as conexoes sao escolhidas de acordo com a geometria do espaco.
No exemplo em questao, podemos observar o elemento o; esté conectado
aos primeiros e segundos vizinhos, ou seja, aos 4d primeiros vizinhos,
no espago unidimensional d = 1. (b) Ao contrario do item anterior, o
elemento o; pode ter suas conexoes aleatoriamente escolhidas, ou seja,
qualquer elemento o; do sistema tem igual chance de pertencer ao con-

junto de elementos controladores do elemento o;. . . . . . . . . ... ..

[lustragao exemplificando um esquema dindmico de uma rede booleana.
a) Um diagrama de conexoes contendo trés elementos binarios conectados
entre si. A tabela mostra a regra de cada elemento, onde o elemento 1 é
governado pela fungao “E* e os elementos 2 e 3 sao governados pela fungao
"OU”. b) A tabela mostra os 23 = 8 possiveis estados do sistema em um
dado tempo t no lado esquerdo e seus respectivos estados evoluidos para
o tempo t + 1 no lado direto. ¢) Representagao da dinamica do sistema
por grafos de estado. Cada conjunto de algarismos representa um estado
em um dado instante e as setas indicam o sentido da evolugao temporal

dos estados. . . . ..

Um atrator é formado quando o estado de um sistema evolui para outro
estado ja visitado, passando a repetir indefinidamente sempre a mesma
trajetoria (sequéncias) de estados. A bacia atratora é formada por todos
os estados que evoluem naturalmente para algum estado de um atra-
tor. Na ilustracao, temos uma base atratora de uma Rede Booleana com
N=13 elementos e K=3 conexoes. Cada estado do sistema ¢é representado
por um circulo e o sentido da evolucao temporal acorre de fora para den-
tro da figura, onde as linhas conectam um estado ao sucessor. O atrator
¢ de tamanho 7 (sete estados) e o sentido de sua evolu¢ao temporal é
indicado pela seta. A tabela de bit ilustra um dos estados que compoe a

base atratora. (Fig. adaptadade [18]) . . .. ... .. ... ... ...
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A distancia de Hamming fornece a quantidade de estados diferentes dos
pares conjugados entre duas redes semelhantes. Na ilustracao, temos a
representacao esquemaética de duas redes semelhantes com 16 elementos.
Os pares de elementos conjugados com mesma cor possuem O mesmo
estado e os que sao cores diferentes (marcados por bolas pretas) possuem

estados diferentes. Neste exemplo, a distancia de Hamming ¢ H(t) = 4.

Diagrama de fases das redes booleanas aleatorias. A area rachurada cor-
responde a fase ordenada e a area logo acima corresponde a fase cadtica.
A curva que separa ambas as regioes é a equagao K, = [2p(1 — p)]~L.

Grafico adaptado de [19]. . . . . . . . .. oo

Distribuicao cumulativa do tempo de relaxagdo no ponto critico. O
tempo de relaxacao ¢ definido como a quantidade de passos necessarios
para que o dano em um par de redes semelhantes chegue a zero. A linha
pontilhada é o comportamento esperado. Podemos ver que, para siste-
mas muito grandes, a distribui¢ao segue o decaimento previsto em forma
de lei de poténcia, P(tg > t) ~ t~'. Podemos observar, entretanto, um
pequeno desvio para pequenas escalas de tempo e um truncamento ex-
ponencial para tempos muito grandes, que esta localizado por um tempo
de escala dado por t, ~ N'2( ver inset). O resultado para N = 23! foi
obtido numericamente iterando a equagao 1.26. Este resultado mostra
que até na condigao critica, o sistema tende a alcangar o estado orde-
nado. Entretanto, no limite termodinadmico o tempo de relaxacao médio
diverge. O mais importante deste resultado é que na maioria dos casos
o sistema se recupera da pertubacao depois de poucos passos, enquanto
que em pouquissimos casos a resposta ao estimulo faz o sistema sofrer

uma transi¢ao global. . . . . . ..o

Distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao tr para a fase ordenada
proxima do ponto critico. Estas curvas foram obtidas para uma rede de
tamanho N = 102400 e conectividade K = 3. Os resultados mostram
que a fase ordenada o tempo de escala 7y do truncamento exponencial
da distribuigao é determinado por 7o ~ (I. — I)™" para v = 1. O gréafico
principal mostra a distribuig¢ao escalonada pelo tempo de correlacao vy,

enquanto os dados originais podem ser visto no inset. . . . . . . . . ..
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p. 36
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10

Distribuicao cumulativa do tempo de relaxagao para a fase caodtica pro-
xima do ponto critico. Os resultados foram obtidos para uma rede de
tamanho N = 102400 e conectividade K = 3. Quando I. > I, o sistema
esta no regime cadtico e, entao, esperamos que o dano nunca convirja a
zero. Esta concepcao é consistente com os resultados, onde vemos que o
crossover da lei de poténcia decai para um comportamento plano. Isto
significa dizer que a média do tempo de relaxagao diverge até para uma

Y nos da

rede de tamanho finito. O tempo de correlagao 70 ~ (I — I.)~
o tempo de escala para diferentes probabilidades. Podemos perceber um
truncamento exponencial para valores de I se aproximando da condicao
critica. Este truncamento ocorre devido ao tamanho finito da rede. Po-
demos perceber também que o inicio do truncamento varia cada vez mais
rapidamente com o aumento de (I — I.). O grafico principal mostra a

distribuicao escalonada com o tempo de correlacao 7y, enquanto que os

dados originais podem ser vistos no inset. . . . . . ... ...

Distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao para o caso quenched.
Na fase ordenada préxima do ponto critico, a distribuicao torna-se res-
trita a pequenos tempos de escala. Como no modelo annealed, o inset
mostramos a superposicao das curvas por um tempo de correlagao dado

por o~ (I —1.) ", comv=1 ... ... . ... ... ... ... ...

Distribuigao de Poisson feita a partir dos dados de uma simulacao com-
putacional de uma rede aleatéria. Os dados foram gerados de uma rede
de N = 10000 vértices e probabilidade de conexao p = 0.0015. No
eixo vertical temos a probabilidade haver o ntmero X, vértices com co-
nectividade % (eixo horizontal) e E(Xg)/N representa a expectativa da
destribui¢ao de Poisson para os parametros N = 10000 e p = 0.0015(Fig.
retirada de [16]). . . . . . . ..
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Grafico experimental da magnetizacao préoxima do ponto critico para
cinco tipos de materiais magnéticos diferentes, onde os eixos da magne-
tizacao e temperatura sao multiplicados respectivamente por um fator
H-Y% e H/% com ~ 0.36 e § ~ 4.5. Os cinco materiais sao CrBrs,
EuO, Ni, YIG e PdsFe e todos sao ferromagnetos com estruturas dife-
rentes: o CrBr3 é considerado uma rede anisotropica; o EuO possui forte
interacao entre os segundos vizinhos; o Ni é um ferromagneto elétron iti-
nerante; o YIG é um ferrimagneto; o PdsFe é uma liga magnética. Apesar
da diferenca estrutural, todos os materiais possuem o mesmo expoente
critico. Assim podemos colapsar o grafico da magnetizacao em uma tnica
curva pela multiplicacao de um fator de escala, fazendo com que os cinco

materiais pertencam a mesma classe de universalidade (Gréfico retirado
de [40]). . . o o

[lustragao que mostra o processo de crescimento da rede Barabasi-Albert.
A rede ¢ iniciada com o nimero inicial de vértices mg = 3 e o coeficiente
de agregacao m = 2. As bolas pretas sao os vértices antigos e os cinzas

o novo vértice adicionado. . . . . . ...

Grafico que mostra a distribuicao de probabilidade do grau de conecti-
vidade P(K) em funcao de K, onde podemos perceber o decaimento em
lei de poténcia na forma P(K) ~ K7, com v = 3.0. A rede foi criada

com N = 10° vértices e diferentes coeficientes de agregacao m. . . . . .

[lustracao que representa um processo de RI k-shells de uma rede Barabasi-
Albert. A rede possui tamanho N = 10 e foi construida com um coefici-
ente de agregacao m = 2. O processo de remocao foi realizado retirando
todos os vértices com K = 3 conexoes. A bolas de cor cinza indicam os
vértices que serdo retirados no passo seguinte. A figura a) representa a
rede inicial, t = 0, b) o processo intermediario, t = 1, com s3(1) = 3/10
e ¢) a configuragao final, t = 2, com s3(2) = 2/10, onde nao ha mais
vértices com K = 3 conexoes. Em todo o processo ocorreu um total de

2 iteragOes resultando em uma 3-shell com S3 =5/10. . . . . . . .. ..
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Decomposicao de uma rede de Barabasi-Albert. A simulacao foi reali-
zada em 200 amostras de redes com N = 223 vértices e diferentes valores
de coeficiente de agregacao m. Dentro do inset é mostrado um gréfico
normalizado que representa o comportamento da fracao média do total
de vértices retirados (Sk) em fungdo de K. Podemos perceber um de-
caimento em lei de poténcia com uma inclinacao de aproximadamente
3.0 independente do coeficiente de agregacao m. No gréafico principal é
mostrado o colapso da distribui¢ao o da fragao média (Sg) por um fator

dem™ onden~ 1.8 . . . . ...

A fracdo média de massa retirada (sk(t)) é definida como sendo a quan-
tidade média de vértices retirada em cada instante da iteragao ao longo
de um processo de decomposi¢ao em um conjunto de 200 amostras com
redes de tamanho N = 2%, O grafico mostra a distribucao de (sk(t))
em funcao da iteracao t para m = 3 e diferentes valores de K, onde
podemos perceber um decrescimento exponencial com inclinacoes \g.
Os simbolos representam os dados computacionais e a linha continua o

ajuste exponencial. . . . . ... Lo

A figura mostra o gréafico log-linear do tempo caracteristico A em funcao
de K em redes de tamanho N = 23. Cada valor de lambda é obtido
a partir da inclinacao da distribuigao da média da fracao de vértices
retirados (s (t)) em fungao do tempo de iteracdo t para cada valor de
conexao K (ver Fig. 16). Podemos perceber o comportamento logaritmo
de Ag em fungao de K na forma A\x ~ din(K), com 6 = 0.89, e diferentes
m =1,3, e 7. O inset mostra a sobreposicao de \x por um fator escala

m~Y com v =1.25. . . . ..

O grafico acima mostra em log-log a variagao C'x em funcao K para
m = 3 e diferentes tamanhos de redes. A linha continua representa
o ajuste dado pela equacao 2.15. O inset é mostrado a constante Cg

multiplicado pelo seu respectivo tamanho de rede N. . . . . . ... ..

O grafico mostra o tempo total médio (T'(K)) necessario para o término
do processo de decomposicao para cada valor de K. Utilizamos diferen-
tes tamanhos N de redes para um mesmo valor de niimero de conexoes
iniciais m = 3. A curva de linha continua representa o ajuste da equacao

2.20 com os parametros a« =3, =0.89ea3=0.72. . . . . .. ... ..
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Conjunto de quatro figuras ilustrativas do modelo de percolagao. a) Es-
quema de percolagao por sitios de uma rede quadrada 10x10 de primeiros
vizinhos, onde os sitios azuis representam os clusters finitos, o vermelho
e o cluster percolante os brancos os sitios vazios; b), ¢) e d) sao figuras de
simulagoes de uma rede quadrada 50x50 com diferentes probabilidades
de ocupagao p, onde em c) e d) as cores seguem a mesma representacao
de a) enquanto que em b) a cor vermelha representa o maior cluster finito

darede e o azul os demais. . . . . . . . ..o

[lustragao de uma rede quadrada Lx[L de percolacao. A rede foi gerada
no ponto critico p = p. = 0.59275 e com L = 500. O cluster percolante é
identificado pela cor azul claro, os maiores clusters finitos sao representa-
dos na ordem decrescente pelas cores verde escuro, vermelho, rosa, verde
claro, amarelo, laranja, os demais por azul escuro e os desocupado por
preto. Através das cores, podemos perceber que no ponto critico existem

clusters de todos os tamanhos. . . . . . . . . ... ..

Grafico que representa a probabilidade de haver um cluster percolante
P..(p) em funcdo da probabilidade de sitios ocupados p. As curvas foram
obtidas a partir de uma rede quadrada LxL com L = 10? (linha verme-
lha), L = 10® (linha azul), L = 10* (linha preta). A linha vertical serve
de referéncia no ponto p =p. = 0.59275. . . . ... ...
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Grafico que mostra o comportamento da distribuicao de massa dos clus-
ters para varios niveis de tamanhos com trés probabilidades p diferentes.
Em a) temos o método finity size scale que determina em fungao do
tamanho da rede L o comportamento da massa do maior cluster com
probabilidade de ocupagao p = 0.5 (tridngulos) e do cluster percolante
com probabilidades p = p. = 0.59275 (circulos) e p = 0.7 (quadrados).
A linha pontilhada com tragos (tridngulos) representa o ajuste logarit-
mico e a linha continua (circulos) e a tracejada (quadrados) os ajustes
em lei de poténcia com expoentes Dy ~ 1.89 e D =~ 2.0, respectivamente.
Cada ponto foi obtido a partir de uma média de 1000 amostras. Em b)
temos o método do raio de giracao que determina a massa do cluster
finito em fungao do tamanho do seu raio médio. Cada ponto foi obtido
a partir da média da massa de todos os clusters (apenas os que nao to-
cam nas bordas) contidos em um intervalo logaritmico de raio médio e
a linha continua representa um ajuste em lei de poténcia com o expo-
ente Dy ~ 1.89. A simulacao foi realizada utilizando uma rede quadrada

10*x10* com probabilidade de ocupacao p = p, = 0.59275.. . . . . . . .

[lustracao de backbone sob cluster percolante gerado em uma rede qua-
drada. Em a) temos um exemplo esquemético onde backbone sao os sitios
vermelhos e o cluster percolante os azuis. A entrada e saida de fluido sao
representados pelos sitios de cor preta e os sitios verdes representam a
conexao entre regioes estagnadas ao restante do cluster. Em b) mostra-
mos uma simulagao em uma rede 500x500 de um backbone de cor preta

sob um cluster percolante de cor cinza. . . . . . . ... ... ... ...
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Graficos que mostram os comportamentos criticos da massa do backbone
em uma rede quadrada (L x L). Em a) temos a distribui¢do da massa
média Mp (para r = 2 e L = 2'') em fungao do seu raio de giragao R,
(ciculos) e em fungao das componentes Ry, (triangulos) e R,, (quadra-
dos) do raio de giragdo. Para uma melhor visualizagao, multiplicamos
por 5 e 20 as distribuigoes de massa das componentes R, ¢ 12, respecti-
vamente. Podemos perceber os comportamentos nas formas Mp ~ RfB ,
Mp ~ foBw e Mp ~ RgDyB Y onde as linhas continuas representam os
ajustes com inclinagcoes Dp = 1.638 £ 0.006, Dg, = 1.646 £ 0.007
e Dp, = 1.65 £ 0.008. Os pontos representados por diamantes mos-
tram a componente R, em funcao de Ry, onde podemos perceber
uma relagao em lei de poténcia com expoente Dp,, aproximadamente
igual a 1.0. Em b) temos a probabilidade de distribui¢do de massa do
backbone para r = 2, que decai como uma lei de poténcia na forma
P(Mpg) ~ Mg™ seguida por um pequeno plator e depois por um cutoff
com decaimento abrupto. A linha continua representa o ajuste com incli-
nacao 7 = 1.23740.02 e os simbolos representam os diferentes tamanhos
de redes (L x L). Em c) mostramos a probabilidade de distribui¢ao de
massa P(Mp) para diferentes tamanhos de r = 2,4,8,16 ¢ 32 e em d)
o escalonamento pelos fatores 7”5 no eixo P(Mg) e r~P no eixo Mp.
Nos itens ¢) e d) usamos redes de tamanho L = 2! e em todos os itens

foram utilizados 10° amostras. . . . . . . . . ..

[lustracao que representa a geracao de um perimetro através do algoritmo
SARW. Os circulos representam os sitios desocupados, as bolas cinzas os
sftios ocupados e o X o proéximo sitio com estado nulo que seré visitado.
Os ntmeros fora do parénteses significam o tempo de cada passo do
caminhante e os que estao entre parentes indicam a escolha do préximo
estado, sendo 1 para ocupacao e 0 para desocupado. O resultado final
do processo nos da um perimetro externo com N, = 9 sitios ocupados e

N, = 12 sitios desocupados. . . . . . . ... ... L

Exemplo ilustrativo de dois perimetros gerados a partir de um programa
computacional baseado no algoritmo SARW. Os sitios ocupados estao
em vermelho e desocupados em azul. O perimetro da esquerda é um

exemplo de perimetro interno e o da direta um perimetro externo. . . .
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p. 77
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Grafico que mostra o comportamento da fragao de ntimero de perimetro
interno n;(p) (bolas azuis) e externo n.(p) (bolas vermelhas) em fun-
cao da probabilidade p. Podemos perceber que abaixo da probabilidade
critica (p < p. = 0.59275) o namero de perimetros externos é maximo
enquanto os internos é praticamente nulo e quando a probabilidade esta
acima (p > p. = 0.59275) temos o comportamento inverso. Para a proba-
bilidade p proxima do ponto critico p. = 0.59275 ha um comportamento
abrupto e o niimero de perimetros internos e externos tendem a per-
manecer iguais. As linhas continua e tracejadas servem de referéncias,
indicando respectivamente o ponto critico p. = 0.5927 e a igualdade do

namero de perimetros internos e externos (n;(p) = ne(p)). . . . . . . . .

Graficos de diagrama de fases para o modelo PM. Em a) temos o dia-
grama de fases de p. em funcao do parametro A com o célculo compu-
tacional baseado no algoritmo SARW para os casos alternado (bolas) e
aleatorio (quadrados). Em b) temos a comparacao entre os algoritmos da
baseados no método da bisse¢ao utilizando (simbolos vazios) uma rede
quadrada e no método SARW (simbolos preenchidos) para o célculo do
diagrama de fases de p.. Note que & medida que o parametro A aumenta,
a diferenca entre os métodos se tornam cada vez maior, principalmente
para o caso aleatorio. No limite de A = 0.5 deveremos ter p. = 0.5, o

que nao ocorre para o método da bissecao em redes quadradas. . . . . .

Ilustracoes de backbones sob clusters percolantes em diferentes graus de
anisotropia segundo o modelo PM aleatério. Em a) temos uma rede
quadrada (250x250), p. = 0.59725 e A = 0.0, em b) uma rede retangular
(550%250), p. = 0.588 ¢ A = 0.1 e em c) uma rede retangular (700x60),

P = 0.57423 ¢ A = 0.2. Em ambos os casos utilizamos r=2.. . . . . .

Graficos da distribuigao de massa Mp em funcao da componente R,
do raio de giragao gerados em redes de multi-camadas aleatérias. Nos
itens a) e b) mostramos o efeito de tamanho finito causados pelos limi-
tes das redes quadradas (simbolos vermelhos) e retangulares (simbolos
azuis). Podemos perceber que a medida que o parametro A aumenta, os
efeitos de tamanho finito ficam cada vez mais acentuados na rede qua-
drada. Em ambos os itens utilizamos redes quadradas (512x512) e redes

retangulares (1800x512) e (4000x400) com A =0.1e02er=2. . . .
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Conjunto de graficos que mostram o comportamento da distribui¢ao de
massa do backbone Mp em fungdo do raio de giragdo R, (circulo) e das
componentes R, (triangulo) e R,, (quadrado) do raio de giracao e mos-
tramos também R, em funcdo de R,, (diamante). Em todos os ca-
sos temos o comportamento em lei de poténcia na forma Mpg ~ RfB,
Mp ~ RDP+, Mp ~ RoP' ¢ Ry, ~ RyP™. Para facilitar a visualizagao
da figura, multiplicamos por 5 a distribui¢ao de massa das componentes
e

Conjunto de graficos que mostram o comportamento da densidade de
probabilidade da distribuigado de massa do backbone P(Mp) para dife-
rentes valores de A. Em a) e b) mostramos distribui¢oes com massa dos
backbones que tocam nos limites da rede (vermelho) e daqueles que nao
tocam (azuis) para A = 0.15 e 0.30. Em ¢) e d) temos a distribuic¢ao

para diferentes valores de distancia r entre os sitios. . . . . . . . . . ..

p. 85
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[lustragao do conjunto das possiveis funcoes booleanas com dois argu-
mentos. Nas duas primeiras colunas da esquerda para direita, o agru-
pamento de cada par de zeros e uns de cada linha forma o conjunto de
arranjos da funcao booleana. No restante das dezesseis colunas, cada
coluna forma um ensemble e o agrupamento dos dezesseis ensembles for-
mam o conjunto de todos os ensembles possiveis para a funcao booleana

com K =2 argumentos. . . . . . . . . ...

[lustragao de duas fungoes booleanas com trés argumentos. A primeira
fungao (quarta coluna da esquerda para a direita) é formada por uma
distribuigdo probabilistica. A fungao serd uniforme quando p = 0.5. Na
quinta coluna temos uma funcao canalizadora. Neste exemplo, sempre
que o estado do primeiro argumento o;, for igual a 0, o valor de saida
da funcao sera sempre 1 independentemente dos estados dos outros ar-
gumentos o;, e 0;,. Quando o;, for igual a 1, a distribuigao seguird uma

distribuicao probabilistica. . . . . . . ... ... Lo

A tabela mostra a probabilidade das possiveis ocorréncias de configu-
racoes formadas a partir de dois elementos conjugados de redes seme-
lhantes. A variavel p representa a probabilidade da fungdao booleana
ter outputs 1 e a quantidade (1 — p) a probabilidade de outputs 0.
Podemos perceber, portanto, que a probabilidade de termos configura-
¢oes iguais ¢ dada por p? + (1 — p)?> = 1+ 2p(p — 1) e diferentes por
pl=p)+(1—pp=2p(1—p). . .. .

Tabela contendo valores de probabilidades criticas para diferente tipos
deredes [65]. . . . ...
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Tabela contendo os valores de probabilidades criticas para diferentes va-
lores de A. Na coluna do meio temos a probabilidade critica para o mo-
delo aleatorio pe..,m € na coluna da direita a probabilidade critica para o
modelo alternado p..; . Os valores foram obtidos a partir de simulagoes
baseadas no método Self-Avoid Random Walk. . . . . . . . . . .. ...
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Introducao

Ao longo destes quatro anos de doutorado tive a oportunidade de conhecer e trabalhar
com varios problemas ligados aos sistemas complexos. Dentre eles trés em especial pas-
saram a fazer parte de um esforco sistematico e objetivo, que culminaram nos assuntos
abordados nesta tese. Um fator em especial os unem em uma classe verdadeiramente
importante da fisica de sistemas complexos, ou seja, o fato de todos apresentam alguma

forma de desordem.

A identificacao da desordem varia para cada tipo de sistema, porém, uma caracte-
ristica comum a todos é o fato dos sistemas desordenados apresentarem algum tipo de
organizacao aleatoéria quando alguma propriedade dos seus constituintes for observada
globalmente. Esta caracteristica corrobora, portanto, o nosso conceito intuitivo de desor-
dem, ou seja, a idéia de algo que nao existe certo padrao de organizacao. Atualmente,
tem-se observado que a desordem é um aspecto bastante importante para a formacao da
complexidade dinAmico-estrutural de uma infinidade de sistemas, como exemplo, podemos
citar: as redes Booleanas tipo annealed e quenched, onde a desordem esta na aleatoriedade
das conexoes e nas regras de atualizagoes dos estados dos sitios; as redes livre de escala,
onde a desordem esta no arranjo das conexoes; as redes de percolagao, onde a desordem

¢ encontrada na disposi¢ao de poros do meio poroso etc.

Muitos sistemas fisicos apresentam os regimes ordenado e cadtico, entretanto, especula-
se que apenas no limite critico entre os dois regimes ha a presenga de um processo de
auto-regulacao eficaz, capaz de tornar um sistema dinamico robusto e adaptavel. Esta
caracteristica estd presente em diversos sistemas reais, tornando o estudo dos processos
dindmicos em regimes criticos e quase criticos um fonte rica para a pesquisa cientifica.
Nesse sentido, estudamos, no capitulo 1, as redes booleanas na condicao critica e préoximo
dela, onde propomos que a transi¢ao para o regime critico pode ser caracterizado pela
divergéncia do tempo de relaxacao tg, ou seja, do tempo no qual a memoria do dano
aplicado na rede é completamente perdido. Com simples argumentos de escalonamento
mostramos que para o modelo annealed na regiao critica, a probabilidade acumulativa da
distribuicao de t decai como uma lei de poténcia P(tg < t) ~t=%, com o expoente 3 = 1.

Nossos resultados numéricos comprovam este decaimento e mostram redes de tamanho



Introducao 21

finito com um truncamento exponencial em uma escala de tempo proporcional a N~/2.

Estudamos também a distribuicao ¢tz partindo da condigao critica para os regimes orde-
nado e cadtico. Observamos que acima da escala de tempo caracteristico a distribuicao
na fase ordenada apresenta um crossover para um decaimento exponencial. Para a fase
cadtica a distribuicao apresenta um crossover para um platd, que é consistente com a

divergéncia do tempo de relaxacao médio esperado na condicao cadtica.

Em seguida (Cap. 2) estudamos um novo método de decomposi¢ao para redes com-
plexas. Nossa motivacao se deve principalmente ao estudo do processo iterativo a medida
que a rede perde seus sitios. Este tipo de estudo pode ser bastante ttil quando for asso-
ciado ou a anélise de alguma propriedade que dependa das conexoes da rede, como por
exemplo, o fluxo de informagao e a robustez a ataques e a erros eventuais, ou ao desen-
volvimento de softwares de visualizacao de grandes redes. Assim, aplicamos o método de
decomposi¢ao a rede livre de escalas de Barabasi-Albert. O método consiste basicamente
na retirada iterativa de grupos de vértices com o mesmo grau de conectividade, ou seja, a
cada iteracao identificamos todos aqueles vértices com K conexoes e, entao, os retiramos
simultaneamente da rede. Esse processo ¢é repetido até que nao haja mais vértices na rede
com K conexoes. Definidos as variaveis Sk como a fracao da quantidade total de vértices
retirados da rede e sk (t) como a fragao de vértices retirados em cada iteragao. Analisando
o comportamento de Sk e sk (t) juntamente com outras fungées que surgiram ao longo do
processo investigativo, observamos que a utilizacao do método de decomposicao resultou
em uma série de expoentes e parametros relacionados entre si e invariantes para diferentes

estruturas de rede.

O terceiro tema estudado neste trabalho esta ligado a percolagao anisotropica. Este
tipo de percolacao esta presente de diferentes maneiras em muitos sistemas reais. Um
exemplo tipico sao as rochas sedimentares, que podem exibir anisotropia espacial devido
a tendéncia das camadas morfolégicas se disporem com maior probabilidade na dire¢ao
horizontal. A partir de exemplos como este, podemos concluir que entender de uma forma
mais realista o processo de escoamento em meios porosos anisotropicos é fundamental
para o desenvolvimento de novas tecnologias. Desta forma, estudamos, no capitulo 3,
a estatistica de backbones gerados em redes quadradas de percolacao em multicamadas,
onde os sitios de entrada e saida de fluidos sao separados por uma distancia r. As camadas
possuem de diferentes densidades e sao dispostas aleatoriamente ao longo de uma dada
direcao. Os resultados numéricos indicam a quebra de classe de universalidade com o valor
da dimensao fractal diminuindo & medida que a anisotropia aumenta. Observamos ainda

a igualdade assintotica entra a dimensao fractal e o expoente da associado a fractalidade
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da direcao oposta a anisotropia. Investigamos também o expoente 7 que caracteriza
a regiao de escala da densidade de probabilidade da distribui¢ao de massa do backbone
P(Mpg) e verificamos que ele varia rapidamente com a anisotropia até um valor limite, ou
seja, 75 = 1.33 £ 0.01. As mudangas ocorridas na classe de universalidade dos expoentes
criticos investigados podem ser explicadas como um resultado das correlagoes de longo
alcance induzidas pela formacao de camadas adjacentes com a mesma concentragao de
probabilidade.

Na tese, todos os capitulos seguem a mesma estrutura, ou seja, seguem a ordem de
uma breve introdugao, onde o foco principal é expor ao leitor idéias e propriedades béasicas
necessarias ao objeto de estudo do capitulo, como conjecturas e teorias universalmente
aceitas. Na sequéncia é apresentado a problematizacao do tema seguido dos resultados,

discussoes e conclusoes.
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1  REDES BOOLEANAS

Abordamos neste capitulo o estudo do comportamento dindmico das redes boolea-
nas no ponto critico e proximo dele através da divergéncia do tempo de relaxacao, ou
seja, através da quantidade de tempo necessario para um pequeno dano desaparecer por
completo. Observamos além de outros resultados que com simples argumentos de es-
calonamento a probabilidade acumulativa da distribuicao de tz decai como uma lei de
poténcia P(tg < t) ~ t? com o expoente 3 = 1, indicando que o modelo annealed
pertence a mesma classe de percolagao direcionada. O capitulo é iniciado com uma breve
introdugao geral (1.1) e depois abordamos o aspecto tedrico do fluxo de informagao (1.3).
Por ultimo apresentamos nossos resultados teoricos e numéricos (1.4) e na sequéncia a

conclusdo (1.5).

1.1 Introducao

Nas ultimas décadas, o estudo de sistemas complexos tem sido motivo de muitos elos
interdisciplinares, tornando sua defini¢cao algo bastante abrangente. Podemos, no entanto,
particularizar o leque de possibilidades destes sistemas para as chamadas redes complexas,
as quais sao definidas como sendo um sistema constituido por um grande nimero de
unidades relacionadas entre si em uma rede nao trivial de interagdes [1]. Um fato marcante
que pode ser observado nas redes complexas é que elas nao podem ser analisadas de
maneira reducionista, ou seja, nao é possivel caracterizar propriedades globais da rede
analisando apenas as suas partes constituintes. Desta forma, a analise das redes complexas
se constitui em uma quebra de paradigma, pois mesmo que as unidades individuais se
relacionem de maneira simples e conhecida, a contribuigao coletiva para as propriedades
macroscopicas do sistema se manifesta de forma complexa, exigindo ferramentas de analise

global.

Uma das caracteristicas mais relevantes dos sistemas complexos é sua capacidade de

evoluir espontaneamente para estados organizados [3|, ou seja, um agente individual tem
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a habilidade de auto-regular seu comportamento até alcancar uma condicao desejada para
o sistema. Todavia, esta condi¢ao nao é alcancada por uma estrutura predefinida entre os
agentes, mas sim como uma condi¢ao de emergéncia da dinamica do sistema. Em outras
palavras, podemos dizer que nao ha um controle central ou distribuicao de tarefas, cada
agente responde apenas a interagoes locais sem conhecer o estado do sistema como um
todo. Assim, dependendo de cada tipo de estrutura dindmica, um sistema poderé corrigir

falhas locais e responder eficazmente as mudancas do ambiente.

Os estudos ligados aos sistemas complexas mostram que ajustando apenas poucos
parametros que governam as interagoes entre os agentes individuais é possivel fazer com
que um sistema sofra transigoes entres os estados ordenado e cadtico [2]. Entretanto,
especula-se que nem a fase ordenada nem a fase cadtica sejam capazes de apresentar
ao mesmo tempo a robustez e a adaptabilidade observadas em sistemas reais. Estas
caracteristicas foram apenas observadas na condicao critica, a qual é definida como a

regiao que compreende o limite de transi¢ao entre as fases ordenada e caotica [2].

A elaboracao de modelos discretos e baseados em agentes constitui um dos métodos
mais usados para a analise de redes complexas. Em particular, as redes booleanas conquis-
taram grande aceitagao nos estudos cientificos em virtude da sua flexibilidade em definir
tanto a estrutura de interacao entre os agentes quanto as regras de evolucao do sistema.
Esse modelo de rede foi inicialmente desenvolvido por Kalffman para modelar a regulagao
genética [4| e atualmente tem sido aplicado em diversos tipos de problemas, que vao desde
a regulagao e controle genético [5], evolucao [6, 7|, redes neurais [8, 9, 10| até estudos do
comportamento da estrutura da matéria [11]. Uma das suas principais caracteristicas ¢
apresentar uma linha critica de transicao de fases no limite termodinamico que divide os

regimes caotico do ordenado.

As redes booleanas sao freqiientemente modelas com as conexdes entre seus agentes
escolhidas aleatoriamente a partir de alguma classe de ensemble. Sao também freqiien-
temente chamadas de modelo N — K porque cada um dos N elementos que compoe o
sistema interage com outros K elementos. O modelo booleano consiste em um conjunto
de N elementos cujos os estados sao descritos por varidveis booleanas, ou seja, cada ele-
mento o; pode assumir apenas os estados 0 ou 1. A evolugao temporal ocorre em passos
de tempo discreto, onde todos os estados sao atualizados simultaneamente de acordo com
a fungado booleana f(4;) associada a cada elemento. Os parametros de controle dindmico
utilizados sdo a média de conectividade (K) e a probabilidade p, a qual fornece a pro-

babilidade com que o resultado da fungao booleana associada ao conjunto de entradas
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aleatorias 0; = {01, 042, ..., ik } seja igual a 1. Alguns estudos tem mostrado que apenas
estes dois parametros sao necessarios para estabelecer a rede nos regimes cadtico e regular

[12, 13, 14]. Uma definigdo mais rigorosa do modelo sera exposta na proximo segao.

1.2 Modelo

O modelo de rede booleana é constituido por um conjunto de N elementos {071, 03, 03,
...,on} conectados entre si, onde cada variavel o; é binaria, ou seja, o; € {0,1} para
1 =1,2,3,...,N. A dindmica da rede ocorre com o estado de cada elemento booleano
sendo regido de acordo com os estados dos outros elementos aos quais esta conectado.
Mais precisamente, o estado do elemento ¢; no passo t+1 é determinado pelos estados dos
seus K; elementos controladores (elementos aos quais esta conectado) 01,02, 03, ..., OjKx

no tempo ¢, ou seja,

oi(t+ 1) = fi(o1(t), 0a(t), 03(t), ..., 0k,(t)) , (1.1)

onde f; é definida como a fungao booleana associada ao i-ésimo elemento com K; argu-

mentos. A estrutura do modelo estara completamente definida quando for especificado:

e A conectividade K; de cada elemento da rede, ou seja, definir quantas varidveis irao

determinar o estado de cada elemento o;;

e As ligagoes de cada elemento, isto é, qual o conjunto de elementos {Jj(»il), aj(g) , aj(?, -

O'](ZI)(} que estara associado a cada elemento o;;

e As regras de evolucao de cada elemento, ou seja, determinar a fungao booleana f;

de cada elemento o;.

A conectividade média é definida por

(K) = %Z K; . (1.2)

Assim, em um modelo mais geral, a conectividade K; podera variar de um elemento para
outro, o que poderia resultar, segundo a equacao (1.2), em uma conectividade média
com valores nao inteiros. Nestes casos, alguns modelos ganharam muita importancia, tais
como as redes de pequeno mundo [15] e as redes com a distribui¢do em lei de poténcia da
conectividade K [16]. Todavia, neste trabalho seré considerado apenas o caso em que a

conectividade é a mesma para todos os elementos, ou seja, K; = K.



1.2 Modelo 26

e
[ololaTl1TaTolrlololrlolrla]
Gj

(a)
' V4 R .
[olol 1T 1T1TolrlTololitlalrliq]
O;

(b)

Figura 1: Diferentes tipos de conexoes. (a) Podemos observar que em uma rede regular as
conexoes sao escolhidas de acordo com a geometria do espago. No exemplo em questao,
podemos observar o elemento o; estd conectado aos primeiros e segundos vizinhos, ou
seja, aos 4d primeiros vizinhos, no espa¢o unidimensional d = 1. (b) Ao contréario do
item anterior, o elemento o; pode ter suas conexoes aleatoriamente escolhidas, ou seja,
qualquer elemento o; do sistema tem igual chance de pertencer ao conjunto de elementos
controladores do elemento o;.

A geometria da rede booleana desempenha um importante papel na dindmica do sis-
tema, pois o0 modo como as conexoes estao distribuidas determina tanto o estado coletivo
do sistema quanto dos seus elementos constituintes. Como exemplos, podemos citar as
redes regulares, onde os K elementos de controle 0;1, 02,03, ..., 0jx podem ser escolhidos
de um conjunto dos 4d vizinhos mais préximos em uma rede hiper-ciibica d dimensional
(Ver Fig. la). Um outro exemplo s@o as redes aleatorias uniformes, na qual qualquer
elemento do sistema tem igual chance de pertencer a um ou mais conjuntos de elementos

controladores (Ver Fig. 1b).

Fazendo uma analise minuciosa de um sistema booleano, temos que em uma rede com
N elementos ha um espaco de estado com Q = 2V possiveis configuracoes e que a funcao

booleana f;(0;,,0j,,0,,...,0j, ) possui exatamente 2% arranjos.

Sabendo que a funcao booleana possui apenas dois valores de saida por arranjo, ou

seja, 0 ou 1, resulta que o namero total de diferentes funcoes é dado por
Ny = 22", (1.3)

Para exemplificar, tomemos uma funcao booleana com K = 2. Neste caso, havera 22 = 4

configuracoes possiveis com argumentos o;,,0;, € para cada uma destas configuracoes
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Tabela 1: Ilustracao do conjunto das possiveis fungoes booleanas com dois argumentos.
Nas duas primeiras colunas da esquerda para direita, o agrupamento de cada par de
zeros e uns de cada linha forma o conjunto de arranjos da fungao booleana. No restante
das dezesseis colunas, cada coluna forma um ensemble e o agrupamento dos dezesseis
ensembles formam o conjunto de todos os ensembles possiveis para a fungao booleana
com K = 2 argumentos.

poderé haver dois valores de saida (0 ou 1), resultando em um total de 22° = 16 possiveis

funcoes booleanas (Tabela 1).

Dado um conjunto de arranjos de uma funcao booleana, podemos definir um ensemble
como sendo o conjunto formado por 0 e 1 associados a saida do grupo de arranjos da fungao
Booleana (Ver Tabela 1). A formagao de um ensemble pode ser dado através da atribuicao
de zeros e uns segundo uma distribuicao de probabilidade. H& varias maneiras de escolha

para a distribui¢ao, como por exemplo:

e Distribuicao Uniforme: inicialmente introduzida por Kauffman, temos que todos os

ensembles tem a mesma possibilidade de ocorrer com probabilidade igual a 1/Ny;

e Distribuicao Probabilistica: neste modelo, a probabilidade para que ocorra a saida

0 associado a um dado arranjo da fungao booleana é p e para a saida 1 é (1 — p)
(Ver Tabela 2);

e Funcoes Canalizadoras: neste tipo de fungao, o valor de saida da fungao booleana é

fixo para um dado valor de argumento (Ver Tabela 2);

e Funcoes Adaptativas: sao fungoes capazes de se adaptar a um determinado fim. Um

exemplo de sua utilizacao é na simulagao das sinapses de uma rede de neurénios.

Dos casos citados acima, o ensemble mais simples de ser trabalhado sao os formados
pela distribuicao uniforme. Entretanto, na formulagao original das redes booleanas, as
conexoes eram escolhidas aleatoriamente e as saidas da funcao f; eram determinadas
segundo uma tendéncia p. Esse modelo ficou conhecido como redes de Kauffman ou redes

booleanas aleatérias, servindo inicialmente para o estudo de regulacao genética.
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Aleatoério Canalizadora

Oi; Oiy Oiy f(ai17 Tig) Uis) f<0i17 Tiys O_i3)
0O 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0o 1 1 0 1
1 0 O 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 0

Tabela 2: Tlustracao de duas fungoes booleanas com trés argumentos. A primeira funcao
(quarta coluna da esquerda para a direita) é formada por uma distribui¢ao probabilistica.
A funcao sera uniforme quando p = 0.5. Na quinta coluna temos uma fun¢ao canalizadora.
Neste exemplo, sempre que o estado do primeiro argumento o;, for igual a 0, o valor de
saida da funcao sera sempre 1 independentemente dos estados dos outros argumentos o,
e 0;,. Quando o;, for igual a 1, a distribuicao seguird uma distribui¢ao probabilistica.

Desde que as conexoes e as fungoes booleanas sejam dadas, podemos, entao, definir
um modelo de atualizagao utilizando a equagao (1.1) para atualizar os estados de todos

os elementos do sistema. A forma de atualizacao pode ser

e Atualizac@o sincronizada : todas as variaveis sao atualizadas simultaneamente;

e Atualizacao serial : apenas uma variavel é atualizada em cada passo de tempo.

Estas variaveis podem ser escolhidas aleatoriamente ou por um esquema previamente

definido.

O modelo estard completamente finalizado ao determinarmos o aspecto dindmico da es-

trutura, que pode ser:

e Modelo Quenched: em portugués quer dizer temperado, consiste em manter ao longo

de todo o tempo sempre as mesmas regras de atualizacao;

e Modelo Annealed: em portugués quer dizer recosido, consiste em escolher em cada
passo de tempo novas regras de atualizagao tais como novas conexoes e fungoes

booleanas;

A fim de exemplificar o que foi dito nesta secao, suponhamos um pequeno sistema

formado por trés elementos (N = 3) cada qual com duas conexoes (K = 2). Suponhamos



1.2 Modelo 29

a) 1 b) c)
E t t+1

123123 000 010
000000 ( )

203 010|001 .

ov ou E 011|111 100

12]37] [13]2] [23]1 1oolott1 \

00(0| [00[0| [00]0 101lo11

otl1|lot{t| |o1lo 1101011 110@011%119

101 101 10(0 1111111 /

711 1 1101 1111 I B 101

Figura 2: Iustragao exemplificando um esquema dindmico de uma rede booleana. a)
Um diagrama de conexoes contendo trés elementos binéarios conectados entre si. A tabela
mostra a regra de cada elemento, onde o elemento 1 é governado pela fun¢ao “E“ e os
elementos 2 e 3 sdo governados pela funcao "OU”. b) A tabela mostra os 2% = 8 possiveis
estados do sistema em um dado tempo t no lado esquerdo e seus respectivos estados
evoluidos para o tempo t + 1 no lado direto. ¢) Representacdo da dindmica do sistema
por grafos de estado. Cada conjunto de algarismos representa um estado em um dado
instante e as setas indicam o sentido da evolucao temporal dos estados.

também que a dindmica do sistema seja quenched. Assim, fixaremos as seguintes regras:
o elemento 1 seré governado pela funcao "E", ou seja, seu estado serd sempre igual a 1
se os estados dos seus vizinhos forem 1 ao mesmo tempo e 0 caso contrério; os elementos
2 e 3 serao governados pela funcao "OU", onde basta apenas um dos seus vizinhos ter
estado igual a 1 para que seu estado torne-se 1 (Fig. 2a). A atualizagdo de todos os
possiveis estados do sistema no tempo ¢t ao t + 1 ¢ mostrado na Fig. 2b. Em cada passo
de tempo, um estado evolui exclusivamente para outro e a sucessao da evolugao destes

estados definem uma trajetoria, a qual é indicada pelas setas na Fig. 2c.

Em um sistema quenched de tamanho finito hi necessariamente um numero finito
de estados. Com isso, temos que em algum momento do processo dindmico o estado
do sistema deva eventualmente evoluir para outro estado ja visitado. Sendo, entao, o
modelo quenched um modelo deterministico (regras fixas), o sistema passara a percorrer
indefinidamente sempre a mesma trajetoria, formando, assim, um ciclo de estados [17].
Na maioria casos, entretanto, o estado inicial de um sistema nao faz parte de um ciclo
de estados. Assim, temos que na evolugao temporal o estado inicial sempre ird alcancar
algum ponto do ciclo de estado. Definimos, entao, um ciclo de estados como sendo um
atrator, pois o estado inicial de um sistema quenched de tamanho finito sempre evoluira
para um ciclo de estado, e definimos também uma bacia atratora como o conjunto de

trajetorias que alcancam um atrator Fig. 3.
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L IERFL L rng, 4

Figura 3: Um atrator é formado quando o estado de um sistema evolui para outro estado
ja visitado, passando a repetir indefinidamente sempre a mesma trajetoria (sequéncias)
de estados. A bacia atratora é formada por todos os estados que evoluem naturalmente
para algum estado de um atrator. Na ilustragao, temos uma base atratora de uma Rede
Booleana com N=13 elementos e K=3 conexoes. Cada estado do sistema é representado
por um circulo e o sentido da evolucao temporal acorre de fora para dentro da figura,
onde as linhas conectam um estado ao sucessor. O atrator é de tamanho 7 (sete estados)
e o sentido de sua evolucao temporal é indicado pela seta. A tabela de bit ilustra um dos
estados que compde a base atratora. (Fig. adaptada de [18])

Ao contrario do modelo quenchead, um sistema annealed nao possui atratores. Isto
ocorre independentemente do estado do sistema ter evoluido para um estado ja visitado,
pois a mudanca de regras e conexoes impossibilitam que o estado sucessor seja mesmo

estado sucessor da vez anterior.

1.3 Fluxo de informacao

O estudo das redes complexas tem como um dos principais assuntos investigados o
processo de propagacao de informacao. Essa propriedade é de fundamental importancia,
pois podemos ampliar o conceito de informacao e identifica-la a qualquer tipo de enti-
dade capaz de fluir em uma rede independentemente da sua formacao estrutural. Assim,
podemos, por exemplo, definir a informacao como sendo um virus ou uma fofoca que se
propaga em uma rede de pessoas ou uma pequena perturbacao causada em uma rede

cristalina.
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Figura 4: A distancia de Hamming fornece a quantidade de estados diferentes dos pares
conjugados entre duas redes semelhantes. Na ilustracao, temos a representacao esquema-
tica de duas redes semelhantes com 16 elementos. Os pares de elementos conjugados com
mesma cor possuem o mesmo estado e os que sao cores diferentes (marcados por bolas
pretas) possuem estados diferentes. Neste exemplo, a distancia de Hamming é H(t) = 4.

Investigar a resposta as mudangas constitui um dos principais focos no estudo das
redes booleanas. Esta propriedade indica o grau de robustez de uma rede, permitindo-nos
elucidar questoes como: dado um dano no sistema, até quantos estados subseqiientes do
sistema ele pode perdurar? O sistema se recompode ou diverge com um dano? H& uma

probabilidade do dano se propagar indefinidamente?

No que se refere ao estudo de fluxo de informacao em redes booleanas, podemos
associar a propagacao de informacao a propagacao de dano. Neste contexto, a simulagao
computacional viabiliza o estudo da propagacao considerando a evolugao temporal de
sistemas idénticos, onde eles se diferenciam somente por uma pequena mudanga ou na

funcao booleana ou nos estados iniciais dos elementos da rede.

O estudo abordado neste trabalho consiste em considerar dois sistemas semelhantes,

ou seja, dois sistemas
EO = {Jl<0)702(0)703(0>7"'7Ui(0)} (14>

S = {61(0),5(0),55(0), ..., 5,(0)} (1.5)

que se diferem apenas por uma pequena fragao de sitios com estados iniciais diferentes.
Desta forma, podemos analisar as configuracoes dos estados a partir da evolugao temporal

sob a mesma dindmica através da grandeza

(o:(t) = 5i(1)* (1.6)

=
m

que informa a quantidade de estados diferentes dos pares de elementos conjugados entre

as duas redes e é definida como sendo a distancia de Hamming (Fig. 4).

Podemos concluir que se a transferéncia de informacao no sistema for localizada, a

distancia de Hamming nao crescerd muito. Entretanto, se o sistema for suficientemente
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cadtico, a informagao podera abranger todo o sistema, fazendo com que a distancia de

Hamming nunca chegue a zero [19].

Outra medida bastante utilizada é a sobreposi¢ao normalizada entre configuracoes de

estado a(t), que é definida como
a(t) =1—h(t), (1.7)

onde definimos h(t) = H(t)/N como sendo a distancia de Hamming normalizada.

Analisando as equagoes (1.6) e (1.7) no limite do tempo tendendo ao infinito, temos
que se limy_ooh(t) = 0 ou lim;_a(t) = 1 o sistema nado retera informagao (dano) seja
qual for seu estado inicial. Entretanto, se lim;_.h(t) > 0 ou lim;_.a(t) < 1 ainformagao

permanecera no sistema indefinidamente.

O modelo de rede booleana possui trés tipos de fases (regimes), as quais podem ser
identificadas a partir da distancia de Hamming. Desta forma, temos que na fase ordenada
a informagao (quantidade de estados diferentes entre as redes) se propaga com o tempo
apenas por um niumero finito de elementos. Contrariamente, na fase cadtica a informacao
se propaga exponencialmente com o tempo, atingindo toda a rede. Por tltimo, uma
fase intermediéria, a critica, na qual informacao se propaga apenas algebricamente com o

tempo.

1.3.1 Teoria do Campo Médio

Utilizando a teoria do campo médio, na qual as interagoes dependem das médias glo-
bais da rede desprezando qualquer flutuagao local, podemos realizar a primeira abordagem
analitica através da distancia de Hamming para estudar a dinamica da rede booleana e
determinar o limite que separa as fases ordenada e cadtica [19]. Para isso, imaginemos
uma rede annealed ¥ formada por um nimero muito grande de elementos, onde todas
as conexoes e estados iniciais sejam aleatoriamente escolhidos e a funcao booleana siga
uma distribuicao uniforme. Seja a rede io uma rede semelhante a ¥, diferenciando-se
apenas em poucos elementos com estados iniciais diferentes. A diferenca inicial entre as
duas redes ¢ quantificada pela distancia de Hamming h(0), a qual fornece o namero de
elementos diferentes no tempo zero. Na dinamica do sistema, teremos que em média um
tnico elemento participarda dos argumentos de K funcgoes booleanas. Logo, poderemos
concluir que havera Kh(0) fungoes afetadas. Como a fungao booleana é uniformemente

distribuida, cada uma das fungoes alteradas tera uma probabilidade 1/2 de fornecer um
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valor de output diferente para cada elemento conjugado das redes. Portanto, a distancia

de Hamming depois do primeiro passo seré
1
h(1) = EKh(O) ) (1.8)

Se na evolucao de cada passo de tempo o sistema mantiver a escolha das conexoes e
das fungoes booleanas suficientemente aleatorias, o mesmo procedimento utilizado para a

equagao (1.8) podera ser mantido para passos de tempo consecutivos, logo,
1
h(t+1) = §Kh(t) , (1.9)

substituindo h(t) por h(0) em cada iteracdo desde o tempo zero, temos que

h(t+1) = (g)th(o)

h(t+1) = h(0)exp[ln(0.5K)t] . (1.10)

Analisando a equagao (1.10), observamos que para K > 2 o namero de elementos dife-
rentes crescera exponencialmente e para k < 2 decaird exponencialmente. J& para K = 2
nao tera nem crescimento nem decaimento exponencial, haverd apenas um comporta-
mento influenciado por flutuacoes. Podemos, portanto, concluir que variando o valor da

conectividade, o sistema poderé apresentar uma das seguintes fases:

e Cadtico (K > 2), a distancia de Hamming cresce exponencialmente com o tempo;

e Ordenado (K < 2), a distancia de Hamming decresce exponencialmente com o

tempo;

e Critico (K = 2), a evolugao temporal da distancia de Hamming é determinada

essencialmente por flutuagoes.

1.3.2 Solucao Geral

Pudemos obter a equagao (1.10) assumindo que a fungao booleana do sistema adquire
os valores 1 e 0 com a mesma probabilidade p = 1/2. Entretanto, veremos que as fases
ordenada, cadtica e critica também estao presentes em casos mais gerais em que saidas O e 1
da fungao booleana sao atribuidos de acordo com probabilidades p e 1 —p respectivamente.
Assim, temos que para um dado valor de probabilidade p h& um valor critico K.(p) para

a conectividade K, onde abaixo dele o sistema apresenta a fase ordenada e acima a fase
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cadtica. De maneira contréaria, dado um valor para K, havera um valor de probabilidade
critica p.(K) que separa a fase ordenada da cadtica em um sistema booleano. A solugdo
analitica foi obtida primeiramente por [12], fornecendo uma rela¢do de recorréncia para

distancia de Hamming em funcao da conectividade K e da probabilidade p.

Analisando a equagao (1.7), podemos perceber que a sobreposicao a(t) entre os estados
dos sistemas X; e flt em um tempo ¢ é a probabilidade de um par de elementos conjugados
(04,0;) possuirem os mesmos estados em ambas as redes. Portanto, a probabilidade de
encontrarmos os argumentos da funcao booleana com os mesmos estados nas duas redes
sera

pic = la(O)]" . (1.11)
No proximo passo de tempo a sobreposigao a(t + 1) serda determinada pela soma da
probabilidade dos argumentos da fungao booleana serem os mesmos no passo anterior
(probabilidade pg) mais a probabilidade de haver pares de elementos conjugados com
pelo menos um argumento diferente da fungao booleana (probabilidade 1 — pg) virem a

possuir os mesmos estados (probabilidade 1+ 2p(p — 1) (Tabela 3)), ou seja,

a(t+1) = px+ (1 —px)[l+2p(p —1)]

a(t+1) = a()* + (1 —a(®)®)[1+2p(p —1)]

at+1) = 1—(1—a(®)*)2pp—1)

at+1) = 1-[1—-a®)®)] /K., (1.12)

onde K, ¢é definido por
1

K.=——.
2p(p — 1)
Substituindo a equacao 1.12 na equagao 1.7 podemos determinar a evolugao temporal da

(1.13)

distancia de Hamming, que é dada por [19]

ht+1)={1—-[1-h@)*}/K.. (1.14)

Umas formas alternativas de representar a evolugao temporal da Hamming foi dada
em [1]. Neste trabalho foi proposto que a dindmica da distancia de Hamming deveria ser

obtida a partir do mapa iterativo

Mi+1) = LER@L—hO)F "+ S LK~ Dh(e2[1 — ()]
+;@szwa—2m@ﬂ1—mmK4+”w (1.15)

onde a influéncia I; representa a probabilidade de um elemento que tem ¢ vizinhos danifi-
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o; 0; | Probabilidade
1 1 P’

1 0] p(l-p)

0 1] (I—php

0 0] (1-p)p?

Tabela 3: A tabela mostra a probabilidade das possiveis ocorréncias de configuragoes for-
madas a partir de dois elementos conjugados de redes semelhantes. A variével p representa
a probabilidade da fung@o booleana ter outputs 1 e a quantidade (1 — p) a probabilidade
de outputs 0. Podemos perceber, portanto, que a probabilidade de termos configuragoes
iguais ¢ dada por p*+(1—p)? = 1+2p(p—1) e diferentes por p(1—p)+(1—p)p = 2p(1—p).

cados tornar-se danificado no passo de tempo seguinte. Em particular, foi mostrado que
para redes booleanas aleatorias que a influéncia média nao depende do niimero de inputs
danificados, o que resulta na igualdade I; = I, = I; = I = 2p(1 — p) e conseqiientemente

na equacao 1.14.

1.3.3 Diagrama de fases

Podemos fazer uma analise do comportamento da distancia de Hamming a partir da
equacao 1.14. Para isso imaginemos em um dado instante a propagacao de uma pequena

perturbagao no sistema e, entao, expandimos em série de Taylor a equagao 1.14, onde

teremos
ht+1) = Ki [Kh(t) - K(KQ_ ) [h(1)]* +
) = (K1) ne - KD
An(t) = (% - 1) h(t)At — K(fT:l)[h(t)]zAt Yo, (1.16)

onde Ah(t) = h(t + 1) — h(t) e At = 1. A integragdo do termo de primeira ordem da

equagao 1.16 resulta em
K
h(t) ~ — =1t . 1.1
0 ~ew (5 -1)1] (117)

Fazendo um estudo de caso, temos que para K > K. o sistema se comportara caoti-
camente, pois por menor que seja a perturbacao, a distancia crescerda exponencialmente
com o passar do tempo até que a informagao (dano) alcance toda a rede. Notemos, por-
tanto, que no caso particular em que p = 1/2 e K = 2, o comportamento da disténcia

de Hamming estd em completo acordo com o estudo feito para a aproximacao de campo
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Figura 5: Diagrama de fases das redes booleanas aleatérias. A area rachurada corresponde
a fase ordenada e a area logo acima corresponde a fase cadtica. A curva que separa ambas
as regioes ¢ a equagao K, = [2p(1 — p)]~!. Grafico adaptado de [19].

médio. Para K < K., a distancia de Hamming tenderd a zero para longos periodos de

tempo, o que significa dizer que o dano se propagaréa localmente e, entao, desaparecera.

Finalizamos este capitulo abordando um dos aspectos mais importantes da equagao
1.17, o qual a partir dela podemos determinar os valores criticos que separam os regimes
ordenado e caotico. Essa situa¢ao ocorrera quando a relagao k/k. for igual a 1, uma vez

que de acordo com a equacgao 1.17 o regime nao seréd nem ordenado nem caoético. Portanto,

Ao
K.
K2p(p—-1)] = 1
2p(p—1) = K
) 1
Portoe =0,

resolvendo a equacao do segundo grau acima, temos

1

4/ (1.18)
4 2K ‘

1
P’ = 2

A partir da equagao 1.18 temos que para um dado valor de K, o sistema podera ser posto
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em uma das trés diferentes fases ajustando apenas o valor da probabilidade p. A linha
critica que separa os regimes ordenado e cadtico seré obtido variando ou o valor de K ou

o valor de p (Fig. 5).

1.4 Comportamento Dindmico no Ponto Critico

1.4.1 Teoria

Na secao anterior deduzimos a solugao geral para a distancia de Hamming (Eq.1.14) e
pudemos a partir dela determinar analiticamente os estados de fase ajustando apenas os
valores da conectividade K e da probabilidade p (Eq. 1.17). Entretanto, a aproximagcao de
primeira ordem da equagao (1.14) falha (fornecendo um valor nulo) quando pretendemos
determinar o comportamento critico (K = K,.) do sistema. Para resolver este problema,

realizamos uma aproximacgao de segunda ordem (ver equagao 1.16), ou seja,

AR(t) = —@[h(t)mt

1 (K -1)
—Wt)]QAh(t) = At (1.19)

2
A integracao da equagao acima resulta em um decaimento em lei de poténcia da forma
h(t) ~t=7 (1.20)

onde § =1 é um expoente critico. Segundo a equagao (1.20), a rede booleana no ponto
critico comporta-se como na fase ordenada, exceto pelo decaimento lento do dano em
forma de lei de poténcia. O expoente 3 estd de acordo com o valor esperado para o
modelo de campo médio para percolagao direcionada |20, 21], pois evidéncias numéricas
conjecturam que a transicao do dano em sistemas annealed estd na mesma classe de
universalidade da percolagao direcionada [22|. Porém, uma excegao é verificada para o
modelo de percolagao direcionada em duas dimensoes com a dinadmica de Glauber, onde a
temperatura de transi¢ao de dano coincide com a temperatura critica do sistema [23]. Para
dimensdes maiores, essa coincidencia nao ocorre mais [24], fazendo com que a conjectura

de equivaléncia seja valida (Uma discurgdo mais precisa sobre esse tema pode ser visto

em [25]).

Devido as flutuacoes, que sao intrinsecas a dinamica de redes booleanas, e a existéncia
de pontos fixos, quando a distancia de Hamming se torna zero, a demonstracao direta por

simul¢ao numérica do decaimento em lei de poténcia dado da equagao 1.20 torna-se uma
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tarefa muito complicada. Para contornar esta situacgao, propomos um novo método de
estudo que consiste em analisar estatisticamente o tempo de relaxacao tr, que é definido

como o periodo de tempo necessario para que a distancia de Hamming convirja para zero.

Podemos, ao invés de estudar um sistema no limite termodinamico (redes com N —
00), tomar um ensemble de M redes de tamanho finito e, entao, definir a distancia de

Hamming como a média da distancia entre as duas redes semelhantes, ou seja,
| M
— MZhi(t) : (1.21)
=0

Em redes de tamanho finito ha uma chance de h;(t) convergir para zero em passos
finitos de tempo. Quando isto ocorre, o par de redes evoluird sempre para os mesmos
estados de sitios, fazendo com que o sistema atinja um estado de repouso din&mico.
Nessa condi¢ao, a distancia de Hamming sera igual a zero idefinidamente, h;(tgr < t) = 0,
e nao contribuira mais para a media definida na equacao 1.21. Se definirmos My como os

pares de redes nao alcancaram o estado de repouso, teremos

h(t) M i, - Z hi( (1.22)

Analisando a equagao (1.22), podemos observar que a fracdo M,/M da a probabilidade
P(tg > t) de termos o tempo de relaxacao ¢, de um dado par de redes maior que o
tempo t. Quando tomamos somente a fragdo My/M, é razoavel esperar que a fungao
de distribuicio de probabilidade de h(t) tenha um comportamento estacionario. Neste
trabalho, assumimos que a distancia média dos pares de redes nao convergentes flutua em
torno de uma média, permitindo que possamos considerar o somatorio da equagao 1.21

constante, ou seja,

1
— h;(t) = const . 1.23
vy ) (1.23)
Assim, a equagao (1.21) torna-se
h(t) ~ P(tg > t) . (1.24)

Substituindo, entao, a equagao (1.20) na (1.21), temos
Pt >t) ~t7", (1.25)

com expoente = 1. Esse resultado nos mostra que podemos, mediante simula¢gao numé-
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Figura 6: Distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao no ponto critico. O tempo de
relaxacao é definido como a quantidade de passos necessarios para que o dano em um
par de redes semelhantes chegue a zero. A linha pontilhada é o comportamento espe-
rado. Podemos ver que, para sistemas muito grandes, a distribui¢ao segue o decaimento
previsto em forma de lei de poténcia, P(tgr > t) ~ t~'. Podemos observar, entretanto,
um pequeno desvio para pequenas escalas de tempo e um truncamento exponencial para
tempos muito grandes, que esté localizado por um tempo de escala dado por ty ~ N/ 2(
ver inset). O resultado para N = 23! foi obtido numericamente iterando a equagao 1.26.
Este resultado mostra que até na condicao critica, o sistema tende a alcancar o estado
ordenado. Entretanto, no limite termodinamico o tempo de relaxagao médio diverge. O
mais importante deste resultado ¢ que na maioria dos casos o sistema se recupera da
pertubagao depois de poucos passos, enquanto que em pouquissimos casos a resposta ao
estimulo faz o sistema sofrer uma transi¢ao global.

rica, confirmar que a distribuicao de probabilidade 1.25 segue a lei de poténcia esperada,

como sera exposto na secao a seguir.

1.4.2 Resultado Numérico

A confirmacao dos resultados expostos na se¢ao anterior foi obtido a partir de dois
procedimentos numéricos diferentes, ambos corroborando a teoria proposta nesse trabalho.
O primeiro, mais intuitivo, consiste em definir duas redes semelhantes com N elementos
booleanos e, entao, calcular a quantidade de pares de elementos conjugados com estados
diferentes em cada passo de tempo. O segundo procedimento é baseado no trabalho de

Derrida e Pomeau [12], onde foi mostrado que o niimero de elementos danificados na rede
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Figura 7: Distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao tg para a fase ordenada proxima
do ponto critico. Estas curvas foram obtidas para uma rede de tamanho N = 102400 e
conectividade K = 3. Os resultados mostram que a fase ordenada o tempo de escala
7o do truncamento exponencial da distribuigao é determinado por 79 ~ (I, — I)™¥ para
v = 1. O grafico principal mostra a distribuicao escalonada pelo tempo de correlacao vy,
enquanto os dados originais podem ser visto no nset.

é obtido a partir da equacao de iteragao estocastica

P(m,n) = m'(NLLmN (Ig)" (1 —Ig)N ™™ | (1.26)

tal que I = 2p(1 — p), m e n sdo respectivamente o namero de elementos danificados nos
passos seguinte e atual e a quantidade ¢ = 1—(1—n/N)¥ é a probabilidade com a qual um
elemento tem de possuir uma conexao com um outro elemento danificado. Os resultados
de ambos os procedimentos foram obtidos da média de um essemble de 50.000 pares de
redes, onde mantivemos fixa a conectividade K = 3 e variamos tanto o tamanho da rede
N como a distribuicao da probabilidade p. No entanto, optamos por expor neste trabalho
os resultados do segundo procedimento devido a rapidez e capacidade de obtermos redes

com o tamanho de até N = 231,

A conjectura discutida na se¢@o anterior é apoiada pelos resultados da figura (6), que
mostra a distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao tg para uma rede de tamanho
finito no ponto critico (K = K.). O tempo de relaxacdo é definido como o periodo de
tempo necessario para que a distancia de Hamming convirja a zero apés o sistema ter os

estados de um par de elementos conjugado danificado inicialmente.
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Figura 8: Distribui¢ao cumulativa do tempo de relaxacao para a fase caética proxima do
ponto critico. Os resultados foram obtidos para uma rede de tamanho N = 102400 e
conectividade K = 3. Quando I. > I, o sistema esta no regime caoético e, entao, espera-
mos que o dano nunca convirja a zero. Esta concepg¢ao é consistente com os resultados,
onde vemos que o crossover da lei de poténcia decai para um comportamento plano. Isto
significa dizer que a média do tempo de relaxacao diverge até para uma rede de tamanho
finito. O tempo de correlagao 9 ~ (I — 1) nos da o tempo de escala para diferentes
probabilidades. Podemos perceber um truncamento exponencial para valores de I se apro-
ximando da condigao critica. Este truncamento ocorre devido ao tamanho finito da rede.
Podemos perceber também que o inicio do truncamento varia cada vez mais rapidamente
com o aumento de (I — I.). O grafico principal mostra a distribuigao escalonada com o
tempo de correlagao 7y, enquanto que os dados originais podem ser vistos no inset.

Os resultados mostram que a distribuicao cumulativa possui aproximadamente o ex-
poente esperado (§ = 1) acima do ponto de crossover, a partir do qual a curva segue
decaindo exponencialmente (Fig. 6). O ponto onde se inicia o decaimento exponencial é
localizado para diferentes tamanhos de redes com um tempo caracteristico que cresce na
forma t, ~ N7 para v = 1/2 (inset da figura 6). Este resultado é surpreendente, pois
mostra que redes booleanas tem um limite para o tempo de relaxacao tz até mesmo na
condigao critica (K = K_.). O valor esperado para o expoente 3 = 1 na equagdo 1.25
foi confirmado obrigatoriamente para simulagoes com redes de tamanhos muito grandes,
onde a curva da distribui¢ao cumulativa coincide com a lei de poténcia por quase quatro

ordens de grandeza (Fig. 6).

Investigamos também o comportamento nao critico do sistema partindo do ponto
critico. Na figura (7) mostramos resultados para redes se aproximando do ponto critico a

partir do regime ordenado. Similarmente a condicao critica, a distribui¢ao decai como lei
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Figura 9: Distribui¢cao cumulativa do tempo de relaxagao para o caso quenched. Na fase
ordenada préxima do ponto critico, a distribui¢ao torna-se restrita a pequenos tempos de
escala. Como no modelo annealed, o inset mostramos a superposi¢ao das curvas por um
tempo de correla¢ao dado por 7o ~ (I — I.)™%, com v = 1.

de poténcia seguida por um regime exponencial. Neste caso, entretanto, a escala de tempo
para o qual o sistema vai para o regime exponencial é controlado pelo deslocamento da
condigao critica. Assim, definimos o tempo de correlagao 7o ~ (I —1.)”" para v = 1. Este
resultado estéd de acordo com o esperado para o modelo de campo médio para percolagao
direcionada [20, 21]. No caso ordenado, 7y é definido como o tempo de escala além do

qual o dano é removido completamente da rede.

Um comportamento complementar é observado quando o sistema vai para o ponto
critico a partir do regime cadtico, como mostra a figura (8). Neste caso, ha um trun-
camento do ponto do decaimento exponencial, onde observamos um crossover para um
comportamento plano. Esta situacao é consistente com o fato do tempo de relaxacao
médio divergir no regime caético. Como na fase ordenada, o tempo de escala para o
crossover na fase cadtica ¢ determinado pelo tempo de correlagdo 79 ~ (I — I.)”" para o
mesmo expoente v = 1. Temos, portanto, que no caso cadtico 79 é o tempo a partir do
qual toda a memoria do estado inicial é perdida e as duas redes inicialmente semelhantes
divergem para estados completamente distintos. Concluimos que assim como o expoente
[, o expoente v estd também de acordo com os resultados obtidos para o modelo de campo

médio pata percolagao direcionada |20, 21].

Por dltimo, estendemos nossos resultados para a distribuicao do tempo de relaxacao
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para o modelo de redes booleanas quenched, onde a atualizacao da funcao booleana e a
estrutura desordenada das conexoes sao fixas. Construimos uma rede quenched e a dei-
xamos evoluir até que ela alcance um ciclo atrator. Subseqiientemente, provocamos uma
pertubacao no atrator alterado o estado de um dos elementos da rede em um dado instante
e medimos o tempo necessario para que o sistema retorne para o mesmo ciclo atrator. Os
casos onde o sistema evolui para diferentes atratores nao sao considerados na estatistica
e, como a forma da distribui¢ao depende do comprimento do atrator, restringimos nosso

estudo para os casos onde o ciclo do atrator tenha pelo menos mais de 10 estados.

Observando a figura (9), temos que a distribuigdo do tempo de relaxagao ao caso
quenched segue um comportamento inteiramente similar para o caso annealed, ou seja,
um decaimento lento seguido por um truncamento exponencial. O onset para escalas de
tempo muito grande ¢ controlado pelo deslocamento da condigao critica 7o ~ (I — 1)~
com v = 1, onde podemos observar que esta relagao ¢ igual a relacao de escala obtida para
o modelo annealed. Este resultado reforga a idéia que sob certas condigoes a rede booleana

aleatoria pode ser apropriada para estudar a condicao critica de redes regulatoérias.

1.5 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos resultados obtidos para a dinadmica de redes booleanas
sujeitas a uma pequena perturbacao, onde observamos que dependendo do regime em
que o sistema se encontra, a distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao apresenta

diferentes comportamentos.

Nesse sentido temos que no ponto critico a distribuicao cumulativa do tempo de rela-
xagao segue um decaimento em lei de poténcia com expoente 3 = 1. Este comportamento
estd, portanto, de acordo com a conjectura que diz que tanto a dindmica de propaga-
¢ao de danos em redes annealed como o modelo de percolagao direcionada pertencem a
mesma classe de universalidade [20, 21, 25|. Observamos ainda que na condicao critica
h& um truncamento exponencial na regiao de grandes tempos de relaxagao, cujo inicio do

truncamento escalona com o tamanho do sistema na forma 7, ~ N/2.

Na fase ordenada préoxima do ponto critico a distribuicao do tempo de relaxagao tem
um crossover para um decaimento exponencial, indicando que uma pequena perturbacao
é perdida depois de apenas alguns passos de tempo. Ja na fase cadtica proxima do ponto
critico o crossover vai para um regime plano, indicando que o sistema podera nunca se

recuperar de uma perturbacao por menor que ela seja.
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Nossos resultados podem ser interpretados dentro de uma conjectura de "vida no
limite do caos" proposto por Kauffman [2]. De acordo com esta idéia, nem o regime
ordenado nem o regime cadtico podem modelar ao mesmo tempo de forma eficiente a
robustez e a adaptabilidade observadas nos sistemas auto-regulatorios reais. No contexto
dos nossos resultados, temos que apesar da distancia de Hamming no regime ordenado ir
a zero com pequenos tempos de relaxacao, a quantidade de estados envolvidos no processo
dindmico ¢ muito pequeno, impedindo a adaptabilidade. Ja no regime cadtico, temos um
grande ntiimero de estados envolvidos no processo dindmico, porém o tempo de relaxacao
tende a infinito, inviabilizando a auto-regulacao. No ponto critico temos o meio termo,
ou seja, temos tanto grande quantidade de estados envolvidos no processo dindmico como

um tempo de relaxacao tendendo a zero em tempos relativamente pequenos.

A distribuicao em lei de poténcia achada no ponto critico nos mostra que para maioria
dos eventos o sistema é robusto, recuperando-se completamente de pequenas perturbacoes
e erros externos. Desta forma, temos que a alteragao de poucos elementos pode provocar
um processo que faca com que a maioria dos elementos nao afetados do sistema responda a

pertubacao, assemelhado-se a um sistema real respondendo a alguma mudanga ambiental.
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2  DECOMPOSICAO DE REDES
LIVRES DE ESCALAS

Estudamos neste capitulo um novo método de decomposicao de redes aplicado as redes
livres de escalas tipo Barabéasi-Albert. O método consiste basicamente em identificar todos
os sitios com exatamente K conexoes e retira-los simultaneamente da rede. Esse processo
¢ repetido iterativamente até que nao haja mais sitios na rede com K conexoes. Na
analise dos resultados, observamos uma série de expoentes e parametros bem estabelicidos
e relacionados entre si de maneira que é possivel tornar o modelo auto-consistente. Na
primeira segao (2.1) apresentamos uma breve introdugao as redes livres de escalas onde
propomos a rede de Barabasi-Albert como um bom modelo teérico para ser trabalhado.
Na segao seguinte (2.2) definimos o novo método de decomposigao e apresentamos nossos
resultados analiticos e numéricos. Na ultima se¢do (2.3) finalizamos o capitulo com a

conclusao.

2.1 Redes Livres de Escalas

O estudo topoldgico de redes complexas teve inicio com o modelo de grafos aleatérios
proposto por Erdos e Rényi no inicio da década de 60 [26]. Naquela época, o estudo de
redes ficou praticamente restrito ao desenvolvimento de teorias puramente matemaéticas
devido principalmente ao fato da dificil obtencao de uma grande base de dados e também
por nao haver tecnologias que possibilitassem de maneira precisa sua andlise. Um grande
avango tedrico se deu no inicio da década de 80 quando Béla Bollobas provou matematica-
mente que a distribui¢ao de conectividade das redes aleatorias era de fato poissoniana [27],
ou seja, nesta distribuicao a maioria dos vértices possuia em média a mesma quantidade
de conexdes (largura do pico central da distribuigdo de Poisson) enquanto um pequena
minoria possuia ou poucas (lado esquerdo da distribui¢ao de Poisson) ou muitas conexoes

(lado direito da distribuigao de Poisson) (Fig. 10).
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Figura 10: Distribui¢ao de Poisson feita a partir dos dados de uma simulagao computaci-
onal de uma rede aleatéria. Os dados foram gerados de uma rede de N = 10000 vértices
e probabilidade de conexao p = 0.0015. No eixo vertical temos a probabilidade haver o
niamero X vértices com conectividade k (eixo horizontal) e E(Xg)/N representa a ex-
pectativa da destribui¢do de Poisson para os parametros N = 10000 e p = 0.0015(Fig.
retirada de [16]).

Entretanto, ainda na década de 60 e sem conexao com o estudo de redes complexas,
dois trabalhos envolvendo redes sociais foram desenvolvidos. Primeiro em 1965, onde Price
[28] estudou o numero de citagoes de artigos cientificos e verificou que sua distribui¢ao
seguia um decaimento em lei de poténcia. Depois, em 1967, o famoso estudo experimental
de Stanley Milgram [29] mostrou que entre duas pessoas desconhecidas quaisquer nos EUA
havia em média apenas uma cadeia de seis outras pessoas que as separavam, sendo este

fato conhecido posteriormente como efeito de pequeno mundo.

As redes aleatoérias foram por muito tempo o tinico modelo tedrico de redes complexas
a serem estudadas, até que em 1998 Watts e Strogatz [30] propuseram um novo modelo
que continha ao mesmo tempo tanto o efeito de pequeno mundo (caracteristica também
presente nas redes aleatorias) quanto um alto grau de coeficiente de agrupamento (quan-
tidade de conexdes proximas de um dado vértice). O modelo consistia inicialmente de
uma rede regular, onde entao cada vértice era visitado e com uma probabilidade p era
reconectado aleatoriamente a outros vértices da rede. Apesar da nova caracteristica, o
modelo de Watts e Strogatz ainda possuia uma distribuigao poissoniana do seu grau de

conectividade.
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Com o passar dos anos e com o surgimento da tecnologia computacional, o estudo dos
grafos foi convergindo cada vez mais para a aplicacao em sistemas naturais, onde as redes
passaram a ser formadas por varias entidades (fisicas ou idealizadas) conectadas entre
si. Assim, ja no final da década de 90, dois trabalhos mudaram a concepcao topoldgica
das redes complexas. O primeiro em 1998, onde Redner mostrou que distribuicao da
quantidade de vezes com que um artigo era citado (representando a conectividade da rede)
decaia como uma lei de poténcia, com o expoente 7. ~ 3 [31]. No ano seguinte, Barabasi
et al [32] utilizaram um robd para mapear sitios da WWW ( World Wide Web), onde a rede
WWW seria formada pelos sitios (vértices) e pelos hiperlinks (conexoes entre os sitios).
A espectativa era que a distribuicao de conectividade dos sitios corroborasse a teoria de
grafos aleatorios. Entretanto, a analise dos dados também mostrou que distribuigao de
conectividade decaia em forma de lei de poténcia, com expoentes v;, ~ 2.1 (para sitios que
recebiam ligagoes de outros sitios) e v, & 2.5 (para sitios que enviavam ligagoes de outros
sitios). A constatagao deste tipo de decaimento foi um fato muito surpreendente, pois
mostrou que em alguns sistemas reais a distribuicao de conectividade tanto apresentava
desvio padrao muito maior que a média de conexdes como possuia uma invariancia de
escala. Em um aspecto mais detalhado, temos que o grau conectividade possui todos os
niveis de tamanhos, sendo que a maioria dos vértices possui poucas conexoes enquanto a

outra minoria (chamados de hubs) possui muitas conexoes.

Apos os trabalhos de Redner [31] e Barabasi et al [32], muitos outros vieram reforgar
a idéia de que o comportamento em lei de poténcia de redes complexas é de certa forma
bastante comum em sistemas reais. Como exemplos podemos citar a rede da estrutura
fisica da internet, a qual é formada por roteadores conectados por fibra 6éptica ou outro tipo
de linha de transmissao [34]; rede de contato sexual entre pessoas na Suécia, que mostrou
que a maioria das pessoas em seu tempo de vida possuia apenas alguns poucos parceiros
enquanto outros poucos possuiram algumas dezenas e até centenas [35]; a rede de pessoas
conectadas por e-mail, o que poderia talvez explicar a rapida propagacao de alguns tipos
de virus; a rede de co-autorias de trabalhos cientificos, a qual é formada por pesquisadores
que publicaram juntos um mesmo artigo cientifico [36]. Um fato curioso é que um dos
cientistas mais "conectados"é Erdds, o qual escreveu mais de 1400 artigos com pelo menos
500 colaboradores; a rede de atores de Hollywood, os quais sao considerados conectados se
dois atores atuaram juntos em algum filme [37]; a rede de metabolismo celular, onde cada
vértice representa uma molécula e cada conexdo uma reagao bioquimica entre elas [38]; a
rede de chamadas telefonicas, onde os vértices eram formados por nimeros de telefones e

as conexoes por chamadas completadas entre dois nimeros [39].
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Scated magnetization

Scaled temperature

Figura 11: Grafico experimental da magnetizagao proxima do ponto critico para cinco
tipos de materiais magnéticos diferentes, onde os eixos da magnetizacao e temperatura
sao multiplicados respectivamente por um fator H=/% ¢ H='/% com 3 ~ 0.36 e § ~ 4.5.
Os cinco materiais sao CrBrs, EuO, Ni, YIG e PdsFe e todos sao ferromagnetos com
estruturas diferentes: o CrBr3 é considerado uma rede anisotropica; o EuO possui forte
interacao entre os segundos vizinhos; o Ni é um ferromagneto elétron itinerante; o YIG
é um ferrimagneto; o PdsFe é uma liga magnética. Apesar da diferenca estrutural, todos
os materiais possuem o mesmo expoente critico. Assim podemos colapsar o grafico da
magnetizagao em uma tnica curva pela multiplicagao de um fator de escala, fazendo com
que os cinco materiais pertengam a mesma classe de universalidade (Grafico retirado de
J40]).

A observagao de que cada vez mais e mais fenomenos naturais apresentam grande-
zas que se comportam como uma lei de poténcia tem atraido boa parte da atencao da
comunidade cientifica. A importancia deste tipo de comportamento teve seu inicio no es-
tudo de sistemas termodinamicos préximos do ponto critico, onde foram observadas duas

propriedades fundamentais. Sao elas (Ver [40]):

e Escalonamento: propriedade cuja validagao foi verificada em diversos trabalhos ex-

perimentais, estd associada a idéia de invariancia de escala e se subdivide basi-
camente em duas categorias. A primeira delas é composta por um conjunto de
expoentes relacionados entre si, chamados leis de escalas. Como exemplo podemos
citar os expoentes criticos! a, 3 e v associados respectivamente ao calor especifico
Cr, & magnetizacao M e a susceptibilidade magnética yr, onde o vinculo é dado

por a + 23 + v = 2. A segunda categoria consiste na possibilidade de grandezas

10s expoentes sdo matematicamente definidos por: Cp ~ €@, M? ~ €26 e xp ~ €7, onde € é a
temperatura reduzida e = (T — T,)/T.
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de n variaveis que representam os estados de um sistema passarem a representar o
mesmo estado do sistema por pelo menos n — 1 variaveis. Como exemplo, temos
a magnetizagdo M (H,€) como fungao do campo magnético H e da temperatura e.
Desta forma, observaremos que para cada valor do campo magnético H havera uma
curva da magnetizagdo M(H, ¢€) em fungao da temperatura e. Proximo do ponto
critico, poderemos ter a magnetizacao M apenas como fun¢ao da temperatura e se
multiplicarmos M e € por poténcias de H apropriadas, resultando em um colapso

de todas as curvas independentemente do valor do campo H;

e Universalidade: esta propriedade foi proposta pela primeira vez por Leo Kadanoff

nos anos 70 e ela ocorrerd quando no limite termodinamico dois sistemas quaisquer
possuirem os mesmos expoentes, fazendo com que eles apresentem as mesmas leis
de invariancia de escala independente do tipo de interacao que ha entre os seus
respectivos agentes. Para exemplificar, podemos citar os materiais magnéticos com
diferentes estruturas microscopicas (diferentes interagdes entre os agentes consti-
tuintes), que possuem aproximadamente os mesmos valores de expoentes proximo

do ponto critico (Fig 011).

Embora as idéias de invariancia de escala e universalidade tenham surgido no contexto
de transicoes de fase, principalmente apos a comprovacao empirica da teoria de grupo
de renormalizagao [41], sua aplica¢do conceitual tem alcangado uma grande diversidade
de tipos de sistemas complexos, indo desde sistemas biologicos, sociais, artificiais até o
sistema econoémico. Para uma melhor compreensao sobre os conceitos acima expostos, ver

os artigos [40, 42].

Neste capitulo realizamos um estudo sobre a decomposi¢ao de redes complexas livres
de escalas baseado no modelo de crescimento preferencial proposto por Albert-Barabéasi
[37]. A escolha deste modelo se deveu principalmente por ele apresentar um decaimento
do grau de conectividade sob a forma de lei de poténcia, que como vimos esté presente
em um grande nimero de sistemas que podem ser modelados como uma rede complexa.
Outro fator que também contribuiu para nossa escolha é o fato do modelo de rede de
Albert-Barabasi ser bastante flexivel na variacao dos pardmetros iniciais e por possibilitar
a obtencao de uma grande quantidade de amostras, o que ¢é crucial para uma boa descrigao

estatistica do nosso problema.
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Figura 12: Tlustragao que mostra o processo de crescimento da rede Barabasi-Albert. A
rede ¢ iniciada com o ntamero inicial de vértices mg = 3 e o coeficiente de agregagao m = 2.
As bolas pretas sao os vértices antigos e os cinzas o novo vértice adicionado.

2.1.1 Rede de Albert-Barabasi

Apesar dos modelos de redes desenvolvidos por Erdos e Renyi e por Watts e Stro-
gatz exibirem efeito de pequeno mundo e alto coeficiente de aglomeragao (apenas Watts
e Strogatz), os mesmos falham quando tentamos utilizé-los para modelar alguns sistemas
reais, pois nao apresentam o decaimento em lei de poténcia na distribuicao de conecti-
vidade da rede. Uma solucao dada para resolver esse problema foi feita por Barabasi e
Albert [37] quando propuseram duas caracteristicas genéricas que estariam presentes nos
sistemas reais. A primeira delas é que as redes reais crescem continuamente, ou seja, o
numero de vértices N cresce com o tempo. A segunda caracteristica foi a observacao de
que havia uma preferéncia nas novas conexoes que surgiam, isto é, era mais provavel que
uma nova pagina da internet se conectasse com uma outra mais conhecida ou que um
novo artigo citasse um outro mais conhecido naquela area ou assunto especifico. Estes e
muitos outros exemplos indicam que o surgimento das conexoes nao sao aleatérias, mas
que h&d um mecanismo que governa o processo de escolha das conexdes. De fato, este
processo ¢ dado quando um novo vértice se conecta a algum dos vértices existentes com
uma probabilidade que é proporcional & quantidade de conexoes de cada vértice que jéa
esteja na rede. Desta forma, o modelo livre de escala proposto por Barabasi e Albert leva
em consideracao as duas caracteristicas e pode ser definido da seguinte forma:

e crescimento: a rede é iniciada com um pequeno nimero mg de vértices, estando

todos conectados entre si, e entao é adicionado a cada passo de tempo ¢ um novo

vértice que se conectara a m vértices daqueles ja existentes.

e conexao preferencial: a escolha de uma nova conexao é dada por uma probabilidade

II(K;), que leva em consideragdo a quantidade de conexoes K; do i-ésimo vértice

existente na rede, ou seja,
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Figura 13: Grafico que mostra a distribuicao de probabilidade do grau de conectividade
P(K) em fungao de K, onde podemos perceber o decaimento em lei de poténcia na
forma P(K) ~ K7, com v = 3.0. A rede foi criada com N = 10° vértices e diferentes
coeficientes de agregacao m.

K;
YUK,

Apos t passos de tempo, o tamanho da rede sera N = mqg + t e a quantidade de

(K;) = (2.1)

vértices m(t+mygp). Um esquema ilustrativo do crescimento da rede podera ser visto

na Fig. 12.

De fato poderemos constatar a partir de simulacoes computacionais que esse modelo
de rede ira evoluir para um estado livre de escala, onde a probabilidade de encontrarmos
um vértice com K conexoes seguird uma lei de poténcia P(K) = K~7 com v ~ 3,
independentemente do valor de conexoes iniciais m (tinico parametro de controle da rede)

(Fig. 13).

A distribuicao em lei de poténcia mostra que apenas alguns vértices possuem alta
concentracao de conexoes, chamados de concentradores ou hubs, enquanto a grande mai-
oria possui poucas conexoes. Desta forma, uma das grandes consequéncias da presenga
dos hubs na rede é que eles possibilitam que o caminho médio (d) entre qualquer par de
vértices da rede sejam drasticamente diminuidos em relacao ao apresentado pelas redes
aleatorias de forma que (d) ~ In(InN) [16]. O processo de crescimento preferencial tem

também como consequéncia um baixo indice de coeficiente de agrupamento, C'y ~ N~
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[16], porém ainda maior que o apresentado pelas redes aleatorias.

O calculo analitico do expoente da distribui¢ao de conectividade da rede de Barabasi-
Albert pode ser realizado por pelo menos trés maneiras diferentes [43, 44|, entretanto,
apresentaremos na subsecdo seguinte apenas o método da teoria continua [16], também

conhecido como método da teoria do campo médio [45].

2.1.1.1 Calculo Analitico

O método aproximativo escolhido aqui para o calculo analitico do expoente da dis-
tribuicao da rede de Barabasi-Albert é o método da teoria continua, que foi desenvolvido
primeiramente por Barabasi et al [37, 45| em 1999. O método consiste basicamente em
calcular a dependéncia temporal do grau de conectividade K;(t) de um dado vértice i
e, entao, a partir dai fazer uma mudanga de varidvel na probabilidade cumulativa para

acharmos a distribuicao de probabilidade.

No processo de crescimento da rede, temos que o grau de conectividade K;(t) aumen-
tard toda vez que um novo vértice for adicionado e conectado ao vértice ¢, acarretando
uma variagao temporal da probabilidade IT(K;(t)). Supondo que K;(t) seja uma variavel
continua no tempo, a taxa em que K;(¢) muda no tempo sera proporcional a II(K;(t)),

satisfazendo, consequentemente, a equacao dindmica

a;f = mIl(kKi) = m—i (2.2)

N—1 :
Zj Kj

O somatério no denominador da equagao (2.2) é realizado incluindo todos os vértices

da rede menos o novo vértice adicionado, pois para ele o tempo t = 0. Assim, teremos
N-1 ) , . .. )
que > i k; = 2mt — m, porém quando o tempo é muito grande, o somatoério resultara

em apenas 2mt e, portanto,

oK, K;
= —. (2.3)
ot 2t
Sabemos que no momento da adi¢do t; cada vértice ¢ possuia apenas K;(t;) = m

conexoes. Assim a soluc¢do da equagao (2.3) sera dada por
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onde 8 = 1/2. Podemos perceber na equagao (2.4) que a distribuigao de todos os vértices
evolui da mesma maneira, como uma lei de poténcia, de tal maneira que a tnica diferenca

estd na constante de proporcionalidade.

Usando a equagao (2.4), podemos determinar a probabilidade de escolher um vértice

com o grau de conectividade K;(t) menor que K em fungao do tempo, ou seja,

m'/5¢

Suponhamos agora que cada vértice é adicionado em intervalos de tempos iguais,
temos que a densidade de probabilidade de sortear um vértice que foi adicionado em um

tempo t; seré constante no tempo, ou seja,

1
_m0+t'

P(t;) (2.6)

A partir da definigdo de probabilidade acumulada e substituindo a equagao (2.6) na

m'/B¢ m'/Bt
P(tl>W) = 1—P(tl<W>

(2.5), teremos

ml/fet
1/8
= 1—/K P(t;)dt;
0
ml/ﬁt 1
1/8
= 1—/K dt;
0 m0+t
_ 1 m'/Pt 07
= T R m e (27)

De acordo com a equagao (2.5), podemos obter o grau de destribuigao de conectividade

P(K) derivando a equagao (2.7) em rela¢do a K, portanto,

_OP[K;<K] 1 m'At
P&) = 0K - BKYAtimg -t (28)

Assintoticamente, quando o tempo ¢ muito grande (t — o0), a distribuigao P(K) se

comporta como uma lei de poténcia
P(K) ~2m*K* | (2.9)

onde podemos observar a independéncia do expoente da destribuigdo P(K) com o paré-

metro m e desta forma evidenciar a coeréncia com os resultados numeéricos.
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A grande maioria das redes reais apresentam uma distribuicao de conectividade em
forma de lei de poténcia que independe do tamanho da rede. Este fato pode realmente
ser previsto analiticamente no modelo de Albert-Barabasi pela equacao 2.9, indicando
que o sistema atinge seu estado estacionéario para longos periodos de tempo. Podemos
observar ainda na equacao 2.9 o termo de proporcionalidade m? também constatado nas

simula¢oes numéricas (Ver em [16]).

2.2 Meétodo de decomposicao

2.2.1 Modelo

Frequentemente é observado que alguns dos sistemas reais que podem ser modelados
por redes complexas evoluem espontaneamente para estados auto-organizados apds ata-
ques ou estimulos externos. Esta capacidade torna tais sistemas bastante adaptativos e
robustos a uma grande variedade de eventos naturais imprevisiveis e isso se deve prin-
cipalmente ao processo de interagoes locais que ha entre os seus agentes constituintes.
Assim, temos, neste contexto, que os estudos ligados as conexoes entre agentes tornam-se
um dos aspectos mais relevantes para se entender as propriedades dinamico-estruturais

das redes complexas.

Muitos trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de fornecer ferramentas mate-
méaticas que nos auxiliem no entendimento de sistemas complexos. Em particular, a
observacao de que algumas redes reais apresentavam um decaimento na distribuicao de
conectividade sob a forma de lei de poténcia atraiu fortemente a atencao dos pesquisa-
dores de sistemas complexos devido principalmente ao fato das redes livres de escala nao
possuirem uma conectividade média (o que torna o sistema bastante robusto a defeitos e
ataques aleatorios [16]) e por apresentarem efeito de pequeno mundo (rapida propagagao
de informagao). De fato, os avangos na concep¢ao tedrica da estrutura de redes complexas
indicam que estas caracteristicas estao intimamente ligadas & maneira de como se dao os

arranjos das conexdes entre os agentes (Ver na sequéncia [26, 30, 37]).

Nesse sentido, a investigagao topoloégica torna-se um dos principais meios para se
compreender as propriedades estruturais das redes complexas. Neste trabalho, utiliza-
mos um método semelhante & decomposicao k-shells para analisar o processo de retirada
iterativa de vértices de uma rede livre de escala em diferentes niveis de graus de conecti-
vidade. Comumente, uma k-shells é definida como sendo o conjunto de todos os vértices

com conectividade menor ou igual a K [46] e esta quase sempre associada a formacao de
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a) b) C)

Figura 14: Ilustracao que representa um processo de RI k-shells de uma rede Barabési-
Albert. A rede possui tamanho N = 10 e foi construida com um coeficiente de agregagao
m = 2. O processo de remocao foi realizado retirando todos os vértices com K = 3
conexoes. A bolas de cor cinza indicam os vértices que serao retirados no passo seguinte.
A figura a) representa a rede inicial, ¢ = 0, b) o processo intermediario, t = 1, com
s3(1) = 3/10 e c) a configuracao final, t = 2, com s3(2) = 2/10, onde ndo ha mais vértices
com K = 3 conexoes. Em todo o processo ocorreu um total de 2 iteracoes resultando em
uma 3-shell com S3 = 5/10.

estruturas k-core |47, 48, 49, 50].

Nosso objetivo é analisar os aspectos associados a iteracao quando uma rede complexa
sofre um dado processo de remogao definido como remocao iterativa (RI) k-shells. Para
isso, utilizaremos uma rede livre de escala criada a partir do modelo de agregacao prefe-
rencial de Barabési-Albert (BA) [37]. A escolha do modelo de rede BA deve-se tanto pela
sua flexibilidade nos ajustes dos parametros de construcao da rede como por sua facilidade
de geracao. O modelo BA consiste em uma rede criada a partir de um pequeno nimero
de vértices mg, cada um com m conexoOes iniciais. A rede é crescida acrescentando-se
um vértice por vez, onde cada um se conectarda a m vértices daqueles ja existentes. A
escolha das conexoes é realizada seguindo uma probabilidade que é proporcional ao ni-
mero de conexoes de cada vértice, ou seja, a probabilidade de um vértice ja existente na
rede receber uma nova ligacao é proporcional ao seu proprio nimero de conexoes. Este
processo de crescimento sera repetido até que o nimero maximo de vértices N seja alcan-
cado. Para facilitar o controle dos parametros de crescimento, usaremos neste trabalho a

relacao mg = m + 1.

A RI k-shells é feita a partir da retirada iterativa de grupos de vértices com o mesmo
grau de conectividade, ou seja, em cada iteragao identificamos todos aqueles vértices que
possuem exatamente K conexoes e entao os retiramos simultaneamente da rede. Como
consequéncia, temos a alteracao da conectividade dos outros vértices da rede por causa
das conexoes perdidas com os vértices retirados. Este fato faz com que alguns dos vértices
remanescentes que possuiam o niimero de conexoes maiores que K possam Vvir a possuir
K conexoes. Desta forma, repetimos o processo de retiradas dos vértices em sucessivas

iteragoes até que nao haja mais vértices com K conexdes na rede (Ver Fig. 14). Nesta
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Figura 15: Decomposicao de uma rede de Barabasi-Albert. A simulacao foi realizada em
200 amostras de redes com N = 223 vértices e diferentes valores de coeficiente de agregacao
m. Dentro do inset é mostrado um grafico normalizado que representa o comportamento
da fragao média do total de vértices retirados (Sk) em fungao de K. Podemos perceber um
decaimento em lei de poténcia com uma inclinacao de aproximadamente 3.0 independente
do coeficiente de agregacao m. No grafico principal é mostrado o colapso da distribuigcao
o da fracdo média (Sk) por um fator de m~", onde n ~ 1.8.

situacao, dizemos que a rede atingiu seu ponto de saturagao e calculamos a fragao total
de vértices retirados Sk somando todas as fracoes de vértices retirados ao longo de cada

iteragao sg(t), ou seja,
Tk

Sk=> skl(t). (2.10)

t=1
onde t é o passo de cada iteracao e Tk ¢ a quantidade total de iteracoes para o término

do processo de remocao.

Diferentemente dos estudos envolvendo a decomposicao k-shells e k-core, o método RI
k-shells nao é aplicado sucessivamente com diferentes valores de K em uma mesma rede
e sempre a partir do seu estado inicial, ou seja, nunca é executado em uma rede que jéa

tenha sofrido um processo de remocao.

A seguir apresentaremos os resultados computacionais, iniciando com a analise da
distribuigao da fracdo média do total de vértices retirados (Sk) em fungao do grau de
conectividade K, onde verificamos que a distribui¢ao varia como uma lei de poténcia do
tipo (Sk) ~ K~% com o = 3. Em seguida, analisamos como a fragdo média de vértices

retirados (sk(t)) varia ao longo de cada iteracao ¢, verificando um decaimento exponen-
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Figura 16: A fragao média de massa retirada (s (t)) é definida como sendo a quantidade
média de vértices retirada em cada instante da iteragao ao longo de um processo de
decomposicao em um conjunto de 200 amostras com redes de tamanho N = 225, O
grafico mostra a distribucao de (s (t)) em fungao da iteracdo t para m = 3 e diferentes
valores de K, onde podemos perceber um decrescimento exponencial com inclinagoes A\g.
Os simbolos representam os dados computacionais e a linha continua o ajuste exponencial.

cial, e entao realizamos uma breve deducao tedrica para explicar o processo iterativo. A
partir dai, analisamos como a constante de proporcionalidade C'x e o tempo caracteristico
(inclinagdo) Ax do decaimento exponencial varia com a conectividade K. Continuando
com a analise dos resultados, utilizamos as equagoes encontradas para descrever o com-
portamento Cx e A\g juntamente com a aproximagao do somatoério da equacao (2.10)
de uma integral da exponencial para recuperar o expoente da fragao média do total de
vértices retirados (Sk). Para finalizar, deduzimos a partir das equagoes encontradas para
(sk(t)), Cx e Ak uma equagado que se ajusta muito bem a variagdo da quantidade total

de iteragoes T com o grau de conectividade K.

2.2.2 Resultados

A analise estatistica foi realizada com varios valores de conexodes fixas K em um
conjunto de 200 amostras de redes de tamanho N . Por conveniéncia mostramos resultados
para diferentes tamanhos de redes com coeficientes de agregacao inicial m = 1, 3 e 7, pois

o comportamento é basicamente o mesmo para qualquer valor de m.

Semelhante ao que é observado na destribuicao k-shells no modelo de decomposicao
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Figura 17: A figura mostra o grafico log-linear do tempo caracteristico \x em funcao de
K em redes de tamanho N = 23. Cada valor de lambda é obtido a partir da inclinagao
da distribuigdo da média da fracdo de vértices retirados (s (t)) em fungao do tempo de
iteragao t para cada valor de conexao K (ver Fig. 16). Podemos perceber o comportamento
logaritmo de Agx em funcdo de K na forma Ag ~ dln(K), com § = 0.89, e diferentes

v

m = 1,3, e 7. O inset mostra a sobreposicao de A\x por um fator escala m™ com
v =1.25.

k-core [46, 50, 51, 52|, o inset da Fig. 15 mostra que a distribui¢ao da média da fragao
(Sk) também varia sob a forma de lei de poténcia para diferentes valores de conexdes K,
ou seja,

(Sk) ~ K™, (2.11)

onde o expoente o =~ 3. Esse comportamento com o expoente « constante ocorre para
todos os valores de coeficientes de agregacao m e independe do tamanho da rede N. No
grafico principal da Fig. 15 temos um reescalonamento da fragdo (Sk) por um fator de
m~", para n = 1.8, em que podemos colapsar as distribuigoes com os diferentes valores
de m. Notemos que apesar da inclinacao « ser a mesma da distribuicao de conectividade

da rede BA, o expoente do fator de reescalonamento 7 é ligeiramente diferente? [53].

O gréafico da Fig. 16 nos mostra que para m = 3 e para um dado valor de K fixo, a
média da fracdo de massa retirada (sk(t)) decai exponencialmente com cada iteracao ¢
sob a forma

(sk(t)) = Cx exp(—Akt) . (2.12)

20 fator de escalonamento da distribio¢ao da rede livre de escala de Albert-Barabasi é igual a 2.0
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Figura 18: O grafico acima mostra em log-log a variacao Cx em fungao K para m = 3
e diferentes tamanhos de redes. A linha continua representa o ajuste dado pela equacgao

2.15. O inset é mostrado a constante C'x multiplicado pelo seu respectivo tamanho de
rede N.

Em nossas analises, o comportamento exponencial da massa retirada (s (t)) é o mesmo
tanto para m = 1 quanto para m = 7, permitindo a generalizacao do decaimento expo-
nencial para qualquer valor de m. De fato é possivel concluir o decaimento exponencial
para (s (t)) raciocinando da seguinte maneira. Suponhamos que no tempo ¢t = 1, a fragao
de vértices retirados seja proporcional a uma fragao inicial de vértices retirados, ou seja,

(sk(1)) = biCK, (2.13)

K

onde bx é uma constante maior que um de modo que ela represente a retirada de vértices
e Cx é uma constante que representa a fracao inicial de vértices retirados do sistema.
Supondo agora que a fracao de vértices retirados em um tempo ¢ 4+ 1 mantenha sempre a
mesma proporcionalidade de vértices retirados em relagao ao passo de tempo anterior ¢,
ou seja, (sk(t+ 1)) = (sk(t)) /bk, teremos como resultado um decaimento exponencial
do tipo 2.12, onde A\ = In(bg). Chegamos, portanto, a partir de suposigdes tedricas
relativamente simples, a uma expressao que se ajusta perfeitamente aos dados obtidos a

partir das simulagoes computacionais.

Analisando mais detalhadamente a Fig. 16, observamos que o tempo caracteristico \x
(Eq. 2.12) varia para diferentes valor de conexdes K. A forma dessa varia¢ao é mostrada

no grafico principal da Fig. 17, onde podemos perceber o crescimento logaritmico de Ag
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em funcao de K na forma

A = 0In(Kay) (2.14)

com d = 0.89. Nesse comportamento é importante notar que o parametro  é praticamente
o mesmo para os diferentes nimeros de conexoes iniciais m, onde a tinica mudanga ocorre
no valor da constante a,,. No inset da Fig. 17 mostramos a sobreposicao das diferentes
curvas por um fator de escala m™ com v = 1.25. Ainda analisando a Fig. 16, podemos
observar que o valor da constante da fragao inicial de vértices retirados Cx (Eq. 2.12)
também muda a medida em que mudamos o valor da conexao K. No grafico principal da
Fig. 18 ¢ mostrada a variacao da constante C'x em funcao de K, onde podemos observar a
sobreposicao de varias curvas com diferentes tamanhos de redes N e no inset cada variagao
da constate C'x multiplicado pelo seu respectivo tamanho de rede N. O ajuste encontrado
para C'g é dado por

Cx ~ K™%\ (2.15)

Sabendo como as componentes da equagao exponencial (2.12) se comportam com K,
devemos agora poder de fato recuperar o expoente o = 3 da variagao de (Sk) com K
(Eq. 2.10). Para isso, aproximamos o somatorio (Eq. 2.10) de uma integracao exponencial

do tipo

(Sk) = / (sxc ()t

<SK> = / CKe*)‘tht y (216)
1

onde podemos fazer T — oo uma vez que Ax e C'x sao independentes do tempo de iteracao
t, ou seja, eles nao dependem do tamanho do sistema. A integral é, portanto, facilmente
calculada, resultando em

(Sg) = CxRAZK™° . (2.17)

Substituindo C'x na equagao acima, recuperamos a lei de poténcia (Sk), tornando, desta

forma, o método de decomposigao aqui proposto auto-consistente.

Por ultimo, podemos ainda utilizar o decaimento exponencial de (sk(t)) (Eq. 2.12)
para deduzir uma equagao que descreva o comportamento da quantidade total de iteragoes
Tk necessaria para a realizacao de todo um processo de decomposi¢ao para um determi-
nado grau de conexao K (limite superior do somatorio 2.10). Neste sentido, consideremos

que no instante Tk (altima iteracdo) seja retirado da rede em média apenas um vértice,
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Figura 19: O gréafico mostra o tempo total médio (T'(K)) necessario para o término do
processo de decomposicao para cada valor de K. Utilizamos diferentes tamanhos N de
redes para um mesmo valor de ntumero de conexdes iniciais m = 3. A curva de linha
continua representa o ajuste da equacao 2.20 com os parametros o = 3, 6 = 0.89 e
as = 0.72.

com isso temos que (sg(Tk)) serd proporcional a N~ ou seja,
K(TK) = CK exp(—)\TK) = DNil, (218)

onde D é uma constante de proporcionalidade. Isolando o tempo T, teremos

Tk = A\ In(CxgND) (2.19)
Substituindo Ck e Ak, temos
1
Ty = ———In(NDK°*In(Ka,, 2.2

onde agora D é uma constante de proporcionalidade que engloba o termo de proporcao
da constante Cx com relagao a K (Eq. 2.15) e de (sx(Tk)) em relagdo ao tamanho de
rede N (Eq. 2.18) e a e § sdo a constante e o coeficiente de proporgao logaritmica de
Ak (Eq. 2.14), respectivamente. A variacdo da iteragao total Ty com K é mostrada na
Fig. 19, onde a linha continua representa o ajuste dado pela Eq. 2.20. Neste ajuste
foram utilizados os parametros «, 9, a3 e m = 3 fixos e um tunico parametro livre D
para diferentes valores de tamanho de rede N de modo que podemos perceber uma boa

concordancia da equagao 2.20 com os dados computacionais.
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2.3 Conclusao

Em nossa primeira abordagem, analisamos a dependéncia da fragao total média de
vértices retirados (Sk) em relagao ao grau de conectividade K e, entdo, constatamos que
esta dependéncia segue um decaimento em lei de poténcia com o expoente a = 3 (2.11).
Intuitivamente, este comportamento pode até ser previsto tendo em vista o conhecimento
da forma da distribuicao de conectividades no modelo rede Barabasi-Albert, porém, a co-
nexao matemaética entre os dois tipos de decaimento nao pode ser analiticamente deduzida

neste trabalho.

Em seguida estudamos mais detalhadamente o processo iterativo da decomposicao,
onde analisamos como a fragao de vértices retirados (sx(Tk)) varia a cada iteragao t.
Verificamos, portanto, que a varia¢ao segue um decaimento exponencial (2.12) e dedu-
zimos teoricamente este decaimento supondo apenas que a quantidade de vértices que
serao retirados em um dado instante de tempo é proporcional a quantidade de vértices
retirados no passo de tempo anterior. Depois observamos que os parametros Cix e Ag do
decaimento exponencial mudam para cada valor de K, sendo possivel na continuacao de
nossas analises estabelecer equagoes que descrevem com boa aceitagao o comportamento

de Ck (2.15) e Ak (2.14) em fungado de K.

Com o conhecimento detalhado do processo iterativo, foi possivel verificar a auto-
consisténcia dos resultados de duas maneiras diferentes. Primeiramente, realizamos a
integracao analitica da equagao exponencial encontrada para (sk(Tk)) (2.16), onde foi
possivel recuperar o mesmo expoente « = 3 calculado computacionalmente para (Sg) em
funcao de K (2.11). A segunda verificagao foi deduzir a partir da equagao encontrada
para (sx(Tx)) uma equagao que descrevesse o comportamento da quantidade total de

iteragoes para o término de um dado processo de decomposigao (2.20).

Como resultado final de nosso trabalho, temos a constatagao de que o modelo de de-
composi¢ao proposto é auto-consistente com os seus resultados. Isto se deve basicamente
a observacao de que todos os expoentes aqui encontrados tanto estao relacionados entre
si quanto sao invariantes em relacao a mudanca dos parametros iniciais de construcao da

rede, definindo assim uma classe de universalidade.
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3 PERCOLACAO EM
MULTI-CAMADAS

Neste capitulo apresentaremos os estudos realizados para determinar quais as mudan-
¢as ocorridas nas propriedades de tranporte de fluido devido & presenca da anisotropia.
Mais precisamente, utilizamos o modelo rede de percolagao em multi-camadas com dife-
rentes densidades para gerar backbones' anisotrépicos no ponto critico. A flexibilidade do
modelo nos permitiu observar uma forte relagao entre o grau de anisotropia e os diferentes
valores da dimensao fractal e expoente da distribuicao de massa. Este e outros estudos
estao contidos neste capitulo, o qual esta inicialmente organizado com uma introdugao ao
modelo de percolacao isotropica (3.1). Em seguida (3.2) definimos mais rigorosamente o
modelo de percolagao em multi-camadas, discutimos o problema dos erros causados efeito
de tamanho finito na determinacao dos expoentes criticos e propomos um novo método
para a minimizacao destes erros. Por fim, encerramos o capitulo com a apresentagao dos

nossos resultados (3.3) e conclusoes (3.4).

3.1 Percolacao

Muitos sistemas fisicos que envolvem fenomenos de escoamento em meios porosos
tem atraido nao somente o interesse industrial como também o cientifico. Por parte
da industria, o interesse se dé por exemplo na busca de materiais capazes de filtrar e
selecionar particulas de diferentes tamanhos sujeitas a algum processo de escoamento, no
desenvolvimento produtos com variados indices de permeabilidade ou ainda em processos
de extracao de fluidos de algum meio poroso. J& o interesse cientifico esta na elaboracao de
teorias que podem servir nao apenas para o entendimento do processo de escoamento, mas

também para uma diversidade de fendmenos fisicos que vao desde a mecéanica estatistica de

1O backbone, cuja palavra pode ser traduzida como esqueleto condutor, sdo estruturas sob a qual ha o
tranporte efetivo de fluidos em um meio percolante. A defini¢do precisa do backbone esté na segao 3.1.2
deste capitulo.
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sistemas no ponto critico até modelos de propagacao de epidemias e queimadas florestais.

Um exemplo classico e de grande interesse econémico ligado ao escoamento em meios
porosos ¢ o processo de extragao de petroleo. Comumente temos nos método extragao
petrolifera a utilizagdo de injegdo de agua ou gas (geralmente dioxido de carbono ou
metano) em um ou mais po¢os de maneira que o petroleo seja deslocado através dos
poros das rochas até o pogo de extracao. Este processo continuara até que a interface de
separacao dos fluidos (4gua ou gés e petroleo) alcance o pogo de extragao, onde a partir dai
a retirada do petroleo passard a diminuir. Devido & producao industrial de larga escala,
a busca por métodos mais eficazes e baratos na producao de petrdleo tem atraido um
grande interesse dos pesquisadores e principalmente da propria industria. Em particular,
desenvolver um conhecimento mais aprimorado sobre a dinamica de injecao de fluidos é de
fundamental importancia, ja que o tempo relacionado a injecao esté intimamente ligado

a quantidade de petroleo retirado.

Uma caracteristica que esté presente no exemplo acima e em outros varios sistemas
que envolve processos de escoamento é a desordem associada ao meio poroso, que torna a
geometria espacial do sistema nao trivial. Dependendo do tipo de desordem, um sistema
poderé ser classificado como homogéneo ou heterogéneo. A diferenca crucial entre os dois
tipos de sistemas é que no homogéneo haverda uma escala tipica na qual as proprieda-
des intensivas? poderao ser medidas e vélidas para uma parte ou totalidade do sistema.
Ja no heterogéneo a escala tipica seréd inexistente, fazendo com que a compreensao das
propriedades fisicas estejam condicionadas ao conhecimento detalhado da morfologia do

meio.

Neste contexto, a teoria da percolacao tem alcancado um grande grau de aceitagao
devido principalmente & simplicidade em sua definicao e a presenca de transicao de fases
com expoentes criticos bem definidos. Foi inicialmente proposta por Broadbent e Ham-
mersley, nos anos 50, como um modelo matematico para descrever a propagacao de fluidos
em meios aleatorios [54]|. Para um simples exemplo deste tipo de propagacao, imagine-
mos um material s6lido com poros em seu interior distribuidos aleatoriamente. Temos
que se a porosidade do meio for suficientemente grande, os poros poderao se conectar ao
longo de todo material, tornando-o permeavel a passagem de algum tipo fluido. Nesta
situacao, um fluido podera escoar através dos poros por todo material, ocorrendo assim

uma percolacao no sistema. Vale salientar ainda que neste tipo de processo, a desordem

2Propriedades intensivas sdo propriedades que ndo dependem do tamanho do sistema. No entanto,
devido & ocorréncia de flutuagoes intrinsecas ao sistema estatisticos, algumas propriedades intensivas s
farao sentido a partir de uma determinada escala tipica.
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estd unicamente associada ao meio, sendo a dindmica do fluido um processo totalmente

deterministico.

O modelo de percolagao consiste em estudar processos de escoamento, propagacao,
transporte etc. em uma rede formada a partir de uma rede inicial da qual as conexoes sao
removidas com uma probabilidade p. Neste tipo de rede podemos identificar por exemplo
os sitios com os poros, as conexoes com as ligacao existente entre cada par de poro e p
a porosidade do meio. O modelo de rede mais simples de ser estudado é o de uma rede
quadrada de primeiros vizinhos onde a existéncia de cada conexao é escolhida igual e
independentemente com probabilidade p. A questao fundamental na teoria da percolacao
é, portanto, determinar a probabilidade P(p) a partir da qual é possivel haver um cluster?
infinito, ou seja, haver um sitio pertencente a um tnico aglomerado de sitios conectados
capaz de abranger toda a extensao de uma rede. Tal questao é de suma importancia, pois

a existéncia de um cluster infinito é a condigao necessaria para a ocorréncia de percolagao.

Ao analisarmos os extremos da probabilidade p, podemos perceber claramente que
para p = 0 ndo havera nenhuma conexao na rede, o que resultara em P(0) = 0, enquanto
para p = 1 a rede estara totalmente conectada, resultando em P(1) = 1. Também ¢é
facil perceber que a probabilidade P(p) ¢ uma fungao crescente de p, pois quanto maior o
numero de conexoes na rede, maiores sao as chances de haver um cluster infinito. Desta
forma, podemos concluir que probabilidade P(p) de ocorrer este tipo de cluster sera dada
a partir de um certo valor de probabilidade p = p., chamada de probabilidade critica,
tal que para p < p. termos P(p) = 0 e para p > p. termos P(p) > 0. Como resultado
final desta nossa pequena anélise, temos que o sistema possuird comportamentos globais
completamente diferentes tanto para p < p. quanto para p > p. e, consequentemente,

apresentard uma transicao de fase no limite p = p..

A presenca de transicao de fase no modelo de percolacao atraiu grande atencao dos fi-
sicos tanto pela facilidade em analisar varias propriedades importantes proximas do ponto
critico quanto pela possibilidade destas propriedades servirem por analogia para anélises
de propriedades criticas de outros sistemas mais complexos. Como exemplos, podemos
citar a magnetizacao dos materiais ferromagnéticos ou a resisténcia efetiva de uma rede
elétrica desordenada. Uma caracteristica muito marcante na teoria da percolacao é que
grande parte das propriedades analisadas se comportam como uma lei de poténcia, com
expoentes criticos bem estabelecidos e definindo uma classe de universalidade que depende

apenas da dimensao do modelo de rede utilizado. Na tabela 4 mostramos alguns valores

3Um cluster é formado por um aglomerado de sitios conectados de tal forma que seja possivel obter
um caminho ininterrupto entre dois pares quaisquer de sitios pertencentes ao mesmo aglomerado.
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Rede Sitios | Ligacoes
Quadrada | 0.59275 0.5
Triangular 0.5 0.652

Cubica 0.3116 | 0.2488

Tabela 4: Tabela contendo valores de probabilidades criticas para diferente tipos de redes
[55].

de probabilidades criticas p. para diferentes tipos de redes [55].

Neste capitulo temos por objetivo demonstrar o efeito das multi-camadas na dis-
tribuicao de massa e na dimensao fractal na distribuicao dos tamanhos dos backbones.
Entretanto, faremos antes uma breve introducao ao modelo de percolacao e ao método
do perimetro, que serd importante para determinar a probabilidade critica p. das multi-
camadas. Por tltimo, é importante esclarecer os termos isotrépico e anisotrépico aqui
empregados. Em um modelo de percolagao isotropica a probabilidade p ¢ a mesma em

todas a dire¢oes enquanto que no modelo anisotropico as probabilidade p é diferente.

3.1.1 Modelo de Percolagao

Desde a sua criacao, o modelo de percolacao tem sido adaptado para varios tipos
de sistemas diferentes. O mais comum deles é definir, sem perda de generalidade, o
modelo como uma rede formada por sitios (Fig. 20(a)). Desta forma, para obtermos uma
rede de percolacao devemos alocar os sitios na rede com uma probabilidade p de eles
existirem e 1 — p de nao existirem. Desde que os sitios sejam distribuidos aleatoriamente,
havera uma possibilidade de que alguns deles sejam alocados juntos, passando a formar
clusters. Os tamanhos destes clusters aumentam a medida em que aumentamos o valor
da probabilidade p. Neste processo, ao atingimos valor critico p = p., teremos a formacao
de um cluster, chamado de cluster percolante ou infinito, capaz de se ramificar e alcancar

toda a extensao da rede, tornando possivel a conexao entre lados opostos.

A figura 20 mostra trés simulagdes computacionais para o modelo de rede quadrada
de sitios com ligagoes entre os primeiros vizinhos (Fig. 20(a)) para diferentes valores
de probabilidades p. Quando a probabilidade de ocupagao ¢ baixa (p < p.) temos a
formagao de pequenos clusters finitos e quando ela é alta (p > p.) temos a formacao de
um cluster percolante que ocupa quase que a totalidade da rede. Ja para o caso em que
a probabilidade é critica (p = p.), temos um comportamento bastante peculiar, que é a

formacao tanto do cluster percolante quanto de clusters finitos de tamanhos variados. A
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(a) Esquema

(¢c) p=0.59275

Figura 20: Conjunto de quatro figuras ilustrativas do modelo de percolacao. a) Esquema
de percolacao por sitios de uma rede quadrada 10x10 de primeiros vizinhos, onde os sitios
azuis representam os clusters finitos, o vermelho e o cluster percolante os brancos os sitios
vazios; b), ¢) e d) sao figuras de simulagoes de uma rede quadrada 50x50 com diferentes
probabilidades de ocupagcao p, onde em c) e d) as cores seguem a mesma representacao de
a) enquanto que em b) a cor vermelha representa o maior cluster finito da rede e o azul
os demais.

distribuicao do tamanho destes clusters finitos segue uma lei de poténcia cuja principal
caracteristica é a existéncia de clusters de todos os tamanhos, fato que implica na falta
de uma escala tipica para o sistema [56]. Na Fig. 21 é mostrado um exemplo de rede

quadrada de sitios na probabilidade critica p = p. = 0.59275.

Na secao anterior definimos a probabilidade P(p) como a probabilidade de um sitio
pertencer a um aglomerado que alcance toda a extensao de uma determinada rede. Na
prética, esta probabilidade pode ser definida como sendo a fragao de sitios pertencentes
ao maior cluster da rede. Definindo P(L,p) como sendo esta fra¢ao para cada tamanho
L de rede, temos que a probabilidade P(L,p) converge para um valor limite quando o
tamanho da rede for muito grande, ou seja,

P, (p) = lim P(L,p). (3.1)

L—oo

Temos que se Py (p) # 0, entao o cluster percolante existe e possui uma fragao finita da
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Figura 21: Ilustracao de uma rede quadrada LxL de percolagao. A rede foi gerada no
ponto critico p = p. = 0.59275 e com L = 500. O cluster percolante é identificado pela cor
azul claro, os maiores clusters finitos sao representados na ordem decrescente pelas cores
verde escuro, vermelho, rosa, verde claro, amarelo, laranja, os demais por azul escuro e os
desocupado por preto. Através das cores, podemos perceber que no ponto critico existem
clusters de todos os tamanhos.

rede. Definimos, portanto, a massa M (L, p) como sendo a quantidade de sitios perten-
centes ao cluster percolante, LY como o tamanho da rede e d a dimensao topologica do

sistema. Desta forma, podemos definir a probabilidade Py (p) como

M(L,p)'

Plp) = Jim M 32
Se Py (p) # 0, teremos a partir do resultado acima que
M(L,p) oc L* | para L — oo . (3.3)

Isto nos diz que a massa do cluster percolante e o nimero total possivel de sitios da rede
escalonam da mesma forma, resultando numa homogeneidade na distribuicao de massa
por toda a rede (a massa se distribui igualmente por toda a rede). Podemos, agora, definir
mais precisamente a probabilidade critica p. como sendo o maior valor de p para o qual

P, (p) = 0. Dada esta defini¢do, temos que em torno de p. a probabilidade P, (p) se
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Figura 22: Gréfico que representa a probabilidade de haver um cluster percolante P (p)
em funcao da probabilidade de sitios ocupados p. As curvas foram obtidas a partir de
uma rede quadrada LxL com L = 10* (linha vermelha), L = 10? (linha azul), L = 10*
(linha preta). A linha vertical serve de referéncia no ponto p = p. = 0.59275.

comporta como uma lei de poténcia, ou seja,
M(L,p) o |p—p|” , para p—p., (3.4)

com o expoente 3 dependendo apenas da dimensao topologica d, como por exemplo (§ =
5/36 para d =2 e f = 0.41 para d = 3 [55].

Os gréficos da Fig. 22 mostram o comportamento da probabilidade Py (p) em fungao
de p para diferentes tamanhos de rede LxL. Os dados foram obtidos selcionando sempre o
maior cluster de cada realizacao de um total de 1000 e, entao, calculando média de Py (p)
a partir da Eq. (3.2) com d = 2 . Partindo de p = 0, percebemos que para baixos valores
de p a probabilidade P, (p) é praticamente nula. Entretanto, & medida que p cresce e
se aproxima de p, = 0.59275 o comportamento de P, (p) cresce de forma consideravel
até que em p ~ p. acontece um crescimento abrupto em P, (p), mais adiante, para p
um pouco acima de p,, a probabilidade Py (p) cresce de maneira praticamente linear até
P(p =1) = 1. Podemos observar que no aumento do tamanho L da rede, a transi¢ao de
fase vai se tornando cada vez mais abrupta em p. = 0.59275, levando a conclusao de que

seu limite é atingido quando L — oc.

Acabamos de ver como a massa do cluster percolante se comporta em funcao da



3.1 Percolagao 70

probabilidade de ocupagao p mantendo o tamanho da rede fixo. No entanto, como seria
o comportamento da massa se invertermos nossa abordagem e analisassemos a massa em
funcao do tamanho da rede L mantendo a probabilidade p fixa? Se considerarmos o caso
em que p > p., o cluster percolante se comportara aproximadamente como a Eq. (3.3),
sendo a proporcionalidade substituida pela probabilidade P, (p) de encontrarmos o cluster
percolante, ou seja, M(L,p) ~ Py(p)L%. Para p < p,., temos a inexisténcia do cluster
percolante, porém, analisando apenas a massa do maior cluster da rede, constatamos
um crescimento logaritmico da forma M(L,p) ~ In(L). Quando p = p. o sistema se
encontrara no ponto critico e o crescimento da massa se caracterizara por um crescimento
em lei de poténcia na forma M(p.) ~ LP7, sendo D; é a dimenséo fractal do sistema.
Este expoente depende apenas da dimensao topolégica do sistema, como por exemplo
Dy = 1.89 e Dy = 2.53 para redes em duas e trés dimensoes, respectivamente. A Fig.
23(a) mostra o comportamento da massa em fun¢do do tamanho da rede L para os trés

regimes de probabilidade p.

Em sistemas auto-similares nao é possivel distinguir a totalidade das suas partes cons-
tituintes, gerando, assim, uma invariancia de escala. Matematicamente essa invariancia é
descrita por uma lei de poténcia cujo expoente é denominado de dimensao fractal. Uma
das consequéncias diretas da auto-similaridade para a teoria da percolagao é que no ponto
critico a distribui¢do de massa dos clusters serd sempre a mesma (exceto por um cutoff
de tamanho finito) ndo importando a escala observada. Na pratica, uma das maneiras
de se constatar esta igualdade é através do céalculo da distribuicao de massa pelo método
finity size scale |56] para o cluster percolante e o método do raio de giragao [56] para os

clusters finitos (Fig. 23).

O estudo ligado ao modelo de percolacao é realmente um campo muito vasto na fisica e
discutir os seus multiplos aspectos nao ¢, aqui, nossa inten¢ao. Na se¢ao seguinte faremos
apenas uma breve abordagem a respeito de backbones em redes isotropicas como uma

introducao ao foco principal deste capitulo, que sao backbones em multi-camadas.

3.1.2 Backbone

Em sistemas fisicos reais, temos que nem todo o espaco ocupado pelo meio percolante é
realmente acessivel ao processo de escoamento. Como exemplo, podemos citar os processos
de infiltragoes, onde ha um caminho preferencial seguido pelo fluido, ou ainda a extracao
de petroleo, que apesar do meio rochoso estar conectado como um todo, ha regioes onde o

petroleo nao podera ser deslocado. A partir destas e de vérias outras situagoes, podemos
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Figura 23: Grafico que mostra o comportamento da distribui¢cao de massa dos clusters para
varios niveis de tamanhos com trés probabilidades p diferentes. Em a) temos o método
finity size scale que determina em funcgao do tamanho da rede L o comportamento da
massa do maior cluster com probabilidade de ocupagao p = 0.5 (triangulos) e do cluster
percolante com probabilidades p = p. = 0.59275 (circulos) e p = 0.7 (quadrados). A
linha pontilhada com tragos (tridngulos) representa o ajuste logaritmico e a linha continua
(circulos) e a tracejada (quadrados) os ajustes em lei de poténcia com expoentes Dy ~ 1.89
e D =~ 2.0, respectivamente. Cada ponto foi obtido a partir de uma média de 1000
amostras. Em b) temos o método do raio de giracdo que determina a massa do cluster
finito em funcao do tamanho do seu raio médio. Cada ponto foi obtido a partir da média
da massa de todos os clusters (apenas os que nao tocam nas bordas) contidos em um
intervalo logaritmico de raio médio e a linha continua representa um ajuste em lei de
poténcia com o expoente Dy ~ 1.89. A simulacao foi realizada utilizando uma rede
quadrada 10*x10* com probabilidade de ocupacao p = p. = 0.59275.

perceber o quanto ¢ importante conhecermos quais as propriedades e caracteristicas estao

associadas & propagacao de fluidos em meios percolantes.

Sabemos que para que haja deslocamento de fluido em algum meio é necessaria a
aplicagao de uma diferenca de pressao entre dois ou mais pontos. No entanto, em um
cluster percolante poderao eventualmente existir regioes em que nao seja possivel haver
diferenga de pressao, como aquelas regioes que se conectam ao agregado percolante apenas
por uma ligacao. Neste caso, a regiao terd o ponto de entrada, mas nao o ponto de saida
(Fig. 24(a)), tornando-se, assim, uma regiao morta ou estagnada. A parte do cluster em
que ¢ possivel haver fluxo é chamada de backbone, podendo ser definida como a uniao de
todos os caminhos que nao cruzam a si mesmos, chamados de self-avoding walk, capazes
de conectar os pontos de entrada e saida de fluidos. Para exemplificar, a Fig. 24(b)

mostra o resultado de uma simulagao de um backbone sob um cluster percolante no ponto
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(a) Esquema (b) Simulagao

Figura 24: Tlustracao de backbone sob cluster percolante gerado em uma rede quadrada.
Em a) temos um exemplo esquematico onde backbone sao os sitios vermelhos e o cluster
percolante os azuis. A entrada e saida de fluido sao representados pelos sitios de cor preta
e os sitios verdes representam a conexao entre regioes estagnadas ao restante do cluster.
Em b) mostramos uma simula¢do em uma rede 500x500 de um backbone de cor preta
sob um cluster percolante de cor cinza.

critico p. gerado em uma rede quadrada 500 x500.

Vimos na secao anterior que no ponto critico a massa do cluster percolante possui uma
dimensao fractal quando relacionada ao crescimento do tamanho do sistema. Desta forma,
¢é natural pensar que este comportamento fractal também se reflita nas propriedades do
backbone. No trabalho desenvolvido por Grassberger [59], pode-se constatar que a massa
do backbone Mp cresce em fungao do tamanho do sistema como uma lei de poténcia
com o expoente Dp = 1.6432 + 0.0008. Na Fig. 25(a) ¢ mostrada a distribui¢do de
pontos (circulos) que representa a massa média do backbone em funcao do seu raio de
giracao IR,, onde a inclina¢ao nos da4 com boa precisao a dimensao fractal do backbone
(Dp = 1.638 = 0.006). Uma importante analise ¢ saber como a massa do backbone varia

com as componentes do raio de giracao R,. Pela defini¢ao temos que

|

1 S
Bo= 3
=1

2 2
— R, +R (3.5)

g9y
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Figura 25: Gréficos que mostram os comportamentos criticos da massa do backbone em
uma rede quadrada (L x L). Em a) temos a distribuicdo da massa média Mp (para r = 2
e L = 2'") em fungao do seu raio de giragdao R, (ciculos) e em fungao das componentes R,
(triangulos) e R, (quadrados) do raio de giracao. Para uma melhor visualizacao, multipli-
camos por 5 e 20 as distribuicoes de massa das componentes R, e Ry, respectivamente.
Podemos perceber os comportamentos nas formas Mg ~ Rf B Mg ~ R;Bx e Mp ~ R@By,
onde as linhas continuas representam os ajustes com inclinagoes D = 1.638 £ 0.006,
Dpy = 1.646 £0.007 e Dp, = 1.65 £ 0.008. Os pontos representados por diamantes mos-
tram a componente R4, em fungao de R,,, onde podemos perceber uma relagao em lei de
poténcia com expoente Dp,, aproximadamente igual a 1.0. Em b) temos a probabilidade
de distribuicao de massa do backbone para r = 2, que decai como uma lei de poténcia na
forma P(Mpg) ~ My5™® seguida por um pequeno plator e depois por um cutoff com decai-
mento abrupto. A linha continua representa o ajuste com inclinacao 75 = 1.237 £ 0.02
e os simbolos representam os diferentes tamanhos de redes (L x L). Em ¢) mostramos a
probabilidade de distribuigao de massa P(Mp) para diferentes tamanhos de r = 2, 4,8, 16
e 32 e em d) o escalonamento pelos fatores r”# no eixo P(Mg) e r~P# no eixo Mp. Nos
itens ¢) e d) usamos redes de tamanho L = 2! e em todos os itens foram utilizados 10°
amostras.
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onde S é a quantidade de sitios do backbone, 7; a posicao de cada sitio na rede, 7%, o

centro de massa do backbone e

S S
Z T:ccm 5 — Z Tycm (3 6)

as componentes x e y, respectivamente. Sabendo que Mp ~ RfB, Mp ~ RfBz e Mg ~
D
Ry temos

MyPE = MR QPP (3.7)

onde P e () sao constantes de proporcionalidades. Rearranjando os expoentes, teremos

Mé/DB . M;/DBz'f‘l/DBy(PM;/DBI_:L/DBL/ + QMgl/DBzJ'_l/DBy) . (38)

Como o meio é isotropico, é razoavel concluir que a massa do backbone nao tenha uma
diregao preferencial para se distribuir, ou seja, a massa cresce igualmente para ambas as
dire¢oes com o mesmo expoente critico Dg, = Dp,. Devido a esta igualdade, teremos que
a subtragao dos expoentes da equagao 3.8 sera nula, o que resultara em sua linearidade e

consequentemente na relagao
2 1 1

Dp D, Dgpy

(3.9)

A equagao 3.9 estabelece que D = Dp, = Dp,, o que de fato pode ser compro-
vado numericamente. Na figura 25(a) mostramos a massa do backbone Mp em funcao
das componentes z (tridangulos) e y (quadrados), onde podemos perceber que ambas séo
praticamente paralelas entre si (Dp, = 1.646 £ 0.007 e Dp, = 1.65 £ 0.008) e entre a
distribuicao de massa em funcao do raio de giragao (circulos) (Dp, = 1.638+0.006). Para
uma melhor visualizagao dos resultados, deslocamos a distribuicao de massa na direcao x
por um fator de 5Mp e na direcao y por um fator de 20Mp. Por fim, é também interes-
sante saber como as componentes se relacionam a medida em que a massa do backbone
cresce. Na figura 25(a) (diamantes) mostramos que a componente R, cresce como uma
lei de poténcia em relacao a R, cujo expoente Dp,,, ¢ igual a 1.0 . Este comportamento
é coerente com o fato da distribuicao do cluster nao ter um direcao preferencial, pois
para um dado tamanho de cluster, temos em média o mesmo comprimento na direcao x
e y. A igualdade entre os expoentes Dg = Dp, = Dp, mostra nao apenas o aspecto da
invariancia de escala do comportamento fractal do backbone critico como também o seu
aspecto de auto-similaridade estatistica, que é reflexo da caracteristica anisotropica do

sistema.

Outra propriedade importante é a probabilidade de distribui¢cao de tamanhos de massa
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backbone P(Mpg), que se comporta como uma lei de poténcia do tipo P(Mpg) ~ Mg"™". A
partir dos estudos realizados por Herrmann e Stanley [60], ¢ possivel demonstrar por um
processo de integracao simples que o expoente 75 esta relacionado com a dimensao espacial
do meio D e a dimensao fractal do backbone Dp sob a forma 75 = D/Dp |61], onde para
o caso bidimensional (D = 2) temos 75 ~ 1.22. Na Fig 25(b) podemos observar que o
valor encontrado numericamente 7g = 1.237 4+ 0.02 é coerente com a relacao anterior. O
decaimento de P(Mpg) ocorre até encontrar um pequeno platd seguido de um decaimento
abrupto devido ao limite do tamanho do sistema. Temos ainda leis de escalonamento
para distribui¢bes de P(Mp) quando o backbone é gerado com diferentes disténcias r
muito menor que o tamanho do sistema, neste caso Barthélémy et al [61] mostram que o
fator de escala ¢ dado por 5 (Ver Figs. 25(c) e 25(d)).

O backbone critico € uma estrutura contida dentro de outra estrutura critica, o cluster
percolante. A partir disto, podemos esperar que as mudangas provocadas na estrutura do
cluster devido & presenga de multi-camadas [62] também se reflitam nas propriedades do

backbone, como veremos na se¢ao de multi-camadas mais adiante.

3.1.3 Método Self-Avoiding Random Walk

No modelo de percolacao, o perimetro ¢ definido como sendo um caminho continuo
dos sitios ocupados nas fronteiras de um cluster, podendo ser externo (se for ao redor do
cluster) ou interno (contorno dos buracos dentro do cluster). Em seu trabalho, Sapoval
et al [57] estabeleceram que a dimensao fractal do tamanho de perimetro Dy de uma
rede isotropica (Dy = 1.75 para redes quadradas) esta relacionada com o expoente de
correlagdo v por Dy = 1+ 1/v, tornando, assim, possivel o estudo das propriedades
de percolacao pela anélise direta do comportamento do perimetro. Este fato é muito
importante, pois possibilita o desenvolvimento de métodos de simulagao computacional
mais rapidos e precisos ja que as informagoes associadas a massa do cluster nao precisam

mais ser nem guardadas nem analisadas.

Neste contexto, Ziff et al [58] desenvolveram um algoritmo eficiente para o célculo mais
preciso da probabilidade critica de uma rede quadrada de primeiros vizinhos, chamado de
método Self-Avoiding Random Walk! (SARW). Este algoritmo permite uma consideravel
reducdo tanto no custo de memoria (possibilitando a criagao de redes muito grandes)

quanto no tempo de simulagao. O método simula em uma rede quadrada apenas a criagao

4Um traducdo livre para o termo Self-Avoiding Random Walk seria caminhante aleatério auto-
excludente



3.1 Percolagao 76

do perimetro de um cluster aleatério sem se preocupar com a sua distribui¢ao de massa.
A idéia principal do método SARW para determinar o ponto critico é que neste ponto a
probabilidade de haver perimetros internos e externos sao iguais, ou seja, estatisticamente

teremos a mesma quantidade de perimetros internos e externos.

O algoritmo SARW pode ser definido da seguinte maneira. Primeiramente, criamos
uma rede quadrada L x L, onde os sitios poderao assumir apenas trés estados, ou seja,
nulo, ocupado e desocupado. Inicialmente a rede se encontra com os sitios todos nulos e

entao seguimos os seguintes passos:

1) Escolha um par de sitios adjacentes no centro da rede e atribua os estados ocupado
p J p
para um e desocupado para o outro. Defina uma direcao desenhando uma seta do

sitio desocupado para o ocupado e mova esta seta para o sitio ocupado;
(2) De acordo com a seta, olhe para o sitio da esquerda e veja se o estado do sitio é:

(a) nulo, entdo escolha para o sitio o estado ocupado com uma probabilidade p
e desocupado com uma probabilidade (1 — p) e va para o item (b) ou (c) de

acordo com a escolha do estado;

(b) desocupado, entao va para o item (2) olhando para a proxima diregao segundo

a ordem esquerda, em frente ou direita;

(c) ocupado, entdao apontamos a seta do atual sitio ocupado para o novo sitio ocu-
pado observado e em seguida movemos a seta para o novo sitio. Feito isto, va

para o item (2) comegando a olhar o sitio adjacente que fica a esquerda da seta;

(3) Continue o procedimento até que o caminhante chegue ao ponto inicial de partida

com a seta apontando na mesma diregao.

O algoritmo acima gera perimetros de clusters em uma rede quadrada a partir de
um caminhante aleatério que nunca cruza o caminho o qual ele ja tenha percorrido. Isto
ocorre uma vez que mantemos fixos os estados (ocupado ou desocupado) escolhidos para
cada sitio visitado até o término da simulacao, onde o caminhante encontra seu ponto
de partida. Devido & independéncia no processo de escolha dos estados ocupado ou
desocupado, podemos perceber que a probabilidade com que um dado perimetro é gerado
pelo algoritmo SARW é a mesma probabilidade com que o achariamos em uma rede ja
preenchida. A grande vantagem do algoritmo SARW ¢ a geragao de apenas um perimetro

por cada realizagao, acarretando na minimizagao consideravel dos efeitos de tamanho finito
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Figura 26: Ilustracao que representa a geragao de um perimetro através do algoritmo
SARW. Os circulos representam os sitios desocupados, as bolas cinzas os sitios ocupados
e o X o proximo sitio com estado nulo que seré visitado. Os ntimeros fora do parénteses
significam o tempo de cada passo do caminhante e os que estao entre parentes indicam a
escolha do préximo estado, sendo 1 para ocupacao e 0 para desocupado. O resultado final
do processo nos da um perimetro externo com N, = 9 sitios ocupados e N, = 12 sitios
desocupados.

do sistema (fato que sera de grande relevancia na determinagao do ponto critico em multi-
camadas). No término do processo de simulagao, poderemos identificar um perimetro
externo quando os sitios desocupados estiverem no lado de fora do perimetro formado
pelos sitios ocupados e o perimetro interno quando os sitios desocupados estiverem no
lado de dentro (Ver Fig. 26 e 27).

Na Fig. 26 é ilustrado um processo de formacao de um perimetro a partir do método
SARW. O primeiro passo em (¢ = 1) é mostrado um par de sitios iniciais com uma seta,
apontando do sitio desocupado para o sitio ocupado. Ainda em ¢ = 2, o algoritmo nos diz
que devemos olhar para o sitio adjacente ao sitio ocupado que esté a esquerda da seta, que
no caso se encontra com o estado nulo. Devemos entao determinar aleatoriamente o novo
estado do sitio nulo, o seja, atribuiremos o valor 1 com probabilidade p na rede caso o sitio
deva ser ocupado e 0 com probabilidade (1 — p) caso deva ser desocupado. O valor entre
parénteses (igual a 1 em ¢t = 1) indica que o novo sitio serd ocupado e, portanto, devemos
desenhar a seta como mostra a Fig. 26 em ¢t = 2. No passo de tempo seguinte (¢ = 2),
temos (& esquerda) um sitio nulo, entretanto, a nova escolha ¢ desocupado. O processo é
continuado seguindo as seguintes escolhas aleatorias de estado a partirdet=3: 100 1
010011000101 1. Notemos que em t = 14 o sitio nulo passa a ser desocupado,

fazendo com que a seta mude o sentido atribuido anteriormente e o caminhante ocupe
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(a) Interno (b) externo

Figura 27: Exemplo ilustrativo de dois perimetros gerados a partir de um programa
computacional baseado no algoritmo SARW. Os sitios ocupados estao em vermelho e
desocupados em azul. O perimetro da esquerda é um exemplo de perimetro interno e o
da direta um perimetro externo.

automaticamente o sitio ja ocupado em ¢ = 12. No passo de tempo ¢t = 18 o sitio nulo
passa a ser desocupado e em t = 19 o caminhante chega ao seu inicio, ocasionando o fim

do processo.

E importante notar que o algoritmo SARW produz um caminhante aleatério com dois
lados, um composto por sitios ocupados e o outro por sitios desocupados. Neste processo,
o caminhante nunca cruza os sitios desocupados enquanto que os sitios ocupados sempre
serao unidos ao se encontrarem. Quando p < p., o caminhante tem uma forte tendéncia de
girar para a direita, fazendo surgir com maior frequéncia perimetros externos (Fig. 27(b)).
Para p > p., o caminhante tendera fortemente a dobrar para a esquerda, fazendo aumentar
a frequéncia de perimetros internos (Fig. 27(a)). No entanto, préximo do ponto critico
(p = pe), teremos a formacao de grandes perimetros com igual probabilidade de girarem
tanto para a esquerda quanto para a direita. Isto nos leva a concluir estatisticamente
que no ponto critico p. o nimero de perimetros internos e externos sao iguais. A Fig.
28 mostra esse comportamento, onde o perimetro interno é praticamente inexistente e o
externo é maximo para p < p. e o contrario disto para p > p.. Proximo do ponto critico
P = p., temos uma mudanga abrupta do comportamento, de forma que cada vez que p se
aproxima de p., o nimero de perimetros tende a ficar igual. O método SARW permitiu
que determinédssemos a probabilidade critica com uma precisao de trés digitos, ou seja,

pe = 0.5929.
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Figura 28: Grafico que mostra o comportamento da fracao de niimero de perimetro in-
terno n;(p) (bolas azuis) e externo n.(p) (bolas vermelhas) em fungao da probabilidade
p. Podemos perceber que abaixo da probabilidade critica (p < p. = 0.59275) o ntimero
de perimetros externos é maximo enquanto os internos é praticamente nulo e quando a
probabilidade esta acima (p > p. = 0.59275) temos o comportamento inverso. Para a
probabilidade p préoxima do ponto critico p. = 0.59275 h& um comportamento abrupto
e o numero de perimetros internos e externos tendem a permanecer iguais. As linhas
continua e tracejadas servem de referéncias, indicando respectivamente o ponto critico
pe = 0.5927 e a igualdade do ntimero de perimetros internos e externos (n;(p) = n.(p)).

3.2 Multi-camadas

Muitos sistemas na natureza exibem anisotropia de diferentes maneiras, podendo por
exemplo se manifestar nas propriedades geométricas, magnéticas, épticas etc. Particular-
mente, é possivel que a geometria de algumas rochas reais exibam algum tipo de com-
portamento anisotropico, ou seja, exibam, apos o processo de formagao rochoso, uma
disposigao de porosidade (permeabilidade) dependendo da sua localizagao ou posi¢ao es-
pacial relativa. Isto pode, de fato, ser constatado se considerarmos os casos em que as
rochas ou campos geoldgicos sao formados pelo processo de sedimentacao, onde as propri-
edades geométricas e de transportes nestes meios poderao ser caracterizadas por alguma
anisotropia [63, 64, 65]. Como exemplo, temos o arenito, um tipo de rocha sedimentar,

que exibe anisotropia espacial devido & tendéncia das camadas morfologicas se disporem
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Figura 29: Graficos de diagrama de fases para o modelo PM. Em a) temos o diagrama de
fases de p. em funcgao do parametro A com o célculo computacional baseado no algoritmo
SARW para os casos alternado (bolas) e aleatério (quadrados). Em b) temos a comparagao
entre os algoritmos da baseados no método da bissegao utilizando (simbolos vazios) uma
rede quadrada e no método SARW (simbolos preenchidos) para o célculo do diagrama de
fases de p.. Note que & medida que o parametro A aumenta, a diferenca entre os métodos
se tornam cada vez maior, principalmente para o caso aleatério. No limite de A = 0.5
deveremos ter p. = 0.5, o que nao ocorre para o método da bissecao em redes quadradas.

com maior probabilidade na direcao horizontal. Em casos como estes, o modelo de per-
colagdo em multi-camadas (PM) visa prover uma metodologia tedrica mais realista para
descrever a fenomenologia dos meios porosos anisotropicos [62], consistindo basicamente

de um modelo d-dimensional com camadas de diferentes concentragoes de probabilidades.

O modelo PM [62] consiste de uma rede d-dimensional construida a partir de uma
sequéncia de sub-redes (camadas) com (d-1) dimensoes dispostas ao longo de um eixo
arbitrario. Semelhantemente as camadas de diferentes porosidades dos sistemas geoldgi-
cos, atribuimos uma probabilidade de ocupagao predefinida p para cada sub-rede. Como
no trabalho desenvolvido por Dayan et al. [62], restringimos nossos estudos para o caso
bidimensional (d = 2) e para dois esquemas de simulagdes. O primeiro é o esquema ale-
atorio, onde a disposicao das camadas varia ao longo do eixo y inteiro. Neste esquema
a escolha da probabilidade de ocupacao p; e py de cada camada é uma variavel indepen-
dente da posigao no eixo y, ou seja, Pr(p(y) = p1) = Pr(p(y) = p2) = 1/2. Para o caso
especifico em que p; = ps, temos o modelo padrao de percolacao isotropica, no entanto,
o modelo anisotrépico surge quando temos p; > py ou p; < po. O segundo esquema é
o alternado, onde a probabilidade de ocupagao p(y) é determinada periodicamente pela
simples escolha p(y) = p; se y for par ou p(y) = py se y for impar. Em ambos os casos o

grau de anisotropia pode ser mais convenientemente representado pela reparametrizacao
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p=(p1+p2)/2eA=(ps—p1)/2, onde podemos notar que quanto maior o parametro
A maior sera a extensao do cluster na direcao x e menor na direcao y. No caso limite em
que A = 0.5, teremos uma rede composta por camadas com probabilidade de ocupacao

nula p; = 0 ou maxima py = 1, acarretando a impossibilidade de percolacao no eixo y.

Da mesma forma que ocorre no modelo padrao de percolagao isotropica (A = 0.0), o
trabalho de Dayan et al. [62] mostra que uma transigao de fase de segunda ordem também
ocorre no modelo PM. Evidéncias numéricas indicam que a transicao de fase no modelo
PM possui somente um tnico valor critico de probabilidade p = p. para cada valor de
(A). Na figura 29 (a) mostramos os diagramas de fases de p, em funcao de A para ambos
os casos alternados e aleatorio obtidos pelo método SARW (ver secao 3.1.3). Podemos
notar que para o mesmo valor de A, a probabilidade critica p. para o caso alternado é
ligeiramente menor do que para o caso aleatorio exceto nos extremos A = 0.0 e A = 0.5,

onde os modelos tendem para o mesmo valor.

3.2.1 Backbone em Multi-camadas

Como discutido acima, a anisotropia afeta a maneira como a probabilidade de ocu-
pacao se distribui no espago, fazendo com que o cluster gerado seja mais alongado em
uma certa diregao do que em outra. Este fato, caso nao seja considerado, pode causar
uma ma interpretacao dos resultados obtidos por meio de alguns métodos de simulagoes
computacionais. Comumente utilizamos uma rede quadrada de dimensao (L, x L,), com
L, = L, = L, para simular sistemas percolantes isotrépicos de modo em que os efeitos de
tamanho finito sejam minimizados & medida que aumentamos o tamanho L da rede. Com
a presenca da anisotropia surge um outro fator complicador que se nao for devidamente
observado, poderd aumentar os efeitos de tamanho finito. Isto pode ser constatado, por
exemplo, nas simulagoes do modelo PM em redes quadradas, onde observaremos uma li-
mitagao maior do crescimento de massa na dire¢gao perpendicular a anisotropia. Na figura
29 (b) mostramos uma comparagao de métodos para a obtencao do diagrama de fases
da probabilidade critica p. em funcao de A, onde utilizamos o método da biparticao em
uma rede quadrada (simbolos vazios) e o método SARW (simbolos preenchidos). Podemos
constatar, no entanto, que o método SARW ¢é mais preciso por gerar apenas um perimetro
por simulacao em redes com limites extremamente grandes, possibilitando, assim, uma
consideravel minimizagao dos efeitos de tamanho finito (inclusive o efeito anisotrépico).
Esta precisao pode ser de fato verificada, pois temos a probabilidade critica p, — 0.5

quando tomamos o limite A — 0.5. Abstraindo um pouco mais as idéias expostas an-
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Figura 30: Tlustracoes de backbones sob clusters percolantes em diferentes graus de ani-
sotropia segundo o modelo PM aleatério. Em a) temos uma rede quadrada (250x250),
Pe = 0.59725 e A = 0.0, em b) uma rede retangular (550x250), p. = 0.588 ¢ A = 0.1 e em
¢) uma rede retangular (700x60), p. = 0.57423 ¢ A = 0.2. Em ambos os casos utilizamos
r=2.

teriormente, podemos concluir que os métodos que utilizam redes com d-dimensdes de
comprimentos iguais nao sao boas opgoes para se determinar os expoentes criticos em

sistemas anisotropicos.

A metodologia aqui empregada visa diminuir os efeitos de tamanho finito para poder
determinar com melhor precisao os expoentes criticos relacionados a dimensao fractal e
a probabilidade de distribuicao de tamanhos de massa de backbone em multi-camadas.
Inicialmente determinamos o diagrama de fases da probabilidade critica p. em funcao
de A para ambos os casos alternado e aleatorio através do método SARW (segao 3.1.3).
No entanto, ha neste método um grande problema que impossibilitou a determinacao
de backbones: o método SARW simula apenas o perimetro do cluster sem dar qualquer

informacao a respeito da sua estrutura interna.

Propomos neste trabalho um método que nos permite trabalhar redes retangulares
(Ly x Ly), com L, # L,, de modo que seja possivel minimizar os efeitos de tamanho
finito provocados pela anisotropia. Para isto, observemos primeiro o modelo isotrépico no
ponto critico. Sabemos que neste tipo de modelo nao h& uma preferéncia de direcao na
distribuicao de massa, consequentemente, temos que a probabilidade de ocorrer percola-
¢ao na diregdo x ou y sdo em média iguais se considerarmos uma rede quadrada (L x L).

Baseado nesta idéia, poderemos elaborar para o modelo anisotropico um algoritmo que
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(a) A=0.1 (b) A =02

Figura 31: Graficos da distribuicao de massa Mp em funcao da componente R,, do raio
de giragao gerados em redes de multi-camadas aleatérias. Nos itens a) e b) mostramos o
efeito de tamanho finito causados pelos limites das redes quadradas (simbolos vermelhos)
e retangulares (simbolos azuis). Podemos perceber que & medida que o parametro A
aumenta, os efeitos de tamanho finito ficam cada vez mais acentuados na rede quadrada.
Em ambos os itens utilizamos redes quadradas (512x512) e redes retangulares (1800x512)
e (4000x400) com A =0.1e0.2er = 2.

ajuste as dimensoes L, e L, da rede de modo que elimine o maximo possivel a maior
tendéncia de percolacao na direcao oposta a anisotropia. O algoritmo consiste basica-
mente em mantermos fixos a probabilidade critica p. (encontrada pelo método SARW) e
um dos comprimentos de uma rede bidimensional, a partir dai ajustamos o outro com-
primento contabilizando o niimero de percolagoes ocorridas em cada direcao. O processo
é encerrado quando a quantidade de percolagoes nas diregoes = e y forem iguais. Na
implementagao do algoritmo, observamos que a medida em que aumentamos o grau de
anisotropia, aumentamos também a diferenca entre os comprimentos da rede, tornando-a
cada vez mais retangular. Estas idéias podem ser facilmente estendidas para redes com
dimensoes maiores D = 2 sempre que a anisotropia ocorrer em uma dada direcao, onde

passaremos a obter redes retangulares.

Uma vez que determinamos a probabilidade critica p. para cada valor do parametro
A e as dimensoes L, e L, da rede, estaremos aptos para gerar em redes retangulares
(LyxL,) os clusters percolantes e seus respectivos backbones. Na Fig. 30 mostramos trés
exemplos de backbones no ponto critico gerados em uma rede PM aleatoria para r = 2
e A = 0.0, 0.1 e 0.2, onde podemos observar com mais detalhe o aspecto retangular
da rede. No apéndice 5 mostramos uma tabela com as probabilidade criticas p. para

diferentes valores do parametro A.
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3.3 Resultados

Nesta secao apresentaremos a anéalise e discussoes de resultados obtidos numerica-
mente para algumas das propriedades dos backbones gerados em redes PM no ponto critico
com diferentes niveis de anisotropia. Mais precisamente, estudamos como se comportam
a dimensao fractal D e o expoente 75 da probabilidade de distribuicao de massa diante
das mudancas estruturais causadas pelo modelo PM para os casos alternado e aleatorio.
Em nossas andlises, utilizamos um total de 10° amostras de backbones para cada valor
especifico do parametro A. As simulagoes numéricas foram realizadas em redes retangu-
lares (L, x L,) de modo que os comprimentos L, e L, estivessem sempre de acordo com
as idéias de ajustes discutidas na segao 3.2.1. Para facilitar a comparacao entre os resul-
tados, seria necessario manter as propriedades comuns a cada tipo de sistema na mesma
ordem de grandeza. Procuramos manter a quantidade total de sitios da rede variando
sempre em torno de 2,5 x 10° sitios. Desta forma usamos (2048 x2048), (1800x512),
(512x3000), (4000x400), (6000%x400) e (1200x400) para A = 0.0, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25

e 0.30, respectivamente.

As analises dos resultados obtidos para os backbones gerados em redes de multi-
camadas alternadas mostram que os expoentes criticos sao os mesmos que os encontrados
para a rede de percolagao isotrépica, indicando que ambos pertencem a mesma classe
de universalidade. Este fato pode ser facilmente explicado pela regularidade na dispo-
sicao intercalada das camadas, a qual impede a formacao de faixas com duas ou mais
camadas com a mesma probabilidade de ocupacao. Devido a falta de anisotropia no mo-
delo de multi-camadas alternadas [62], focaremos nossas discussoes apenas no modelo de

percolacao de multi-camadas aleatorias.

Na secao 3.2.1 expomos nossa preocupacao em minimizarmos o efeito de tamanho
finito, principalmente daquele causado pela anisotropia. Na figura 31 temos um exemplo
onde mostramos a massa do backbone Mp em funcao da componente R, do raio de giracao
para dois tipos de redes. A reta (cor preta) é o melhor ajuste para as curvas, as quais
foram geradas em redes quadradas (simbolos vermelhos) e em rede retangulares (simbolos
azuis). O efeito de tamanho finito serd maior sempre o que desvio no limite superior das
curvas em relagao a reta aumentar. Desta forma, podemos constatar através dos graficos
da figura 31 que o efeito de tamanho finito é mais acentuado na rede quadrada do que
na rede retangular, aumentando cada vez mais a medida em que aumentamos o grau
de anisotropia da rede. Mesmo sendo observado em menor proporcao visual nas demais

propriedades estudadas, o efeito de tamanho finito provocado pelos limites das redes
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Figura 32: Conjunto de graficos que mostram o comportamento da distribuigao de massa
do backbone Mp em fungao do raio de giracao R, (circulo) e das componentes R, (tri-
angulo) e R,, (quadrado) do raio de giracdo e mostramos também R, em fungao de R,
(diamante). Em todos os casos temos o comportamento em lei de poténcia na forma
Mp ~ RgDB, Mg ~ RngBx, Mg ~ Rﬁ,By e Ry, ~ R@B”. Para facilitar a visualizacao da

figura, multiplicamos por 5 a distribuigcao de massa das componentes R, e Rg,.
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quadradas comprometeu a exatidao da maioria dos resultados, chegando até mesmo em
alguns casos a gerar conclusoes equivocadas. Com base nessa analise, podemos concluir
que as redes retangulares sao capazes de nos fornecer resultados mais coerentes e confiaveis
devido, principalmente, & melhor adequacao das redes a forma resultante da distribuicao

de massa dos clusters.

Assim como os sistemas isotropicos, os clusters formados em redes de multi-camadas
aleatorias também sao caracterizados por um conjunto de propriedades com expoentes
criticos bem definidos [62|. Sabemos que os backbones gerados em redes isotropicas no
ponto critico tem uma dimensao fractal Dg ~ 1.64. Da mesma forma, também encon-
tramos uma dimensao fractal caracteristica para os backbones que sao gerados nas redes
de multi-camadas aleatérias. Isto pode ser verificado na figura® 32, onde mostramos uma
série de graficos para varios valores de A. Podemos, portanto, perceber que a variacao
de massa Mp em funcdo do raio de giragao R, (circulos) é em forma de lei de poténcia e
que as inclinagoes das curvas se tornam cada vez menores conforme aumentamos o valor

de A, acarretando a variacao do valor da dimensao fractal do sistema.

Uma das caracteristicas mais importantes no estudo de sistemas fractais anisotropicos
¢ o aspecto da auto-afinidade®. Podemos de fato observar o aspecto auto-afim no modelo
PM aleatoério através da anélise da distribuicao da massa do backbone nas direcoes x e y
do raio de giracao. Na figura 32 mostramos os graficos da massa do backbone em fungao
das componentes Ry, e Ry, (ver eq. 3.6), onde podemos perceber o comportamento em
lei de poténcia na forma Mp ~ Ré?va e Mp ~ RfyBy. Podemos observar na figura 32 que
as inclinagoes Dp, e Dp, comegam a se tornar cada vez mais diferentes & medida em
que o valor de A aumenta, onde os expoentes Dp, passa a diminuir e Dp, a aumentar.
Esse comportamento é coerente com a realidade do problema, pois os backbones passam
a ficar cada vez mais alongados na direcao = & medida em que aumentamos o valor de
A (ver fig. 30). Isto nos leva, portanto, a concluir que o grau de anisotropia esta nao
apenas associado & desordem provocada pela aleatoriedade na disposicao das camadas,
mas também ao aumento da diferenca de probabilidades de ocupacao que as camadas

utilizam.

50s valores dos expoentes da figura 32 siao Dg = 1.638 & 0.006, Dp, = 1.646 + 0.007, Dp, =
1.650 &+ 0.008 e Dpyy = 1.001 &+ 0.002 para A = 0.0, Dp = 1.640 £ 0.008, Dp, = 1.550 £ 0.007,
Dp, =1.930+0.010 e Dp,, = 0.850 & 0.003 para A = 0.10, D = 1.566 £ 0.006, Dp, = 1.482 £ 0.005,
Dp, =2.149 £0.020 e Dpgy = 0.734 £0.003 para A = 0.15, Dp = 1.500 &+ 0.007, Dp, = 1.430 £ 0.007,
Dpy =2.400 £0.020 e Dpgy = 0.630 £0.003 para A = 0.20, Dp = 1.367 = 0.007, Dp, = 1.367 £ 0.007,
Dpy = 2.665 £0.020 e Dpyy = 0.550 £ 0.004 para A = 0.25, Dp = 1.300 & 0.006, Dp, = 1.300 £ 0.006,
Dpy = 3.000 £ 0.020 e Dpyy = 0.467 & 0.004 para A = 0.30.

6Segundo Barabasi e Stanley [66], auto-afinidade ¢ definida quando um objeto fractal deve ser reesca-
lonado de maneiras diferentes em suas diregoes.
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Figura 33: Conjunto de graficos que mostram o comportamento da densidade de proba-
bilidade da distribui¢ao de massa do backbone P(Mp) para diferentes valores de A. Em
a) e b) mostramos distribui¢oes com massa dos backbones que tocam nos limites da rede
(vermelho) e daqueles que ndo tocam (azuis) para A = 0.15 ¢ 0.30. Em c) e d) temos a
distribuicao para diferentes valores de distancia r entre os sitios.

Analisando ainda a fractalidade das multi-camadas aleatoérias, os resultados indicam
uma igualdade assintotica entre a dimensao fractal Dp e o expoente Dp,. Isto pode ser
explicado a partir da equacao 3.7, onde podemos perceber que o termo que possui 0 expo-
ente Dp, se torna mais significativo do que o termo que possui o expoente Dp, no limite
de grandes massas Mp e/ou grandes valores de Dp,. Este comportamento assintético dos
expoentes Dp e Dpg, foi comprovado numericamente, onde podemos observar nos gréficos
da figura 32 que as curvas da distribui¢ao de massa Mp em fungao do raio de giragao R,

e da componente Ry, se tornam praticamente paralelas para A = 0.25 e 0.30,

Mudando o foco da nossa analise para investigar o comportamento da densidade de
probabilidade da distribuicao de massa dos backbones, observamos que o expoente Tg

nao ¢ o mesmo que o encontrado para as redes isotrépicas. Entretanto, os resultados
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indicam que independente do valor de A = 0.15, 0.20, 0.25 e 0.30, o valor de 75 é
sempre o mesmo, ou seja, 7g = 1.33 £+ 0.01, exceto para A = 0.1, onde encontramos
78 = 1.30£0.005. Esse comportamento sugere que o expoente 7 varia rapidamente para
um limite com o aumento da anisotropia. E importante ainda observar que a relacdo 75 =
D/Dpg encontrada para as redes isotropicas nao ¢ valida para as rede de multi-camadas
aleatorias. Nos graficos das figuras 33(a) e 33(b) podemos observar que a probabilidade
da distribui¢do de massa que inclue os backbones que tocam nas bordas (cor vermelha)
possui uma saliéncia antes do cutoff no limite de grandes massas, tornado-se cada vez
mais pronunciada conforme o aumento da anisotropia. Essa saliéncia surge devido ao
efeito de tamanho finito, fato que pode ser comprova se observamos apenas a massa dos
backbones que nao tocam nas bordas da rede (simbolos azuis dos graficos das figuras 33(a)
e 33(b)). Mostramos nas figuras 33(c) e 33(d) a densidade de probabilidade P(Mp) para
cinco valores de separacao de sitios, 7 = 2, 4, 8, 16 e 32, para os valores de A = 0.15
e 0.30. O efeito da variagao de r na distribuicao é simplesmente modificar o alcance da
regiao de escala, mantendo constante o valor do expoente 75. Concluimos, portanto, que
quanto menor a distancia r entre os sitios maior é o alcance da regiao que se comporta

como uma lei de poténcia.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo, expomos inicialmente uma breve introdugao sobre a teoria geral da
percolacao, onde buscamos introduzir as principais propriedades utilizadas no estudo de
backbones em redes de percolacao em multi-camadas. Na sequéncia expomos também
o método Self-Avoid Random Walk (SARW), o qual nos permitiu determinar com boa
precisao a probabilidade critica de cada tipo de sistema. Este, no entanto, se mostrou
inviavel para determinar os backbones devido a falta de qualquer informacao a respeito da

distribuicao de massa do cluster.

A geracgao dos clusters em redes PM enfrentou outra dificuldade devido ao apareci-
mento da anisotropia. Observamos que nestes tipos de sistemas os clusters passam a se
distribuir preferencialmente em uma dada dire¢ao, causando um forte efeito de tamanho
finito nos resultados. Diante desta dificuldade, propomos um algoritmo que utiliza a
probabilidade da frequéncia de percolacao para ajustar as dimensoes da rede a preferén-
cia da distribuicao de massa do cluster, tendo como resultado final a formagao de redes
retangulares. O uso deste algoritmo implicou numa consideravel minimizacao do efeito

de tamanho finito, tornando os resultados mais precisos para determinar os expoentes
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criticos.

As propriedades fractais dos backbones sofreram mudancas significativas devido & de-
sordem causada pela aleatoriedade na disposicao das multi-camadas. Na anélise dos
resultados pudemos constatar a quebra da classe de universalidade em relagao ao modelo
isotropico através da diminuicao da dimensao fractal dos backbones com o aumento do pa-
rametro A. Analisamos também o comportamento da massa em relagao as componentes
do raio de giracao e observamos a diminuicao de Dp, e o aumento Dp, quando aumenta-
mos o valor de A. Constatamos que a diferenca entre esses expoentes esté intimamente
ligada ao grau de anisotropia do sistema, o que pode ser explicado pela preferéncia da
massa dos backbones em se distribuir na diregao z (dire¢ao oposta & anisotropia) conforme
aumentamos o valor de A. Observamos ainda que assintoticamente a dimensao fractal
Dg e o expoente Dp, convergem para o mesmo valor no limite de grandes massas e/ou

grandes valores de Dp,,.

A densidade de probabilidade de massa também sofreu mudancas com a presenca da
anisotropia. Observamos que o expoente 7 aumenta seu valor rapidamente até atingir um
valor limite (7 = 1.33) quando aumentos o valor de A. Observamos ainda uma saliéncia
na distribui¢ao no limite de grandes massas, onde constatamos que esse comportamento

ocorre devido ao efeito de tamanho finito do sistema.

Apesar dos varios aspectos aqui investigados, novas perspectivas de estudos ainda
estao em aberto. Como exemplo, a determinacao do expoente Holder, também chamado
de expoente de afinidade, que caracteriza a fungao de afinidade de um objeto fractal
anisotropico. Outro exemplo é o estudo das classes de multi-camadas quase-periddicas.
Esse tipo de estrutura ja é bem conhecida na literatura, principalmente por sua aplicacao
em super-redes magnéticas. A principal caracteristica presente na quase-periodicidade é
a possibilidade de regular o grau de aleatoriedade da estrutura, que pode ser de grande
importancia para o entendimento de alguns fenémenos naturais e desenvolvimento de
novas tecnologias. Por fim, podemos ainda utilizar o modelo de percolagao em multi-
camadas como um modelo de meio poroso para estudar propriedades de transportes que

estao intimamente ligadas ao fenémeno de deslocamento de fluidos.
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4 CONCLUSOES

Apresentamos aqui uma conclusao geral dos estudos realizados em trés sistemas di-
ferentes, cuja esséncia comum repousa na complexidade produzida pela desordem e nao-
homogeneidade da regulacao e organizacao das interagoes dos elementos constituintes.
Diante deste contexto, nossos estudos foram pautados sempre numa investigagao sistema-
tizada e coerente dos fenomenos, possibilitando a formulacao de novas idéias, conceitos e

relacoes matematicas.

No capitulo 1 estudamos a dinamica das redes booleanas sujeita a uma pequena
perturbacao. Para isto utilizamos o tempo de relaxagao, que pode ser definido como
a quantidade de tempo necessario para um pequeno dano desaparecer por completo do
sistema. Observamos que a distribuicao cumulativa do tempo de relaxacao no ponto
critico segue um decaimento em lei de poténcia com expoente § = 1. Este fato esta
de acordo com a conjectura que diz que tanto a dinadmica de propagacao de danos em
redes annealed como o modelo de percolacao direcionada pertencem a mesma classe de

universalidade |20, 21, 25].

Constatamos, entretanto, que na condicao critica ha um truncamento para um de-
caimento exponencial do tempo de relaxacao, que escalona com o tamanho do sistema a
partir do tempo caracteristico dado por 7 ~ N'/2. Constatamos ainda que préximo do
ponto critico o crossover do tempo de relaxagao segue para dois comportamentos diferen-
tes, ou seja, na fase ordenada préoxima do ponto critico a distribuicao tem um crossover
para um decaimento exponencial enquanto na fase cadtica proxima do ponto critico o

crossover val para um regime plano, indicando que o dano se propagara indefinidamente.

Estudamos no capitulo 2 um novo método de decomposicao, que consiste basicamente
de uma retirada simultanea e iterativa de grupos de vértices com um determinado grau K
de conectividade. Analisamos inicialmente a fragao total média de sitios retirados (Sk)
em fungao da conectividade K e constatamos um decaimento em forma de lei de poténcia

com um expoente a = 3. No estudo mais detalhado do processo iterativo, analisamos
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como a fragdo média de sitios retirados (s (t)) varia a cada iteragao t. Verificamos que
esta variacao segue um decaimento exponencial, o qual foi possivel deduzir teoricamente
a partir de suposigoes relativamente simples. Observamos ainda que os parametros Cgx
e A\g do decaimento exponencial de (sk(t)) varia para cada valor de K, sendo possivel

estabelecer uma relagao direta entre esses parametros e a conectividade K.

A partir do conhecimento detalhado do processo iterativo, foi possivel verificar a
auto-consisténcia dos resultados através da integragao de (sx(t)) de forma que pudemos
recuperar o expoente a = 3 da frac¢do total de sitios retirados (Sk) (calculado anteri-
ormente por simulagdo numeérica). Outra forma de verificagdo de auto-consisténcia foi
deduzir a partir da equagao encontrada para (s (t)) uma equacao que descrevesse o com-
portamento da quantidade total de iteracoes Tk necessaria para o término de um dado

processo de decomposicao.

Por fim estudamos no capitulo 3 como a anisotropia afeta as propriedades do backbone.
Para isto, analisamos primeiro os principais aspectos envolvidos na minimizagao de erros
provocados pelo efeito de tamanho finito, onde propomos um algoritmo que gera redes
retangulares que se adaptam melhor & distribuicao de massa do backbone. Este algoritmo
foi capaz de minimizar de forma considerével o efeito de tamanho finito e permitiu uma

melhor precisao nos resultados.

Estudamos basicamente duas propriedades. A primeira delas foi a dimensao fractal
do backbone Dpg, onde pudemos constatar uma forte relacdo com o grau de anisotropia.
Observamos que o valor da dimensao fractal Dg diminui com o aumento da anisotropia e
que no limite assintético de grandes massas e/ou de grandes valores do expoente Dp,, a
dimensao fractal Dg e o expoente Dpg, tendem a ficar iguais. A segunda propriedade es-
tudada foi a probabilidade de distribuicao de tamanhos de massa, onde pudemos observar
uma dependéncia do expoente Tz com a anisotropia. A dependéncia ocorre de maneira
rapida para uma convergéncia de um valor limite dado por 75 = 1.33 +0.01 conforme au-
mentamos a anisotropia. Observamos ainda uma saliéncia no limite das grandes massas,

que é causado pelos limitacao do tamanho do sistema.

Finalizamos este trabalho com a grande satisfagao de um dever comprido, onde bus-

camos em todos os momentos a verdade dos fatos.
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[ A ] Poan | Pear |

0.000

0.5929

0.5929

0.020

0.5926

0.5924

0.040

0.5922

0.5915

0.060

0.5912

0.5897

0.080

0.5899

0.5876

0.100

0.5880

0.5840

0.125

0.5855

0.5794

0.150

0.5821

0.5736

0.175

0.5784

0.5675

0.200

0.5742

0.5607

0.225

0.5692

0.5539

0.250

0.5645

0.5466

0.275

0.5593

0.5396

0.300

0.5532

0.5326

0.325

0.5472

0.5259

0.350

0.5410

0.5200

0.375

0.5340

0.5142

0.400

0.5270

0.5095

0.425

0.5200

0.5056

0.450

0.5132

0.5027

0.475

0.5061

0.5010
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Tabela 5: Tabela contendo os valores de probabilidades criticas para diferentes valores de
A. Na coluna do meio temos a probabilidade critica para o modelo aleatorio peqm € na

coluna da direita a probabilidade critica para o modelo alternado peq; -

Os valores foram

obtidos a partir de simulagoes baseadas no método Self-Avoid Random Walk.
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