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Resumo

Neste trabalho estudamos processos assintoticos em difusdo anomala utilizando o forma-
lismo de Mori e generalizamos o conceito de expoente de difusao. Propomos um método
para obter o coeficiente de difusdo analiticamente através da introducao do fator de escala
A(t). Obtemos uma expressao exata para A(t) para todos os tipos de difusdo. Além disso,
mostramos que no limite assintético A(t) é um parametro universal determinado pelo expo-
ente de difusao. Os resultados foram comparados com calculos numéricos e apresentaram
boa concordancia. O método é geral e pode ser aplicado em diversos tipos de fenémenos
estocasticos.

Palavras-chave: Fisica Matematica, Teoria de Transporte, Difusdo Anomala.
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Abstract

In this work, we investigate from a generalized Langevin formalism the phenomenon of
anomalous diffusion for asymptotic times, and we generalized the concept of the diffusion
exponent. A method is proposed to obtain the diffusion coefficient analytically through the
introduction of a time scaling factor A(¢). We obtain as well an exact expression for A(¢) for
all kinds of diffusion. Moreover, we show that A(¢) is a universal parameter determined by
the diffusion exponent. Results are compared with numerical calculations and agreement is
observed. The method is general and may be applied to many types of stochastic phenom-
ena.

Keywords: Mathematical Physics, Transport Theory, Anomalous diffusion.



Capitulo 1

Introducao

Esta tese é dedicada ao estudo de teorias de escala em difusdao anomala. A difusao
é um mecanismo de transporte de massa, energia, informacao dentre outros, através de
um determinado meio, sendo um dos processos mais simples através do qual um sistema
atinge o equilibrio. Por essa caracteristica ser comum nos fendmenos fisicos, os processos
difusivos constituem um campo com amplo dominio de aplicagao, sendo um foco de extensas
pesquisas em diversas disciplinas da ciéncia.

Em um processo de difusdo temos um conjunto de elementos que se movem alea-
toriamente no nivel microscépico, e como resultado desse movimento erratico este conjunto
de elementos se propaga. A difusao ocorre sempre que haja um gradiente ou diferenca de
concentracao entre dois pontos do meio. A exemplo disso, podemos citar a hematose, sendo
este um processo de trocas gasosas que ocorre nos capilares sanguineos dos alvéolos pul-
monares através da difusdo de gases: neste caso os mais comuns sao o oxigénio e o didxido
de carbono [1]. A célula estd sempre em trabalho constante, gastando muito oxigénio para
producao de energia. Logo a concentracao de oxigénio dentro da célula serd sempre menor
do que fora dela, provocando assim uma difusdao de moléculas de oxigénio para dentro da
célula. E o géas carbonico produzido serd expulso da célula, visto que terd mais COo dentro
da célula do que fora.

Os fenomenos aleatérios estao presentes em geral nos liquidos, gases, sélidos, na
radiacdo proveniente do espaco etc. Além disso, os processos brownianos sao estudados
em varios sistemas, tais como aerossol, as propriedades do leite, tintas, meios granulares
e de semicondutores [2]. No estudo de fenémenos aleatérios podemos recorrer a Jacob
Bernoulli (1654-1705) que em sua teoria de probabilidades ja considerava a possibilidade de

um caminhante aleatorio. Ja ai apareceu a ideia de flutuacbes em uma medida estatistica



e desvios médios quadraticos.

No século XIX, em 1827 o naturalista inglés Robert Brown [3] observou o movi-
mento aleatério de graos de polén em suspensao em um liquido, o qual em sua homenagem é
chamado de movimento browniano. Embora o sistema tivesse meios para atingir o equilibrio,
Brown observou que esses graos descreviam movimentos rapidos e oscilatorios independen-
tes de quaisquer reacoes no fluido que os contém. No final do século XIX alguns cientistas
especularam que este movimento fosse causado pelo choque aleatério entre as moléculas, o
que estaria de acordo com a teoria de Boltzmann. Porém ninguém tinha uma teoria razoavel
que comprovasse essa hipdtese, o que foi feito posteriormente por Einstein e Langevin.

Nas dltimas trés décadas uma enorme literatura foi dedicada ao estudo de difusao.
Entretanto, ainda existem importantes pontos a serem esclarecidos, particularmente no
que diz respeito a obtencao de resultados analiticos para o deslocamento quadratico médio
em funcao do tempo. Quando esta funcao cresce linearmente com o tempo dizemos que
a difusdo é normal; caso contrario, anomala. Nesta tese, abordaremos a difusao anémala.
Para melhor compreensao da pesquisa aqui abordada, organizamos este trabalho da seguinte
forma:

No Capitulo 2 faremos uma exposicao do processo histérico da teoria do movi-
mento browniano (MB) [3], levando em conta os trabalhos de Einstein-Sutherland [4, 5].
Apresentaremos a Equacao de Langevin (EL) [6] e, a partir dela, demonstraremos uma das
primeiras versoes para o Teorema de Flutuagao-Dissipagao (TFD).

No Capitulo 3 desenvolveremos um estudo sobre os aspectos gerais do MB [7-14].
Apresentaremos o formalismo de Mori, que ficou conhecido como Equacdo de Langevin
Generalizada (ELG) [15] e o Teorema de Flutuagao-Dissipagao Generalizado (TFDG) [15—
18]. Em seguida, estudaremos a fun¢ao meméria [19], que indica a conexao das informagoes
do passado com a dinamica presente. Faremos uma discussao sobre a obtencao da constante
de difusao e dos regimes difusivos, relacionando-os a correlagao das velocidades [20] e a
fungao memoria [21]. Apresentaremos os conceitos de Hipétese Ergérdica (HE) e Condigao
de Mistura (CM). Discutiremos ainda a violagdo da CM, da HE e do TFD [21,22].

No Capitulo 4, ponto central desta tese, estudaremos o fenémeno de difusao
andmala para tempos assintéticos utilizando o formalismo da ELG. Apresentaremos uma
generalizacao do expoente de difus@o [23] e uma teoria de escala para difusdo. Em seguida,
através da introdugao de um fator de escala temporal, obteremos uma expressao analitica
para o coeficiente de difusao e estudaremos sua universalidade.

No capitulo 5 apresentaremos algumas aplicacoes da teoria de escala introduzida



no capitulo 4 para alguns tipos de difusao. Estudaremos dois tipos de Difusao Balistica
(DB): nao ergédica e ergddica. Outrossim, a subdifusao fraca [24,25].
Finalmente no capitulo 6 apresentaremos as conclusoes correspondentes aos prin-

cipais resultados desta tese.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

O Movimento Browniano (MB) tem sido de fundamental importancia no desenvol-
vimento dos fundamentos da termodinamica e nas interpretagoes da mecanica estatistica,
sendo uma ferramenta importante para o estudo de sistemas fisicos de nao equilibrio. A
teoria do MB é baseada na teoria cinética-molecular, tal qual foi proposta por Einstein-
Sutherland no inicio do século XX [4, 5], fornecendo o vinculo fundamental entre uma
dindmica microscopica elementar e os fend6menos macroscépicos observaveis.

Neste Capitulo, Secao 2.2, apresentaremos uma breve exposicao sobre as principais
caracteristicas do MB. Apresentaremos (cronologicamente) de forma sucinta os formalismos
de Einstein-Sutherland [4, 5], os quais permitem calcular a constante de difusdo, que efeti-
vamente caracteriza a difusdo normal. Posteriormente, Secao 2.3, trataremos da primeira
versao da Equacao de Langevin (EL) [6], que associa os termos flutuativo e dissipativo
ao movimento. A partir da EL, demonstraremos uma primeira versao para o Teorema de
Flutuagao-Dissipagao (TFD) [26,27]. Por fim, Segao 3.5, introduziremos os conceitos de

Condi¢ao de Mistura (CM), Hipétese Ergédica (HE) e o Teorema de Khinchin (TK) [28].

2.2 Movimento Browniano

Em 1927 o botanico escocés Robert Brown estudou com o auxilio de um mi-
croscépio graos de pélen suspensos em agua de uma espécie de planta denominada Clarkia
Pulchella. Ele observou o movimento incessante e irregular dos graos de pélen em agua,

mesmo essa estando parada e em equilibrio térmico. Inicialmente, Brown considerou que



2.2. Movimento Browniano 5

Figura 2.1: Figura ilustrativa do caminho aleatério de uma particula browniana e um trecho
de suas colisdes em meio a um fluido [29].

tinha descoberto a esséncia béasica da vida através de uma forca vital, isto é, uma influéncia
misteriosa que concedia a algo a propriedade de estar vivo. No entanto, ele repetiu os
experimentos com material nao organico, tais como cobre, bismuto e manganés, detec-
tando os mesmos movimentos. Deste modo, Brown conclui que tal fendmeno era devido
ao movimento da matéria. Segundo ele, esse movimento seria “dependente das préprias
particulas”da matéria viva [3].

Nas décadas seguintes, inimeras tentativas foram realizadas para desvendar a na-
tureza do MB. Em 1863, Christian Wiener foi o primeiro a expressar uma nogao proxima
a teoria do MB moderna, concluindo que a origem do movimento estaria nas moléculas do
liquido. Ainda no século XIX, houveram as contribui¢oes de Cantoni e Oehl. Durante um
ano de observacoes eles verificaram que o movimento das particulas em um fluido selado
entre placas de vidro permanecia inalterado. Louis Gouy em 1889, obteve resultados expe-
rimentais que apoiavam a teoria cinética. Esses resultados mostravam que o movimento era
muito irregular e que duas particulas pareciam mover-se independentemente, sempre quando
elas se aproximam uma da outra numa distancia menor do que seus diametros. Gouy mos-
trou que fatores externos como campos magnéticos fortes ndo afetam o MB, reafirmando
que a causa do movimento é a agitagao térmica [30]. Em 1900, Louis Bachelier estudou o
movimento browniano, porém aplicado a teoria de especulagoes do mercado financeiro [31].

As primeiras teorias sobre MB, publicadas independentemente por Einstein e
Sutherland em 1905 [4], e Smoluchowski em 1906 [32], representam aplicagoes das idéias

atomisticas da teoria cinética dos gases.
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Sutherland em 1904 pretendia desenvolver uma férmula para calcular a massa
molecular a partir de dados de difusdo. A principio, ele considerou uma molécula de um
soluto movendo-se com velocidade v(t) paralela a um suposto eixo z através de uma solugao
diluida de viscosidade 1. A forga F' devido a resisténcia dada ao movimento da particula

nesse fluido é expressa pela féormula de Stokes

14 2n/(pa)
1+ 3n/(pa)’

onde p é o coeficiente de atrito dindmico e a é o raio da particula browniana. Fazendo a

F = 6muna (2.1)

igualdade entre a Eq. (2.1) e a variagao da pressao osmoética do soluto P, dada por
%P = RT%c(a:), (2.2)
onde c(z) é a concentragao de soluto em z, R é a constante dos gases e T a temperatura,
Sutherland obteve a constante de difusdo D para uma esfera de massa m e raio a,
__RT 1+ 3n/(pa)
6mnaNa 1+ 2n/(pa)’

onde N4 é o nimero de Avogadro.

(2.3)

Em 1905 Albert Einstein, entretanto, desenvolveu uma fundamentacao tedrica e
uma formulagdo quantitativa precisa ao entao MB de acordo com a teoria cinético-molecular
do calor [4]. Einstein afirma que a grandeza apropriada para mensuragao é o deslocamento
e nao a velocidade; em particular, o deslocamento quadratico médio. Em um de seus
trabalhos sobre o MB [4], ele obtém a expressao do deslocamento quadriatico médio de
uma particula que difunde em um meio. Desse modo, quando o sistema atinge o equilibrio
térmico, a constante de difusao pode ser calculada (ou medida) em termos do deslocamento
quadrético médio [4],

lim (2*) = 2Dt, (2.4)

t—o00

onde () representa a média sobre o ensemble e D é a constante de difusdo. A dependéncia
linear na variagao temporal do deslocamento quadratico médio é uma caracteristica do
MB, de modo que podemos obter este deslocamento a partir da equagao de movimento da
particula. A Eq. (2.4) descreve uma relacao linear entre o deslocamento quadratico médio
e o tempo. Isso define um sistema com difusao normal. Essa relacao s6 é vélida quando o
sistema se encontra no equilibrio térmico.

Einstein mostrou que o coeficiente de difusao na Eq. (2.4) deve ser uma funcao da

temperatura e da geometria das particulas,

RT

2\ _ _
<x > =2Dt = 37rNAan'

(2.5)
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O coeficiente de difusao D pode ser calculado a partir da temperatura 7" do meio no qual a
particula se encontra e da mobilidade d, sendo este pardmetro d obtido da fluidodinamica a
partir da lei de Stokes. A constante de difusao D se relaciona com viscosidade 1 da seguinte

forma,

- me (2.6)
A Eq. (2.6) é historicamente importante, uma vez que foi utilizada para se fazer a primeira
medicao absoluta do nimero de Avogadro, confirmando assim a teoria molecular. Sendo a
relacao de Stokes d = 1/67na e a constante de Boltzmann Kp = R/N 4, temos o coeficiente

de difusao D em termos da mobilidade d e da temperatura T' do meio,

dRT
D= dRT = KgTd. (2.7)
Na
Sendo a relacao de friccao de Stokes
mry = 67, (2.8)

chegamos a Férmula de Einstein para difusao:

KgT
D==5 (2.9)

mry
onde v é a constante de friccao.

A dependéncia linear com o tempo de observacao do desvio quadrético médio das
particulas brownianas da teoria de Einstein mostrou as grandezas que deveriam ser medidas.
Deste modo, em 1908 Jean Perrin [33] realizou experimentos utilizando um microscépio
para registrar o movimento de um conjunto grande de particulas em suspensao, cuja forma
esférica podia ser controlada. Esses experimentos verificaram o comportamento ideal da
pressao osmotica e da lei de Stokes. Esses experimentos foram muito importantes para a
confirmacao da teoria de Einstein e foram decisivos para a aceitacao da realidade de atomos

e moléculas.

2.3 Equacao de Langevin e Teorema de Flutuacao-Dissipacao

Muitos fenémenos que possuem um comportamento aleatério a nivel microscopico
com uma regularidade macroscépica podem ser descritos através de varios formalismos, em
particular, pela EL. Em 1908 Langevin [6] escreveu uma equagao diferencial para o MB.

Segundo Langevin, o MB de uma particula na auséncia de um campo de forga conservativo
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pode ser entendido com base em uma equacao diferencial estocédstica. Ele propos uma
equacao de movimento para uma particula de massa m movendo-se em um fluido com
constante de fricgao v e com uma velocidade v(t) devido aos efeitos de colisao entre ela e as
moléculas do fluido através de uma forca [6]. A EL é uma equacado diferencial estocdstica
que pode ser escrita como,

dv (t)
dt

m =—myv (t)+ f (t). (2.10)

Nessa equacao, a influéncia do meio sobre o movimento da particula é decomposta em
duas partes: a particula estd sujeita a uma forca de arraste, devido ao carater viscoso do
fluido, proporcional a velocidade v(t) e a friccao v (primeiro termo do lado direito ligado
a dissipacdo), que atua em uma longa escala de tempo e & uma forga estocéstica f(t) de
cardter aleatério no tempo (segundo termo ligado a flutuacao), que tem origem no impacto
com as particulas do fluido no qual estd submersa e que varia em pequenas escalas de tempo.
Deste modo, Langeviu escreveu uma equacao diferencial para o movimento de uma particula
em suspensao, incluindo uma forca de arraste, devido & fricao v, de cardter macroscépico e
uma forga aleatéria f(t), de cardter microscépico, que mantém a agitacdo da particula.

A equagao (2.10) pode ser resolvida utilizando o método do fator integrante [34]
ou o método das fungoes de Green [35]. O ruido f(t) é expresso por uma forca estocdstica,
ou seja, uma forca que descreve processos aleatdorios mensurdveis que evoluem no tempo de
forma probabilistica. A forca f(t) flutua rapidamente em comparagao com os tempos de

observacao e obedece as seguintes propriedades:
e O ruido f(t) possui média igual a zero,

(f() =o. (2.11)

e Sendo o movimento da particula browniana devido a flutuacao que varia em pequenas

escalas de tempo, nao hé correlagao entre o ruido e a condicao inicial v(0),
(f(t)v(0)) = 0. (2.12)

e Sendo f(0) e f(t) independentes, existe uma correlagdo temporal infinitamente pe-

quena, tal que a funcdo de correlagao de f(t) é dada por,

Cr(t =) = (FO () = o8t — 1), (2.13)
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onde o parametro o serd determinado através da aplicacao do Teorema da Equiparticao da
Energia e 6(t) é a fungao delta de Dirac. A Eq. (2.13) indica que o ruido é descorrelacionado,
isto é, o valor de f(¢) em um instante ¢ ndo possui nenhuma relacgao estatistica com seu
valor num instante t’. Nesses casos a funcao de correlacao é representada por uma funcao
delta de Dirac. Essa propriedade caracteriza o chamado ruido branco. Assim, vemos que a

forca é descorrelacionada, mas o que serd que acontece com as velocidades? Seja,
Co(t —t") = (v(t)v(t)), (2.14)

onde C,(t — t') é a funcao de correlacao das velocidades. A funcao de correlagao depende
da diferenga dos tempos ¢ — ¢’ para sistemas estaciondrios. Multiplicando a EL, (2.10), por

v(0) e fazendo a média sobre o ensemble de particulas

m% (v(t)v(0)) = —ym (v(t)v(0)) + (f(t)v(0)). (2.15)

Seja a autocorrelagdo das velocidades,
Cu(t) = (v(t)v(0)), (2.16)

entdo utilizando a Eq. (2.12), podemos escrever

d

%Cv(t) = —yCy(t), (2.17)

onde,

Cy(t) = Cy(0)e (2.18)

Portanto, para tempos suficientemente grandes, quando ¢t — oo o sistema “esquece” as
condicoes iniciais, assim com o passar do tempo o sistema vai ” perdendo”a memoria.
Vamos agora determinar o da propriedade (2.13). Observe que v(t) pode ser escrito

como,
t

v(t) :v(O)e—%ri / e Fy d, (2.19)
m Jo

a Eq. (2.19) provém da transformada de Laplace da Eq. (2.10). Calculando (v(¢)?) temos,

(W2(t)) = <02(0)>e—2vt+% /0 e (£ (0)) dt +
+% /O /0 e VT D (@) F(7)) 't (2.20)

De acordo com as Egs. (2.12) e (2.13) podemos escrever,
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<v2(t)> = <U2(0)> e 2t 4 W(l —e 2, (2.21)

Considerando que a particula browniana estd em equilibrio com o fluido ou vai para o
equilibrio quando ¢ — oo, pelo Teorema de Equiparticao de Energia [36], na auséncia de
campos ou forcas externas, uma particula em equilibrio terd uma energia cinética média
igual a %K BT para cada grau de liberdade,

lim 1m@Q(m = %KBT, (2.22)

t—o0 2

entao podemos escrever,

_ KpT

(0%)eg =

Sendo esta a velocidade quadratica média de equilibrio para um sistema descrito pela EL,

- (2.23)

chegamos a

o = 2ym? tlggo <v2(t)> . (2.24)
Substituindo a Eq. (2.22) em (2.24) obtemos o parametro o,
o =2myKgT, (2.25)
de modo que, substituindo a Eq. (2.25) na Eq. (2.13), obtemos
(F&)f(t)) = 2myKpTo(t —t'). (2.26)

Esta é uma primeira versao para o Teorema de Flutuacao-Dissipacao (TFD) que relaciona
a fricgao 7, responsavel pela dissipagao de energia, com a flutuacao f(t), responsédvel pelo
incremento de energia no sistema.

O MB ¢ anilogo a uma caminhada aleatéria. Desse modo, podemos obter a EL
utilizando a Teoria da caminhada aleatéria. Considere uma particula que se move ao longo
do eixo x com probabilidade p = 1/2 de dar um passo de comprimento [ para a direita e
com probabilidade ¢ = 1/2 de dar um passo de comprimento [ para a esquerda. Seja nj o
numero total de passos para direita e ny o nimero total de passos para esquerda. Vamos
supor que N é o numero total de passos e que cada passo € independente do passo anterior,
ou seja, os passos sao estatisticamente independentes. De acordo com a segunda lei de

Newton, o movimento da particula é dado por

dv (t)
dt

m

= F(t), (2.27)
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aqui F'(t) é uma forca constante em um intervalo de tempo At dada por

+
Fiy=4 %, (2.28)
—X
onde AR = xA(t) é a quantidade de movimento que a particula recebe no intervalo de

tempo At. Vamos definir um tempo caracteristico de modo que o ntimero total de passos é

proporcional ao tempo, isto é, t = NAt. Escolhendo v(0) = 0, para um tempo ¢ podemos

v(t) = %At(nl — ng), (2.29)
entao (v(t)) serd, N
(0()) = 2= ((m1) = (n2)). (2:30)
Desse modo, se (n1) = (ng)
(v(t)y =0. (2.31)

Sendo ((n1 — n2)?) = N[N — 4pg(N — 1)], ver [37], podemos escrever

(2()) = LA NIV — apg(V - 1)) (2.32)

m?2

O espago € isotrépico, ou seja, p = g = 1/2, entao,

2 A 42 2
9 XAt XAt
t)) = N = t 2.33
(o) =2 = (L3 (2.39)
desde modo, a energia cinética média da particula (E.) pode ser escrita como
1 ZAt
(Be) = 5m (v*(t)) = XQm t. (2.34)

De acordo com a Eq. (2.34) vemos que a energia cresce indefinidamente, porém sabemos
que fisicamente isto nao é verdade, entdao deve existir um mecanismo de dissipacao que

compense a flutuacdo. Seja (Pf) a poténcia de flutuacdo média do sistema dada por:

d Y2At
Py =—(E.) = , 2.35
(Py) = 4 B = X5 (23)
temos ainda que a poténcia de dissipagao média (P;) é dada por
(Pa) = (Fav(t)) (2.36)

onde F; é uma forca dissipativa dada por Fy = —m~yv(t), entdo na Eq. (2.36) obtemos,

(Py) = —my (v3(t)) . (2.37)



2.3. FEquagao de Langevin e Teorema de Flutuagao-Dissipacao 12

Utilizando a teoria cinética temos,

1, 1
§m(v () = 5 KBT, (2.38)

na Eq. (2.37) temos,
(Pa) = —vKBT, (2.39)

utilizando as Eqgs. (2.35) e (2.39) e (Py) + (Pf) = 0, chegamos a

o 2mKpT

. 9.4
7 (2.40)

X

A Eq. (2.40) é o TFD. Essa equagao relaciona a constante de fric¢ao +y, responsavel pela
dissipacao, com a forca x responsavel pela flutuacao. Deste modo, a lei de Newton, Eq.
(2.27), torna-se

mdqc}lit) = —myv(t) + f(t). (2.41)

A Eq. (2.41) é a EL, onde o primeiro termo do lado direito estd ligado a dissipacdo e o

segundo termo do lado direito estd ligado a flutuacao, sendo assim a energia conservada.
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Capitulo 3

Processos nao markovianos

3.1 Introducao

Os trabalhos de Einstein [4] e Langevin [6] sobre o MB forneceram os principais
fundamentos a teoria de processos estocasticos. Seus estudos, entretanto, sdo baseados
em uma estrutura de caminhada aleatéria e sao validos apenas para processos markovi-
anos desprovidos de memoria de longo alcance, como veremos mais adiante. Contudo,
muitos processos naturais nao possuem as propriedades markovianas e apresentam difusao
anomala [21,29,38-43]. Deste modo, o deslocamento quadrético médio de um certo sis-
tema evolui com uma lei de poténcia, com expoente fracionario, além do unitério (difusao
normal).

Para descrevermos esse tipo de sistema é necessario estudarmos processos nao
markovianos, os quais consistem em fenémenos cuja evolugao do sistema sofre influéncia de
sua histoéria, e nao somente do momento presente como ocorre no caso markoviano. Desse
modo, apresentaremos neste capitulo a Equagao de Langevin Generalizada (ELG) proposta
no formalismo de Mori [15]. A partir da ELG, levando em conta algumas consideragoes,
demonstraremos o Teorema de Flutuagao-Dissipacao Generalizado (TFDG). Estudaremos
a origem fisica da fun¢ao memédria [20]. Por fim, apresentaremos a relagao entre os regimes
difusivos e a correlagao das velocidades [20], e a relagao entre os regimes difusivos e a fungao

meméria [21].
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3.2 Formalismo de Mori e Teorema de Flutuacao-Dissipacao

Generalizado

Vimos que a ELN descreve apenas processos nao correlacionados, ou markovianos.
No entanto, pode ocorrer que o meio de propagacao possua ruidos em faixas especificas de
frequéncias de modo que a forga seja correlacionada. Nesses sistemas, o ruido em um dado
instante estd correlacionado com o ruido em outro instante e a trajetéria percorrida pela
particula permanece como que armazenada em uma memoéria que influencia os fenémenos
atuais. Isso leva a novos tipos de difusao caracterizados por um deslocamento quadratico
médio que varia de uma forma nao linear com o tempo.

Pesquisas recentes [7—13] revelaram esses tipos de regimes difusivos que nao evo-
luem linearmente no tempo, ou seja, de acordo com a Eq. (2.4), ndo podem ser descritos pela
EL. Tais regimes foram denominados de difusoes anémalas. Esse tipo de difus@o ocorre tipi-
camente em situagoes como difusao em fractais [44], condutividade em materiais vitrios [45],
difusdo em nanotubos de carbono [46], andlise do histograma obtido a partir das batidas do
coragao de um individuo saudavel [47], no estudo da energia vibracional em proteinas [48],
entre outros sistemas fisicos. Para estudarmos esses sistemas é necessario que a EL seja
alterada, de modo que o deslocamento quadratico médio da particula, Eq. (2.4), evolua na
forma de uma lei de poténcia com expoente fracionario, além do unitdrio. Assim teremos

lim (z%(t)) ~ t* (3.1)

t—o00

O expoente « classifica o regime difusivo: para o = 1 temos difusao normal, para 0 < o < 1
o movimento é subdifusivo e para 1 < a < 2 o movimento é superdifusivo, sendo essas
duas tdltimas difusoes anémalas; o = 2 o movimento é chamado balistico [20, 21, 49-51].
Observe que a nao pode ser negativo, caso contrario, para t — oo, haveria um processo de
contragao que geraria um colapso em um ponto de singularidade. Conforme demonstrado
recentemente [51], nenhum processo de difusao supera o balistico, exceto quando existe um
campo externo aplicado.

Em 1965, Mori prop6s uma generalizagao da ELN [15-18]. O formalismo de Mori
permitiu o estudo de processos nao Markovianos, em que eventos aleatorios em um instante
t sejam influenciados por eventos ocorridos anteriormente em um tempo t' qualquer. Este
formalismo nos leva a uma equagao que pode ser considerada como uma ELG, sendo uma
equacao estocdstica que pode ser utilizada no estudo de processos cujas correlacoes sejam

devidamente consideradas. Para isto vamos reescrever o primeiro termo do lado direito da
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Eq. (2.10), de modo a incluir um termo de meméria. Desse modo a ELG consiste em

dtzit) =-m /0 Dt —t)(t)dt' + f(t), (32)

onde I'(t) é a Funcdo Memoria, que atua como uma fricgdo generalizada que depende de

m

acontecimentos em tempos anteriores, de modo que

lim T'(t) = 0. (3.3)

t—o00

Portanto, a presenga da fungdo memoria I'(¢) tem o papel de uma friccao generalizada.

O ruido f(t) é uma forga estocéstica aleatéria que satisfaz as seguintes condigoes:

e O ruido é possui média igual a zero

(f)) =0, (3-4)

e O movimento da particula browniana é devido as flutuacées do banho em equilibrio
térmico no qual estd se movendo e nao é correlacionado com a velocidade inicial da

particula

(f(t)v(0)) =0, (3.5)

e O ruido em um dado instante t estd correlacionado com o ruido em outro instante ¢’

Crt—t) = {f)f(t")) = mkgTT(t —t'). (3.6)

Desse modo as informacgoes da evolucao do sistema ficardo armazenadas em uma funcao
memodria que influencia o movimento das particulas em um instante ¢t qualquer. A Eq. (3.6)
é conhecida como TFDG e prediz como se da o balanco de energia no equilibrio térmico. A
Eq. (3.6) foi proposta por Kubo [20,26], sendo esta uma versao nao Markoviana do TFD.

Consideremos agora os seguintes casos:

(a) T'(t) = 2v4(t), neste caso a ELG, Eq. (3.2), se reduz a EL, Eq. (2.10), na qual
temos o ruido branco. Para esse tipo de difusao vimos que a = 1.

(b) considere I'(t) = k, ficamos com

do(t)

m— = = —ka + [ () (3.7)
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que é a equacao de um oscilador harmoénico e portanto nao difunde. Deste modo se conside-
rarmos o desvio quadratico médio, obtemos o = 1 no caso (a) e a = 0 no caso (b). Portanto

podemos perceber que memorias diferentes podem produzir regimes difusivos diferentes.

3.3 Funcao Memoria

Devemos estudar a origem fisica da funcao memoria. Para isso vamos associar a
funcao memoria ao ruido f(¢). Nesta secao tomaremos por base o trabalho de Costa [19].
Uma forga estocdstica f(t) pode ser decomposta em um conjunto de osciladores

harmonicos na forma
(1) = / a(w) coslwt + ¢(w)]dw, (3.8)
0

onde w é a frequéncia, a(w) é uma amplitude e ¢(w) é uma fase aleatdria cujo valor estd

no intervalo 0 < ¢ < 27. A flutuagao no instante ¢t + 7 é dada por
flt+7)= / = a(w’) cos[w'(t + 7) + p(w')]dw’, (3.9)
0
assim,

(f)ft+71)) = /000 /000 a(w)a(w'){cos|wt + ¢(w)] cos[w'(t + 7) + d(w)])dwdw’, (3.10)
sendo a média dos cossenos

(cos[wt + ¢(w)] cos[w'(t + 7) + p(w)]) =

N : /
ngigo of /_L cos|wt + ¢(w)] cos|w'(t + 7) + ¢(w')]dt, (3.11)

utilizando a propriedade da soma dos argumentos do cosseno e sendo o produto de uma

funcao par por uma fun¢do impar uma funcao impar chegamos a
o o0
/
st = [ [ awa)
o Jo

{ [ lim / ¥ cos(ut) cos(w’t)dt] cos d(w) cos|w'T + ()]

L—oo 2L _L

+ [lim € / ' sin(wt) sin(w't)dt] sin ¢(w) sin[w'T + ¢(w’)]} . (3.12)

L—oo 2L —L

Utilizando as propriedades

cos(wt) cos(w't) = % {cos[(w + w')t] + cos[(w — )]}, (3.13)
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sin(wt) sin(w't) = —%{cos[(w + W )t] — cos|(w — w)t]}, (3.14)

para a integral do primeiro termo na Eq. (3.12) temos

.1 [k )
LILH;OZL/L cos(wt) cos(w't)dt

1 {Sin[(w +w')L] N sin[(w — w')L] } '

= lim — ; y
w+w w—w

1
L—oo 2L (3 5)

Sendo w e w' positivos, quando L — oo todos os termos vao a zero, exceto na situagao em

que w = w’. Assim, podemos escrever,

oLt / 1 /
nggo oY /L cos(wt) cos(w't)dt = Qé(w —w'). (3.16)

Utilizando o mesmo raciocinio para a integral do segundo membro da Eq. (3.12), encontra-

mos

S .y 1 :
Lh—{%oﬂ//_L sin(wt) sin(w't)dt = 55(w—w). (3.17)

Substituindo as Eqgs. (3.16) e (3.17) na Eq. (3.12) e utilizando a propriedade de ortogona-

lidade das fungoes seno e cosseno, obtemos

(f@O)ft+1)) = % /000 a?(w){cos p(w) cos[wT + d(w)] + sin ¢(w) sin[wT + P(w)] }dw. (3.18)

Utilizando as propriedades da soma dos argumentos do seno e cosseno, a correlacao das

forcas sera
* a?(w

) f(E+ 7)) = / cos(wr)dew, (3.19)

0
e utilizando o teorema de flutuagao-dissipagao dado pela Eq. (3.6) chegamos a

* a?(w
F(T):/O 2ml((;TCOS(WT)dw' (3.20)

Definindo a densidade de estados do ruido p(w) por

a*(w)
= 21
) = g, (3:21)
a funcdo memoria pode entao ser escrita como
oo
I'(t) = / p(w) cos(wt)dw. (3.22)
0

Na Eq. (3.22) vemos que a memdria é par para qualquer distribui¢ao de ruidos.



3.4. Regimes Difusivos 18

3.4 Regimes Difusivos

Nesta secao estudaremos a relagao entre os regimes difusivos e a correlacao das

velocidades [20], e a relac@o entre os regimes difusivos e a fungdo memdria [21].

3.4.1 Regimes difusivos e a Correlagao das Velocidades

Seja a fungao x(t) que relaciona a posi¢ao de uma particula no instante ¢, tal que

sua posicao a partir da origem possa ser determinada por

t
o(t) = / o(¥) ', (3.23)
0
onde (z(0)) = 0. Multiplicando z(t) por sua derivada temporal, (), e em seguida tomando

a média sobre o ensemble,

(x(t)@(t)) = /0 {v(t)v(t')) dt’, (3.24)

ou ainda

— 2
th /Ctt (3.25)

a funcao C,(t —t') expressa a correlagao das velocidades, definida na Eq. (2.14), como

Cy(t —t') = (v(t)v(t)) . (3.26)

Podemos relacionar a funcao de correlacao das velocidades diretamente com a constante de

difusao desde que a Eq. (3.26) seja valida para qualquer tempo ¢. No limite ¢ — oo, temos

que
1d ., , !
Jim 5 £ (a0)] = Jim [ Cu(e—e) / o (3.27)
Sendo,
. 2 .
Jim (2%(t)) = 2Dt, (3.28)
obtem-se

D= / ) dt = / ol (3.29)

Essa equacao é conhecida como férmula de Kubo [26].
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3.4.2 Regimes difusivos e a Fungao Memodria

Observe que, se a difusao é normal, D é uma constante, desse modo, para obtermos

uma relagao para a difusao anoémala, é necessario que D seja uma funcao do tempo

t
D(t) = / Co(#)dt (3.30)
0
logo,
0 , Subdifusao (a < 1);
tlgrolo D(t) = { constante # 0 , Difusao Normal (o =1); (3.31)
00 , Superdifusao (a >1).

Podemos determinar o tipo de difusdo que um sistema apresenta quando o com-
portamento de sua funcao memoria for conhecido. Para isto, devemos obter a constante
de difusao através do céalculo da transformada de Laplace da funcao de correlacao das ve-
locidades C,(t). Multiplicando a ELG por v(0) e em seguida tomando a média sobre o
sistema

m(v(0)o(t)) = _m/o Lt —¢)(w0)v(t))dt' + (f(t)v(0)), (3.32)

de acordo com a propriedade (3.5), podemos escrever,

Co(t) = — /Ot D(t —t)Cy(t)dt . (3.33)

Utilizando as propriedades de derivada e convolugao da transformada de Laplace [35] (Ver

apéndice A, obtemos

~ Cy(0
Cy(2) = # (3.34)
z+T(z)
Agora, pela defini¢do da transformada de Laplace,
C(0) = Tim Gy (2) = / C()dt, (3.35)
z—0 0

e utilizando as Eqgs. (3.29) e (3.35), a constante de difus@o pode ser reescrita como,

lim D(t) = lim 0 _ GO (3.36)
t—00 z2—0 5 4 f(z) f(o) ’ '

desde que f(z) decaia mais vagarosamente que z. Essa expressao mostra que o valor de T'(0)
¢é importante na classificacao do tipo de difusao encontrado no sistema. Deste modo, para

que a difusao seja normal é necessario apenas que I'(0) e C,(0) sejam finitos. Comparando
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esse resultado & Eq. (3.1), obtemos [21]

00 , Subdifusao;
I'(0) = { constante # 0 , Difusdo Normal; (3.37)
0 , Superdifusao.

Portanto, conhecendo a funcao memoéria, podemos predizer qual o regime difusivo do sis-
tema. Além disso podemos definir um tempo de relaxagao 7 = 1/ e mostrar que para um
tempo t > 7, a ELG comporta-se como a EL [51].

Consideraremos agora o comportamento de f(z) nos casos em que z — 0 como
sendo

lim T'(z) ~ 2. (3.38)

z—0

Observe que os limites t — oo e z — 0 na transfomada de Laplace estao conectados e nao

devem ser tomados separadamente. Desse modo, fagamos

1
Z~ =, (3.39)
t
utilizando a Eq. (3.36) temos
Cy(0 1
Mﬂ@NM1d)ﬂmf, (3.40)
t—00 z—0 2z + ¥ 2—0 2V
assim
. _—
tliglo D(t) tliglot . (3.41)

Substituindo a Eq. (3.41) na Eq. (2.4) e comparando com a Eq (3.1) chegamos a [21],
a=v+1. (3.42)

Portanto, conhecendo-se o comportamento de f‘(z) quando z — 0, ou equivalentemente, o

de I'(t) quando t — oo, é possivel determinar o expoente « e o tipo de regime difusivo apre-

sentado pelo sistema. Este resultado é de fundamental importancia e vem sendo utilizado

na literatura em diversas situagdes como, por exemplo, motores moleculares [52], processos
r

de crescimento [53], entre outros. Retornaremos aos limites acima na discussao sobre os

limites assintdticos.

3.5 Hipédtese Ergodica e Condicao de Mistura

Nesta segao apresentaremos os conceitos de Condigao de Mistura (CM) ou ir-
reversibilidade e Hip6tese Ergédica (HE). Apresentaremos ainda o Teorema de Khinchin

(TK) [1].
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Considere a evolugao de uma varidvel estocastica dinamica A = A(t). A média

sobre ensemble (G(A)) de uma fungdo G(A) qualquer, é definida como

—E(A)

(G(A)) = /Q Gyl %ot ag, (3.43)

onde F(A) é a energia inerente a varidvel estocdstica A e a integral ¢é feita sobre todos os

estados acessiveis do espaco de fase €2, ou ainda
(G(A)) = /G(A)P(A)dA, (3.44)

sendo P(A) a funcdo de distribuigdo de probabilidade de A em um instante t. Sendo a

fungao de correlagao definida como
Calt — 1) = (A(DA()) (3.45)

podemos ainda definir a média temporal da fungao G[A(t)] para um tempo € > 7%, com 7*

sendo um intervalo de tempo muito pequeno,
GIAD] =~ |~ GlA(t +t")]at. (3.46)
Neste caso, a HE prediz que,

GTA(t = o0)] = (GIA(t — o)) = (G(A)) (3.47)

eq’

ou seja, para um tempo suficientemente grande, o sistema atingira todos os estados acessiveis
e, assim, a média temporal serd igual & média sobre o ensemble, correspondendo a uma

média no equilibrio termodindmico. A exemplo disso, podemos considerar,

G[A(t)] = A%(t), (3.48)
entao,
A%(t = 00) = (A*(t = 00)) = (4%), | (3.49)
e considerando,
A(t) = mo(t), (3.50)

onde v(t) é a velocidade de uma particula de massa m em um instante ¢, podemos associar
a velocidade quadratica média no equilibrio termodinamico ao teorema de equiparticao da
energia [36],
2
(A >eq =mKpgT. (3.51)
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Em outras palavras, a HE estabelece que, para um intervalo de tempo experimental maior
que o tempo de relaxacao, os efeitos devido as condicgoes iniciais devem desaparecer a medida
que o sistema evolui para o equilibrio termodinamico. Desse modo, a média temporal e a
média sobre o ensemble devem ser equivalentes. Portanto a HE justifica a equivaléncia entre
a média no tempo e a média no ensemble.

A Condigao de Mistura (CM), ou Condicao de Irreversibilidade, de um sistema

fisico pode ser definida como sendo [51],

lim R(t) =0, (3.52)

t—00
onde a quantidade normalizada R(t) é definida por
_ Calt) _ (AmA©)
Ca(0)  (42(0)

A CM nos diz que, apés um tempo ¢t > 7%, o sistema atinge o equilibrio termodinamico.

R(t) (3.53)

Desse modo, ndo devemos esperar que A(t) “lembre” de sua condigao inicial A(0).

O Teorema de Khinchin (TK) é um dos teoremas fundamentais na mecéanica es-
tatistica. O TK relaciona a ergodicidade da varidvel A a irreversibilidade de sua fungao de
correlagao R(t), isto é, o TK diz que se a Eq. (3.52) é valida, entdao A é ergdédico. Dessa
forma, o TK estabelece que a irreversibilidade é necessaria e suficiente para a validade da

HE. Lapas et al. [29] mostraram que o TK é véilido para todo processo difusivo.

3.6 Violacao da Condicao de Mistura, Ergodicidade e do Te-

orema de Flutuacao-Dissipacao

Estudos recentes sobre difusao anomala tém mostrado que a HE, a CM e o TFD
estao fortemente conectados, isto é, a violagao de um desses conceitos implica na violagao
dos outros [21,22]. No entanto, existe uma hierarquia entre os conceitos de CM, HE e TFD,
de modo que um pode ser violado sem que outros sejam [51]. Mostraremos a seguir que
a CM e a HE funcionam em processos difusivos descritos por uma ELG dentro do limite
0<a<?2 Paraa=0ea=2, esses conceitos e o TFD sao violados.

Seja a funcao de correlagao das velocidades normalizada dada por

Co(t)
t) = .54
Rt) = & (3.54)
neste caso, de acordo com a Eq. (3.34),
~ 1
R(z) = ———. (3.55)

z+T(2)
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Sendo a CM dada pela Eq. (3.52) e utilizando o Teorema do Valor Final (TVF) [54], ver

apéndice A, na fungao R(t) temos,

tlg(r)lo R(t) = ll_I)I(l) zR(z), (3.56)
. . 1
Jim R(t) = liny {1+ 1) (8:57)
z

De acordo com a Eq. (3.38) ficamos com,

. . 1
A B(t) = lim = (3:58)

Para o > 2 a fungao R(t), e consequentemente a funcao de correlagao das velocidades, nao
converge para um valor nulo. Varias sao as consequéncias de tal resultado. Uma delas se

refere ao fato de que nos casos de difusao balistica (a = 2), a CM ¢ violada, pois

) 1

Assim, para a difusdo balistica, o sistema continua sofrendo alguma influéncia de suas
condigoes iniciais.

Portanto, a CM e a HE funcionam em processos difusivos descritos por uma ELG
dentro do limite 0 < a < 2. Para a = 2, esses conceitos sao violados, pois para valores
v ~ 1 o processo de relaxagdo pode ser muito lento. Além disso, o valor maximo assumido
por v é 1. Por outro lado, todas as difusoes descritas por um expoente 0 < o < 2, ou seja,

difusdes normais, e grande parte das subdifusoes e superdifusoes, satisfazem a CM [51].
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Capitulo 4

Processos Assintoticos em Difusao

Anomala

4.1 Introducgao

O estudo de sistemas com memoéria, ou seja, sistemas nos quais os eventos do
passado possuem certa influéncia sobre o presente, tem contribuido para explicar varios
fendmenos fisicos onde o comportamento coletivo é fortemente correlacionado. Para uma
grande quantidade de processos estocédsticos descritos pela ELG, a transformada de Laplace
da funcao de correlagdo pode ser calculada na forma simples da Eq. (3.34). Entretanto,
observe que a transformada inversa da Eq. (3.34) é possivel apenas em um nimero reduzido
de casos. Assim somos levados a utilizar métodos numéricos de inversao ou solugéao numérica
da Eq. (3.33) (ver Apéndice B).

Neste capitulo, que representa o ponto central desta tese na forma de uma con-
tribuicao cientifica original, estudaremos o fenémeno de difusdo anémala para tempos as-
sint6ticos utilizando o formalismo da ELG. Apresentaremos inicialmente uma generalizagao
do expoente de difusao. Logo em seguida, apresentaremos um método assintotico para ob-
ter uma expressao analitica para o coeficiente de difusao através da introducao de um fator
de escala temporal \(t). Mostraremos uma expressao exata para A(t), e que para tempos
grandes A(t) torna-se um parametro universal determinado pelo expoente de difusao. Os
resultados analiticos sao entao comparados com os resultados numéricos se apresentando
em concordancia. Este método é geral e pode ser aplicado para varios tipos de problemas

estocasticos.
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4.2 Generalizagcao do Expoente de Difusao

Utilizando a ELG, podemos estudar o comportamento assintético do segundo mo-

mento da posicao da particula,

lim (2?) = 2D(t)t ~ t°, (4.1)

t—o0
para caracterizar o regime difusivo do sistema. A Eq. (4.1) é uma generalizagao da relagao
de Einstein para o deslocamento quadratico médio de um conjunto de particulas. Nesta
secao vamos generalizar o conceito de expoente de difusdo reescrevendo o comportamento

assintético do expoente de difusdo na forma [23]

lim (2?) ~ t*[In(t)] = t*, (4.2)

t—o00

onde «. esta relacionado com e do seguinte modo,

1, ac=a"
€= O’ e = @ (43)

-1, a.=a"
A ideia de termos um expoente difusivo a. vem das teorias de transicdo de fase, a partir
da teoria de campo médio, onde o calor especifico Cy(T') para temperaturas T' préximas a

temperatura de transi¢ao 7. comporta-se como

Cri—o(T) ~ |T — T,|~® (4.4)

Entretanto, o modelo de Ising em duas dimensoes apresenta comportamento anémalo [55].
Na solucao de campo médio obtemos « = 0, independente da dimensao. Na solucao de

Onsager para duas dimensoes, o calor especifico comporta-se como
Cy(T) ~In|T — T, (4.5)

nao apresentando comportamento em lei de poténcia. Neste caso, podemos dizer que o
expoente o é a = 07 [36]. Este é o conceito de expoente generalizado que queremos levar
para o estudo de difusdo. Esta generalizagdo, Eq (4.2), é importante uma vez que existe
um grande ntmero de possibilidades de combinagoes para comportamentos logaritmicos e
leis de poténcia. Observe pelo exposto na Segao (3.4.2) que o comportamento de t — oo
esta associado ao comportamento de E(z) para z — (. Para um grande ntimero de fungoes,
a expansao em lei de poténcias em torno de z ~ 0 é possivel, enquanto que para In(z) isso

nao é possivel. Desse modo, é importante mantermos a definicao de expoentes o e a™.
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4.2.1 Teoria de Escala para Difusao

Vamos agora propor um processo assintotico para obtermos analiticamente o coe-
ficiente de difusao. Observe que desde o trabalho de Morgado et al [21], a Eq. (3.42) para o
expoente de difusao vem sendo usada com sucesso. Entretanto esse resultado é baseado na
Eq. (3.39), de modo que a maioria dessas demonstragdes foram feitas de forma intuitiva.
Nesta Subsegao, vamos mostrar rigorosamente que a proposta intuitiva, Eq. (3.39), é vélida.
Além disso vamos mostrar que os resultados podem ser usados para a obtencdo de valores
analiticos para R(t) e D(t). Reescrevendo a Eq. (3.34) na forma

oo

lim D(t) = lim [ R(t)e *dt’ = lim R(2), (4.6)
z—r

t—00 z—=0 Jo

/ ~
#" nao exerce qaulquer con-

o limite z — 0 assegura que, para tempos pequenos, o termo e~
tribuicao. Portanto, o resultado acima é exato. Entretanto, nosso interesse é mostrar que,

tendo esse limite superior como exato, podemos propor para tempos finitos o escalonamento,
2 (4.7)

onde A(t) é uma funcado a ser determinada. Desde que A(t) seja uma funcdo arbitréria, a
introdugao desse escalonamento na Eq. (4.6) nos leva a uma nova fungao cujas propriedades

estdo mais proximas da funcao D(t) real. Desse modo escrevendo,

D(t)=R (z = A) : (4.8)

para valores de t grandes, porém finitos, podemos obter D(t) analiticamente. Por outro lado,
vamos provar que, para tempos grandes, A(t) é constante. Assim a exponencial introduzida
na Eq. (4.6) é uma constante que nao influencia na forma funcional de D(t). A Eq. (4.8)
constitui o método que utilizaremos na obtencao do resultado assintético analitico para o
coeficiente de difusao.

Considere como exemplo R(t) = Ct". Com um simples célculo temos,

R(z) = C’/OOO tNe #dt = ZC]'V]XL (4.9)
e
D(t) = /0 "Rt = (]’:f]:l (4.10)
Fazendo o escalonamento
z— &, (4.11)

t
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~ 1

vemos que D(t) = R(z = \/t) com X\ = [(N + 1)!]¥+1, independentemente do tempo ou do
valor de C. Esta igualdade acontece para todos os valores de t e z e ndo somente para o
valor final.

Obviamente que o exemplo acima é um caso particular. No entanto, ja sabemos
que para tempos infinitos o TVF acontece, portanto vamos afirmar que apds um tempo
transiente 7, isto é, para t > 7, a Eq. (4.8) seja obedecida com uma aproximagao razoavel,
principalmente considerando que A(t) é arbitrario. Desse modo, ¢ > 7 é equivalente a
t — oo. No exemplo anterior, 7 = 0, entao o escalonamento (4.7) é vélido para qualquer
tempo .

Para determinarmos A, para ¢t >> 7, reescrevemos a Eq. (4.8) como

D(t)=R (@) = fzt) (4.12)

onde

~+ | >

F(t) = A(t) + T < > : (4.13)
Deste modo podemos obter a funcao de correlagdo R(t) de duas maneiras,

I) Derivando a Eq. (4.12)

m(t) = 00 = {1t wirel} /s (4.14)
II) Pelo TVF
| Ry(t) = zR(2) = M) (4.15)
70)

Vamos considerar agora que as Egs. (4.14) e (4.15) sejam vélidas para um tempo finito

t > 7. Considerando a diferenca relativa

AR(t) = RQ};f‘l _ {/\ 14 t% In [f(t)]} I, (4.16)
como nula, para A # 0 obtemos
d
At)=1- ta In[f(t)]. (4.17)

Essa relacao funcional para A(t) forga os dois resultados a convergirem rapidamente um
para o outro fazendo com que o resultado se aproxime do valor exato. Para valores finitos

de t podemos obter A(t) através do mapa

Aalt) = GO, 1) = 1= 15 (1) (4.18)

Desse modo introduzimos os valores de A, e obtemos A\, até a convergéncia ser obtida.
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Para tempos grandes

. _d
A= lim A(#) = 1 - lim ¢ In[f(2)] (4.19)

vamos mostrar que A(t) converge rapidamente para uma constante e que seu valor é uni-
versal. Para obtermos \ necessitamos de um conhecimento de I'(z). Entretanto, desde que
nosso interesse é no comportamento assintético, podemos expandir I'(z) em termos de série

de Taylor ou Laurent em torno de z = 0. Uma forma bastante geral para f(z) é

I'(z) ~ 2"[a — bln(z) — ¢/ In(z)], (4.20)

onde a, b e ¢ sdo constantes positivas. Nessa expansao, preservamos In(z) que nao pode ser

expandido em torno de z = 0. Considere agora os seguintes casos,
1. Seja b = 0, entdao o termo dominante ¢é
['(z) ~ a2, (4.21)
e a difusdo é do tipo a = v + 1. Utilizando a Eq. (4.11)
~ (A A\
r <> ~a <> =a\"t™", (4.22)
t t
substituindo a Eq. (4.22) na Eq. (4.13)

F(t) = A+ taX't™", (4.23)

na Eq. (4.19) obtemos
a\’ (1 —v)tt=v

A= (4.24)
e Sev<l
Azl—tllrélo[l—(l—y)}:A:V. (4.25)
e Sev>1
A=1. (4.26)
Logo

A =min(l,v). (4.27)
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2. Para b # 0 o termo dominante é
[(z) ~ —bz" In(2), (4.28)
e a difusdo é do tipo a = (1 +v)~.
Novamente, utilizando a Eq. (4.11) temos
~ (A A\ A
r <t> ~ —b (t) In (t) = —bA"t"VIn(\) + bA"t 7" In(t), (4.29)
substituindo a Eq. (4.29) na Eq. (4.13)
f@&) =X —=t"770A" In(\) + 170\ In(2), (4.30)
na Eq. (4.19) obtemos
DAY[(1+ In(A) (1 — )t =) + (1 — v) In(£)t )
t—00 A — A=A\ In(A) 4 t(=Y)bAY In(t)
e Ser<1
v _ (1-v)
A1 g AOA =) (4.32)
t—00 tA=)p)\¥ In(t)
e Sev>1
A= 1. (4.33)
Obtemos para A o mesmo valor da Eq. (4.27).
3. Paraa=b=0e c# 0 temos
~ cz¥
T —— 4.34
(0~ s, (434
e a difusao é do tipo a = (1 +v)T.
Novamente, utilizando a Eq. (4.11) temos
~ (A A\ 1 —cA\VtTV
(t) ‘ <t> Y TIeYOR (4.35)
substituindo a Eq. (4.35) na Eq. (4.13)
cA 'tV
H=A— ———= 4.
na Eq. (4.19) obtemos
. e\ (1 — Z/)t(l_”) eavt—v)
A=1-1 - 4.37
150 [)\ln(t) Tt In()An(t) + i) (437)
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e Servr<l

A=1-— lim

t—o00

[c)\”(l —v) eAvt=v)

BY _1mwA%u—m]:>A:L“ (4.38)

e Sev>1

A=1. (4.39)

Portanto, verificamos que a relagao (4.27) aparece sempre como resultado, e que o valor

limite de A nao depende de a, b ou ¢. Sendo

Mw:/waa—ww, (4.40)

a derivada de R(t) deve ser zero na origem, ou seja, a integral do lado direito deve ser
nula em ¢t = 0. Isto é verdade, exceto para func¢ées memoria nao analiticas, tal como
a funcao delta de Dirac. De fato, nao esperamos comportamento exponencial da forma
R(t) = exp (—v|t|), com derivada descontinua na origem [51,56]. Sendo a fun¢ado memdria
uma funcao par, a transformada de Laplace de uma funcao par é uma funcao fmpar, isto é,
[(—z) = —I'(z). Da Eq. (3.34), R(—z) = —R(z), ou R(—t) = R(t). Essa propriedade exige
que a funcao e sua derivada sejam bem comportadas tais como as func¢oes pares, pois estas
possuem derivada nula na origem.

Nessa conjectura, alguns pontos merecem atencao:

1. Primeiramente, estamos considerando integrais da forma da Eq. (4.6), onde a
fungio R(t) é bem comportada e 0 < limy_,o R?(t) < 1, desde que 0 < limy_yoo C2(t) <
Cy(0).

2. D(t) deve ter um termo principal quando t — oo, que determina a difusao. Por
exemplo, a inversa da transformada de Laplace de ]Sb(z) é

1 oot _
R(t) = / R(z) exp(zt)dz, (4.41)
270 J ooty
onde o numero real 7 € tal que todas as singularidades de E(z) estao do lado esquerdo da

linha Re{z} = n no plano complexo. Considere agora a Eq. (4.20) comb=c=0ec¢v <1,

entao
lim R(z) ~ 27" 4.42
lim R(2) ~ 277, (4.42)
desse modo, na Eq. (4.41) temos
+ico+n
lim R(t) ~ / 2"V exp(zt)dz, (4.43)
t—o00 —ico+n
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fazendo a transformacao s = zt e ' =/t

+7’OO+77/ S —V
lim R(t) ~ / <7) t~Lexp(s)ds, (4.44)
t—o0 _Z‘oo_;'_nl t
portanto
+ioco+n’
lim R(t) ~ t”l/ sV exp(s)ds oc t'7 1. (4.45)
t—o00 77;OO+’I7/

Para v > 0 temos um tnico pélo em s = 0, e a condi¢ao em 1’ = 7/t serd automaticamente
satisfeita. Ainda, utilizando a Eq. (4.6) chegamos a D(t) ~ t” e utilizando o escalonamento
obtemos

lim D(t) = lim R(z = A/t) ~ lim ROAJt) ~tV. (4.46)

t—00 z—0
Devemos observar que o resultado acima nao é somente valido para leis de poténcia mas
para qualquer funcio que se comporte como lei de poténcia para z pequeno. Além disso,
confirmamos a relagdo oo = v + 1 obtida por Morgado [21]. Portanto, chegamos ao seguinte

resultado

v —-1l<v<l,
1= (4.47)
1 v>1

A=a—-1=«

Desse modo o fator A\ depende somente do expoente de difusdo «, além disso A é o mesmo
para a ou of. Assim sendo v apresenta um comportamento universal.

Observe que uma transformacao da forma z = \/t" com n # 1, também satisfaz
os limites t — 0o e z — 0, entretanto neste caso o = v/n + 1, o que estaria em desacordo
com o resultado de Morgado el al. [21], além dos resultados obtidos por meio da Equagao

de Fokker-Planck fraciondria [42,57].

4.3 Conclusao

Neste Capitulo chegamos a parte mais importante desta tese. Nele apresenta-
mos uma generalizacao do conceito de expoente de difusao e um método de escala para
a determinagao do comportamento assintético. Obtivemos a fungdo A(t) analiticamente e
mostramos que seu comportamento para tempos longos leva a um valor universal. Estes
resultados correspondem a nossa contribuicao ao estudo de processos assintéticos e sinte-
tizam os ultimos dez anos de pesquisa neste assunto. O escalonamento nao é apenas uma
manipulacado matematica, mas algo fisico. Nos proximos capitulos faremos aplicacoes para

alguns processos especificos de difusao.
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Capitulo 5

Aplicacoes da Teoria de Escala

Neste Capitulo utilizaremos os resultados obtidos nos capitulos anteriores, em
particular os resultados do capitulo 4, para estudarmos diversos tipos de difusdao. Na Secao
(5.1) estudaremos dois tipos de difusao balistica, nomeadamente a ergédica e a nao ergddica.
Na Secao (5.2) mostraremos que o = 2 é o maior expoente possivel de difusdo. Na Secao
(5.3) discutiremos a difusao normal e na Secao (5.4), a subdifusao fraca. Em todo o Capitulo,

o escalonamento e a convergéncia de A(¢) sdo temas centrais.

5.1 Difusao Balistica

A DB é extremamente importante em sistemas condensados. Talvez os exemplos
mais conhecidos sejam o da supercondutividade e da superfluidez. Entretanto, a DB aparece
em um grande numero de situagoes, tais como ondas de spin na cadeia de Heisenberg
desordenada [58] em vérios movimentos difusivos. Mostraremos aqui a existéncia de dois
movimentos balisticos « = 27 e a« = 2. O primeiro caso é ergddico, enquanto o segundo é

nao ergédico. Mostraremos também que a difusdo balistica o = 2 nao existe.

5.1.1 Difusao Balistica Nao Ergddica

Considere a densidade de estados do ruido como

A
w1 —wsy’

w2 < w < Wi,

plw) = (5.1)

0, fora do intervalo,

onde A é uma constante. Introduzindo p(w) na Eq. (3.22), encontraremos a seguinte fungao

memoria:
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I(t) = A [sin(wlt) B sin(wgt)] ' (5.2)
w1 — Wy t t
Tomando a transformada de Laplace da Eq. (5.2) temos,
~ A
Nz =—— [arctan (ﬂ) — arctan (ﬂﬂ . (5.3)
wi — Wo z z

Observe que para wy = 0 temos difusdo normal [21] e o gés de elétrons livres [59]. Entre-
tanto, para wg # 0 temos o regime balistico [20,21]. Para pequenos valores de z, temos que

arctan(1l/x) ~ m/2 — x, logo

f(z)—A<1—1)z: A, (5.4)

- w] — Wy \ Wo w1 wiw2
(S
. = wiw
tlggo R(t) = llg(lJ R(z) = wwy + A (5:5)

De acordo com o TK este sistema nao é ergédico. Em termos simples, ele ndo esquece
completamente o passado mesmo depois de um tempo muito grande, tal como acontece na

difusdo balistica. Adicionalmente, note que limy o A(t) =A=v=1lea=v+1=2.

0 10 20 30 40 50
t(ua.)

Figura 5.1: Fungao Memoria I'(t) em fungao do tempo obtida para A = 1, w; = 1.0 e
wy = 0.5.

Na Figura (5.1) mostramos o comportamento da fun¢ao memoéria I'(¢), dada pela

Eq. (5.2) em fungao do tempo t. Observe que a memdria persiste por um longo tempo.
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Figura 5.2: Lambda A(¢) em fungao do tempo. Na curva (a), w1 = 3.5 e wp = 2.5. Na
curva (b), w1 = 2.5 e wy = 1.5. As curvas sao obtidas utilizando o mapa (4.18).
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Figura 5.3: Funcao de correlagdo das velocidades normalizada R(t) em fungao do tempo.
A curva (a) corresponde ao resultado numérico obtido para w; = 4.0, wy =3.0e A=1. A
curva (b), w; = 2.0, wy=1.0e A=1.

Na Figura (5.2) mostramos A(t) em funcdo do tempo. Utilizamos a Eq. (5.3) e o
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mapa descrito pela Eq. (4.18). Observe que ambas as curvas convergem rapidamente para

o valor

lim A(t) = 1. (5.6)

t—o00
Essa réapida convergéncia é uma garantia que o escalonamento se aproxima do valor exato.
Novamente, o valor constante de A(t) mostra que a forma simples de escalonamento z = 1/t
funciona.
Na Figura (5.3) mostramos a fungao de correlacio R(t) em funcdo do tempo.
Utilizamos o método numérico desenvolvido no Apéndice B e a fungao memoéria Eq. (5.2).
Os dados sao os mesmos da Figura (5.2). Observe que a rapida convergéncia de A(t) na

Figura (5.2) implica na rapida convergéncia de R(t).
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Figura 5.4: Funcao de correlagdo normalizada R(t) em funcdo do tempo. Em ambos os
casos, w1 = 2.0, wy = 1.0 e A = 1. A curva (a) corresponde & integragao numérica,
enquanto a curva (b) corresponde ao escalonamento. A linha horizontal é o valor limite
esperado.
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Figura 5.5: Funcao de correlagdo normalizada R(t) em funcdo do tempo. Em ambos os
casos, w1 = 4.0, wy = 3.0 e A = 1. A curva (a) corresponde & integragao numérica,
enquanto a curva (b) corresponde ao escalonamento. A linha horizontal é o valor limite
esperado.

Nas Figuras (5.4) e (5.5) mostramos R(t) em fun¢ao de ¢t. Na curva (a) utilizamos

os dados da Figura (5.3). A curva (b) é obtida utilizando o escalonamento

R(t) = 2R(2) st (5.7)
e a Eq. (5.3) com \(t) da Figura (5.2). A linha horizontal é o valor esperado de R(t) obtido
na Eq. (5.5). Observe que a curva (b) é um valor médio de R(t) e converge rapidamente

para o valor esperado R(t — o), enquanto o resultado numérico oscila em torno desse

valor.
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Figura 5.6: Coeficiente de Difusdo D(t) em fungao do tempo. Em ambos os casos, A = 1.
Na curva (a), w; = 4.0 e wy = 3.0. Na curva (b), w; = 2.0 e we = 1.0. Em (b) a curva com
pequenas oscilagoes é o resultado obtido pela integracao numérica de R(t). A linha menos
sinuosa corresponde ao escalonamento, Eq. (5.8). Em (a) as duas curvas se sobrepoem.

Na Figura (5.6) mostramos D(t) em fungao do tempo t. Os dados s@o como nas
Figuras (5.2) e (5.3). A curva com maior oscilagdo é obtida pela integragdo numérica de

R(t) da figura (5.3). A linha mais esticada é obtida pelo escalonamento
D(t) = R(A(1)/t), (5-8)

com o A(t) da Figura (5.2). O resultado é excelente para as curvas (b) e quase idéntico para
(a). Observe novamente que a convergéncia mais rapida ocorre para o caso onde A(t) que

atinge o valor limite mais répido.

5.1.2 Difusao Balistica Ergoédica

Vamos considerar agora a memoria obtida pela generalizacao da densidade de

estados de Debye dada por,

bwlfﬁwﬁ, w < wyg,
plw) = ’ - (5.9)
0, w > ws,
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onde b > 0 e ws ¢ uma frequéncia de corte de Debye. Para § = 0 temos difusao normal e

para 3 # 0 temos difusdo anémala. Introduzindo p(w) na Eq. (3.22) com § = 1 temos

Ws
I'(t) :/ bw cos(wt)dw. (5.10)
0
Resolvendo esta integral obtemos a seguinte fungao memoria
sin(wst)  cos(wst) — 1
I'(t) = bws’ : 5.11
(8) = bws [ wst w2t? (5-11)

0.6

I'(z)
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Figura 5.7: Fungao Memdria I'(¢) em fungao do tempo obtida para ws =1 e b = 1.

Na Figura (5.7) mostramos a fun¢ao meméria em fungao de t. O efeito da memoria

persiste para tempos longos decaindo com 1/t.

A transformada de Laplace de I'(t) pode ser obtida diretamente da Eq. (5.10)

[(z) = %Z[lm(z2 + w?) —In(2?))) = %Zln -1 + (a:)Z] (5.12)

Fazendo o escalonamento, Eq. (4.11), na Eq. (5.12) temos que

r <?> - %ln [1 + <“’;t>2- . (5.13)

Substituindo a Eq. (5.13) na Eq. (4.13), apds alguns cédlculos algébricos, chegamos a

lim A= 1. (5.14)

t—o00
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Por outro lado, para valores pequenos de z, a Eq. (5.12) torna-se igual a

r (j) = —?m <i‘> : (5.15)

Utilizando o escalonamento temos que

D(t)=R <A> : (5.16)

t
Assim,
D) ! t (5.17)
1+bln(t) In(t) '
Utilizando a Eq. (4.2) obtemos
/2
lim (%) ~ —— (5.18)

t—o0 ln(t).
Comparando as Egs. (4.2) e (5.18), temos que a difusao é balistica, do tipo, a = 27.

Observe agora uma diferenga fundamental entre os dois processos balisticos:

lim R(t) = lim ZR(2) =0 (5.19)

t—s00 2—0 |Z:)‘(t)/t - tliglo 1+ bln(t)

ou seja esse processo é ergodico, embora a convergéncia seja lenta.

Vamos agora comparar estes resultados analiticos com os resultados numéricos.
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Figura 5.8: Parametro A(¢) em funcdo do tempo. Na curva, (a) b = 1.0 e ws = 1.0. Na
curva (b), b= 0.5 e wg = 5.0. Esses resultados sao obtidos utilizando o mapa (4.18).
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Na Figura (5.8) mostramos A(t) em fungdo do tempo. Os resultados sdo obtidos
utilizando o mapa (4.18) e a transformada de Laplace da fun¢ao memoéria, Eq. (5.15). Ob-
serve que a convergeéncia logaritmica é mais lenta do que no caso nao ergédico. Entretanto,

a Figura (5.8) mostra claramente que A(t) é uma funcdo crescente que se aproxima de 1.

1.2

R(1)
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Figura 5.9: Funcao de correlagdo das velocidades normalizada R(t) em func¢ao do tempo.
A curva (a) corresponde ao resultado numérico obtido para ws = 1.0 e b= 1. A curva (b),
para ws = 5.0 e b =0.5.

Na Figura (5.9) plotamos a funcao de correlagao R(t) em fungao do tempo ¢. Esta
curva corresponde a integracdo numérica da funcdo de correlacio com At = 1075 (ver
Apéndice B) e a Eq. (5.11).

Na Figura (5.10) mostramos o coeficiente de difusao D(t) em fungao do tempo
t. As curvas oscilantes correspondem a solugdo numérica e foram calculadas com dados
da Figura (5.9). As curvas lineares correspondem ao limite assintético analitico obtido a
partir da Eq. (5.15), com b = 1. Vemos aqui que as curvas assintéticas correspondem, de
certa forma, aos valores médios das curvas oscilantes. Na curva (a) b = 1.0 e ws = 1.0. No
caso (b) notamos que as curvas quase se sobrepoem. Observamos também que o valor de A
aproxima-se mais rapidamente do valor limite, lim;_,o, A(¢) = 1 & medida que a razao b/ws
diminui.

Em suma, nesta se¢do discutimos dois tipos de movimentos balisticos: um processo

balistico nao ergddico v = 2, e outro ergddico o = 2. Essa classificacao dos dois tipos de
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Figura 5.10: Coeficiente de Difusao D(t) em fungdo do tempo. Na curva (a) ws = 1.0 e
b = 1.0, a curva com oscilacoes corresponde a solucao numérica, enquanto a linha média é
o escalonamento. Na curva (b) ws = 5.0 e b = 0.5. Neste caso as curvas colapsam.

DB sao um exemplo do que s6 foi possivel distinguir com a nova classificacao dos expoentes

introduzida no capitulo anterior [23].

5.2 Valor limite para o expoente de difusao

Chamamos a atencao que a difusdo o = 27 nao existe, ja que, introduzindo f(z) ~
—bz/In z no denominador de R(z), o termo dominante de R(z) = 1/(z + I'(z)) para z — 0
sera, f?(z) ~ 1/z. Deste modo, o = 2 permanece como o maior expoente difusivo possivel.
Expoentes o > 2 sdo possiveis apenas com for¢a externa mas nunca devido ao banho

térmico.

5.3 Difusao Normal

Para difusdo normal, @ = 1, ou a = 1%, tem-se que A = 0. Desse modo, o
escalonamento (4.7) torna-se inaplicdvel. Apesar disso podemos ainda obter o valor limite.

Considere como exemplo, a equacao de Langevin sem memoria, a EL. Para isto temos que,

R(t) = exp (—nt) (5.20)
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e
R(z)=(y+2)"% (5.21)
Da Eq. (4.12), segue-se que
. T oty

tl_l)mooD(t) = tgnéo R(\/t) = T v, (5.22)

e por integracao direta obtemos

t

lim D(t) = lim [ R(t)dt' =~ (5.23)

t— oo t—o00 0

Neste caso, o escalonamento obtém exatamente o valor limite desejado.

5.4 Subdifusao Fraca

Em uma série de trabalhos, Srokowski [24,25] estudou um tipo de MB que apre-
senta difusao anomala devido a presenca de uma dada funcao memoria. Ele estudou uma
solucao formal e um método Monte Carlo, conhecido como Processo Kangaroo. Srokowski
calculou a funcéo de correlagao das velocidades C,(t) e concluiu que a constante de difusao
¢é finita para a solucao formal e infinita para o Método Monte Carlo. Em um trabalho
posterior [12] foi mostrado que o processo investigado é subdifusivo.

O processo difusivo estudado por Srokowski pode ser descrito pela ELG. Nesta
Secao vamos obter uma descricao simples deste problema utilizando o método numérico
apresentado no Apéndice B, do qual obtemos a funcao de correlacao das velocidades de um
ensemble de particulas para qualquer funcao meméria dada. Simultaneamente apresentare-
mos o comportamento assintético do sistema para tempos grandes utilizando a conjectura
apresentada na Segao (4.2.1).

A func¢ao memdria proposta por Srokowski [24] é dada por:

/e t<e

Lit—t) =
1/t t>e¢

(5.24)

Calculando a transformada de Laplace da fun¢ao meméria dada pela Eq. (2.28), vem

5 o0 € e—zt 00 €_Zt
F(z):/ r(t)ezfdt:/ dt+/ ——dt, (5.25)
0 0 €

€

ou
~ 1—e
I'(z) = + Eq(e2), (5.26)
€z
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sendo E1(y) a fungao integral exponencial [60],

Ei(y) = /OO ?d:ﬁ. (5.27)

Srokowski assume € = 0.01. Portanto para longos tempos, z < 1 e 0 < ez < 0.01. Assim,
podemos escrever

Ei(ez) =1In(0.01) — In(ez) + E1(0.01), (5.28)

Ei(ez) = B1(0.01) — In(2). (5.29)

Portanto, para pequenos valores de z, tem-se que
['(z) =14 E1(0.01) — In(z). (5.30)

Comparando com a Eq. (4.28), verificamos que ¥ = 0 e que « = 1. Esse é um tipo de

subdifusao, que denominamos subdifusao fraca. Utilizando a Eq. (4.7) podemos escrever,

1

D(t) ~ k —1In(A\) + In(¢)’

(5.31)

onde k é uma constante, determinada por k = 1 + E1(0.01) = 5.0379. Vemos entao que o
coeficiente de difusao tende a zero quando o tempo tende para infinito.

Srokowski confundiu seu resultado com a difusao normal, @« = 1. Essa é uma
confusdo normal na literatura que esperamos esclarecer com o nosso trabalho. Por outro
lado, o limite,

lim A(t) = 0, (5.32)

t—o0
torna o escalonamento inutil para ¢ — oo. Entretanto, podemos utilizar um intervalo finito

de ¢, de uma forma empirica.
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Figura 5.11: Fungao de correlacdo das velocidades normalizada R(t) em func¢ao do tempo.
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Figura 5.12: Coeficiente de difusao em funcao do tempo. A curva (a) é o resultado numérico
enquanto a curva (b) é o limite assint6tico analitico. O escalonamento na forma ¢ = \~'t
transforma uma curva na outra.

Na Figura (5.11) temos a funcao de correlacao das velocidades normalizada R(t)
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em fungao do tempo t, obtida através da integracdo numérica, Eq. (B-4), e utilizando a
funcdo memoéria, Eq. (5.24). Assumimos € = 0.01 e At = 107°.

Na Figura (5.12) temos o coeficiente de difusao D(t) em funcao do tempo ¢t. A
curva (a) corresponde ao resultado numérico obtido através da integracao da fungao R(t)
da Figura (5.11), enquanto a curva (b) é o limite assintético. Utilizando a Eq. (5.31),
mostramos o resultado numérico e obtemos A = 0.46. Sendo ez < 0.01, isto implica que
para t > 7 = ], isto é, para o tempo t > 7, ambas se sobrepoem a medida que ¢ cresce.
Esse resultado pode ser utilizado para valores relativamente altos de t, isto é, t ~ 105 [61].
A partir desse valor as curvas comegam a desviar uma da outra, ja que o limite A(t) — 0,
faz com que o termo In(A) no denominador apresente uma divergéncia. Podemos tirar uma
grande ligdo deste resultado sobre a limitagao dos métodos de ajuste: é sempre possivel obter
um valor de A para qualquer tempo finito, entretanto para lim; o, A(t) = 0 o escalonamento

nao funciona.
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Figura 5.13: Deslocamento quadratico médio em fungao do tempo. A curva (a) é o resultado
numérico enquanto a curva (b) é o limite assintético analitico. Apds um tempo transiente,
t > A7L, elas coincidem.

Na Figura (5.13) temos o deslocamento quadrético médio em fungao do tempo t.
Apdbs um regime transiente, o regime difusivo parece ser normal, visto que o coeficiente de
difusdo tem um decaimento muito lento, demonstrando um comportamento aparentemente

linear. Porém o termo In(¢) na Eq. (5.31) fard o regime ser subdifusivo em toda faixa
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estudada, pois quando o tempo tende para infinito o limite da funcao é zero. Novamente

tomamos a curva (a) como o resultado numérico e a curva (b) como o limite assintético.

5.5 Superdifusao Fraca

Observe que uma difusdo do tipo limy—,e0 (2%) ~ tIn(t) tem expoente a = 1V.
Este tipo de difusao pode ser classificado como superdifusao fraca, ja que apenas o termo

In(t) o torna superdifusivo.

5.6 Conclusao

Neste Capitulo mostramos os efeitos praticos do escalonamento dado pelas Eqgs.
(4.7) e (4.8). A primeira observagao é que A(t) converge rapidamente para uma constante.
Essa convergéncia assegura que o termo e *! que aparece na Eq. (4.6) também converge

rapidamente para uma constante; o que justifica o escalonamento, isto é, o termo e~*! nao

altera a relacdo funcional de D(t), mesmo para t finito. Em transformada de Fourier, etk
com kx igual a uma constante, corresponde a uma soma de termos com uma mesma fase.
Um outro ponto muito importante é a classificacao de novas formas de difusao
devido ao expoente generalizado que introduzimos. Verificamos a existéncia de dois tipos
de DB, a = 27 que é ergddica e a = 2 que nao é ergdédica. Verificamos que a difusdo o = 27
nao existe. Mostramos também que « = 1 nos leva a difusdo normal, enquanto o« = 1~ nos

leva a uma subdifusdo fraca e & = 17 a uma superdifusdo fraca. Por outro lado, obtivemos

o coeficiente de difusdo D(t) e mostramos que o escalonamento funciona.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o fenémeno de difusao anémala para tempos assintéticos.
No Capitulo (2) fizemos uma revisao da teoria do MB, isto é, do estudo cldssico da difusao
normal. No Capitulo (3) apresentamos a ELG que nos permite o estudo de processos as-
sintéticos com memoéria. Mostramos que a memoria pode induzir & difusdo anémala. No
Capitulo (4) desenvolvemos uma teoria de escala para os processos assintoticos da difusao
andémala. Introduzimos um escalonamento temporal \(t), apresentamos uma generaliza¢ao
do expoente de difusdo e uma teoria de escala para difus@o. Obtivemos uma expressao
analitica para A(t), e verificamos que para tempos grandes, A(t) torna-se um parametro
universal determinado pelo expoente de difusao. No Capitulo (5) apresentamos aplicagés
da teoria de escala para alguns tipos de difusdo. Verificamos a existéncia de dois tipos de
DB: a = 27 que é ergddica e a = 2 que nao é ergdédica. Mostramos que a difusao para
a = 27 nao existe e que o = 2 é o expoente limite da difusdo. Verificamos também que
o = 1 nos leva a difusdo normal, enquanto que o« = 1~ nos leva & subdifusao fraca.

Nossa pesquisa continua, analisando a dinamica dos mecanismos de relaxagao.
Esses mecanismos tem atraido grande atencao nas dltimas décadas. Funcoes de correlagao
com relaxagao nao exponencial [51] aparecem constantemente na literatura, alguns exemplos
podem ser encontrados em sistemas coloidais super-resfriados [62], vidros e materias granu-
lares [63,64], proteinas hidratadas [65], interface de crescimento [66], plasmas [67] e redes de
vortices desordenados em supercondutores [10]. Estes sistemas apresentam caracteristicas
semelhantes as apresentadas por sistemas com difusao anoémala.

A tentativa de obter funcoes respostas que expliquem tais mecanismos de relaxacao

nos leva a uma generalizacao da lei de resfriamento de Newton para um corpo em contato



48

com um reservatério de calor a temperatura Tg i.e
T(t) = Tr + R*(t) [Ty — Tr] - (6.1)

onde no caso particular, R(t) = exp(—~t), retornamos a conhecida lei de Newton. Es-
peramos utilizar nossas leis de escala para estudarmos esse fendmeno para uma funcao de
relaxacao qualquer.

Um outro estudo que daremos continuidade ¢é a difusao de bésons onde ja demons-
tramos a existéncia de dimensdes superiores, baseado na nossa generalizagao dos expoentes
difusivos. Desse modo, existe grandes pespectivas na utilizacao ds leis de escala estudadas

nesta tese.
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Apéndice A
Transformada de Laplace

Apresentaremos a seguir algumas relagoes envolvendo a transformada de
Laplace utilizadas no texto.

Definicao da transformada de Laplace,

Propriedade da derivada segunda,

LIf"(8)] = 2*F(2) = 2F(0) — f(0). (A-3)

Teorema da convolugao,

L [/Ot f(t— t’)g(t’)dt’] = F(2)G(2). (A-4)
Teorema da fungio primitiva,
c [ /0 t f(t’)dt’] _F iz). (A-5)

Teorema do valor final,

lim f(t) = lim zF(z). (A-6)

t—00 t—0
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Teorema do valor inicial,

lim f(t) = lim 2F(z).

t—0 t—00

(A-7)
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Apéndice B

Solucao Numeérica da Funcao de

Correlacao

Utilizando a definigdo de derivada de uma fungdo podemos reescrever a Eq. (4.40) da

seguinte forma

R(t + At) — R(t — At)

2t) ~ . B-1
R(1) - (B-1)
Expandindo em série de Taylor R(t + At) e R(t — At) em termos de At,
dR(t) 1d*R(t) , 5 1 d"R(t)
t+ At) = R(¢ —At+ = At e A" B-2
R(t+ A1) = R(t) + dt +2 dt? + n! dt" (B-2)
- dR(t) 1d%R(t) , 1 d"R(t) , .,
R(t — At) = R(t) — TAt + CRTe At” + e At". (B-3)
reescrevendo a Eq (B-1) numa forma discreta temos
n (2-1) Ap2k—1
t+ At) = R(t — At 2At ) B4
R(t+ At) = Rt - A1) + 200 Y R0 30— (B4)
Fazendo a expansao até quinta ordem temos
B dR(t) 1d®R(t) 3  1d°R(t) , 5
R(t + At) — R(t — At) = 2At {tht + ETRTE At + =P At (B-5)

Vamos utilizar a notacdo R™ (t) e I'(")(t) para a derivada de ordem n em relacio ao tempo.

Lembrando que
dR(t)
dt

e que todas as derivadas de ordem fmpar R?"+1 (t) e I?"+1)(¢) sdo nulas na origem segue-se

RW(#) = =— / tl‘(t—t’)R(t’)dt’, (B-6)
0

que

R (t) = —T(0)R(t) — / tF(l)(t —t)R(t")dt' (B-7)
0
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RO(1) = —T(0)RW (1) — / TG Rt (B-8)
0

ou para ordem n
t
R (1) = —T(0)R™2(¢) — / rO=D (¢ — ¢YR()d! (B-9)
0

Vamos definir a memoria efetiva I'y,(t), isto é, a aproximacao de ordem n que colocada na

Eq. (B-4) permite obter R(t + At) efetuando apenas uma integral. Deste modo temos

R(t+ A = R(t — At) + 2At /0 Tt - )R (B-10)

Para primeira ordem temos
Ty (t) =T(t), (B-11)

Para terceira ordem temos
R(t + At) = R(t — At) + 2At [R(l)(t)At + %R(?’) AL (B-12)

substituindo as Egs. (B-6) e (B-8) na Eq. (B-12) obtemos a fun¢ao memdria efetiva de

terceira ordem

2 2
Ty(t) = [1 _ F(O?))'At } I(f) + A?jm(t). (B-13)
Para quinta ordem
R(t + At) = R(t — At) + 2At [R(l)(t)At + %R@ ()AL + %R“) (t)At5] . (B-14)

deste modo obtemos a fung¢ao memoria efetiva de quinta ordem

2t + Ap . (B15)

Ds(t) = |1— =

r0)AL2  T(0)2Att A2 T(0)At*
TR RO Rl et

Considerando o intervalo de integragdo muito pequeno na Eq. (B-6) tal que T'(¢t —¢') ~ T'(0)

[§]

C“Zit) = —I(0) /O R(t)at, (B-16)
derivando a Eq. (B-16) LR
t

2 = TOR(®). (B-17)

Portanto podemos escrever

R(t) = cos(wot), (B-18)
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onde w? = T'(0). A Eq. (B-18) satisfaz R(0) = 1 e RZ*+1)(0) = 0. Vamos agora reescrever

I',(t) na forma

To(t) =Y Ank T (1), (B-19)
k=0
onde
Apok41 =0 (B-20)
e

(0§ (1P (woan)?
(wo)2F (27 +1)!

Na pratica n = 5 ja produz excelentes resultados.

Aok = (B-21)

J=k
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