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❊✉ ❛♣r❡♥❞✐ ♥❛ s❛❧❛ ❞❡ ❛✉❧❛ ❝♦♠ ♣❡q✉❡♥♦ ❣r❛♥❞❡ s❡♥❤♦r✱ ❞❡③ ❛♥♦s ❛trás✱ q✉❡ ✉♠❛
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❞❡ ❞❡③ ❛♥♦s ❞❡ ♠✉✐t♦s ❛❧t♦s ❡ ❜❛✐①♦s s❡♠♣r❡ ♠❡ ♦✉✈✐✉✳ ❖❜r✐❣❛❞❛ ♣❡❧♦s ✐♥❝❡♥t✐✈♦s✱ ❝♦♥✲
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♣r♦❜❧❡♠❛s ❛r❞✉♦s ❡ ♣❡❧❛ ♣❛❝✐ê♥❝✐❛ ❝♦♠ ❛ ♠✐♥❤❛ ✐♥❝r❡❞✉❧✐❞❛❞❡✳

❖❜r✐❣❛❞❛ t❛♠❜é♠ ❛♦ ♠❡✉ ❜♦♠ ❡ q✉❡r✐❞♦ ❛♠✐❣♦ ❙❡r❣✐♦ ❱✐③❡✉ q✉❡ ♠❡s♠♦ ✧❧♦♥❣❡ ❞♦
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❆♦s ♣r♦❢❡ss♦r❡s ❞♦ ❞❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ✭❯❋❈✮ ❡♠ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛♦ ♣r♦❢❡ss♦r ❏❡❛♥❧❡①

♣❡❧❛s ❝♦♥✈❡rs❛s ❡ ❛t❡♥çã♦✳

●♦st❛r✐❛ ❞❡ ❛❣r❛❞❡❝❡r t❛♠❜é♠ ❛♦s ♠❡✉s ❣r❛♥❞❡s ❛♠✐❣♦s ❆r✐❛♥ ▼♦r❛✐s ❡ ❱❛❧❞❡♥✐r

❙✐❧✈❡✐r❛ ✭♠❛❝❤♦✮ ♣❡❧♦ ❛♣♦✐♦ ✐♥❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧✳

❆♦s ✈❡❧❤♦s ❜❡♠ ✈❡❧❤♦s ❛♠✐❣♦s ❡ ✐r♠ã♦s ❧á ❞♦ t❡♠♣♦ ❞❛ ❣r❛❞✉❛çã♦ ♠❛s q✉❡ ♠❡ ❛❝♦♠✲

♣❛♥❤❛♠ ❛té ❤♦❥❡✱ ❊③❡q✉✐❡❧ ❇❡❧♦✱ ❚❤✐❛❣♦ ❞❛ P♦ss❛✱ ❙❛✉❧♦ ▼❛rt✐♥s✱ ❘✉❞s♦♥ ❋❡rr❡✐r❛✱ ❙❤✐rs✲

❧❡② ❡ ❆❧❡ss❛♥❞r❡ ❙❛♠♣❛✐♦✳ ❆♦s ✈❡❧❤♦s ♥ã♦ tã♦ ✈❡❧❤♦s ❛ss✐♠✿ ❆❣♠❛❡❧ ▼❡♥❞♦♥ç❛✱ ❉❛♥✐❧❛

❚❛✈❛r❡s✱ ❏❛♥✐❧s♦♥✱ ❙❛✉❧♦ ❉❛✈✐ ✭♠❡✉ q✉❡r✐❞♦✮✱ ❊❞✉❛r❞♦ ●✐rã♦ ✭❞✉❞✉✮✱ ❆❝r✐sí♦ ▲✐♥s✱ ❆❜r❛ã♦

❈❡❢❛s✱ ❱❛❣♥❡r✱ ◆❡✉❞s♦♥✱ ●❛r❞❡♥✐❛ ❡ ❊r❧❛♥✐❛✳

➚s ♠✐♥❤❛s ❛♠✐❣❛s ❑❛t✐❛♥❡ P❡r❡✐r❛ ❡ ❆❞r✐❛♥❛ ❇❛rr♦s ✭❜✐①❛s✮ ♣❡❧❛s ❧♦♥❣❛s ❡ ❛❣r❛❞á✈❡✐s

❝♦♥✈❡rs❛s✱ ♣r❡s❡♥ç❛ ✐♥❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧ ❡ ❝♦♥❢✉sõ❡s ✭s❡♥t✐r❡✐ s❛✉❞❛❞❡s ❞❛s ❝♦♥❢✉sõ❡s✮ ❢♦r❛♠

♠✉✐t♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❡s♣❡❝✐❛✐s✳

❆ ♠✐♥❤❛ q✉❡r✐❞❛ ❛♠✐❣❛ ❘❡❥❛♥❡✱ ♣❡❧❛ ❛❥✉❞❛✱ ♣❡❧❛ ❞✐s♣♦s✐çã♦ ❡♠ ❛❥✉❞❛r s❡♠♣r❡✱ ♣❡❧❛

❛t❡♥çã♦ ❡ ♣❡❧♦ ❝❛r✐♥❤♦ ♣r❛ ❝♦♠✐❣♦✳ s❡♥t✐r❡✐ s❛✉❞❛❞❡s✦

➚q✉❡❧❡s q✉❡ ✜❝❛r❛♠ ❧á ♥❛ ♠✐♥❤❛ t❡rr✐♥❤❛✱ ❙❡r❣✐♦ P❡r❡✐r❛ ✭✐r♠ã✮✱ ❏❛r❧❡♥❡ ❡ ❲✐❧❞❡✳

❊ ♣♦r ✜♠ ♥ã♦ ♠❡♥♦s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛s s✐♠ t♦❞♦ ♦ ♠❡✉ ❝❤ã♦✱ ♠❡✉ ❛r✱ ♠✐♥❤❛ s❡r❡♥✐❞❛❞❡✱

♠❡✉ ♠♦t✐✈♦ ♣r❛ ❝❛♠✐♥❤❛r ♠✐♥❤❛ ❛♠❛❞❛ ✐r♠ã ❆✉❝✐❧❡♥❡ ❙❛r❛✐✈❛✱ ♣♦r t✉❞♦ ❞❡ ❜♦♠✱ ♣♦r

❡①✐st✐r ♥❛ ♠✐♥❤❛ ✈✐❞❛✳ ❆✐♥❞❛ ❜❡♠ q✉❡ ✈♦❝ê ✈✐✈❡ ❝♦♠✐❣♦✳

▼✐♥❤❛ ❛♠❛❞❛ ♠ã❡ ♣♦r t❡r ♠❡ ❡♥s✐♥❛❞♦ r❡s♣❡✐t♦ ♣❛r❛ ❝♦♠ ♦s ♦✉tr♦s✱ ♣♦r ♠♦str❛r q✉❡

❤♦♥❡st✐❞❛❞❡ é ✉♠❛ ✈✐rt✉❞❡ ❡ q✉❡ ♣❡rs❡✈❡r❛♥ç❛ é ✉♠❛ ❝♦♥❞✐çã♦ ♣r❛ s❡ ♠❛♥t❡r ❞❡ ♣é✳ t❡

❛♠♦✦

❆♦s ♠❡✉s ✜❧❤♦s q✉❡ s❡♠♣r❡ ♠❡ tr♦✉①❡r❛♠ ❣r❛♥❞❡ ❛❧❡❣r✐❛✿ ❑✐❦❛ ✭✈❡❧❤❛ r❛❜✉❣❡♥t❛✮✱ ▲✐❧✐

✭✉♠ ❞♦❝❡✮✱ ●❛✈❡t❛ ✭❛ ♣r♦♠❡ss❛✮ ❡ P❛♥❝✐♥❤❛ ✭♦ t❡rr♦r ❡♠ q✉❛tr♦ ♣❛t❛s✮✳

➚ ❈❆P❊❙ ♣❡❧♦ s✉♣♦rt❡ ✜♥❛♥❝❡✐r♦ ❡ ❛♦ ❈❡♥tr♦ ❞❡ ❆♣♦✐♦ ❞❡ ❆✉t♦ ❉❡s❡♠♣❡♥❤♦ ✭❈❊◆P❆❉✲

❙P✮✳

✷





▼❡✉s ♦✐t♦ ❛♥♦s

❖❤✦ q✉❡ s❛✉❞❛❞❡s q✉❡ t❡♥❤♦
❉❛ ❛✉r♦r❛ ❞❛ ♠✐♥❤❛ ✈✐❞❛✱
❉❛ ♠✐♥❤❛ ✐♥❢â♥❝✐❛ q✉❡r✐❞❛
◗✉❡ ♦s ❛♥♦s ♥ã♦ tr❛③❡♠ ♠❛✐s✦
◗✉❡ ❛♠♦r✱ q✉❡ s♦♥❤♦s✱ q✉❡ ✢♦r❡s✱
◆❛q✉❡❧❛s t❛r❞❡s ❢❛❣✉❡✐r❛s
➚ s♦♠❜r❛ ❞❛s ❜❛♥❛♥❡✐r❛s✱
❉❡❜❛✐①♦ ❞♦s ❧❛r❛♥❥❛✐s✦
❈♦♠♦ sã♦ ❜❡❧♦s ♦s ❞✐❛s
❉♦ ❞❡s♣♦♥t❛r ❞❛ ❡①✐stê♥❝✐❛
❘❡s♣✐r❛ ❛ ❛❧♠❛ ✐♥♦❝ê♥❝✐❛
❈♦♠♦ ♣❡r❢✉♠❡s ❛ ✢♦r❀
❖ ♠❛r é ✲ ❧❛❣♦ s❡r❡♥♦✱
❖ ❝é✉ ✲ ✉♠ ♠❛♥t♦ ❛③✉❧❛❞♦✱
❖ ♠✉♥❞♦ ✲ ✉♠ s♦♥❤♦ ❞♦✉r❛❞♦✱
❆ ✈✐❞❛ ✲ ✉♠ ❤✐♥♦ ❞✬❛♠♦r✦
◗✉❡ ❛✉r♦r❛✱ q✉❡ s♦❧✱ q✉❡ ✈✐❞❛✱
◗✉❡ ♥♦✐t❡s ❞❡ ♠❡❧♦❞✐❛
◆❛q✉❡❧❛ ❞♦❝❡ ❛❧❡❣r✐❛✱
◆❛q✉❡❧❡ ✐♥❣ê♥✉♦ ❢♦❧❣❛r✦
❖ ❝é✉ ❜♦r❞❛❞♦ ❞✬❡str❡❧❛s✱
❖❤✦ ❞✐❛s ❞❛ ♠✐♥❤❛ ✐♥❢â♥❝✐❛✦
❖❤✦ ♠❡✉ ❝é✉ ❞❡ ♣r✐♠❛✈❡r❛✦
◗✉❡ ❞♦❝❡ ❛ ✈✐❞❛ ♥ã♦ ❡r❛
◆❡ss❛ r✐s♦♥❤❛ ♠❛♥❤ã✦
❊♠ ✈❡③ ❞❛s ♠á❣♦❛s ❞❡ ❛❣♦r❛✱
❊✉ t✐♥❤❛ ♥❡ss❛s ❞❡❧í❝✐❛s
❉❡ ♠✐♥❤❛ ♠ã❡ ❛s ❝❛rí❝✐❛s
❊ ❜❡✐❥♦s ❞❡ ♠✐♥❤❛ ✐r♠ã✦
◆❛q✉❡❧❡s t❡♠♣♦s ❞✐t♦s♦s
❚r❡♣❛✈❛ ❛ t✐r❛r ❛s ♠❛♥❣❛s✱
❆❝❤❛✈❛ ♦ ❝é✉ s❡♠♣r❡ ❧✐♥❞♦✳
❆❞♦r♠❡❝✐❛ s♦rr✐♥❞♦
❊ ❞❡s♣❡rt❛✈❛ ❛ ❝❛♥t❛r✦
❖❤✦ q✉❡ s❛✉❞❛❞❡s q✉❡ t❡♥❤♦
❉❛ ❛✉r♦r❛ ❞❛ ♠✐♥❤❛ ✈✐❞❛✱
❉❛ ♠✐♥❤❛ ✐♥❢â♥❝✐❛ q✉❡r✐❞❛
◗✉❡ ♦s ❛♥♦s ♥ã♦ tr❛③❡♠ ♠❛✐s✦
◗✉❡ ❛♠♦r✱ q✉❡ s♦♥❤♦s✱ q✉❡ ✢♦r❡s✱
◆❛q✉❡❧❛s t❛r❞❡s ❢❛❣✉❡✐r❛s
➚ s♦♠❜r❛ ❞❛s ❜❛♥❛♥❡✐r❛s✱ ❉❡❜❛✐①♦ ❞♦s ❧❛r❛♥❥❛✐s✦
❈❛s✐♠✐r♦ ❞❡ ❆❜r❡✉



❆❜str❛❝t

❚❤❡ t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s
❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳ ❋✐rst❧② ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦❢ ✺✲✭✹✲♣②r✐❞✐♥❡✮✲✶✱✸✱✹✲
♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲✷✲t❤✐♦❧ ✭❍P❨❚✮ ❛♥❞ ✺✲✭✹✲♣❤❡♥②❧✮✲✶✱✸✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲✷✲t❤✐♦❧ ✭❍P❖❚✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❆✉ ✭✶✶✶✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❚▼✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❧♠✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❙tr✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❙❚▼ ✐♠✲
❛❣❡s✱ t❤✉s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t
❜♦t❤ ❍P❨❚ ❛♥❞ ❍P❖❚ t❤✐♦❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❆✉ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❛ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✉❧❢✉r ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❣♦❧❞ ❛t♦♠s ✳ ❆ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦♥♦❧❛②❡r ❛ss❡♠❜❧② ♦♥ t❤❡ ❆✉✭✶✶✶✮ s✉r❢❛❝❡✳
❙❡❝♦♥❞❧② ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❛❝❡t②✲
❧❡♥❡ ❝❤❛✐♥ ❜r✐❞❣✐♥❣ t✇♦ ③✐❣③❛❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✭❩●◆❘s✮ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭◆❊●❋✮ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❩●◆❘s ❡①❤✐❜✐t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❆❋✮ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❛t ❡❞❣❡
st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❍❡r❡
✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✭❆✴❇✮ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❩●◆❘s ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ t✇♦ ❜♦♥❞✐♥❣
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s②st❡♠s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞✱ ♦♥❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ ❛ ♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t ❣❛t✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣✐♥ ✜❧t❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡s❡ s②s✲
t❡♠s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞
❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ ❣r♦✉♣s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡ ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ✇✐t❤ ❛
❞❡str✉❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭◗■✮ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❉❆ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣
t❤❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s
❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✈❛❧✈❡ t❤❛t ❧❡ts ❡✐t❤❡r s♣✐♥✲✉♣ ♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥s
t♦ ♠♦✈❡ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✳



❘❡s✉♠♦

◆❡st❛ t❡s❡ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ♦ ❡st✉❞♦ t❡ór✐❝♦ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ❡❧❡trô♥✐❝♦ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s
♠♦❧❡❝✉❧❛r❡s ❡♠ ❞♦✐s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞✐st✐♥t♦s✳ ◆♦ ♣r✐♠❡✐r♦✱ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ♠❡❞✐❞❛s ✈✐❛ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❛ ❞❡ t✉♥❡❧❛♠❡♥t♦ ✭❙❚▼✮ ❝♦♠ ❝á❧❝✉❧♦s ❞❡ ♣r✐♠❡✐r♦s ♣r✐♥❝í♣✐♦s ♦♥❞❡ ❛ t❡♥sã♦ ❛♣❧✐✲
❝❛❞❛ ❡♠ ✉♠❛ ♠♦♥♦ ❝❛♠❛❞❛ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❛s ❛✉t♦✲♠♦♥t❛❞❛s✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛s✿ ✺✲✭✹✲♣✐r✐❞✐♥❛✮✲
✶✱✸✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧✲✷✲t✐♦❧ ✭❍P❨❚✮ ❡ ✺✲✭✹✲❢❡♥✐❧✮✲✶✱✸✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧✲✷✲t✐♦❧ ✭❍P❖❚✮ ♠♦str❛♠ ❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉✐çã♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❛r❣❛✳ ❊ss❛s ♠♦❧é❝✉❧❛s sã♦ ❞❡♣♦s✐t❛❞❛s s♦❜r❡ ✉♠ s✉❜str❛t♦ ❞❡ ♦✉r♦
t✐♣♦ (111)✳ ❆ ❢♦r♠❛çã♦ ❞❡st❛s ❝❛♠❛❞❛s ♠♦❧❡❝✉❧❛r❡s ❢♦✐ ❝♦♥✜r♠❛❞❛ ♣♦r ♠❡❞✐❞❛s ❞❡ ❙❚▼✳
❈á❧❝✉❧♦s ❜❛s❡❛❞♦s ♥❛ t❡♦r✐❛ ❞♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ❞❛ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ✭❉❋❚✮ ❢♦r❛♠ r❡❛❧✐③❛❞♦s ♣❛r❛ ♦❜t❡r
❛ ❝♦♥❢♦r♠❛çã♦ ♠❛✐s ❡stá✈❡❧ ❞❛ ✐♥t❡r❛çã♦ ♠♦❧é❝✉❧❛✴s✉❜str❛t♦✳ ❱❡r✐✜❝❛♠♦s ✉♠❛ ❣r❛♥❞❡
s❡♠❡❧❤❛♥ç❛ ❡♥tr❡ ♦s r❡s✉❧t❞♦s t❡ór✐❝♦s ❡ ❛s ♠❡❞✐❞❛s ❞❡ ✐♠❛❣❡♠ ❞❡ ❙❚▼✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡st❛
❝♦♠♣❛r❛çã♦✱ s✉❣❡r✐♠♦s q✉❡ ♦ át♦♠♦ ❞❡ ❡♥①♦❢r❡ ♥❛ ♠♦❧é❝✉❧❛ ❍P❨❚ ❡ ❍P❖❚ ❡stá ❧✐❣❛❞♦ à
s✉♣❡r❢í❝✐❡ ❞❡ ♦✉r♦ ♣♦r ✉♠❛ ❧✐❣❛çã♦ ❞✐r❡t❛ à ✉♠ ú♥✐❝♦ át♦♠♦ ❞❡ ♦✉r♦✳ P❛r❛ ❞❡s❝r❡✈❡r ❛ ❝♦r✲
r❡♥t❡ ❞❡ t✉♥❡❧❛♠❡♥t♦ ❛♦ ❧♦♥❣♦ ❞❛ ♠♦♥♦ ❝❛♠❛❞❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♦❜r❡ ❛ s✉♣❡r❢í❝✐❡ ❞❡ ❆✉ (111)
❢♦✐ ♣r♦♣♦st♦ ✉♠ ♠♦❞❡❧♦ q✉â♥t✐❝♦ ❜❛s❡❛❞♦ ♥❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❡q✉❛çã♦ ♠❡str❛✳ ◆ós ✐♥✈❡st✐❣❛♠♦s
t❛♠❜é♠✱ ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ s♣✐♥ ❡♠ ✉♠❛ ❝❛❞❡✐❛ ❞❡ ♣♦❧✐❛❝❡t✐❧❡♥♦ ✭❝♦♠♦ ♣♦♥t❡✮
❛❝♦♣❧❛❞❛ à ✉♠❛ ♥❛♥♦ ✜t❛ ❞❡ ❝❛r❜♦♥♦ t✐♣♦ ③✐❣✉❡✲③❛❣✉❡ ✭❩●◆❘s✮ ❢✉♥❝✐♦♥❛♥❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧❡tr♦✲
❞♦s✳ ❖s ❝á❧❝✉❧♦s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ❢♦r❛♠ ❡❢❡t✉❛❞♦s ✉s❛♥❞♦ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ❢✉♥çõ❡s ❞❡ ●r❡❡♥ ❢♦r❛
❞♦ ❡q✉✐❧í❜r✐♦ ✭◆❊●❋✮✱ ❝♦♠❜✐♥❛❞❛ ❝♦♠ ❛ t❡♦r✐❛ ❞♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ❞❛ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ✭❉❋❚✮✳ ❚r❛❜❛❧✲
❤♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s ❞❡♠♦♥str❛r❛♠ q✉❡ ❛s ❩●◆❘s ❡①✐❜❡♠ ✉♠ ♦r❞❡♥❛♠❡♥t♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐❝♦
✭❆❋✮ ❡ ♠❡✐❛✲♠❡t❛❧✐❝✐❞❛❞❡ ♥♦s ❡st❛❞♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❛ ❜♦r❞❛✱ q✉❡ ♣♦❞❡♠ s❡r ❞❡str✉í❞♦s
❝♦♠ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❡ ✉♠ ❢♦rt❡ ❝❛♠♣♦ ❡❧étr✐❝♦ ❡①t❡r♥♦✳ ◆❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦✱ ♥ós ❞❡♠♦♥str❛♠♦s
q✉❡ ❛ ❧✐❣❛çã♦ ❡♥tr❡ ❛ ♣♦♥t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡ át♦♠♦s ♥ã♦✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥♦ ✭❆✴❇✮ ♥❛
s✉❜ r❡❞❡ ❞❡ ❣r❛❢❡♥♦ ❩●◆❘s ♣♦❞❡ ♦❝♦rr❡r ❞❡ ❞✉❛s ❢♦r♠❛s ♣r♦❞✉③✐♥❞♦ ✉♠ s✐st❡♠❛ ♠❡tá❧✐❝♦
♦✉ s❡♠✐❝♦♥❞✉t♦r ❢♦rt❡♠❡♥t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❡ ❞♦ ❛❝♦♣❧❛♠❡♥t♦ ❧♦❝❛❧✳ ❆♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ♦ ❛♥❡❧ ❞❡
❝❛r❜♦♥♦ ♦♥❞❡ ❛ ❝❛❞❡✐❛ ❡stá ❧✐❣❛❞❛✱ ✉♠❛ ❧✐❣❛çã♦ s❡ ❛ss❡♠❡❧❤❛ ❛ ✉♠❛ ❧✐❣❛çã♦ ♣❛r❛ ♥♦ ❜❡♥✲
③❡♥♦✱ ❡♥q✉❛♥t♦ ❛ ♦✉tr❛ ❧✐❣❛çã♦ é s❡♠❡❧❤❛♥t❡ ❛ ✉♠❛ ❧✐❣❛çã♦ ♠❡t❛✳ ❊st❛s ❣❡♦♠❡tr✐❛s ❣❡r❛♠
tr❛♥s♠✐ssã♦ ❡❧❡trô♥✐❝❛ ❞✐st✐♥t❛✱ q✉❡ ♣♦❞❡ s❡r ❝♦♥tr♦❧❛❞❛ s♦❜ ✉♠ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡tr✐❝♦ tr❛♥✈❡rs❛❧✳
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✷✳✺ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✺✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❝❤❛✐♥s ✹✹

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷ ▲❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✐



✸✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✹ ❩●◆❘s ❛♥❞ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✹✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✹✳✸ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❉❆ ❣r♦✉♣s ✻✷

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✶✳✷ ❍②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ✐♥ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼✲❉❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✶✳✸ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆ ♦r❣❛♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✹

❆ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✼✼

❆✳✶ ▲✐st ♦❢ ♣❛♣❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

❆✳✷ ▲✐st ♦❢ ♣❛♣❡rs ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✼✾

✐✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦✮

♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✾❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ ❉❋❚✲◆❊●❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✶ ❙❚▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡s✳ ✭❛✮ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t✳ ✸✶

✷✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭✭❛✮ ❍P❖❚ ❛♥❞ ✭❜✮ ❍P❨❚✮ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ ♦♥

t❤❡ ✜rst ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❆✉✭✶✶✶✮ s✉r❢❛❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ R0 ≈ 0.51♥♠

✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❍P❖❚✳ ❉❡♥s✐t② ♦❢

❙t❛t❡s ✭❉❖❙✮ ♣❧♦ts ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✭❜❧❛❝❦✮

❛♥❞ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ ✭r❡❞✮ ❛r❡ ♣❧♦t✳ ❚❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ ♠♦st❧② t♦

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✴♠❡t❛❧✳ ❚❤❡

❝♦❧♦r s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠s ✐s✿ ❈ ✭❣r❡❡♥✮✱ ◆ ✭❜❧✉❡✮✱ ❖ ✭r❡❞✮✱ ❍ ✭✇❤✐t❡✮✱ ❙

✭❞❛r❦ ②❡❧❧♦✇✮✱ ❆✉ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ t✐♣ ✭❜r♦✇♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✸ ✭❛✮ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❨❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✳ ❇✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮ ✺✵✵

♠❱✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✺ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✵✵ ① ✶✵✵nm2✳ ✭❜✮ ▲♦✇ r❡s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❖❚✳ ❇✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮ ✺✵✵ ♠❱✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t

♦❢ ✽✵ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✵✵ ① ✶✵✵nm2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✐✐✐



✷✳✹ ❚❤❡ ▲❉❖❙ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡✢❡❝ts t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❛✮ ❯♥✐t ❝❡❧❧

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐tt✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡

❆✉ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝✲

t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t

♠♦❞❡❧s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞✲

✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡✳

❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❤❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❆✉

❛t♦♠s ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛s ✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐ts ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❞ ❤♦❧❧♦✇ s✐t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆✉ ❛t♦♠s✳ ■♥ ✭❝✮

❛♥❞ ✭❞✮ ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤

s❤❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❆✉✲❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✺ ✭❛✮ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❖❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❇✐❛s ❱♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮

✷✵✵ ♠❱✱ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✶✵✵ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✽✳✵ ① ✽✳✵ ♥♠2 ✳ ✭❜✮ ❙❚▼

✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❨❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ✭❇❱✮ ✺✵✵ ♠❱✱ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t ♦❢ ✺ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✶✳✵ ① ✶✶✳✵ ♥♠2✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❉❖❙ ❛❜

✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡

s✐③❡ ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ❛r❡ ❞✐❢❡r❡♥t ❞✉❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❈❍ ❛♥❞ ◆✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✻ ✭❛✮ ❈✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❍P❖❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮ ✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❇✐❛s ❱♦❧t✲

❛❣❡ ✷✵✵ ♠❱✮ ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✵✳✶ ♥❆✳ ✭❜✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❙❚▼ ❝✉rr❡♥t

❍P❖❚✱ x ≈ 0.53♥♠✳ ✭❝✮ ❈✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❍P❨❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ ✭❇✐❛s ❱♦❧t❛❣❡ ✺✵✵ ♠❱✮ ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✵✳✵✵✺ ♥❆ ❛♥❞ ✭❞✮

❝♦♠♣✉t❡❞ ♦❢ t❤❡ ❙❚▼ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ❍P❖❚✱ y ≈ 0.56♥♠✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡

s✐tt✐♥❣ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝✉rr❡♥ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✲

♣♦rt ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✐✈



✸✳✶ ❍♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❣r❛❢❤✐t❡✳ ✭❛✮ ❈❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛r❡

❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝r♦ss✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s✱ t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❜♦♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✶✳✹✷➴ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ sp2✲♦r❜✐t❛❧s✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ~a1 ❛♥❞ ~a2

✉♥❞ t❤❡ ✉♥✐t✲❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t✲❝❡❧❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A

❛♥❞ B✳ ✭❜✮ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ~b1 ❛♥❞

~b1 ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✷ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ x✲❛①✐s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ③✐❣③❛❣

❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦rr✐❜♦♥ ❛♥❞ y✲❛①✐s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r♠❝❤❛✐r ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥✳ ✺✵

✸✳✸ ✭❛✮ ❚✇♦✲♣r♦❜❡ tr❛♥s♣♦rt ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳

❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s

s❤♦✇✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❩●◆❘ t♦ ♠❛❦❡

t❤❡ ❇❈✲P ✭♣❛r❛ ✴ ♦rt❤♦✲❧✐♥❦❛❣❡s✮ s②st❡♠ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠

t❤❡ ❇❈✲▼ ✭♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡ t♦ ❜♦t❤ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛t♦♠s✮✳ ❆ ❛♥❞ ❇ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❆✴❇ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✹ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❛r❜✳ ✉♥✐t✳✮ ❢♦r

✭❛✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ❛t ③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮

❧✐♥❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ✭❧✐❣❤t r❡❞✮ ❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✭EF = 0✮ ✐♥ t❤❡

❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
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✸✳✺ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✭❛✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✉♥❞❡r

❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ P❧♦ts ♦❢ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❢♦r

t❤❡ ✭❝✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❞✮ ❇❈✲▼ s②st❡♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t

✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡

❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣✐♥✲✉♣

❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭♦r❜✐t❛❧ ❝♦♥t♦✉r ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✻ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t✇♦✲♣r♦❜❡ s②st❡♠s✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ s♣✐♥✲

✉♣✴❞♦✇♥ ✭❜❧✉❡✴r❡❞✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✭❛✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ t♦ ❆❋ ❡❧❡❝tr♦❞❡s❀ ❛♥❞ ✭❝✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❞✮ ❇❈✲▼ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❋▼

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❉♦tt❡❞ s❤♦✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣❡r❢❡❝t ❩●◆❘ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ✺✽

✸✳✼ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❇❈✲P ✭■✲■❱✮ ❛♥❞ ❇❈✲▼ ✭❱✲❱■✮

s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ✸✳✻✳ ✺✾

✸✳✽ ❙♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✵✳✵✱ ✵✳✸

❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✳ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✳ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠✱

❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✶ ❙②st❡♠❛t✐❝ t✇♦✲♣r♦❜❡ tr❛♥s♣♦rt ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤

❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇✐t❤ ❜❡t❛✐♥❡s ❣♦r✉♣s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s s❤♦✇✐♥❣ ✭t♦♣✮ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❩●◆❘ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ P❈✲❉❆ ✭♣❛r❛

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✮ s②st❡♠ ❛♥❞

✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ▼❈✲❉❆ ✭♠❡t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉❆✮✳ ✳ ✻✺

✹✳✷ ❆ ③✇✐tt❡r✐♦♥✐❝ ❜❡t❛✐♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠✐❞❛③♦❧ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛ ♣②r✐❞✐♥❡

❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❈❂❈ ❜r✐❞❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✈✐



✹✳✸ ❚❤❡ ❇❈P✲❉❆ ✭•✮ ❛♥❞ ❇❈▼✲❉❆ ✭◦✮ s②st❡♠s ✭❧❡❢t s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❝❝✉✲

♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ✭❛✮ ❞♦♥♦r✱ ✭❜✮ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ✭❞✮

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✭µB✮ ❢♦r ❉❆ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❜r✐❞❣❡✳ ❇♦t❤ ✭❝❤❛r❣❡ ❛♥❞

µB✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✹ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✭❛✮ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ✭❜✮ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s ✉♥❞❡r

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭①✲❛①✐s✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ s②st❡♠ ❛r❡✿ ✹✲

❩●◆❘s ✭❞❛s❤✲❞♦t✲❞♦t✮✱ π✲❜r✐❞❣❡ ✭s❤♦t✲❞♦t✮✱ ❉ ✭s❤♦rt✲❞❛s❤✲❞♦t ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞

❆ ✭❞❛s❤✲❞♦t ❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

t♦t❛❧ ❉❖❙ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✺ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆✳ ❙♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ s❤♦rt✲❞❛s❤ ❜❧✉❡ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✻ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t✇♦✲♣r♦❜❡ s②st❡♠s✳✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝♦rr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✈✐✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥❡r❣✐❡s ✐♥

✉♥✐ts ♦❢ Γ0✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠ Γ0 t②♣✐❝❛❧❧② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ ❡❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶ ❚❤❡ ❙♣✐♥ ❋✐❧t❡r ❊✣❝✐❡♥❝② ✭❙❋❊✮ ❢♦r ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ tr❛♥s✈❡rs❡ t❤❡ s②st❡♠s ✐♥ ①✲❛①✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✈✐✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✐♥❣❧❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ tr❛♥s✐st♦rs ❛♥❞ ❞✐♦❞❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s ♣r♦♠✐s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦♣✲

❡r❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ❬✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠

❜❡❝♦♠✐♥❣ r❡❛❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s

❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲♦r❣❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✐ss✉❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❬✷✱ ✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t st❛rt❡❞

✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② s❡✈❡♥t✐❡s ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐♥❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ❜② ❆✈✐r❛♠ ❛♥❞ ❘❛t♥❡r ♦♥ ❝✉rr❡♥t✲

✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝t✐❢❡r✱ ❬✹❪ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥

t❤❛t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ✐❢ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡

t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥✐♥❣✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ♠♦st❧② ❥✉st ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣ ✐♥✲

t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ❝✉r✐♦s✐t②✱ ❜✉t ♥♦✇❛❞❛②s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r s✐♠♣❧❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❜❡s✐❞❡s r❡♣r♦❞✉❝t✐t❧② ❛♥❞

s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❤✐✈❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❬✺❪

❢♦r ✶✱✹✲❜❡♥③❡♥❡✲❞✐t❤✐♦❧ t❤❛t ✇❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❜♦♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❧✐❦❡ ❛ t✇♦

♣r♦❜❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s t❤r❡❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❛s tr❛♥s✐s✲

t♦rs ❛♥❞ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ t♦ s♦❧✐❞ st❛t❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✱ ❣r❛♣❤❡♥❡

❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡❧♣❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣

r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s✳

✶



❚❤❡ st✉❞✐❡s ❢r♦♠ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦❞❛② ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜✉t ✐♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡s❡r✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❚♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✻✱ ✼❪✳ ❚❤❡

❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ t❤❛t tr❡❛ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛s

♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛②❡rs ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❖♥❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❧❡ss ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡s❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲♠❡t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t

♣r♦❝❡ss ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❡ ❝❤❡♠✐str② t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❙✉❝❤ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡

❡❧❛❜♦r❛t❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✽✕✶✵❪✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ❜r❡❛❦ ❥✉♥❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❜② s❧♦✇❧② ♣✉❧❧✐♥❣ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s

♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ str✐♥❣ ✉♥t✐❧ ✐t ❜r❡❛❦s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡

t♦ ✐♥s❡rt ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣❛♣ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ♦r ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❣❡t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❜✐♥❞

t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts ❛❢t❡r t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s❧♦✇❧② ♠♦✈❡ t❤❡ t✇♦

❝♦♥t❛❝ts ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜✐♥❞s ✐♥ ❜♦t❤ ❡♥❞s ❛♥❞

❛ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❬✺✱ ✶✶❪✳ ❖t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇❛② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s♣♦rt ✐♥ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ✈✐❛ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❚▼✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡

❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❛tt❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ s❝❛❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s

♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst

t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❡r❢❡❝t s✉r❢❛❝❡s✱ s♦ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s t❤❛t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡

♠❡t❛❧✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❛❧✴♦r❣❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❝❤❡♠✐s♦r♣t✐♦♥✮ s✉❣❣❡sts ❛ s❤✐❢t ✐♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❧❡❛r❧② ❛ ♣✉r❡❧② ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢♦✇s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦

✷



s❡❧❡❝t ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❛ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡✱

❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❦❡② t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❙t✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ♥❡✐t❤❡r

♠❡t❛❧❧✐❝ ♥♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ✉♥✐q✉❡

❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉✐r❛❝ P♦✐♥t✳ ◆❡❛r

t❤❡ ❉✐r❛❝ P♦✐♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♠❛ss❧❡ss

♣❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣❤♦t♦♥s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♠❡t❛❧ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣②✱ ❜✉t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✬s ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✈❛♥✐s❤❡s ❛t t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts ❬✶✺❪✳ ●r❛♣❤❡♥❡

✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✱ ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❛ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐s ❞♦♣❡❞ t❤❡ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣② ✐s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥t ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠❡t❛❧❧✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ ❝♦♠♣❧❡t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❛t

♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦rr✐❜♦♥ ✭●◆❘✮ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡

❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ✭❈◆❚s✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r

♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐♥ ❈◆❚s ✈❛r✐❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●◆❘s✱ ✐t ✐s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r✐❜❜♦♥

✇✐❞t❤ ✭L✮ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦rr✐❜♦♥ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

❡❞❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❡❞❣❡ ❝♦♥✜❣✲

✉r❛t✐♦♥✿ ❛r♠❝❤❛✐r ♦r ③✐❣③❛❣✳ ❚❤❡ ❛r♠❝❤❛✐r ●◆❘s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ✇✐❞t❤ L ❬✶✻❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ L = 3n− 1 ✭♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✮✱ ❛r♠❝❤❛✐r

●◆❘ ✐s ♠❡t❛❧❧✐❝✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧②✱ ●◆❘s ✇✐t❤ ③✐❣③❛❣ ❡❞❣❡s

❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❆❋✮ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬✶✼❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ s♣✐♥s ❛r❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐❜❜♦♥ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②

❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣ s♣✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦

♠❛♥② ✉♥✉s✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❤❛❧❢ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❬✶✽❪✱ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡

✸



❡✛❡❝t ❬✶✾❪ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❬✷✵❪✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♦♣❡♥♥✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ♣r♦♠✐s✐♥❣

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❢r❡❡st❛♥❞✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t✇♦

❣r❛♣❤❡♥❡ ✢❛❦❡s ❬✷✶✱✷✷❪✳ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t✇♦ ❤♦❧❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r✐❜❜♦♥

s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❤♦❧❡s ✇❛s ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤✐♥♥❡❞ ❜② ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✉♥t✐❧ ♦♥❧② t❤❡

♠♦♥♦❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥ r❡♠❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s t❤✉s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ s②st❡♠

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐♥♥❡st ❝❛r❜♦♥

❧❡❛❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦♥t❛❝ts✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤❡ ③✐❣✲③❛❣ ❡❞❣❡ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡

str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛✐♥s

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ③✐❣✲③❛❣ ❡❞❣❡s ✐s ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡

r❡❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ❚❤❡s✐s ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦

❡①♣❧❛✐♥ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ✐♥ s❡❧❢ ❛ss❡♠❜❧❡ ♠♦♥♦❧❛②❡rs

❛♥❞ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❛❧✲♦r❣❛♥✐❝ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

❛♠❛③✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❩●◆❘s✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❩●◆❘s ❛s ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✐t✳ ❉❋❚ ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉❡r✲❇ütt✐❦❡r t❤❡♦r②

✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭◆❊●❋✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❉❋❚✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦❢ 5✲✭4✲♣②r✐❞✐♥❡✮✲1✱3✱4✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲2✲t❤✐♦❧ ✭❍P❨❚✮

✹



❛♥❞ 5✲✭4✲♣❤❡♥②❧✮✲1✱3✱4✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲2✲t❤✐♦❧ ✭❍P❖❚✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❆✉ ✭✶✶✶✮✳ ❍P❨❚

❛♥❞ ❍P❖❚ ❛r❡ ❛r♦♠❛t✐❝ t❤✐♦❧s t❤❛t ❛❞s♦r❜ ♦♥ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧✐❢t t❤❡ ✷✷①
√
3 r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐st♦rt❡❞
√
3①

√
3❘✸✵o str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡

s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t✉♥♥❡❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❛②❡r ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡

t❤❡ ❙❚▼ t✐♣ t♦ ♣r♦❜❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛rr❛②s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ❙❚▼ ✐♠✲

❛❣❡s ♦❢ ❍P❖❚ ♦r ❍P❨❚ ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦❝❛❧

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭▲❉❖❙✮✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛

❙❚▼✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠

❜② ❛♥ ❙✲❆✉ ❜♦♥❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t✐❧t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡

✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❙❚▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❞

❤♦❧❧♦✇ s✐t❡✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ st✉❞② ♦❢ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❛♥❞ ❩●◆❘s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ◆❊●❋ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛ t✇♦✲♣r♦❜❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❩●◆❘

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡♥s✐t② s♣✐♥

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✉♥❞❡r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s♣✐♥

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❩●◆❘s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♣✐♥tr♦♥✐❝s✱ ✇❤❡r❡ ✐t

✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s♣✐♥ ❝❤❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t②

✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ✉♣ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤❛❧✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r✐❜❜♦♥ ✇✐❞t❤ ♦r ✇✐t❤

t❤❡ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭ ~Eext > 0.7V/nm✮✳ ❲❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r✐❜❜♦♥ s♦ t❤❛t

✺



st❛②❡❞ ❜r✐❞❣❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❞❣❡ ✐♥ ♦♥❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❥✉st ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❲❡

❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧s♦ s✐♥❝❡ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦♥

❩●◆❘s ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❩●◆❘s ✐♥ s♣✐♥tr♦♥✐❝ ❛s

❛ s✇✐t❤❡s ❛♥❞ s♣✐♥ ✜❧t❡rs✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ st✉❞② ♦❢ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣♦r ✭❆✮ ❣r♦✉♣s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❜r✐❞❣❡ ✭❈❂❈✮ ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇❈P ❛♥❞

❇❈❆ s②❡st❡♠s ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✳ ❲❤❡r❡❛s ♦✉r st✉❞② ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

❬✵✳✶✱✲✶✳✵❪ ❱ ✐♥ ❛ st❡♣ ♦❢ ✵✳✶ ❱✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s t❤❡

s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❉❆ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ✭π✮ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r

❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❉❆ s②st❡♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❛♥ t❤✐s ■t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡

s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ✉♣✲s♣✐♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s

❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✈❛❧✈❡ t❤❛t ❧❡ts s♣✐♥✲✉♣ ♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦

♠♦✈❡ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✶

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛ ❧♦❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❖♥❡

♠❛② r❡♣r❡s❡♥t✱ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t♦♠s

t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭▲❈❆❖✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❋❚ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❊●❋

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛t♦♠✐st✐❝❛❧❧② ♦♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✲

✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛ ◆❊●❋✲❉❋❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞

♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✷✸❪✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞

t♦ ❛♥❛❧②③❡ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt r❡❝❡♥t❧② ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡

◆❊●❋✲❉❋❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❉❋❚ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝✲

t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡✱ ✉s❡ ◆❊●❋ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ✐s

♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✱ ❛♥❞ ✉s❡ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❊●❋✲❉❋❚ ♠❡t❤♦❞

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉s❡❢✉❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✉♣♣❧❡♠❡♥ts ♦t❤❡r ❛t♦♠✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡

◆❊●❋✲❉❋❚ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ✐ts ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ♠♦❞❡r♥ ♠❛♥② ❜♦❞② t❤❡♦r② ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠

tr❛♥s♣♦rt t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s s✉❝❤✱ ♥❡✇ ❡✛❡❝ts ❛♥❞

♥❡✇ tr❛♥s♣♦rt ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ◆❊●❋✲❉❋❚ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧✳

✼



✶✳✶✳✶ ▲❈❆❖ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼❛tr✐① ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ~H✱ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥ ❛❧❧ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s

t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✻❪✳ ❇❡✐♥❣ ψi ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡✱ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

✐s✱

Ĥ|ψi〉 = E|ψi〉. ✭✶✳✶✲✶✮

❆♥② ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s

|ψi〉✱

|ψi〉 =
∑

j

cij|φj〉, ✭✶✳✶✲✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ |φi〉 ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t✱

Ĥ

(
∑

j

cij|φj〉
)

= Ei

(
∑

j

cij|φj〉
)
. ✭✶✳✶✲✸✮

❆t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ♦♥ ❞✐✛r❡♥t ❛t♦♠✐❝ s✐t❡s ❛r❡ ♥♦♥✲♦rt♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❊q✳ ✶✳✶✲✸ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿



H00 H01 . . . H0N

H10 H11 . . . H1N
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
HN0 HN1 . . . HNN







ci0
ci1
✳✳✳
ciN


 = Ei




S00 S01 . . . S0N

S10 S11 . . . S1N
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
SN0 SN1 . . . SNN







ci0
ci1
✳✳✳
ciN


. ✭✶✳✶✲✹✮

❚❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳✶✳✶✲✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❖♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❛t s②st❡♠✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ĥ = T̂e + V̂eN + Û + T̂N + T̂NN , ✭✶✳✶✲✺✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱

T̂e = −1

2

∑

i

∇2
i , ✭✶✳✶✲✻✮

✽



✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s i ❛♥❞ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ s♣❛❝❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱

V̂eN = −
∑

i,n

Zn

|~ri − ~Rn|
, ✭✶✳✶✲✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ♣❛✐rs✳ Zn ❛♥❞ ~Rn ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ♥✉❝❧❡✉s n❀ ❛♥❞ ~ri ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥

i✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱

U =
1

2

∑

i 6=j

1

|~ri − ~rj|
, ✭✶✳✶✲✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs ✭t❤❡ ❢❛❝t♦r 1/2 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡

❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t✇✐❝❡✮✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱

T̂N = −
∑

n

1

2Mn

∇2
n, ✭✶✳✶✲✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞Mn ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s n✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝

♥✉❝❧❡✉s✲♥✉❝❧❡✉s r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱

V̂NN =
1

2

∑

n 6=m

Znm

|~Rn − ~Rm|
, ✭✶✳✶✲✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✉s ♣❛✐rs✳ Zn ❛♥❞ Zm ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ~Rn

❛♥❞ ~Rm ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ n ❛♥❞ m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊q✳✶✳✶✲✶ ✐s ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞②

♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠❛♥②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② E ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡

❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝

♥✉❝❧❡✉s✲♥✉❝❧❡✉s r❡♣✉❧s✐♦♥✳

✾



✶✳✶✳✷ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ st❛✲

t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s

r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥

❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐❧❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② r❡❧❛① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ V̂ext✳ ❲✐t❤✐♥

t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❊q✳✶✳✶✲✶ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞

❛ ♥✉❝❧❡❛r ♣❛rt✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s

♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

Ĥelec|ψ〉elec =
[
T̂e + Û + V̂ext

]
|ψ〉elec = Eelec|ψ〉elec, ✭✶✳✶✲✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❡❧❡❝ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛ r❡♠✐♥❞❡r t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❢✉❧❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥✳ T̂T ❛♥❞ V̂NN ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ V̂eN ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ V̂ext t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡

♦♥✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐t ❡❧❡❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s r❡❢❡r t♦ ❊q✳✶✳✶✲✶✶✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ st❡♠s

❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r

❡❧❡❝tr♦♥s❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ s②st❡♠s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❖♥❡

❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s

t❤❛t ♥♦ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ▼♦r❡

❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♠✉st ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ✇❤❡♥ ❛♥② t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲

❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♦♣♣♦s✐♥❣ s♣✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐s ♦♥❡

♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✶✵



✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛♥♥❡r✳

✶✳✶✳✸ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s②st❡♠ ♦❢ ◆ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♣✐♥✲1/2 ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ρ(~r)✳ ❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♥ s♣✐♥✲❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❑❙✲❉❋❚✮ ❬✷✾❪ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E[nαβ(r)] = Ts[n
αβ(r)] +

e2

2

∫ ∫
n(r)n(r

′

)

|r − r′ | drdr
′

+
∑

αβ

∫
V αβ
ext (r)n

αβdr✭✶✳✶✲✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② TS ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧ V αβ
ext ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V αβ

ext ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❊q✳ ✶✳✶✲✶✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣

t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦❢ ❊q✳ ✶✳✶✲✶✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ραβ(~r) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠

♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ TS[ραβ(~r)] ✐s ♥♦t ❦♥♦✇✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✐♥❣

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♦r❜✐t❛❧s✮ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ϕα
i (r)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ TS[ραβ(~r)] ❛♥❞ s♣✐♥✲❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ραβ(~r) ❛s

TS[ρ
αβ(r)] =

∑

αi

∫
ϕ∗α
i (~r)

(
− ~

2

2m
∇2

~rϕ
α
i (~r)

)
dr ✭✶✳✶✲✶✸✮

❛♥❞

ραβ(~r) =
∑

i

ϕ∗α
i (~r)ϕβ

i (~r), ✭✶✳✶✲✶✹✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r i ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❊q✳✶✳✶✲✶✷ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ E[ραβ] ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

− ~
2

2m
∇2

~rϕ
α
i (~r) +

∑

β

V αβ
eff (~r)ϕ

β
i (~r) = ǫiϕ

α
i (~r), ✭✶✳✶✲✶✺✮

✶✶



✇❤❡r❡ t❤❡ ǫi st❛♥❞ ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s
∑

α(ϕ
α
i , ϕ

α
i ) = 1✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V αβ

eff ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

V αβ
eff (~r) = δαβe2

∫
ρ(~r

′

)

| ~r − ~r′ | d~r
′

+ V αβ
ext (~r) + V αβ

xc (~r), ✭✶✳✶✲✶✻✮

st❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❯s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ρ+(~r) ❛♥❞ ρ−(~r) ♦❢

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ραβ(~r)✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s

∑

α′β′

Uαα
′

(~r) ρα
′
β
′

(~r)Uββ
′

(~r) = δαβρα(~r), ✭✶✳✶✲✶✼✮

✇❤❡r❡ Uαβ(~r) ❛r❡ s♣✐♥✲1/2 r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ρα(~r) t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♦r❜✐t❛❧s ϕ+
i (~r) ❛♥❞ ϕ−

i (~r)✱ t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ+(~r) ❛♥❞ ρ−(~r) ❝❛♥ ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t

ρ±(~r) =
∑

i

|ϕ±
i (~r)|2. ✭✶✳✶✲✶✽✮

❚❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❊q✳✶✳✶✲✶✺ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

[
− ~

2

2m
∇2

~r + V ±
eff (~r)

]
ϕ±
i (~r) = ε±i (~r) ✭✶✳✶✲✶✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❧✐♥❣

V ±
eff (~r) = e2

∫
ρ

′

| ~r − ~r′ |d
′

~r + V ±
ext + V ±

xc , ✭✶✳✶✲✷✵✮

✇❤❡r❡ V ±
xc ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ V ±

ext ✐s ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❡t❝✳✳✳✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❞r✐✈❡s ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

V ±
xc(~r) =

δExc[ρ
+(~r), ρ−(~r)]

δρ±(~r)
. ✭✶✳✶✲✷✶✮

❚❤❡ s♣✐♥✲❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❡①❛❝t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ ❉❋❚ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛

✶✷



s❡t ♦❢ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❡①❛❝t ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s

❢❛r t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❡✈❡r ❡①♣r❡ss ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡

✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s Exc ❛♥❞ V ±
xc ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥s

s②st❡♠ ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥✱ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❯s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡

t❤❡ ❧♦❝❛❧✲s♣✐♥✲❞❡♥s✐t② ❛♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮✱ ✇✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱

❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts

♦s t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

▲♦❝❛❧ ❙♣✐♥ ❉❡♥s✐t② ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮ ❬✸✷✱✸✸❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦

t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳ ❚❤❡ ▲❉❆ ❛ss✉♠❡s t❤❛t

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✱ ǫ0xc ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r✿

ELDA
xc [ρ(~r)] =

∫
ǫ0xc[ρ(~r)]ρ(~r)d~r. ✭✶✳✶✲✷✷✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ(~r)✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛ tr✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❑❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s✐s s❡t ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋❡r♠✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❡r❣②✿

ρ(~r) =
∑

i

f(ǫi, µ)|ϕi(~r)| 2, ✭✶✳✶✲✷✸✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠

❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❣❡✳ ❖♥❝❡ ❛ ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞

✶✸



✉♥t✐❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s

❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r s②st❡♠s ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s ♦r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥

s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♦♣❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❤❡❧❧s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ρα(~r) ❛♥❞

ρβ(~r)✱ s✉❝❤ t❤❛t ρ(~r) = ρα(~r) + ρβ(~r)✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❧✐ts tr✐✈✐❛❧❧②

✐♥t♦ s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥ ❞♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❍❛❡tr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡♥s✐t② ρ(~r)✱ ❜✉t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ xc ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ρ(~r)✲ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ Exc =

Exc[ρ(~r) = ρα(~r), ρβ(~r)]✳ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡♥ r❡❛❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ ❊q✳✶✳✶✲✶✺✱ ❜✉t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ Veff (~r) ♥♦✇ ❛❝q✉✐r❡s ❛ s♣✐♥ ✐♥❞❡①✿

V α
eff = V (~r) +

∫
ρ(~r′)

| ~r − ~r′ | d~r
′

+
δExc[ρ

α(~r), ρβ(~r)]

δnα(r)
, ✭✶✳✶✲✷✹✮

❛♥❞

V β
eff = V (r) +

∫
n(r′)

| r − r′ | dr
′

+
δExc[n

α(r), nβ(r)]

δnβ(r)
, ✭✶✳✶✲✷✺✮

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳✶✳✶✲✶✽ ❝♦♥t❛✐♥s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣✐♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❜② ❛s❦✐♥❣ ❢♦r ❧♦✇❡st

ρ = ρα + ρβ t♦ ❜❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② EF s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞

❡✐❣❡♥st❛t❡s ❤❛✈❡ Ei,spin < EF ✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠✱ ρα(~r) = ρβ(~r)✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡

s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡

▲❉❆ ✐♥ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮✱ ✇❤✐❝❤

❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ xc ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ELSDA
xc [ρα(~r), ρβ(~r)] =

∫
[ρα(~r) + ρβ(~r)]ǫxc[ρ

α(~r) + ρβ(~r)]d~r. ✭✶✳✶✲✷✻✮

✶✹



●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✿

EGGA
xc [ρα, ρβ] =

∫
d3~r ρ(~r)ǫxc(ρ

αρβ, |∇ρα|, |∇ρβ|, ...)

≡
∫
d3~r ρ(~r)ǫxcFxc(ρ

αρβ, |∇ρα|, |∇ρβ|, ...) ✭✶✳✶✲✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Fxc ✐s t♦ s❛t✐s❢② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r♦❧❡✱ s✉❝❤ ❛s s✉♠ r✉❧❡s✱ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❜②

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❜❛r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❛

❢♦r♠ t❤❛t ♠✐♠✐❝s ❛ r❡✲s✉♠♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡

●●❆✳

❇❛s✐s ❙❡ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛s✐s

❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r

♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ t❤❡ ❜❛s✐s t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

t♦ ✉s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭▲❈❆❖✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧✳

❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
−→
RA✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

φGF (α,~r, ~RA) =

(
2α

π

) 3
4

e−α|~r−~RA|, ✭✶✳✶✲✷✽✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ♣♦ss❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥s ✐s ❛❧s♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s

❬✷✻❪✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧✱ ❛

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ✧♣r✐♠✐t✐✈❡s✧ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

✶✺



t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧

φ(~r, ~RA) =
L∑

p=1

dp φ
GF
p (αp, r − ~RA), ✭✶✳✶✲✷✾✮

✇✐t❤ ▲ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ dp ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✷✻❪✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜❛s✐s s❡ts ✐♥ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❳✲❨❩●❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✻✲✸✶●✭❞✮ ❛♥❞ ✸✲✷✶● ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳ ❳ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥s ✭❊q✳✶✳✶✲

✷✾✮ ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ ❡❛❝❤ ❝♦r❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❨ ❛♥❞ ❩ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ ❡❛❝❤ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts

❛ ❞♦✉❜❧❡✲ζ ✭s♣❧✐t✲✈❛❧❡♥❝❡✮ ❜❛s✐s s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❨ ♣r✐♠✐t✐✈❡

●❛✉ss✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❩ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥s✳ ❚❤❡ ✭❞✮ ✐♥ ✻✲

✸✶●✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥

✇✐t❤ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡ ✭❞✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ❜❛s✐s s❡t ✇✐t❤ ♣✲♦r❜✐t❛❧s ✈❛❧❡♥❝❡✮✳

❚❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛❞❞ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ✉s❡❞ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤

t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ❬✷✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞

♦♥ ❛ ♠❡s❤ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡

❣r✐❞ ❬✷✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡st

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✭▼❖s✮ t❤❛t ❛r❡ r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ t❤❡✐r ♣r♦♣❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

t❤❡ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ▼❖s ✐s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② ❬✷✾❪✳

❋♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ s✉♣❡r❝❡❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛

s✐♥❣❧❡ r❡♣❡❛t✐♥❣ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ✐♥

❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✐❞ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ♣❛rt ❛♥❞

✶✻



❛ ❝❡❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt fi ❬✸✵❪✳

ϕi(~r) = e[i
~k.~r]fi(~r), ✭✶✳✶✲✸✵✮

✇❤❡r❡ ~k ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ k✲s♣❛❝❡ ✭t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡✮ ❛♥❞ ~r ✐s ❛

✈❡❝t♦r ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇❤♦s❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡

❝r②st❛❧ ❬✷✾❪✱

fi(~r) =
∑

~G

ci ~G e[i
~G.~r] ✭✶✳✶✲✸✶✮

✇❤❡r❡ ~G ✐s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ~G.~l = 2πm ✇✐t❤ ~l ❜❡✐♥❣ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r

♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ϕi ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❬✸✶❪

ϕi =
∑

~G

ci,~k+ ~G e[i(
~k+ ~G).~r]. ✭✶✳✶✲✸✷✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❜✉t ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝✉t♦✛ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡

t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ k✲♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡

❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐s ❝✉t♦✛ ❡♥❡r❣②✳

Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s

❆s ❛t♦♠s ❝♦♠❡ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ s♦❧✐❞ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐❧❧ ♦♥❧②

✐♥t❡r❛❝t ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛t♦♠s✳ ■t ✐s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t str♦♥❣❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡

✐♥ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭P❙✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛t♦♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s♠♦♦t❤✱ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭t❤❡ P❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts

♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✷✾❪✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝

❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✱

✶✼



s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡t✳ ✭✶✮ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ r❛❞✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦

♠❛t❝❤ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s✱ rc✳ ✭✷✮ ❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦

r❛❞✐❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡✱ rc✳ ✭✸✮ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st

❜❡ ♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣✱ t❤✉s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛r❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦

❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦✮ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✾❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✐s ❢r♦♠ ✶✳✶✲✷✹ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ ρ(~r) t❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Vs(~r)❄❄✳

❆❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡s✿ ❇❛♥❞str✉❝t✉r❡✱ ✭P✮❉❖❙✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❛♥❛❧②s✐s✱ ❡t❝✳ ❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♥♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ st✉❞② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♠✉st ❣♦ ❜❡②♦♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚ ❜②

❝♦rr❡❝t❧② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡

♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✳✶✳✹ ◆♦♥✲❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭◆❊●❋✮ ❚❤❡♦r②

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❜② ▲✳ ❱✳ ❑❡❧❞②s❤ ❬✸✹❪ ❛♥❞ ▲✳ ❑❛❞❛♥♦❦ ❛♥❞ ●✳ ❇❛②♠

❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s
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tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠ s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛❞s✱

♥❛♠❡❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✧❝r♦ss✧ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡

♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t s❝❛tt❡r❡rs ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤

✧❛❝t✲❜❛❝❦✧ ♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲❛♥❞❛✉❡r ❬✸✻✕✸✾❪✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐t t♦ t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐❝

❝♦♥t❛❝ts t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✐❛s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝✉rr❡♥t t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛✲

t❡r✐❛❧✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛

A✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

G =
σA

L
, ✭✶✳✶✲✸✸✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✲

❞✉❝t❛♥❝❡ ✐♥ ❊q✳✶✳✶✲✸✸ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✭♦r ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✐t✮ G0 = 2e2

h
❬✻❪ ♦♥❝❡

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❈♦♥❞✉❝t♦rs ♦❢ s✉❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ r❡❣✐♠❡✳

❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ r❡❣✐♠❡ ✐❢ L ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❝❡rt❛✐♥

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✭✐♥❡❧❛st✐❝✮ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ Lm✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛✈❡❧s ❜❡❢♦r❡ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ Lφ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛✈❡❧s ❜❡❢♦r❡ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✐s ❧♦st ❬✻❪✳

❚❤❡s❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐❞❡❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦♥ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ tr❛♥s♣♦rt

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡t❡rs t♦ ❤✉♥❞r❡❞s

♦❢ ♠✐❝r♦♥s ❬✹✵❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡

tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s ❬✼❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡

t❤❡ ❦❡② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆❊●❋ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❢t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇♥ ✈❡r② ❜r✐❡✢② ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡

❉❋❚+◆❊●❋✳

✷✵



❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s②st❡♠ ✐s✿

ĤT = h+ Ĥ
′

(t), ✭✶✳✶✲✸✹✮

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❢r❡❡ H0 ❛♥❞ t❤❡

♠❛♥②✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Ĥ i ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ h ✐s ❛ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t❡r♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉①✳ Ĥ
′

(t) ✐s ❛ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❧✐❣❤t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤✐s t❡r♠ ✐s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Ĥ
′

✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t0✱ ✐✳❡✱ ❢♦r t < t0 t❤❡ Ĥ
′

= 0 (ĤT = h)✳ ❯s✉❛❧❧② ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ t −→ ∞✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ0 =
e−ηh

Tr(e−ηh)
, ✭✶✳✶✲✸✺✮

✇❤❡r❡ η ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② η = 1/(kBT ) ❛♥❞ Tr ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤

✐s ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s ♦❢ st❛t❡s✿

Tr ≡
∑

〈i, t0|...|i, t0〉. ✭✶✳✶✲✸✻✮

❚✇♦✲♣r♦❜❡ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❆ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t✇♦ ❧❡❛❞s ✐s

s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ t✇♦✲♣r♦❜❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ĥ = ĤL/R + Ĥscatt + Ĥhib, ✭✶✳✶✲✸✼✮

✇❤❡r❡ ĤL/R ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✭L✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭R✮ ❧❡❛❞s✿

ĤL/R =
∑

k

εk c
†
k,L/Rck,L/R, ✭✶✳✶✲✸✽✮

✇❤❡r❡ c†k,L/R ✐s ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍❡r❡ εk = ε0k+qVL/R ✇❤❡r❡ ε0k ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥

t❤❡ ❧❡❢t✴r✐❣❤t ❧❡❛❞s ❛♥❞ VL/R ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ Ĥscatt t❡r♠ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳

Ĥscatt =
∑

ρ

(ερ + q Uρ) d†ρd, ✭✶✳✶✲✸✾✮

✷✶



✇❤❡r❡ d†n ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠ Uρ ✐s t❤❡ ❙❡❧❢✲❡♥❡r❣②

❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

Uρ =
∑

Vnm〈d†mdm〉 ✭✶✳✶✲✹✵✮

✇❤❡r❡ Vnm ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❍❛rtr❡❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❡

r❡❛❧ s♣❛❝❡ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② V (~r, ~r
′

) = q/| ~r − ~r
′ |✳

❚❤❡ Ĥhib ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t✴r✐❣❤t ❧❡❛❞s

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❡✐♥❣ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ĥhib =
∑

kn

[t c†kLdn + t∗d†nckL + tc†kRd+ t∗d†nckR], ✭✶✳✶✲✹✶✮

✇❤❡r❡ εk ❛♥❞ εn ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛❞s ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ Ĥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❖♥❝❡ ❛♥ Ĥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♦♥❡

♠❛② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉❡r✲❇✉tt✐❦❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼❪✳

T (ε) = Tr[ΓL(ε− qVL)G
r(ε)ΓR(ε− qVR)G

a(ε)]. ✭✶✳✶✲✹✷✮

❍❡r❡✱ Gr ❛♥❞ Ga ❛r❡ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

s❝❛tt❡r✐♥❣✿

Gr,a(ε) =
1

εI −Hhib −
∑r,a

L (ε)−∑r,a
R (ε)± E+

. ✭✶✳✶✲✹✸✮

✇❤❡r❡ E+ = limη→0 +E+ iη ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❧✉s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② t❡r♠s
∑r,a

L (ε)

❛♥❞
∑r,a

R (ε)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞s✿

Σr
L(ε) = Ĥhib(εI − ĤL)

−1Ĥ†
hib, ✭✶✳✶✲✹✹✮

Σr
R(ε) = Ĥhib(εI − ĤR)

−1Ĥ†
hib. ✭✶✳✶✲✹✺✮

✷✷



❚❤❡ t❡r♠s ΓL/R ✐♥ ❊q✳✶✳✶✲✹✷ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ΓL/R(ε− qVL/R) = i(Σr
L/R(ε)− Σa

L/R(ε)). ✭✶✳✶✲✹✻✮

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ ◆❊●❋ t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ρ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ρ =
i

2π

∫ +∞

−∞

G<(ε) dε, ✭✶✳✶✲✹✼✮

✇❤❡r❡ G<(ε) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❡❧❞②s❤ ❡q✉❛t✐♦♥✿

G<(ε) = Gr(ε)Σ<(ε), ✭✶✳✶✲✹✽✮

❛♥❞

Σ<(ε) = iΓL(ε− qVL)fα(ε− µL) + iΓR(ε− qVR)fα(ε− µR). ✭✶✳✶✲✹✾✮

❚❤❡ fL/R ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

fL/R(ε) =
1

e(E−µL/R)/kT + 1
, ✭✶✳✶✲✺✵✮

❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s eV =

µL − µR✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ◆❊●❋ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❊q✳✶✳✶✲✹✼ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ◆❊●❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

♦✈❡r st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ tr❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s②st❡♠s

❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s❡ ♦❢ ◆❊●❋ ✇✐t❤

❉❋❚ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞r❛✇s ✉♣♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ s✉❝❤

❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✱ ❛♥❞ ◆❊●❋

✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳

✷✸



✶✳✶✳✺ ❚❤❡ ◆❊●❋✲❉❋❚ ▼❡t❤♦❞

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❉❋❚ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ✜♥✐t❡ s②s✲

t❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t s♦❧✐❞✳ ❆♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥❡✐t❤❡r ✜♥✐t❡ ♥♦r ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✉♥❞❡r

♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ♠✉st ❝♦♥♥❡❝t t♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s

❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ ✐t ✐s ♥♦t

♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ♥♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②❀ ✐t ✐s ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠

❜❡❝❛✉s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡s ❞r✐✈❡ ❛ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛♥②

✈✐❛❜❧❡ ♥❛♥♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤❡r❡ t✇♦

s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s s❛♥❞✇✐❝❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ①✲② ♣❡r✐♦❞✐❝

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ✸❉ ✐♥ ❛ ❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s✱ ✸❉ ❧❡❛❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❜♦t❤

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣✐♥tr♦♥✐❝ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s t✉♥♥❡❧ ❜❛rr✐❡r✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤

✈❛❝✉✉♠ s♦ t❤❛t ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✐r❡❝t✐♦♥

✭③✲❛①✐s✮✱ t❤❡ t✇♦ ❧❡❛❞s ❡①t❡♥❞ t♦ r❡s❡r✈♦✐rs ❛t z = ±∞ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s

❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t✿ ■✮ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

r❡❣✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ■■✮ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞

r✐❣❤t ❧❡❛❞s ❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ µL

❛♥❞ µR✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜✉❧❦ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❉❋❚ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱

❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ①✲② ♣❡r✐♦❞✐❝✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✿

ψk(R + r) = eik.R× eik.rφk(r). ✭✶✳✶✲✺✶✮

✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ❇❧♦❝❦ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✱ R = nxâ + ny b̂ ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ φk s t❤❡ ①✲②

♣❡r✐♦❞✐❝ ❇❧♦❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❛♥s❛t③✱ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
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✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿

H̃kφk = ES̃kφk, ✭✶✳✶✲✺✷✮

✇❤❡r❡ H̃k ✐s t❤❡ ❢♦❧❞❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

H̃k =
∑

nx,ny

Hnx,ny e
ik . R, ✭✶✳✶✲✺✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐① S̃k✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♥♦♥

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s s❡t✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❊q✳✶✳✶✲✺✸✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ Ĥnx,ny ✐s t❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ✉♥✐t ❝❡❧❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② R✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t

t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ◆❊●❋✲❉❋❚ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✷✸❪ ✐s t❤❡ ❑❡❧❞②s❤ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛t ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ tr❛♥s✲

♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❊q✳✶✳✶✲✹✸✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ k✲s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲✲❈✲❘ ✭❧❡❢t✱ ❝❡♥tr❛❧✱ ❛♥❞ r✐❣❤t✮ r❡❣✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Gr
k(ǫ) =




ǫI − H̃k
L − ǫS̃k

L + Σk
L(ǫ) Ṽ k

L − ǫS̃k
CL 0

(Ṽ k
L − ǫS̃k

CL)
† ǫI − H̃k

C − ǫS̃k
C Ṽ k

R − ǫS̃k
CR

0 (Ṽ k
R − ǫS̃k

CR)
† ǫI − H̃k

R − ǫS̃k
R + Σk

R(ǫ)




−1

✇❤❡r❡ ■ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ H̃k
L✱ H̃

k
R ❛♥❞ H̃k

C ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ♦❢ H̃k ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲✱ ❘ ❛♥❞ ❈ r❡❣✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ S̃k
CL ❛♥❞ S̃k

CR ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s

♦❢ S̃k ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❈ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲ ❛♥❞ ❘ r❡❣✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Ṽ k
L (Ṽ k

R) ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡

s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ▲✭❘✮ ❛♥❞ ❈ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲ ❛♥❞ ❘ t♦ t❤❡ r❡✲

♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s ❢✉❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s✱

Σk
L ❛♥❞ Σk

R✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ HL✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡

✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞ ❛♥❞ ✐s ✜♥✐t❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Hll✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❡❛❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❚♦ ❛♥❛❧②s❡ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ s♣✐♥✲

s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲s♣✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✷✸❪ ❜❡❝♦♠❡s ❛ t✇♦✲❜②✲t✇♦ ♠❛tr✐①
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✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s s♣✐♥✲✉♣✱ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥ s♣❛❝❡s ❬✹✶❪✿

Hij =

(
Hij,↑↑ Hij,↑↓

Hij,↓↑ Hij,↓↓

)
. ✭✶✳✶✲✺✹✮

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❧❡❛❞s ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②

❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♣✐♥ ❝♦❧❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ❜② s♦❧✈✐♥❣

t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✳ ❆ ✢♦✇❝❤❛rt ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ◆❊●❋✲❉❋❚ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✷✳ ❚❤❡ s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s tr❡❛t❡❞

❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s s♣✐♥✲✉♣ ✭ρα✮

❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭ρβ✮ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ = ρα + ρβ✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡♥♦✉❣❤ ❧❛②❡rs ♦❢ ❧❡❛❞ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❛t ♦❢ ❜✉❧❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r✲❝❡❧❧ ❉❋❚ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ Gr
k(ǫ) t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞

❧♦✇❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H̃k
L + H̃k

R ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✐s♦❧❛t❡❞ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✳✶✲✷✸ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡❛❞s

❛r❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s❡r✈♦✐rs✱ ❛s ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡

▲❛♥❞❛✉❡r✲❇ütt✐❦❡r tr❛♥s♣♦rt ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮ r❡❣✐♦♥

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮ r❡❣✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐t

❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♣❡r✐♦❞ ❜✉❧❦ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❜✉❧❦

s②st❡♠✳ ❚❤❡ k✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡t❛r❞❡❞ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❡❛❞✱ Σk
L✱ Σ

k
R ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s ■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡❛❞✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r♦t❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣✐♥

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ Gr
k(ǫ) ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✿ Ṽ k

L ✱ Ṽ
k
R

❛♥❞ H̃k
C t❤❛t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②

✷✻



♠❛tr✐① ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✷❉

✭✐♥ ①✲② ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭❇❩✮ ❢♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❇❧♦❝❤ st❛t❡✿

ρ =

∫

BZ

dk ρk, ✭✶✳✶✲✺✺✮

❲❤❡r❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρk ✐s ❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G<
k ✿

ρk = − i

2π

∫ ∞

−∞

dǫG<
k (ǫ). ✭✶✳✶✲✺✻✮

❍❡r❡ G<
k ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❡❧❞②s❤ ❡q✉❛t✐♦♥✿

G<
k = Ga

kΣ
<
kG

a
k ✭✶✳✶✲✺✼✮

✇❤❡r❡ Ga
k = (Gr

k)
† ✐s t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ t②♣❡ t❤❡♦r②

s✉❝❤ ❛s ❉❋❚✱ t❤❡ ❧❡ss❡r s❡❧❢✲❡♥❡r❣② Σ<
k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❡❛❞s ❬✻❪✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♦❢ Σ<
k (ǫ) = iΓL,k(ǫ)f(ǫ−µL + iΓR, k(ǫ)f(ǫ−µR)✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❧❡❛❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ s❡❧❢✲

❡♥❡r❣✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ΓL,k =
i
2
[Γk

L, − (Γk
L,)

†]✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥ts ✭s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝✉rr❡♥ts✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❇❧♦❝❤ st❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉❡r ❢♦r♠✉❧❛✳ ■♥ t❤✐s

✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❥✉st ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s T (E, V = 0✿

Iσ =
q

h

∫

BZ

dk

∫
dǫ[f(ǫ− µL − f(ǫ− µR)]Tσ(ǫ, k), ✭✶✳✶✲✺✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ k r❡s♦❧✈❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣✐♥✱ σ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tσ(E, V ) = Tr[ΓL,σ(ǫ)G
a
σ(ǫ)ΓR,σG

r
σ(ǫ)], ✭✶✳✶✲✺✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ♦r❜✐t❛❧ s♣❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞

s✐❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s♣✐♥✲s♣❛❝❡ ✶✳✶✲✺✹✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✶✳✸✳

✷✼



Gk = (E Sk −Hk − Σk,L − Σk,R)
−1

D = 1
2π i

∫∞

−∞
dǫG<

k (ǫ)

n(~r) 1

V̂

∫
Ṽ
dk
∑k

µν χ
k∗
ν (~r)

νH(~r) =
∫
d~r n±(~r)

|~r−~r′ |
;V ±

xc(r) =
δExc[n+(r),n−(r)]

δn±(r)

❝♦♥✈❡r❣❡❞❄ Tσ(E, V ) = Tr[ΓL,σ(ǫ)G
a
σ(ǫ)ΓR,σG

r
σ(ǫ)]Ĥk

②❡s♥♦

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ ❉❋❚✲◆❊●❋

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✷

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞

❛rr❛②s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s str♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲♠❡t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥

❡✛❡❝ts ❬✹✼✱ ✽✻✕✽✾❪✳ ❈❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❤♦♣♣✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢r♦♥t✐❡r ♦r❜✐t❛❧s ❬✹✽❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲

♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s

❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦ s❡❧❡❝t ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s

❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✶✷❪✳ ❖♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇❛② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s♣♦rt ✐♥ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ✈✐❛ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❚▼✮✳ ❙❚▼ ❝❛♥

❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❛tt❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ s❝❛❧❡ ❬✹✾❪✳ ❚❤❡ ❙❚▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡

s❝✐❡♥t✐✜❝ t♦♦❧ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥❝❡♣t✐♦♥ ❛t ■❇▼ ❩✉r✐❝❤ ✐♥ ✶✾✽✷ ❬✺✵❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ✉♣♦♥

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙❚▼ t✐♣ t♦ ♣r♦❜❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛rr❛②s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♣✳

✷✾



✷✳✷ ❇❛s✐❝ ❙❚▼ ❚❤❡♦r②

■♥ ❡ss❡♥❝❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣❡r❛t❡s ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ✈❡r② s❤❛r♣ ♠❡t❛❧❧✐❝

t✐♣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞

s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭❞≈ s❡✈❡r❛❧ ➴✮ ❛♥❞ t❤❡

❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♣✱ ✇✐t❤ ❞❡t❡❝t✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✶ ➴ ❬✺✶❪✳

❚❤❡ ❙❚▼ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡ ♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲❤❡✐❣❤t

♠♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦❢ t✇♦ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ t✐♣ ♠♦✈❡s ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ✭③✲

❛①✐s✮ ❛❝r♦ss ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭①②✲❛①✐s✮ ❛t ❝♦♥st❛♥t t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛s ✐t ♣❛ss❡s ❛❝r♦ss t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ r❡❛❞✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭✷✳✶✭❛✮✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡

❛❧❧♦✇s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

❛ ❤❡✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛❝r♦ss t❤❡ s❛♠♣❧❡

❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② s✉r❢❛❝❡❀ t❤✐s ♠❡❛♥s ❝♦♥tr❛st ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✉❡

t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ✭✷✳✶✭❜✮✮ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❛r❡ ❜♦t❤ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡

❢r♦♠ ❝❤❛♥❣✐♥❣❀ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t t♦ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ✐s t❤❛t

✐t ✐s ❢❛st❡r✱ ❛s t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✳

❚❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❧✐❦❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ q✉❛♥✲

t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

− ~
2

2m

d2

dz2
ψ(z) + U(z)ψ(z) = Eψ(z). ✭✷✳✷✲✶✮

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛❣❛✐♥st ❛ sq✉❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

❊q✳✷✳✷✲✶ ✐s

ψ(z) = ψ(0) e±ikz, ✭✷✳✷✲✷✮
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d d

(a) (b)

z

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❚▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡s✳ ✭❛✮ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t✳

❢♦r E > U ✱ ✇❤❡r❡

k =

√
2m(E − U)

~
. ✭✷✳✷✲✸✮

❋♦r E < U t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢r❡❡ ❜✉t ♠❛② t✉♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❜❛rr✐❡r ❯✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊q✳✷✳✷✲✶ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

ψ(z) = ψ(0) e−kz, ✭✷✳✷✲✹✮

✇❤❡r❡

k =

√
2m(E − U)

~
. ✭✷✳✷✲✺✮

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡s✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❣✐✈❡♥ ❜② |ψ|2 e−2kz✳ ❋♦r

❛ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r s②st❡♠ ✇❡ ❞❡✜♥❡ µS ❛♥❞ µtip t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❙❚▼ t✐♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ t✉♥♥❡❧ t♦ t❤❡ t✐♣ t❤r♦✉❣❤

❛ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛rr✐❡r ✇❤❡♥ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ µS ❛♥❞ µtip✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s φ ❛♥❞ ❤❛s ✇✐❞t❤ W ✱ t❤❡♥

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ψn ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ t✐♣ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

p ∝ |ψn(0)|2 e−2kW , ✭✷✳✷✲✻✮
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❛♥❞✱

k =

√
2mφ

~
. ✭✷✳✷✲✼✮

❆ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ t✐♣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t♦t❛❧

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❡①♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ V ✳

❆♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛② ♦♥❧② t✉♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞

✈✐❝❡✲ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ µS ❛♥❞ µtip

I ∝
µS∑

En=µtip

|ψn(0)|2 e−2kW . ✭✷✳✷✲✽✮

❇② ✉s✐♥❣ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ t❤❡ t✐♣ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❛❧✇❛②s st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭▲❉❖❙✮✱

t❤❡ t✐♣ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❆ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✐♣✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭▲❉❖❙✮ ❛t ❡♥❡r❣② ❊ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

q✉❛♥t✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρS(x, y, z, E) =
1

ǫ

µS∑

En=µtip−ǫ

|ψn(x, y, z)|2, ✭✷✳✷✲✾✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ✉♥✐t ❡♥❡r❣②✳ ❯♥❞❡r ❧♦✇ ❜✐❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

s✉❝❤ ❛s ✺✵ ♠❡❱✱ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❙❚▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▲❉❖❙ ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ t♦ ❜❡

❝♦♥st❛♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t

I(x, y) ∝ V ρS(x, y, 0, µS) e
−2kW . ✭✷✳✷✲✶✵✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲❉❖❙ ❛t z = 0✳ ❚❤❡ ▲❉❖❙ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞ ❛r♦✉♥❞

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦ ❞♦❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✱ t❤❡r❡❜② ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦

❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✭x✱y✮ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❚❡rs♦✛✲❍❛♠❛♥♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✺✷❪✱ ❛rr✐✈❡s t❤♦✉❣❤

❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ t♦

I(x, y) ∝
µS∑

En=µtip−ǫ

|ψn(x, y, z = W )|2, ✭✷✳✷✲✶✶✮

✸✷



✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ▲❉❖❙ ✐♥ t❤❡

❜✐❛s r❛♥❣❡ ❛t t❤❡ t✐♣ ❛♣❡① ❛t♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ z = W ✳

✷✳✸ ❆t♦♠✐❝ ●❡♦♠❡tr②

■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙❚▼ t✐♣ t♦ ♣r♦❜❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ❛rr❛②s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ❉❋❚ ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❇✸▲❨P ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❉❩P ❜❛s✐s s❡t

❛♥❞ ●●❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚▼ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚✇♦ s✐♠✐❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❛r❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ 5✲✭4✲♣❤❡♥②❧✮✲1✱3✱4✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲2✲t❤✐♦❧ ✭❍P❖❚✮ ❛♥❞ 5✲✭4✲♣②r✐❞✐♥❡✮✲

1✱3✱4✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡✲2✲t❤✐♦❧ ✭❍P❨❚✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❛ ❆u ✭✶✶✶✮

s✉r❢❛❝❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ♠✐❝❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❍P❖❚ ❛♥❞

❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷ ✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳

❚❤❡ ♠❡t❛❧✴♦r❣❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞✮ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s✉❣❣❡sts ❛ s❤✐❢t ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❧❡❛r❧② ❛ ♣✉r❡❧② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✭❋✐❣✳✷✳✷✮✳

❚❤❡ ❍P❨❚ ❤❛s ❛ ♣②r✐❞✐♥❡ ✇❤✐❧❡ ❍P❖❚ ❤❛s ❛ ♣❤❡♥②❧✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡s❡♥t ❛ r✐❣✐❞

s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ♠✉❧t✐✲❜✐♥❞✐♥❣ ❧✐❣❛♥❞s ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❡♠✐str② ❬✺✸✱ ✺✹❪✳

❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤✐♦❧ ♦♥ ❛ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠✐①❡❞ ❛❧❦②❧ t❤✐♦❧ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✺✺❪✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r♦✉♥❞ ♦❢ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦❧❛r t✐❧t ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ♦r❞❡r❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡s ❛❧s♦ ♠❛② r❡✢❡❝t ❝❤❛♥❣❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❍P❖❚

♦r ❍P❨❚ ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭▲❉❖❙✮✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❙❚▼✳

✸✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭✭❛✮ ❍P❖❚ ❛♥❞ ✭❜✮ ❍P❨❚✮ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡
✜rst ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❆✉✭✶✶✶✮ s✉r❢❛❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ R0 ≈ 0.51♥♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❍P❖❚✳ ❉❡♥s✐t② ♦❢ ❙t❛t❡s ✭❉❖❙✮ ♣❧♦ts ❢♦r ❍P❖❚
❛♥❞ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ ✭r❡❞✮ ❛r❡ ♣❧♦t✳ ❚❤❡ s❤✐❢t
✐♥ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ ♠♦st❧② t♦ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
♠♦❧❡❝✉❧❡✴♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠s ✐s✿ ❈ ✭❣r❡❡♥✮✱ ◆ ✭❜❧✉❡✮✱ ❖ ✭r❡❞✮✱ ❍
✭✇❤✐t❡✮✱ ❙ ✭❞❛r❦ ②❡❧❧♦✇✮✱ ❆✉ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ t✐♣ ✭❜r♦✇♥✮✳

✷✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❜② ✢❛♠❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜✉t❛♥❡

t♦r❝❤✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ Au(111) s✉r❢❛❝❡ ❛s ❍P❨❚ ♦r ❍P❖❚ ❛r❡

❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❍P❨❚ ❛♥❞ ❍P❖❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ❆❧❞r✐❝❤ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s

r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ♦♥ ❣♦❧❞ ❢r♦♠ ✶ ♠▼ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧

❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❛t 50 : 50 ✭✈✴✈✮ ❢♦r ❍P❨❚✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ❍P❨❚ ✇❛s s♦♥✐❝❛t❡❞ ❢♦r 30 ♠✐♥✉t❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ s♦❧✉❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤✐♦❧s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❛

t❤✐♥ ✜❧♠ ♦❢ ❣♦❧❞ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ♠✐❝❛✳ ❚❤❡ ✜❧♠s ✇❡r❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ♦♥

♠✉s❝♦✈✐t❡ ♠✐❝❛ ❛t ❛ ❜❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 10−6 t♦rr✳ ❚❤❡ ♠✐❝❛ ✇❛s ❤❡❛t❡❞ ❛t ∼ 300◦C ❜❡❢♦r❡
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❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣♦❧❞✳ ●♦❧❞ ♦♥ ♠✐❝❛ ✇❛s ✢❛♠❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣r✐♦r t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s t❤❡♥ q✉✐❝❦❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤✐♦❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✇❛s

30 ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❜r✐❡✢② r✐♥s❡❞ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✉r❡ s♦❧✈❡♥t

t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❙❚▼ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❛s ❛ ◆❛♥♦s❝♦♣❡

■■■❆ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦r ❛ ❧♦✇ ❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ❤❡❛❞ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ 1 ♣❆✳

❚❤❡ s❝❛♥♥❡r ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚✐♣s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②

❝✉tt✐♥❣ ❛ 0.25 ♠♠ t✉♥❣st❡♥ ✇✐r❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❢♦r ❧♦✇

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ❢♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡s ✇❡r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛

✢❛tt❡♥✐♥❣ t♦♦❧ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥

♦❢ ❍P❨❚ ❛♥❞ ❍P❖❚ ♦♥ ❣♦❧❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠♦❞✐❢② t❤❡ 22×
√
3 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❢♦r♠✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡rs ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r ❍P❨❚

❛♥❞ ❍P❖❚ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✭❛✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞

♦♥ t❤❡ t❡rr❛❝❡ ❢♦r ❍P❨❚✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ st❡♣s ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✭❜✮ ✉♣♦♥

❍P❖❚ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐s 0.25nm✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡

❣♦❧❞ ❛t♦♠s ❢r❡❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ 22 ×
√
3 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐s ❢♦r♠❡❞

✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣

t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ✭❛✮ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❨❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✳ ❇✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮ ✺✵✵ ♠❱✳
❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✺ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✵✵ ① ✶✵✵nm2✳ ✭❜✮ ▲♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡
♦❢ ❍P❖❚✳ ❇✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮ ✺✵✵ ♠❱✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✽✵ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✵✵ ①
✶✵✵nm2✳
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✷✳✸✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭❉❋❚✮ ✭❞❡t❛✐❧s ✐♥

❝❤❛♣t❡r ✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❙■❊❙❚❆ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥❞✐♥❣

t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮ ♦r❜✐t❛❧s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ❢♦r ✈❛✲

❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ③❡t❛

♣s❡✉❞♦ ❛t♦♠✐❝ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❉❩P✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ♦❢ 0.05 ❡❱✳ ❊①❝❤❛♥❣❡✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮

✉s✐♥❣ ❛ ❇✸▲❨P ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚r♦✉❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❡r❡ ❛❧s♦

❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ♦❢ 150 ❘② ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥

❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢

0.05 ❡❱✴❆♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳

❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ t❤✐♦❧ ❣r♦✉♣ −SH ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡

✈✐❛ ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ❙✲❆✉ ♦❢ ≃ 0.243♥♠ ❛♥❞ ≃ 0.248♥♠ ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ r❡❣✐♠❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❆✉✲❙ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❬✺✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙ ❛t♦♠ ✐s ✜①❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ t♦ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ③

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆❧❧ ❛t♦♠s ❡①❝❡♣t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❆✉ ❧❛②❡r ✇❡r❡ t❤❡♥

❢✉❧❧② r❡❧❛①❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♠❡t❛❧

s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞

t♦ ❛ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❆✉✭✶✶✶✮ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆✉ ❛t♦♠s ✭✵✳✷✽✾ ♥♠✮✳ ❚❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❆✉ ❛t♦♠ ✈✐❛ t❤❡ t❤✐♦❧ ❣r♦✉♣✳ ❋✐❣✳✷✳✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐♥❞✲

✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❆✉ ❛t♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇ ✭③✲❛①✐s✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✐❞❡ ✐♥ ❛①✐s✲①②✳

■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t ❙❚▼ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

✭▲❉❖❙✮ ❬✺✼❪✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦✉r ❙❚▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ▲❉❖❙ ✭❢♦r ❛ ✜①❡❞

❡♥❡r❣② ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ▲❉❖❙ ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ♦r✲

t❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❞
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❤♦❧❧♦✇ s✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤❡ ▲❉❖❙ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡✢❡❝ts t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❛✮ ❯♥✐t ❝❡❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜
✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐tt✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❆✉ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡r ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡✳
❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❤❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❆✉ ❛t♦♠s ✭♦♣❡♥
❝✐r❝❧❡s✮ ❛s ✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐ts ♦♥ t❤❡
t❤r❡❡ ❢♦❧❞ ❤♦❧❧♦✇ s✐t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆✉ ❛t♦♠s✳ ■♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ s❤❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❆✉✲❙✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▲❉❖❙ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✹✭❜✮ ✭t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❙❚▼

t✐♣ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮✱ ♦♥❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❧♦✉❞ s♣r❡❛❞s ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥❢❡r ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜✐♥❞s t♦

t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ s✐❞❡ ❛①✐s✲①② ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▲❉❖❙ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✹✭❝✮ ❢♦r

❍P❖❚ ❛♥❞ ✭❞✮❢♦r ❍P❨❚ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❛ ❙✲❆✉ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡ ▲❉❖❙ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✐❧t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐ts ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❢♦❧❞ ❤♦❧❧♦✇ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛

s✐♥❣❧❡ ❆✉ ❛t♦♠✳
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✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■♠❛❣❡s

❚❤❡ ❙❚▼ ♣r♦✜❧❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❍P❨❚ ❛♥❞ ❍P❖❚ ✐♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✳✷✳✺✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ 0.54 ± 0.04 ♥♠✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✇❛s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♠✐s✜t ✇✐t❤ t❤❡
√
3 ×

√
3R30◦ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ❣r♦✉♣s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t❤✐♦❧✳ ❚❤❡s❡ ❣r♦✉♣s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ π✲st❛❝❦❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ♦r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞

r❛♥❞♦♠❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✭❛✮ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❖❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❇✐❛s ❱♦❧t❛❣❡ ✭❇❱✮ ✷✵✵
♠❱✱ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✶✵✵ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✽✳✵ ① ✽✳✵ ♥♠2 ✳ ✭❜✮ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❍P❨❚
♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ✭❇❱✮ ✺✵✵ ♠❱✱ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✺ ♣❆✳ ■♠❛❣❡ s✐③❡✿ ✶✶✳✵
① ✶✶✳✵ ♥♠2✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❉❖❙ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ❚❤❡
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❢♦r ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ❛r❡ ❞✐❢❡r❡♥t ❞✉❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❈❍
❛♥❞ ◆✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ✇❡ r♦✉❣❤❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❉❋❚ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡
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❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❍P❖❚

❛♥❞ t❤❡ ❍P❨❚✳ ■♥ ❜♦t❤✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍P❖❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧

❛rr❛② ♦❢ ❧❛r❣❡ r♦✉♥❞ s❤❛♣❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❍P❨❚ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♠❛❧❧❡r

❛s②♠♠❡tr✐❝ r♦❞ s❤❛♣❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍P❖❚ ❛♥❞ ❍P❨❚ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛

♥❛♥♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲

♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t t✐❧t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✭❝ ❛♥❞ ❞✮✮✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤✐♦❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ t❤r❡❡ ❢♦❧❞ ❤♦❧❧♦✇ s✐t❡✳

✷✳✺ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛♥s♣♦rt

❚♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❛♥ H = Htip +Hhost +Hmolecule +Ht✱ ✇❤❡r❡

Htip(host) =
∑

kσ

ǫkσtip(host)c
†
kσtip(host)ckσtip(host), ✭✷✳✺✲✶✷✮

✇✐t❤ ǫkσtip(host) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♣ ✭❤♦st✮✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ckσtip(host)

✭c†
kσtip(host)✮ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ✭❝r❡❛t❡s✮ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❛♥❞ s♣✐♥ σ ✐♥ t❤❡ t✐♣

✭❤♦st✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆♥❞❡rs♦♥ ♠♦❞❡❧✱

Hmolecule =
∑

σi

ǫ(i)σ d
(i)†

σ dσ(i) +
∑

i

Un
(i)
↑ n

(i)
↓ , ✭✷✳✺✲✶✸✮

✇❤❡r❡ ǫ(i)σ ✐s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ❢♦r s♣✐♥ σ ❛♥❞ U t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝②

❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs d(i)σ ❛♥❞ d(i)
†

σ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤

✸✾



s♣✐♥ σ ✐♥ t❤❡ i− th ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ s✐t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

HT =
∑

kσηi

(V
(i)
ηk c

†
kσηd

(i)
σ + V

(i)∗

ηk d(i)
†

σ ckση), ✭✷✳✺✲✶✹✮

✇❤❡r❡ V (i)
ηk ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ t✐♣ ✭η = ttip ❢♦r t✐♣✮ ♦r

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭η = hhost ❢♦r ❤♦st✮✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✺✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✐♣ ❛♥❞ ❤♦st t❤r♦✉❣❤ s✐t❡ i ✐s ❣✐✈❡♥

❜② ❬✺✾❪

I(i)η = ǫ
∑

ν

[Γ(i)
η ρ

(i)
0
]ν , ✭✷✳✺✲✶✺✮

✇✐t❤ ρ
(i)
0

❜❡✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ ρ̇(i) = M
(i)ρ(i)✱ ✇❤❡r❡

ρ(i) = (ρ
(i)
0 , ρ

(i)
↑ , ρ

(i)
↓ , ρ

(i)
d )T ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ρ(i) ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐t❡ i ❜❡✐♥❣

❡♠♣t②✱ s✐♥❣❧❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ ↑ ♦r ↓ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①

Γ
(i)
η ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✻✵❪

Γ(i)
η =




0 Γ
(i)−
η↑ Γ

(i)−
η↓ 0

−Γ
(i)+
η↑ 0 0 Γ̃

(i)−
η↓

−Γ
(i)+
η↓ 0 0 Γ̃

(i)−
η↑

0 −Γ̃
(i)+
η↓ −Γ̃

(i)+
η↑ 0


 , ✭✷✳✺✲✶✻✮

✇✐t❤ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ r❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜②

Γ(i)+
ησ = Γ(i)

ησfησ ✭✷✳✺✲✶✼✮

Γ(i)−
ησ = Γ(i)

ησ(1− fησ) ✭✷✳✺✲✶✽✮

Γ̃(i)+
ησ = Γ(i)

ησf̃ησ ✭✷✳✺✲✶✾✮

Γ̃(i)−
ησ = Γ(i)

ησ(1− f̃ησ), ✭✷✳✺✲✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❢✉♥❝t✐♦♥s fησ ❛♥❞ f̃ησ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ǫσ(i) ❛♥❞ ǫσ(i) +U ✱ ✐✳❡✳✱

fησ = {1+exp[(ǫσ(i) −µη)/kBT ]}−1 ❛♥❞ f̃ησ = {1+exp[(ǫσ(i) +U −µη)/kBT ]}−1✳ ❍❡r❡ µη

✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦r t❤❡ ❤♦st s✉r❢❛❝❡✱ kB t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T

t❤❡ s②st❡♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ (eV ) t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ❤♦st ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② µtip−µhost = eV ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Γ(i)
η σ ✐s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣

✹✵



r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♣ ✭η = ttip✮ ♦r ❤♦st ✭η = hhost✮ ❛♥❞ t❤❡ i − th ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r

❣✐✈❡♥ ❜② Γ
(i)
η σ = 2π

∑
k
|Vηk|2✭✳ǫ − ǫkσ η) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭✇✐❞❡❜❛♥❞

❧✐♠✐t✮ ❬✻✶❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st s✉r❢❛❝❡ ✇✐❧❧

❜❡ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ Γ
(i)
host σ = Γ0 ✇❤❡r❡ Γ0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ♦✉r ❡♥❡r❣②

s❝❛❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛ss✉♠❡s

t❤❡ ❢♦r♠ Γ
(i)
tip σ = λΓ0 ǫ

−(R−id
R0

)2 ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t✐♣✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❤♦st✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❍❡r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r λ ✐s

♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✈❡r② ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✇✐t❤ t✐♣✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ✇❡❛❦❡r ✭Γ(i)
tip σ ≪ Γ

(i)
host σ✮✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ Γ

(i)
tip σ

✐s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s✐t❡ (i) ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t✐♣ ✐s ♦♥

t♦♣ (R = id) ♦❢ t❤❛t s✐t❡✳ R ✐s t❤❡ t✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ d t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ i t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ R0 ✐s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡❝❛② ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t✐♣ ❛♥❞ ✐✲th ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧

❝✉rr❡♥t

Itip =
N∑

i=1

I
(i)
tip, ✭✷✳✺✲✷✶✮

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t✐♣ ✐s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❍❡r❡ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ρ̇(i) ❡q✉❛❧ ③❡r♦✳

❙♦ ρ(i)
0

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ M(i) ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ M(i) = M
(i)
tip+M

(i)
host✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♠❛tr✐① M

(i)
η ✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✭✷✳✶✮ ✇❡ ❧✐st ❛❧❧

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧✳

M
(i)
η ❂




−Γ
(i)
η↑fη↑−Γ

(i)
η↓fη↓ Γ

(i)
η↑ (1−fη↑) Γ

(i)
η↓ (1−fη↓) 0

Γ
(i)
η↑fη↑ −Γ

(i)
η↑ (1−fη↑)−Γ

(i)
η↓ f̃η↓ 0 Γ

(i)
η↓ (1−f̃η↓)

Γ
(i)
η↓fη↓ 0 −Γ

(i)
η↑ f̃η↑−Γ

(i)
η↓ (1−fη↓) Γ

(i)
η↑ (1−f̃η↑)

0 Γ
(i)
η↓ f̃η↓ Γ

(i)
η↑ f̃η↑ Γ

(i)
η↑ f̃η↑+Γ

(i)
η↓ f̃η↓−(Γ

(i)
η↑+Γ

(i)
η↓ )




✷✳✺✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt

■♥ ❋✐❣✳✷✳✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✭❛✮ ❍P❖❚ ❛♥❞ ✭❝✮ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖✉r ♦♥❡✲
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P❛r❛♠❡t❡r P❤②s✐❝❛❧ ▼❡❛♥✐♥❣ ❱❛❧✉❡s
❍P❨❚ ❍P❖❚

ǫ
(i)
σ ❆❞❛t♦♠s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s −3.92 −3.46
U ❈♦✉❧♦♠❜ ❊♥❡r❣② 0 0
µtip ❚✐♣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ 0 0
µhost ❍♦st ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µtip−eV µtip−eV
kBT ❙②st❡♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 2.58× 10−2 2.58× 10−2

eV ❇✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ 1.0❱ 1.0❱
V0 ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r 1.0 1.0
d ❆❞❛t♦♠s s❡♣❛r❛t✐♦♥s 0.53♥♠ 0.56♥♠
R0 ❉❡❝❛②✐♥❣ ❢❛❝t♦r 0.1♥♠ 0.1♥♠
λ ❆s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r 1.15× 10−8 1.05× 10−7

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥❡r❣✐❡s ✐♥ ✉♥✐ts
♦❢ Γ0✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠ Γ0 t②♣✐❝❛❧❧② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ ❡❱✳

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡

t✐♣ ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡❛❦s

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t✐♣ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❍P❨❚ ♦r ❍P❖❚ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❧❧

♦✛ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ V i
tip ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛rr❛② ❛♥❞

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ t✐♣ ❝❤❛♥❣❡s str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠♠❡r ❝♦♥tr❛st✳ ❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r②

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❧❛t❡r st✉❞✐❡s✳

✹✷



0 1 2 3 4 5 6 7 8

0.00

0.04

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0.000

0.004

-0.1

0.0

0.1

-0.01

0.00

0.01
HPYT

HPOT

 

 Position (nm)

y(d)

(c)

x

 

Position (nm) 

x

 c
u

rr
e

n
t 
(n

A
)

(b)

y

 

(a)

 c
u

rr
e

n
t 
(n

A
)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ✭❛✮ ❈✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❍P❖❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮ ✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❇✐❛s ❱♦❧t❛❣❡ ✷✵✵
♠❱✮ ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✵✳✶ ♥❆✳ ✭❜✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❙❚▼ ❝✉rr❡♥t ❍P❖❚✱ x ≈ 0.53♥♠✳
✭❝✮ ❈✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❍P❨❚ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮✱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❇✐❛s ❱♦❧t❛❣❡ ✺✵✵ ♠❱✮ ❛♥❞ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✵✳✵✵✺ ♥❆ ❛♥❞ ✭❞✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦❢ t❤❡ ❙❚▼ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ❍P❖❚✱ y ≈ 0.56♥♠✳
❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ♦♥ ❆✉✭✶✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝✉rr❡♥ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞

❝❤❛✐♥s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥♦✈❡❧

❝❛r❜♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ❢✉❧❧❡r❡♥❡s✱ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❛♥❞

❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛♠❛③✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♠✐s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡

♦♣❡r❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❬✻✷✕✻✹❪✳ ●r❛♣❤❡♥❡

❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❞✉❡ t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

q✉❛♥t✉♠ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❬✻✺✕✻✼❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s

❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ✐ts ❡❞❣❡s ❬✼✸❪✳

✸✳✷ ▲❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡

❆ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❤❛s s✐① ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s 1s2✱ 2s2 ❛♥❞ 2p2✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ 1s2 ♦r❜✐t❛❧ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❜♦♥❞❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ 2s2 ❛♥❞

2p2 ❤❛s ❢♦✉r ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ 2s ❛♥❞ 2p ❧❡✈❡❧ ✐s ♠✉❝❤

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦✉r ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❧❡♥❞

✉♣ ❡❛s✐❧② ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞③❛t✐♦♥✳ ●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ s❤❡❡t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s

❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❤❛s ❢♦✉r ✈❛❧❡♥❝❡

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ sp2 ❜♦♥❞s✳ ■♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r t❤❡ ❝❛r❜♦♥

✹✹



❛t♦♠s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❝❛r❜♦♥

❛t♦♠s✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ A ❛♥❞ B ❛s ✇❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✭❛✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❛r❡

~a1 =

(√
3

2
a,
a

2

)
,~a2 =

(√
3

2
a,
a

2

)
, ✭✸✳✷✲✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ~a = 1.42 ×
√
3 = 2.46✱ s♦ t❤❛t |~a1| = |~a2| = a✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s

✉s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱ r♦t❛t❡❞ 60◦ ❢r♦♠ t❤❡ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡

r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛s ✇✐t❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t 4π/
√
3a ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✭❜✮

−→
b 1 =

(
2π√
3a
,
2π

a

)
,~b2 =

(
2π√
3a
,
2π

a

)
. ✭✸✳✷✲✷✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts K ❛♥❞ K
′

❛t t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♠ ③♦♥❡ ✭❇❩✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛rt✐❝❧❡ ❬✼✷❪✳

k
x

x

k
y

y

a
1

a
2

B

A

K
,

K
Γ

b
1

b
2

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❍♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❣r❛❢❤✐t❡✳ ✭❛✮ ❈❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝r♦ss✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❜♦♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✶✳✹✷➴ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ sp2✲♦r❜✐t❛❧s✳ ❆❧s♦
s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ~a1 ❛♥❞ ~a2 ✉♥❞ t❤❡ ✉♥✐t✲❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t✲❝❡❧❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A ❛♥❞ B✳ ✭❜✮ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ~b1 ❛♥❞ ~b1 ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs✳

❆✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ❡❛❝❤ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐♥ ❛ s❤❡❡t ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❛❦❡ ✉♣ ❛ σ ❜♦♥❞ ✇✐t❤

t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ sp2 ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
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t❤r❡❡ σ ❜♦♥❞s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ 2s✱ 2px ❛♥❞ 2py ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ 2pz✱ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭③✲❛①✐s✮✱ ❢♦r♠ π ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ π ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❜❛♥❞s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡

❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡r ❛t♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r σ ❜♦♥❞✐♥❣✱ s♦ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤✐s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡r ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✳ ◆♦t❡ ❤❡r❡ t❤❡

s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♠❡❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤

sp2 ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❬✻✾✱ ✼✹❪✳ ❇♦t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✳

❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ▲❈❆❖ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ✐s✿

ψ~k =
∑

R∈ℜ

ei
~k. ~Rφ(~x− ~R), ✭✸✳✷✲✸✮

✇❤❡r❡ ~R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡✳ ψ~k ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞

❲❛♥♥✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✼❪✳ ❚❤❡ φ(−→x ) ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s

t✇♦ ♦r❜✐t❛❧s s✉❝❤ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t✲❝❡❧❧✱ φA ❛♥❞ φB✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❡♠❜❡r

t❤❛t ▲❈❆❖ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ φA ❛♥❞ φB ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

φ(~x) = b1φA(~x) + b2φB(~x) =
∑

n

bnφ(~x). ✭✸✳✷✲✹✮

❲❡ s❛✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♥② ❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠

t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥

t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✱ ❛s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✹✾❪✳

Ĥ =
p2

2m
+
∑

~R∈ℜ

[Vat(~x− ~xA − ~R) + Vat(~x−−→xB − ~R)], ✭✸✳✷✲✺✮

✇❤❡r❡ xA,B ✐s t❤❡ ♣♦st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣

H ✐♥ φA,B ✐s✿

ĤφA = ǫAφA +




∑

~R 6=0

Vat(~x− ~xA − ~R) + Vat(~x− ~xB − ~R

︸ ︷︷ ︸
∆UA

)



φA, ✭✸✳✷✲✻✮
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❛♥❞✱

ĤφB = ǫBφB +




∑

~R 6=0

Vat(~x− ~xA − ~R) + Vat(~x− ~xB − ~R

︸ ︷︷ ︸
∆UB

)



φB, ✭✸✳✷✲✼✮

✇❤❡r❡ ǫA,B ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ st❛t❡ pz✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ✐t ❛s ∆UA,BφA,B✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ∆UA,B ✐s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞

t❤❛♥ ∆UA,BφA,B ✐s s♠❛❧❧❡r ❛❧s♦✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ▲❈❆❖

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s✿

ĤφA,B = ǫA,B +∆UA,BφA,B. ✭✸✳✷✲✽✮

❋♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ǫA = ǫB = 0✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❛❞✱

ĤφA,B = ∆UA,BφA,B. ✭✸✳✷✲✾✮

■♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

Ĥψk = E(k)ψk. ✭✸✳✷✲✶✵✮

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ψk ♦♥ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s φA,B✱

E(k)〈φA,B|ψk〉 = 〈φA,B|∆UA,B|ψk〉. ✭✸✳✷✲✶✶✮

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❡r♠s 〈φA,B|ψk〉 ❧❡t ✉s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧② ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦✈❡r❧❛♣

✐♥t❡❣r❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧✿

γ0 =

∫
φ∗
AφB(~x− ~a1) ✭✸✳✷✲✶✷✮

❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ γ0 ∈ ℜ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

〈φA|ψ〉 = bA + bB (γ0)
(
1 + e−i~k.~a1 + e−i~k~a2

)
, ✭✸✳✷✲✶✸✮

✹✼



❛♥❞

〈φB|ψ〉 = bB + bA (γ0)
(
1 + ei

~k.~a1 + ei
~k~a2
)
, ✭✸✳✷✲✶✹✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ 〈φA,B|∆UAB|ψ〉✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞

✐♥ ✭✸✳✷✲✶✷✮

γA = γB =

∫
φ∗
A∆UAφB =

∫
φ∗
B∆UBφA. ✭✸✳✷✲✶✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❡q✉❛❧ ❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛❧s♦ γA,B ∈ ℜ✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

∆UA,B ✐s✿

〈φA|∆UA|ψ〉 = b2γA −
(
1 + e−i~k~a1 + e−

~k~a2
)
, ✭✸✳✷✲✶✻✮

❛♥❞

〈φB|∆UA|ψ〉 = b1γA −
(
1 + ei

~k~a1 + e
~k~a2
)
. ✭✸✳✷✲✶✼✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✜♥❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜②✿

α(~k) = 1 + e−i~k~a1 + e−i~k~a2 , ✭✸✳✷✲✶✽✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ E(~k) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ det = 0✱

[
E(~k) α(γ0E(~k)− γA)

α∗(γ0E(~k)− γA) E(~k)

][
b1
b2

]
=

[
0
0

]
. ✭✸✳✷✲✶✾✮

t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥✱ γ0 = γA = 0 t❤✐s ✇❛② E(~k) = 0

❯s✐♥❣ γ0 r❡❛❧❧② s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✭❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥✿

E(~k) = ±γA|α(~k)|, ✭✸✳✷✲✷✵✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ α✱ ✐s

E(~k) = ±γA
√

3 + 2 cos(~k · ~a1) + 2 cos(~k · ~a2) + 2 cos(~k · (~a2 − ~a1)), ✭✸✳✷✲✷✶✮

✹✽



■❢ ✇❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ✐♥ ~k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❋✐❣ ✸✳✶ ✭❛✮

E(~kx, ~ky) = ±γA

√√√√1 + 4 cos

(√
3a · ~ky
2

)
cos

(
a · ~kx
2

)
+ 4 cos2

(
a · ~kx
2

)
, ✭✸✳✷✲✷✷✮

✇❤❡r❡ ~a1,2 ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ~a =
√
3 ~a0

❉r❛✇ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs~b1 ❛♥❞~b2 ❛♥❞ 1st ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭❇❩✮✳

❚❤❡ ❇❩ ✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❇❩ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡s❡

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ K✲♣♦✐♥ts✳

|~b1,2| =
4π

3a0
. ✭✸✳✷✲✷✸✮

■♥ ❋✐❣ ✸✳✶✭❜✮ ♦♥❡ K✲♣♦✐♥t ✐s s❤♦✇ ✇✐t❤ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ~k ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡

①✲❛①✐s✿

~k =
4π

3
√
3a0

~e~x, ✭✸✳✷✲✷✹✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ~K✲♣♦✐♥ts✱ E(~k) = 0✱ ❜✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤✐s

❝❛s❡ ✐s ❤♦✇ ❧❛r❣❡ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱

♦♥❡ ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t ❊q✳✸✳✷✲✶✾✳ ❚❤❡ ~b1 ❛♥❞ ~b2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ■t ✐s ❛

❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❛❧s♦ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛t ~K = 0✮✱ t♦ ✉s❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ pz(~x) ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ pz ♦r❜✐t❛❧✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥

✇r✐t❡ φ1,2(~x) = pz(~x − ~x1,2)✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ φs ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐s✐♠♠❡tr✐❝ φa ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s

❛r❡✿

φs,a =
1√
2
(pz(~x− ~x1)± pz(~x− ~x1)) , ✭✸✳✷✲✷✺✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ~k = ~K✿

ψ ~K(s,a)(~x) =
∑

~R∈G

ei
~K·~Rφ(s,a)(~x− ~R), ✭✸✳✷✲✷✻✮

✸✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥

❚❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥ t❤❡✐r ❜❛♥❞

❣❛♣s ❛♣♣❡❛r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳ ■♥ ✶✾✽✼✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t✳ ❛❧✳

✹✾



❬✻✾❪ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t✐❣❤t ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ❝❛❧❧❡❞ ✧❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❣r❛♣❤✐t❡✧✱ ❛♥❞ ♥♦t❡❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡r ❣r❛♣❤❡♥❡

str✉❝t✉r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❙t❡✐♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✼✹❪ st✉❞✐❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝

❛r♦♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

❍❖▼❖✲▲❯▼❖ ❣❛♣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ♠✐❞✲✾✵s s❛✇ s♦♠❡ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st

✐♥ ●◆❘s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ✧♥❛♥♦❣r❛♣❤✐t❡s✧ ♦r ✧❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s✧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡✐r ❡❞❣❡s ❬✼✸❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ♦s ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✭●◆❘s✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r✐❜❜♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❧✐♠✐t❡❞✿

❛r♠❝❤❛✐r ♦r ③✐❣③❛❣✳ ❚❤❡ ❛r♠❝❤❛✐r ●◆❘s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❧❡ ③✐❣③❛❣ ●◆❘s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠❡t❛❧❧✐❝✳ ■♥ ❋✐❣✸✳✷ ✭❛✮❛♥❞ ✭❜✮ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x − y ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r✐❜❜♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥

t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ armchair ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ✭❆●◆❘✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ ✇❡

❝❤♦♦s❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ zigzag ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦rr✐❜♦♥ ✭❩●◆❘✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ x✲❛①✐s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ③✐❣③❛❣
❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦rr✐❜♦♥ ❛♥❞ y✲❛①✐s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r♠❝❤❛✐r ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ✭❩●◆❘s✮ ❤❛✈❡ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② (EF )✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥

s♣✐♥ ❤❛s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❆❋✮ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡s

❬✼✺❪✳ ❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡ ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛t ❜❛♥❞s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❞❣❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ③✐❣③❛❣ ❡❞❣❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢

✺✵



♠✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❬✼✻❪✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❬✼✼❪ ✇♦r❦✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❆❋ ❛♥❞ ❜❛♥❞s

str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✹✲❩●◆❘s✳

❚❤❡ ❆❋ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡

r✐❜❜♦♥ ❛♥❞ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ s♣✐♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❩●◆❘s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❬✼✽❪✳ ❚❤❡

❩●◆❘s ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ str♦♥❣ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s♣✐♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ ❬✼✾✱✽✵❪ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s♣✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ s②st❡♠s ❬✽✶✕✽✸❪ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✳ ❘❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ♣r❡❞✐❝t t❤❛t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ③✐❣③❛❣✲❛r♠❝❤❛✐r ❬✽✹❪

❛♥❞ ③✐❣③❛❣✲③✐❣③❛❣ ❬✽✺❪ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❩●◆❘s ❡①❤✐❜✐t ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡

str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ❩●◆❘s ❛♥❞ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡❝♦♠✐♥❣ r❡❛❧✐t②

❜❡❝❛✉s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✲♦r❣❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❡①✐st

r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲

♠❡t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❬✽✻✕✽✾❪✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛tt❛❝❤❡❞

❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❝❤♦r✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ❛r❡

❦♥♦✇♥ ❞✉❡ ❤✐❣❤ ❞✐♣s ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡

❜❡♥③❡♥❡ s♣❡❝✐❡s s❤♦✇♥ ❧♦✇❡r ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❬✾✶✕✾✸❪✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✹❪✳ ❆ st✉❞② ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♣✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭♣❛r❛ ♦r ♠❡t❛✮ ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡

r✐♥❣s ❬✾✺❪✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡ ✐♥ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❬✾✻❪ ❛♥❞

t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ❩●◆❘s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲

♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❩●◆❘s str✉❝t✉r❡ ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦st st❛❜❧❡

✺✶



❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ s♣ ♦r s♣2 ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥s ❬✾✼✱✾✽❪✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❛♥❞ ❩●◆❘s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭◆❊●❋✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✳ ❚❤❡ t✇♦✲

♣r♦❜❡ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡

❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❩●◆❘ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✸✳✸✭❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❛rts ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✭❛s ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

❡♥s✉r❡ s♠♦♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤✐s

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛s ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❛❧❢✲

♠❡t❛❧❧✐❝✐t②✱ ❬✶✹✺❪ ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r tr❛♥s♣♦rt ❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✵✵❪✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡ ✭♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ CH [C2H2]6✮ ❛♥❞ ✹✲

❩●◆❘s ✐s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✹✲❩●◆❘s ✐s ❛ st❡♣♣❡❞✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡

❆ ❛♥❞ ❇ s✉❜❧❛tt✐❝❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝❤❛✐♥ t♦

t❤❡ ✹✲❩●◆❘s ❧❡❛❞s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ♦♥❡ ❝❛s❡

t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❆ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ✹✲❩●◆❘s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡

✭❇❈✲P s②st❡♠✱ ✸✳✸✭❜✮✮✱ ♦r t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❇ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ✹✲❩●◆❘s r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ✭❇❈✲▼ s②st❡♠✱ ✸✳✸✭❝✮✮✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡

❇❈✲P s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❇ ❛t♦♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ♦rt❤♦✴✲❧✐♥❦❛❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇❈✲▼

s②st❡♠ ✐s ♠❡t❛ t♦ ❜♦t❤ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡s❡

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛✛❡❝t t❤❡ s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❜r✐❞❣❡s✳

✸✳✹✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s

❋✐rst❧②✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ s②st❡♠

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✹✲❩●◆❘s✮✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠

✐s ❛ ❝✉❜✐❝ s✉♣❡r❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❇❈✲P ♦r ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✭✸✳✸✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮ ✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❋❚ ❬✶✵✶✱✶✵✷❪ ✇✐t❤ t❤❡
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Molecular junction

buffer buffer

Central scattering

(a)

elec
Left elec

Right

BC-P BC-M

(b) (c)

x

z

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ✭❛✮ ❚✇♦✲♣r♦❜❡ tr❛♥s♣♦rt ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞
r❡❣✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s s❤♦✇✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❩●◆❘ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❇❈✲P ✭♣❛r❛ ✴ ♦rt❤♦✲❧✐♥❦❛❣❡s✮ s②st❡♠
❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❇❈✲▼ ✭♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡ t♦ ❜♦t❤ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛t♦♠s✮✳ ❆ ❛♥❞
❇ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❆✴❇ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳

❙■❊❙❚❆ ❝♦❞❡ ❬✶✵✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

✭❑❙✮ ♦r❜✐t❛❧s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭▲❈❆❖✮ ❢♦r ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡

♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✶✵✹❪ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦r❡

❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲ζ

♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❛s✐s s❡t ❬✶✵✺❪✳ ❊①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥

❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❙❉❆✮ ❬✶✵✻✕✶✵✽❪✳ ❆ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ♦❢ 150 ❘② ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❧❧

❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 0.05 ❡❱✴➴ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳ ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵ ❱✴♥♠

t♦ ✵✳✺ ❱✴♥♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ r✐❜❜♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s ✭✐♥✲♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❦❡❡♣ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❆❋✮ ♦r❞❡r✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
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s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❛r❡ ❞❡str♦②❡❞ ✉♥❞❡r s♦ str♦♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

✭ ~Eext > 0.8 V/nm✮ ❬✶✵✾❪✳ ❚❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭❇❩✮ ✇❛s s❛♠♣❧❡❞ ❛s ❛ ▼♦♥❦❤♦rst✲P❛❝❦

❣r✐❞ ❬✶✶✵❪ ✉s✐♥❣ 1× 1× 100 k ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚r❛♥❙✐❡st❛ ❝♦❞❡✱ ❬✶✶✶❪

✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭◆❊●❋✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❑❡❧❞②s❤

❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉❋❚ ❬✶✶✷❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ t✇♦✲♣r♦❜❡

s②st❡♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✸✳✸✭❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡❧❢✲

❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛rt✐❝❧❡s ❬✷✸✱✶✶✸✕✶✶✽❪✳ ❉❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ r❡❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

❖✉r ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s

[Tσ(E, V = 0)]✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ s♣✐♥ ✭✉♣✴❞♦✇♥✮✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉❡r✲❇ütt✐❦❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬✻❪

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ tr❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s

ΓL/R,σ ❬✶✷✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ✭G/G†✮ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥

Tσ(E, V ) = Tr(ΓR,σGσΓL,σG
†
σ), ✭✸✳✹✲✷✼✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② E tr❛♥s♠✐ts ❢r♦♠

t❤❡ ❧❡❢t ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ✜❧t❡r

❡✣❝✐❡♥❝② ❬✽✶✱✽✸❪ ✭❙❋❊✮ ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

SFE =
|Tup(EF )− Tdown(EF )|
Tup(EF ) + Tdown(EF )

. ✭✸✳✹✲✷✽✮

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❙❋❊ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❢♦r ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼

s②st❡♠s✳

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❜❛♥❞s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢

t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② st❛t❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥

❞✐s❝✉ss❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥t ❤❡r❡
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✐s t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✹✲

❩●◆❘s ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❛✮✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❜✱❝✮

t♦ ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭P❉❖❙✮✳ ■♥ t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡

❜❛♥❞s ♦❢ t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡

✐s ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❜❛♥❞ t❤❛t ❝r♦ss❡s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✢❛t ❜❛♥❞s ♥❡❛r❜②✳

❚❤❡ P❉❖❙ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✲❩●◆❘s st❛t❡s ♠✐①❡❞ ✇✐t❤

❜r✐❞❣❡ st❛t❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ✐♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡

st❛t❡s ♥❡❛r EF✳ ❚❤❡ ✢❛t ❜❛♥❞s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✭≃ ✵✳✶

❡❱✮✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ st❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡②

❛♣♣❡❛r ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②❀ ❛♥ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✲❩●◆❘s ❛♥❞ t❤❡

❜r✐❞❣❡✳
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 PDOS

 BC-M

  

(a)

Γ ΓK K

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❛r❜✳ ✉♥✐t✳✮ ❢♦r ✭❛✮
❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ❛t ③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞
✭❧✐❣❤t r❡❞✮ ❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✭EF = 0✮ ✐♥ t❤❡ ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t♦ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t ❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥

✺✺



❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉rr❡♥t r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤✐♥

❛ ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ t✉r♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥✴♦✛✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✇♦r❦ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② t✉♥❡❞ ❜②

❣❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❬✶✶✾❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0.0 ❱✴♥♠ t♦

0.5 ❱✴♥♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇

t❤❡ P❉❖❙ ♦❢ t❤❡ ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦

t❤❡ ✹✲❩●◆❘s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ ❜r✐❞❣❡ st❛t❡s s❤✐❢t ✐♥ ❡♥❡r❣②

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ P❉❖❙✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠

t❤❡ ✹✲❩●◆❘s ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ t❤❡ ❣❛♣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣② s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦✇✲❜✐❛s tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳

❚❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ✵✳✵ t♦ ✵✳✸ ❱✴♥♠✱ ✇✐t❤ ♠♦st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❜❡✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❤❛❧❢ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣❡r ✜❡❧❞

♦❢ ✵✳✺ ❱✴♥♠✱ t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❤❛❧❢✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣

t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ st❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢✳ ❚❤❡ ❇❈✲▼ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❞✮✮ s②st❡♠

♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❆❋ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡

t♦♣ ❤❛❧❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠♦st❧② s♣✐♥ ✉♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ s②st❡♠s ♣r❡s❡r✈❡ ❤❛❧❢

♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

✸✳✹✳✸ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✹✲❩●◆❘s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❆❋ ✭❛✱❜✮ ❛♥❞ ❋▼ ✭❝✱❞✮

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚②♣✲

✐❝❛❧❧②✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ ❡❞❣❡ st❛t❡s ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❛✮

s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❆❋ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡

✐s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❛♣ ❛t t❤❡ EF ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✷✼ ❡❱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✳

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♣✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜✉t ♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡♥❞s ♦❢

✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✭❛✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ P❧♦ts ♦❢ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❢♦r t❤❡ ✭❝✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❞✮ ❇❈✲▼
s②st❡♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❜❧✉❡ ❛♥❞
r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭♦r❜✐t❛❧ ❝♦♥t♦✉r ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✵✵✶✮✳

t❤❡ EF✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥❡❛r ✉♥✐t② ❛♥❞ ❜r♦❛❞ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡

❣❛♣ ❛t EF✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥❡❛r ✉♥✐t② ❛♥❞ ❜r♦❛❞ ❢♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣❛♣

❛t EF ✭❝♦♠♣❛r❡ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❛✮✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❜✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❆❋ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✭♠❡t❛✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✮ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡

t❤❛t t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦ ✭❛❜♦✈❡ EF✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦ ✭❜❡❧♦✇ EF✮✳

✺✼



-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2
 4-ZGNRs- up

 4-ZGNRs- down

 BC-P - up

 BC-P - down

elec

 

T
(E

)

AF AF

elec elec

(a)

AF

elec elec

(I)

elec

FM FMAF

(b)

elec

(III) (IV)

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2
 4-ZGNRs- up

 4-ZGNRs- down

 BC-M - up

 BC-M - down

 

 

elec

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2

3

4

 T
(E

)

 E-E
F
(eV)

 4-ZGNRs- up

 4-ZGNRs- down

 BC-P - up

 BC-P - down

(c)

 

 

FM FM

AF

(II)

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2

3

4

 4-ZGNRs- up

 4-ZGNRs- down

 BC-M - up

 BC-M - down

 E-E
F
(eV)

 

 

(d)

(V)

(VI)

AF AF

AF

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t✇♦✲♣r♦❜❡ s②st❡♠s✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ s♣✐♥✲
✉♣✴❞♦✇♥ ✭❜❧✉❡✴r❡❞✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✭❛✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❜✮ ❇❈✲▼ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❆❋
❡❧❡❝tr♦❞❡s❀ ❛♥❞ ✭❝✮ ❇❈✲P ❛♥❞ ✭❞✮ ❇❈✲▼ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❋▼ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❉♦tt❡❞ s❤♦✇ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣❡r❢❡❝t ❩●◆❘ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❧❡❝✲

tr♦❞❡s ✇✐t❤ ❋▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤r❡❡ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❬✲✶✱✶❪ ❡❱ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡r❡

✐s ♥♦ ❣❛♣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢

st❛t❡s ✭P❉❖❙✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳ ❋♦r t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❞✮✮✱ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ♣❡❛❦

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥❡❛r ✲✵✳✶ ❡❱ ✭s❡❡ ❋✐❣✲

✉r❡ ✸✳✹✭❝✮✮✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❜❧❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✲❩●◆❘s ❛♥❞ ❜r✐❞❣❡ st❛t❡s✱ ❛s

✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❜✮✳ ❚❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ q✉✐t❡

❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❧ st❛t❡s ❛r❡ str♦♥❣❧②

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥✳

❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ ❇❈✲

P ❛♥❞ ❇❈✲▼ ✭❆❋ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧

❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ✜❧t❡r ❡✛❡❝t ♦r ✐♥ ❛ s♣✐♥ ✈❛❧✈❡✳

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s t❤r♦✉❣❤ ❇❈✲P

❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ ❋▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

❚❤❡② s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
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♣❡❛❦s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ✭■✲■❱✮ s❤♦✇ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ t♦♣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

❩●◆❘ ✭♣❛r❛ ❛♥❞ ♦rt❤♦ t♦ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❜✮✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡❛❦s ✭■✲■❱✮ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s

✭❱✲❱■✮ ❢♦r t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

❩●◆❘ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ❛t ♠❡t❛ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡✳

spin-up spin-down

≅ -0.54 eV

≅ -0.032 eV

≅ 0.58 eV

≅ -0.10 eV

≅ -0.57 eV

≅ 0.035 eV

≅ 0.55 eV

≅ 0.11 eV

(I) (I)

(II) (III)

(IV) (IV)

(V) (VI)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❇❈✲P ✭■✲■❱✮ ❛♥❞ ❇❈✲▼ ✭❱✲❱■✮ s②s✲
t❡♠s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ✸✳✻✳

❋♦r ✭■❱✮❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❇❈✲P s②s✲

t❡♠✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✐t ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

st❛t❡s ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ✭✵✳✺✽ ❡❱✮ ❝r♦ss t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡s ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢✮ ❛♥❞

❢♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❝r♦ss t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢ ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✹✲❩●◆❘✬s✮✳ ❚❤❡s❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐s♦s✉r❢❛❝❡s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ s❤♦✇s ♦♥❧② t✇♦ ♣❡❛❦s ✐♥ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ✭❱ ❛♥❞ ❱■✮✳ ■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜r✐❞❣❡
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❛s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ st❛t❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ t❤❛t ❡①t❡♥❞

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ✹✲❩●◆❘s✱ ❝❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ■✱ ■■✱ ■■■ ❛♥❞ ■❱ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t

✐♥ ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✵✳✸ ❱✴♥♠ ❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮

❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠ ✇✐t❤ s♣✐♥✲

✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ❛s ❛t

✵✳✵ ❱✴♥♠✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐♣ ❛r♦✉♥❞ −0.2 ❡❱ ❞✉❡ t♦ ❛ r✐♥❣ ❝✉rr❡♥t r❡✈❡rs❛❧

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛✲❜❡♥③❡♥❡ s②st❡♠ ❬✾✺❪✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❤✐❢t ✇❤❡♥

❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ s❤♦✇s ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡

❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠✱ ♣❛♥❡❧ ✭❝✮ ✭s♣✐♥✲✉♣✮✱ ❤❛s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✸ ❱✴♥♠ ❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✱

t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠♦✈❡s ❝❧♦s❡r t♦ EF✳

P❛♥❡❧ ✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦

❛❜♦✈❡ EF t❤❛t ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ EF ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s

❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ♠✐❣❤t ✇♦r❦ ❛s s♣✐♥

✜❧t❡rs✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡ ❧✐st t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ③❡r♦✲❜✐❛s ❙❋❊ ✭❡q✳✸✳✹✲✷✽✮✳ ❋♦r ❇❈✲P✱ t❤❡ ❙❋❊

❛t 0.0 ❱✴♥♠ ✐s 9 %✱ ❛♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ 18 % ❛t 0.3 ❱✴♥♠✳ ❋♦r 0.5 ❱✴♥♠ t❤❡

s♣✐♥✲✉♣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ EF ❛♥❞ t❤❡ ❙❋❊ ❣♦❡s ❞♦✇♥✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥

❙❋❊ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❇❈✲P ✭♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡✮ s②st❡♠ ❤❛s ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ ✇❡❛❦ s♣✐♥ ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ s❤♦✇❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡

❣r❡❛t❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣✐♥✲✜❧t❡r✐♥❣ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✇❛s 88 %✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠✱ ❙❋❊ ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦ ✐s ❜r♦✉❣❤t ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡

✻✵
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✵✳✵✱ ✵✳✸ ❛♥❞
✵✳✺ ❱✴♥♠✳ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✳ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠✱ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞
s♣✐♥✲❞♦✇♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❙♣✐♥ ❋✐❧t❡r ❊✣❝✐❡♥❝② ✭❙❋❊✮ ❢♦r ❇❈✲P ❛♥❞ ❇❈✲▼ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ tr❛♥s✈❡rs❡ t❤❡ s②st❡♠s ✐♥ ①✲❛①✐s✳

❊❧❡❝tr✐❝ ❋✐❡❧❞ ✭❱✴♥♠✮ ❇❈✲P ❙❋❊✭✪✮ ❇❈✲▼ ❙❋❊ ✭✪✮
✵✳✵ ✾ ✷✼
✵✳✸ ✶✽ ✼✵
✵✳✺ ✸ ✽✽

✇✐t❤ EF✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤ ❙❋❊✳ ❚❤❡ str♦♥❣ s♣✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✹

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞

❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❉❆ ❣r♦✉♣s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❆✈✐r❛♠ ❛♥❞ ❘❛t♥❡r ❬✹❪ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣✉s❤✲♣✉❧❧ s②st❡♠s

✇✐t❤ ❛ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣ ✭❆✮ ❜♦♥❞❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❜r✐❞❣❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝ r❡❝✲

t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✲

s❡❛r❝❤❡rs✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❛rt❡r ❬✶✷✸❪ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥

♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❜② s♦❧✐t♦♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝t✐✜❡r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✶✷✹❪✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛

❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ③✇✐tt❡r✐♦♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡s✐✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

s❡t✉♣✱ ❑❡r❣✉❡r✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✺❪ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ■✲❱ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤✐♦♣❤❡♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♣♣❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇✐t❤ s✉❧❢✉r ❛t♦♠s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛

❣♦❧❞ ❛rr❛②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ♥❆ ❝✉rr❡♥ts ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♠❡s✿ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛t ❜✐❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✶ ❱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛t ✈♦❧t❛❣❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✶ ❱✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞②

♦❢ ❛ ❜❡♥③❡♥❡❞✐t❤✐♦❧❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s s❤♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t µA ❝✉rr❡♥ts ❜✉t

✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦r ✭❋❊❚✮ s✐❣♥❛t✉r❡ ❬✼✷❪✳

■♥ ✷✵✵✺✱ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ✐♦♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛② ❛❝t ❧✐❦❡ ♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✷✻❪✳ ❖t❤❡r ♦❜✲

✻✷



s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✇✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐t❤ nA ❝✉rr❡♥ts ❬✶✷✼❪✱

✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♥❛♥♦✇✐r❡s ❛s s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✶✷✽❪✱ ❛♥❞ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✈✐❛ ♦①✐❞❛t✐♦♥✴r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ st❛t❡s ❬✶✷✾❪✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❝t✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❝❤❛♥❣❡s ✭✐s♦♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ tr❛♥s t♦ ❝✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✮ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✶✸✵❪✳

❙♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦♥t❛❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣♦❧❞ ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❞✐t❤✐♦❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❛♥❞ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥

❋✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✼❪✳ ❚❤✐s st✉❞② r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢♦r s✐♥✲

❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❣♦❧❞ ❛t♦♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❣♦❧❞ ❧❡❛❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐♦♣❤❡♥❡✲t❤✐❛③♦❧❡ r✐♥❣s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

s✐♠✐❧❛r ❛ ❞✐♦❞❡✲❧✐❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡s♦♥❛♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞

r❡s♦♥❛♥t st❛t❡s ❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❬✶✸✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♣❤❡♥②❧❡♥❡✲

❡t❤②❧❡♥❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ q✉❛s✐❛t♦♠✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧

❜❛s✐s s❡t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▲❯▼❖ st❛t❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② r❡✲

s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✶✸✷❪✳ ❆❧s♦✱ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡

❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♥❛♥♦✇✐r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ❣♦❧❞

♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛✐♥ ❬✶✸✸❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✸✹✱✶✸✺❪✳

❋r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♠❡t❛❧s ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥tr✐♥s✐❝ tr❛♥s♣♦rt

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❙♦♠❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ◆✐t③❛♥ ❛♥❞ ❘❛t♥❡r ❬✶✸✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡♥ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s✴r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♣♦rt❀ ✭✷✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❀ ✭✸✮ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❡t❛❧❧✐❝ ❛t♦♠s ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s❀ ✭✹✮ ❛ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣❛t✐♥❣❀ ✭✺✮ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡

❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ❞❡✈✐❝❡❀ ✭✻✮ ❡✛❡❝ts ♦❢

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❜② ❞♦♣✐♥❣ ♦r ♦t❤❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s❀ ❛♥❞ ✭✼✮ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡ts ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s✳ ▼❡t❛❧✲❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❣♥❡ts ♦✛❡r ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦st✱ ✇❡✐❣❤t✱ ❛♥❞

❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠♦st tr❛✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❜❛s❡❞ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❝r②st❛❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✉♥✐ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛

✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡t❛❧s ♦r r❛❞✐❝❛❧✳■♥ ❬✶✸✼❪ s♦♠❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❙❚▼ ✐s ❛ ♣♦✇✲

❡r❢✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜st❛t❡ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❛❢♦♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t✇♦ ❛♥❞

t❤r❡❡✲t❡r♠✐♥❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ r❡❛❧ ❞❡✈✐❝❡s s✐♥❝❡

❜♦t❤ t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❣r❡❛t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥

♦r❣❛♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ♦r❣❛♥✐❝ ❢r❡❡ r❛❞✐❝❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞

❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ ❛r❡ st❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞

❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

♥♦ r❛❞✐❝❛❧s ♦r ♠❡t❛❧s✱ s❤♦✇s ❛ st❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❬✶✹✵❪✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛r❡ ③✇✐tt❡r✐♦♥s ✭❜❡t❛✐♥❡s✮ s❡♣❛r❡t❡❞ ❜② ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ✭π✮ ❛r❡ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✱ ❬✶✸✾❪ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❜❡t❛✐♥❡ s②st❡♠ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❬✶✹✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♣r❡s❡r✈❡

t❤❡s❡ st❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❛❢t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s ❛ ❡①tr❡♠❡❧②

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡①t❡♥❞ ❜❡②♦♥❞ ♦❢ ♠❡t❛❧✴♦r❣❛♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■ss✉❡s ❢♦r t❤❛t
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r❡❛s♦♥ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛ ❝♦♥❡❝t✐♦♥ ✭P❈✮ ❛♥❞ ♠❡t❛ ❝♦♥❡❝t✐♦♥ ✭▼❈✮ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤✐s

❜❡t❛✐♥❡ ❣r♦✉♣s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r P❈✲❉❆

❛♥❞ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s ✭❙❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮

elec
Left

elec
left

elec
Right

elec
Right

x

z acceptor

donor

acceptor

donor

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙②st❡♠❛t✐❝ t✇♦✲♣r♦❜❡ tr❛♥s♣♦rt ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥✲
t❛✐♥s t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇✐t❤ ❜❡✲
t❛✐♥❡s ❣♦r✉♣s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝✲
tr♦❞❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s s❤♦✇✐♥❣ ✭t♦♣✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❩●◆❘
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ P❈✲❉❆ ✭♣❛r❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✮
s②st❡♠ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ▼❈✲❉❆ ✭♠❡t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉❆✮✳

❚❤❡ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❆✴❇ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ❝❛r❜♦♥✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❡r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❤❛s ❛ ❜♦♥❞ ❈✲❈ ❢♦r ❞♦♥♦r ❣r♦✉♣

❛t t❤❡ ❆ ❝❛r❜♦♥ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❈✲◆ ❢♦r ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣ ❛t ❇ ❝❛r❜♦♥ s✉❜❧❛tt✐❝❡✳ ❍♦✇

t❤❡s❡ ❆✴❇ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✇❛s t❤♦r♦✉❣❤❧②

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡♥s✐t② s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✉♥❞❡r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥ ■✲❱ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ r❛♥❣❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❬✵✳✶✱✲✶✳✵❪ ❱ ✐♥ ❛ st❡♣

♦❢ ✵✳✶ ❱✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧s♦ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s [Tσ(E, V = 0)]✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ( ~Eext)

❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❚✭❊✮ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ♦✈❡r t❤❡ ❜✐❛s ✇✐♥❞♦✇ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ■✲❱ ❝✉r✈❡s ❬✶✹✶✱✶✹✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ( ~Eext) ❛s ❛ ❣❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡✳
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✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❞♦♥♦r✴❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣s

❚❤❡ ❜❡t❛✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ③✇✐tt❡r✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ π✲❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

π ❜r✐❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ t❤❛t ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❈✱ ◆ ❛♥❞ ❍ ❤❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❡t❛✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞♦♥♦r ❛♥❞ π ❛❝❝❡♣t♦r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❞s ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡

❧❡♥❣t❤ ❬✶✹✵❪✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡t❛✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣ ✭❆✮ ✐s ❛ ♣②r✐❞✐♥❡ ✭❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♥♦r ❣r♦✉♣ ✭❉✮ ✐s ❛ ✐♠✐❞❛③♦❧❡

✭❛♥✐♦♥✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ π✲❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ✭♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡✮✳ ❙♠❛❧❧ ♣②r✐❞✐♥✐✉♠

❜❡t❛✐♥❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤②♣❡r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡s ❬✶✹✸❪✳

π-bridge

donor acceptor

-
+

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆ ③✇✐tt❡r✐♦♥✐❝ ❜❡t❛✐♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠✐❞❛③♦❧ ❞♦♥♦r ✭❉✮ ❛♥❞ ❛ ♣②r✐❞✐♥❡
❛❝❝❡♣t♦r ✭❆✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❈❂❈ ❜r✐❞❣❡✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❜r✐❞❣❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥

❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❆ t♦ ❉✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡

❜❡t❛✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♣✉s❤✲♣✉❧❧ s②st❡♠s ❬✶✹✹❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s

r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② str♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣

t②♣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❜r✐❞❣❡ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❞♦♥♦r✲❛❝❝❡♣t♦r ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s s②s✲

t❡♠ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ π ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡

r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐✲❢❡rr♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡ ✭❆❢♠✮ st❛t❡ ❢✉rt❤❡r st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡
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s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t

♠♦st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦♥❛t✐♥❣

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✭❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❢♠ st❛t❡ t❤❛t

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❆❢♠ t②♣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉✲

❣❛t❡❞ ❜r✐❞❣❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ s❤♦rtr❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞

❛❝❝❡♣t♦r r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❞❣❡

❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ♥♦t ❞✐sr✉♣t❡❞ ❜② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❙t❛❜❧❡

r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♣✉r❡❧② ♦r❣❛♥✐❝ ❛r❡ r❛t❤❡r r❛r❡

❛♥❞ t❤❡ ❜❡t❛✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♣r♦♠✐s❡ t♦ ♦✛❡r ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s

✇✐t❤ ❞✐✈❡rs❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s♣✐♥tr♦♥✐❝s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❛❣❡ ❛♥❞

♥❛♥♦s❝❛❧❡ s❡♥s♦rs ❬✶✹✵❪✳

✹✳✶✳✷ ❍②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ✐♥ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼✲❉❆

❆ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ( ~Eext) ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵ ❱✴♥♠ t♦ ✵✳✺ ❱✴♥♠ ✇❛s ❛♣✲

♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s ✭✐♥✲♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢

❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ✹❩●◆❘s ❝r❡❛t❡s ❛ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t②✮

✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ~Eext✳ ❬✶✹✺❪ ■♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ s②st❡♠s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡

❝✉rr❡♥t✲❝❛rr②✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉♥❞❡r tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❬✶✹✻❪✳ ❲❤❡♥

t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❤❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡

❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❬✶✹✼❪✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✈s✳ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ( ~Eext) ❢♦r P❈✲❉❆

❛♥❞ ▼❈✲❉❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛t ✹✲❩●◆❘s ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞♦♥♦r ❣r♦✉♣s ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s❀ ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ❣r♦✉♣ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②

♦❢ ❝❛rr✐❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆t t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✭♣❛♥❡❧ ✭❜✮✮ ✇❡ ✜♥❞

❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠❀ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣✱ ✭♣❛♥❡❧ ✭❝✮✮
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t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥

♣r♦✈✐❞❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❉✲❆ ❣r♦✉♣s ❢r♦♠ ❧❡❢t ❡❧❡❝tr♦❞❡ t♦

r✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ❇❈P✲❉❆ ✭•✮ ❛♥❞ ❇❈▼✲❉❆ ✭◦✮ s②st❡♠s ✭❧❡❢t s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ✭❛✮ ❞♦♥♦r✱ ✭❜✮ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛❝❝❡♣t♦r✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
✭µB✮ ❢♦r ❉❆ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❜r✐❞❣❡✳ ❇♦t❤ ✭❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ µB✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✳

❋✐❣✳ ✹✳✸✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❆❋ ♦r❞❡r✐♥❣

✇❤❡r❡ ✇❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r t♦t❛❧ ❝❛r❜♦♥s ❛t t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❉❆

❣r♦✉♣s✳ ❋♦r t❤❡ P❈✲❉❆ s②st❡♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✭❉❆✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✳✵ t♦ ✵✳✺ ❱✴♥♠ ✭≈ 0.4 µB✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡

❜r✐❞❣❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ µB ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡

❉❆ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡

❜r✐❞❣❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣s ❉ ❛♥❞ ❆ ✐♥ t❤❡ P❈✲❉❆ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❆❋

♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠ s❤♦✇s ❛

s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✭≈ 0.2µB✮❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞♦✇♥❢❛❧❧ ❛t ♠❛❣♥❡t✐❝

♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛t ✵✳✺ ❱✴♥♠ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❉ ❣r♦✉♣✳ ❆s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

❞✉❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✭♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡✮ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✳

✻✽



❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ❬✽✹❪✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ P❉❖❙ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t

t♦ ③❡r♦✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r P❈ ❛♥❞ ▼❈ s②st❡♠s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✭❛✮ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ✭❜✮ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s ✉♥❞❡r
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭①✲❛①✐s✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ s②st❡♠ ❛r❡✿ ✹✲❩●◆❘s ✭❞❛s❤✲
❞♦t✲❞♦t✮✱ π✲❜r✐❞❣❡ ✭s❤♦t✲❞♦t✮✱ ❉ ✭s❤♦rt✲❞❛s❤✲❞♦t ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❆ ✭❞❛s❤✲❞♦t ❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ❉❖❙ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ P❈✲❉❆ s②st❡♠ ❤❛s ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t t♦ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❢♦r ❉❆ ❣r♦✉♣s

❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣

s❤✐❢t t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✉♥❞❡r t❤❡ ~Eext ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢♦r ❉ ❣r♦✉♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s♠❛❧❧ s❤✐❢t

❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ▼❈✲❉❆ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✭❜✮✮ s❤♦✇s ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
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❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ~Eext✳ ❋♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r❡

❛r❡ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s ✉♥❞❡r ~Eext s❤✐❢t t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

❝❧❡❛r❧② r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✹✲❩●◆❘s ❧❡❛❞s✳

✹✳✶✳✸ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆ ♦r❣❛♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥ ❣♦✐♥❣ tr❡♥❞

t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r✐♥❣s✿ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❜② t❤r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♦r ❝♦♥st✉❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭◗■ ✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ♣❛t❤s ❛r♦✉♥❞ ❛ s②♠❡tr✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✶✹✽✱✶✹✾❪✳

❋♦r t❤❡ P❈✲❉❆ s②st❡♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❚✭❊✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❛✮✳ ❆t

③❡r♦ ❜✐❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ❚✭❊✮ ✐s ≈✶ ❛s ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✹✲❩●◆❘❙ ❛♥❞ π✲❉❆ ❣r♦✉♣s ❛r❡

s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ s♣✐♥✲✉♣ ✭❜❧✉❡✲s❤♦rt ❞❛s❤✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ◗■ ❛r♦✉♥❞

✲✵✳✷ ❡❱✳ ❚❤✐s ❛♥t✐✲r❡s♦♥❛♥t ♣❡❛❦ ✭♥❛rr♦✇ ❞✐♣✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❡s♦♥❛♥t ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❋❡r♠✐ ❊♥❡r❣②✳ ❋♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭r❡❞✲s♦❧✐❞✮ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t✇♦ ❛♥t✐✲r❡s♦♥❛♥t ♣❡❛❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✲

✵✳✷ ❡❱ t♦ ✵✳✵ ❡❱ ✳ ❚❤❡ ❞✐♣ ❛r♦✉♥❞ εF = 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ■✲❱ ❝✉r✈❡s ❢♦r s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❝❛rr✐❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵ ❱ t♦ ✵✳✷ ❱ t❤❡♥ ❣♦❡s ❞♦✇♥ ✉♥t✐❧ ✵✳✺ ❱

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✭◆❉❘✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ◗■ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

■♥ t❤❡ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠ ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✭❝✮✮ ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡s♦♥❛♥t ♣❡❛❦ ✐♥ ❚✭❊✮

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✐s ♣❡❛❦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ◗■✳ ❋♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ t❤❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❛t❤❡r ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦ ❛t EF = 0 ❡❱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❡❛❦ ♥❡❛r t♦

s♠❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ■✲❱ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❞✮ ❤❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t

❞❡✈✐❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜rst❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡

❢r♦♠ ✵✳✵ t♦ ✵✳✷ ❱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ③❡r♦ ✇✐t❤ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✸ t♦ ✶✳✵ ❱ ✳ ❋♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵ t♦ ✵✳✷ ❱ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r

s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ s♣✐♥✲✉♣ ❝❛rr✐❡s✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❡s ❞♦✇♥ ✐t ♣r❡s❡♥ts

✼✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ P❈✲❉❆ ❛♥❞ ▼❈✲❉❆✳ ❙♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❤♦rt✲❞❛s❤
❜❧✉❡ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ t♦ ✵✳✺ ❱ ❜❡✐♥❣ ≈ 1.3 µA✳

■s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼❈✲❉❆ s②st❡♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ◗■ ❡✛❡❝ts

✇❤✐❧❡ t❤❡ P❈✲❉❆ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡str✉❝t✐✈❡ ◗■✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✉s✉❛❧❧② ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤✐r❞ t❡r♠✐♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❣❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❬✺❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❞✉❡ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❈✲❈✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✹✲❩●◆❘s ✭♠❡t❛✴♣❛r❛✲

❧✐♥❦❛❣❡s✮✳ ❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡s❡ ◗■ ❡✛❡❝t ✇✐t❤

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❣❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧s♦ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s [Tσ(E, V = 0)] ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ( ~Eext) ✇❤❡r❡

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❚✭❊✮ ✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ♦✈❡r t❤❡ ❜✐❛s ✇✐♥❞♦✇

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ■✲❱✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ( ~Eext) ❛s ❛ ❣❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭✵✳✵✱ ✵✳✸
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❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✮ ❛♣♣❧✐❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐❣✳ ✹✳✻ s❤♦✇s ❢♦r s♣✐♥✲✉♣ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮

t❤❛t t❤❡ ◗■ ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s t♦ ✲✵✳✷ ❡❱ ✉♥❞❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ✵✳✸ ❱✴♥♠ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

❢♦r ~Eext = 0.5 ❱✴♥♠✳ ❋♦r t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ✭♣❛♥❡❧ ✭❜✮✮✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇s

t❤❛t ❢♦r ~Eext = 0.3 ❱✴♥♠ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ◗■ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡ ❢♦r ~Eext = 0.5 ❱✴♥♠✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ♣❡❛❦s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s st❛rt

t♦ ❧♦s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭s♣✐♥s ✉♣✴❞♦✇♥✮ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ s✉♣rss❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✺ ❱✴♥♠ ❛♥❞ ✐♥ ✭s♣✐♥

✉♣✴❞♦✇♥✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✵✳✵ t♦ ✶✳✺ ❱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✺ t♦ ✸✳✺ ❱ r❡❛❝❤❡s ❛

s❛t✉r❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t✇♦✲♣r♦❜❡ s②st❡♠s✳✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝♦rr❡

❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ✭❝✮ s❤♦✇s s♣✐♥✲✉♣ ❢♦r ▼❈✲❉❆ s②st❡♠ ✐♥ ❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✸ ❱✴♥♠ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡✐r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✺ ❱✴♥♠ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♠♦✈❡s ❝❧♦s❡r

t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❞✮ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r♦✉♥❞
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❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❢♦r s♣✐♥ ❞♦✇♥❀ t❤❡ t✇♦ ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦s ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧

❢❡❛t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✺ ❱✴♥♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ♣❡❛❦ ❛t t❤❡

s❛♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ▼❈✲❉❆ ✉♥❞❡r ~Eext t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛

❧❛r❣❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ✵✳✺ t♦ ✸✳✺ ❱✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❚✭❊✮ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ✐s ❛ ❣♦♦❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s s♠❛❧❧ ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞

❢♦r ❜♦t❤ s②st❡♠s ❜✉t ❛s ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ◗■ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ✜❧t❡r

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❚❤❡s✐s ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r

s②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭◆❊●❋✮✳

❲❡ ✉s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❛ss♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦❢ t✇♦ ❛r♦♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❝❤❛✐♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❝❛r❜♦♥

♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐❝✉ss❡❞ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢

❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ✐♥ s❡❧❢ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦♥ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦✉r ❧❛st r❡♠❛❦s ❛r❡✿ ❍P❨❚

❛♥❞ ❍P❖❚ ❛r❡ ❛r♦♠❛t✐❝ t❤✐♦❧s t❤❛t ❛❞s♦r❜ ♦♥ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧✐❢t t❤❡ ✷✷①
√
3 r❡✲

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐st♦rt❡❞
√
3①

√
3❘✸✵o str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❙❚▼ ❞♦

♥♦t s❤♦✇ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

❤✐❣❤ t✉♥♥❡❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❛②❡r ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❚▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❍P❨❚ ❛♥❞ ❍P❖❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥

❣♦❧❞ ✇✐t❤ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠

tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❍P❖❚

❛♥❞ ❍P❨❚ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❜② ❛♥ ❙✲❆✉ ❜♦♥❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t✐❧t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❙❚▼ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❞ ❤♦❧❧♦✇ s✐t❡✳ ❙tr✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t②

✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ▲❉❖❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❉❋❚✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❛ss✐st❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉r❢❛❝❡✳
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■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ◆❊●❋✲❉❋❚ t♦ st✉❞② ❩●◆❘s✴♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ❜❡♥③❡♥❡ ✭❇❈✲P s②s✲

t❡♠✮ ♦r ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❛✲❧✐♥❦❛❣❡ ❜❡♥③❡♥❡ ✭❇❈✲▼ s②st❡♠✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❞♦ ♥♦t r❡t✉r♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✈❛❧✉❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✇❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ✐♥ ❇❈✲P

s②st❡♠✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐t ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❇❈✲P s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡t❛❧❧✐❝

❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞✱ r❡♠❛✐♥s ♠❡t❛❧❧✐❝✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❇❈✲▼ s②st❡♠ ✭s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✮✱

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ s❤✐❢ts st❛t❡s t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ s②st❡♠ t♦

❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s②st❡♠ ✭❝♦♥❞✉❝t♦r ♦r

s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛r❛ ✈s ♠❡t❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥③❡♥❡✲❧✐❦❡ r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦♥❞❡❞

t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛✐♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ s♣✐♥ ✜❧t❡rs

❞❡✈✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝❤❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❉❆ ❣r♦✉♣s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜r✐❞❣❡ ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞✐❢②

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇❈P ❛♥❞ ❇❈❆ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✳ ❲❤❡r❡❛s ♦✉r

st✉❞② ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❬✵✳✶✱✲✶✳✵❪ ❱ ✐♥ ❛ st❡♣ ♦❢ ✵✳✶ ❱✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲

❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✲

✐③❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ✉♣✲s♣✐♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s♣✐♥ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✈❛❧✈❡ t❤❛t ❧❡ts s♣✐♥✲✉♣ ♦r s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ♠♦✈❡ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ✐s

❜❧♦❝❦✐♥❣✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❚▼

✐♠❛❣❡s ✐♥ s❡❧❢ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦♥ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠✲
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♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝❛❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

♠♦❧❡❝✉❧❡✲s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❡♠♣❧❛t❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖♥ t❤❛t ❜❛s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐❧♦❝❛❧ P❡r❞❡✇✲❇✉r❦❡✲❊r♥③❡r❤♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ✜♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞

❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r t❤❡ t❤✐♦❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

✇❛② ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❝❤❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t♦r ❣r♦✉♣s

❛♥❞ ❜♦♥❞❡❞ t♦ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t❤✐♥❣s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❜❡❝♦✉s❡ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r♦✉♣s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ ❉❆ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❜r✐❞❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❛t ✹✲❩●◆❘s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡✳

✼✻



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛

❞❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❞♦ ❈❡❛rá✱ ❇r❛③✐❧ ❛♥❞ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str② ◆♦rt❤✇❡st❡r♥

❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯❙❆✳

❆✳✶ ▲✐st ♦❢ ♣❛♣❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s

P❛♣❡r ■ ❆✳ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✶❀ ▲✳ ❙✳ P✐♥❤❡✐r♦✱ ❋✳ ❲✳ ◆✳ ❙✐❧✈❛✱ ❊✳ ❇✳ ❇❛rr♦s✱ ❏✳ ❙✳ ❞❡ ❙♦✉s❛✱

❏✳ ▼❡♥❞❡s ❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❉❡❧ ◆❡r♦✱ ❋✳ ▼✳ ❙♦✉③❛✱ ▼❛r❦ ❆✳ ❘❛t♥❡r ❛♥❞ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦✱

❙❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✐❝

❛rr❛②s✱ s✉❜♠✐t❡❞✳

P❛♣❡r ■■ ❆❧❞✐❧❡♥❡ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ▼❛♥✉❡❧ ❙♠❡✉✱ ❍✳ ❚❡rr♦♥❡s✱ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦

❛♥❞ ▼❛r❦ ❆✳ ❘❛t♥❡r✱ ❙♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝❤❛✐♥s ❜r✐❞❣✐♥❣ ③✐❣③❛❣ ❣r❛♣❤❡♥❡

♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✿ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣✱ s✉❜♠✐t❡❞✳

P❛♣❡r ■■■ ❆❧❞✐❧❡♥❡ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ▼❛♥✉❡❧ ❙♠❡✉✱ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❆✳

❘❛t♥❡r✱ ❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❋❛♥♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ ♦❢ ♣♦❧②❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝❤❛✐♥s ❜r✐❞❣✐♥❣

❉❆ ❣r♦✉♣s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ●r❛♣❤❡♥❡ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❆✳✷ ▲✐st ♦❢ ♣❛♣❡rs ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s

P❛♣❡r ■❱ ❲✳ ❆✳ ❙❤❡❧t♦♥✱ ❊✳ ❆♣r❛ ✱ ❇✳ ●✳ ❙✉♠♣t❡r✱ ❆✳ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛

❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❉❡❧ ◆❡r♦✱ ❱✳ ▼❡✉♥✐❡r✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ ③✇tt❡r✐♦♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❜❛s❡❞ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛❣♥❡ts✱
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❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r ❛♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧s P❤②s✐❝s✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ✈✳ ✽✶✱ ♣✳ ✵✶✷✸✵✷

✭✶✲✹✮✱ ✷✵✶✵✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣❛♣❡r ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❛♥♦s❝❛❧❡ ❙❝✐❡♥❝ ❛♥❞ ❛♥❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✶

✭✹✮✱ ✭✷✵✶✵✮✳

P❛♣❡r ❱■ ❆✳ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ❋✳ ▼✳ ❙♦✉③❛✱ ❱✳ ❋✳ ❆❧❡✐①♦✱ ❊✳ ❈✳ ●✐r❛♦✱ ❏✳ ▼❡♥❞❡s ❋✐❧❤♦✱

❙✉♠♣t❡r✱ ❇✳●✳❀ ▼❡✉♥✐❡r✱ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❉❡❧ ◆❡r♦✱ ❆ ❙✐♥❣❧❡ ▼♦❧❡❝✉❧❡ ❘❡❝t✐✜❡r ✇✐t❤

❙tr♦♥❣ P✉s❤✲P✉❧❧ ❈♦✉♣❧✐♥❣✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✷✾✱ ♣✳ ✷✵✹✼✵✶ ✭✷✵✵✽✮✳

P❛♣❡r ❱■■ ❆✳ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ❙✉♠♣t❡r✱ ❇✳●✳❀ ▼❡✉♥✐❡r✱ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❉❡❧

◆❡r♦✱ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❘❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❡t❛✐♥❡ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❈

❆♠❡r✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✈✳ ✶✶✷✱ ♣✳ ✶✷✵✵✽✱ ✭✷✵✵✽✮

P❛♣❡r ❱■■■ ❆✳ ❙❛r❛✐✈❛✲❙♦✉③❛✱ ❋✳ ▼✳ ❙♦✉③❛✱ ●✳ ❇❛❧❞✐ss❡r❛✱ ❲✳ ❊✳ ❙✐❧✈❛✱ ▲✳ ❙✳ ❘♦♠❛♥✱

❏✳ ▼❡♥❞❡s ❋✐❧❤♦✱ ❏✳ ❉❡❧ ◆❡r♦✱ ❆✳ ❋❛③③✐♦ ❛♥❞ ❆✳ ●✳ ❙♦✉③❛ ❋✐❧❤♦✱ ▲✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t

r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ♣r❡ss✳
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