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não-abelianos: Geração de massa e

dualidade
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Federal do Ceará, como requisito parcial para

a obtenção do grau de Doutor em F́ısica

Orientador:

Ricardo Renan Landin de Carvalho

Co-orientador:

Marcony Silva Cunha

universidade federal do ceara - Departamento de Fı́sica

Fortaleza

31 de agosto de 2007



Dados Internacionais de Catalogação na Publicação 
Universidade Federal do Ceará

Biblioteca Universitária
Gerada automaticamente pelo módulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

R614c Rodrigues Filho, Luís Gonzaga.
    Campos tensoriais de matéria abelianos e não-abelianos : geração de massa e dualidade / Luís Gonzaga
Rodrigues Filho. – 2007.
    89 f. : il. color.

     Tese (doutorado) – Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Programa de Pós-Graduação em
Física , Fortaleza, 2007.
     Orientação: Prof. Dr. Ricardo Renan Landim de Carvalho.
     Coorientação: Prof. Dr. Marcony Silva Cunha.

    1. Campos tensoriais. 2. Geração de massa. 3. Dualidade. I. Título.
                                                                                                                                                  CDD 530
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Sonho que se sonha
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drade Jr.
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Resumo

Nesta Tese analisaremos a geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico
de matéria Tµν no modelo de gauge não-abeliano e o mapeamento, no caso abeliano, en-
tre o campo tensorial anti-simétrico de matéria e o campo de gauge anti-simétrico Bµν .
Com relação à geração de massa, utilizam-se dois mecanismos: O primeiro, denominado
quebra espontânea de simetria, consiste em acoplarmos ao modelo campos escalares, com
valores esperados no vácuo não-nulos, descrito no modelo de Higss com simetria de gauge
não-abeliana na representação do grupo SU(N). Além do termo massivo para o campo
de matéria, obtém-se termos topológicos do tipo T̃µνT

µν como resultado da quebra da
simetria de paridade existente no modelo. O segundo, denominado geração de massa to-
pológica, é obtido a partir da inclusão na ação de um campo vetorial complexo e um termo
de acoplamento topológico massivo entre Bµν e o campo autodual complexo. O cálculo
dos propagadores de Feynman nos revela que o campo de matéria adquire pólo massivo.
Analisamos também a influência de termos adicionais, introduzidos na ação, no cálculo do
propagador para o campo de matéria. Quanto ao mapeamento dual, podemos afirmar que
a ação, correspondente ao campo de matéria com uma corrente conservada U(1), é mape-
ada em uma ação dual com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν e uma corrente
toplológica identicamente conservada. Duas caracteŕısticas podem ser observadas nesse
mapeamento: A primeira é que ele preserva a simetria de paridade existente, em virtude
da corrente conservada U(1) na teoria original possuir termos topológicos. O segundo é
que, embora a corrente conservada admita termos topológicos, o mapeamento é livre de
anomalias, sendo conhecidas como anomalias axiais. A presença dessas anomalias impede
a conservação da corrente topológica no modelo dual, uma caracteŕıstica encontrada no
procedimento de bosonização em quatro dimensões, neste caso a anomalia é observada
devido a presença da matriz γ5. Além disso um dos requisitos importantes para que uma
teoria seja renormalizável em todas as ordens de h̄, é que a teoria seja livre de anomalias.



Abstract

In this Thesis we analyze the generation of mass to the antisymmetric tensor matter
field Tµν in a non-Abelian model and the mapping of the antisymmetric matter field to
the antisymmetric tensor gauge field Bµν in the Abelian case. For the mass generation,
we use two different mechanisms. The first one is the spontaneous symmetry breaking,
where we use scalar fields with nonzero expected vacuum value in the SU(N) represen-
tation. Besides the massive term for the matter field, by relaxing the requirement of
parity invariance we obtain topological terms such as T̃µνT

µν . The second mechanism is
denominated topological mass generation. It consists by introducing in the action of a
vectorial complex field and a massive topological coupling term between Bµν and complex
selfdual field. Direct calculation of the Feynman propagators show us that the matter
field has a massive pole. In dual mapping, we can say that the U(1) invariant action of
the matter field is mapped in a dual action described by the antisymmetric tensor gauge
field Bµν and a topologically conserved current. Two remarkable characteristics can be
observed in this mapping: the first one is the parity preservation due to topological terms
in the both dual actions; the second characteristic is that, though the conserved current
admits topological terms, the mapping is free of axial anomalies. The presence of anoma-
lies prevents the conservation of topological currents in a mapping such as bosonization
in 4 dimensions. In that case, anomalies are present due to the γ5 matrix. One of the
most important requisites for the renormalizability of a theory in all orders of h̄ is that
the theory must be free of anomalies.
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INTRODUÇÃO

Os campos tensoriais anti-simétricos têm sido objeto de estudos ao longo dos anos. O

seu surgimento pode ser visto como uma conseqüente generalização dos campos vetoriais

de gauge (1). Os campos anti-simétricos de gauge aparecem em teorias de supergravidade

em várias dimensões (2) e na teoria de campos efetiva de baixas energias, derivadas das

cordas relativ́ısticas (3). Uma importante propriedade desses campos é a possibilidade de

geração de massa topológica em quatro dimensões para campos de gauge vetoriais (4),

descrito numa simetria de gauge abeliana. Tal mecanismo pode ser comparado ao termo

de Chern-Simons em três dimensões (5).

Os campos tensoriais anti-simétricos de gauge representam um importante papel na

construção de teorias topológicas (6), sendo responsáveis por um grande número de mo-

delos do tipo Schwarz (7). Essas teorias são conhecidas como modelos BF, podendo ser

formulada em qualquer dimensão do espaço-tempo, o que representa uma generalização

do modelo de Chern-Simons para espaços-tempos de dimensões ı́mpares e ainda permi-

tem o cálculo de invariantes topológicos (8),(9), (10). Além disso, os modelos BF são um

exemplo de teorias de campos completamente finitas (11),(12), ou seja, livres de qualquer

divergência ultravioleta.

Outra possibilidade de estudarmos os campos tensoriais anti-simétricos são em teorias

de campos do tipo conforme (13), como a supergravidade (14), por exemplo. Tais campos

possuem invariância sob transformação conforme, de maneira que devemos tratá-los como

campos tensoriais de matéria, ao invés de campos tensoriais de gauge. Alguns estudos

têm voltado a atenção para interações tensoriais em decaimentos radioativos descritos na

teoria eletrofraca (15). Experimentos realizados em decaimentos do tipo π− → e−υ̃γ e

κ+ → π0e+υ (16) mostram que os fatores vetoriais obtidos experimentalmente podem ser

explicados na estrutura de uma teoria eletrofraca padrão, o que leva a numerosas dis-

cussões na posśıvel existência de termos tensoriais na interação efetiva de Fermi. Duble-

tos de part́ıculas tensoriais anti-simétricas como: (T+
µνT

0
µν) e (U0

µνUµν) têm sido utilizadas

numa extensão do modelo eletrofraco padrão na análise de resultados experimentais em

decaimentos mésons, o que permitiu a explicação da interferência destrutiva na amplitude

do decaimento π− → e−υ̃γ e o surgimento de fatores tensoriais e escalares no decaimento
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κ+ → π0e+ν (15). Interações tensoriais efetivas do tipo quark-quark têm sido utilizadas

na investigação da diferença de massa ∆mLS (lepton e quark strange) em decaimentos

radioativos, esta interação contribui para a diferença de massa na mesma ordem de con-

tribuição da interação do modelo padrão V-A (17). Podemos ainda citar a utilização de

dados experimentais de alta precisão (em DAΠNE) na investigação de interações tensoriais

entre quarks e léptons (18).

Em 1994 Avdeev e Chizhov (19) propuseram um modelo de gauge simples para cam-

pos tensoriais anti-simétricos de matéria de segundo rank, formulado no espaço-tempo de

Minkowski. O modelo contém termos de interação destes campos tensoriais com férmions

quirais e com o campo de gauge Aµ, possuindo ainda um termo de alto-interação total-

mente tensorial, sendo diferente das interações constrúıdas com campos tensoriais anti-

simétricos de gauge. A quantização da parte livre para o campo tensorial, usando-se a

decomposição padrão em ondas planas, mostrou que as componentes longitudinais podem

ser representadas em termos dos operadores de criação e destruição, obtendo-se assim uma

hamiltoniana positivamente definida. Ainda neste trabalho foi calculada a renormalização

a um loop para o modelo, obtendo-se resultados interessantes sobre a liberdade assintótica

da constante de acoplamento de gauge, propriedade que até então não tinha sido obser-

vada nas teorias de campos abelianas. Em outro trabalho, também escrito por Avdeev

e Chizhov (20), podemos destacar o estudo da dinâmica desses campos, onde foi feito

uma investigação sobre seus graus de liberdade. A parte f́ısica foi representada no setor

longitudinal, levando a soluções do tipo ondas planas no espaço das configurações.

Estes trabalhos têm-se mostrado de grande importância, por abrirem caminho para

novas investigações sobre as caracteŕısticas dessa nova abordagem para campos tensori-

ais anti-simétricos, contribuindo assim com a possibilidade de criarmos uma teoria com

campos tensoriais, diferente dos campos de gauge. Estudos posteriores têm mostrado

resultados interessantes sobre esse novo tipo de campo tensorial. Podemos citar a renor-

malização algébrica (21) para o campo tensorial de matéria, neste trabalho é feito uma

discussão da estabilidade da ação clássica sob correções radioativas e a análise da condição

de consistência de Wess-Zumino (22) no modelo, como também a derivação geométrica

do modelo em termos de derivadas covariantes. A generalização do modelo abeliano de

Avdeev e Chizhov para o caso não-abeliano possibilitou a investigação das proprieda-

des geométricas do campo tensorial de matéria (23), resultando no estudo desse campo

através de uma teoria do tipo λϕ4, satisfazendo a seguinte condição auto-dual complexa

( ϕµν = iϕ̃µν ), onde ϕ̃µν = 1
2
εµνρσϕ

ρσ e εµνρσ é o tensor de Levi-Civita. Esta condição

fixa unicamente as contrações de Lorentz para o tensor na Lagrangeana ϕ4, reproduzindo
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deste modo a ação de Avdeev e Chizhov (19). A generalização não-abeliana para o modelo

pôde agora ser obtida de um modo mais simples. A importância da generalização deste

modelo para o caso não-abeliano está no fato de que, do ponto de vista fenomenológico,

devido as incertezas dos dados experimentais, os campos tensoriais podem ser inclúıdos

em interações nos processos de decaimento semi-leptônico do ṕıon π− → e−ν̃γ (24). O

modelo não-abeliano sem interação com férmions mostrou-se renormalizável (25).

Uma interessante caracteŕıstica da ação, constrúıda para o campo tensorial anti-

simétrico de matéria, no modelo de Avdeev e Chizhov (19), é a ausência de termos massi-

vos do tipo m2TµνT
µν , isso pode ser verificado facilmente devido a simetria de gauge exis-

tente no modelo. Na teoria λϕ4, onde o modelo abeliano pôde ser estudado satisfazendo

a seguinte condição autodual complexa ϕµν = iϕ̃µν , podemos verificar também a ausência

de termos massivos do tipo ϕµνϕ∗
µν , que pode ser mostrada como uma conseqüência de

tal condição. Entretanto, os campos podem adquirir massa através de um mecanismo

denominado quebra espontânea de simetria, por exemplo, depois de adicionarmos campos

escalares ao modelo (26). Uma importante caracteŕıstica é que esse mecanismo, quando

aplicado aos campos, não viola as simetrias impostas na ação de Avdeev e Chizhov, o que

faz deste uma ferramenta eficaz na geração de massa para o campo de matéria.

O mecanismo de quebra espontânea de simetria aplicado ao modelo de gauge abeliano

para o campo tensorial de matéria (19), apresentou resultados satisfatórios quanto a massa

adquirida por Tµν (26). Termos de massa do tipo m2TµνT
µν puderam ser encontrados

através do acoplamento do campo de matéria com o campo escalar complexo φ, com

valor esperado no vácuo não-nulo, descrito no modelo de Higgs. Um importante resultado,

obtido no modelo, foi o surgimento de termos topológicos para o campo de matéria Tµν ,

sendo semelhante ao obtido numa simetria de gauge abeliana com o termo de Chern-

Simons em três dimensões (5).

A geração de massa para o campo tensorial de matéria, também foi obtida através

da introdução de termos topológicos na ação de Avdeev e Chizhov (27), preservando

a simetria de gauge. Isto pôde ser observado, acoplando-se o campo de matéria Tµν

com um campo vetorial complexo do tipo Bµ, juntamente com um parâmetro de massa

(incluindo-se um termo topológico). O cálculo dos propagadores de Feymman para o

campo de matéria apresentou pólo massivo. Também foi analisado a influência de termos

cinéticos, constrúıdos com o campo vetorial complexo, no mecanismo de geração de massa

para o referido campo.

A generalização do modelo de Avdeev e Chizhov para o caso não-abeliano motivou a
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investigação da geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico de matéria nesse

novo contexto. Teorias de campos não-abelianas tem apresentado um grande sucesso

na descrição do mundo real. Teorias baseadas em prinćıpios de gauge mais gerais do

que a simples invariância U(1) da eletrodinâmica quântica. Essas teorias, chamadas de

teorias de Yang-Mills tem dado uma grande contribuição no entendimento e quantização

de três das forças fundamentais da natureza: a eletromagnética, a força forte e fraca.

No que concerne as interações entre part́ıculas elementares mediadas pelas forças fraca e

eletromagnética, a teoria de Yang-Mills tem dado uma grande contribuição na formulação

do modelo padrão eletrofraco. Através dessas teorias as forças eletromagnética e fraca têm

sido unificadas em uma teoria renormalizável e fenomenologicamente correta, baseadas no

grupo de Lie SU(2) × U(1). No modelo dos quarks, que interagem entre si através de

campos intermediários bosônicos de interação forte, chamados gluons, a interação entre

quarks e gluons é descrita pela Cromodinâmica Quântica (QCD), ou seja, através de

uma teoria de gauge não-abeliana baseada em uma simetria de gauge do grupo SU(3)c

denominado grupo de cor.

Teorias de gauge prevêem a existência de part́ıculas não-massivas como mediadoras da

interação, podemos citar o caso do fóton, que representa o campo vetorial de gauge para a

interação eletromagnética. O estudo das interações forte e fraca admitem a existência de

part́ıculas massivas como mediadoras de tais interações. Diferentemente do campo eletro-

magnético, que tem alcance infinito, esses campos são de curto alcance. Durante alguns

anos isso representava um empecilho no estudo dessas interações através de uma teoria

de gauge, tendo em vista que sua simetria impede a existência de part́ıculas massivas.

Entretanto esse problema pôde ser contornado através do mecanismo denominado quebra

espontânea de simetria, ou seja, a existência de part́ıculas massivas no modelo pode ser

interpretada como resultado da quebra espontânea da simetria de gauge. A quebra es-

pontânea da simetria de gauge representa um ingrediente crucial no modelo da unificação

das interações fraca e eletromagnética constrúıdos independentemente por Weinberg e

Salam. A idéia geral consiste que interações fracas devem ser mediadas por bósons de

gauge W±, que são não-massivos. A lagrangeana para a teoria contém também termos

para elétrons, múons e neutrinos, todos não-massivos sendo invariante sob um grupo de

simetria interna, que é uma simetria de gauge. Um campo escalar (campo de Higgs) é

então introduzido com valor esperado no vácuo não-nulo. A quebra espontânea de sime-

tria permite gerar massa para e, µ e τ e também para os bósons W± sem entretanto, gerar

massa para o fóton e o neutrino. Isso mostra uma total concordância com a realidade

f́ısica, o que faz desse mecanismo uma ferramenta eficaz na descrição das interações fracas.
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A geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico de matéria para o caso

não-abeliano constitui um dos objetivos do nosso trabalho. Para isso utilizaremos a te-

oria λϕ4, constrúıda com um campo tensorial anti-simétrico de matéria complexo que

obedece uma condição de auto-dualidade complexa (23), no espaço-tempo de Minkowski.

Esta condição válida também para o caso não-abeliano não permite a inclusão de termos

massivos para o campo de matéria. O modelo possui simetria de gauge local na repre-

sentação do grupo SU(N) onde foram inclúıdos os campos de Yang-Mills, com um termo

de acoplamento, através da derivada covariante. Além disso consideramos também as si-

metrias discretas de paridade e conjugação de carga. Neste trabalho veremos que o campo

tensorial anti-simétrico de matéria Tµν pode adquirir massa através de dois mecanismos.

O primeiro, denominado quebra espontânea de simetria, consiste em acoplarmos o campo

de matéria Tµν com um campo escalar complexo φ, no modelo de Higgs, com valor espe-

rado no vácuo não-nulo. Ao contrário do mecanismo de Higgs aplicado para o campo de

matéria no caso abeliano (26), que permitiu a construção de quatro termos de interação

capazes de gerar massa para o campo de matéria, a estrutura do grupo SU(N) permitiu

apenas a construção de um termo. Contudo, veremos que, para o caso não-abeliano, esta

única interação capaz de gerar massa para o referido campo apresentou estados de vácuo

compat́ıveis com as simetrias de gauge, paridade e livre da presença de táquions, enquanto

que, no caso abeliano, algumas interações apresentaram problemas quanto a escolha do

vácuo, por admitirem a presença de táquions. A obtenção de termos topológicos para

o campo de matéria também pôde ser observada desprezando-se a condição de simetria

sob paridade. O termo topológico vem acompanhado de um termo massivo que, por sua

vez, depende da escolha de um vácuo apropriado a fim de evitarmos táquions no modelo.

O segundo mecanismo, consiste em acoplarmos o campo de matéria Tµν com um campo

vetorial complexo Bµ, com um termo de acoplamento incluindo-se um termo topológico.

O cálculo dos propagadores de Feymann nos revela que o campo de matéria Tµν adquire

pólo massivo, podendo ser comparado ao propagador no modelo de Avedeev e Chizhov

(19). Analisamos também a influência de um termo cinético, introduzido na ação, no

cálculo do propagador para o campo de matéria. Estes resultados constituem-se assim na

generalização não-abeliana do mecanismo de geração de massa topológica para o campo

tensorial anti-simétrico de matéria no caso abeliano (27).

Vimos então que muitas propriedades do campo tensorial anti-simétrico de matéria

tem sido discutidas e esclarecidas, dando uma importante contribuição na possibilidade

de construção de uma teoria com campos tensoriais anti-simétricos de matéria. Entre-

tanto, podemos nos perguntar se existe alguma relação entre o modelo de gauge abeliano
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constrúıdo com o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν e o modelo constrúıdo

com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν . Esta relação pode ser observada em

termos da ação funcional, constrúıda para cada campo, juntamente com um termo de in-

teração associado a corrente conservada em cada modelo. Podemos verificar, por exemplo,

a possibilidade desses modelos de campo serem modelos duais. A dualidade aqui refere-

se a existência de duas descrições equivalentes de um modelo usando diferentes campos.

Um exemplo clássico é a dualidade escalar-tensor em 4 dimensões. O campo livre de

Klein-Gordon φ possui uma descrição equivalente em termos do campo livre tensorial

anti-simétrico de gauge Aµν . A relação entre os campos é descrita como uma transfor-

mada de Legendre. Entretanto, sabemos que um sistema f́ısico pode ser representado

por meio de diferentes descrições matemáticas, ou seja, temos liberdade na escolha das

variáveis usadas para definir sua configuração. Uma manifestação extrema disso ocorre

em alguns modelos bi-dimensionais que podem ser descritos em termos de suas variáveis

bosônicas ou fermiônicas. A equivalência entre essas duas descrições é feita explicita-

mente através de uma técnica não perturbativa denominada bosonização. A bosonização

consiste no mapeamento de uma teoria descrita para campos fermiônicos em uma teoria

descrita para campos bosônicos (28),(29). Esse mecanismo tem-se tornado muito útil,

ao longo dos anos, no estudo de sistemas fermiônicos bi-dimensionais em teoria quântica

de campos, como também em f́ısica da matéria condensada (30),(31). A generalização

das idéias de bosonização para o estudo de sistemas fermiônicos em altas dimensões, com

destaque em (2 + 1) dimensões, tem sido objeto de intensas pesquisas. O conjunto desses

esforços tem trazido alguns resultados promissores e interessantes (28),(29).

A generalização das técnicas de bosonização, originalmente usada para bosonização

de ações fermiônicas, pode ser vista em (32), sendo utilizada para um modelo de teoria

de campos arbitrária em (2+1) dimensões. Neste trabalho é feito o mapeamento de um

modelo tri-dimensional, com uma carga abeliana conservada do grupo U(1), em uma

teoria abeliana de gauge dual. Podemos nos referir a este mapeamento como dualidade,

como sugerem os próprios autores (32), ao invés de bosonização, devido ao significado mais

geral deste termo. Uma caracteŕıstica importante deste mapeamento, é que a corrente de

Noether Jµ correspondente a simetria global do grupo U(1) está associada a uma corrente

topológica jT
µ como correspondente dual na teoria de gauge abeliana.

Jµ −→ jT
µ = ǫµνλ∂νAλ .

A corrente topológica jT
µ torna-se então, identificada com F̃µ, uma corrente topológica

local, invariante de gauge e identicamente conservada que pode ser escrita em termos de
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Aµ, na teoria dual, invariante de gauge. Além disso, a invariância da teoria bosonizada

deve estar relacionada a renormalizabilidade das integrais funcionais que levam a teoria

dual.

A descrição de modelos de campos tri-dimensionais carregados em termos de uma

teoria de gauge dual, traz consigo a possibilidade de estendermos esse mecanismo de dua-

lização para diversas dimensões, em particular em (3+1) dimensões. Em três dimensões a

corrente topológica é constrúıda com o campo vetorial de gauge Aµ, na ação dual Sdual(A).

Desta forma, somos levados a pensar que, um modelo de teoria de campos em quatro di-

mensões, com uma carga abeliana conservada, deve corresponder a uma teoria de gauge

dual, isto é, a corrente Jµ de U(1) deve ser mapeada em uma corrente topológica jT
µ ,

constrúıda com um campo gauge.

Jµ −→ jµ
T = ǫµνρσ∂νBρσ .

Observe que o campo vetorial de gauge Aµ é substitúıdo pelo campo tensorial anti-

simétrico de gauge de segundo rank Bµν , como resultado da extensão da simetria de

gauge para campos tensoriais anti-simétricos.

A segunda parte do nosso trabalho consiste no mapeamento, em quatro dimensões,

de uma teoria de campos constrúıda com o campo tensorial anti-simétrico de matéria

Tµν em uma teoria de gauge dual com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν .

O mapeamento pode ser entendido como uma relação de equivalência entre os geradores

funcionais obtidos da ação correspondente a cada modelo de campo, ou seja, a ação

invariante para o campo de matéria Tµν , incluindo-se um termo de interação que representa

o acoplamento de uma fonte externa com a corrente conservada do grupo U(1), é mapeada

em uma ação de gauge dual com o campo Bµν juntamente com um termo de interação,

associado a uma corrente topológica identicamente conservada. Para isso, utilizaremos o

modelo de gauge abeliano para o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν , descrito

na teoria λϕ4 (23).

Uma caracteŕıstica importante desse mapeamento é que ele preserva a simetria de

paridade existente na teoria original, devido ao fato de que a corrente conservada do

grupo U(1) possui termos topológicos, sendo desta forma, mapeada em uma corrente

topológica identicamente conservada na teoria dual. Esse resultado pode ser comparado

ao obtido no mapeamento dual em (2 + 1) dimensões (32), onde podemos observar que a

corrente conservada no modelo original é mapeada em uma corrente topológica na teoria

dual, ocorrendo portanto quebra da simetria de paridade. Outra caracteŕıstica importante
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é que o mapeamento do campo de matéria não apresentou anomalias, sendo conhecidas

como anomalias axiais. As anomalias surgem no procedimento de bosonização em quatro

dimensões (33), devido a presença da matriz γ5 na corrente axial, da teoria fermiônica.

Em nosso caso, embora a corrente conservada U(1) para o campo de matéria possua

termos topológicos, tal anomalia não é observada. A presença de um termo topológico

em nossa teoria é equivalente ao termo γ5, na teoria fermiônica, podendo ser observada

através da relação (iσ̃µν = γ5σµν). Além disso o termo de interação no modelo dual pode

ser identificado com o termo topológico denominado BF , muito utilizado na construção

de teorias topológicas. De fato este termo é responsável por uma grande classe de modelos

topológicos do tipo Schwarz, conhecidos na literatura como modelos BF (7).

A tese é organizada da seguinte forma. No primeiro caṕıtulo faremos um breve resumo

das propriedades do campo tensorial anti-simétrico de matéria no modelo abeliano de

Avdeev e Chizhov, dando destaque na construção geométrica da teoria λϕ4, o que permitiu

a generalização do modelo abeliano de Avdeev e Chizhov para o caso não-abeliano de um

modo mais simples. No segundo caṕıtulo faremos um breve comentário sobre o mecanismo

de geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico de matéria no modelo de

gauge abeliano, que será de fundamental importância para a discussão dos resultados

obtidos na generalização desse mecanismo para o caso não-abeliano. No terceiro caṕıtulo

discutiremos os resultados obtidos relacionados a geração de massa para o campo de

matéria no caso não-abeliano. E por fim, no quarto caṕıtulo, discutiremos os resultados

obtidos sobre o mapeamento dual para o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν

em uma teoria de gauge dual constrúıda com o campo tensorial anti-simétrico de gauge

Bµν .
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1 CAMPO TENSORIAL

ANTI-SIMÉTRICO DE

MATÉRIA

1.1 Introdução

Em 1994 Avdeev e Chizhov (19) propuseram um modelo de gauge simples para cam-

pos tensoriais anti-simétricos de matéria de segundo rank, formulado no espaço-tempo

de Minkowski. O modelo exibe invariância sob transformação de gauge local (parâmetro

da transformação dependente das coordenadas do espaço-tempo) e também sob as trans-

formações discretas de paridade e conjugação de carga. A quantização da parte livre do

campo é analisada e a renormalização a um-loop é calculada para o modelo. Uma das

propriedades importantes deste modelo é que a constante de acoplamento de calibre ad-

quire liberdade assintótica, isto é, a função β é negativa, resultado até então desconhecido

para teorias abelianas (34).

Acredita-se que no espaço Euclidiano o campo tensorial Tµν descreva seis graus de

liberdade (35), sendo três f́ısicos e três não-f́ısicos. Uma redução dos graus de liberdade é

feita através de um estudo da dinâmica desses campos (20), onde a parte f́ısica pode ser

representada em termos das componentes longitudinais do vetor A e do pseudo-vetor B,

propostos na teoria.

Uma nova abordagem para o estudo do campo tensorial anti-simétrico de matéria é

observada em (23), onde o modelo para o campo de matéria Tµν , proposto por Avdeev

e Chizhov (19), pode ser obtido através de uma teoria denominada λϕ4, constrúıda com

o campo tensorial anti-simétrico complexo, satisfazendo a seguinte condição de auto-

dualidade complexa ( ϕµν = iϕ̃µν ), onde ϕ̃µν = 1
2
εµνρσϕρσ e εµνρσ é o tensor de Levi-Civita.

Esta condição fixa unicamente as contrações de Lorentz para o tensor na Lagrangeana ϕ4,

reproduzindo deste modo a ação de Avdeev e Chizhov (19). A generalização não-abeliana

para o modelo pôde agora ser obtida de um modo mais simples.
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1.2 O modelo de Gauge Abeliano

1.2.1 A ação de Avdeev e Chizhov

Iniciaremos o estudo do campo tensorial anti-simétrico de matéria com o modelo

originalmente proposto por Avdeev e Chizhov (19). O modelo consiste de um campo

tensorial anti-simétrico de segundo rank acoplado ao campo de gauge abeliano axial Aµ

e a campos espinoriais de Dirac ψ, sendo um acoplamento do tipo Yukawa com estes

espinores. A ação originalmente proposta, em quatro dimensões, tem a seguinte forma:

Sinv =
∫

d4x
(

1

2
(∂λTµν)

2 − 2 (∂µTµν)
2 − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)2 + iψγµ∂µψ + hψγ5γµAµψ+

+4hAµ

(
Tµν∂λT̃λν − T̃µν∂λTλν

)
+ 4h2 1

2

(
(AλTµν)

2 − (AµTµν)
2
)

+

+ yψσµνTµνψ +
1

4
q

(
1

2
(TµνTνµ)2 − (TµνTνρTρλTλν)

) )
, (1.1)

onde (h,y,q) são constantes de acoplamento e Tµν = −Tνµ é um tensor de segundo rank

anti-simétrico. Observa-se que o acoplamento dos espinores com o campo Aµ é do tipo

quiral devido a presença da matriz γ5. A interação do tipo AT possui ainda um termo com

o tensor de Levi-Civita devido a representação dual do tensor anti-simétrico. O tensor

dual T̃ é definido por:

T̃µν =
1

2
εµνρσT

ρσ. (1.2)

O modelo é formulado no espaço-tempo de Minkowski cuja métrica é gµν = diag (+,−,−,−)

e denota-se σµν = 1
2
i[γµ, γν ], para as matrizes de Dirac. São usadas duas identidades para

o campo tensorial Tµυ

T̃µλT̃λν = TµλTλν +
1

2
gµνT

2
αβ (1.3)

TµλT̃λν =
1

4
gµνTαβT̃βα.

Verifica-se diretamente que a ação eq.(1.1) é invariante sob as seguintes transformações

de gauge (19)

δAµ = ∂µω

δψ = −ihωγ5ψ

δψ = −ihωψγ5

δTµν = −2hωT̃µν

δT̃µν = 2hωTµν ,
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e pelas transformações discretas de paridade (P) e conjugação de carga (C)

i) Paridade P
x → xp = (x0,−xi) , i = 1, 2, 3

ψ → ψp = γ0ψ ,

A0 → Ap
0 = −A0, Ai → Ap

i = Ai ,

ϕ0i → ϕp
0i = −ϕ†

0i, ϕij → ϕp
ij = ϕ†

ij .

(1.4)

ii) Conjugação de carga C

ψ → ψc = Cψ̄T , C = iγ0γ2 ,

Aµ → Ac
µ = Aµ ,

ϕµν → ϕc
µν = −ϕµν .

(1.5)

Note que as transformações de paridade dos campos são do tipo axial devido a presença

do tensor ε e da matriz γ5. É importante destacarmos que termos de massa do tipo

M2TµνT
µν , mψψ e mψγ5ψ, (1.6)

não podem ser introduzidos na ação eq.(1.1), simplesmente pelo fato de que estes não são

invariantes de gauge. Entretanto, os campos podem adquirir massa através do mecanismo

denominado quebra espontânea de simetria, adicionando-se ao modelo campos escalares

(27). A obtenção de termos topológicos do tipo Tµν T̃
µν também pode ser verificada através

desta técnica. Termos topológicos foram introduzidos inicialmente por Deser-Jackiw (5)

no mecanismo conhecido como geração de massa topológica, numa simetria de gauge

abeliana com o termo de Chern-Simons (εµνρAµ∂νAρ) em três dimensões. A geração de

massa via quebra espontânea de simetria e a geração de termos topológicos será tratado no

próximo caṕıtulo e sua generalização para o caso não-abeliano constitui um dos objetivos

do nosso trabalho.

1.2.2 Quantização de campos livres

Considere a ação livre, descrita para o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν

S =
∫

d4x
(

1

2
(∂λTµν)

2 − 2 (∂µTµν)
2
)

. (1.7)
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Da definição do hamiltoniano canônico, temos a seguinte expressão:

HT = (∂0T0j)
2 − (∂T0j)

2 + 2 (∂jTj)
2 + (∂0Tj)

2 − (∂Tj)
2 + 2 (∂jTj)

2 , (1.8)

onde ∂ representa o vetor tridimensional e Toj a componente espaço-temporal do campo

anti-simétrico, que por sua vez forma um vetor tridimensional Ai = Toi. A componente

totalmente espacial Tjk = εjklTl é parametrizada por um pseudo-vetor tridimensional, po-

dendo os ı́ndices latinos assumir os valores 1,2 e 3, sendo somados sobre ı́ndices repetidos.

Do principio da ação mı́nima (δS = 0) obtemos as equações clássicas do movimento

∂2Tµν + 2∂λ (∂µTνλ − ∂νTµλ) = 0 , (1.9)

que em componentes reduzem-se a

[
δjk

(
∂2

0 + ∂2
)
− 2∂j∂k

]
T0k = −2εjkl∂0∂kTl , (1.10)

[
δjk

(
∂2

0 + ∂2
)
− 2∂j∂k

]
Tk = 2εjkl∂0∂kTol ,

satisfazendo a equação de D’Alembert (∂2φ = 0). Deste modo, as componentes do campo

tensorial podem ser escritas na representação padrão de ondas planas e em termos de

suas freqüência positivas e negativas, podendo ainda serem representadas no espaço dos

momentos.

Uma caracteŕıstica do hamiltoniano é que ele não mistura as configurações longi-

tudinais e transversais do campo, sendo por sua vez, independentes. A representação

do campo tensorial em ondas planas pode ser comparada a excitações longitudinais de

massa nula de campos escalares e pseudo-escalares, com Toj(p) ou Tj(p) paralelos a pj

e po =
√

p2. Desta forma, os campos podem ser escritos em termos dos operadores de

criação e destruição

T0j (x) =
∫ d3ppj

2 (πp0)
3/2

[
−a† (−p) ei k x + a (p) e−i k x

]
, (1.11)

reduzindo o hamiltoniano eq.(1.8) à seguinte forma:

H =
∫

d3p p0 a† (p) a (p) . (1.12)

As duas ondas transversais envolvendo os campos vetorial e pseudo vetorial são orto-

gonais a p e entre si, sendo então representados por:

T0 j (x) =
∫ d3p

2 (2πp0)
3/2 √p0

[
b† (−p) nj (−p) ei k x + b (p) e−i k x

]
, (1.13)
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Tj (x) =
∫ d3p εjkl pk

2 (2πp0)
3/2

[
−b† (−p) nj (−p) ei k x + b (p) nl (p) e−i k x

]
,

onde n (p) · p = 0. Entretanto o hamiltoniano nas soluções das equações do movimento

é nulo, isto significa dizer que o modelo possui excitações não usuais de energia nula.

O propagador causal para o campo tensorial de matéria pode ser facilmente calculado,

não necessitando da introdução de termos apropriados de fixação de calibre para Tµν ,

sendo definido da seguinte forma:

〈Tµν (−p) Tαβ (p)〉 =
i

p2 + i0
Πµναβ (p) (1.14)

com

Πµναβ (p) =
1

2
(gµα gνβ − gµβ gνα) − gµα pνpβ + gµβ pµpα − gµβ pνpα − gνα pµpβ

p2

Πµνρσ (p) Πρσαβ (p) =
1

2
(gµα gνβ − gµβ gνα) .

Esta propriedade mostra que o campo anti-simétrico Tµν no modelo de Avdeev e Chizhov

eq.(1.1) é de fato um campo de matéria. Vemos também, de acordo com a eq.(1.14), que

o propagador causal para o campo tensorial de matéria não possui pólo massivo.

Vale ressaltar que a contribuição do termo quártico do potencial eq.(1.1) para o ha-

miltoniano pode ser reescrito, em termos das componentes do campo, como:

q[
1

2
(T 2

0j − T 2
j )

2
+ 2(T0jTj)

2], (1.15)

sendo positivamente definido se q ≥ 0. Deste modo, a existência do vácuo não pode ser

violada pelo termo de auto-interação.

1.2.3 A liberdade assintótica

O modelo do campo tensorial anti-simétrico de matéria tem uma propriedade im-

portante que é a liberdade assintótica da constante de acoplamento de calibre h. Este

resultado é interessante por que uma teoria com campos de matéria espinoriais e escalares

renormalizável só admite liberdade assintótica no caso não-abeliano. O cálculo da função

β para a constante de acoplamento h, obtida a um-loop (19), é dado por:

βh2 = γAh2 = (16π2)−1(
8

3
n − 6)h4. (1.16)
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O fator 8/3n que aparece na eq.(1.16) é a contribuição dos férmions. O fator −6 vem

da contribuição dos campos tensoriais. Observe que, para n = 1 e n = 2 a função βh2 é

negativa, adquirindo assim liberdade assintótica.

1.2.4 Graus de liberdade

Considere a seguinte ação, descrita para o campo tensorial anti-simétrico de matéria

Tµυ

ST =
∫

d4x
1

4
(∂λTµν) ∂λT µν −

(
∂µT

µλ
)

∂νTνλ. (1.17)

Façamos um estudo dinâmico (20) desse campo, considerando para isso suas componentes

parametrizadas por um vetor tridimensional Ai = Toi e um pseudo-vetor Bi = 1
2
εijkTjk,

onde os ı́ndices latinos assumem os valores 1, 2 e 3 e são somados sobre ı́ndices repetidos.

Seguindo o formalismo padrão para os campos clássicos, na representação dos momentos

temos:

A (x) =
∫ d4k

(2π)3/2
ei kx A (k) (1.18)

B (x) =
∫ d4k

(2π)3/2
ei kxB (k) .

Escolhendo um sistema de referência do tipo ei, onde ei · ej = δi j , [ei × ej] = εijk ek,

e3 = k/ |k| e decompondo os campos sobre a base A(k) = ai(k) ei, Bi = bi(k) ei podemos

escrever a ação eq.(1.17) da seguinte forma:

ST = π
∫

d4k

{
2∑

i =1

[
a∗

i (k)
(
k2

0 + k2
)

ai (k) + b∗i (k)
(
k2

0 + k2
)

bi (k)
]
+

+ 2k0

∣∣∣~k
∣∣∣ [a∗

1 (k) b2 (k) + b∗2 (k) a1 (k) − a∗
2 (k) b1 (k) − b∗1 (k) a2 (k)] +

+ a∗
3 (k)

(
k2

0 − k2
)
a3 (k) + b∗3 (k)

(
k2

0 − k2
)
b3 (k)

}
(1.19)

Uma rotação adicional

a1 (k) =
1√
2

[c1 (k) + d2 (k)] ,

a2 (k) =
1√
2

[c2 (k) + d1 (k)] , (1.20)

a3 (k) = c3 (k) ;

b1 (k) =
1√
2

[d1 (k) − c2 (k)] ,
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b2 (k) =
1√
2

[d2 (k) − c1 (k)] , (1.21)

b3 (k) = d3 (k) ,

diagonaliza a ação

ST = π
∫

d4k
[
c∗1 (k) (k0 − |k|)2 c1 (k) + c∗2 (k) (k0 + |k|)2 c2 (k) +

+ c∗3 (k) (k0 − |k|) (k0 + |k|) c3 (k) + (c → d)] . (1.22)

Do principio da ação mı́nima (δS = 0), obtemos as seguintes equações para os campos

(k0 − |k|)2 c1 (k0,k) = 0

(k0 + |k|)2 c2 (k0,k) = 0 (1.23)

(k0 + |k|) (k0 − |k|) c3 (k0,k) = 0,

da mesma forma para os di(k), cujas soluções gerais são do tipo :

c1 (k0,k) = δ (k0 − |k|) c1 (k) + δ′ (k0 − |k|) c̃1 (k)

c2 (k0,k) = δ (k0 + |k|) c2 (k) + δ′ (k0 + |k|) c̃2 (k) (1.24)

c3 (k0,k) = δ (k0 − |k|) c̃3 (k) + δ (k0 + k) c3 (k) ,

onde a derivada da função delta que aparece na eq.(1.24) é com relação a k0. Devido a

restrição dos campos A (x) e B (x) serem reais, os coeficientes de (1.24) não são todos

independentes. Pode-se mostrar que c3, d3 e todas as amplitudes com ı́ndices 2 não são

independentes. Verifica-se também que as componentes transversas c1(k0,k), d1(k0,k) en-

volvem somente freqüências positivas k0 = |k|, e as outras componentes c2(k0,k), d2(k0,k)

envolvem somente freqüências negativas k0 = − |k|

O quadrivetor energia-momento para o campo tensorial de matéria é definido como:

Pµ =
∫

d3x

[
(∂µTαβ)

∂LT

∂ (∂0Tαβ)
− gµ0LT

]
. (1.25)

Através de um cálculo direto da equação acima encontramos:

P0 =
∫

d3k {c̃∗1 (k) c̃1 (k) − |k| [c̃∗1 (k) c1 (k) + c∗1 (k) c̃1 (k)] + (1.26)

+2k2c∗3 (k) c3 (k) + (c → d)
}

Pi =
∫

d3kki {c̃∗1 (k) c1 (k) + c∗1 (k) c̃1 (k) + 2 |k| c∗3 (k) c3 (k) + (c → d)} . (1.27)
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A diagonalização da eq.(1.26) nos revela dois modos transversais de energia positiva

e dois modos de energia negativa, não podendo ser interpretados como part́ıculas rela-

tiv́ısticas. Isso se deve a presença de δ′ nas soluções da eq.(1.24). Na representação das

coordenadas tais soluções não correspondem a ondas planas, mas crescem linearmente

com o tempo no espaço das configurações. O hamiltoniano não é positivamente definido

no setor transverso.

O setor longitudinal, cuja soluções possuem apenas a função δ, nos leva a soluções

do tipo ondas planas no espaço das configurações. O hamiltoniano nesse setor é positivo

definido. Entretanto se nos limitarmos apenas a soluções no setor de ondas planas, as

amplitudes transversais não contribuem para energia e momentum, podendo deste modo,

energia e momentum serem escritos da seguinte forma:

Pµ =
∫

d3kkµ

[
c+
3 (k) c−3 (k) + d+

3 (k) d−
3 (k)

]
, (1.28)

onde temos c+
3 (k) = c∗3(k)/

√
2k0 e c−3 (k) = c3(k)/

√
2k0 sendo k0 = |k|.

Assim o hamiltoniano torna-se positivamente definido nas soluções de ondas planas.

Uma importante propriedade a ser destacada é se introduzirmos na ação um termo de

massa do tipo TµνT
µν , este por sua vez, descreverá part́ıculas de massa nula.

Agora consideremos que os campos vetoriais e pseudo-vetoriais sofram uma trans-

formação global do tipo


 A

B


 =


 cos α sin α

− sin α cos α


 ·


 A

B


 , (1.29)

levando deste modo a ação livre para o campo tensorial Tµυ invariante. Esta propriedade,

acompanhada da condição de energia positiva para o hamiltoniano é que não permite a

existência do termo massivo para o campo tensorial de matéria Tµυ.

Como os invariantes dinâmicos para soluções limitadas (ondas planas) não dependem

das componentes transversais do campo tensorial, somos levados a concluir que somente

as excitações longitudinais são f́ısicas. Em contraste com o campo tensorial de gauge, que

tem somente um grau de liberdade on shell, o campo tensorial de matéria Tµυ possui dois

estados f́ısicos (componentes longitudinais do vetor A e do pseudo-vetor B).

Comparando o campo tensorial de matéria com o campo vetorial de gauge, pode-se

dizer que as componentes transversais de ondas planas do campo de matéria são equiva-

lentes as polarizações temporal e longitudinal do fóton. Entretanto, em ultimo caso é a

simetria de gauge que é responsável pelo cancelamento dos graus de liberdade não f́ısicos.
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1.3 Teoria ϕ
4 para o campo tensorial anti-simétrico

de matéria

1.3.1 O caso abeliano

O modelo para o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν pode ser visto como

componente de um campo complexo ϕµν anti-simétrico satisfazendo a seguinte condição

auto-dual complexa;

ϕµν = iϕ̃µν (1.30)

onde ϕµυ é o campo tensorial anti-simétrico complexo e εµυαβ o tensor de Levi-Civita. Vale

lembrar que a condição complexa autodual eq.(1.30) tem sido usada em diversos trabalhos

ao longo dos anos, como exemplo citaremos a conexão complexa autodual usada por A.

Ashtekar em sua formulação da gravidade.

A teoria ϕ4 é formulada no espaço-tempo de Minkowski, cuja métrica é gµυ = diag

(+,−,−,−) e o tensor anti-simétrico obedece as seguintes propriedades:

εµ1µ2µ3µ4 εν1ν2ν3ν4 = −2
(
δ[ ν1
µ1

. . . δν4]
µ4

)
. (1.31)

Uma caracteŕıstica do espaço-tempo de Minkowski e que ele não permite para o campo

auto-dual (ou anti-autodual)

ηµν = η̃µν =
1

2
εµνρση

ρσ, (1.32)

onde obtemos :

˜̃ηµν = −ηµν , (1.33)

que é incompat́ıvel com a condição auto-dual eq.(1.32).

Deste modo, trocaremos a eq.(1.32) por uma condição auto-dual complexa envolvendo

o campo complexo ϕµυ, ou seja:

ϕµν = i ϕ̃µν (1.34)

Fazendo o dual da equação acima, temos:

ϕ̃µν = i ˜̃ϕµν = −iϕµν . (1.35)

Agora escrevendo ϕµυ como

ϕµν = Tµν + i Rµν , (1.36)
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onde T e R são campos reais anti-simétricos e sendo R = T̃ , teremos:

ϕµν = Tµν + i T̃µν . (1.37)

Esta equação nos mostra explicitamente que o tensor ϕµν tem seis componentes indepen-

dentes apesar de ser um tensor de segundo rank complexo.

1.3.2 Acoplamento com campos de gauge

Agora tentaremos acoplar o campo complexo auto-dual ϕµυ com o campo de gauge

Aµ, considerando-o como um campo de matéria (23). Para isso exigiremos que sobre uma

transformação de gauge abeliana o campo Aµ transforme-se como:

δAµ = ∂µ ω, (1.38)

e o campo anti-simétrico ϕµυ transforma-se como um campo de matéria de acordo com

δϕµν = iωϕµν (1.39)

δϕ∗
µν = −iωϕ∗

µν .

Para a derivada covariante, temos:

Dσϕµν = ∂σϕµν − iAσϕµν (1.40)

sendo

δ (Dσϕµν) = iω (Dσϕµν) (1.41)

δ (Dσϕµν)
∗ = −iω (Dσϕµν)

∗ .

Vamos construir a ação para o campo anti-simétrico de matéria ϕµυ, com a exigência

de que esta seja invariante sobre a transformação de gauge abeliana eq.(1.40). A estrutura

de Lorentz para ϕµυ possibilita escrevermos a seguinte ação invariante para a teoria ϕ4

S =
∫

d4x
[
(Dϕ)∗ (Dϕ) − 1

8
q (ϕ∗ϕ)2

]
. (1.42)

Introduzindo os ı́ndices de Lorentz para o campo ϕµυ e a derivada covariante Dσ

na eq.(1.42), podemos perceber que a condição auto-dual complexa e a invariância de

gauge fixam a estrutura de Lorentz, permitindo deste modo apenas um termo para a

parte cinética e para a parte de auto-interação da ação descrita acima. Devido essa
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caracteŕıstica temos a seguinte propriedade;

ϕµνMϕ∗
µν = 0, (1.43)

onde M representa um operador arbitrário dependendo do potencial de gauge Aµ e das

derivadas espaço-temporais ∂µ. Podemos verificar que a ausência de um termo de massa

do tipo ϕµυϕ∗
µυ (M = 1) é uma conseqüência da condição auto-dual complexa (23). Para

a parte cinética temos o seguinte termo não-nulo na contração de Lorentz

∫
d4x (Dµϕ

µν) (Dσ ϕσ
ν)

∗ , (1.44)

e para o termo quadrático de auto interação temos três expressões, sendo porém equiva-

lentes

ϕ∗µνϕ∗
µνϕ

αβϕαβ

ϕ∗ µνϕναϕ∗αβϕβµ (1.45)

ϕ∗µνϕ∗
να ϕαβϕβµ.

Vemos então que a condição auto-dual complexa eq.(1.30) fixa unicamente a estrutura

de Lorentz da ação invariante eq.(1.42) o que permite escrevermos, juntamente com o

termo de Maxwell, a seguinte expressão:

Sinv. = − 1

4g2

∫
d4xFµνF

µν −
∫

d4x
[
(Dµϕ

µν) (Dσϕ
σ

ν)
∗ +

1

8
q

(
ϕ∗µνϕµαϕ∗αβϕβµ

)]
.

Agora podemos obter, através da equação acima, a ação de Avdeev e Chizhov (19).

Para isso basta escrevermos o campo ϕµυ em termos de seus componentes ( ϕµυ = Tµυ +

T̃ µν) e considerarmos as seguintes transformações de gauge para os campos

δAµ = ∂µω

δT µν = −ωT̃ µν (1.46)

δT̃µν = ωTµν ,

De forma análoga, para a derivada covariante Dσϕµν , temos:

Dσϕµν = DσTµν + iDσT̃µν , (1.47)

com

DσTµν = ∂σTµν + AσT̃µν , DσT̃µν = ∂σT̃µν − AσT̃µν , (1.48)
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onde

δ(DσTµν) = −α(DσT̃µν) , δ(DσT̃µν) = α(DσTµν). (1.49)

Finalmente, após alguns cálculos, obtemos para a ação invariante a seguinte expressão:

Sinv. = −1

4

∫
d4xFµνF

µν −
∫

d4x
[
(DµT

µν) (DσT
σ
ν) +

(
DµT̃

µν
) (

DσT̃
σ
ν

)
+

+
1

4
q

(
2TµνT

νρTρλT
λµ − 1

2
(TµνT

µν)2
)]

Sinv. =
∫

d4xFµνF
µν +

∫
d4x

[
1

2
(∂λTµν)

2 − 2 (∂µT
µν)2 + 2Aµ

(
T µλ∂λT̃

λ
ν − T̃ µν∂λT

λ
ν

)

+
1

2
(AλT

µν)2 − 2 (AµTµν)
2 − 1

4
q

(
2TµνT

νρTρλT
λµ

)
− 1

2
(TµνT

µν)2
]
, (1.50)

com δS = 0.

A equação acima representa exatamente a ação invariante de Avdeev e Chizhov (19).

Deste modo, podemos concluir que, o modelo para o campo tensorial anti-simétrico de

matéria pode ser obtido por meio de uma teoria simples e sugestiva do tipo ϕ4 satisfazendo

a condição auto-dual complexa. Esta nova interpretação do modelo possibilitou fazer a

generalização não-abeliana do campo tensorial anti-simétrico de matéria de uma maneira

mais simples e elegante (23).

1.3.3 O caso não-abeliano

Para obtermos a generalização não-abeliana da ação invariante eq.(1.50), procedemos

como antes e trataremos o campo tensorial anti-simétrico ϕ como um campo bosônico

ordinário de matéria pertencendo a uma certa representação finita (λa)ij do grupo de

Lie G, sendo semi-simples ( o ı́ndice a representa os geradores de G, enquanto os ı́ndices

(ij) especificam a representação). A representação dos geradores, através das matrizes

hermitianas (λa)ij, são escritos na seguinte forma complexa

λa = λa
R + iλa

I , (1.51)

sendo λa
R e λa

I respectivamente, a parte real e imaginária de λa. Das relações de comutação

temos:

[λa, λb] = if abcλc, (1.52)
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que podem ser escritas na forma

[λa
R, λb

R] − [λa
I , λ

b
I ] = −f abcλc

I ,

[λa
R, λb

I ] − [λa
I , λ

b
R] = f abcλc

R , (1.53)

e da condição de hermiticidade λa = λa†

(λa
R)ij = (λa

R)ji ,

(λa
I)

ij = −(λa
I)

ji . (1.54)

1.3.4 Acoplamento com campos de Yang-Mills

O modelo não abeliano para o campo tensorial anti-simétrico de matéria, satisfazendo

a condição auto-dual complexa (23), pode ser representado da seguinte forma:

ϕi
µν = iϕ̃i

µν , ϕi
µν = T i

µν + iT̃ i
µν , (1.55)

para acoplarmos com os campos de Yang-Mills Aa
µ , segue as seguintes transformações de

gauge não-abelianas

δAa
µ = ∂µω

a + fabcAµω
c

δϕi
µν = iωa(λ)ijϕj

µν

δϕ†i
µν = −iωaϕ†j

µν(λ
a)ij. (1.56)

Em analogia com o caso abeliano, temos para a derivada covariante a seguinte trans-

formação:

(Dσϕµν)
i = ∂σϕ

i
µν − iAa

σ(λa)ijϕj
µν , (1.57)

com

δ(Dσϕµν)
i = iωa(λa)ij(Dσϕµν)

j ,

δ(Dσϕµν)
†i = −iωa(Dσϕµν)

†j(λa)ji. (1.58)

É fácil vermos, de acordo com a condição auto-dual complexa eq.(1.55), que a seguinte

propriedade ϕµνMϕ†
µν = 0 também é válida para o caso não-abeliano. Desta forma,

podemos escrever a seguinte expressão para a ação invariante não-abeliana
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Sinv. = − 1

4g2

∫
d4xF a

µνF
aµν −

∫
d4x

[
(Dµϕ

µν)i (Dσϕ
σ

ν)
†i

+
1

8
q

(
ϕ†µνiϕi

µαϕ†αβjϕj
βµ

)]
, (1.59)

onde foram inclúıdos os termos de Yang-Mills.

Agora podemos obter, através da equação acima, a generalização não abeliana da

ação de Avdeev e Chizhov (19). Para isso basta escrevermos o campo ϕi
µν em termos de

seus componentes (T i
µν , T̃ i

µν) eq.(1.55) e considerarmos as seguintes transformações

δAa
µ = ∂µω

a + fabcAb
µω

c ,

δT i
µν = −ωa

(
(λa

R)ijT̃ i
µν + (λa

I)
ijT j

µν

)
,

δT̃ i
µν = ωa

(
(λR)ijT j

µν − (λ)a
I)

ijT̃ j
µν

)
. (1.60)

Devido a representação complexa dos geradores eq.(1.51), as transformações para as

componentes do campo de matéria apresentam uma mistura não trivial das componentes

quirais (T, T̃ ) do campo auto-dual complexo ϕ, levando desta forma a generalização não-

abeliana das transformações quirais de Avdeev e Chizhov.

Para a derivada covariante eq.(1.57) temos :

(Dσϕµν)
i = (DσT

i
µν + i(DσT̃µν))

i (1.61)

sendo

(DσTµν)
i = ∂σT

i
µν + Aa

σ(λa
I)

ijT j
µν + Aa

σ(λa
R)ijT̃ j

µν ,

(DσT̃µν)
i = ∂σT̃

i
µν + Aa

σ(λa
I)

ijT̃ j
µν − Aa

σ(λa
R)ijT j

µν . (1.62)

com as seguintes transformações

δ(DσTµν)
i = −ca

(
(λa

R)ij(DσT̃µν)
j + (λa

I)
ij(DσTµν)

j
)
,

δ(DσT̃µν)
i = ca

(
(λa

R)ij(DσTµν)
j − (λa

I)
ij(DσT̃µν)

j
)
. (1.63)

Deste modo, a ação invariante eq.(1.59) pode ser escrita na seguinte forma:
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Sinv. = − 1

4g2

∫
d4xF a

µνF
aµν

−
∫

d4x
[
(DµT

µν)i(DσT
σ
ν )i + (DµT̃

µν)i(DσT̃
σ
ν )i

+
q

4

(
2(T i

µνT
iνρ)2 − 1

2
(T i

µνT
iµν)2

)]
(1.64)

Sinv. = − 1

4g2

∫
d4xF a

µνF
aµν +

∫
d4x

(
1

2
(∂λTµν)

2 − 2(∂µT
µν)2

)

−2
∫

d4xAa
µ

(
(∂σT

σν)λa
RT̃ µ

ν − (∂σT̃
σν)λa

RT µ
ν

)

−2
∫

d4xAa
µ

(
(∂σT

σν)λa
RT̃ µ

ν − (∂σT̃
σν)λa

RT µ
ν

)

+
∫

d4xAa
µA

b
σ

(
Tµνλ

a
Iλ

b
IT

σ
ν + T µνλa

Iλ
b
RT̃ σ

ν

)

−
∫

d4xAa
µA

b
σ

(
T̃ µνλa

Rλb
IT

σ
ν + T̃ µνλa

Rλb
RT̃ σ

ν

)

+
∫

d4xAa
µA

b
σ

(
T̃ µνλa

Iλ
b
I T̃

σ
ν − T̃ µνλa

Iλ
b
RT σ

ν

)

+
∫

d4xAa
µA

b
σ

(
T µνλa

Rλb
I T̃

σ
ν − T µνλµνλa

Rλb
RT σ

ν

)

−q

4

∫
d4x

(
2(TµνT

νρ)2 − 1

2
(TµνT

µν)2
)

, (1.65)

onde a seguinte notação impĺıcita Tλa
RT̃ = T i(λa

R)ijT̃ j, etc..., foi usada.

A expressão (1.65) representa assim a generalização não-abeliana do modelo de Avdeev

e Chizhov. Diferentemente do caso abeliano eq.(1.50), podemos observar a presença do

tensor de Levi-Civita εµνρσ no termo quártico de interação (AATT ) com os respectivos

campos.

O modelo de gauge abeliano para o campo tensorial anti-simétrico de matéria, pro-

posto por Avdeev e Chizhov (19), pode ser interpretado com uma teoria do tipo λϕ4 de

um campo tensorial anti-simétrico complexo, obedecendo uma condição de auto-dualidade

complexa. Esta formulação permite obtermos de uma maneira simples e elegante a gene-

ralização não-abeliana da ação de Avdeev-Chizhov.
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2 GERAÇÃO DE MASSA PARA

CAMPOS TENSORIAIS

ANTI-SIMÉTRICOS DE

MATÉRIA

2.1 Introdução

No caṕıtulo anterior estudamos algumas propriedades do campo tensorial anti-simétrico

de matéria no modelo de gauge abeliano, proposto inicialmente por Avdeev e Chizhov

(19). O modelo apresentou liberdade assintótica da constante de acoplamento de calibre,

um resultado importante por se tratar de uma teoria de campos abeliana. A quantização

foi realizada no setor longitudinal, obtendo-se soluções do tipo ondas planas, sendo repre-

sentada no espaço dos momentos (20). Além disso, vimos que o modelo pode ser obtido

por meio de uma teoria denominada λϕ4 de um campo tensorial anti-simétrico complexo

obedecendo uma condição de auto-dualidade complexa (ϕµν = iϕ̃µν) (23), válida no espaço

tempo de Minkowski. Desta forma, a ação de Avdeev e Chizhov pode ser reproduzida de

um modo mais simples como também a generalização do modelo para o caso não-abeliano.

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultados relacionados à geração de massa para

o campo tensorial anti-simétrico de matéria no modelo de gauge abeliano. Em virtude

da simetria de gauge, vimos que termos do tipo M2Tµν T̃
µν e M2TµνT

µν não podem ser

introduzidos na ação de Avdeev e Chizhov eq.(1.1). Entretanto, mostraremos que o campo

tensorial de matéria Tµν pode adquirir massa através de dois mecanismos. O primeiro,

denominado quebra espontânea de simetria (26), consiste em acoplarmos o campo de

matéria Tµν com um campo escalar complexo φ, no modelo de Higgs. O surgimento de

termos topológicos também pode ser observado relaxando-se a simetria de paridade para

o campo escalar. O segundo, denominado geração de massa topológica (27), consiste

em acoplarmos o campo de matéria Tµν com um campo vetorial complexo Bµ, com um
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termo de acoplamento incluindo-se um termo topológico. O cálculo dos propagadores

de Feynman nos revela que o campo de matéria Tµν adquire pólo massivo, podendo ser

comparado a eq.(1.14), na ação de Avdeev e Chizhov. Também é analisado a influência

de termos cinéticos adicionais, constrúıdos com o campo Bµ, no cálculo do propagador

causal para o campo de matéria.

A análise desses resultados será de extrema importância, pois possibilitará a genera-

lização deste mecanismo para o caso não-abeliano. A geração de massa para o campo

tensorial anti-simétrico de matéria no caso não-abeliano será tratado no próximo caṕıtulo,

constituindo-se assim, em um dos resultados do nosso trabalho.

2.2 Quebra espontânea de simetria

A energia de um sistema f́ısico muitas vezes é representada através de uma hamil-

toniana, sendo esta invariante sobre certos grupos de simetria (rotação, translação, etc).

Na teoria de campos o vácuo descreve o estado de energia mı́nima de um sistema, ao

atingir esse estado perde-se com isso a sua simetria. Entretanto um sistema f́ısico pode

chegar a possuir infinitos vácuos representando o mesmo estado fundamental, neste caso

não temos um vácuo privilegiado, todos são equivalentes e interligados entre si através

de certas transformações. Assim podemos dizer que existe uma simetria associada a de-

generescência do estado de vácuo, a escolha de um determinado vácuo faz com que esta

simetria seja desfeita, sendo conhecido como quebra espontânea de simetria.

Vale ressaltar que embora a simetria do vácuo seja quebrada o hamiltoniano mantém-

se invariante. Esta propriedade torna-se importante pelo fato de que certas part́ıculas

antes impedidas de terem massa pela restrição imposta as simetrias de sua lagrangeana,

podem agora adquirir massa em virtude da quebra espontânea de simetria. Em contra-

partida esse mecanismo quando aplicado em certos campos também prevê o surgimento

de part́ıculas não-massivas, os bósons de Goldstone, não encontrados ainda na natureza.

Esses bósons de Goldstone surgem em simetrias de gauge do tipo global onde o

parâmetro da transformação é constante. A quebra espontânea realizada nessa sime-

tria é discutida no modelo de Goldstone. Já em teorias de calibre onde a simetria de

gauge é do tipo local, cujo parâmetro da transformação depende das coordenadas do

espaço-tempo, não surgem bósons de Goldstone. Entretanto o campo de calibre adquire

massa, fato que ocorre com o campo vetorial de gauge não-massivo, neste caso a quebra

espontânea de simetria é estudada no modelo de Higgs. O modelo de Higgs é um dos
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ingredientes principais para a construção do modelo de Weinberg-Salam que descreve as

interações eletrofracas.

O exemplo clássico da quebra espontânea de simetria é o ferromagneto de Heisenberg.

A hamiltoniana do modelo de Heisemberg é invariante por rotações, mas o mesmo não

acontece com o estado de menor energia, quando todos os spins estão alinhados numa

determinada direção. Como a direção do alinhamento é arbitrária, o vácuo é infinitamente

degenerado. Para estudarmos as propriedades do sistema temos de escolher um desses

vácuos e então a simetria é quebrada.

Nas seguintes sub-seções apresentaremos os resultados relacionados à geração de massa

para o campo tensorial anti-simétrico de matéria através da quebra espontânea de simetria

utilizando o modelo de Higgs.

2.2.1 A ação de Avdeev e Chizhov

Para analisarmos o mecanismo de geração de massa para o campo tensorial anti-

simétrico de matéria Tµν consideraremos o modelo λϕ4 constrúıdo para um campo tenso-

rial anti-simétrico complexo ϕµν que obedece uma condição de auto-dualidade complexa

(ϕµν = iϕ̃µν), válida no espaço-tempo de Minkowski. Neste modelo o campo tensorial de

matéria complexo pode ser acoplado ao campo de gauge axial e aos espinores de Dirac

numa forma mais compacta do que originalmente proposto por Avdeev e Chizhov (19).

A ação, constrúıda com o campo tensorial complexo, tem a seguinte forma:

Sinv =
∫

d4x
{
−1

4
g2FµνF

µν + iψ̄γµ∂µψ + hψ̄γ5γ
µAµψ − (Dµϕ

µν)†(Dσϕσν)

−q

8
(ϕ†µνϕναϕ†αβϕβµ) +

1

2
yψ̄σµν(ϕ

†µν + ϕµν)ψ
}

. (2.1)

sendo invariante sob as transformações de gauge

δAµ = ∂µω , δψ = −ihωγ5ψ

δψ̄ = −ihωψ̄γ5 , δϕµν = 2ihωϕµν , (2.2)

e sob as transformações discretas de paridade (P) e conjugação de carga (C):
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i) Paridade P
x → xp = (x0,−xi) , i = 1, 2, 3

ψ → ψp = γ0ψ ,

A0 → Ap
0 = −A0, Ai → Ap

i = Ai ,

ϕ0i → ϕp
0i = −ϕ†

0i, ϕij → ϕp
ij = ϕ†

ij .

(2.3)

ii) Conjugação de carga C

ψ → ψc = Cψ̄T , C = iγ0γ2 ,

Aµ → Ac
µ = Aµ ,

ϕµν → ϕc
µν = −ϕµν .

(2.4)

2.2.2 Acoplamento entre os campos de matéria e escalar

Considere a seguinte ação, descrita para o campo escalar complexo φ = φ1 + iφ2, no

modelo de Higgs

Sinv(φ) =
∫

d4x
(
−1

4
FµνF

µν + (Dµφ)∗Dµφ + V (φ)
)

, (2.5)

onde V (φ) representa o potencial de Higgs

V (φ) = −1

2
µ2φ∗φ +

λ

4
(φ∗φ)2 . (2.6)

Verifica-se diretamente que a ação (2.5) é invariante sob as seguintes transformações:

δAµ = ∂µω ,

δφ = iqωφ . (2.7)

Agora construiremos o acoplamento entre o campo auto-dual complexo ϕµν e o campo

escalar complexo φ. Nos limitaremos apenas a interações renormalizáveis por power-

counting, invariantes de gauge e simétricas sob as transformações discretas de paridade

e conjugação de carga, descritas em (2.2) e (2.3), respectivamente. Como estamos inte-

ressados na geração de massa para o campo de matéria, consideraremos apenas os termos

quadráticos que podem ser obtidos com ϕµν . Entretanto, da condição de auto-dualidade

complexa eq.(1.30) e das propriedades do tensor de Levi-Civita, no espaço-tempo de

Minkowski obtém-se:
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ϕ∗
µνϕ

µν = 0 . (2.8)

Assim o termo quadrático mais geral que podemos construir com ϕµν acoplado com o

campo escalar complexo φ e renormalizável por power-counting tem a seguinte forma:

∫
d4x

(
aϕ∗µνϕ∗

µνφ + b ϕµνϕµνφ + c ϕ∗µνϕ∗
µνφφ + d ϕµνϕµνφφ + c.c

)
, (2.9)

onde a, b, c e d são constantes arbitrárias e c.c está para o termo complexo conjugado, de

modo a tornar (2.9) real. Vale ressaltar que o tensor auto-dual ϕµν , descrito no modelo

λϕ4, possui dimensão canônica igual a um. Este mesmo valor também pode ser observado

para o campo escalar complexo no modelo de Higgs em quatro dimensões.

A condição de invariância de gauge nos dá quatro diferentes transformações de gauge

para o campo escalar, com cargas ±2h e ±4h. Isso significa que apenas um termo de

acoplamento na eq.(2.9) pode ser adicionado a lagrangeana (2.1) por vez, resultando

assim em quatro possibilidades de investigação de massa para o campo de matéria Tµν .

A condição de invariância sob paridade nos dá para o termo quadrático ϕµνϕ
µν a

seguinte transformação:

ϕµνϕ
µν → ϕ∗

µνϕ
∗µν . (2.10)

Além disso, para fazermos todos os termos na eq.(2.9) invariantes sob paridade as cons-

tantes a, b, c, e d devem ser reais e o campo escalar complexo φ deve se transformar como:

φ → φ∗. (2.11)

Isso faz com que φ1 → φ1 e φ2 → −φ2, mostrando que φ2 é um pseudo-escalar.

2.2.3 Geração de massa

Nesta seção analisaremos a geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico

de matéria Tµν através da quebra espontânea de simetria descrita no modelo de Higgs.

Primeiramente voltemos nossa atenção para os termos de interação dados na eq.(2.9) com

a simetria de paridade preservada. Como vimos em (2.6) o potencial de Higgs é dado por:

V (φ) = −1

2
µ2φ∗φ +

λ

4
(φ∗φ)2.
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O estado fundamental é obtido para os valores de φ que minimizam o potencial, ou seja,
∂V
∂φ

= 0. Portanto o mı́nimo ocorre em

φ2
1 + φ2

2 = v2 ,

onde

v = ±(µ2/λ)
1/2

. (2.12)

Em teoria de campos o estado fundamental refere-se ao valor esperado dos campos no

vácuo. Assim para o campo escalar complexo, temos:

|〈0|φ|0〉|2 = v2. (2.13)

Além disso a simetria de paridade admite o seguinte valor esperado para os campos φ1 e

φ2

〈0|φ1|0〉 = v

〈0|φ2|0〉 = 0, (2.14)

onde o valor nulo para φ2 ocorre por este ser um pseudo-escalar. Devido a esta condição

podemos escrever o campo complexo φ redefinindo φ1 na forma φ1 = φ′
1 +v, o que resulta

em:

φ = v + φ′
1 + iφ2 . (2.15)

É fácil ver que os termos de interação eq.(2.9), em termos de Tµν , assumem a seguinte

forma:

i) φ com carga +4h

∫
d4x 4a (T µνTµνφ

′
1 + T µνT̃µνφ2 + vT µνTµν). (2.16)

ii) φ com carga −4h

∫
d4x 4b (T µνTµνφ

′
1 − T µν T̃µνφ2 + vT µνTµν). (2.17)

iii) φ com carga +2h

∫
d4x 4c ((φ′

1
2 − φ2

2)T µνTµν + 2vT µνTµνφ
′
1 + v2T µνTµν)
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+
∫

d4x 4c (2vT µνT̃µνφ2 + 2T µν T̃µνφ
′
1φ2) (2.18)

iv) φ com carga −2h

∫
d4x 4d ((φ′

1
2 − φ2

2)T µνTµν + 2vT µνTµνφ
′
1 + v2T µνTµν)

−
∫

d4x 4d (2vT µνT̃µνφ2 + 2T µνT̃µνφ
′
1φ2) . (2.19)

Agora examinaremos cuidadosamente cada tipo de interação acima. Nas interações

(i) e (ii), para um valor fixo dos parâmetros a e b, respectivamente, o termo de massa

para Tµν possui dependência linear em v, isto é

m2 = 4av , m2 = 4bv , (2.20)

o que torna os produtos ±va e ±vb não positivamente definidos, veja (3.14), resultando

assim na presença de táquions no modelo. Então somos levados a admitir que as duas

primeiras interações não são fisicamente aceitáveis. Nas interações (iii) e (iv) para um

valor fixo dos parâmetros c e d, respectivamente, o termo de massa para Tµν possui

dependência em v2, isto é

m2 = 4cv2 , m2 = 4dv2 , (2.21)

de maneira que não temos problemas com a escolha do vácuo. Para evitarmos táquions no

modelo c ou d devem ser positivos e conseqüentemente o campo tensorial anti-simétrico

de matéria adquire massa m = 4|v|√c para φ com carga 2h e massa m = 4|v|
√

d para

φ com carga −2h. Cada pólo do campo tensorial anti-simétrico de matéria é livre de

táquions desde que aceitemos somente dois estados de vácuos compat́ıveis com a simetria

de paridade.

2.2.4 Geração de termos topológicos

Agora examinaremos a situação em que a simetria de paridade é desprezada. Para sim-

plificarmos a análise consideraremos que as constantes a, b, c e d, nos termos de interação

eq.(2.9), sejam reais. Com a simetria de paridade relaxada φ1 e φ2 são supostamente

escalares. Isso faz com que o valor esperado do vácuo de φ2 seja diferente de zero, ou seja

〈0|φ2|0〉 = v2

〈0|φ1|0〉 = v1 . (2.22)
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Portanto o valor de φ que minimiza o potencial ocorre em :

v2
1 + v2

2 = µ2/λ . (2.23)

Isso por sua vez, modifica todos os termos de interação em (i) − (iv). Como exemplo,

considere o termo de interação (i)

∫
d4x 4a (T µν T̃µνφ

′
2 + T µνTµνφ

′
1 + v1T

µνTµν + v2T
µνT̃µν). (2.24)

Além do termo de massa, verificamos o surgimento de um termo topológico

∫
d4x 4av2T

µνT̃µν , (2.25)

ele é topológico no sentido de ser independente da métrica, ou seja

∫

M
TµνT̃

µν
√
|g| d4x = −1

2

∫

M
εµναβTµνTαβ d4x, (2.26)

onde M é uma variedade Lorentziana. Um mecanismo similar ocorre em três dimensões

com o acoplamento não mı́nimo, onde o termo de Chern-Simons é gerado através da

quebra espontânea de simetria, por meio da derivada covariante (36),(37). Note que, com

a simetria de paridade sendo desprezada, a teoria pode apresentar estados de táquions.

Para uma melhor compreensão deste fato aconselha-se uma verificação dos outros termos

de interação.

Vimos então que o mecanismo de Higgs é capaz de gerar massa para o campo tenso-

rial anti-simétrico de matéria por meio do campo tensorial complexo ϕµν seguido de uma

condição auto-dual complexa que impede, por sua vez, a representação de um termo mas-

sivo para o campo de matéria (23). A simetria de paridade no modelo permite apenas dois

tipos de interações fisicamente aceitáveis. Outro resultado interessante vem quando des-

prezamos a exigência da invariância sob transformação discreta de paridade para o campo

escalar complexo. Neste caso obtemos termos massivos e topológicos para o campo de

matéria, através da quebra espontânea de simetria. Entretanto os termos de interação

podem apresentar estados de táquions, o que não é fisicamente aceitável. Diferentemente

de (5) onde o termo topológico de Chern-Simons é gerado por meio da derivada covari-

ante no acoplamento não-mı́nimo, o termo topológico para o campo de matéria é gerado

acoplando-se o campo de matéria com o campo escalar complexo.
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2.3 Integrais de trajetória

O estudo da quantização dos campos clássicos pode ser feito através do método de

quantização canônica, neste caso os campos são tratados como operadores atuando no

espaço de Hilbert. As regras de comutação canônica são postuladas para os campos e

para o seu momento conjugado, sendo tratado em pontos diferentes do espaço-tempo.

Esse método de quantização foi abordado no caṕıtulo 1 na análise do campo tensorial

anti-simétrico de matéria Tµν , onde as componentes espaciais e temporais do campo foram

representadas em termos dos operadores de criação e destruição.

Entretanto o estudo da quantização de campos pode ser feito em uma linguagem

bem diferente, conhecida como integral de trajetória, introduzida por Feynman. Nesse

novo método o movimento de part́ıculas entre dois pontos pode resultar de uma grande

(infinita) variedade de trajetórias clássicas, onde cada uma delas representa a amplitude de

transição da part́ıcula entre os dois pontos, levando a noção do propagador K (qf tf ; qiti).

Dada uma função de onda ψ (qiti) num tempo ti, o propagador nos dá a correspondente

função de onda num tempo posterior tf , isto é, ψ (qf tf ). Vale ressaltar que a integração

deve ser feita sobre todas as posśıveis trajetórias.

O formalismo de integrais de trajetória nos leva aos mesmos resultados obtidos pela

quantização canônica, ambas as formulações são equivalentes para a teoria quântica de

campos. Entretanto, para alguns sistemas o método canônico torna-se um pouco dispen-

dioso o seu uso. Isso é bem verdade quando tratamos da quantização de campos com

v́ınculos, um problema freqüentemente encontrado em teorias de gauge. Teorias de gauge

(não-abelianas) formam hoje a estrutura de muitas teorias f́ısicas modernas, sendo as

integrais de trajetória o método mais eficaz e elegante para estudarmos a quantização

desses campos.

Nas seguintes sub-seções apresentaremos os resultados referentes à geração de massa

para o campo tensorial anti-simétrico de matéria por meio de um mecanismo topológico,

através do cálculo dos propagadores de Feynman.

2.3.1 Ação para o campo de matéria

Para analisarmos o mecanismo de geração de massa para o campo tensorial anti-

simétrico de matéria Tµν consideraremos o modelo λϕ4 discutido anteriormente. Neste

modelo, introduzimos através de sua ação um termo de acoplamento com um campo

vetorial complexo Bµ, incluindo-se um termo topológico. Esse mecanismo é similar ao
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proposto por Allen, Bowick and Lahiri (4) onde fizeram uso do termo topológico BF ,

constrúıdo com campos de gauge. A principal diferença entre eles é que, além do termo

topológico, usamos também um termo não-topológico ambos constrúıdos com o campo

de matéria e o campo vetorial complexo, diferentemente de campos de gauge.

Iniciaremos nossa análise considerando a seguinte ação

S =
∫

d4x [− (DµBσ)∗ (DµBσ) − (Dµϕ
µν)∗ (Dσϕσν)]

+ m
∫

d4x [Bσ∗Dµϕµσ + Bσ (Dµϕµσ)∗] , (2.27)

onde m é um parâmetro de massa, Dµ representa a derivada covariante, Dµ = ∂µ − iAµ,

e Bµ é o campo vetorial complexo

Bµ = B(1)
µ + iB(2)

µ . (2.28)

A ação possui simetria local U(1), sendo invariante sob as seguintes transformações

δBµ = iαBµ,

δϕµν = iαϕµν , (2.29)

δAµ = ∂µα.

Escrevendo a ação (2.27) em termos das componentes dos campos, teremos:

S ≈
∫

d4x
(
−∂µB

(1)
σ ∂µB(1)σ − ∂µB

(2)
σ ∂µB(2)σ

)
+ J (1)

σ B(1)σ + J (2)
σ B(2)σ

+
∫

d4x
(

1

2
∂σTµν∂

σT µν − 2∂µTµν∂σT
σν

)
+

1

2
JµνT

µν

+2m
∫

d4x
(
B(1)σ∂µTµσ + B(2)σ∂µT̃µσ

)
, (2.30)

onde consideramos somente os termos bi-lineares e os termos envolvendo fontes externas.

Observe que o último termo, relacionado ao parâmetro de massa m, possui uma parte

topológica e uma não-topológica, constrúıdos com as componentes dos campos.

As equações do movimento para os campos Tµν e Bµ podem ser facilmente calculadas

pelo prinćıpio da ação mı́nima, (δS = 0), obtendo-se assim

∂2B(1)σ + m∂µT
µσ +

1

2
J (1)σ = 0

∂2B(2)σ + m∂µT̃
µσ +

1

2
J (2)σ = 0 (2.31)

∂2T ρσ(x) − 2δρσ
µν∂

µ∂λT
λν(x) + mδρσ

µν∂
µBν(1)(x) + mερσµλ∂µB

(2)
λ (x) − 1

2
Jρσ(x) = 0.
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2.3.2 Propagadores

Para o cálculo dos propagadores de Feynman, usaremos o gerador funcional das

funções de Green W , com a seguinte transformada de Legendre

W [Tµν , B
(i)
µ ] = Γ[Jµν , J

(i)
µ ] − 1

2

∫
dx′4Jµν(x

′)T µν(x′) −
∫

dx′4J (i)
µ (x′)Bµ(i)(x′), (2.32)

onde as amplitudes de transição vácuo-a-vácuo são definidas por:

〈Tµν(x) Tρσ(y)〉 = −i
δ2Γ

δJµν(x)δJρσ(y)

∣∣∣
J=0

〈
B(i)

µ (x) Tρσ(y)
〉

= −i
δ2Γ

δJµ(x)δJρσ(y)

∣∣∣
J=0

.

Agora, voltamos nossa atenção para as equações do movimento eq.(2.31), onde obte-

mos três expressões para a amplitude de transição vácuo-a-vácuo para os campos Bµ e

Tµν . Elas representam o propagador causal em dois pontos distintos do espaço-tempo, ou

seja, as funções de Green de dois pontos

〈
∂2B(1)σ (x) Tαβ (y)

〉
+ m 〈∂µT

µσ (x) Tαβ (y)〉 = 0, (2.33)
〈
∂2B(2)σ (x) Tαβ (y)

〉
+ m

〈
∂µT̃

µσ (x) Tαβ (y)
〉

= 0 (2.34)

2
〈
∂2T ρσ (x) Tαβ (y)

〉
− 4δρσ

µν

〈
∂µ∂λT

λν(x)Tαβ (y)
〉

+ 2mδρσ
µν

〈
∂µB(1)ν (x) Tαβ (y)

〉

+2mερσµλ
〈
∂µB

(2)
λ (x) Tαβ (y)

〉
+ i δ ρσ

αβ δ4 (x − y) = 0. (2.35)

Como estamos interessados em determinar o propagador para o campo de matéria Tµν

devemos eliminar, nas expressões acima, os termos que envolvem os campos B(1)
µ e B(2)

µ .

Isso pode ser feito após algumas manipulações algébricas, obtendo-se assim a seguinte

expressão:

∂2(∂2 + m2) 〈T ρσ (x) Tαβ (y)〉 = i δρσ
µνδ

λν
αβ∂µ∂λδ

4 (x − y) − i

2
∂2δρσ

αβδ4 (x − y) . (2.36)

Usando a representação de Fourier para a função delta de Dirac e para o propagador de

Feynman

δ4 (x − y) =
1

(4π)4

∫
d4k eik(x−y),
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〈T ρσ (x) Tαβ (y)〉 =
1

(4π)4

∫
d4k Gρσ

αβ (k) eik(x−y),

obtemos a seguinte expressão para a função de Green

Gρσ
αβ (k) =

i

(k2 − m2)
Πρσ

αβ (k) , (2.37)

com

Πρσ
αβ (k) =

1

2
δρσ
αβ − 1

k2
δρσ
µνδ

λν
αβkµkλ.

Observe que o propagador causal para o campo tensorial anti-simétrico de matéria

possui pólo massivo como conseqüência do acoplamento entre Tµν e o campo vetorial Bµ,

com um parâmetro de massa incluindo-se um termo topológico. Se entretanto compa-

rarmos este resultado com o obtido por Avdeev e Chizhov eq.(1.14), veremos que a única

diferença está relacionada à massa adquirida pelo campo de matéria.

2.3.3 Construindo uma ação geral

Vamos agora construir uma ação mais geral com os campos Bµ e Tµν . Para isso,

introduziremos na ação eq.(2.27) mais um termo cinético do tipo a (DµB
µ)∗ (DσB

σ), onde

a representa uma constante real a ser determinada e também um termo de massa para

Bµ. Verificaremos então como esses termos adicionais afetarão no cálculo do propagador

causal para o campo de matéria. A nova ação S assume a seguinte forma

S =
∫

d4x [− (DµBσ)∗ (DµBσ) + a (DµB
µ)∗ (DσB

σ) − (Dµϕ
µν)∗ (Dσϕσν)]

+
∫

d4x
[
m (Bν∗Dµϕµν + Bν (Dµϕµν)

∗) + µ2B∗
σB

σ
]
. (2.38)

Escrevendo a ação em termos das componentes dos campos e considerando somente os

termos bi-lineares mais fontes obtemos, após alguns cálculos, as seguintes equações do

movimento

∂2B(1)σ − a∂µ∂
σB(1)µ + µ2B(1)σ + m∂µT

µσ +
1

2
J (1)σ = 0,

∂2B(2)
σ − a∂µ∂

σB(2)µ + µ2B(2)µ + m∂µT̃
µσ +

1

2
J (2)σ = 0, (2.39)

∂2T ρσ(x) − 2δρσ
µν∂

µ∂λT
λν(x) + mδρσ

µν∂
µBν(1)(x) + mερσµλ∂µB

(2)
λ (x) − 1

2
Jρσ(x) = 0.

Observe que as duas primeiras equações acima adquiriram dois novos termos com-

paradas com as equações (2.31). Entretanto a última equação permaneceu inalterada.
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Das equações acima obtemos as seguintes expressões para as amplitudes de transição

vácuo-a-vácuo, isto é

〈Tµν(x)T ρσ(y)〉 =
1

(2π)4

∫
Gρσ

µν(k)eik(x−y)d4k,

〈
B(1)

µ (x)B(1)ν(y)
〉

=
〈
B(2)

µ (x)B(2)ν(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Gν

µ(k)eik(x−y)d4k,

〈
B(1)

µ (x)B(2)ν(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
G(12)ν

µ (k)eik(x−y)d4k, (2.40)

〈
B(1)

µ (x)T ρσ(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Γ(1)ρσ

µ (k)eik(x−y)d4k,

〈
B(2)

µ (x)T ρσ(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Γ(2)ρσ

µ (k)eik(x−y)d4k,

com

Gρσ
µν(k) =

i(k2 − µ2)

k2(k2 − µ2 − m2)
Πρσ

µν(k),

Gν
µ(k) =

im2kσk
ρδσν

ρµ

2k2(k2 − µ2 − m2)(k2 − µ2)
− iakµk

ν

2((1 − a)k2 − µ2)(k2 − µ2)
− iδν

µ

2(k2 − µ2)
,

G(12)ν
µ =

im2kσk
ρδσν

ρµ

2k2(k2 − µ2 − m2)(k2 − µ2)
, (2.41)

Γ(1)ρσ
µ (k) =

−mkνδρσ
µν

2k2(k2 − m2 − µ2)
,

Γ(2)ρσ
µ (k) =

mkνǫρσ
µν

2k2(k2 − m2 − µ2)
.

De acordo com as expressões acima, podemos concluir que a presença do termo

a(DµB
µ)∗(DσB

σ), afeta somente a amplitude Gν
µ(k). O propagador para o campo tenso-

rial de matéria tem um pólo massivo que não depende do parâmetro a.

Vimos então que é posśıvel gerar massa para o campo tensorial anti-simétrico de

matéria por meio de um mecanismo topológico de modo a preservar a simetria U(1) no

modelo. Nesse mecanismo o termo topológico é introduzido através de campo vetorial

complexo acoplado ao campo tensorial anti-simétrico complexo seguido de uma condição

auto-dual complexa. Esta condição é responsável por tornar o campo de matéria não-

massivo. Entretanto é o acoplamento com o campo vetorial que faz com que o propagador

para o campo tensorial anti-simétrico de matéria adquira pólo massivo.
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3 GERAÇÃO DE MASSA PARA

CAMPOS TENSORIAIS

ANTI-SIMÉTRICOS DE

MATÉRIA - O CASO

NÃO-ABELIANO

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultado relacionados a geração de massa para o

campo tensorial anti-simétrico de matéria para o caso não-abeliano. Para isso utilizaremos

a teoria λϕ4, constrúıda com um campo tensorial anti-simétrico de matéria complexo que

obedece uma condição de auto-dualidade complexa (23), no espaço-tempo de Minkowski.

Esta condição válida também para o caso não-abeliano não permite a inclusão de termos

massivos para o campo de matéria. O modelo possui simetria de gauge local na repre-

sentação do grupo SU(N) onde foram inclúıdos os campos de Yang-Mills, com um termo

de acoplamento, através da derivada covariante. Além disso consideramos também as si-

metrias discretas de paridade e conjugação de carga. Neste trabalho veremos que o campo

tensorial anti-simétrico de matéria Tµν pode adquirir massa através de dois mecanismos.

O primeiro, denominado quebra espontânea de simetria, consiste em acoplarmos o campo

de matéria Tµν com um campo escalar complexo φ, no modelo de Higgs, com valor espe-

rado no vácuo não-nulo. Ao contrário do mecanismo de Higgs aplicado para o campo de

matéria no caso abeliano (26), que permitiu a construção de quatro termos de interação

capazes de gerar massa para o campo de matéria, a estrutura do grupo SU(N) permi-

tiu apenas a construção de um termo. Contudo, veremos que, para o caso não-abeliano,

esta única interação capaz de gerar massa para o referido campo apresentou estados de

vácuo compat́ıveis com as simetria de gauge, paridade e livre da presença de táquions. A

obtenção de termos topológicos para o campo de matéria também pôde ser observada se
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desprezarmos a condição de simetria sob paridade no modelo. O termo topológico vem

acompanhado de um termo massivo que, por sua vez, depende da escolha de um vácuo

apropriado a fim de apresentarem somente estados fisicamente aceitáveis, ou seja , sem a

presença de táquions. O segundo mecanismo, consiste em acoplarmos o campo de matéria

Tµν com um campo vetorial complexo Bµ, com um termo de acoplamento incluindo-se

um termo topológico. O cálculo dos propagadores de Feynman nos revela que o campo

de matéria Tµν adquire pólo massivo, podendo ser comparado ao propagador no modelo

de Avdeev e Chizhov (19). Analisamos também a influência de um termo cinético, in-

troduzido na ação, no cálculo do propagador para o campo de matéria. Estes resultados

constituem-se assim na generalização do mecanismo de geração de massa topológica para

o campo tensorial anti-simétrico de matéria para o caso abeliano (27).

3.2 Quebra espontânea de simetria

3.2.1 A ação não-abeliana para o campo de matéria

No caṕıtulo 1 vimos que o modelo de gauge abeliano de Avdeev e Chizhov pode ser

generalizado para uma simetria de gauge não-abeliana com campos de Yang-Mills. Essa

generalização foi obtida de uma forma simples considerando-se a teoria λϕ4, constrúıda

com o campo tensorial anti-simétrico de matéria complexo (23). Desta forma o modelo

não-abeliano para o campo tensorial anti-simétrico de matéria pode ser representado por:

ϕi
µν = iϕ̃i

µν , ϕi
µν = T i

µν + iT̃ i
µν , (3.1)

com as seguintes transformações de gauge não-abelianas

δAa
µ = ∂µω

a + fabcAµω
c

δϕi
µν = iωa(λ)ijϕj

µν

δϕ†i
µν = −iωaϕ†j

µν(λ
a)ji, (3.2)

e para a derivada covariante

(Dσϕµν)
i = ∂σϕ

i
µν − iAa

σ(λa)ijϕj
µν , (3.3)

onde

δ(Dσϕµν)
i = iωa(λa)ij(Dσϕµν)

j ,

δ(Dσϕµν)
†i = −iωa(Dσϕµν)

†j(λa)ji. (3.4)
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De acordo com a condição auto-dual complexa eq.(3.1), verifica-se facilmente que a se-

guinte propriedade ϕµνMϕ†
µν = 0 também é válida para o caso não-abeliano. Assim a

ação invariante para o campo tensorial de matéria complexo assume a forma

Sinv. = − 1

4g2

∫
d4xF a

µνF
aµν −

∫
d4x

[
(Dµϕ

µν)i (Dσϕ
σ

ν)
†i

+
1

8
q

(
ϕ†µνiϕi

µαϕ†αβjϕj
βµ

)]
, (3.5)

onde foram inclúıdos os campos de Yang-Mills. Se entretanto, escrevermos o campo

ϕi
µν em seus componentes (T i

µν , T̃
i
µν) eq.(3.1), bem como o termo que envolve a derivada

covariante, na ação invariante eq.(3.5), obtemos a expressão (1.65), que representa a gene-

ralização não-abeliana do modelo de Avdeev e Chizhov.

3.2.2 O modelo de Higgs não-abeliano

Considere a seguinte ação, descrita para o campo escalar complexo φi = φi
1 + iφi

2, no

modelo de Higgs não-abeliano

Sinv(φ) =
∫

d4x
(
−1

4
F a

µνF
aµν + (Dµφ)†i(Dµφ)i + V (φ)

)
, (3.6)

onde V (φ) representa o potencial de Higgs

V (φ) = −1

2
µ2φiφ†i +

λ

4
(φiφ†i)2 . (3.7)

A ação é invariante sob as seguintes transformações de gauge não-abelianas

δAa
µ = ∂µω

a + fabcAµω
c

δφi = iωa(λ)ijφj

δφ†i = −iωaφ†j(λa)ij, (3.8)

sendo a derivada covariante definida por

(Dµφ)i = ∂µφ
i − iAa

µ(λa)ijφj, (3.9)

onde

δ(Dµφ)i = iωa(λa)ij(Dµφ)j ,

δ(Dµφ)†i = −iωa(Dµφµν)
†j(λa)ji. (3.10)
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Devemos agora construir o acoplamento entre o campo auto-dual complexo ϕi
µν e o

campo escalar φi. Como no caso abeliano consideraremos somente as interações renor-

malizáveis por power-counting, invariantes de gauge e simétricas sob as transformações

discretas de paridade e conjugação de carga. Além disso os termos de interação devem

ser quadráticos em ϕi
µν já que estamos interessados em obter massa para o campo de

matéria. Isso faz com que a seguinte relação seja levada em conta ϕ†i
µνϕ

iµν = 0. Desta

forma o termo mais geral que podemos construir com ϕi
µν acoplado ao campo escalar

complexo φi, de modo a satisfazer as condições acima, tem a seguinte forma:

∫
d4x

(
aϕ†i

µνφ
iϕµν†jφj + c.c

)
, (3.11)

onde a é uma constante arbitrária e c.c está para o termo complexo conjugado, de modo

a tornar (3.11) real.

É importante destacarmos que, diferentemente do caso abeliano, que admitia quatro

tipos de acoplamentos, temos aqui apenas um termo posśıvel de acoplamento. Isso se

justifica pela fato das componentes do campos ϕi
µν e φi estarem organizadas na forma

de multipletos, devido a estrutura do espaço interno na representação do grupo não-

abeliano SU(N). Entretanto, veremos na próxima seção que este posśıvel acoplamento

não apresenta problemas quanto a escolha do vácuo, ao contrário do caso abeliano, onde

alguns estados de vácuo admitiam a presença de táquions no modelo, tornando algumas

interações fisicamente não aceitáveis.

A condição de invariância sob paridade não é afetada pela simetria interna do grupo

em questão de modo que a seguinte transformação para o termo quadrático ϕµνϕ
µν é

válida para o caso não-abeliano

ϕi
µνϕ

jµν → ϕ†i
µνϕ

†jµν . (3.12)

Além disso, para que todos os termos na eq.(3.11) sejam invariantes sob paridade a cons-

tante a deve ser real e o campo escalar complexo φ deve se transformar como:

φ → φ†. (3.13)

Isso faz com que os campos φi
1 → φi

1 e φi
2 → −φi

2, mostrando que os campos φi
2 sejam

pseudo-escalares.
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3.2.3 Geração de massa

Nesta seção analisaremos a geração de massa para o campo tensorial anti-simétrico

de matéria Tµν através da quebra espontânea de simetria, descrita no modelo de Higgs

para o caso não-abeliano. Primeiramente voltemos nossa atenção para os termos de

interação dados na eq.(3.11) com a simetria de paridade preservada. Como vimos em

(3.7) o potencial de Higgs é dado por:

V (φ) = −1

2
µ2φ†iφi +

λ

4
(φ†iφi)2.

O estado fundamental é obtido para os valores de φi que minimizam o potencial, ou seja,
∂V
∂φi = 0. Portanto o mı́nimo ocorre em

φi2
1 + φi2

2 = v2 ,

onde

v = ±(µ2/λ)
1/2

. (3.14)

Em teoria de campos o estado fundamental refere-se ao valor esperado dos campos no

vácuo. Assim para o campo escalar complexo, temos:

|〈0|φ|0〉|2 = v2. (3.15)

Além disso, a simetria de paridade admite o seguinte valor esperado para os campos φi
1 e

φi
2

〈0|φi
1|0〉 = vi

〈0|φi
2|0〉 = 0, (3.16)

onde o valor nulo para φi
2, ocorre por este ser um pseudo-escalar. Devido a esta condição,

podemos escrever o campo complexo φ redefinindo φi
1 na forma φi

1 = ρi
1 +vi, o que resulta

em:

φi = vi + ρi
1 + iφi

2 . (3.17)

Agora examinaremos o termo de interação eq.(3.11). Para isso consideraremos os

campos φi e ϕi escritos em termos de seus componentes reais. Após alguns cálculos

chegamos a seguinte expressão:

∫
d4x 4a

(
(viT i

µν)
2 + (ρiT i

µν)
2 − (φi

2T
i
µν)

2
)
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+
∫

d4x4a
(
2viT i

µνρ
jT µνj + 2viT i

µνφ
j
2T̃

µνj + 2ρiT i
µνφ

j
2T̃

µνj
)
, (3.18)

onde a convenção de soma sobre os ı́ndices repetidos i, j tem sido empregada. Vemos então,

que a expressão acima possui um termo quadrático em T i
µν , o que resulta no surgimento

de termos massivos do tipo 4a(vi)2(T i
µν)

2. Isso faz com que cada componente do campo

de matéria adquira massa (mi)2, isto é

(mi)2 = 4a(vi)2. (3.19)

Como o termo de massa possui dependência em (vi)2 não temos problema com a escolha

do vácuo. Para evitarmos táquions no modelo basta fazermos a > 0 e deste modo cada

componente do campo tensorial anti-simétrico de matéria adquire massa mi = 4|vi|√a.

Assim o modelo não-abeliano para o campo de matéria adquire pólo massivo livre da pre-

sença de táquions admitindo-se estados de vácuo compat́ıveis com a simetria de paridade.

3.2.4 Geração de termos topológicos

Agora examinaremos a situação em que a simetria de paridade é desprezada. Como

no caso abeliano consideraremos que a constante de acoplamento a no termo de interação

eq.(3.11), seja real. Com a simetria de paridade relaxada os campos φi
1 e φi

2 são suposta-

mente escalares. Isso faz com que o valor esperado do vácuo de φi
2 seja diferente de zero,

ou seja

〈0|φi
2|0〉 = vi

2

〈0|φi
1|0〉 = vi

1 . (3.20)

Desta forma o valor de φ que minimiza o potencial ocorre agora em:

(vi
1)

2 + (vi
2)

2 = µ2/λ . (3.21)

Isso por sua vez, acaba modificando o termo de interação eq.(3.11). Após alguns cálculos

chegamos a seguinte expressão

∫
d4x 4a

(
(vi

1T
i
µν)

2 + (φi
1T

i
µν)

2 − (vi
2T

i
µν)

2 − (φi
2T

i
µν)

2
)

+
∫

d4x4a
(
2vi

1T
i
µνφ

j
1T

µνj + 2vi
1T

i
µνφ

j
2T̃

µνj + 2vi
1T

i
µνv

j
2T̃

µνj
)

+
∫

d4x4a
(
2φi

1T
i
µνφ

j
2T̃

µνj + 2φi
1tµνv

j
2T̃

µνj
)
. (3.22)
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Além do termo de massa, obtemos também um termo topológico do tipo

∫
d4x 4avi

1v
j
2T

µνiT̃ j
µν , (3.23)

ele é topológico no sentido de ser independente da métrica, ou seja:

∫

M
TµνT̃

µν
√
|g| d4x = −1

2

∫

M
εµναβTµνTαβ d4x, (3.24)

onde M é uma variedade Lorentziana. Vale ressaltar que, com a simetria de paridade

relaxada, o modelo pode apresentar estados de táquions. Isso pode ser observado na

eq.(3.22) pelo surgimento de um termo adicional quadrático em T i
µν como conseqüência

dos estados de vácuo dos campos φi
2 agora serem não-nulos. Isso faz com que o termo de

massa para as componentes do campo de matéria sejam uma combinação dos estados de

vácuo vi
1 e vi

2, ou seja

(mi)2 = 4a((vi
1)

2 − (vi
2)

2). (3.25)

Portanto, a escolha dos posśıveis estados de vácuo é importante para uma interpretação

f́ısica do problema.

Vimos então que o mecanismo de Higgs é capaz de gerar massa para o campo tenso-

rial anti-simétrico de matéria no caso não-abeliano, sendo este descrito através da teoria

λϕ4, constrúıda com o campo tensorial anti-simétrico complexo, seguida de uma condição

auto-dual complexa, que impede por sua vez, a representação de um termo massivo para

o referido campo, válida também no caso não-abeliano (23). Podemos observar que o

mecanismo de Higgs não-abeliano, acompanhado da simetria de gauge na representação

do grupo SU(N), onde foram inclúıdos os campos de Yang-Mills e também da simetria

discreta de paridade, permitiu a construção de apenas um termo de acoplamento entre

o campo tensorial complexo e o escalar complexo, sendo este último com valor esperado

no vácuo não-nulo. Entretanto, esse acoplamento permitiu o surgimento de massa para

o campo tensorial de matéria livre da presença de táquions, pelo fato do parâmetro de

massa ser independente da escolha de um determinado estado de vácuo. Vale ressaltar

que o mecanismo de Higgs abeliano (26), utilizado para o campo de matéria, possibilitou

a construção de quatro termos de acoplamento compat́ıveis com as simetrias de gauge e

paridade, propostas no modelo. E, ao contrário do caso não-abeliano, algumas interações

apresentaram problemas quanto aos estados de vácuo, admitindo-se assim a existência de

táquions e desta forma, tiveram que ser exclúıdas por não representarem estados fisica-

mente aceitáveis. Além disso a obtenção de termos topológicos foi posśıvel quebrando-se

a simetria de paridade no modelo, acarretando numa redistribuição dos estados de vácuo
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para as componentes do campo escalar de Higgs. Isso por sua vez, modifica os termos de

interação (3.11) possibilitando assim o surgimento de um termo topológico para o campo

de matéria acompanhado também de um termo massivo. Entretanto alguns estados de

vácuo não são fisicamente permitidos por admitirem a presença de táquions. Vale res-

saltar que, para o caso abeliano, um mecanismo similar ocorre em três dimensões com

o acoplamento não-mı́nimo, onde o termo de Chern-Simons é gerado através da quebra

espontânea de simetria, por meio da derivada covariante (36),(37).

3.3 Geração de massa topológica

3.3.1 Ação para o campo de matéria

Agora analisaremos o mecanismo de geração de massa topológica para o campo ten-

sorial anti-simétrico de matéria Tµν para o caso não-abeliano, onde consideraremos o

modelo λϕ4 discutido anteriormente. Neste modelo introduzimos na ação não-abeliana

de Avdeev e Chizhov (1.65) um termo de acoplamento com um campo vetorial complexo

Bµ, incluindo-se um termo topológico. As componentes dos campos são organizadas em

multipletos na estrutura do grupo SU(N), cujos geradores são matrizes hermitianas n×n

unitárias com determinante unitário e traço nulo. O acoplamento preserva a simetria de

gauge existente no modelo onde foram inclúıdos os campos de Yang Mills.

Começaremos nossa análise considerando a seguinte ação:

S =
∫

d4x
[
−(DµBσ)†i(DµBσ)i − (Dµϕ

µν)†i(Dσϕσν)
i
]

+ m
∫

d4x
[
B†i

σ (Dµϕ
µσ)i + Bi

σ(Dµϕ
µσ)i

]
, (3.26)

onde m é um parâmetro de massa e Bi
µ, ϕi

µν são respectivamente, as componentes do

campo vetorial complexo e do campo tensorial anti-simétrico complexo na representação

do grupo não-abeliano

Bi
µ = B(1)i

µ + iB(2)i
µ ,

ϕi
µν = T i

µν + iT̃ i
µν . (3.27)
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A ação é invariante sob as seguintes transformações de gauge não-abelianas

δAa
µ = ∂µω

a + fabcAb
µω

c ,

δϕi
µν = iωa(λa)ijϕj

µν ,

δBi
µ = iωa(λa)ijBj

µ , (3.28)

e para a derivada covariante

(Dσϕµν)
i = ∂σϕ

i
µν − iAa

σ(λa)ijϕj
µν ,

(DµBν)
i = ∂µB

i
ν − iAa

µ(λa)ijBj
ν , (3.29)

temos

δ(Dσϕµν)
i = iωa(λa)ij(Dσϕµν)

j ,

δ(DµBν)
i = iωa(λa)ij(DµBν)

j. (3.30)

Escrevendo a ação (3.26) em termos das componentes dos campos, obtemos:

S ≈
∫

d4x
(
−∂µB

(1)i
σ ∂µB(1)iσ − ∂µB

(2)i
σ ∂µB(2)iσ

)
+ J (1)i

σ B(1)iσ + J (2)i
σ B(2)iσ

+
∫

d4x
(

1

2
∂σT

i
µν∂

σT iµν − 2∂µT i
µν∂σT

iσν
)

+
1

2
J i

µνT
iµν

+2m
∫

d4x
(
B(1)iσ∂µT i

µσ + B(2)iσ∂µT̃ i
µσ

)
, (3.31)

onde consideramos somente os termos bi-lineares e os termos envolvendo fontes externas.

Observe que o último termo, relacionado ao parâmetro de massa m, possui uma parte

topológica e uma não-topológica, constrúıdos com as componentes dos campos.

As equações do movimento para as componentes dos campos T i
µν e Bi

µ podem ser

facilmente calculadas pelo prinćıpio da ação mı́nima, (δS = 0), obtendo-se assim

∂2B(1)iσ + m∂µT
iµσ +

1

2
J (1)iσ = 0

∂2B(2)iσ + m∂µT̃
iµσ +

1

2
J (2)iσ = 0 (3.32)

∂2T iρσ − 2δρσ
µν∂

µ∂λT
iλν + mδρσ

µν∂
µB(1)iν + mερσµλ∂µB

(2)i
λ − 1

2
J iρσ = 0.
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3.3.2 Propagadores

Para o cálculo dos propagadores de Feynman, usaremos o gerador funcional das

funções de Green W , com a seguinte transformada de Legendre

W [T i
µν , B

(1,2)i
µ ] = Γ[J i

µν , J
(1,2)i
µ ] − 1

2

∫
dx′4J i

µν(x
′)T iµν(x′) −

∫
dx′4J (1,2)i

µ (x′)B(1,2)iµ(x′),

(3.33)

onde as amplitudes de transição vácuo-a-vácuo são definidas por:

〈
T i

µν(x) T j
ρσ(y)

〉
= −i

δ2Γ

δJ i
µν(x)δJ j

ρσ(y)

∣∣∣
J=0

〈
B(1,2)i

µ (x) T j
ρσ(y)

〉
= −i

δ2Γ

δJ
(1,2)i
µ (x)δJ j

ρσ(y)

∣∣∣
J=0

.

Agora, voltamos nossa atenção para as equações do movimento eq.(3.32), onde obte-

mos três expressões para a amplitude de transição vácuo-a-vácuo para as componentes

dos campos Bi
µ e T i

µν . Elas representam o propagador causal em dois pontos distintos do

espaço-tempo, ou seja, as funções de Green de dois pontos

〈
∂2B(1)iσ(x)T j

αβ(y)
〉

+ m
〈
∂µT

iµσ(x)T j
αβ(y)

〉
= 0, (3.34)

〈
∂2B(2)iσ(x)T j

αβ(y)
〉

+ m
〈
∂µT̃

iµσ(x)T j
αβ(y)

〉
= 0 (3.35)

2
〈
∂2T iρσ(x)T j

αβ(y)
〉
− 4δρσ

µν

〈
∂µ∂λT

iλν(x)T j
αβ(y)

〉
+ 2mδρσ

µν

〈
∂µB(1)iν(x)T j

αβ(y)
〉

+2mερσµλ
〈
∂µB

(2)i
λ (x)T j

αβ(y)
〉

+ i δ ρσ
αβ δ ijδ4 (x − y) = 0. (3.36)

Como estamos interessados em determinar o propagador para o campo de matéria

Tµν devemos portanto, eliminar nas expressões acima, os termos que envolvem os campos

B(1)i
µ e B(2)i

µ . Isso pode ser feito após algumas manipulações algébricas, obtendo-se assim

a seguinte expressão:

∂2(∂2 + m2)
〈
T iρσ(x)T j

αβ(y)
〉

= i δρσ
µνδ

λν
αβ∂µ∂λδ

ijδ4 (x − y) − i

2
∂2δρσ

αβδ ijδ4 (x − y) . (3.37)

Usando a representação de Fourier para a função delta de Dirac e para o propagador de

Feynman

δ4 (x − y) =
1

(4π)4

∫
d4k eik(x−y),

〈
T iρσ(x)T j

αβ(y)
〉

=
1

(4π)4

∫
d4k Gρσ ij

αβ (k) eik(x−y),
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obtemos a seguinte expressão para a função de Green

Gρσ ij
αβ (k) =

i

(k2 − m2)
Πρσ ij

αβ (k), (3.38)

com

Πρσ ij
αβ (k) =

1

2
δρσ
αβδ ij − 1

k2
δρσ
µνδ

λν
αβδ ijkµkλ.

Observe que o propagador causal para o campo tensorial anti-simétrico de matéria

adquiri pólo massivo como conseqüência do acoplamento entre Tµν e o campo vetorial Bµ,

com um parâmetro de massa incluindo-se um termo topológico. Se entretanto compa-

rarmos com o resultado obtido no caso abeliano, com simetria de gauge U(1), veremos

que a única diferença está no fato de que, para o caso não-abeliano os campos ϕµν e Bµν

são organizados em multipletos, admitindo-se portanto, n componentes. Isso pode ser

observado pelos ı́ndices i, j que especificam a representação do grupo não-abeliano SU(N).

Deste forma, o propagador causal para as componentes do campo tensorial de matéria

admite um delta de Kronecker δij como conseqüência da condição de ortogonalidade.

3.3.3 Construindo uma ação geral

Vamos agora construir uma ação mais geral com os campos Bµ e Tµν . Para isso,

introduziremos na ação eq.(3.26) mais um termo cinético do tipo a(DµB
µ)†i(DσB

σ)i, onde

a representa uma constante real a ser determinada e também um termo de massa para

Bµ. Verificaremos então como esses termos adicionais afetarão no cálculo do propagador

causal para o campo de matéria. A nova ação S assume a seguinte forma

S =
∫

d4x
[
− (DµBσ)†i (DµBσ)i + a (DµB

µ)†i (DσB
σ)i − (Dµϕ

µν)†i (Dσϕσν)
i
]

+
∫

d4x
[
m

(
B†i

ν (Dµϕ
µν)i + B†i

ν (Dµϕµν)
i
)

+ µ2B†i
σ Bσi

]
. (3.39)

Escrevendo a ação em termos das componentes dos campos e considerando somente os

termos bi-lineares mais fontes obtemos, após alguns cálculos, as seguintes equações do

movimento

∂2B(1)iσ − a∂µ∂
σB(1)iµ + µ2B(1)iσ + m∂µT

iµσ +
1

2
J (1)iσ = 0,

∂2B(2)i
σ − a∂µ∂

σB(2)iµ + µ2B(2)iµ + m∂µT̃
iµσ +

1

2
J (2)iσ = 0, (3.40)

∂2T iρσ − 2δρσ
µν∂

µ∂λT
iλν + mδρσ

µν∂
µB(1)iν + mερσµλ∂µB

(2)i
λ − 1

2
J iρσ = 0
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Observe que, como no caso abeliano, as duas primeiras equações acima adquiriram dois

novos termos comparadas com as equações (3.32). Entretanto a última equação perma-

neceu inalterada.

Para o cálculo dos propagadores das componentes dos campos Tµν e Bµ, usaremos

o gerador funcional das funções de Green W definidos em (3.33), juntamente com a

definição da amplitude de transição vácuo-à-vácuo para os campos. Isso nos dá, após

algumas manipulações algébricas, as seguintes expressões :

〈
T i

µν(x)T ρσ j(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Gρσ ij

µν (k)eik(x−y)d4k,

〈
B(1)i

µ (x)B(1)νj(y)
〉

=
〈
B(2)i

µ (x)B(2)νj(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Gν ij

µ (k)eik(x−y)d4k,

〈
B(1)i

µ (x)B(2)νj(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
G(12)ν ij

µ (k)eik(x−y)d4k, (3.41)

〈
B(1)i

µ (x)T ρσj(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Γ(1)ρσij

µ (k)eik(x−y)d4k,

〈
B(2)i

µ (x)T ρσj(y)
〉

=
1

(2π)4

∫
Γ(2)ρσij

µ (k)eik(x−y)d4k,

com

Gρσij
µν (k) =

i(k2 − µ2)

k2(k2 − µ2 − m2)
Πρσij

µν (k),

Gνij
µ (k) =

im2kσk
ρδσν

ρµδij

2k2(k2 − µ2 − m2)(k2 − µ2)
− iakµk

νδij

2((1 − a)k2 − µ2)(k2 − µ2)
− iδµνδij

2(k2 − µ2)
,

G(12)νij
µ =

im2kσk
ρδσν

ρµδij

2k2(k2 − µ2 − m2)(k2 − µ2)
, (3.42)

Γ(1)ρσij
µ (k) =

−mkνδρσ
µνδ

ij

2k2(k2 − m2 − µ2)
,

Γ(2)ρσij
µ (k) =

mkνǫρσ
µνδ

ij

2k2(k2 − m2 − µ2)
.

De acordo com as expressões acima, podemos concluir que a presença do termo

a(DµB
µ)†i(DσB

σ)i afeta somente a amplitude Gνij
µ (k). O propagador para as componen-

tes do campo tensorial de matéria tem um pólo massivo que não depende do parâmetro

a. Podemos observar, nas expressões acima a presença do termo δij onde os ı́ndices ij

especificam a representação do grupo não-abeliano SU(N).

Vimos então que o mecanismo de geração de massa para o campo tensorial anti-

simétrico de matéria, por meio de um termo topológico, pode ser generalizado para o caso
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não-abeliano de modo a preservar a simetria de gauge no modelo. Nesse mecanismo o

termo topológico é introduzido através de campo vetorial complexo acoplado ao campo

tensorial anti-simétrico complexo seguido de uma condição auto-dual complexa, também

válida para o caso não-abeliano. Esta condição é responsável por tornar o campo de

matéria não-massivo. Entretanto é o acoplamento com o campo vetorial que faz com que

o propagador para o campo tensorial anti-simétrico de matéria adquira pólo massivo.

O mecanismo de geração de massa não-abeliano para o campo tensorial anti-simétrico

de matéria traz consigo uma importante contribuição, do ponto de vista fenomenológico,

a cerca da possibilidade desses campos serem inclúıdos em interações no processo de

decaimento radioativo (24) bem como na possibilidade de interações tensoriais descritos

na teoria padrão eletrofraca (16) e também em interações tensoriais no modelo dos quarks

(17),(18). Essa teorias são descritas em termos de uma teoria de gauge não-abeliana na

representação do grupo SU(2), elas prevêem a existência de part́ıculas massivas como

mediadoras de suas interações. Desta forma, a geração de massa para o campo de matéria

torna-se um ingrediente importante na descrição de interações tensoriais nos processos

acima citados.
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4 O MAPEAMENTO ENTRE OS

CAMPOS TENSORIAL DE

MATÉRIA E KALB-RAMOND

4.1 Introdução

Vimos neste trabalho que muitas propriedades do campo tensorial anti-simétrico de

matéria tem sido discutidas e esclarecidas, dando uma importante contribuição na pos-

sibilidade de construção de uma teoria com campos tensoriais anti-simétricos, diferentes

de campos de gauge. Entretanto, podemos nos perguntar se existe alguma relação entre

o modelo de gauge abeliano constrúıdo com o campo tensorial anti-simétrico de matéria

Tµν e o modelo constrúıdo com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν . Esta

relação pode ser observada em termos da ação funcional constrúıda para cada campo,

com um termo de interação representando uma corrente conservada. Podemos verificar,

por exemplo, a possibilidade desses modelos de campo serem modelos duais. A dualidade

aqui refere-se a existência de duas descrições equivalentes de um modelo usando diferentes

campos. Um exemplo clássico é a dualidade escalar-tensor em 4 dimensões. O campo livre

de Klein-Gordon φ possui uma descrição equivalente em termos do campo livre tensorial

anti-simétrico de gauge Aµν . A relação entre os campos é descrita como uma transformada

de Legendre. Entretanto, sabemos que um sistema f́ısico pode ser representado por meio

de diferentes descrições matemáticas, ou seja, temos liberdade na escolha das variáveis

usadas para definir sua configuração. Uma manifestação extrema disso ocorre em alguns

modelos bi-dimensionais que podem ser descritos em termos de suas variáveis bosônicas

ou fermiônicas. A equivalência entre essas duas descrições é feita explicitamente através

de uma técnica não perturbativa denominada bosonização. A bosonização consiste no

mapeamento de uma teoria de campos fermiônica em uma teoria de campos bosônica

(28),(29). Esse mecanismo tem-se tornado muito útil, ao longo dos anos, no estudo de

sistemas fermiônicos bi-dimensionais em teoria quântica de campos, como também em
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f́ısica da matéria condensada (30),(31). A generalização das idéias de bosonização para o

estudo de sistemas fermiônicos em altas dimensões, com destaque em (2 + 1) dimensões,

tem sido objeto de intensas pesquisas. O conjunto desses esforços tem trazido alguns

resultados promissores e interessantes. A generalização das técnicas de bosonização pode

ser realizada seguindo dois diferentes métodos, isto é, o método canônico e o método

funcional.

O método canônico tem sido empregado na obtenção dos primeiros resultados para

bosonização de férmions livres não-massivos em (2 + 1) dimensões (28). Neste caso a

bosonização é realizada através da introdução de um campo vetorial de gauge Wµ. Uma

caracteŕıstica fundamental da bosonização é que a corrente fermiônica Jµ = ψ̄γµψ, do

grupo U(1), é mapeada em uma corrente topológica conservada jT
µ (28),(29), associada a

teoria bosônica, ou seja:

Jµ = ψ̄γµψ −→ jT
µ = ǫµνλ∂νAλ . (4.1)

Desta forma, a ação livre de Dirac

SF [ψ̄, ψ] =
∫

d3x ψ̄ (∂/ + m) ψ , (4.2)

é transformada em uma ação bosônica SB[A], invariante de gauge

SF [ψ̄, ψ] −→ SB[A] , (4.3)

cuja forma exata, depende da avaliação do determinante fermiônico em (2+1) dimensões.

De maneira geral, podemos dizer que SB consiste de uma ação de Chern-Simons (termo

principal), mais uma infinita série de termos dependentes da curvatura F̃µ = 1
2
ǫµνλ∂νAλ,

ou seja:

SB[A] = i
1

η
SCS[A] + R[F̃ ] , (4.4)

sendo SCS[A] a ação de Chern-Simons

SCS[A] =
1

2

∫
d3x ǫµνλAµ∂νAλ (4.5)

e R[F̃ ] contribuições de altas ordens na curvatura, incluindo termos não locais e não

quadráticos em F̃ .
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Enquanto o método canônico é usado para investigar o mapeamento entre os modelos

de campos fundamentais, fermiônicos e bosônicos, o método funcional (38),(39) é apro-

priado para estabelecer as bases gerais da bosonização em altas dimensões, das funções

de correlação, com a introdução de correntes fermiônicas do tipo Jµ = ψ̄γµψ, na presença

de interações.

Considere, por exemplo, o caso abeliano do modelo de férmions livres em (2 + 1)

dimensões. O gerador funcional das funções de correlação das correntes fermiônicas é

dado por:

Z[s] = e−Γ[s] =
∫

DψDψ̄e−SF−i
∫

d3xψ̄ 6sψ, (4.6)

onde

SF =
∫

d3xψ̄(6∂ + m)ψ, (4.7)

podendo ser mapeado em uma ação bosônica equivalente

Z[s] =
∫
DAµe

−SB [A]−i
∫

d3xsµǫµνρ∂νAρ , (4.8)

com sµ representando uma fonte externa, acoplada a corrente espinorial. Como a ação

bosonizada SB[A] é dada em termos do campo vetorial Aµ, podemos escrevê-la na seguinte

forma:

e−SB [A] =
∫

Dbµe
−Γ[b]+i

∫
d3xbµǫµνρ∂νAρ , (4.9)

onde

e−Γ[b] = det(6∂ + m + i 6 b). (4.10)

Vemos então, que a ação SB[A] é obtida através da transformada funcional de Fourier

do determinante fermiônico. Além disso, diferenciando o gerador funcional Z[s], com

relação a fonte externa sµ, para as funções de Green das correntes fermiônicas, teremos:

〈Jµ1 ...Jµn
〉(SF +I[J ]) = 〈jT

µ1
...jT

µn
〉(SB+I[jT ]) , (4.11)

sugerindo a seguinte regra de bosonização para a corrente
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Jµ = ψ̄γµψ ↔ εµνρ∂νAρ. (4.12)

Isso significa que as regras de bosonização para sistemas fermiônicos, cuja ação contém

um termo de interação I[Jµ], dependendo somente da corrente, podem ser generalizadas

para:

SF [ψ̄, ψ] + I[Jµ] ↔ SB[A] + I[ǫµνρ∂νAρ], (4.13)

onde SB[A] é a ação funcional que bosoniza a ação fermiônica livre SF [ψ̄, ψ]. Esta relação

pode ser interpretada como conseqüência da igualdade entre as funções de correlação das

correntes eq.(4.11), obtida da ação correspondente a cada descrição.

A generalização desta técnica, originalmente usada para bosonização de ações fermiôni-

cas, pode ser vista em (32), sendo utilizada para um modelo de teoria de campos arbitrária

em (2+1) dimensões. Neste trabalho é feito o mapeamento de um modelo tri-dimensional,

com uma carga abeliana conservada do grupo U(1), em uma teoria abeliana de gauge dual.

Podemos nos referir a este mapeamento como dualidade, como sugerem os próprios au-

tores (32), ao invés de bosonização, devido ao significado mais geral deste termo. Uma

caracteŕıstica importante deste mapeamento, é que a corrente de Noether Jµ correspon-

dente a simetria global do grupo U(1) está associada a uma corrente topológica jT
µ como

correspondente dual na teoria de gauge abeliana.

Jµ −→ jT
µ = ǫµνλ∂νAλ . (4.14)

A corrente topológica jT
µ torna-se então, identificada com F̃µ, uma corrente topológica

local, invariante de gauge e identicamente conservada que pode ser escrita em termos de

Aµ, na teoria dual, invariante de gauge. Além disso, a invariância da teoria bosonizada

deve está relacionada a renormalizabilidade das integrais funcionais que levam a teoria

dual.

A descrição de modelos de campos tri-dimensionais carregados, em termos de uma

teoria de gauge dual, traz consigo a possibilidade de estendermos esse mecanismo de

dualização para diversas dimensões, em particular em (3 + 1) dimensões. Vimos em três

dimensões, que a corrente topológica é constrúıda com o campo vetorial de gauge Aµ, na

ação dual Sdual(A). Desta forma, somos levados a pensar que, um modelo de teoria de

campos em quatro dimensões, com uma carga abeliana conservada, deve corresponder a

uma teoria de gauge dual, isto é, a corrente Jµ de U(1) deve ser mapeada em uma corrente

topológica jT
µ , constrúıda com um campo gauge.
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Jµ −→ jµ
T = ǫµνρσ∂νBρσ. (4.15)

Observe que o campo vetorial de gauge Aµ é substitúıdo pelo campo tensorial anti-

simétrico de gauge de segundo rank Bµν , como resultado da extensão da simetria de gauge

para campos tensoriais anti-simétricos. Sua curvatura é definida como :

Hµνρ = ∂[µBνρ], (4.16)

sendo anti-simetrizada nos três ı́ndices. Sabendo-se que ∂µ∂ν = ∂ν∂µ, podemos generalizar

a simetria de gauge do campo Aµ ao campo Bµν , tomando

δ(Bµν) = ∂µαν − ∂ναµ , (4.17)

onde αµ é um parâmetro vetorial local. A ação do campo Bµν renormalizável por power-

counting e invariante sob transformação de gauge eq.(4.17) é dada por (4):

SB =
∫

d4x
1

6
HµνρH

µνρ, (4.18)

que é a generalização do termo de Maxwell.

O nosso objetivo consiste portanto no mapeamento, em quatro dimensões, de uma

teoria de campos constrúıda com o campo de matéria Tµν com uma corrente conservada

U(1) em uma teoria de gauge dual, obtida com o campo tensorial anti-simétrico de gauge

Bµν com uma corrente topológica identicamente conservada. Para isso, utilizaremos o

modelo de gauge abeliano constrúıdo com o campo tensorial anti-simétrico de matéria

complexo ϕµν , descrito na teoria λϕ4 (23).

Uma importante caracteŕıstica do mapeamento com o campo de matéria é que este

preserva a simetria de paridade existente no modelo, pelo fato de que a corrente conser-

vada U(1) possui termos topológicos, sendo então mapeada em uma corrente topológica

identicamente conservada na teoria de gauge dual. Ao contrário do mapeamento em

(2 + 1) dimensões (32) onde podemos verificar a quebra da simetria de paridade. Além

disso o mapeamento com o campo de matéria é livre de anomalias do tipo axial, também

conhecidas como anomalias quirais. Este tipo de anomalia é encontrada no procedimento

de bosonização em (3 + 1) dimensões, devido a presença da matriz γ5, em nosso caso a

anomalia poderia ser verificada em virtude do termo topológico εµνρσ existente na corrente

conservada U(1) (33), entretanto tal anomalia não foi verificada.
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O mapeamento do campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν em uma teoria de

gauge dual pode ser capaz de esclarecer alguns aspectos sobre os graus de liberdade desse

campo. Isso pode ser feito através do estudo dinâmico de seu modelo dual, uma vez

que este modelo é constrúıdo com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν , e neste

caso, é a própria simetria de gauge que é responsável pelo cancelamento de seus graus de

liberdade não f́ısicos.

Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma : na seção 2 faremos uma breve descrição

sobre o procedimento de mapeamento dual (32) em (2 + 1) dimensões, destacando suas

caracteŕısticas fundamentais. Na seção 3 faremos um breve resumo das propriedades do

campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν , destacando-se a construção geométrica da

teoria denominada λϕ4 de um campo tensorial anti-simétrico complexo com uma corrente

conservada U(1). Na seção 4 apresentaremos os resultados obtidos com o mapeamento

dual do campo tensorial anti-simétrico de matéria em uma teoria de gauge, constrúıda com

o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν . Por fim apresentaremos nossas conclusões

e perspectivas.

4.2 O mapeamento dual

O procedimento de bosonização, originalmente desenvolvido para campos fermiônicos,

é generalizado para um modelo arbitrário de campo com uma carga abeliana global con-

servada, sendo representado por :

Z[sµ] =
∫

DAµ e−SB [A]−i
∫

d3xsµǫµνλ∂νAλ (4.19)

onde a ‘ação bosonizada’ SB[A] é definida por :

e−SB [A] = N
∫

Dbµ Z[bµ] ei
∫

d3xbµǫµνλ∂νAλ , (4.20)

Observe que a expressão (4.9) é um caso particular de (4.20), onde Z[sµ] é o determi-

nante fermiônico. Desta forma, podemos dizer que diferentes teorias de campos acopladas

a uma fonte externa sµ produzirão uma expressão idêntica, embora a representação de

Z[sµ] como uma integral funcional sobre o campo de matéria original seja, naturalmente,

diferente para cada modelo.

De maneira geral, considere um par de campos complexos φ, φ† (escalares, vetoriais,

espinoriais, . . . ), com carga U(1). Sua ação clássica é dada por:
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S[φ†, φ] =
∫

d3xL(φ†, φ; ∂φ†, ∂φ) , (4.21)

sendo invariante sob as seguintes transformações

φ → eiαφ , (4.22)

φ† → e−iαφ† ,

o que leva a conservação da corrente de Noether Jµ

∂µJµ = 0, (4.23)

satisfeita através das equações do movimento.

Desejamos agora, que a simetria de gauge seja válida na presença de uma fonte externa

sµ. De modo a satisfazer tal condição, o termo de interação com a fonte deve ser um inva-

riante de gauge. Entretanto, isso pode ser assegurado se trocarmos as derivadas normais

por derivadas covariantes com relação a fonte sµ, resultando na seguinte transformação

para os campos :

φ(x) → eiα(x)φ(x) , (4.24)

φ†(x) → e−iα(x)φ†(x) .

O gerador funcional Z[sµ] pode ser escrito como:

Z[sµ] =
∫

DφDφ†e−
∫

d3x(L[φ†,φ;(Dφ)†,Dφ] ) , (4.25)

onde Dµφ = (∂µ + isµ)φ, levando imediatamente a seguinte propriedade

Z[sµ] = Z[sµ + ∂µα] . (4.26)

Usando agora a relação

L
(
φ, φ†, (∂µ + isµ)φ, (∂µ − isµ)φ†

)
= (4.27)

L
(
φ, φ†, ∂µφ, ∂µφ

†
)

+ sµJ
µ ,

onde Jµ(φ, φ†) é a corrente de Noether associada a invariância global U(1), obtemos:
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Z[sµ] =
∫

DφDφ†e−
∫

d3x(L[φ†,φ;(∂φ)†,∂φ]+sµJµ ) . (4.28)

A eq.(4.28) pode então, ser interpretada da seguinte forma : acoplando-se uma cor-

rente Jµ de U(1) a uma fonte externa sµ, isto é equivalente a trocarmos as derivadas

espaciais ∂µ pelas derivadas covariantes (∂µ + isµ), em concordância com o prinćıpio do

acoplamento mı́nimo. Embora a relação (4.28) seja evidente para ações que são lineares

nas derivadas espaciais dos campos, como por exemplo em ações fermiônicas, ela pode

ser satisfeita para casos mais gerais. Isso pode ser observado através da introdução de

campos auxiliares na ação, afim de torná-la linear em suas derivadas.

Da invariância de gauge eq.(4.26), temos:

Z[sµ] =
∫

DφDφ†e−
∫

d3xL(φ,φ†;sµ+∂µα) , (4.29)

podendo ser escrito na forma

Z[sµ] =
∫

DφDφ†Dηµδ[εµνλ∂
νηλ]e−

∫
d3xL(φ,φ†;sµ+ηµ) ,

onde ηµ = ∂µα, o que resulta em

Z[sµ] =
∫

DφDφ†DηµDAµ (4.30)

exp
{
−

∫
d3x[L

(
φ, φ†, (∂µ + iηµ − isµ)φ, (∂µ − iηµ + isµ)φ†

)
+ i Aµǫ

µνρ∂νηρ]
}

.

Fazendo uma mudança de variáveis do tipo

ηµ → ηµ − sµ , (4.31)

observa-se que a fonte externa sµ se desacopla dos campos φ e φ†, chegando à seguinte

expressão:

Z[sµ] =
∫

DφDφ†DηµDAµ (4.32)

exp
{
−

∫
d3x[L

(
φ, φ†, (∂µ + iηµ)φ, (∂µ − iηµ)φ†

)
+ i Aµǫ

µνρ∂ν(ηρ − sρ)]
}

.

Introduzindo agora a ação efetiva, Seff(η) =
∫

d3xLeff(η), através da equação

e−Seff [ηµ] =
∫

DφDφ†e−
∫

d3xL(φ,φ†,(∂µ+iηµ)φ,(∂µ−iηµ)φ†) , (4.33)
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obtém-se:

Z[s] =
∫

DηµDAµe
−

∫
d3x(Leff(η) −i Aµǫµνρ∂νηρ+iAµǫµνρ∂νsρ) .

Finalmente, defini-se a chamada ação dual Sdual(A)

e−Sdual[Aµ] =
∫

Dηµe
−

∫
d3x(Leff (η) − iAµǫµνρ∂νηρ) , (4.34)

obtendo-se assim, a representação dual do gerador funcional Z[sµ], isto é

Z[sµ] =
∫

DAµe
−(Sdual[Aµ]+i

∫
d3xsµǫµνρ∂νAρ) . (4.35)

É importante ressaltar que o campo dual Aµ representa um verdadeiro campo de gauge,

onde a ação dual Sdual(A) possui simetria de gauge

Sdual[Aµ] = Sdual[Aµ + ∂µω] . (4.36)

A expressão (4.35) assegura a representação das funções de correlação em termos de

uma teoria de gauge em (2 + 1) dimensões. De acordo com a eq.(4.35), observa-se que

o termo de interação com a fonte externa sµ pode ser interpretado como uma corrente

topológica jT
µ e desta forma, podemos dizer que a corrente de Noether Jµ associada a

simetria U(1) é mapeada em uma corrente topológica dual

Jµ(φ, φ†) −→ jT
µ (A) = ǫµνρ∂νAρ . (4.37)

Da mesma forma, para a ação clássica tem-se:

S[φ] =
∫

d3xL
(
φ, φ†, ∂µφ, ∂µφ

†
)
−→ Sdual[Aµ] . (4.38)

As equações (4.37) e (4.38) representam o mapeamento dual e devem ser entendidas

com uma igualdade entre as funções de correlação, ou seja:

〈Jµ1(x1)Jµ2(x2) . . . Jµn
(xn)〉S[φ]

=
〈
jT
µ1

(x1)j
T
µ2

(x2) . . . jT
µn

(xn)
〉

Sdual[Aµ]
, (4.39)

obtidas pela diferenciação dos geradores funcionais (4.25) e (4.35) com relação a fonte

externa sµ. A equação (4.39) nos diz que as funções de Green das correntes de Noether

de U(1) tem uma representação dual em termos de uma corrente topológica, constrúıda

com um campo de gauge.
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A generalização das regras de bosonização para sistemas fermiônicos eq.(4.13), defini-

das como mapeamento dual (32), podem ser interpretadas da seguinte forma : uma teoria

de campos com simetria U(1), cuja ação S[φ], contenha um termo de interação I[Jµ],

dependendo somente da corrente, deve ser mapeada em uma ação de gauge dual Sdual(A)

com um termo de interação, associado a uma corrente topológica.

S[φ] + I[Jµ] ↔ Sdual[A] + I[εµνσ∂νAσ] . (4.40)

4.3 Campo tensorial anti-simétrico de matéria

Como vimos no caṕıtulo 1, o modelo de gauge abeliano para o campo tensorial anti-

simétrico de matéria Tµν pode ser representado como a componente real de um campo

tensorial anti-simétrico de segundo rank complexo ϕµν obedecendo a seguinte condição de

auto-dualidade complexa

ϕµν = iϕ̃µν , (4.41)

ϕ̃µν =
1

2
εµνρσϕ

ρσ, (4.42)

onde

ϕµν = Tµν + iT̃µν , (4.43)

válida no espaço-tempo de Minkowski. A ação S(ϕ, ϕ†), constrúıda com o campo tensorial

complexo, tem a seguinte forma:

S(ϕ, ϕ†) =
∫

d4x
(
∂µϕ

µν∂ρϕ†
ρν

)
. (4.44)

A ausência de um termo massivo do tipo m2ϕϕ†, na expressão acima, pode ser evidenciada

como uma conseqüência da condição auto-dual complexa. O modelo possui simetria U(1),

sendo invariante sob a seguinte transformação

ϕµν → eiαϕµν , (4.45)

ϕ†
µν → e−iαϕ†

µν .

Do prinćıpio da ação-mı́nima (δS) = 0, obtém-se as equações do movimento
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∂σ∂
[µϕσν] = 0

∂σ∂
[µϕσν]† = 0, (4.46)

sendo anti-simetrizada nos ı́ndices [µ, ν]. A corrente de Noether Jµ, para o campo de

matéria ϕµν , tem a seguinte forma:

Jµ = i(ϕµν∂ρϕ†
ρν − ϕµν†∂ρϕρν), (4.47)

podendo ser escrita nas componentes do campo

Jµ = 2(T µν∂ρT̃ρν − T̃ µν∂ρTρν), (4.48)

satisfazendo a seguinte lei de conservação

∂µJ
µ = 0, (4.49)

válida através das equações do movimento eq.(4.46).

O campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν pode ser representado por meio de

uma teoria do tipo λϕ4 de um campo carregado complexo ϕµν , satisfazendo uma condição

de auto-dualidade complexa, com uma corrente conservada do grupo U(1). É importante

ressaltar que a corrente conservada Jµ, quando representada em termos das componentes

do campo complexo, possui termos topológicos devido a presença do tensor auto-dual T̃µν .

O modelo pode ainda ser acoplado com campos de gauge através da derivada covariante

e também com férmions, reproduzindo deste modo a ação de Avdeev e Chizhov (19).

4.4 O mapeamento do campo de matéria

Considere a ação S(ϕ, ϕ†), para o campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν ,

descrita no modelo λϕ4:

S(ϕ, ϕ†) =
∫

d4x
(
∂µϕ

µν∂ρϕ†
ρν

)
, (4.50)

onde ϕ, ϕ† são campos tensoriais anti-simétricos complexos. Vale ressaltar, que o pro-

cedimento de mapeamento dual é adequado para ações que possuem termos lineares em
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suas derivadas, fazendo-se necessário pelo uso da relação (4.28). Isso pode ser satisfeito

introduzindo-se adequadamente campos auxiliares, reescrevendo a ação eq.(4.50) da se-

guinte forma :

S(ϕ, b) =
∫

d4x
(
b†µ∂ρϕ

ρµ + bµ∂ρϕ
ρµ† − bµb†µ

)
. (4.51)

A equivalência entre as expressões (4.50) e (4.51) é observada, eliminando-se os campos

auxiliares bµ e b†µ, através das equações do movimento, ou seja:

δS

δbµ
= ∂ρϕ†

ρµ − c†µ; (4.52)

δS

δb†µ
= ∂ρϕρµ − bµ.

Em componentes temos:

S(T, c, d) =
∫

d4x
(
2cµ∂ρT

ρµ + 2dµ∂ρT̃
ρµ − cµc

µ − dµd
µ
)
, (4.53)

onde foi usada a seguinte representação

bµ = cµ + idµ

ϕµν = Tµν + iT̃µν .

A corrente de Noether Jµ correspondente a invariância sob transformação de gauge

global do grupo U(1)

ϕµν → eiαϕµν , bµ → eiαbµ (4.54)

ϕ†
µν → e−iαϕ†

µν , b†µ → e−iαb†µ ,

tem a seguinte forma:

Jµ = i
(
bµϕ

µν − bµϕ
µν†

)
, (4.55)

que pode ser escrita em termos das componentes dos campos

Jµ = 2(dνT
µν − cνT̃

µν), (4.56)

satisfazendo a seguinte lei de conservação

∂µJ
µ = 0. (4.57)
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Agora consideraremos o gerador funcionalZ[s] das funções de correlação das correntes,

sendo definido por:

Z[sµ] = N
∫

DTµνDcµDdµe
−i(S(T,c,d) +

∫
d4xsµJµ), (4.58)

com sµJ
µ representando o acoplamento da fonte s com a corrente de Noether J de U(1).

Devido a linearidade da ação S(T, c, d), é valida a seguinte relação:

S(T, c, d) +
∫

d4xsµJ
µ = S(T, DT, c, d) (4.59)

onde DT representa a derivada covariante para o campo de matéria Tµν , obtida da seguinte

expressão:

Dµϕρσ = ∂µϕρσ + isµϕρσ, (4.60)

que em componentes reduz-se a

DµTρσ = ∂µTρσ − sµT̃ρσ,

DµT̃ρσ = ∂µT̃ρσ + sµTρσ. (4.61)

O gerador funcional Z[s] passa então, a ser representado da seguinte forma:

Z[sµ] = N
∫

DTµνDcµDdµe
−iS(T,DT,c,d). (4.62)

Isto equivale a efetuarmos uma transformação de gauge local em ϕµν

ϕ(x) → eiα(x)ϕ(x), (4.63)

ϕ†(x) → e−iα(x)ϕ†(x),

o que mostra que Z[s] é um invariante de gauge, isto é

Z[sµ] = Z[sµ + ∂µα]. (4.64)

Da invariância de gauge, temos:

Z[s] = N
∫

DTµνDcµDdµe
−iS[T,∂µT−(sµ+∂µα)T̃ ,c,d], (4.65)
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podendo ser escrito na forma

Z[sµ] = N
∫

DTµνDcµDdµDηµδ[f̃µν(η)]e−iS(T,c,d;sµ+ηµ), (4.66)

onde introduzimos a ‘delta funcional de Dirac’ através da integração sobre um campo

vetorial de gauge ηµ, de modo que ηµ = ∂µα é solução para f̃µν = εµνρσ∂
ρησ. Usando a

representação da transformada funcional de Fourier para a função delta

δ[f̃µν(η)] =
∫

DBµνe
−i

∫
d4xBµνεµνρσ∂ρησ , (4.67)

onde Bµν é o campo tensorial anti-simétrico de gauge (4). A expressão (4.66) reduz-se a

Z[sµ] = N
∫

DBµνDTµνDηµDcµDdµ e−iS(T,∂µT−(sµ+ηµ)T̃ ,c,d)e−i
∫

d4xBµνεµνρσ∂ρησ . (4.68)

Fazendo uma mudança de variável do tipo

ηµ → ηµ − sµ , (4.69)

a fonte externa sµ se desacopla do campo de matéria Tµν , ou seja:

Z[sµ] = N
∫

DBµνDTµνDηµDcµDdµe
−iS(T,∂µT−ηµT̃ ,c,d) e−i

∫
d4xBµνεµνρσ∂ρ(ησ−sσ). (4.70)

Introduzindo-se agora, a ação efetiva Seff(η) =
∫

d3xLeff(η) , através da equação

e−iSeff [ηµ] =
∫

DTµνDcµDdµe
−i

∫
d4xL(T,∂µT−ηµT̃ ,c,d), (4.71)

obtém-se:

Z[sµ] =
∫

DηµDBµνe
−i(Seff [ηµ]−εµνρσ∂ρησ+εµνρσ∂ρsσ). (4.72)

Finalmente, definimos a chamada ação dual Sdual(B)

e−iSdual[Bµν ] =
∫

Dηµe
−i

∫
d4x(Leff(η) − Bµνǫµνρσ∂ρησ) , (4.73)

obtendo-se assim, a representação dual do gerador funcional Z[sµ], ou seja:

Z[sµ] =
∫

DBµνe
−i(Sdual[Bµν ]+

∫
d4xsµǫµνρσ∂νBρσ) . (4.74)
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Vemos então, que o campo dual Bµν representa um verdadeiro campo de gauge e desta

forma, a ação dual Sdual(Bµν), descrita na eq.(4.73), possui simetria de gauge.

Sdual[Bµν ] = Sdual[Bµν + ∂µων ] . (4.75)

A expressão (4.74) assegura a representação das funções de correlação em termos de

uma teoria de gauge em (3+1) dimensões. Assim, o termo de interação com a fonte externa

sµ pode ser interpretado como uma corrente topológica jT
µ e deste modo, podemos afirmar

que a corrente de Noether Jµ, associada a simetria U(1), é mapeada em uma corrente

topológica dual identicamente conservada, isto é

Jµ(ϕ, ϕ†) −→ jT
µ (B) = ǫµνρσ∂νBρσ. (4.76)

Para a ação clássica tem-se:

S[φ] =
∫

d4xL
(
φ, φ†, ∂µφ, ∂µφ

†
)
−→ Sdual[Bµν ] . (4.77)

Além disso, é fácil ver que o mapeamento preserva a simetria de paridade existente no

modelo, uma vez que a corrente de Noether Jµ, escrita em componentes do campo de

matéria ϕµν , possui termos topológicos

Jµ = 2(∂ρT̃ρνT
µν − ∂ρTρνT̃

µν), (4.78)

o que leva a seguinte expressão:

Jµ(T, T̃ ) −→ jT
µ (B) = ǫµνρσ∂νBρσ, (4.79)

sendo invariante sob transformação de paridade. É importante mencionarmos que no

mapeamento dual, proposto inicialmente em (32), a simetria de paridade é quebrada.

Entretanto, espera-se que as simetrias existentes em um determinado modelo de campo

devam ser preservadas ao efetuar-se um mapeamento dual.

As equações (4.76) e (4.77) representam o mapeamento dual e devem ser entendidas

com uma igualdade entre as funções de correlação das correntes, ou seja:

〈Jµ1(x1)Jµ2(x2) . . . Jµn
(xn)〉S[ϕµν ]

=
〈
jT
µ1

(x1)j
T
µ2

(x2) . . . jT
µn

(xn)
〉

Sdual[Bµν ]
, (4.80)
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obtidas pela diferenciação dos geradores funcionais (4.62) e (4.74) com relação a fonte

externa sµ. A equação (4.80) nos diz que as funções de Green das correntes de Noether

de U(1) tem uma representação dual em termos de uma corrente topológica, constrúıda

com o campo tensorial anti-simétrico de gauge Bµν .

É importante destacar que o termo de interação, correspondente a ação dual eq.(4.74),

pode ser identificado com o termo topológico

∫
d4xsµǫ

µνρσ∂νBρσ =
1

2

∫
d4xǫµνρσBµνFρσ , (4.81)

denominado termo BF , muito utilizado na construção de teorias topológicas. De fato

este termo é responsável por uma grande classe de modelos topológicos do tipo Schwarz,

conhecidos na literatura como modelos BF (7). Estes modelos podem ser formulados em

um espaço de dimensão arbitrária, e representam também a generalização do modelo de

Chern-Simons para espaços-tempos de dimensões ı́mpares.

Outra caracteŕıstica importante apresentada no mapeamento entre o campo de matéria

e o campo de Kalb-Ramond é a ausência de anomalias, conhecidas como anomalias axiais.

A presença de anomalias do tipo axiais são encontradas em procedimentos de bosonização

em (3 + 1) dimensões (33), neste caso a corrente axial na teoria fermiônica é mapeada

em uma corrente topológica com um termo associado ao campo de Kalb-Ramond e outro

acoplado a uma fonte externa, sendo este último, o responsável pelo o surgimento de

anomalias.

jµ = 〈ψ̄γµψ〉 → JT
µ = −εµνρσ∂νAρσ (4.82)

j5µ = 〈ψ̄γ5γµψ〉 → JT
µ = −εµνρσ∂νBρσ − i

4π2
εµνρσsν∂ρsσ ,

onde

∂µjµ = 0

∂µj
5
µ = − i

4π2
εµνρσ∂µsν∂ρsσ

Vemos então, que a bosonização da corrente j5
µ reproduz a anomalia axial, devido a

presença da matriz γ5.

Em nosso caso, embora a corrente conservada U(1) para o campo de matéria pos-

sua termos topológicos, tal anomalia não é observada. A presença do termo topológico
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em nossa teoria é equivalente ao termo γ5, na teoria fermiônica. Essa relação pode ser

observada através da seguinte identidade, válida no espaço-tempo de Minkowski.

σ̃µν =
1

2
εµνρλσρλ = iγ5σµν . (4.83)

Além disso um dos requisitos importantes para que uma teoria seja renormalizável em

todas as ordens de h̄, é que a teoria seja livre de anomalias.
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CONCLUSÃO

Neste trabalho obtivemos dois resultados extremamente importantes para o campo

tensorial anti-simétrico de matéria, descrito através de um campo tensorial anti-simétrico

complexo, acompanhado de uma condição auto-dual complexa, válida no espaço-tempo

de Minkowski, numa teoria denominada λϕ4. O primeiro resultado refere-se à geração de

massa para o campo de matéria no caso não-abeliano. O segundo consiste no mapeamento

entre os campos de matéria e Kalb-Ramond no caso abeliano.

Primeiramente mostramos que o campo tensorial anti-simétrico de matéria adquiriu

massa através de dois mecanismos, o de Higss e o de geração de massa topológica. No me-

canismo de Higss podemos observar que a simetria de gauge não-abeliana acompanhada

da simetria discreta de paridade, permitiu a contrução de apenas um termo de interação

entre os campos tensorial complexo e escalar complexo, sendo este último com valor es-

perado no vácuo não-nulo. Entretanto, este único acoplamento permitiu o surgimento de

massa para o campo de matéria livre da presença de táquions, devido ao fato do parâmetro

de massa ser independente da escolha de um determinado estado de vácuo. Vale ressaltar

que o mecanismo de Higgs abeliano (26), utilizado para o campo de matéria, possibilitou

a construção de quatro termos de acoplamento, compat́ıveis com as simetrias de gauge e

paridade, propostas no modelo. E, ao contrário do caso não-abeliano, algumas interações

apresentaram problemas quanto aos estados de vácuo, admitindo-se assim a existência de

táquions, e desta forma, tiveram que ser exclúıdas por não representarem estados fisica-

mente aceitáveis. Além disso a obtenção de termos topológicos foi posśıvel quebrando-se

a simetria de paridade no modelo, acarretando numa redistribuição dos estados de vácuo

para as componentes do campo escalar de Higgs. Isso por sua vez, modificou os termos de

interação (3.11) possibilitando assim, no surgimento de um termo topológico para o campo

de matéria, acompanhado também de um termo massivo. Entretanto alguns estados de

vácuo tornaram-se fisicamente não aceitáveis, por admitirem a presença de táquions. A

geração de massa também foi observada acoplando-se o campo de matéria com um campo

vetorial complexo, com um parâmetro de massa incluindo-se um termo topológico. O

cálculo dos propagadores de Feynman para o campo de matéria apresentou pólo massivo.

Se entretanto compararmos com o resultado obtido no caso abeliano (27), com simetria de



78

gauge U(1), veremos que a única diferença está no fato de que, para o caso não-abeliano

os campos ϕµν e Bµν são organizados em multipletos, admitindo-se portanto, n compo-

nentes. Isso pode ser observado pelos ı́ndices i, j que especificam a representação do grupo

não-abeliano SU(N). Deste forma, o propagador causal para as componentes do campo

tensorial de matéria admite um delta de Kronecker δij como conseqüência da condição de

ortogonalidade.

O mecanismo de geração de massa não-abeliano para o campo tensorial anti-simétrico

de matéria traz consigo uma importante contribuição, do ponto de vista fenomenológico,

a cerca da possibilidade desses campos serem inclúıdos em interações no processo de

decaimento radioativo (24) bem como na possibilidade de interações tensoriais descritos

na teoria padrão eletrofraca (16) e também em interações tensoriais no modelo dos quarks

(17),(18). Essa teorias são descritas em termos de uma teoria de gauge não-abeliana na

representação do grupo SU(2), elas prevêem a existência de part́ıculas massivas como

mediadoras de suas interações. Desta forma, a geração de massa para o campo de matéria

torna-se um ingrediente importante na descrição de interações tensoriais nos processos

acima citados.

Na segunda parte do nosso trabalho mostramos que o campo tensorial anti-simétrico

de matéria Tµν pode ser mapeado no campo tensorial anti-simétrico de Kalb-Ramond Bµν ,

no mecanismo denominado mapeamento dual (32). Nesse caso mostramos que a ação,

descrita para o campo tensorial de matéria, com um termo de interação que representa o

acoplamento de uma fonte externa com a corrente conservada do grupo U(1), é mapeada

em uma ação de gauge dual, constrúıda com o campo tensorial anti-simétrico de gauge,

com um termo de interação que representa o acoplamento da fonte externa com uma

corrente topológica identicamente conservada.

Uma caracteŕıstica importante obtida no mapeamento é que ele preserva a simetria de

paridade existente na teoria original, onde mostramos que a corrente conservada para o

campo de matéria possui termos topológicos, sendo por sua vez, mapeada em uma corrente

topológica na teoria de gauge dual. Podendo ser comparado em (33), onde ocorre quebra

da simetria de paridade. Além disso é importante destacar que o termo de interação,

correspondente a ação dual eq(4.74), pode ser identificado com o termo topológico

∫
d4xsµǫ

µνρσ∂νBρσ =
1

2

∫
d4xǫµνρσBµνFρσ , (4.1)

denominado BF , muito utilizado na construção de teorias topológicas. De fato este termo

é responsável por uma grande classe de modelos topológicos do tipo Schwarz, conhecidos
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na literatura como modelos BF (7). Estes modelos podem ser formulados em um espaço de

dimensão arbitrária, e representam também a generalização do modelo de Chern-Simons

para espaços-tempos de dimensões ı́mpares.

Outra caracteŕıstica importante é que o mapeamento do campo de matéria não apre-

sentou anomalias, sendo conhecidas como anomalias axiais. As anomalias surgem no

procedimento de bosonização em quatro dimensões (33), devido a presença da matriz γ5

na corrente axial, da teoria fermiônica. Em nosso caso, embora a corrente conservada

U(1) para o campo de matéria possua termos topológicos, tal anomalia não é observada.

A presença de um termo topológico em nossa teoria é equivalente ao termo γ5, na teoria

fermiônica, podendo ser observada através da eq(4.83). Além disso, a ausência de ano-

malias é importante na construção de uma teoria renormalizável em todas as ordens de

grandeza de h̄.

O mapeamento do campo tensorial anti-simétrico de matéria Tµν em um campo tenso-

rial anti-simétrico de gauge Bµν traz uma importante contribuição na construção de uma

teoria de campos com o campo de matéria, diferentemente de uma teoria com campos

tensoriais de gauge. O mapeamento pode ser capaz de esclarecer as dúvidas existentes

quanto ao graus de liberdade para este tipo de campo, e também, como sabemos que o

campo de matéria tem sido inclúıdo em interações tensoriais em processos de decaimentos

radioativos (24), bem como na possibilidade de interações tensoriais descritos na teoria

padrão eletrofraca (16), é importante que os campos tensoriais de gauge possam ser in-

clúıdos em tais interações, tendo em vista que essas teorias são constrúıdas através de

uma simetria de gauge não-abeliana.



80

APÊNDICE A -- Algumas identidades úteis

Neste apêndice apresentamos as identidades e relações usadas no decorrer deste

trabalho, sendo que algumas demostrações serão omitidas por conveniência.

A.1 Notações e convenções

No espaço-tempo de Minkowski, usamos a métrica:

gµν = gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




(A.1)

As coordenadas contravariante e covariante têm as representações usuais xµ e xµ respec-

tivamente dadas por:

xµ = gµνxν , xµ = gµνx
ν (A.2)

A derivada com relação às coordenadas contravariante e covariante são simplificadamente

escritas como:

∂µ ≡ ∂

∂xµ
, ∂µ =

∂

∂xµ

(A.3)

Um vetor tridimensional é representado em negrito

A =
{
Ai, i = 1, 2, 3

}
, (A.4)

e um quadrivetor, da seguinte forma:

Aµ =
(
A0,A

)
, Aµ =

(
A0,−A

)
. (A.5)

O operador D’Alambertiano tem a seguinte notação:

∂2 = ∂µ∂
µ = ∂2

0 −∇2, (A.6)



81

e o operador quadri-momentum tem a forma

pµ = i∂µ =
(
i∂0,−i∇

)
(A.7)

No espaço-tempo de Minkowski o tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita é dado

por:

εµνρσ =





+1 se (µ, ν, ρ, σ) é uma permutação par de (0, 1, 2, 3)

−1 se é uma permutação ı́mpar

0 no caso contrário.

(A.8)

O tensor εµνρσ satisfaz as seguintes identidades:

εµνρσ = −εµνρσ

εµ1µ2µ3µ4εν1ν2ν3ν4 = − det
(
δµi
νj

)
, i, j = 0, 1, 2, 3 (A.9)

εαβµ1µ2εαβν1ν2 = −2
(
δµ1
ν1

δµ2
ν2

− δµ1
ν2

δµ2
ν1

)

A.2 Tensores anti-simétricos

Um tensor anti-simétrico covariante de rank-r num espaço D-dimensional é definido

como

Tµ1µ2...µr
= sng (P ) TP (µ1µ2...µr) {µj = 1, . . . D; j = 1, . . . r} , (A.10)

onde P é a permutação dos ı́ndices {µ1 . . . µr} e sng (P ) = −1, 1 se a permutação for

ı́mpar, par respectivamente. Desta definição segue que um tensor anti-simétrico de rank-

(D + 1) em um espaço D-dimensional é identicamente nulo. O tensor de Levi-Civita em

um espaço D-dimensional é um tensor anti-simétrico de rank-D onde ε1,2,...D = 1.

εµ1µ2...µD = g−1εµ1µ2...µD

εµ1µ2...µDεν1ν2...νD
= g−1 det

(
δµi
νj

)
, (i, j = 1, 2, . . . , D) (A.11)

εµ1...µk...µDεµ1...µk...µD
= g−1k! det

(
δµi
νj

)
, (i, j = k + 1, k + 2, . . . , D)

onde g = det (gµν) . O dual de um tensor anti-simétrico de rank-r é um tensor de rank-

(D − r) definido por:

T̃µ1µ2...µ(D−r)
=

√
|g|
r!

εµ1µ2...µ(D−r)
T ν1ν2....νr (A.12)

Um tensor anti-simétrico T é auto-dual se

T̃ = T (A.13)



82

Isto implica que apenas espaços de dimensões pares admite a auto-dualidade. Aplicando

a operação de dualidade duas vezes à um tensor anti-simétrico T teremos:

˜̃
T = (−1)r(D−r) sig (g) T, sig (g) =

|g|
g

(A.14)

Logo temos autodualidade se (−1)r2

sig (g) = 1.

Para variedades Riemannianas (sig (g) = 1) temos tensores autoduais de rank-r =

2, 4, . . . em D = 4, 8, . . . , e para variedades Lorentzianas (sig (g) = −1) , temos tensores

autoduais de rank-r = 1, 3, ... em D = 2, 6, ...

Um tensor é auto-dual complexo se T̃ = −iT, sendo i a unidade imaginária e T

um tensor anti-simétrico complexo. Desta definição resulta que temos a autodualidade

complexa se (−1)r2

sig (g) = −1. Logo temos tensores auto-duais complexos de rank

r = 2, 4, . . . em variedades Lorentzianas de dimensões D = 2, 6, . . . e de rank r = 1, 3, . . .

em variedades Riemannianas de dimensões D = 2, 6, . . . .

Segue algumas identidades úteis no espaço de Minkowski para tensores de segundo

rank anti-simétricos

B̃µνÃ
µν = −BµνA

µν

B̃µνÃνσ =
1

2
δµ
σBαβAαβ + AµνBνσ

∂ρÃ
ρµ∂σBσµ =

1

2
∂σAαβ∂σB̃αβ − ∂σAρµ∂

ρB̃σµ (A.15)

∂σ∂ρÃ
ρµBσµ =

1

2
∂2AαβB̃αβ − ∂σ∂

ρAρµB̃
σµ
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Abstract

The interaction between the complex antisymmetric tensor matter field and a scalar field is constructed. We analyze the Higgs mechanism and

show the generation of mass and topological terms by spontaneous symmetry breaking.
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Antisymmetric tensor matter (ATM) fields are new objects

of study in field theory from theoretical as phenomenological

point of view [1–6]. They naturally arises in conformal field

theory and conformal supergravity [7,8]. When an ATM field

is coupled to an Abelian gauge field, it gives an asymptotically

free ultraviolet behavior to the gauge coupling, i.e., the renor-

malization beta function becomes negative [9], and the model is

renormalizable in all order of perturbation theory [10]. Another

remarkable fact is that the model can be seen as a λϕ4 theory of

a complex antisymmetric tensor which obeys a complex self-

dual condition [11].

Some aspects of theories which involve ATM fields still

remain to be discussed and clarified. For instance, in Euclid-

ean space they describe three physical and three ghost degrees

of freedom [12]. The study of the classical dynamics in the

Minkowski space has been done by Avdeev and Chizhov [13]

where they have argued the Hamiltonian becomes positive-

definite if the solutions are restricted to that bounded at the time

infinity. In this case, only two degrees of freedom contribute to

the energy and momentum.

* Corresponding author.

E-mail address: renan@fisica.ufc.br (R.R. Landim).

As shown by Lemes et al. [11], another aspect of ATM fields

forbids the existence of a mass term to them, namely the com-

plex self-dual condition. Despite of this, in this Letter we an-

alyze the possibility to give mass to an ATM field through the

Higgs mechanism. As will be shown, a scalar field is coupled

to the ATM field and by requirement of parity it is described

as a doublet where one of its components is a pseudo-scalar.

On the other hand, neglecting the parity, a topological term to

the ATM field can also be generated by spontaneous symmetry

breaking.

Let us begin by introducing the notations and conventions

that will be used throughout this Letter. We use the metric

ηµν = diag(+,−,−,−), and the totally antisymmetric tensor

εµνρσ is normalized as ε0123 = 1. In Minkowski space–time,

we take the antisymmetric tensor matter field Tµν as real com-

ponent of a complex second rank tensor ϕµν which obeys the

complex self-dual condition [11], namely

(1)ϕµν = iϕ̃µν

where

(2)ϕµν = Tµν + iT̃µν, ϕ̃µν =
1

2
εµνρσ ϕρσ .

0370-2693/$ – see front matter  2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Thus the complex ATM field can be coupled to axial Abelian

gauge field and Dirac spinors in a more compact way than that

originally proposed by Avdeev and Chizhov [9],

Sinv =
∫

d4x

{

−
1

4g2
FµνF

µν + iψ̄γ µ ∂µψ + hψ̄γ5γ
µAµψ

−
(

∇µϕµν
)†(∇σ ϕσν

)

−
q

8

(

ϕ†µνϕναϕ†αβϕβµ

)

(3)+
1

2
yψ̄σµν

(

ϕ†µν + ϕµν
)

ψ

}

.

The above action is invariant under the following gauge trans-

formations,

δAµ = ∂µω, δψ = −ihωγ5ψ,

(4)δψ̄ = −ihωψ̄γ5, δϕµν = 2ihωϕµν .

Under parity (P) and charge conjugation (C):

(i) Parity P :

x → xp =
(

x0,−xi
)

, i = 1,2,3,

ψ → ψp = γ 0ψ,

A0 → A
p

0 = −A0, Ai → A
p
i = Ai,

(5)ϕ0i → ϕ
p

0i = −ϕ
†
0i, ϕij → ϕ

p

ij = ϕ
†
ij .

(ii) Charge conjugation C:

ψ → ψc = Cψ̄T , C = iγ 0γ 2,

Aµ → Ac
µ = Aµ,

(6)ϕµν → ϕc
µν = −ϕµν .

Now we construct the coupling between the complex self-dual

field ϕµν and the complex scalar field φ = φ1 + iφ2 restricting

ourselves to the power-counting renormalizable interactions,

gauge invariance, and the parity symmetry of the model de-

scribed in (4) and (5), respectively.

Since we are interested in mass generation, we take only

quadratic terms in ϕµν . However, from the self-dual con-

dition (1) and the properties of the Levi-Civita tensor in

Minkowski space–time we have ϕ∗
µνϕ

µν = 0, which implies

that the most general quadratic terms in ϕµν coupled to a com-

plex scalar φ and renormalizable by power-counting are the

form
∫

(

d4x aϕ∗µνϕ∗
µνφ + bϕµνϕµνφ + cϕ∗µνϕ∗

µνφφ

(7)+ dϕµν ϕµνφφ + c.c.
)

,

where c.c. stands for complex conjugate terms such that (7) be-

comes real with a, b, c, and d arbitrary constants. Notice that,

from the action given by Eq. (3), the self-dual tensor ϕµν has

canonical dimension equal to one. The value is the same for

a scalar field in four dimensions.

The requirement of gauge invariance has given us four dif-

ferent gauge transformations for the scalar field, with charges

±2h and ±4h. This implies that only one term of (7) can be

added to the Lagrangian (3).

Now turning back to the parity invariance of the interactions,

the quadratic term ϕµνϕ
µν is transformed under parity by

(8)ϕµνϕ
µν → ϕ∗

µνϕ
∗µν .

To make all the terms in (7) invariant under parity, a, b, c, and d

must be real and the complex scalar field φ must be transformed

as φ → φ∗. This implies that φ1 → φ1 and φ2 → −φ2, i.e., φ2

is a pseudo-scalar.

We are able now to analyze the spontaneous symmetry

breaking, first focusing our attention to the interaction term

given in (7) with the parity being preserved. The Higgs poten-

tial is

(9)V (φ) = −
1

2
µ2φ∗φ +

λ

4
(φ∗φ)2.

The minimum of (9) occurs at φ2
1 + φ2

2 = v2, where v =
(µ2/λ)1/2. In principle there exist infinity number of physical

equivalent minima. Let us emphasize here that in our case the

complex scalar field has a component which is not a scalar but

a pseudo-scalar. Under parity the φ2 component is transformed

as φ2 → −φ2. Consequently, the invariance of the model by

parity symmetry fixes its vacuum expected value to be zero,

i.e., 〈0|φ2|0〉 = 0. Instead of infinity number of physical equiv-

alent vacua we have only two possibilities: 〈0|φ2|0〉 = 0 and

〈0|φ1|0〉 = v or 〈0|φ2|0〉 = 0 and 〈0|φ1|0〉 = −v. According to

the charge of φ field and redefining the φ1 field as φ1 = φ′
1 ± v,

the interaction terms in (7) can be written in terms of Tµν as

(i) φ with charge +4h,

(10)

∫

d4x 4a
(

T µν T̃µνφ2 + T µνTµνφ
′
1 ± vT µνTµν

)

;

(ii) φ with charge −4h,

(11)

∫

d4x 4b
(

T µνTµνφ
′
1 ± vT µνTµν − T µν T̃µνφ2

)

;

(iii) φ with charge +2h,
∫

d4x 4c
((

φ′2
1 − φ2

2
)

T µνTµν + 2 ± vT µνTµνφ
′
1

+ v2T µνTµν

)

+
∫

d4x 4c
(

2 ± vT µν T̃µνφ2

(12)+ 2T µν T̃µνφ
′
1φ2

)

;

(iv) φ with charge −2h,
∫

d4x 4d
((

φ′2
1 − φ2

2
)

T µνTµν + 2 ± vT µνTµνφ
′
1

+ v2T µνTµν

)

−
∫

d4x 4d
(

2 ± vT µν T̃µνφ2

(13)+ 2T µν T̃µνφ
′
1φ2

)

.

Let us examine carefully each type of interactions above. For

a fixed value of the parameter a there is no way to avoid

tachyons because ±va is not always positive. The same occur

for interaction (ii). Then the first two types of interactions are

not physically acceptable. The interactions terms (iii) and (iv)

have the mass term dependent on v2 which is always positive.
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In order to avoid tachyons c or d must be positive depending

of the charge of φ. Consequently the ATM field acquire mass

m = 4|v|
√

c for φ with charge 2h and mass m = 4|v|
√

d for

φ with charge −2h. Each pole of ATM field is free of tachyon

since we have only two allowed vacua compatible with the par-

ity symmetry.

Let us now examine the case when the parity invariance of

the theory is relaxed. In this case φ1 and φ2 are suppose to be

scalars. To simplify the analysis, we consider a, b, c and d real

constants in (7). We have now that the vacuum expected value

of φ2 can be nonzero value, i.e., 〈0|φ2|0〉 = v2 and 〈0|φ1|0〉 =
v1, where v2

1 + v2
2 = µ2/λ. This modify all the terms (i)–(iv).

For instance, (i) reads

(14)

∫

d4x 4a
(

T µν T̃µνφ
′
2 + T µνTµνφ

′
1 + v1T

µνTµν + v2T
µν T̃µν

)

.

Besides a mass term, we also have a topological term given by

(15)

∫

d4x 4av2T
µν T̃µν .

This is topological in a sense of metric independence, i.e.,

(16)

∫

M

Tµν T̃
µν

√

|g|d4x = −
1

2

∫

M

εµναβTµνTαβ d4x,

where M is a Lorentzian manifold. A similar mechanism oc-

cur in three dimensions with nonminimal coupling, where the

Chern–Simons term is generated by spontaneous symmetry

breaking through the covariant derivative [14]. Note that with

the parity being relaxed the theory could presents tachyonic

states.

Our study of mass generation for ATM fields is motivated

by the interest in possible tensor interactions in weak decays.

This is connected with the experiments on π− → e−ν̃γ and

K+ → π0e+ν decays [1,2]. The experimentally obtained form

factors cannot be explained in the framework of the standard

electroweak theory. In Ref. [3] results of the experiment on

π− → e−ν̃γ decay were explained by introducing an addi-

tional tensor interaction in the Fermi Lagrangian.

Summarizing, in this Letter we have shown that the Higgs

mechanism gave mass to the ATM field even though complex

ATM field ϕµν cannot have such an explicit mass term. Through

the Higgs mechanism, the parity symmetry allows only two

possible physically acceptable types of interaction. Another

interesting result came from relaxing the obligation of parity

invariance of the complex scalar field. In this case, we could

obtain massive and topological terms by spontaneous symme-

try breaking (SSB). Differently of Ref. [12] where the topo-

logical Chern–Simons term generation occurred through gauge

covariant derivative, here by SSB it was possible to produce

a topological term when we coupled the complex ATM field

with a scalar field. Our work can be compared with [15] where

we propose a mechanism to generate mass to ATM field which

preserves the U(1) symmetry. By this mechanism, a topological

term is introduced via a complex vector field.
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