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Resumo
Nos últimos anos, numerosos avanços al
ançados nas té
ni
as de 
res
imento de ma-teriais deram origem à formação de várias heteroestruturas de semi
ondutores, onde sepodem 
on�nar elétrons e bura
os em uma ou mais direções, através de barreiras depoten
ial. Muitos pesquisadores re
entemente têm estudado estruturas de baixas dimen-sionalidades, tais 
omo pontos e �os quânti
os, devido à sua importân
ia em inúmerasapli
ações te
nológi
as em dispositivos opto-eletr�ni
os 
omo, por exemplo, LASERS,sensores biológi
os, diodos e transistores. Um exemplo interessante que é alvo de es-tudo nesse trabalho é a estrutura 
hamada anel quânti
o, uma estrutura de 
on�namentotridimensional obtida após um pro
esso de annealing no 
res
imento de pontos quânti
os.No estudo das propriedades opto-eletr�ni
os de anéis quânti
os, é de grande impor-tân
ia 
al
ular os níveis de energia dos portadores de 
arga e as funções de onda a �mde analisar os autoestados do sistema. Desse modo, resolvemos a equação de S
hrödingerindependente do tempo para elétrons 
on�nados em um anel quânti
o semi
ondutor napresença de um 
ampo magnéti
o, perpendi
ular ao plano do anel, utilizando a aproxi-mação da massa efetiva. Sob algumas aproximações, 
onsideramos que o 
on�namentodentro da região do anel é muito forte, tal que o problema é reduzido à variável angu-lar, onde a largura e altura 
ontribuem somente 
om termos 
onstantes para a energiatotal. Avaliamos numéri
a e analiti
amente o problema do anel na ausên
ia de qualquerforça externa, obtendo o Efeito Aharonov-Bohm, no qual o espe
tro de energia os
ilaperiodi
amente 
om a variação do 
ampo magnéti
o.Estudamos também os efeitos de poten
iais perturbativos no espe
tro de energia deanéis quânti
os. Primeiramente, 
onsideramos o 
aso de um poten
ial gerado pela apli
a-ção de um 
ampo elétri
o no plano do anel. En
ontramos soluções analíti
as e numéri
aspara o problema do anel 
om e sem um 
ampo magnéti
o axial. Mostramos que a pre-sença de 
ampo elétri
o ergue a degeneres
ên
ia angular dos estados de energia do elétron,suprimindo as os
ilações Aharonov-Bohm para os níveis mais baixos de energia. Investi-gamos também as in�uên
ias no espe
tro de energia devido à presença de uma ou maisimpurezas positivas lo
alizadas de maneira simétri
a e assimetri
amente ao longo do anel.Para N impurezas igualmente espaçadas, observamos as os
ilações Aharonov-Bohm paraos estados de menor energia e a formação de sub-bandas de energia 
ompostas por N es-tados, enquanto para sistemas assimétri
os o efeito não foi visto e os estados que formamas sub-bandas não mais se 
ruzam. De maneira análoga ao 
aso das impurezas, vimos quea presença de superredes de poços de poten
iais quadrados a
opla os estados de energia



8em sub-bandas, devido à simetria rota
ional do anel quânti
o. Analisamos também o
omportamento das �minibandas�, formadas pelos estados ligados da superrede, 
om rela-ção ao 
on�namento do poten
ial e 
omparamos o espe
tro de energia 
om a variação do
ampo magnéti
o para um e mais poços quadrados. Por �m, dis
utimos os efeitos no es-pe
tro de energia do ex
iton no anel quânti
o devido à presença de um 
ampo elétri
o e deuma impureza negativa. Mostramos que os estados de mais baixa energia do ex
iton nãoos
ilam quando 
onsideramos o poten
ial 
oulombiano de interação elétron-bura
o, masa presença de uma impureza em 
ertas lo
alizações ergue as os
ilações Aharonov-Bohm,que podem ser suprimidas pela adição do 
ampo elétri
o no plano do anel. Expomosassim o 
omportamento instável das os
ilações nas energias ex
it�ni
as na presença deperturbações.



Abstra
t
In re
ent years, the advan
es in the materials growth te
hniques lead to the formationof several semi
ondu
tor heterostru
tures, where ele
trons and holes 
an be 
on�ned inone or more dire
tions by potential barriers. Lately, many resear
hers have studied lowdimensional stru
tures su
h as quantum dots and quantum wires, due to their importan
eand untold te
hnologi
al appli
ations in opto-ele
troni
 devi
es su
h as LASERS, biolo-gi
al sensors, diode and transistors. An interesting example is the quantum ring, whi
his the subje
t of study in this work. This is a three-dimensional 
on�nement stru
tureobtained after an annealing pro
ess in quantum dots growth.In the study of opto-ele
troni
 properties of quantum rings it is quite importantto 
al
ulate the 
harge 
arriers energy levels and wave fun
tions in order to analyze theeigenstates of the system. Therefore, we solve the time-independent S
hrödinger equationfor ele
trons 
on�ned in semi
ondu
tor quantum rings in the presen
e of a magneti
 �eldperpendi
ular to the plane of the ring using the e�e
tive mass approximation. Under someapproximations, we 
onsider that the 
on�nement inside the quantum ring region is verystrong, so that the problem is redu
ed to the angular variable, where the width and theheight 
ontribute only with 
onstant terms to the total energy. We investigate numeri
allyand analyti
ally the problem of a ring in the absen
e of any external for
e, whi
h leadsto the Aharonov-Bohm e�e
t, where the energy spe
trum os
illates periodi
ally as themagneti
 �eld varies.We also study the e�e
ts of perturbative potentials on the energy spe
trum of quantumrings. Firstly, we 
onsider the 
ase of a potential due to an ele
tri
 �eld in the plane of thering. We �nd analyti
al and numeri
al solutions to the problem with and without an axialmagneti
 �eld. We show that the presen
e of an ele
tri
 �eld lifts the angular degenera
yof the ele
tron's energy state, suppressing the Aharonov-Bohm os
illations for the lowerenergy levels. We also investigate the in�uen
e on the energy spe
trum due to the presen
eof one or more positive impurities arranged symmetri
ally and asymmetri
ally along thering. For N impurities equally spa
ed, we observe Aharonov-Bohm os
illations for thelower energy states as well as the formation of subbands of energy, 
omposed by N states,while for asymmetri
 systems the e�e
t was not observed and the states that form thesubbands no longer 
ross. Similarly to the 
ase with impurities, we observe that thepresen
e of superlatti
es of square potential wells groups the energy states in subbandsdue to the rotational symmetry of the quantum ring. We also analyze the behavior of�minibands� formed by the bound states in the superlatti
e with respe
t to the 
on�nement



10potential and we 
ompare the energy spe
trum with the variation of the magneti
 �eldfor one or more square wells. Finally we dis
uss the e�e
ts in the ex
iton energy spe
trumdue to the presen
e of an ele
tri
 �eld and a negative impurity. We show that the lowerenergy states of the ex
iton do not os
illate when we 
onsider the Coulomb intera
tionpotential between the ele
tron and the hole, but the presen
e of an impurity in 
ertainpositions lifts the Aharonov-Bohm os
illations, whi
h 
an be further suppressed when anele
tri
 �el is added. So, we expose the instability of the Aharonov-Bohm os
illations ofthe ex
itoni
 energy against perturbations.
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) em um ponto quânti
o. . . . . . . . p. 5322 Con�namento das heteroestruturas em relação à dimensionalidade, deum material bulk-3D (a) até o ponto quânti
o-0D (d), passando por umpoço-1D (b) e um �o quânti
o-2D (
). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5623 Representação do movimento de um portador no plano do poço, apresen-tando um diagrama esquemáti
o das 
urvas de dispersão (kx,y) no plano
xy e estrutura das sub-bandas [19℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5724 Imagem de um ponto quânti
o InAs/GaAs, obtida por Mi
ros
opia deForça At�mi
a [17℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5725 (a), (b), (
) Imagens de Mi
ros
ópio de Força At�mi
a ilustrando a evo-lução de um anel quânti
o de InGaN [32℄. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 5826 Imagem de anéis quânti
os In(Ga)As obtida por Mi
ros
opia de ForçaAt�mi
a(AFM) [33℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58



Sumário 1727 Esquema de um experimento de dupla fenda na presença de um solenóidelongo (
ír
ulo 
inza), que gera um 
ampo magnéti
o ~B em seu interior.As linhas pontilhadas representam os 
aminhos pelos quais os elétronspassam, e as setas ao redor do solenóide representam a direção do po-ten
ial vetor, devido o 
ampo magnéti
o estar na direção perpendi
ularà folha, saíndo da mesma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6228 (a) Representação esquemáti
a de geração de ex
itons [19℄. (b) Níveisde energia dos ex
itons em uma estrutura de bandas simples 
om gapdireto, mostrando que os níveis ex
it�ni
os estão lo
alizados abaixo dabanda de 
ondução [13℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6429 (a) Absorção de fótons em semi
ondutores de gap direto, mostrando olimiar de energia ne
essária para que a
onteça a transição. (b) Transiçãoeletr�ni
a do topo da banda de valên
ia para dois mínimos da bandade 
ondução em semi
ondutores de gap indireto. A transição indiretaenvolve f�nons e tem energia Eg. A transição direta tem energia Eg +E ′[7℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6530 (a) Representação esquemáti
a mostrando os ex
itons de Frenkel e Wannier-Mott em uma estrutura 
ristalina [17, 63℄. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 6731 Representação de um anel quânti
o (a) bidimensional (plano xy) (b)tridimensional 
om altura Lz, formado por GaAs na região do anel. . . p. 7132 Representação esquemáti
a do poten
ial do anel quânti
o na direção de ρ. p. 7133 Representação esquemáti
a da função de Heaviside, também 
hamadade função degrau. Ela é uma função des
ontínua de valor zero paraargumento negativo, e 1 para argumento positivo. . . . . . . . . . . . . p. 7234 Espe
tro de energia sob a in�uên
ia do �uxo magnéti
o, veri�
ando oefeito Aharonov-Bohm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 8235 Variação unidimensional ao longo do eixo z 
om passo h entre dois pontosadja
entes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 8936 Espe
tro de energia de um anel quânti
o ideal sob in�uên
ia de um
ampo magnéti
o perpendi
ular ao plano do anel, onde se veri�
a o efeitoAharonov-Bohm, que foi 
al
ulado numeri
amente. . . . . . . . . . . . p. 94



Sumário 1837 Representação da direção do 
ampo elétri
o no plano do anel, ao longodo eixo x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9638 Grá�
o mostrando a forma do poten
ial elétri
o. . . . . . . . . . . . . . p. 9739 Representação da lo
alização da impureza ionizada (a) vista do topo doanel, e (b) vista em perspe
tiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10040 Representação da lo
alização das impurezas espaçadas de maneira aleató-ria. O parâmetro w é o peso da aleatoriedade, representado pelo ar
o emazul na �gura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10241 As lo
alizações das 
in
o impurezas 
om pesos w = 0, π/N, 2π/N , respe
-tivamente representadas pelos pontos pretos, vermelhos e azuis. O ar
oem azul delimita o intervalo máximo para o posi
ionamento da impurezaao se 
onsiderar o peso máximo 2π/N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10342 Variação do espe
tro de energia 
om a intensidade do 
ampo elétri
o, naausên
ia de 
ampo magnéti
o externo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10443 Módulo quadrado das funções de onda do elétron (Ψ∗Ψ = |Ψ|2) 
omofunção da 
oordenada angular θ, para os 
in
o primeiros estados, naausên
ia de 
ampo magnéti
o externo e 
onsiderando 
ampo elétri
o noplano do anel 
om diferentes intensidades. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10544 Variação do espe
tro de energia 
om as intensidades do 
ampo magné-ti
o e do 
ampo elétri
o em duas perspe
tivas diferentes para melhorvisualização da supressão do efeito Aharonov-Bohm. . . . . . . . . . . . p. 10645 Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quân-ti
o na presença de (a) uma e duas impurezas positivas (diametralmenteopostas), (b) três impurezas positivas lo
alizadas simétri
a e assimetri-
amente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10746 Poten
ias para três impurezas lo
alizadas simetri
amente (vermelho) eassimetri
amente (preto) ao longo do anel. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 10747 Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quân-ti
o na presença de três, quatro e 
in
o impurezas positivas igualmenteespaçadas, expli
itando (a) a formação das sub-bandas 
ompostas por Nestados e (b) os N + 1 primeiros estados. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 109



Sumário 1948 Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quân-ti
o na presença de três, quatro e 
in
o impurezas lo
alizadas aleatoria-mente 
om um peso �xo, dado por w = π/N , expli
itando (a) a formaçãodas sub-bandas 
ompostas por N estados e (b) os N +1 primeiros estados.p. 11049 Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o es-pe
tro de energia de um anel quânti
o na presença de três, quatro e
in
o impurezas lo
alizadas aleatoriamente 
om um peso �xo, dado por
w = π/N , obtido pela média de dez realizações distintas in
luindo o des-vio padrão, expli
itando (a) a separação da sub-banda 
om os su
essivosníveis de energia e (b) os N + 1 primeiros estados. . . . . . . . . . . . . p. 11250 Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o es-pe
tro de energia de um anel quânti
o na presença de três, quatro e
in
o impurezas lo
alizadas aleatoriamente 
om um peso �xo, dado por
w = 2π/N , obtido pela média de dez realizações distintas in
luindo odesvio padrão, expli
itando (a) a separação dos níveis sem formação desub-bandas e (b) os N + 1 primeiros estados. . . . . . . . . . . . . . . . p. 11351 Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o e do peso da alea-toriedade na lo
alização da impureza em um anel quânti
o na presençade três, quatro e 
in
o impurezas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 11452 Módulo quadrado das funções de onda do elétron (Ψ∗Ψ = |Ψ|2) 
omofunção da 
oordenada angular θ, para os dez primeiros estados, na pre-sença de três, quatro e 
in
o impurezas positivas lo
alizadas (a) simétri
ae (b) assimetri
amente, de maneira aleatória 
om peso da aleatoriedade
w = 2π/N , ao longo do anel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 11553 Poço de poten
ial de largura θW e profundidade V0 ao longo da direçãoangular do anel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 12154 (a) Esboço de duas superredes 
om N = 2 e N = 3 poços de poten-
iais quânti
os simples na direção angular do anel. (b) Poten
iais dassuperredes 
om N = 2 e N = 3 poços, para o 
aso em que V0 = 100ER. p. 12355 Os 
em primeiros números aleatórios gerados 
om as sementes inteiras-37, 0 e 23. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 12756 Superrede de poços de poten
ial 
om profundidades aleatórias, formadaassumindo θW = θB = θD/2 e θD = 2π/N . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 127



Sumário 2057 Variação das autoenergias 
omo função da profundidade do poço de po-ten
ial quadrado simples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 12858 Variação das energias 
om a largura angular do poço sem 
ampo mag-néti
o 
om uma profundidade do poten
ial �xa e de valor V0 = 10ER. . p. 13059 In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia do poço noanel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 13160 Relação de dispersão para (a) seis e (b) nove poços sem 
ampo magnéti
o
om θW = θB = π/N e V0 = 35ER. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 13361 (a) Relação de dispersão para dez poços sem 
ampo magnéti
o no es-quema de zona reduzida 
om θW = π/N e V0 = 35ER; (b) Banda ligadada relação de dispersão mostrada separadamente 
om os 
ír
ulos verme-lhos representando apenas os valores inteiros de k. . . . . . . . . . . . . p. 13362 Comportamento dos estados ligados 
om relação ao 
on�namento do po-ten
ial para (a) oito, (b) dez e (
) dezesseis poços 
om θW = π/10. A
urva 
entral 
om 
or vermelha representa a solução para um poço quân-ti
o simples 
om a mesma largura angular θW = π/10. . . . . . . . . . p. 13463 Comportamento dos estados de energia 
om relação à profundidade dopoten
ial para dezesseis poços, sendo o ponto de referên
ia para as ener-gias tomado no fundo dos poços. A 
urva 
entral em 
or azul representaa solução para um poço quânti
o simples 
om a mesma largura angular
θW = π/10. A linha pontilhada em 
or verde representa a solução para oanel quânti
o ideal E/ER = n2. A seta em 
or azul mostra a diminuiçãoda largura da minibanda quando V0 → ∞ para os N/2 + 1 estados. . . p. 13664 In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia de uma super-rede formada 
om (a) três, (b) quatro e (
) 
in
o poços 
om θW = π/Ne V0 = 35ER. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 13765 Variação dos estados ligados da superrede 
om o aumento das profun-didades dos poços de poten
iais para oito, dez e dezesseis poços, (a)
om profundidades iguais e (b) 
om profundidades aleatórias, sem 
ampomagnéti
o 
om θW = π/10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 139



Sumário 2166 Comportamento da média e do desvio padrão para dez realizações fei-tas das variação dos níveis de energia da superrede 
om o aumento dasprofundidades dos poços de poten
iais para (a) oito e (b) dez poços
om profundidades aleatórias na ausên
ia de 
ampo magnéti
o tomando
θW = π/10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 14067 Esboço dos poten
iais das superredes para (a) N = 3, (b) N = 4 e (
)
N = 5 poços 
om profundidades iguais (pontilhado em preto) e aleatórias(pontilhado em vermelho). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 14268 In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia para super-redes formadas 
om poços de poten
iais para três, quatro e 
in
o poços,(a) 
om profundidades iguais e (b) 
om profundidades aleatórias, 
om
θW = π/10 e V0 = −10 meV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 14369 Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
-tro de energia para superredes formadas 
om poços de poten
iais paratrês, quatro e 
in
o poços 
om profundidades aleatórias, 
om θW = π/10e V0 = −10 meV, obtido pela média de dez realizações distintas in-
luindo o desvio padrão, para (a) os 2N estados 
om as duas primeirassub-bandas e para apenas (b) os N primeiros estados. . . . . . . . . . . p. 14470 Representação esquemáti
a dos vetores posição do elétron ~re e do bura
o
~rh no plano do anel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 14671 Esboço da matriz pentadiagonal em blo
os proveniente do esquema dediferenças �nitas no modelo de massa efetiva em duas dimensões. Amatriz é toda nula, ex
eto nas diagonais representadas pelas linhas só-lidas e tra
ejadas, isto é, para as diagonais prin
ipais e suas diagonaisadja
entes dos blo
os de matrizes que formam as diagonal prin
ipal damatriz total, para os elementos ((j−1)Ne+1, jNe) e (jNe, (j−1)Ne+1)dos blo
os da diagonal prin
ipal, para as diagonais prin
ipais dos blo
osde matrizes adja
entes aos blo
os de matrizes que formam a diagonalprin
ipal da matriz total e para a diagonal prin
ipal nas duas matrizesinferior esquerda e superior direita. Cada blo
o 
onsiste de uma matrizquadrada (Ne × Ne), sendo Ne o número de pontos dis
retizados na 
o-ordenada θe. Existem (Nh ×Nh) blo
os na matriz de Heff(exc), onde Nhé o número de pontos dis
retizados na 
oordenada θh. Dessa forma, onúmero total de elementos na matriz Heff(exc) é Ne ×Ne ×Nh ×Nh. . p. 157



Sumário 2272 Função de onda proveniente do esquema de diferenças �nitas no modelode massa efetiva em duas dimensões. Ψ é representada por uma matriz
oluna 
omposta por Nh matrizes (1×Ne). . . . . . . . . . . . . . . . . p. 15873 Imagens de AFM 2D e 3D mostrando ambos pontos e anéis quânti
os.Temperatura de 
res
imento igual a 6800C. Os diâmetros externos dosanéis e pontos são de 550 − 580 e 230 − 340 nm 
om alturas 7 − 16 e
3− 10 nm, respe
tivamente [78℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 15874 Per�l esquemáti
o das superfí
ies interna e externa de um anel bidimen-sional 
om rugosidade [31℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 15975 Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o para um elétronno anel quânti
o 
om rugosidade formada pelo poten
ial de superrede Eq.(5.55) 
om 
em, duzentas e quinhentas 
amadas, tomando-se a larguraangular 
onstante e de valor igual à θW = 2π/NCAM , para as profundi-dades de (a) -10 meV, (b) -20 meV e (
) -30 meV. . . . . . . . . . . . . p. 16476 Per�s do poten
ial rugoso 
om 
em, duzentas e quinhentas 
amadas,formados tomando-se as larguras angulares de 
ada 
amada 
omo sendo
onstante e de valor igual à θW = 2π/NCAM . . . . . . . . . . . . . . . . p. 16577 Espe
tro de energia do ex
iton no anel quânti
o na ausên
ia de poten
ial
oulombiano de interação elétron-bura
o. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 16578 Espe
tro de energia em função do 
ampo magnéti
o na presença de po-ten
ial 
oulombiano atrativo, dado pela Eq. (5.42), tomando a = 50Åsem a presença de nenhum agente externo. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 16679 Poten
ial de interação ex
it�ni
o em meV na presença de uma impurezalo
alizada no ângulo π (a) sem e (b) 
om a presença de rugosidade,
om poten
ial rugoso Vrugoso dado pela Eq. (5.55) para a 
oordenada doelétron (θe) e do bura
o (θh), formado por um poten
ial aleatório 
om
ento e 
inquenta 
amadas e 
om valor máximo V0 de −5 meV. . . . . . p. 16680 Energia do estado fundamental em meV, eixo z, 
omo função do 
ampomagnéti
o e da altura da impureza, lo
alizada no ângulo π. . . . . . . . p. 167



Sumário 2381 Comportamento dos três primeiros estados do ex
iton 
omo função do
ampo magnéti
o para quatro valores de 
ampo elétri
o distintos (a) naausên
ia e (b) na presença de uma impureza negativa lo
alizada em θ = πe zimp = 45Å. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 16882 Espe
tro de energia do ex
iton 
omo função do 
ampo magnéti
o 
omuma impureza lo
alizada em θ = π e zimp = 45Å variando (a) o númerode 
amadas do poten
ial e (b) a amplitude da rugosidade, e na ausên
iade rugosidade, mostrado 
om os símbolos pretos. . . . . . . . . . . . . . p. 169
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Lista de Tabelas

1 Coordenadas dos pontos espe
iais da primeira zona de Brillouin. . . . . p. 382 Parte da tabela periódi
a que 
ontem alguns elementos 
apazes de formar
ompostos semi
ondutores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 473 Sistemas de dimensionalidade reduzida e seus respe
tivos números degraus de liberdade Dl e de direções de 
on�namento Dc . . . . . . . . . p. 554 Energia e natureza, direta (d) ou indireta (i), do gap de semi
ondutoresimportantes (à temperatura ambiente) [7℄. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 665 Energias de ligação de ex
itons Eb [13℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 67



25
Capítulo 1
Introdução

Neste 
apítulo faremos uma breve introdução, abordando de maneira bási
a 
on
eitosteóri
os fundamentais que serão de extrema importân
ia para o entendimento dos 
apí-tulos subsequentes. Ini
ialmente daremos uma visão do 
ontexto históri
o 
om ênfase naimportân
ia da nanote
nologia e suas apli
ações. Em seguida, dis
utiremos 
on
eitos físi-
os que 
ompõem a análise das propriedades de anéis quânti
os, 
omo a teoria das bandasde energia, a teoria da massa efetiva, as 
onsequên
ias da redução da dimensionalidade ea presença de ex
itons e impurezas em nanoestruturas.1.1 Um pou
o de história: dispositivos semi
ondutoresO mundo no sé
ulo XX experimentou grandes transformações e
on�mi
as e so
iaisdevido prin
ipalmente ao advento da eletr�ni
a e das te
nologias rela
ionadas a ela. Oiní
io do sé
ulo XX, notadamente durante os anos 1920, foi fundamental para tais trans-formações e desenvolvimento, pois houve um enorme progresso na físi
a teóri
a 
om oapare
imento da me
âni
a quânti
a, fundamentada por Bohr, de Broglie, Heisenberg,S
hrödinger e outros. Os subsequentes investimentos em pesquisa bási
a e apli
ada ga-rantiram os presentes avanços nas áreas 
ientí�
a e te
nológi
a, o que 
ulminou na 
riaçãodo ramo da te
nologia mais mar
ante do sé
ulo XX: a eletr�ni
a.O iní
io da história do desenvolvimento dos dispositivos eletr�ni
os ini
iou-se em 1874,quando Karl Ferdinand Braun (1850 - 1918) 
onstruiu um reti�
ador 
om um 
ristal deGalena, ou 
omo é 
omumente 
onhe
ido, sulfeto de 
humbo (PbS), soldado 
om um�o metáli
o, um diodo de ponta de 
ontato, observando que o �uxo de 
orrente totalera alterado, passando a depender da polarização da tensão apli
ada e das 
ondições da



1.1 Um pou
o de história: dispositivos semi
ondutores 26superfí
ie do material, tal que a 
ir
ulação da 
orrente através do 
ristal é menor em umdos sentidos. Desta forma des
obriu-se um 
aráter assimétri
o da 
ondução elétri
a entremetais e semi
ondutores [1℄.Lee De Forest, nos Estados Unidos, inventou em 1906 a válvula triodo, um dispositivoque tornou possível a ampli�
ação de sinais elétri
os através de três eletrodos 
ontidosem um tubo à vá
uo: o 
atodo, que emite elétrons quando aque
ido; o anodo, que re
ebeos elétrons; e a grade, situada entre o 
atodo e o anodo, que serve para 
ontrolar o �uxode elétrons e possibilitar a ampli�ção dos sinais. Existe também o diodo, que possuiapenas dois eletrodos, assim 
omo o pentodo, que possui 
in
o. O fun
ionamento dequalquer válvula é baseado no 
ontrole do movimento dos elétrons entre os eletrodos pormeio de um 
ampo elétri
o atuante sobre sua 
arga. A ampli�
ação dos sinais, dentreoutros aspe
tos importantes, possibilitou o surgimento do primeiro e muito importanteproduto da eletr�ni
a: o rádio. Nos Estados Unidos, foram anos de pesquisas, tentativase aprimoramentos até Lee De Forest instalar a primeira �estação-estúdio� de radiodifusão,em Nova Iorque, no ano de 1916, a
onte
endo então o primeiro programa de rádio de quese tem notí
ia [2, 3℄. Lee De Forest também foi o primeiro a transmitir músi
a de óperapelo rádio e o primeiro a transmitir programas humorísti
os. Mas foi a WestinghouseEletri
 Co. que teve a honra de promover a primeira difusora 
omer
ial do mundo, a bem
onhe
ida "K. D. K. A." de Pittsburgh. Ela 
omeçou a fun
ionar regularmente em 1920e a partir desse ponto na história, dia após dia, vem aumentando 
ada vez mais o númerode estações de rádio pelo mundo [4℄.Entretanto, a eletr�ni
a baseada em válvulas a vá
uo possuía 
ertas limitações, 
omo oelevado aque
imento, a vida 
urta, fabri
ação dispendiosa, eram grandes e frágeis, além devárias outras desvantagens té
ni
as. Estas desvantagens in
entivaram o iní
io de pesquisaspara o desenvolvimento de dispositivos baseados em 
ristais. Foi dessa forma que, a partirde 1940, o quími
o Russel Shoemaker Ohl (1898 - 1987), trabalhando na obtenção de silí
ioaltamente puri�
ado, 
onseguiu produzir bastões de silí
io 
om dopagem tipo p e n nasextremidades opostas, que 
onstitui o primeiro diodo de junção p-n.Apesar desses diodos primitivos terem uma grande importân
ia para posterior des
o-berta na eletr�ni
a, ainda existiam na épo
a alguns problemas que só foram 
ontornadosem 23 de dezembro de 1947 nos Laboratórios da Bell Telephone (Murray Hill, NJ, USA),quando os físi
os John Bardeen, Walter Brattaun e William Sho
kley, enquanto estuda-vam propriedades de 
ondução eletr�ni
a em semi
ondutores de silí
io e germânio parautilização 
omo detetores de radar, des
obriram e 
olo
aram em fun
ionamento o primeiro
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o de história: dispositivos semi
ondutores 27transistor, um transistor bipolar 
om o mostrado na Figura 1, um dispositivo de três ele-mentos que possibilitava o 
ontrole da 
orrente elétri
a no interior do semi
ondutor, quesubstituiria a válvula triodo. Tal des
oberta deu a eles o prêmio Nobel de Físi
a em 1956.

Figura 1: (a) Fotogra�a do primeiro transistor bipolar, 
onhe
ido 
omo transistor de ponto de
ontato, 
riado em dezembro de 1947 na Bell Labs. (b) Fotogra�a dos inventores do transistor:John Bardeen (à esquerda), William Sho
kley (ao 
entro) e Walter Brattain (à direita) divulgadana 
apa da revista Ele
troni
s em setembro de 1948 
om título Crystal Triode [5℄.As seguintes dé
adas mar
aram a eletr�ni
a 
om advento dos 
ir
uitos integrados(CI), 
ompostos por vários transistores reunidos em um úni
o 
ristal de silí
io, formandoum 
ir
uito eletr�ni
o 
ompleto, e 
om sua miniaturização, em que os CI's passavam apossuir elementos 
ada vez menores (≈ 10−6m), o que deu origem à mi
roeletr�ni
a. O
ir
uito integrado foi desenvolvido de forma independente na empresa Texas Instruments,por Ja
k Kilby, em 1958, e na empresa Fair
hild Semi
ondu
tors, por Jean Hoerni e Ro-bert Noy
e em 1959 (ver Figura 2). Na dé
ada de 1960, 
ontinuou-se de maneira 
ontínuaa diminuição das dimensões dos 
ir
uitos, tornando possível a 
riação dos mi
ropro
essa-dores, 
om os quais foi possível fabri
ar os mi
ro
omputadores que, 
om sua 
onsequenteevolução, modi�
aram o 
omportamento so
ial e 
ultural, tornando a eletr�ni
a uma dasprin
ipais 
ausas do desenvolvimento 
ientí�
o e te
nológi
o do sé
ulo XX.Além dos men
ionados a
ima, outros dispositivos foram desenvolvidos ao longo dessesanos, 
om apli
ações baseadas em propriedades ópti
as, magnéti
as, térmi
as, et
, demateriais sólidos. A des
oberta desses dispositivos só foi possível graças ao 
onhe
imentoa
umulado 
om as atividades de pesquisa em Físi
a do Estado Sólido, área da Físi
a queestuda propriedades e fen�menos que o
orrem em materiais sólidos. Com o progresso dasté
ni
as experimentais e teóri
as de investigação, esta área se estendeu a materiais mais
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Figura 2: (a) Fotogra�a de Ja
k S. Kilby, da empresa Texas Instruments (à esquerda), e RobertNoy
e, da empresa Fair
hild Semi
ondu
tor (à direita) [6℄. (b) Fotogra�a do primeiro 
ir
uitointegrado da história desenvolvido por Ja
k S. Kilby em 1958 [5℄.
omplexos, 
omo vidros, polímeros orgâni
os, ligas amorfas e in
lusive líquidos, de modoque esse ramo da Físi
a passou a ser 
onhe
ido 
omo Físi
a da Matéria Condensada.A área de Físi
a da Matéria Condensada fez inúmeras des
obertas, graças às vastaslinhas de pesquisa que surgiram e às grandes apli
ações em vários segmentos da 
iên
ia,
on
entrando mais de 40% dos físi
os em todo o mundo [7℄. A importân
ia dessa áreanão se deve apenas à sua apli
abilidade te
nológi
a, mas também, à enorme variedade defen�menos que deram origem a des
obertas fundamentais e ex
itantes, razão pela qual
er
a de 50% dos ganhadores do prêmio Nobel nos últimos 30 anos tenham sido dados afísi
os que trabalham neste 
ampo do 
onhe
imento, 
omo por exemplo: J. Bardeen, L. N.Cooper e J. R. S
hrie�er (1972 - teoria de super
ondutividade), L. Esaki, I. Giaever e B.Josephson (1973 - efeito de tunelamento em sólidos), P. Kaptisa (1978 - estudo em baixastemperaturas), N. Bloembergen , A. L. S
hawlow e K. M. Siegbahn (1981 - espe
tros
opia
om lasers e de fotoelétrons), K. von Klitzing (1985 - efeito Hall quânti
o), G. Binning,H. Rohrer e E. Ruska (1986 - invenção do mi
ros
ópio de tunelamento e do mi
ros
ópioeletr�ni
o), B. N. Bro
khouse e C. G. Shull (1994 - desenvolvimento de té
ni
as de es-palhamento de nêutrons para o estudo de materiais), R. B. Laughlin, H. L. Stormer eD. C. Tsui (1998 - des
oberta de �uido quânti
o 
om ex
itações de 
arga fra
ionária), Z.I. Alferov e H. Kroemer (2000 - desenvolvimento de heteroestruturas de semi
ondutores)entre outros. As des
obertas nesse ramo possibilitaram, por exemplo, o desenvolvimento



1.2 Estrutura de bandas 29dos transistores (FET1, MOSFET2 e CMOS3), diodos, LED's (diodos de emissão de Luz),dos 
ir
uitos integrados e inúmeros outros dispositivos que revolu
ionaram a eletr�ni
a,sendo utilizados em 
omputadores, 
elulares, 
âmeras digitais, aparelhos de DVD, CDplayers e outros extensivamente usados em muitas áreas da atividade humana [8℄.Neste 
ontexto, o estudo das estruturas de baixa dimensionalidade, 
omo poços, �os,pontos e anéis quânti
os, 
uja produção tem se tornado possível graças ao desenvolvimentodas té
ni
as de 
res
imento de materiais, tem atraído bastante atenção da 
omunidade
ientí�
a, já que grande parte dos dispositivos opto-eletr�ni
os atuais são 
ompostos poressas estruturas formadas por diferentes semi
ondutores. Faremos aqui um estudo de umadessas estruturas, o anel quânti
o. O 
onhe
imento das propriedades eletr�ni
as dessasestruturas é importante no ponto de vista da 
iên
ia, pois apresentam 
ara
terísti
aspe
uliares que não são observadas em sistemas ma
ros
ópi
os.1.2 Estrutura de bandas1.2.1 Análise qualitativaVamos primeiramente 
ompreender o efeito da presença de um grande número deátomos próximos, 
omo em um sólido, sobre os estados eletr�ni
os, fazendo em primeirainstân
ia uma simples expli
ação qualitativa. Esta análise 
onsiste em trazer um átomoisolado para próximo de outro, repetindo esse feito até termos um grande número de áto-mos para formar uma estrutura extensa4, analisando os níveis de energia e vendo 
omoestes são perturbados. Consideremos primeiramente o problema do átomo de um elétron,isto é, o problema de átomos isolados, bastante 
onhe
ido na literatura. Átomos isoladospossuem níveis de energia dis
retos (quantizados) para os estados eletr�ni
os, 
ara
teri-zados por orbitais at�mi
os designados por 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d et
. Já para o 
aso deum átomo de muitos elétrons, o estado fundamental é formado distribuindo-se os pares deelétrons de spins opostos nos níveis de menor energia possível, obede
endo ao Prin
ípiode Ex
lusão de Pauli. Os elétrons que o
upam as 
amadas mais externas são 
hamadoselétrons de valên
ia, sendo estes de grande importân
ia, pois parti
ipam das ligações entreátomos, além de serem fundamentais na determinação de muitas propriedades físi
as equími
as dos sólidos.1Do inglês Field E�e
t Transistor.2Do inglês Metal Oxide Semi
ondu
tor Field E�e
t Transistor.3Do inglês Complementary MOSFET.4Do inglês bulk.
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aso de dois átomos, quando estão ini
ialmente bem afastados, todos os níveis deenergia desse sistema têm uma dupla degeneres
ên
ia de tro
a, isto é, para o sistema total,a parte espa
ial da autofunção dos elétrons pode 
onter uma 
ombinação das autofunçõesespa
iais individuais dos átomos que seja simétri
a na tro
a de pares de 
oordenadaseletr�ni
as ou que seja anti-simétri
a em uma tro
a desse tipo, obede
endo o fato deque a autofunção total do sistema de elétrons seja anti-simétri
a. Porém, quando osátomos são aproximados, a degeneres
ên
ia de tro
a é removida, tal que um dado nívelde energia do sistema é desdobrado em dois níveis distintos, devido à superposição dasautofunções dos átomos individuais. A separação entre esses níveis se dá à medida quediminui a distân
ia entre os átomos. Se agora tomarmos três átomos isolados, teremosuma tripla degeneres
ên
ia de tro
a dos níveis de energia, e ao 
olo
armos os átomosjuntos em uma rede linear uniforme, 
ada um dos níveis se desdobrará em três níveisdistintos. De maneira análoga, quando 
onsiderarmos um sistema formado por N átomosde um mesmo tipo, 
ada nível de um desses átomos dará origem a um nível do sistema Nvezes degenerado, quando os átomos estiverem separados. Quando a separação diminuir,
ada um desses níveis se desdobrará em um 
onjunto de N níveis. Podemos veri�
ar esse
omportamento do desdobramento dos níveis quando aproximamos os átomos na Figura3. Assim, no 
aso do sólido, que apresenta grande número de átomos próximos uns dosoutros (
er
a de 1022/
m3, ou equivalentemente 1023átomos/mol), tal que os elétrons de
ada átomo estão sujeitos às interações 
om os átomos vizinhos, veremos que os níveisde 
ada 
onjunto em um sólido estão de tal forma próximos que podemos assumir que
onstituem prati
amente uma banda 
ontínua de energia, 
omo pode ser visto na Figura3. Vemos na Figura 3 que, ao aproximarmos dois átomos, seus níveis são levemente per-turbados, mas quando repetimos isto várias vezes até obtermos um grande número deátomos, teremos um grande número de níveis próximos um dos outros, formando faixasquase 
ontínuas de energia permitidas, isto é, as bandas de energia, que são separadaspor faixas de energias proibidas, 
hamadas de gaps, 
omo ilustrado na Figura 4. Tam-bém podemos observar que os níveis de energia mais baixos são menos atingidos pelodesdobramento. A razão disso é que os elétrons dos níveis mais baixos são elétrons das
amadas mais internas dos átomos, que por sua vez são pou
o in�uen
iados pela presençados átomos vizinhos. Por outro lado, os elétrons de valên
ia são totalmente delo
alizadospara valores pequenos da separação entre os 
entros dos átomos a.
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Figura 3: (a) Esquema de níveis de energia para dois átomos isolados. (b) Esquema de níveisde energia para os mesmos dois átomos em uma molé
ula diat�mi
a. (
) Esquema de níveis deenergia para quatro átomos do mesmo tipo em um 
ristal rudimentar unidimensional. Observeque o nível mais baixo não é desdobrado apre
iavelmente porque as autofunções at�mi
as paraesse nível não se superpõem de forma signi�
ativa [9℄.
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Figura 4: Formação de bandas de energia devido à aproximação para N átomos de sódio, 
uja
on�guração eletr�ni
a é (1s2)(2s2)(2p6)(3s), mostrando expli
itamente o gap entre elas [7℄.Algumas observações importantes podem ser feitas a respeito da Figura 4, 
omo porexemplo: o desdobramento dos níveis de energia 
omeça quando a separação entre os
entros dos átomos a torna-se pequena, de tal maneira que as autofunções dos átomos
omeçam a se superpor; para uma distân
ia in�nita, os níveis de energia de estadosequivalentes 
oin
idem e são iguais aos de um átomo isolado; os níveis desdobrados sãoespalhados em torno dos estados de um átomo isolado; a diferença de energia entre osníveis mais baixo e mais alto de um 
onjunto parti
ular depende da separação a, poisessa separação espe
i�
a a intensidade da superposição que provo
a o desdobramento, enão depende signi�
ativamente do número de átomos do sistema, se for mantida a mesmadistân
ia a, tal que, se aumentarmos o número de átomos ao sistema, aumentará apenas onúmero de subníveis 
ontido no mesmo 
onjunto desdobrado, 
obrindo o mesmo intervalode energia; o número de subníveis em um mesmo 
onjunto desdobrado é igual a 2(2l+1)N ,sendo l o número quânti
o orbital.1.2.2 O teorema de Blo
hO 
ál
ulo dos estados eletr�ni
os e das energias em um sólido não é tão trivial quanto ode um átomo isolado, por ser em prin
ípio um problema de muitos elétrons, que deveria sersolu
ionado utilizando teorias de muitos 
orpos [10℄, já que o Hamiltoniano 
ompleto dosólido 
ontém não apenas os poten
iais devido às interações dos elétrons 
om os nú
leosat�mi
os, mas também poten
iais de par das interações elétron-elétron. Devido a tal
omplexidade, assumiremos algumas aproximações ao problema. A primeira 
onsideração
onsiste em supor que os nú
leos dos átomos que 
ompõem o 
ristal são �xos e 
om
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onhe
idas na rede 
ristalina. Essa 
onsideração é 
hamada de aproximaçãoadiabáti
a. Outra aproximação 
onsiste em 
onsiderar que o problema envolve apenasum só elétron (modelo de um elétron), e que todos os outros elétrons são 
onsideradosparte integrante dos íons que 
riam um poten
ial periódi
o, 
omo ilustrado na Figura5. Uma ter
eira 
onsideração 
onsiste em uma idealização de um 
ristal ideal �
tí
io,exigindo que a rede 
ristalina seja perfeitamente pura sem apresentar impurezas nemdeformações, e que qualquer efeito das imperfeições seja tratado 
omo perturbação. Tais
onsiderações levam a um poten
ial V (r) 
om a periodi
idade da rede 
ristalina, ou seja,
V (r+R) = V (r), (1.1)para todos os vetores R da rede de Bravais5.

Figura 5: Poten
ial periódi
o 
ristalino representado gra�
amente ao longo de uma linha deíons e ao longo de uma linha no meio de um plano de íons. Os 
ír
ulos fe
hados são os sítiosde íons de equilíbrio; as 
urvas sólidas forne
em o poten
ial ao longo da linha de íons; as 
urvaspontilhadas, o poten
ial ao longo de uma linha entre planos de íons; e as 
urvas tra
ejadas, opoten
ial de íons individuais isolados [11℄.Considerando o poten
ial periódi
o, 
omo mostrado na Figura 5, e as aproximaçõesque reduziram o problema a um modelo de um elétron, somos levados a resolver a equaçãode S
hrödinger para um úni
o elétron
H(r)ψ(r) = (− ~2

2me
∇2 + V (r))ψ(r) = Eψ(r), (1.2)5Uma rede de Bravais é um 
onjunto in�nito de pontos dis
retos 
om arranjo e orientação que pare
emexatamente os mesmos, de qualquer um dos pontos de onde o arranjo seja visualizado. Uma rede deBravais tridimensional é 
onstituída por todos os pontos 
om vetores de posiçãoR que podem ser es
ritosna forma R = n1a1 +n2a2 + n3a3, onde os ai, 
om i = 1, 2 e 3, são 
hamados de vetores primitivos [11℄.
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endo a relação de periodi
idade da rede dada pela Eq. (1.1).Os elétrons independentes que obede
em individualmente à equação de S
hrödinger
om poten
ial periódi
o são 
hamados de elétrons de Blo
h, sendo os autoestados daequação de S
hrödinger 
onhe
idos 
omo estados de Blo
h. Estes estados possuem umapropriedade muito importante dada pelo Teorema de Blo
h, que diz que os autoestados
ψ do Hamiltoniano de um elétron na Eq. (1.2), para um poten
ial periódi
o 
omo o daEq. (1.1), podem ser es
ritos na forma de uma onda plana multipli
ada por uma função
om a periodi
idade da rede:

ψnk(r) = eik·runk(r), (1.3)onde unk(r) é tal que
unk(r+R) = unk(r). (1.4)Podemos observar que as Eqs. (1.3) e (1.4) impli
am que

ψnk(r+R) = eik·Rψnk(r). (1.5)Expressando o Teorema de Blo
h em uma forma alternativa, podemos substituir asEqs. (1.3) e (1.4), pela Eq. (1.5), em que os autoestados do Hamiltoniano podem seres
olhidos de modo que, asso
iado a 
ada ψ, esteja um vetor de onda k de tal forma que
ψ(r+R) = eik·Rψ(r). (1.6)Este é pre
isamente o Teorema de Blo
h. A prova desse teorema pode ser en
ontradana página 144 da referên
ia [11℄.1.2.3 Condições de 
ontorno de Born-Von KarmanImpondo 
ondições de 
ontorno apropriadas sobre os estados de Blo
h, podemos de-monstrar que o vetor k deve ser real e assumir apenas valores restritos. Como estamos
onsiderando que a estrutura é grande em relação ao parâmetro de rede, isto é, que asdimensões do material bulk são bem maiores que o parâmetro de rede do 
ristal, suas pro-priedades não devem depender das 
ondições de 
ontorno es
olhidas, o que nos permitees
olhê-las da maneira mais 
onveniente possível.Optamos por as 
onhe
idas 
ondições de 
ontorno de Born-Von Karman, que exigemque os autoestados satisfaçam as 
ondições de 
ontorno periódi
as nas bordas do 
ristal,
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ψ(r+Niai) = ψ(r), para i = 1, 2 e 3, (1.7)onde a1, a2 e a3 são os vetores que geram uma 
élula primitiva do 
ristal e as dimensões

N1|a1|, N2|a2| e N3|a3|, onde N1, N2 e N3 são inteiros positivos, representam o número de
élulas Ni que o 
ristal possui na direção ai, 
omo ilustrado na Figura 6 para um 
ristalparalelepípedo [11℄.

Figura 6: Cristal �nito em forma de paralelepípedo 
om 4 
élulas na direção de 
ada vetor que
ompõe a 
élula unitária.Com a 
ondição de 
ontorno de Born-Von Karman, vemos que o problema torna-seo de um 
ristal in�nito, em que podemos utilizar o teorema de Blo
h para solu
ioná-lo.Apli
ando as 
ondições de 
ontorno (1.7) aos estados de Blo
h e utilizando a Eq. (1.5)temos que:
ψnk(r+Niai) = eiNik·aiψnk(r) = ψnk(r), para i = 1, 2 e 3, (1.8)que requer que

eiNik·ai = 1, para i = 1, 2 e 3. (1.9)Es
revendo o vetor k 
omo k = k1b1 + k2b2 + k3b3, onde os vetores bi 
onstituem a
élula unitária do espaço re
ípro
o que satisfazem as relações ai · bj = 2πδij, para todo
i = 1, 2 e 3, obtemos que

e2πiNiki = 1, para i = 1, 2 e 3. (1.10)Consequentemente,
ki =

mi

Ni
, onde mi é um inteiro. (1.11)Portanto, a forma geral para os vetores de onda k permitidos nos estados de Blo
h ék =

3
∑

i=1

mi

Ni
bi (1.12)



1.2 Estrutura de bandas 36tal que o número de vetores de onda permitidos k em uma 
élula unitária do espaçore
ípro
o, 
omo mi = 0, 1, 2, ..., Ni − 1, é igual ao número total de 
élulas do 
ristal, istoé, igual a N = N1N2N3. Da Eq. (1.12) vemos que os vetores k são reais e dis
retos.O vetor k é 
hamado de momento 
ristalino e interpretado 
omo um número quânti
o
ara
terísti
o asso
iado à simetria transla
ional dis
reta de um poten
ial periódi
o [11℄.1.2.4 Formação das bandas de energia: os números n do teoremade Blo
hAté agora não �zemos nenhum 
omentário a respeito do índi
e n que apare
e noteorema de Blo
h, apenas do número quânti
o k, 
omo dissemos anteriormente, asso
iadoà simetria de translação dis
reta do Hamiltoniano. O índi
e n está rela
ionado aos váriosestados possíveis para um dado k, soluções da equação de S
hrödinger. Analisemos issomais 
laramente, pro
urando por todas as soluções da equação de S
hrödinger (1.2) quetêm a forma de Blo
h ψ(r) = eik·ru(r), onde k é �xo e u tem a periodi
idade da redede Bravais, 
omo na Eq. (1.4). Substituindo esta solução na equação de autovalor doHamiltoniano,
Heik·ruk(r) = Eeik·ruk(r), (1.13)e manuseando analiti
amente a equação, obtemos que:

(

− ~2

2me
∇2 + V (r)) eik·ruk(r) = Eeik·ruk(r)

eik·r ( ~2

2me

(

1
i
∇+ k)2 + V (r))uk(r) = eik·rEuk(r)

(

~2

2me

(

1
i
∇+ k)2 + V (r))uk(r) = Euk(r)

Hkuk(r) = Euk(r), (1.14)
om 
ondição de 
ontorno
uk(r) = uk(r+R). (1.15)A Eq. (1.14) pode ser 
onsiderada, para um dado k, 
omo uma nova equação deautovalor, restrita a uma úni
a 
élula primitiva do 
ristal, 
om uma família de in�nitassoluções 
om autovalores dis
retamente espaçados, rotulados pelo índi
e n da banda deenergia, sendo En(k) o n-ésimo autovalor dessa equação e unk(r) o autovetor 
orrespon-dente. Vimos pela Eq. (1.12), 
om a utilização das 
ondições de 
ontorno de Born-VonKarman, que apenas 
erto valores de k são possíveis. Porém é frequentemente útil bus
arpor outros valores de k, varrendo todo o espaço k, e não somente restrito a uma úni
a
élula primitiva. Dessa forma, para dois valores de k que diferem apenas por um vetor da
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ípro
a6, temos que o 
onjunto de todas as funções de onda e de níveis de energiadeve ser igual. Atribuímos assim os índi
es n aos níveis de energia, tal que, para um dado
n, os autoestados e autovalores são funções periódi
as de k da rede re
ípro
a:

ψn,k+K(r) = ψn,k(r)
En(k +K) = En(k). (1.16)As funções a
ima dão origem à estrutura de bandas do sólido, em que, para um dado

n, o 
onjunto dos níveis de energia é determinado pela função En(k), que é 
hamada dan-ésima banda de energia. Na Figura 7, mostramos a estrutura de bandas unidimensionalpara o problema de um elétron submetido a um poten
ial periódi
o, ilustrando as 
urvasde energia permitidas (linha sólida) em função do vetor k para as seis primeiras zonas deBrillouin, onde 
ada zona de Brillouin é uma 
élula primitiva da rede re
ípro
a; as energiaspara um elétron livre (a linha tra
ejada); e as faixas de energias permitidas (regiões 
inza)separadas pelos gaps7(regiões bran
a) do lado direito da �gura.

-5 /aπ π/a-4 /aπ 2 /aπ-3 /aπ 3 /aπ-2 /aπ 4 /aπ- /aπ 5 /aπ0

6 25 34 43 52 61

1,0

2,0

ξ/V0

k
Bandas de energiaNúmero da

zona de BrillouinFigura 7: Energias permitidas em função do vetor k, para uma rede unidimensional de perio-di
idade a. A linha tra
ejada é a energia para o 
aso de um elétron livre. As bandas de energiapermitidas e proibidas resultantes apare
em à direita [9℄.6Dado por K =
∑

i nibi, onde ni é um inteiro para todo i.7Bandas proibidas.



1.2 Estrutura de bandas 381.2.5 Esquema de zona reduzida: primeira zona de BrillouinComo vimos, a energia é função do vetor de onda k, dependendo não apenas do seumódulo, mas também de sua direção no 
ristal. Por isso, as bandas de energia devemser representadas para as várias direções de k no 
ristal, o que é 
hamado de esquema dezona estendida. Mas 
omo k pode assumir qualquer direção, então 
ostuma-se utilizar ospontos em que k possui as direções de maior simetria, 
omo mostrado na Figura 8 e naTabela 1.

Figura 8: Primeira zona de Brillouin para uma estrutura 
úbi
a de fa
e 
entrada para 
ristaistipo Si, GaAs, AlAs, ZnSe e outros. Os pontos mar
ados são dados na Tabela 1.Tabela 1: Coordenadas dos pontos espe
iais da primeira zona de Brillouin.
Γ (0, 0, 0)

Λ
π

2a
(1, 1, 1)

L
π

a
(1, 1, 1)

∆
π

a
(1, 0, 0)

X
2π

a
(1, 0, 0)

Σ
3π

4a
(0, 1, 1)

K
3π

2a
(0, 1, 1)Na Figura 9, apresentamos a estrutura de bandas de um 
ristal de GaAs no esquemade zona estendida, representando-a 
om as direções de k de maior simetria.
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Figura 9: Estrutura de banda de GaAs [12℄.O vetor de onda k e todos os autoestados podem sempre ser representados mesmose restringimos k à primeira zona de Brillouin8 (ou a qualquer outra 
élula primitiva doespaço re
ípro
o). Isso porque qualquer k0 que não esteja na primeira zona de Brillouinpode sempre ser es
rito 
omo k0 = k +K, (1.17)onde k perten
e à primeira zona de Brillouin eK é um vetor que perten
e à rede re
ípro
a.Como eiK·R = 1, então podemos es
rever o estado de Blo
h ψnk0 
omo
ψnk0(r) = eik·runk0(r). (1.18)Assim 
on
luímos que
Hk0 = Hk+K = Hk. (1.19)Como as 
ondições de 
ontorno são as mesmas, os autovalores e os autoestados tam-bém serão os mesmos. Portanto, das Eqs. (1.16) e (1.17) temos que:

ψn,k0(r) = ψn,k+K(r) = ψnk(r)
En(k0) = En(k+K) = En(k), (1.20)mostrando que podemos limitar os valores de k à primeira zona de Brillouin, sendo essa8A primeira zona de Brillouin é a 
élula primitiva da rede re
ípro
a, ou seja, o 
onjunto de pontosque �
am mais próximos a K = 0 do que qualquer outro ponto da rede re
ípro
a.
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hamada de esquema de zona reduzida. Demonstramos essa representaçãona Figura 10(a), em que ilustramos todos os níveis 
om vetores de onda k na primeirazona de Brillouin ao transladarmos todos os pedaços da Figura 7 por meio de vetores darede re
ípro
a, para dentro da primeira zona. Um exemplo disso é mostrado na Figura11, para um elétron 
om vetor de onda na segunda zona de Brillouin, −2π/a < k < −π/ae π/a < k < 2π/a, transladada para a primeira zona, −π/a < k < π/a, fazendo issoatravés de uma subtração no vetor de onda por um vetor 
om módulo 2π/a, onde a é oparâmetro de rede.

Figura 10: (a) Os níveis de energia mostrados em um esquema de zona reduzida. (b) Repetiçãopor todo o espaço k da primeira zona de Brillouin formando o esquema de zona repetida [11℄.

Figura 11: (a) Ilustração do deslo
amento das bandas na segunda zona de Brillouin de ±2π/a.(b) Esquema de bandas reduzidas à primeira zona, resultante desse deslo
amento [7℄.Para enfatizar a periodi
idade no espaço k, estende-se periodi
amente o esquema da



1.2 Estrutura de bandas 41zona reduzida da primeira zona de Brillouin, a Figura 10(a), por todo o espaço k, obtendoassim a representação no esquema de zona repetida, mostrada na Figura 10(b).1.2.6 Modelo de Kronig-PenneyNa determinação das energias permitidas dos elétrons em um sólido abordada nasSeções anteriores, 
onsideramos o efeito de se aproximar os átomos para a formação do
ristal. Vimos que, ao 
onsiderarmos a rede 
ristalina 
omo um problema de um elétronsubmetido a um poten
ial periódi
o, a função de Blo
h, dada pela Eq. (1.6), é autoestadodo Hamiltoniano desse sistema. Uma abordagem matemati
amente mais simples, queapresenta todos os aspe
tos importantes para o problema, é 
onhe
ida 
omo modelo deKronig-Penney [9, 13, 14℄, em que se aproxima o poten
ial do 
ristal por uma su
essão depoços e barreiras de poten
ial retangulares de periodi
idade idênti
a à da rede, sendo 
adapoço uma representação aproximada do poten
ial produzido por um íon. Analisaremosagora este modelo.Temos que, para poços profundos e bem espaçados, o elétron de energia não muito altapermane
e prati
amente ligado dentro de um dos poços, de modo que os autovalores demais baixa energia são os de um úni
o poço isolado. Já para o 
aso dos poços estarem maispróximos entre si, as autofunções podem tunelar nas barreiras de poten
ial, resultandoem um alargamento do nível de energia úni
o original em uma banda de níveis de energia.À medida que reduzimos a separação entre os poços, a banda torna-se mais larga, tal queno limite da largura das barreiras ser nula, obtemos um úni
o poço muito largo em quetodas as energias são permitidas, isto é, obtemos o modelo de um elétron livre. Podemosobservar a formação das bandas de energia 
om a aproximação dos poços 
omparando-as
om as energias de um poço simples na Figura 12.
Figura 12: Representação esquemáti
a de (a) dois estados de energia ligados para um elétronem um poço de poten
ial isolado, (b) duas bandas de energia para um elétron em um 
onjuntode poços e barreiras periodi
amente espaçados [14℄.Utilizando o modelo de Kronig-Penney veri�
aremos sob algumas aproximações aformação de uma banda de energia para a energia do estado fundamental para o sistema
omposto por poços e barreiras quadradas, mas esse resultado também é válido para



1.2 Estrutura de bandas 42todos os outros níveis de energia [7℄. Ini
ialmente 
onsideremos o poten
ial periódi
o
omo sendo formado por diversos poços de poten
ial in�nito unidimensionais igualmenteespaçados. Sabemos que o estado fundamental desse sistema representa uma partí
ula
ompletamente lo
alizada em um dos poços. Assumiremos que a partí
ula está lo
alizadano n-ésimo poço, denotando o estado por |n〉. |n〉 é um autoestado de energia 
omautovalor E0, tal que H|n〉 = E0|n〉. Como todos os poços de poten
iais são idênti
ose não interagem entre si, todos eles têm os mesmos valores de energia, portanto E0 teráin�nitos estados n degenerados.
Figura 13: Representação esquemáti
a de um (a) 
ristal de parâmetro de rede a e (b) seupoten
ial real e aproximado pelo modelo de Kronig-Penney [9℄.Como o poten
ial da rede 
ristalina é periódi
o, 
onsiderando 
omo periodi
idade oparâmetro de rede a, mostrado na Figura 13, então o autoestado do sistema deve serautoestado do operador translação τ(a) [15℄, de�nido 
omo

τ(a) = exp

(

i

~
p̂a

)

. (1.21)Como o operador de translação leva qualquer função espa
ial de um ponto da redepara outro somando o parâmetro a, τ(a)f(x) = f(x+ a), então vemos que os estados |n〉não são autoestados de τ , pois τ(a)|n〉 = |n+1〉, mas são, 
omo já vimos, de H . Devemosentão pro
urar autoestados simultâneos de τ(a) e H , uma vez que eles devem existir, pois
[τ(a), H ] = 0. Es
revemos os novos estados 
omo 
ombinação linear dos estados |n〉:

|θ〉 =
+∞
∑

n=−∞
einθ |n〉, (1.22)onde θ é um parâmetro real 
om −π ≤ θ ≤ π. Temos que esses novos estados são autoes-tados do Hamiltoniano, pois |n〉 é um autoestado de H 
om autovalor E0, independentede n, e 
omo

τ(a) |θ〉 =
+∞
∑

n=−∞
einθ |n + 1〉 = e−iθ

+∞
∑

n=−∞
ei(n+1)θ |n + 1〉 = e−iθ |θ〉 , (1.23)



1.2 Estrutura de bandas 43então |θ〉 também é autoestado de τ(a).Agora 
onsideremos uma rede periódi
a formada 
om poços de poten
ial de barreira�nita. A relação τ(a)|n〉 = |n + 1〉 é válida, 
omo no 
aso anterior, mas nesse 
aso osestados |n〉 não são autoestado de H , pois 
omo as barreiras são �nitas, as partí
ulas têmuma probabilidade de tunelamento, representado esquemati
amente na Figura 14.
Figura 14: Representação esquemáti
a de um poten
ial periódi
o formado por poços de barreira�nita.Os elementos da diagonal de H na base dos estados |n〉 são todos iguais, já que ospoços são iguais, dados por

〈n|H|n〉 = E0, (1.24)independente de n. Devido à probabilidade de tunelamento, temos que o Hamiltonianonão é mais diagonal na base |n〉, isto é, os termos fora da diagonal devem ser não-nulos.Negligen
iando 
ompletamente os elementos de H referentes a poços distantes e 
onsi-derando apenas as in�uên
ias dos primeiros vizinhos, obtemos a aproximação 
onhe
ida
omo tight-binding [15℄, isto é:
〈n′|H|n〉 6= 0, somente se n′ = n ou n′ = n± 1. (1.25)Tomemos por de�nição

〈n± 1|H|n〉 = −∆. (1.26)Utilizando as Eqs. (1.24) e (1.26), e a ortogonalidade entre |n〉 e |n′〉 quando n 6= n′,obtém-se
H|n〉 = E0|n〉 −∆|n+ 1〉 −∆|n− 1〉. (1.27)Como vemos, |n〉 não é autoestado de energia. Apli
ando o operador H na função |θ〉
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ondutores 44dada pela Eq. (1.22), temos
H|θ〉 =

+∞
∑

n=−∞
einθH |n〉

=
+∞
∑

n=−∞
einθ [E0|n〉 −∆|n+ 1〉 −∆|n− 1〉]

= E0

+∞
∑

n=−∞
einθ |n〉 −∆

+∞
∑

n=−∞
einθ |n+ 1〉 −∆

+∞
∑

n=−∞
einθ |n− 1〉

= E0

+∞
∑

n=−∞
einθ |n〉 −∆e−iθ

+∞
∑

n=−∞
ei(n+1)θ |n+ 1〉 −∆eiθ

+∞
∑

n=−∞
ei(n−1)θ |n− 1〉

= E0|θ〉 −∆(e−iθ + eiθ)|θ〉, (1.28)ou seja,
H|θ〉 = (E0 − 2∆ cos θ)|θ〉. (1.29)Assim, en
ontramos os autovalores do Hamiltoniano, que dependem do parâmetroreal 
ontínuo θ, 
uja interpretação físi
a é dada quando asso
iamos a função de onda noespaço das posições 
om uma onda plana 
ara
terizada pelo vetor de propagação de ondak, modulada por uma função periódi
a, sendo portanto θ = ka. Os autovalores formamuma banda de energia entre E0 − 2∆ e E0 + 2∆, respe
tivamente para θ = 0 e θ = ±π,ver Figura 15(a). Dessa forma, temos
E(k) = E0 − 2∆ cos(ka). (1.30)Como vemos, as autoenergias dependem de k. Na Figura 15(b), mostramos a formada 
urva de dispersão de�nida pela Eq. (1.30) para primeira zona de Brillouin, isto é, kentre −π/a a π/a.Dessa forma, podemos observar mais uma vez que a presença de um poten
ial pe-riódi
o gerado pela rede 
ristalina é responsável pela formação de bandas de energias
ontínuas e �nitas.1.3 Condutores, isolantes e semi
ondutoresUma maneira 
omum de se 
lassi�
ar os materiais é quanto à sua 
ondutividade, sua
apa
idade de transportar 
argas elétri
as. Essa 
ara
terísti
a está rela
ionada 
om os
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Figura 15: (a) Grá�
o qualitativo mostrando o 
omportamento da quebra de degeneres
ên
ia
E 
omo função do parâmetro ∆. (b) Curva de dispersão para a primeira zona de Brillouin.últimos níveis de energia o
upados pelos portadores no estado fundamental, temperaturade T = 0K (um 
aso hipotéti
o para 
ristal), ou seja, está rela
ionada 
om as 
ara
terís-ti
as do preen
himento da última banda de energia. Dessa forma, os sólidos podem ser
lassi�
ados 
omo isolantes, 
ondutores e semi
ondutores.A formação do estado fundamental do sólido é feita 
om o preen
himento dos níveisdis
retos de menor energia pelos elétrons, de maneira análoga ao que o
orre em umátomo. Do resultado desse preen
himento, duas possibilidades para o estado fundamentalpodem o
orrer: uma banda par
ialmente preen
hida ou não. Chamamos a última banda
ompletamente preen
hida de banda de valên
ia e a primeira banda seguinte de bandade 
ondução, que pode estar 
ompletamente vazia ou semi-preen
hida. A diferença entreo mínimo da banda de 
ondução e o máximo da banda de valên
ia é denominada gap,
omo já mostrado na Figura 4, sendo uma faixa de energia proibida.A 0K, tanto os isolantes 
omo os semi
ondutores são materiais que não 
onduzem 
or-rente elétri
a, isto é, são 
ristais que possuem o estado fundamental formado apenas 
ombandas totalmente preen
hidas ou totalmente vazias, 
om a banda de valên
ia 
omple-tamente 
heia. Mas a uma temperatura ambiente, os semi
ondutores 
onduzem 
orrenteelétri
a. Já os 
ondutores, também 
hamados de metais, são materiais que 
onduzemmesmo à temperatura de 0K. A última banda dos materiais metáli
os en
ontra-se semi-preen
hida. Essa abundân
ia de estados eletr�ni
os disponíveis no interior da banda faz
om que os portadores ne
essitem de pouquíssima energia para serem ex
itados para osníveis eletr�ni
os vizinhos, pois a energia de ligação no estado fundamental é muito pe-quena. Por isso, no estado ex
itado os portadores podem ser 
onsiderados prati
amentelivres, tal que a apli
ação de um 
ampo elétri
o externo altera os estados dos elétrons,resultando em uma 
orrente elétri
a. Portanto, em um metal, a zona proibida de energia



1.3 Condutores, isolantes e semi
ondutores 46é nula, e por isso os metais apresentam uma alta 
ondutividade.No 
aso em que a temperatura é maior que zero, para materiais isolantes e semi
on-dutores, temos que elétrons da banda de valên
ia podem ganhar energia térmi
a su�
ientepara atingir a banda seguinte, a banda de 
ondução, que se en
ontra vazia em T = 0K.Temos que a passagem de elétrons para a banda de 
ondução deixa na banda de valên
iaespaços vazios, estados que se 
omportam 
omo portadores de 
arga elétri
a positiva,
ujo módulo é igual à do elétron, 
hamados de bura
o. Dessa forma elétrons e bura
osinteragem via poten
ial 
oulombiano. Denominamos ex
iton o par elétron-bura
o, liga-dos pela atração de Coulomb. Entretanto, 
omo é 
omposto por uma 
arga positiva eoutra negativa, ao todo ele é neutro, não 
ontribuindo diretamente para a 
ondutividadeelétri
a. Falaremos mais sobre ex
iton na Seção 1.9.A 
ondutividade elétri
a do material depende do número de elétrons na banda de
ondução, onde este número pode ser tão maior quanto maior for a temperatura e menorfor a energia que separa as duas bandas, Eg a energia do gap. Quanto maior a largurada zona proibida de energia, maior a di�
uldade que os portadores têm para realizartransições entre a banda de valên
ia e a banda de 
ondução sob uma ex
itação externa,e menor a 
ondutividade do material. A diferença entre os semi
ondutores e isolantesestá rela
ionada ao tamanho do gap. Quando a largura da zona proibida de energia temum valor elevado, em geral, a
ima de 2 eV, o material é 
onsiderado isolante, pois osportadores pre
isam ganhar muita energia para o
upar estados ex
itados; já se o gap forda ordem de 1 eV, o material será um semi
ondutor. Portanto, resumindo, os 
ristaissemi
ondutores são materiais isolantes a T = 0K, pois nesta temperatura sua banda devalên
ia está 
heia e a banda de 
ondução vazia, mas que têm Eg relativamente pequenae 
ondutividade signi�
ativa à temperatura ambiente, possuindo um número de elétronsna banda de 
ondução maior que em relação a um isolante, mas ainda muito menorque o número de elétrons livres em um metal, apresentando portanto uma 
ondutividademuito menor que as dos metais [7℄. Na Figura 16, esquematizamos a diferença entresemi
ondutores, isolantes e metais, mostrando o preen
himento das bandas de valên
ia e
ondução e o tamanho do gap.Exemplos dos elementos que podem formar os materiais semi
ondutores estão mos-trados na Tabela 2. Os elementos da 
oluna IV da Tabela 2 podem 
ompor 
ristais de umúni
o elemento. Esses 
ristais são formados por ligações 
ovalentes 
om uma estrutura
ristalina igual à do diamante. Devido ao tipo de ligação, 
ristais 
onstituídos pelos ele-mentos das 
olunas III e V, 
omo por exemplo GaAs, podem, a prin
ípio, ser usados em
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Figura 16: Esquema das bandas de valên
ia e de 
ondução de materiais semi
ondutores, iso-lantes e 
ondutores, onde as regiões em 
or 
inza representam a o
upação de elétrons para oestado fundamental, T = 0K. Os materiais semi
ondutores possuem um gap de energia da or-dem de KBT , ao 
ontrário dos isolantes, que tipi
amente têm um gap muito maior que KBT .Já os metais possuem a banda de 
ondução semi-preen
hidas à 0K.dispositivos eletr�ni
os 
omo semi
ondutores. Já alguns 
ristais 
onstituídos por 
ompo-nentes II-VI ou 
omponentes I-VII, formados por outros tipos de ligação, são raramenteutilizados em dispositivos eletr�ni
os [16℄.Tabela 2: Parte da tabela periódi
a que 
ontem alguns elementos 
apazes de formar 
ompostossemi
ondutores. I II IIa III IV V VI VIIHLi Be B C N O FNa Mg Al Si P S ClK Ca ...Zn Ga Ge As Se BrRb Sr ...Cd In Sn Sb Te ICs Ba ...Hg Tl Pb Bi Po AtOs elementos da Tabela 2 
ompõem semi
ondutores intrínse
os 
omo o silí
io (Si) eo germânio (Ge), 
ompostos binários dos tipos II-VI, 
omo o sulfeto de zin
o (ZnS) eo sulfeto de 
ádmio (CdS), III-V 
omo o arseneto de gálio (GaAs) e o fosfeto de Índio(InP), IV-VI 
omo o sulfeto de 
humbo (PbS), o telureto de 
humbo (PbTe) e o selenetode 
humbo (PbSe) ou ainda um 
omposto ternário (
omo o InGaAs) ou quaternário.1.4 Massa efetivaQuando estamos estudando as propriedades elétri
as dos metais e dos semi
ondutoresé de grande importân
ia averiguar o 
omportamento do movimento dos portadores de
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arga, elétrons ou bura
os, na rede 
ristalina desse material, devido à ação de um 
ampoelétri
o externo [7, 9℄. Para fazermos tal análise poderíamos apli
ar diretamente a segundalei de Newton ~F = d~p/dt para o movimento do elétron 
om momento ~p = ~~k sob ação deuma força externa devido à um 
ampo elétri
o, mas deveríamos veri�
ar se o poten
ialperiódi
o da rede 
ristalina 
ausaria um grande efeito sobre o movimento do portador de
arga.Para tratarmos o movimento de um portador dentro de um 
ristal usaremos o 
on
eitode pa
ote de onda, que 
onsiste em um grupo de ondas 
om energia 
onstante, que semovimenta 
om velo
idade de grupo dada por
vg =

∂ω

∂κ
, (1.31)e sendo

E = ~ω (1.32)a energia do elétron temos que
∂E

∂κ
=
∂E

∂ω

∂ω

∂κ
= ~vg. (1.33)Se o elétron for submetido a uma força externa ~F , de um 
ampo elétri
o, por exemplo,sua energia varia dE durante um per
urso dx. O trabalho realizado será, utilizando a Eq.(1.33):

dE = Fdx = ~vgdκ. (1.34)Apli
ando a de�nição de velo
idade, sendo dx = vgdt, temos portanto que
F = ~

dκ

dt
, (1.35)onde ~κ é o momento do portador de 
arga. Este resultado já era esperado, pois sendo ~κo momento do elétron, a Eq. (1.35) nada mais é que a representação do prin
ípio funda-mental da dinâmi
a, a segunda lei de Newton. Entretanto, 
omo já tínhamos 
omentado,este resultado é muito interessante pois talvez esperássemos que o poten
ial da rede 
ris-talina tivesse efeito sobre o movimento. Portanto, vemos que a rede não altera a forma daequação da variação do momento, altera a dependên
ia da energia 
om o momento, que
orresponde a uma variação da massa do elétron. Para demonstrar isso en
ontraremos aa
eleração do elétron em função de E e κ a partir da relação (1.34)

a =
dvg
dt

=
1

~

∂2E

∂κ∂t
=

1

~

∂2E

∂κ2
dκ

∂t
. (1.36)



1.4 Massa efetiva 49Substituindo a Eq. (1.35) na Eq. (1.36), temos que
F =

~2

∂2E/∂κ2
a. (1.37)Tendo em vista a segunda lei de Newton (F = ma), e 
omparando-a 
om a Eq. (1.37),

F = m∗a =
~2

∂2E/∂κ2
a, (1.38)identi�
amos a massa efetiva 
om sendo

m∗ =
~2

∂2E/∂κ2
. (1.39)Portanto, sob a ação de um 
ampo externo em um 
ristal os portadores agem damesma forma que um elétron livre, porém 
om uma massa diferente, a qual 
hamamosde massa efetiva, dada pela Eq. (1.39).Este resultado foi obtido supondo que a energia E só depende do módulo de ~k, porémela também depende da sua direção. Dessa forma, sendo mais geral, a massa efetiva nãoé uma grandeza es
alar e sim uma grandeza tensorial, representada por um tensor 
ujoelemento αβ é dado por

m∗
α,β =

~2

∂2E/∂κα∂κβ
, (1.40)o que é válido para portadores tanto em metais 
omo em semi
ondutores.Este resultado também é válido para o 
aso de elétrons livres: 
omo sabemos, suarelação de dispersão é E = ~2κ2/2m, sendo a mesma em todas as direções, isto é, iso-trópi
a, tal que derivando-a en
ontramos ∂2E/∂κ2 = ~/m. Da Eq. (1.39), vemos que amassa efetiva do elétron livre é sua própria massa, isto é, m∗ = m.Como a massa efetiva na Eq. (1.39) depende da 
urvatura da banda de energia E(k),e as 
urvaturas da banda de 
ondução e da banda de valên
ia são diferentes, podemos
on
luir que as massas efetivas tanto para o elétron 
omo para o bura
o nas bandas de
ondução e valên
ia são também diferentes. De fato, é fá
il ver, utilizando a Eq. (1.39),que a massa efetiva de um elétron na banda de valên
ia deve ser negativa, devido à
urvatura ter 
on
avidade negativa. Para averiguar a massa efetiva do bura
o em 
adabanda, ini
ialmente, analisaremos o 
omportamento dinâmi
o do bura
o sob a apli
açãode um 
ampo elétri
o em uma das direções, es
olhida aqui a direção x, ~E = εxx̂. Suponha-se a prin
ípio, antes de apli
ar o 
ampo, que só exista um estado vazio e que este estálo
alizado no topo da banda de valên
ia, 
om kx = 0, de forma que a soma de todos os



1.4 Massa efetiva 50momentos dos elétrons seja nula. Após a apli
ação do 
ampo, todos os elétrons tendem adeslo
ar-se no sentido negativo de kx, pois −eεx = dpx/dt = ~dkx/dt, resultando em umdeslo
amento do estado vazio no mesmo sentido que do movimento dos elétrons. Comotodos os estados estão o
upados, temos que a existên
ia de um estado vazio 
om momento
−~k1, impli
ará em um momento total do sistema +~k1. Assim, podemos notar que osistema se 
omporta 
omo se fosse 
onstituído por um bura
o de vetor de onda ~kh = −~ke.Dessa forma, substituindo este momento do bura
o na Eq. (1.35), da força provenientedo 
ampo elétri
o 
om a 
arga do bura
o (positiva), e efetuando de maneira análoga aodesenvolvimento feito para o 
aso do elétron, 
hegamos à 
on
lusão que a massa efetivapara bura
os é dada por

m∗
h = − ~2

∂2E/∂κ2
. (1.41)Analisando agora a massa efetiva para bura
os na banda de valên
ia, vemos que estaresulta em um valor positivo, tal que ao apli
armos um 
ampo elétri
o da forma ~E = εxx̂observaremos que os bura
os se deslo
aram no sentido positivo do eixo x, 
ontrário aomovimento dos elétrons. Outro ponto importante a respeito da massa efetiva para osbura
os está ligado ao fato de alguns materiais apresentarem mais de uma banda de va-lên
ia, 
omo esboçado na Figura 17. Como a massa efetiva é inversamente propor
ionalà 
urvatura, ∂2E/∂k2, então os bura
os na banda de valên
ia que apresenta menor 
ur-vatura terão maior massa efetiva, sendo 
hamados de bura
os pesados, enquanto aquelesque se lo
alizam na banda de valên
ia 
om maior 
urvatura apresentam uma menor massaefetiva, sendo 
hamados de bura
os leves.

Figura 17: Representação esquemáti
a das bandas de 
ondução (BC) e de valên
ia (BV). Paraa banda de valên
ia, apresentam-se as bandas para bura
os pesados(HH, heavy hole) e leves(LH,light hole) [17℄.



1.5 Heteroestruturas 51Para estudar e analisar 
om mais detalhes a teoria da massa efetiva, assim 
omo ateoria da estrutura de bandas, a
onselha-se ver as referên
ias [7, 13, 16, 18, 19℄.1.5 HeteroestruturasComo sugere o nome, heteroestruturas semi
ondutoras são estruturas formadas quandodois ou mais tipos diferentes de semi
ondutores são justapostos, formando heterojunçõesde semi
ondutores. A formação dessa estruturas só foi possível graças ao desenvolvimentoe aprimoramento de té
ni
as de 
res
imento de 
ristais, tais 
omoMole
ular Beam Epi-taxy(MBE) e Metal-Organi
 Chemi
al Vapour Deposition(MOCVD) [7, 17, 18℄,o
orridos nos anos 1970, que possibilitaram depositar 
amadas at�mi
as individuais, per-mitindo uma 
on�guração 
ristalina de �nas 
amadas formadas por diferentes materiaissemi
ondutores, pois até os anos 1960 os dispositivos semi
ondutores eram baseados ape-nas em materiais do tipo bulk. Os pioneiros nesse tipo de trabalho foram Zhores I.Alferov e Herbert Krömer, agra
iados 
om o Prêmio Nobel em 2000 pelo desenvolvimentode heteroestruturas semi
ondutoras usadas em dispositivos de alta velo
idade e em opto-eletr�ni
a, seguindo o trabalho de R. Tsu e L. Esaki [20℄, que deram os primeiros passosem 1970, propondo um estudo sobre transporte eletr�ni
o em superredes. Somente em1974 foram publi
adas as primeiras observações experimentais das heteroestruturas [21℄.Quando se unem dois materiais semi
ondutores diferentes, duas propriedades podemvariar 
om a posição ao longo da heterojunção: o espaçamento interat�mi
o e a largurada zona proibida de energia [7℄. Como geralmente os gaps de energia desses materiais que
ompõem essas junções são diferentes, ao unirmos dois semi
ondutores (A e B) o
orreráuma des
ontinuidade nas bandas de energia da estrutura resultante, tal que o alinhamentodas bandas de 
ondução e de valên
ia nesse sistema se 
omportará 
omo degraus depoten
ial para o movimento de portadores na direção de 
res
imento da estrutura, 
omoilustrado na Figura 18.Na Figura 18, vemos que se 
res
ermos uma heteroestrutura formada por um materialA entre dois materiais B, teremos agora, em vez de poten
iais degrau, a formação depoços e barreiras de poten
ial para o elétron e o para o bura
o, 
omo se pode ver naFigura 19(a). A repetição na 
omposição variada de 
amadas de diferentes materiaissemi
ondutores, gerando um poten
ial periódi
o, 
hama-se de superrede, sendo as mais
omuns, as superredes do tipo A/B/A..../B, apresentadas esquemati
amente na Figura19(b).
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Figura 18: Representação esquemáti
a de uma heterojunção entre dois semi
ondutores 
omgaps diferentes, formando degraus de poten
ial para o elétron na banda de 
ondução e para obura
o na banda de valên
ia [19℄.

Figura 19: Representação esquemáti
a do poten
ial gerado por (a) uma heterojunção do tipoA/B/A entre dois semi
ondutores diferentes e (b) uma superrede de semi
ondutores A e B [19℄.Com relação à forma do alinhamento das bandas, os materiais resultantes podem ser
lassi�
ados em Tipo-I e Tipo-II. Quando o alinhamento das bandas o
orre de maneira atermos, em uma mesma 
amada, um poço de poten
ial tanto para elétrons 
omo para bu-ra
o, 
omo na Figura 20(a), onde os 
ír
ulos pretos representam os elétrons, e os bran
osos bura
os, teremos uma heteroestrutura Tipo-I. Já no 
aso em que não temos essa formade alinhamento, os elétrons e bura
os serão 
on�nados em 
amadas diferentes do semi-
ondutor, 
omo mostra a Figura 20(b), podendo para um portador, em uma determinada
amada, haver uma barreira de poten
ial, e para o outro portador um poço de poten
ial.Essa heteroestrutura é 
lassi�
ada 
omo Tipo-II. No presente trabalho, 
onsideraremosapenas semi
ondutores Tipo-I.As propriedades eletr�ni
as dos portadores 
on�nados dependem de 
ara
terísti
asfísi
as dos poços, 
omo largura e profundidade. A profundidade é determinada pela di-ferença entre as bandas de 
ondução dos dois materiais e a largura pode ser 
ontroladadurante o 
res
imento das 
amadas do material. Estes 
on
eitos de heterojunções são fun-
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Figura 20: Representação esquemáti
a do alinhamento das bandas de 
ondução e de valên
iagerado por uma heteroestrutura (a) Tipo-I e (b) Tipo-II [19℄.damentais na 
onstrução de estruturas de baixa dimensionalidade, des
ritas brevementena Seção 1.6. São exemplos desses sistemas heteroestruturados, 
om per�s eletr�ni
os
apazes de 
on�nar portadores de 
argas em diferentes dimensões, os poços, os �os, ospontos e os anéis quânti
os. Quando o 
on�namento o
orre em apenas uma dimensãoteremos um sistema bidimensional(2D) 
hamado de poço quânti
o, onde o portador de
arga está livre em duas direções. Já para um 
on�namento em duas dimensões tere-mos um sistema unidimensional(1D) 
hamado de �o quânti
o, e para um 
on�namentotridimensional teremos um sistema zero dimensional(0D) 
hamado de ponto quânti
o.Um esquema dessas estruturas está representado na Figura 21. Esses sistemas têm pro-priedades ópti
as e eletr�ni
as diferentes daquelas en
ontradas em materiais bulk. Comoexemplo, o movimento destes portadores torna-se quantizado nessas estruturas, 
ausandoalterações nas suas propriedades dinâmi
as e uma dis
retização, 
omo veremos na Seção1.6, no espe
tro energéti
o, ao 
ontrário do material bulk que apresenta bandas de energia
ontínuas.
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Figura 21: Representação esquemáti
a de uma heterojunção entre dois semi
ondutores dife-rentes: (a) formando um poten
ial de 
on�namento em um poço, (b) em um �o quânti
o e (
)em um ponto quânti
o.
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oVimos na seção anterior que a junção entre materiais 
om gaps de energia diferentesorigina um poten
ial de 
on�namento9, devido ao não alinhamento das bandas de 
ondu-ção e de valên
ia na direção de 
res
imento da estrutura. Os efeitos desse 
on�namentonas nanoestruturas semi
ondutoras são tais que, além de reduzir os graus de liberdadedo sistema, 
on�nando os portadores de 
arga em uma pequena região do espaço 
om
er
a de algumas dezenas de nan�metros ou menos, afeta profundamente seu espe
tro deenergias permitidas, tornando-as dis
retas na direção de 
res
imento da heteroestrutura,diferentemente do que a
onte
e em semi
ondutores 
ristalinos tridimensionais, os mate-riais bulks, em que o espe
tro de energia é quase-
ontínuo, pois nesse 
aso os portadoresestão livres nas três direções.As diferentes propriedades dos sistemas semi
ondutores 
om baixa dimensionalidadetêm atraído bastante o interesse da 
omunidade 
ientí�
a, que 
riou nos últimos anosheteroestruturas 
om diferentes geometrias. O efeito do 
on�namento pode ser en
ontradona des
rição de sistemas 
omo poços, �os, pontos e anéis quânti
os, sendo respe
tivamentesistemas 2D, 1D e 0D, em que os os níveis de energia permitidos tornam-se dis
retosem sistemas 0D e formam sub-bandas nas direções de 
on�namento em sistemas 1De 2D. Dessa forma, os portadores estão limitados a mover-se no plano de um poçoquânti
o, na linha de um �o quânti
o ou em ilhas em pontos quânti
os. Alguns sistemasde baixa dimensionalidade, tais 
omo o �o quânti
o e o ponto quânti
o, são 
omumente
hamados, respe
tivamente, de nano�os e átomos arti�
iais. Os pontos quânti
os re
ebemtal nomen
latura pois, tais 
omo os átomos, as energias dos elétrons são quantizadas e a
arga total é restrita a um pequeno número inteiro de elétrons [26℄.Se o movimento dos portadores em um sólido é limitado a uma região de dimensõesda ordem do 
omprimento de onda de de Broglie, observam-se efeitos de quantização daenergia. Assim, a es
ala de 
omprimento dos dispositivos formados por esses sistemasde dimensionalidade reduzida deve ser da ordem do 
omprimento de onda de Brogliedo portador [26℄. O 
omprimento de onda de de Broglie depende da massa efetiva do9O poten
ial de 
on�namento, 
omo já 
omentamos, origina-se a partir da fração da diferença entreos gaps de energia dos materiais semi
ondutores que formam a heterojunção. A grandeza que representaessa fração é demoninada de band-o�-set e a sua determinação é um ponto de extrema importân
ia paraa físi
a de semi
ondutores de sistemas de dimensionalidade reduzida. O band-o�-set é uma 
ara
terísti
ado material, obtida por meios experimentais [22, 23, 24, 25℄.



1.6 Con�namento quânti
o 55portador m∗ e da temperatura, 
omo segue [9, 11℄:
λ =

h

p
=

h√
3m∗KBT

. (1.42)Os efeitos de quantização podem ser pronun
iados mesmo em estruturas de 10 a100 vezes maiores que a 
onstante de rede. Nesta seção, quando dis
utimos sobre o
on�namento em heteroestruturas não �zemos nenhum 
omentário sobre a variação damassa efetiva devido à mudança de material na direção de 
res
imento da estrutura, pois
omo se pode ver nas referên
ias [27℄ e [28℄, isto não afeta qualitativamente os resultados,de forma signi�
ativa.A dimensionalidade está intimamente ligada ao número de graus de liberdade, tal queo número de graus de liberdade Dl e o número de direções de 
on�namento Dc nestessistemas de dimensionalidade reduzida devem obede
er à seguinte equação [19℄:
Dl +Dc = 3. (1.43)A Tabela 3 mostra resumidamente quatro tipos de sistemas de baixa dimensionalidadee seus respe
tivos números de graus de liberdade e de dimensionalidade. De fato, no �oquânti
o o portador está 
on�nado em duas direções e livre em uma. Já no poço quânti
o,o portador está 
on�nado só em uma dimensão e livre nas outras duas, e no ponto e anelquânti
o o portador está 
on�nado nas três dimensões, sendo portanto o grau de liberdadezero, isto é, um sistema zero dimensional (ver Figura 22).Tabela 3: Sistemas de dimensionalidade reduzida e seus respe
tivos números de graus de liber-dade Dl e de direções de 
on�namento DcSitemas Dl DcBulk 3 0Poço Quânti
o 2 1Fio Quânti
o 1 2Ponto Quânti
o 0 3A energia do portador movendo-se livremente em um material bulk é dada por

E =
~2(k2x + k2y + k2z)

2m∗ , (1.44)onde kx,y,z são os vetores de onda nas três dimensões.Portanto, para sistemas bidimensionais, 
omo o 
aso de poços quânti
os, onde o por-
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Figura 22: Con�namento das heteroestruturas em relação à dimensionalidade, de um materialbulk-3D (a) até o ponto quânti
o-0D (d), passando por um poço-1D (b) e um �o quânti
o-2D(
).tador move-se em uma direção e é livre no plano, temos

E = Ex,y + En
z =

~2(k2x + k2y)

2m∗ + En
z , (1.45)
om n = 1, 2, 3, ...,onde o espe
tro é 
ontínuo para as energias ao longo dos eixos x e y,pois não temos nenhuma restrição sobre os valores de kx e ky, e é quantizado somente parao movimento na direção z, Ez = En

z . As energias Ex = ~2k2x
2m∗

e Ey =
~2k2y
2m∗

representam asenergias 
inéti
as de um portador propagando-se ao logo dos eixos x e y, respe
tivamente.Assim, o movimento do portador de 
arga 
on�nado a
onte
e no plano xy, devido a umpoten
ial unidimensional, 
omo mostra a Figura 23. Adi
ionando um 
on�namento lateralpara o movimento do portador teremos um sistema unidimensional, 
omo um �o quânti
o,onde os portadores estão livres apenas na direção x levando a energias
E =

~2(k2x)

2m∗ + Em
y + En

z , (1.46)
om m = 1, 2, 3, .... Finalmente, quando o portador está 
on�nado em todas as direções,
omo no ponto e anel quânti
o, temos
E = El

x + Em
y + En

z , (1.47)
om l = 1, 2, 3, ..., obtendo o espe
tro de energia 
ompletamente dis
reto. Neste trabalho,estudaremos apenas o 
on�namento de portadores de 
arga em uma estrutura diferentesobre 
ertas aproximações, 
hamada de anel quânti
o, que também apresenta um 
on�-namento tridimensional 
omo o ponto quânti
o.1.7 Anéis quânti
osOs anéis quânti
os são formados a partir de grandes pontos quânti
os, 
onstituídosde um material A sobre um substrato de um outro material B, 
omo mostrado na Figura
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Figura 23: Representação do movimento de um portador no plano do poço, apresentando umdiagrama esquemáti
o das 
urvas de dispersão (kx,y) no plano xy e estrutura das sub-bandas[19℄.24, assemelhando-se ao formato de uma bolha. Nesse estágio, os pontos quânti
os sãosubmetidos a um pro
esso de annealing, um �re
ozimento�, em uma temperatura elevada,o
orrendo alterações na sua geometria tal que o ponto quânti
o original adquire uma
avidade interna axialmente simétri
a, 
omo apresentado na Figura 25. Em seguida, osistema é 
oberto pelo mesmo material B do substrato, para desestabilizá-lo. Dessa forma,obtém-se um tipo de ponto quânti
o topologi
amente alterado, que re
ebe a denominaçãode anel quânti
o. Os anéis quânti
os podem ser obtidos de diferentes materiais, 
omo porexemplo, por um grande ponto quânti
o de GaAs, 
oberto por uma 
amada de Ga(Al)As[25, 29, 30, 31℄, ou utilizando-se InGaN/GaN [32℄, In(Ga)As [33℄ (ver Figura 26), InAs/InP[33℄, dentre outros.
Figura 24: Imagem de um ponto quânti
o InAs/GaAs, obtida por Mi
ros
opia de Força At�mi
a[17℄.Esta nova forma geométri
a de 
on�nar portadores tem atraído muito a atenção depesquisadores nos últimos anos, graças a re
entes avanços no 
res
imento de estruturassemi
ondutoras e da litogra�a, que tornou possível a fabri
ação dessas estruturas 
omalta qualidade e 
om dimensões bem 
ontroladas. Os anéis quânti
os são intensivamenteestudados, em espe
ial por terem propriedades eletr�ni
as bem atípi
as, distintas das apre-
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Figura 25: (a), (b), (
) Imagens de Mi
ros
ópio de Força At�mi
a ilustrando a evolução de umanel quânti
o de InGaN [32℄.

Figura 26: Imagem de anéis quânti
os In(Ga)As obtida por Mi
ros
opia de Força At�-mi
a(AFM) [33℄.sentadas nos pontos quânti
os que os originaram. Por exemplo, eles possuem momentode dipolo gigante [34, 35, 36℄, devido à separação espa
ial entre o elétron e o bura
o, altaforça de os
ilação de transição de banda a banda do estado fundamental e a possibilidadede ajustar seus estados eletr�ni
os de diferentes maneiras [37℄.Outro aspe
to bastante interessante dessa estrutura está rela
ionado à 
ombinação daspropriedades ópti
as das nanoestruturas auto-
res
idas 
om as 
ara
terísti
as singularesobservadas devido à apli
ação de 
ampos magnéti
os, originadas pela forma topológi
adiferente do anel [38℄. Os efeitos da presença de 
ampo magnéti
o em anéis quânti
ossão bem 
onhe
idos na literatura, devido ao efeito Aharonov-Bohm, no qual o
orremos
ilações na energia do elétron, na probabilidade de transmissão e na intensidade dalumines
ên
ia em função do �uxo magnéti
o [39, 40, 41, 42, 43℄ 
omo expli
aremos maisdetalhadamente na próxima seção. Os estudos dos estados eletr�ni
os em anéis quânti
osna presença de 
ampos externos têm indi
ado que as propriedades ópti
as e os estadoseletr�ni
os dessas estruturas são fortemente afetados por impurezas e imperfeições na geo-metria do sistema [44, 45, 46℄. Considerando-se um anel quânti
o 
ada vez mais realísti
o,
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luindo a presença de impurezas, ou um 
ampo elétri
o, ou mesmo se 
onsiderarmosefeitos da rugosidade, devido às imperfeições na geometria do anel, temos sempre modi�-
ações signi�
ativas sobre o espe
tro de energia do sistema, devido à quebra da simetriado mesmo. Esta quebra depende, por exemplo, do número de impurezas, da maneira 
omoelas estão arranjadas, da presença de uma superrede ao longo do anel, da presença de um
ampo elétri
o no plano do anel, entre outros pontos 
omo mostraremos nos 
apítulosseguintes. Isso leva a resultados bastantes interessantes e diferentes dos resultados de umanel idealizado, 
omo pode ser visto nas referên
ias [31, 46, 47, 48℄.No estudo das propriedades ex
it�ni
as em anéis quânti
os, diferentes modelos, abor-dando diferentes formas de poten
iais de interação elétron-bura
o, têm sido 
onsidera-dos. Era de se esperar que o ex
iton, sendo uma entidade neutra, não fosse sensível ao�uxo magnéti
o, isto é, não apresentasse efeito Aharonov-Bohm (AB), mas o que se temen
ontrado são os
ilações Aharonov-Bohm para ex
itons 
riados opti
amente em anéisquânti
os. O efeito Aharonov-Bohm e o papel da interação elétron-bura
o no espe
tro deenergia do ex
iton no anel pode ser en
ontrado em trabalhos 
omo os dados nas referên
ias[49, 50, 51, 52, 53, 54℄.1.8 Efeito Aharonov-BohmComo neste trabalho iremos estudar elétrons em um anel quânti
o sob um 
ampomagnéti
o apli
ado, é importante primeiramente dis
utir sobre o efeito Aharonov-Bohm,problema fundamental da me
âni
a quânti
a [18, 55℄, já que, 
omo 
omentamos na Seção1.7, apare
e nas propriedades espe
trais das nanoestruturas formadas por anéis quânti
os.O israelense Yakir Aharonov e o norte-ameri
ano David Joseph Bohm publi
aram em1959 um artigo [56℄ no qual apresentaram 
laramente a importân
ia físi
a do poten
ialvetor ~A, por intermédio de um fen�meno quânti
o de interferên
ia. Eles dis
utiram,nesse famoso artigo, algumas propriedades dos poten
iais eletromagnéti
os no domínioquânti
o, e mostraram, ao 
ontrário das 
on
lusões da me
âni
a 
lássi
a, em espe
ial daeletrodinâmi
a 
lássi
a, em que os poten
iais ϕ(poten
ial es
alar) e ~A não são diretamentemensuráveis e que as quantidades físi
as são somente os 
ampos elétri
os e magnéti
os
~E = −~∇ϕ− ∂ ~A

∂t
e ~B = ~∇× ~A, (1.48)que existem efeitos do poten
ial vetor nas partí
ulas 
arregadas, mesmo nas regiões ondeo 
ampo magnéti
o é nulo. Também propuseram possíveis experimentos para testar suas
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on
lusões, realizados em 1960 [57℄ e novamente em 1961 [58℄, 
omprovando a igual rele-vân
ia dos poten
iais assim 
omo os 
ampos.De maneira geral, vamos aqui supor que uma partí
ula está se movendo através deuma região onde o 
ampo magnéti
o ~B é zero, tal que ~∇× ~A = 0, mas 
om ~A diferentede zero. Assumiremos aqui o 
aso estáti
o, embora o método possa ser generalizado parapoten
iais dependentes do tempo. O Hamiltoniano para esse sistema é:
H =

1

2m

(

~

i
~∇− q ~A

)2

+ U, (1.49)
om a energia poten
ial U , que pode in
luir também uma 
ontribuição elétri
a, isto é,
U = qϕ. Assim, a equação de S
hrödinger dependente do tempo torna-se

{

1

2m

(

~

i
~∇− q ~A

)2

+ U

}

Ψ = i~
∂Ψ

∂t
. (1.50)A Eq. (1.50) pode ser simpli�
ada es
revendo-se a função de onda Ψ 
omo

Ψ = eig(~r)Ψ′, (1.51)já que a teoria quânti
a, assim 
omo a eletrodinâmi
a 
lássi
a, é invariante sobre umatransformação de gauge para os poten
iais, dada por:
~A → ~A′ = ~A+ ~∇Λ

ϕ → ϕ′ = ϕ− ∂

∂t
Λ (1.52)onde Λ(~r, t) é uma função arbitrária. Em outras palavras, os poten
iais dados após atransformação de gauge não levam a qualquer mudança na físi
a do problema, tal quepodemos es
rever de maneira análoga uma transformação da função de onda dada pelaEq. (1.51), tendo uma arbitrariedade na es
olha da função g(~r), que aqui tomaremos
omo

g(~r) ≡ q

~

∫ ~r

~r0

~A(~r′).d~r′ (1.53)
om ~r0 sendo algum ponto de referen
ial 
uja es
olha também é arbitrária. É bom notarque essa es
olha da função g(~r) só faz sentido se de fato ~B = ~∇ × ~A = 0, ao longoda região em questão, pois, 
aso 
ontrário, a integral de linha deveria depender de umafase tomada de ~r0 a ~r, e 
onsequentemente não se de�niria uma função de ~r. Fazendo asubstituição de Ψ dada pela Eq. (1.51) na equação de S
hrödinger Eq. (1.50), apli
ando



1.8 Efeito Aharonov-Bohm 61primeiramente o operador momento em Ψ, temos que
~∇Ψ = eig(~r)(i~∇g(~r))Ψ′ + eig(~r)(~∇Ψ′), (1.54)mas 
omo o gradiente de g é:

~∇g =
( q

~

)

~A, (1.55)então
(

~

i
~∇− q ~A

)

Ψ =
~

i
eig(~r)~∇Ψ′, (1.56)portanto

(

~

i
~∇− q ~A

)2

Ψ = −~
2eig(~r)∇2Ψ′. (1.57)Substituindo a Eq. (1.57) na Eq. (1.50) e 
an
elando os fatores 
omuns (eig(~r)), temosque

− ~
2

2m
∇2Ψ′ + UΨ′ = i~

∂Ψ′

∂t
, (1.58)mostrando que Ψ′ satisfaz a equação de S
hrödinger, agora sem a presença do termo

~A, isto é, mostrando realmente que a equação regente do problema não se altera apósa es
olha da nova função de onda, tal que essa transformação não modi�
a a físi
a doproblema.Um dos experimentos propostos por Aharonov e Bohm foi o de dupla fenda modi�-
ado, onde feixes de elétrons passam pelas fendas, e entre elas posi
iona-se um solenóide
ilíndri
o longo, o qual gera um 
ampo magnéti
o ~B em seu interior diferente de zero,e um 
ampo magnéti
o nulo nas regiões fora do solenóide. Com esse experimento, elesesperavam que, quando os elétrons passassem em volta do solenóide, na região de 
ampomagnéti
o nulo, fosse gerado um deslo
amento no padrão de interferên
ia sobre o ante-paro. Tal experimento está representado na Figura 27.O 
ampo magnéti
o dentro de um solenóide longo, lo
alizado na direção do eixo z, deraio R, per
orrido por uma 
orrente elétri
a i, é 
onstante e uniforme na direção do seueixo, dado por
~B = nµ0iẑ, (1.59)onde n é o número de espirais, µ0 é a permessividade elétri
a. O 
ampo fora do solenóideé zero, mas o poten
ial vetor não é nulo nessa região, e sim dado por
~A =

nµ0iR
2

2ρ
θ̂. (1.60)
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Figura 27: Esquema de um experimento de dupla fenda na presença de um solenóide longo(
ír
ulo 
inza), que gera um 
ampo magnéti
o ~B em seu interior. As linhas pontilhadas repre-sentam os 
aminhos pelos quais os elétrons passam, e as setas ao redor do solenóide representama direção do poten
ial vetor, devido o 
ampo magnéti
o estar na direção perpendi
ular à folha,saíndo da mesma.Sendo φ = πR2B o �uxo magnéti
o através do solenóide temos que a Eq. (1.60)torna-se
~A =

φ

2πρ
θ̂, (1.61)para ρ > R. Para ver 
om maior riqueza de detalhes os 
ál
ulos do 
ampo magnéti
oe do poten
ial vetor nas regiões interna e externa do solenóide indi
am-se as referên
ias[59, 60℄.Apesar da ausên
ia de 
ampo magnéti
o na região pela qual os elétrons passam,existe, 
omo já vimos, um poten
ial vetor ~A nesta região, tal que ~B = ~∇ × ~A = 0,fazendo 
om que o momento do elétron neste sistema assuma a forma ~p→ ~p− q ~A, 
omovisto no Hamiltoniano do sistema, Eq. (1.49). Como o poten
ial vetor está na direção θ̂,uma vez que assumimos o 
ampo magnéti
o na direção ẑ, 
omo ilustrado na Figura 27,onde o poten
ial vetor está representado pelas setas ao redor do solenóide, vemos que opoten
ial vetor está em sentido diferente em 
ada lado do solenóide. Consequentemente,se o poten
ial vetor estiver no mesmo sentido que o momento ~p, este irá aumentar. Caso
ontrário, irá diminuir. Assim, de a
ordo 
om a Figura 27, para o feixe que per
orreo 
aminho 1, o poten
ial vetor aponta na mesma direção que o momento dos elétrons,enquanto que para o 
aminho 2 estes vetores têm direções 
ontrárias. Com isso, oselétrons que passam pelo 
aminho 1 terão momento diferente daqueles que passam pelo
aminho 2, e 
omo a fase da onda do feixe de elétrons está rela
ionada 
om seu momento,obteremos que os dois feixes que partem do mesmo ponto e passam ao redor do solenóide,
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ional ao �uxo magnéti
o.A Eq. (1.53) apresenta uma função arbitrária que de fato é a fase da função de onda.De a
ordo 
om o experimento des
rito a
ima, e utilizando a Eq. (1.61), temos que as fasesda onda para os feixes que per
orrem o 
aminho 1 e o 
aminho 2 são respe
tivamente
g1 =

q

~

∫

C1

~A(~r).d~r

=
qφ

2π~

∫
(

1

ρ
θ̂

)

ρθ̂dθ

=
qφ

2~
, (1.62)e

g2 =
q

~

∫

C2

~A(~r).d~r

=
qφ

2π~

∫
[

1

ρ
(−θ̂)

]

ρθ̂dθ

= −qφ
2~
. (1.63)Fazendo uso das Eqs. (1.62) e (1.63), temos que a diferença de fase ∆g é

∆g = g1 − g2 =
qφ

2~
−
(

−qφ
2~

)

, (1.64)portanto
∆g =

qφ

~
(1.65)ou, em termos do �uxo elementar φ0 = h/e, também 
hamado de quantum de �uxomagnéti
o, podemos rees
rever a diferença de fase 
omo

∆g =
2πφ

φ0

. (1.66)Essa diferença de fase produz no anteparo um desvio do padrão de interferên
ia. Aesta variação no padrão de interferên
ia dá-se o nome de efeito Aharonov-Bohm. Quandoo �uxo magnéti
o na região entre dois 
aminhos 1 e 2 atinge um valor φ = (n + 1/2)φ0,onde n é um inteiro, as funções de onda que per
orrem os dois 
aminhos interferemdestrutivamente ao se en
ontrarem, levando a um valor mínimo na transmissão do elétron.Dessa forma, a transmissão em função do �uxo magnéti
o possui uma os
ilação periódi
a,de periodi
idade φ0, 
hamada de os
ilação Aharonov-Bohm para a transmissão.Neste trabalho, investigaremos um outro tipo de os
ilação Aharonov-Bohm: os
ilações



1.9 Ex
iton em nanoestruturas 64nas autoenergias de um elétron em um anel quânti
o submetido a um 
ampo magnéti
oapli
ado na direção perpendi
ular ao plano do anel. Como veremos no próximo 
apítulo,essas os
ilações se devem à mudança de fase na função de onda quando o �uxo magnéti
o
φ que passa através do anel al
ança o �uxo magnéti
o quânti
o, φ0, levando a os
ilações
om uma periodi
idade φ0, a mesma para as os
ilações na transmissão. Mostraremos queessa mudança de fase também a
arreta uma tro
a periódi
a de momento angular em φpara o estado fundamental.1.9 Ex
iton em nanoestruturasOs dispositivos semi
ondutores baseiam-se na dinâmi
a dos portadores de 
arga elé-tri
a, ou seja, elétrons e bura
os. O estudo das interações desses portadores é de grandeimportân
ia na 
ara
terização das propriedades ópti
as de um semi
ondutor, que se utili-zam, por exemplo, das transições do par elétron-bura
o em heteroestruturas para diversasapli
ações te
nológi
as 
omo em dispositivos opto-eletr�ni
os, 
omo lasers, diodos emis-sores de luz e fotodete
tores [18, 19, 61, 62℄.

Figura 28: (a) Representação esquemáti
a de geração de ex
itons [19℄. (b) Níveis de energia dosex
itons em uma estrutura de bandas simples 
om gap direto, mostrando que os níveis ex
it�ni
osestão lo
alizados abaixo da banda de 
ondução [13℄.Como já 
omentamos nas Seções anteriores, quando um elétron é ex
itado e promovidoda banda de valên
ia para a banda de 
ondução, um estado vazio é deixado na bandade valên
ia, 
omo ilustrado na Figura 28(a). Este estado vazio, denominado de bura
o,
omporta-se 
omo uma partí
ula de 
arga positiva que interage 
om o elétron da banda de
ondução através de um poten
ial 
oulombiano. A este par interagente elétron-bura
o dá-se o nome de ex
iton. Para que um par elétron-bura
o seja 
riado, o 
ristal semi
ondutordeve absorver um fóton in
idente, 
om a exigên
ia da energia do fóton ser maior do que a
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iton em nanoestruturas 65energia do gap Eg do material, 
om o limiar Eg = ~ωg, em um pro
esso direto10, mostradona Figura 29(a). Em um pro
esso indireto11, mostrado na Figura 29(b), a transição deum elétron do topo da banda de valên
ia para o mínimo da banda de 
ondução requeruma mudança no vetor de onda. Agora é ne
essário, além da absorção de um fóton, aparti
ipação de um f�non 
om uma energia ~Ω e um momento não nulo, tal que o limiarde energia é Eg = ~ω + ~Ω [7, 13℄. Na Tabela 4 apresentamos as energias do gap paravários semi
ondutores importantes, indi
ando a natureza do gap, direto (d) ou indireto(i). Em nosso trabalho 
onsideramos a natureza do gap direto para o GaAs.

Figura 29: (a) Absorção de fótons em semi
ondutores de gap direto, mostrando o limiar deenergia ne
essária para que a
onteça a transição. (b) Transição eletr�ni
a do topo da bandade valên
ia para dois mínimos da banda de 
ondução em semi
ondutores de gap indireto. Atransição indireta envolve f�nons e tem energia Eg. A transição direta tem energia Eg +E′ [7℄.Um ex
iton pode se mover pela rede 
ristalina e transportar energia, mas não trans-porta 
arga, já que é eletri
amente neutro, por ser 
omposto por uma partí
ula positiva,o bura
o, e uma negativa, o elétron. Devido à atração 
oulombiana entre o elétron e obura
o, seus movimentos estão 
orrela
ionados, 
omo dis
utido brevemente na Seção 1.4[7, 13, 17, 63℄. Esse poten
ial atrativo reduz a energia total do ex
iton da ordem de Eb,denominada de energia de ligação entre o elétron e o bura
o, tal que os níveis de energiade estados ex
it�ni
os estão ligeiramente abaixo da banda de 
ondução, 
omo ilustrado naFigura 28(b). Na Tabela 5 apresentamos alguns valores de energias de ligação de ex
itons
Eb para 
ertos semi
ondutores.Os ex
itons podem ser tratados por duas abordagens diferentes, dependendo das pro-priedades do material, espe
i�
amente, da forma do poten
ial de interação entre o elétron10Um pro
esso de transição de gap direto envolve apenas a absorção ou emissão de fótons, isto é, omáximo da banda de valên
ia e o mínimo da banda de 
ondução neste 
aso estão alinhados em um mesmoponto de vetor de onda k. Um exemplo de um semi
ondutor de gap direto em torno do ponto Γ é o GaAs,
omo pode ser visto na Figura 9.11Um pro
esso de transição de gap indireto envolve a absorção ou emissão de fótons a
ompanhada pelaemissão ou absorção de f�nons, isto é, requer uma variação de vetor de onda já que o máximo da bandade valên
ia e o mínimo da banda de 
ondução não estão alinhados.



1.9 Ex
iton em nanoestruturas 66Tabela 4: Energia e natureza, direta (d) ou indireta (i), do gap de semi
ondutores importantes(à temperatura ambiente) [7℄.Semi
ondutor Gap Eg(eV)Si i 1,12Ge i 0,67AlN i 5,90AlAs i 2,16GaN d 3,40GaP i 2,26GaAs d 1,43InP d 1,35InAs d 0,35InSb d 0,18CdS d 2,53CdTe d 1,50e o bura
o. No 
aso do ex
iton de Frenkel [64, 65℄, a 
onstante dielétri
a do materialé bastante pequena, a interação 
oulombiana do par elétron-bura
o é bastante forte, talque a distân
ia entre o elétron e o bura
o é pequena, da mesma ordem de grandeza doparâmetro de rede 
ristalina em questão, possuindo uma energia de ligação muito ele-vada. O ex
iton de Frenkel pode se mover no interior do 
ristal 
omo uma onda, maso elétron deve sempre se manter nas proximidades do bura
o, já que a massa do bura
oé geralmente maior que a massa do elétron, de forma que esse sistema deve ser tratado
omo um problema de dois 
orpos que se assemelha ao átomo de hidrogênio. Na outraabordagem, denominada de ex
iton de Wannier-Mott [66, 67℄, a interação entre o elétrone o bura
o é fra
a. A distân
ia entre eles é grande, em 
omparação 
om a 
onstante derede, e a energia de ligação entre as partí
ulas é pequena. Este 
aso é en
ontrado emsemi
ondutores, que possuem 
onstantes dielétri
as grandes, 
ujas propriedades ex
it�ni-
as podem ser 
al
uladas usando a aproximação da massa efetiva, diferentemente do 
asoanterior, para ex
itons de Frenkel, que são en
ontrados em 
ristais i�ni
os. Na Figura 30representamos um esquema de rede 
ristalina apresentando os dois tipos de ex
itons.Consideremos agora a energia total do ex
iton. Em semi
ondutores 
ristalinos tridi-mensionais (bulk) a energia total é dada simplesmente pela soma entre a energia do gap
Eg e a energia de ligação Eb:

Eexc = Eg − |Eb|. (1.67)Já no 
aso de sistemas heteroestruturados temos duas 
omponentes adi
ionais, refe-



1.9 Ex
iton em nanoestruturas 67Tabela 5: Energias de ligação de ex
itons Eb [13℄.Semi
ondutor Eb(meV)Si 14,7Ge 4,15GaAs 4,2GaP 3,5CdS 29,0CdSe 15,0BaO 56,0InP 4,0InSb 0,4KI 480,0KCl 400,0KBr 400,0RbCl 440,0AgBr 20,0AgCl 30,0TlCl 11,0TlBr 6,0

Figura 30: (a) Representação esquemáti
a mostrando os ex
itons de Frenkel e Wannier-Mottem uma estrutura 
ristalina [17, 63℄.rentes às energias de 
on�namento do elétron Ee e do bura
o12 Eh, para a energia totaldo ex
iton. Dessa maneira, um elétron que retorna para a banda de valên
ia deve liberaruma quantidade de energia, podendo ser emitida na forma de luz, relativa a seu 
on�na-mento na banda de 
ondução, a energia do gap do material e a energia de 
on�namentodo bura
o na banda de valên
ia. Portanto, temos que a energia total do ex
iton é dada12O índi
e h vem da palavra inglesa para bura
o, hole.
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Eexc = Eg + Ee + Eh − |Eb|. (1.68)A energia do ex
iton pode ser estimada, na aproximação da massa efetiva, resolvendo-se a equação de S
hrödinger separadamente para 
ada 
on�namento dos portadores, 
aso
onsideremos um ex
iton de Wannier-Mott, 
omo faremos no de
orrer desta dissertação.1.10 Es
opo do trabalhoOs próximos 
apítulos estão organizados de maneira tal que:

• No Capítulo 2, partiremos do Hamiltoniano para um elétron 
on�nado em um anelquânti
o, estando esse Hamiltoniano es
rito na forma 
ompleta. Considerando al-gumas aproximações, reduziremos o problema tridimensional a um unidimensional,
hegando assim em uma nova forma para o Hamiltoniano, 
hamada agora de Hamil-toniano efetivo. Dis
utiremos sobre a es
olha de um determinado poten
ial vetor,demonstrando a invariân
ia das propriedades físi
as do problema sobre a es
olhado gauge. Obteremos as soluções tanto numéri
a quanto analíti
a para a 
aso semqualquer poten
ial perturbativo externo, observando as os
ilações Aharonov-Bohm.
• No Capítulo 3 estudaremos os efeitos de poten
iais perturbativos, 
omo o poten
ialgerado por uma apli
ação de 
ampo elétri
o no plano do anel, juntamente ou não
om um 
ampo magnéti
o perpendi
ular, sobre o espe
tro de energia. Ainda neste
apítulo abordaremos o estudo da presença de uma ou mais impurezas positivaslo
alizadas ao longo do anel, veri�
ando seus efeitos sobre o espe
tro de energia,quando estas estão arranjadas de maneira simétri
a, assimétri
a e 
om uma 
ertaaleatoriedade de�nida.
• No Capítulo 4, utilizaremos o método da matriz transferên
ia para 
al
ular os efeitosno espe
tro de energia de um elétron em um anel quânti
o ideal, devido a umpoten
ial de 
on�namento adi
ional tipo superrede de poços quadrados ao longo dadireção angular. Consideraremos os 
asos 
om apenas um poço quânti
o simples etambém 
om vários poços 
om profundidades iguais ou aleatórias.
• No Capítulo 5 introduziremos as 
oordenadas relativas e do 
entro de massa para asolução do problema de um ex
iton no anel quânti
o, sob as aproximações já 
itadas.Em seguida, obteremos os espe
tros de energia para um anel rugoso, simulado por
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opo do trabalho 69um poten
ial aleatório ao longo da direção angular, e 
ompararemos esses resultados
om os autoestados do ex
iton em um anel sem rugosidade, e também 
om os doproblema sob a in�uên
ia adi
ional da presença de uma impureza 
om ou sem aapli
ação de um 
ampo magnéti
o no plano do anel.
• Já no Capítulo 6, explanaremos as 
on
lusões gerais a
er
a dos trabalhos apresen-tados nesta dissertação, apresentando também as perspe
tivas para a realização defuturos trabalhos envolvendo o mesmo sistema 
omposto por um anel quânti
o sobre
ertas aproximações.
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Capítulo 2
Anéis quânti
os ideais

Neste 
apítulo estudaremos um sistema heteroestruturado de baixa dimensionalidade,o anel quânti
o, no qual 
onsideramos algumas aproximações, 
om relação ao poten
ialde 
on�namento ser intenso e a respeito do tamanho da largura e da altura do anel, res-tringindo assim seu movimento à 
oordenada θ, 
omo veremos na Seção 2.1.1. Ao títulodesse trabalho e desse 
apítulo atribuímos o adjetivo �ideal� justamente por 
ausa dasaproximações utilizadas nesse problema, transformando-o em um problema unidimensio-nal. Veremos o porquê da es
olha de um determinado poten
ial vetor, um gauge, paraen
ontrar o Hamiltoniano efetivo do anel, mas também mostraremos que na verdade qual-quer outro gauge poderia ser tomado sem alterar as propriedades físi
as resultantes, istoé, mostraremos a invariân
ia de gauge. Desta forma, na Seção 2.2 obtemos os autoestadosde energia do anel sem in�uên
ia de nenhuma fonte externa que gere algum poten
ialsobre o anel, e na Seção 2.3 abordamos a utilização de uma 
erta transformação de gaugepara fa
ilitar os 
ál
ulos quando implementarmos qualquer perturbação externa.2.1 Modelo teóri
oNosso sistema 
onsiste de um anel quânti
o 
om um elétron 
on�nado no seu interior,na região a ≤ ρ ≤ b, 
ujo poten
ial tomamos 
omo sendo igual a zero nessa região, áreaha
hurada da Figura 31(a), e igual V0 nas bordas interna e externa do anel, isto é, quando
ρ = a e ρ = b, e para as regiões ρ < a e ρ > b, 
omo mostra a Figura 32. O anel tem uma
erta altura Lz.
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Figura 31: Representação de um anel quânti
o (a) bidimensional (plano xy) (b) tridimensional
om altura Lz, formado por GaAs na região do anel.

Figura 32: Representação esquemáti
a do poten
ial do anel quânti
o na direção de ρ.O poten
ial que de�ne o 
on�namento devido ao anel quânti
o1 é dado por
VQR(ρ, θ, z) = V0 Y [−z] Y [z − Lz] Y [ρ− a] Y [b− ρ] , (2.1)onde Y [x], representada na Figura 33, é a função de Heaviside dada por:

Y [X ] =

{

1 se x > 0

0 se x < 0
. (2.2)Na presença de um 
ampo magnéti
o arbitrário ~B = ~∇× ~A, temos que o Hamiltonianopara uma partí
ula [68℄ é dado por

H =
1

2m∗ [~p− q ~A]2 + U, (2.3)onde ~A é o poten
ial vetor e U é um poten
ial qualquer. Como a partí
ula portadora no1O índi
e QR no poten
ial de 
on�namento é referente à expressão inglesa Quantum Ring.
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Figura 33: Representação esquemáti
a da função de Heaviside, também 
hamada de funçãodegrau. Ela é uma função des
ontínua de valor zero para argumento negativo, e 1 para argumentopositivo.problema é um elétron, sendo �−e� sua 
arga, 
om e > 0, o Hamiltoniano torna-se
H =

1

2m∗ [−i~~∇ + e ~A]2 + VQR(~r) + Vdef(~r), (2.4)onde o último termo, Vdef(~r), representa uma perturbação devido a diferentes forçasexternas, e o termo VQR(~r), 
omo já foi dito, denota o 
on�namento na região do anel.2.1.1 Algumas aproximaçõesNa grande maioria de modelos teóri
os na Físi
a, 
omo em qualquer outra 
iên
ia,nos deparamos sempre 
om a ne
essidade de algumas aproximações para simpli�
ar asdes
rições dos fen�menos. Tais aproximações não tornam o método menos importante,além de nos permitirem um entendimento melhor da físi
a do problema, pois os modelossimpli�
ados em geral a
eitam soluções analíti
as. Dessa maneira, faremos nesse trabalhoalgumas aproximações importantes que, 
omo veremos, fa
ilitarão as soluções dos nossosproblemas:1. O raio médio do anel é muito maior que sua largura radial e altura verti
al, portanto:
R =

a+ b

2
>> (b− a), Lz; (2.5)2. O 
on�namento na região do anel é muito forte (V0 → ∞), isto é, as bordas internae externa do anel podem ser des
ritas 
omo barreiras de poten
ial in�nito;3. Utilizaremos a aproximação da massa efetiva, isto é, 
omo se toda a estrutura for-mada por muitos átomos fosse 
onsiderada apenas 
omo um sistema de um úni
o
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om uma massa diferente (ver Seção 1.4). Para todos os resultados desen-volvidos ao longo dos Capítulos 2, 3 e 4 e alguns do Capítulo 5, adotaremos a massaefetiva de elétrons de 
ondução em GaAs, 
om valor dado por m∗ = 0.067me, onde
me é a massa do elétron livre. Já para os resultados de ex
iton no anel dados noCapítulo 5 utilizaremos o valor m∗ = 0.07me para 
ompararmos 
om os resultadosobtidos na referên
ia [51℄.Segundo essas 
onsiderações, temos que ambos os movimentos, radial e na direção dez, são �
ongelados�, de tal maneira que somos deixados apenas 
om o problema envolvendoa variável angular θ. Devido às aproximações, reduzimos o problema tridimensional emapenas uma estrutura ideal unidimensional, onde o movimento o
orre apenas ao longo da
ir
unferên
ia do anel. Essas aproximações de�nem o sistema que estudaremos 
omo umanel quânti
o ideal.2.1.2 A invariân
ia na es
olha do gaugeComeçaremos nossa dis
ussão 
onsiderando o movimento na direção z. Para isso,partiremos do Hamiltoniano dado pela Eq. (2.4) e o dividiremos em duas partes, uma
ontendo o movimento no plano e a outra relativa à 
oordenada z. Assim,
[

−i~~∇ + e ~A
]2

=

[

(

−i~~∇|| + e ~A||

)

+

(

−i~ẑ ∂
∂z

+ eAz ẑ

)]2

=

[

(

−i~~∇|| + e ~A||

)2

+
(

−i~~∇|| + e ~A||

)(

~Pz + eAz ẑ
)

+
(

~Pz + eAz ẑ
)(

−i~~∇|| + e ~A||

)

+
(

~Pz + eAz ẑ
)2
]

=

[

(

−i~~∇|| + e ~A||

)2

+ P 2
z + 2eAzPz + e2A2

z

]

, (2.6)onde os dois termos mistos foram 
an
elados pelo fato de seus produtos es
alares seremzero, e ~Pz = −i~ẑ ∂
∂z

representa o momento na direção z. Temos também que [Az, Pz] = 0,para garantir a uniformidade do 
ampo magnéti
o. Substituindo a Eq. (2.6) na Eq. (2.4)temos que
H =

[−i~~∇|| + e ~A||]
2

2m∗ +
P 2
z

2m∗ +
eAzPz

m∗ +
e2A2

z

2m∗ + VQR(~r) + Vdef(~r). (2.7)
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revendo2 VQR(~r) = VQR(~r||) + VQW (z), obtemos3
H = H|| +Hz, (2.8)sendo

H|| =
[−i~~∇|| + e ~A||]

2

2m∗ +
(eAz)

2

2m∗ + VQR(~r||) + Vdef(~r) (2.9)e
Hz =

P 2
z

2m∗ +
eAzPz

m∗ + VQW (z). (2.10)Se �zermos Az = 0 na Eq. (2.10), o Hamiltoniano em z terá 
omo autofunções assoluções usuais para poços quânti
os, dadas por:
ψ(z) =

√

2

Lz
sin

(

nπz

Lz

)

, (2.11)
om as respe
tivas autoenergias dadas por:
En =

~2n2π2

2m∗L2
z

, (2.12)
om n = 1, 2, 3.... Assim, trataremos o problema na 
oordenada z por Teoria da Pertur-bação não-degenerada [14, 15, 55, 69℄, já que são 
onhe
idas as soluções para parte nãoperturbada do Hamiltoniano
H0 =

P 2
z

2m∗ + VQW (z), (2.13)sendoHz = H0+
eAzPz

m∗
. Consideraremos o termo propor
ional a Pz 
omo uma perturbação,isto é,
Hz(λ) = H0 + λŴ , onde Ŵ =

eAz

m∗ Pz. (2.14)Considerando 
orreções de segunda ordem nas energias, temos pela Teoria da Pertur-bação que
En(λ) = E0

n + 〈ψn|Ŵ |ψn〉+
∑

i6=n

|〈ψn|Ŵ |ψi〉|2
E0

n −E0
i

+O
(

λ3
)

, (2.15)onde a função de onda e a energia utilizadas são as não perturbadas, dadas pelas Eqs.(2.11) e (2.12), respe
tivamente. Cal
ulando o termo de primeira ordem vemos que esse2O índi
e QW denota Quantum Well.3Note que isso só pode ser feito porque o poten
ial externo é in�nito.
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〈ψn|Ŵ |ψn〉 =

eAz

m∗ 〈ψn|Pz|ψn〉

= −eAzi~

m∗
2

Lz

〈

sin

(

nπz

Lz

) ∣

∣

∣

∣

∂

∂z

∣

∣

∣

∣

sin

(

nπz

Lz

)〉

= −2ieAz~

m∗Lz

∫ Lz

0

sin

(

nπz

Lz

)

∂

∂z

(

sin

(

nπz

Lz

))

dz

= −2nπieAz~

m∗L2
z

∫ Lz

0

sin

(

nπz

Lz

)

cos

(

nπz

Lz

)

dz. (2.16)Como
sin(a) cos(b) =

1

2
[sin(a+ b) + sin(a− b)], (2.17)então

∫ Lz

0

sin

(

nπz

Lz

)

cos

(

nπz

Lz

)

dz =
1

2

∫ Lz

0

sin

(

2nπz

Lz

)

dz

=
Lz

4nπ
[1− cos(2nπ)]

= 0, ∀ n ∈ Z. (2.18)Substituindo este resultado na Eq. (2.16) temos que:
〈ψn|Ŵ |ψn〉 = 0, ∀ n ∈ Z. (2.19)Para 
orreções de segunda ordem na energia do estado fundamental, fazendo i = 1 naEq. (2.15), temos então que

E1(λ) = E0
1 −

∑

n=2,3,4...

|〈ψ1|Ŵ |ψn〉|2
E0

n − E0
1

+O
(

λ3
)

= E0
1 −

(

eAz

m∗

)2
∑

n=2,3,4...

〈ψ1|Pz|ψn〉〈ψn|Pz|ψ1〉
E0

n −E0
1

+O
(

λ3
)

. (2.20)Cal
ulando os termos do somatório partimos de
〈ψ1|Pz|ψn〉 = −2i~

Lz

〈

sin

(

πz

Lz

) ∣

∣

∣

∣

∂

∂z

∣

∣

∣

∣

sin

(

nπz

Lz

)〉

= −2i~

Lz

∫ Lz

0

sin

(

πz

Lz

)

∂

∂z

(

sin

(

nπz

Lz

))

dz

= −2nπi~

L2
z

∫ Lz

0

sin

(

πz

Lz

)

cos

(

nπz

Lz

)

dz. (2.21)Utilizando a Eq. (2.17), temos
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∫ Lz

0

sin

(

πz

Lz

)

cos

(

nπz

Lz

)

dz =
1

2

[
∫ Lz

0

sin

(

(n + 1)πz

Lz

)

dz +

∫ Lz

0

sin

(

(1− n)πz

Lz

)]

=
1

2

[

− Lz

(n+ 1)π
[cos((n+ 1)π)− 1]

− Lz

(1− n)π
[cos((1− n)π)− 1]

]

=
Lz

2π

[

2

(n + 1)
+

2

(1− n)

]

=
Lz

π

[

n− 1− n− 1

(n2 − 1)

]

= − 2Lz

(n2 − 1)π
, (2.22)onde n é par e maior ou igual a 2. Substituindo este resultado na Eq. (2.21) temos

〈ψ1|P̂z|ψn〉 =
4ni~

(n2 − 1)Lz

. (2.23)Cal
ulando agora seu 
omplexo 
onjugado, 〈ψ1|P̂z|ψn〉∗ = 〈ψn|P̂z|ψ1〉, prosseguindode maneira análoga, temos
〈ψn|Pz|ψ1〉 = −2nπi~

L2
z

∫ Lz

0

sin

(

nπz

Lz

)

cos

(

πz

Lz

)

dz, (2.24)e 
omo
∫ Lz

0

sin

(

nπz

Lz

)

cos

(

πz

Lz

)

dz =
1

2

[
∫ Lz

0

sin

(

(n + 1)πz

Lz

)

dz +

∫ Lz

0

sin

(

(n− 1)πz

Lz

)]

=
1

2

[

− Lz

(n+ 1)π
[cos((n+ 1)π)− 1]

− Lz

(n− 1)π
[cos((n− 1)π)− 1]

]

=
Lz

2π

[

2

(n + 1)
+

2

(n− 1)

]

=
Lz

π

[

n− 1 + n+ 1

(n2 − 1)

]

=
2nLz

(n2 − 1)π
, (2.25)onde n é par e maior ou igual a 2 obtemos �nalmente

〈ψn|P̂z|ψ1〉 = − 4ni~

(n2 − 1)Lz
, (2.26)
omo já esperado, pois esse termo é o 
omplexo 
onjugado da Eq. (2.23). Pela Eq. (2.12),
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E0

n −E0
1 =

~2π2

2m∗L2
z

(n2 − 1). (2.27)Substituindo as Eqs. (2.23), (2.26) e (2.27) na Eq. (2.20) obtemos
∑

n=2,3,4...

|〈ψ1|Ŵ |ψn〉|2
E0

n − E0
1

=
∑

n=2,4,6...

(

− 4ni~
(n2−1)Lz

)(

4ni~
(n2−1)Lz

)

(

~2π2

2m∗L2
z
(n2 − 1)

)

=
32m∗

π2

∑

n=2,4,6...

n2

(n2 − 1)3
, (2.28)e então,

E1(λ) = E0
1 −

32e2A2
z

m∗π2

∑

n=2,4,6...

n2

(n2 − 1)3
+O

(

λ3
)

. (2.29)Somando a série, temos em primeira ordem o valor aproximado
∑

n=2,4,6...

n2

(n2 − 1)3
=

∑

k=1,2,3...

(2k)2

((2k)2 − 1)3
=
π2

64
, (2.30)assim

E1(λ) = E0
1 −

(eAz)
2

2m∗ +O
(

λ3
)

. (2.31)De maneira análoga, poderíamos ter 
onsiderado um 
on�namento parabóli
o para
VQW (z), o que resultaria na mesma energia. Podemos ver neste resultado que o termo
− (eAz)2

2m∗

ompensa exatamente o termo dependente de Az no Hamiltoniano paralelo, H||,
an
elando-o e retirando 
ompletamente a dependên
ia na forma do poten
ial vetor na di-reção z. Vemos que, diferentemente da a�rmação feita por J.Planelles et al. [42℄, 
amposin
linados 
om relação ao plano do anel não interferem �si
amente no problema. Mesmoem uma abordagem 
lássi
a, o elétron 
on�nado no plano, isto é, em um sistema 2D, nãopode ser de�etido por um 
ampo magnéti
o no plano já que a força de Lorentz é sempreine�
iente neste 
aso: o sistema não tem espessura, por apresentar um 
on�namento in-�nito de um poço quânti
o em z, isto é, o elétron não possui uma região 
lassi
amentepermitida fora do plano do anel para exe
utar qualquer trajetória, 
omo deveria se espe-rar, que �zesse um movimento espiral quando a
oplado 
om o 
ampo magnéti
o devidoà força de Lorentz [59, 60℄. Demonstramos matemati
amente, utilizando Teoria da Per-turbação, que a 
omponente no plano desse possível 
ampo magnéti
o in
linado, que semanifestaria 
omo Az 6= 0, não apare
e na equação do Hamiltoniano sendo portanto opoten
ial vetor dependente somente das 
oordenadas do plano do anel. Uma maneira deevitar esse problema na de�nição do poten
ial vetor é es
olher Az = 0, mas vemos que não
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essário, uma vez que mostramos que H é independente de Az e que a úni
a restriçãosobre o poten
ial vetor é que ~∇ × ~A = ~B. Portanto, esse fato assegura a invariân
ia degauge quando nos restringimos a um sistema 2D.Em nosso problema, 
omo o 
ampo magnéti
o está na direção z temos que
~B = ~∇× ~A = Bẑ, (2.32)e es
revendo o poten
ial vetor em 
oordenadas 
artesianas

~A = Axx̂+ Ay ŷ + Az ẑ, (2.33)obtemos
~∇× ~A = (Az,y −Ay,z)x̂+ (Ax,z − Az,x)ŷ + (Ay,x − Ax,y)ẑ, (2.34)onde utilizamos a notação

∂Ai

∂j
= Ai,j. (2.35)Logo, pela Eq. (2.32) vemos que:















Az,y = Ay,z

Ax,z = Az,x

Ay,x − Ax,y = Bz.

(2.36)Podemos observar, da Eq. (2.36), que existem duas quantidades que podem ainda seres
olhidas de diferentes maneiras. Em parti
ular temos as seguintes es
olhas:
Ay,x = −Ax,y =

Bz

2
(Gauge simétri
o)

Ay,x = 0 e Ax,y = −Bz (Gauge de Landau) (2.37)Es
olheremos, por ser mais apropriado ao nosso sistema, o gauge simétri
o, 
omoveremos na proxima subseção, já que o Hamiltoniano efetivo a ser resolvido tem apenas
omponentes na direção θ̂, a mesma direção do gauge es
olhido.2.1.3 O Hamiltoniano efetivo do anel quânti
o idealEm nosso trabalho �zemos a es
olha do gauge simétri
o, dado por
~A = Aθθ̂ =

1

2
Bρθ̂, (2.38)
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ampo magnéti
o na direção do eixo z, ~B = Bz ẑ, perpendi
ular ao plano do anel.Indiferentemente da es
olha tomada, qualquer valor poderia ser es
olhido para o poten
ialvetor desde que satisfaça a 
ondição 
itada a
ima para o problema. Podemos fazer isto,pois a função de onda Ψ pode ser de�nida pelo produto de uma nova função Ψ′ e umafase, tal que as funções Ψ e Ψ′ representam o mesmo estado físi
o diferindo apenas deum fator de fase. Dessa forma, para poten
iais vetores distintos a úni
a diferença entreas funções de onda que des
revem o problema se en
ontrará na fase da função de onda,não afetando o espe
tro de energia do sistema. Qualquer teoria que satisfaz o fato dopoten
ial vetor ~A não ser uni
amente de�nido é dita ser invariante de gauge, também
hamada de invariân
ia de 
alibre [55℄. Isto signi�
a que ao se de�nir um novo poten
ialvetor ~A′ = ~A+~∇Λ, onde Λ é uma função real arbitrária da posição e do tempo, en
ontra-seo mesmo 
ampo. Esta é a transformação de gauge.Substituindo essa forma do gauge no Hamiltoniano, Eq. (2.4), e es
olhendo 
oorde-nadas 
ilíndri
as, temos primeiramente que
H =

(−i~~∇)2

2m∗ +
e

m∗ ~p.
~A+

e2A2

2m∗ + VQR(ρ, θ, z) + Vdef(ρ, θ, z)

= − ~2

2m∗∇
2 − ie~

m∗

[

∂

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂

∂θ
θ̂ +

∂

∂z
ẑ

]

1

2
Bρθ̂

+
e2

8m∗B
2ρ2 + VQR(ρ, θ, z) + Vdef(ρ, θ, z)

= − ~2

2m∗∇
2 − ie~B

2m∗
∂

∂θ
+

e2

8m∗B
2ρ2 + VQR(ρ, θ, z) + Vdef (ρ, θ, z), (2.39)e após substituir ωc = eB

m∗
, que é 
hamada de frequên
ia de 
i
lotron, na Eq. (2.39),obtemos

H = − ~
2

2m∗∇
2 − i~ωc

2

∂

∂θ
+
m∗ω2

c

8
ρ2 + VQR(ρ, θ, z) + Vdef(ρ, θ, z). (2.40)Considerando as aproximações feitas na Seção 2.1.1, que tornam o problema unidi-mensional, 
om o elétron 
on�nado apenas na direção θ, teremos que: (i) os operadoresmomento em z e ρ têm valor médio zero, sendo assim eliminados do Hamiltoniano; (ii)as derivadas par
iais em θ no Hamiltoniano se tornarão derivadas totais; (iii) o anel teráum raio �xo R e uma posição �xa z = 0, pois assumimos o 
aso limite em que a largurado anel é muito �na, isto é, b − a → 0. Portanto, �nalmente obtemos o Hamiltonianoefetivo, sendo dado por

Heff = − ~
2

2m∗R2

d2

dθ2
− i~ωc

2

d

dθ
+
m∗ω2

c

8
R2 + Vdef (R, θ, 0). (2.41)
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ia de perturbação 80Rees
revendo o Hamiltoniano (2.41), sabendo-se que λc =√ ~

eB
é o raio de 
i
lotron,também 
hamado de 
omprimento magnéti
o, obtemos

Heff =
~
2

2m∗R2

{

−i d
dθ

+
1

2

(

R

λc

)2
}2

+ Vdef(R, θ, 0). (2.42)Três pontos importantes a respeito do Hamiltoniano, dado pela Eq. (2.42), podemser veri�
ados:
• O termo 1

2

(

R
λc

)2 está rela
ionado 
om o �uxo magnéti
o
1

2

(

R

λc

)2

=
πR2B

h/e
≡ φ

φ0
, (2.43)onde φ é o �uxo magnéti
o através da superfí
ie do anel quânti
o, e φ0 = h/e é o�uxo elementar.

• Qualquer poten
ial perturbativo tem periodi
idade angular:
Vdef(R, θ + 2π, 0) = Vdef (R, θ, 0). (2.44)

• Como reduzimos o problema a uma só variável, a angular, então a função de ondatambém só dependerá da 
oordenada θ, isto é, Ψ = Ψ(θ). A função de onda temperiodi
idade angular, dada pela 
ondição Ψ(θ) = Ψ(θ + 2π).Temos então que a equação de S
hrödinger para o sistema em questão é dada por
HeffΨ(θ) = EΨ(θ), (2.45)ou ainda,

{

~2

2m∗R2

(

−i d
dθ

+
φ

φ0

)2

+ Vdef(R, θ, 0)

}

Ψ(θ) = EΨ(θ). (2.46)2.2 Solução de um anel quânti
o ideal na ausên
ia deperturbaçãoIremos aqui desprezar qualquer in�uên
ia de forças externas, de tal maneira que noHamiltoniano esteja presente apenas o 
ampo magnéti
o. Logo, fazemos Vdef(R, θ, 0) = 0
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ia de perturbação 81na Eq. (2.42), tendo portanto, de a
ordo 
om a equação de S
hrödinger (2.46)
{

~2

2m∗R2

[

−i d
dθ

+
φ

φ0

]2
}

Ψ(θ) = EΨ(θ). (2.47)Como temos uma equação diferen
ial ordinária de segunda ordem 
om 
oe�
ientes
onstantes e homogêneos, tomaremos a solução da forma:
Ψ(θ) = keαθ. (2.48)Assim, substituindo na Eq. (2.47), temos a seguinte equação para α:

~2

2m∗R2
α2 +

i~ωc

2
α− m∗ω2

cR
2

8
+ E = 0, (2.49)sendo as raízes α dessa equação dadas por:

α =
im∗R2

~2

[

−~ωc

2
±
(

2~2E

m∗R2

)
1

2

]

= in. (2.50)Daí, isolando E:
E =

m∗R2

2~2

(

n~2

m∗R2
+

~ωc

2

)2

, (2.51)e substituindo ωc e a razão φ/φ0 dos �uxos magnéti
o e elementar, obtemos que
n = − φ

φ0
±
√

2m∗R2E

~2
. (2.52)Finalmente, temos que as autoenergias para um anel quânti
o unidimensional naausên
ia de perturbação são dadas por

E =
~
2

2m∗R2

{

n+
φ

φ0

}2

. (2.53)Normalizando a função de onda, Ψ(θ) = keinθ temos que
∫ 2π

0

Ψ(θ)Ψ∗(θ)dθ = 1, (2.54)e substituindo Ψ:
k2
∫ 2π

0

einθe−inθdθ = 1, (2.55)daí
k =

1√
2π
, (2.56)
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ia de perturbação 82logo a função de onda normalizada é:
Ψ(θ) =

einθ√
2π
. (2.57)Como Ψ(θ) tem periodi
idade angular, então deve ser uma função 
í
li
a ao longoda 
ir
unferên
ia. Logo, substituindo a forma da função de onda dada pela Eq. (2.48)podemos obter os valores possíveis para n:

Ψ(θ) = Ψ(θ + 2π) → keinθ = kein(θ+2π) → ein2π = 1, (2.58)daí
cos(2nπ) + i sin(2nπ) = 1. (2.59)e igualando os termos reais e imaginários, por 
omparação, temos que:

cos(2nπ) = 1 e sin(2nπ) = 0, (2.60)obtendo n = 0,±1,±2,±3, ..., ou seja, n é um número inteiro. Desse modo, 
omo tantoas autofunções e as autoenergias dependem de n, então só podem assumir 
ertos valoresdevido a essa periodi
idade da função de onda. Vemos que n representa o momentoquânti
o angular. Resumindo, temos que as Eqs. (2.53) e (2.57) são respe
tivamente asautoenergias e as autofunções para o problema do anel quânti
o ideal sem a presença dequalquer poten
ial perturbativo, 
om apenas alguns valores permitidos para o númeroquânti
o n.

Figura 34: Espe
tro de energia sob a in�uên
ia do �uxo magnéti
o, veri�
ando o efeitoAharonov-Bohm.Vemos que para n �xo a autoenergia é uma função quadráti
a do 
ampo, de modo
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onsiderações 83que para 
ada valor de n teremos uma parábola 
om a variação do 
ampo magnéti
o. NaFigura 34 mostramos esse resultado analíti
o da dependên
ia do espe
tro de energia 
oma variação do 
ampo magnéti
o, o qual está expresso adimensionalmente, em termos darazão do �uxo magnéti
o pelo �uxo elementar.Esse resultado bem 
onhe
ido é 
hamado de os
ilações Aharonov-Bohm, que 
onsis-tem em os
ilações periódi
as do espe
tro de energia à medida que o 
ampo magnéti
oaumenta, devido a transições de momento angular. Podemos visualizar tal 
omporta-mento na Figura 34, em que, por exemplo, o primeiro estado de energia é 
omposto pelassu
essivas partes das parábolas 
om valores de energias mais baixos, 
om 
ada parteformada pelos valores entre os dois pontos degenerados, em que 
ada parábola é respe
ti-vamente asso
iada a um valor de n. Dessa maneira, ao variarmos a intensidade do 
ampomagnéti
o, vemos que o determinado nível de energia tro
a de momento angular n em
ada ponto degenerado de 
ruzamento de duas parábolas su
essivas.2.3 Perturbação: Algumas 
onsideraçõesNa presença de qualquer poten
ial perturbativo devemos resolver o Hamiltonianoefetivo dado pela Eq. (2.42) sem desprezar nenhum de seus termos. Diferentes tipos deperturbações podem ser 
onsiderados, 
omo por exemplo as abordadas em nosso trabalho:as in�uên
ias de 
ampo elétri
o, a presença de impurezas e de superredes de poços depoten
iais ao longo da direção angular. Vamos dis
utir aqui aspe
tos gerais importantesdo problema de autovalor perturbado, Eq. (2.45), sendo o Hamiltoniano dado por
Heff =

~2

2m∗R2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

+ Vdef (R, θ, 0), (2.61)utilizando uma transformação de gauge que, 
omo veremos, fa
ilitará a resolução nos
asos em que o anel re
ebe in�uên
ia de algum agente externo.2.3.1 Transformação de gaugeVemos 
laramente, ao expandirmos o termo quadráti
o da Eq. (2.61), que o Hamil-toniano tem um termo imaginário propor
ional a φ∂/∂θ. Como sabemos, não é muito
onveniente trabalhar 
om termos imaginários, prin
ipalmente em propósitos numéri
os,
omo está es
rito na forma do Hamiltoniano da Eq. (2.42). Tendo em vista esse fato,
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onsiderações 84realizaremos a seguinte transformação para eliminar esse termo:
Ψ(θ) = Φ(θ)e

{

−i φ

φ0
θ
}

, (2.62)sendo essa transformação 
hamada de transformação de gauge ou transformação de Ca-libre. Apli
ando na Eq. (2.45), fa
ilmente 
hegamos à forma:
{ −~2

2m∗R2

d2

dθ2
+ Vdef (R, θ, 0)

}

Φ(θ) = EΦ(θ). (2.63)Nessa nova abordagem do problema o Hamiltoniano não apresenta uma dependên
iaexplí
ita do 
ampo magnéti
o. Porém, o mesmo deve ser resolvido 
om a apli
ação denovas 
ondições de 
ontorno periódi
as, obtidas através da apli
ação da transformação degauge nas antigas 
ondições de 
ontorno devido à periodi
idade da função de onda e desua derivada, 
omo faremos a seguir:
• Para a 
ondição de periodi
idade da função de onda:Como já 
omentado na Seção 2.1.3, a 
ondição de periodi
idade para a função deonda Ψ(θ) é dado por:

Ψ(θ) = Ψ(θ + 2π). (2.64)Para en
ontramos essa 
ondição no 
aso da função de onda Φ(θ), solução do Hamil-toniano (2.63), substituiremos a transformação dada pela Eq. (2.62) na Eq. (2.64):
Ψ(θ) = Φ(θ)e

{

−i φ

φ0
θ
}

Ψ(θ + 2π) = Φ(θ + 2π)e

{

−i φ

φ0
θ
}

e

{

−i φ

φ0
2π

}

, (2.65)obtendo assim a nova 
ondição de periodi
idade da função, dada por:
Φ(θ + 2π) = Φ(θ)e

{

i2π φ
φ0

}

. (2.66)É válido ressaltar que essa nova 
ondição tem que estar em 
on
ordân
ia 
om, e defato obede
e, a solução do Hamiltoniano não transformado, equação de autovalor para Ψ,obtendo o efeito Aharonov-Bohm.Seja T2π o operador de translação de 2π, 
om a propriedade:
T2πΦ(θ) = Φ(θ + 2π) = e

{

i2π φ
φ0

}

Φ(θ), (2.67)isto signi�
a que Φ(θ) é autofunção do operador T2π 
om autovalor exp{i2π φ
φ0

}.
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• Para a 
ondição de 
ontinuidade da função de onda:Como sabemos, a derivada primeira da função de onda tem que ser 
ontínua. Tendoem vista essa propriedade, obtemos agora a 
ondição de periodi
idade da derivada dafunção Φ(θ) devido à transformação de gauge, no qual temos que:

d

dθ
Ψ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ+2π

=
d

dθ
Ψ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ

, (2.68)e utilizando a transformação, Eq. (2.62), obtemos �nalmente a nova 
ondição de periodi-
idade da derivada
d

dθ
Φ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ+2π

=
d

dθ
Φ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ

e

{

i2π φ

φ0

}

. (2.69)Essa 
ondição veio, 
omo já 
omentamos, da 
ontinuidade da derivada da função deonda total Ψ(θ). Aqui assumimos que o poten
ial perturbativo é 
ontínuo e tem derivada
ontínua.À título de validação da transformação utilizada, adotaremos o problema da ausên
iade perturbação, de a
ordo 
om a Eq. (2.63), fazendo Vdef = 0, e 
ompararemos osresultados aqui obtidos 
om os das Eqs. (2.57) e (2.53). Nesse 
aso, temos que as soluçõessão:
• Para as autofunções:

Φ(θ) = Φn(θ) =
1√
2π
e

{

i
(

n+ φ

φ0

)

θ
}

, (2.70)
• Para as autoenergias:

En = En(B) =
~2

2m∗R2

{

n +
φ

φ0

}2

, (2.71)as quais são de fato as mesmas soluções dis
utidas anteriormente, pois 
omo Ψ(θ) = einθ√
2πe Ψ(θ) = Φ(θ)e

−i φ
φ0

θ, obtemos por substituição realmente a relação (2.70), e o espe
trode energia é o mesmo, pois des
reve o mesmo sistema físi
o.Uma observação bastante relevante, de
orrente das Eqs. (2.62), (2.66) e (2.69), sobrea vantagem de trabalhar 
om o problema de autovalor para Φ(θ), é que o Hamiltonianonão mais 
ontém termos imaginários. Entretanto, temos que lidar agora 
om 
ondiçõesde 
ontorno periódi
as que trazem toda a dependên
ia do 
ampo magnéti
o, sendo elas
omplexas. Isto se torna 
laro ao separarmos a função de onda na sua parte real e
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Φ(θ) = ΦR(θ) + iΦI(θ), (2.72)de tal forma que a equação diferen
ial a ser resolvida possuirá duas partes, assim 
omo a
ondição de 
ontorno periódi
a da função:

{ −~2

2m∗R2

d2

dθ2
+ Vdef(R, θ, 0)

}

Φ(RI)
(θ) = EΦ(RI )

(θ) (2.73)
Φ(θ + 2π) = Φ(θ)e

{

i2π φ

φ0

}

. (2.74)De�nindo δφ = 2π φ
φ0
, temos que a 
ondição de periodi
idade da função de onda torna-se:

⇒
[

ΦR(θ + 2π)

ΦI(θ + 2π)

]

=

[

cos(δφ) − sin(δφ)

sin(δφ) cos(δφ)

][

ΦR(θ)

ΦI(θ)

]

. (2.75)Assim ΦR(θ) e ΦI(θ) são soluções do mesmo Hamiltoniano 
om as mesmas energias,mas obede
em a 
ondições de fronteira a
opladas e 
omplexas.O uso da transformação de gauge permite-nos obter uma propriedade muito impor-tante do espe
tro de energia, que in
lui ambos os 
asos, anel ideal 
om e sem perturbação,que diz que: o espe
tro de energia para um anel quânti
o ideal, unidimensional,é uma função periódi
a de φ

φ0

.Isto é 
laramente visível nas fórmulas anteriores, que são todas funções periódi
asdo parâmetro δφ = 2π φ
φ0
, que de fato é o autovalor do operador translação T2π e é afase da função de onda, 
omo visto na Eq. (2.62). Entretanto, o espe
tro de energiapara um anel quânti
o ideal apresenta em adição uma forte e pe
uliar 
ara
terísti
a: osautoestados são duplamente degenerados para números meio-inteiros do �uxo magnéti
opelo �uxo elementar, isto é:
En = E−(n+2p+1) se φ

φ0
= p+

1

2
(2.76)onde n e p podem assumir os valores 0,±1,±2,±3, . . ..Essa degeneres
ên
ia é a origem do 
onhe
ido efeito Aharonov-Bohm, ver Seção 1.8,que são os
ilações do espe
tro de energia 
om função do 
ampo magnéti
o, ver Figura 34.Da relação (2.76), vemos que se �xarmos n (o que se refere a um úni
o estado), teremosum valor de energia En que será o mesmo para o estado −(n + 2p + 1). Temos aindaque se variarmos p, obteremos todos os estados degenerados ao estado �xado a priori.
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o 87Em parti
ular, os dois primeiros estados degenerados em φ/φ0 = p + 1/2 diferem poruma unidade do momento angular. Em geral, para todos os estados degenerados para ummesmo valor de energia, onde teremos dois estados degenerados por vez, vemos que duas
ombinações desses estados degenerados estão separadas por uma unidade do momentoangular.A 
onsequên
ia dessa periodi
idade 
om respeito à φ/φ0 é que nós podemos nos limitarapenas ao estudo das soluções no intervalo −1 < φ/φ0 < +1.2.4 Método numéri
oEm vários problemas físi
os onde a solução analíti
a é inviável, no sentido de termuitas restrições, é 
onveniente re
orrer a soluções baseadas em métodos numéri
os. Nestetrabalho utilizamos uma té
ni
a numéri
a de diferenças �nitas para resolver as equaçõesdiferen
iais que se en
ontram ao longo desta dissertação.Apli
amos aqui uma té
ni
a para en
ontrar as soluções da equação de S
hrödingerunidimensional de uma partí
ula submetida a um poten
ial U dentro da aproximação demassa efetiva, onde a massa efetiva é tomada 
omo função da variável espa
ial, isto é,
m(x) = µ(x)me para o 
aso unidimensional, sendo me a massa de repouso do elétron.Estenderemos a té
ni
a para solu
ionar a equação de S
hrödinger bidimensional no Capí-tulo 5. Para isso, vamos dis
retizar a equação diferen
ial em um grid no espaço, istoé, es
revemos a equação de S
hrödinger em passos dis
retos, h, assumindo as formas daderivada primeira e derivada segunda dis
retizadas. Dessa maneira, en
ontramos o Ha-miltoniano do sistema em uma forma matri
ial bastante simples, 
om formato tridiagonalpara um sistema unidimensional, e pentadiagonal em blo
os para o 
aso bidimensional.En
ontraremos os autovalores e autovetores do problema diagonalizando a matriz do Ha-miltoniano.Como veremos, as soluções obtidas a partir desta té
ni
a são bastante �exíveis, nosentido que nos permitem estudar problemas submetidos a diferentes poten
iais e 
omfunções arbitrárias que des
revem a massa efetiva.
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o 882.4.1 Té
ni
a de dis
retização: solução unidimensionalSeja a equação de S
hrödinger para um poten
ial de 
on�namento unidimensional naaproximação de massa efetiva dada por
{−~2

2me

d

dx

(

1

µ(x)

d

dx

)

+ U(x)

}

Ψ(x) = EΨ(x) (2.77)Usaremos os 
onhe
idos valores das 
onstantes de Rydberg, Ry, e raio de Bohr, r0,para adimensionalizar a equação de S
hrödinger, e assim não nos preo
uparmos 
om asunidades na 
onstrução de um programa 
om a utilização da té
ni
a [19, 63℄:
Ry =

mee
4

2~2
, (2.78)e

r0 =
~2

mee2
. (2.79)Dividindo a Eq. (2.78) pela Eq. (2.77) e utilizando a relação (2.79), temos que

−~2

2me

1

Ry

d

dx

(

1

µ(x)

dΨ(x)

dx

)

+
U(x)

Ry
Ψ(x) =

E

Ry
Ψ(x)

−r20
d

dx

(

1

µ(x)

dΨ(x)

dx

)

+ U ′(x)Ψ(x) = E ′Ψ(x), (2.80)ao 
onsiderarmos as seguintes transformações U ′(x) = U(x)
Ry

e E ′ = E
Ry
. Agora fazendo

x′ = x
r0
, temos que

Ψ(x) = Ψ(r0x
′) = Ψ′(x′)

U ′(x) = U ′(r0x
′) = U ′′(x′) (2.81)

µ(x) = µ(r0x
′) = µ′(x′),e 
omo dx′/dx = 1/r0, logo

dΨ(x)

dx
=
dΨ′(x′)

dx
=
dΨ′(x′)

dx′
dx′

dx
=

1

r0

dΨ′(x)

dx′
, (2.82)
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d

dx

(

1

µ(x)

dΨ(x)

dx

)

=
d

dx

(

1

µ′(x′)

1

r0

dΨ′(x′)

dx′

)

=
1

r0

d

dx′

(

1

µ′(x′)

dΨ′(x′)

dx′

)

dx′

dx

=
1

r20

d

dx′

(

1

µ′(x′)

dΨ′(x′)

dx′

)

. (2.83)Substituindo as Eqs. (2.81) e (2.83) na Eq. (2.80), temos que
− d

dx′

(

1

µ′(x′)

dΨ′(x′)

dx′

)

+ U ′′(x′)Ψ′(x′) = E ′Ψ′(x′). (2.84)Por motivo de 
onveniên
ia tomaremos a notação menos exaustiva retirando as linhas
(′) e tro
ando x′ por z, assim

− d

dz

(

1

µ(z)

dΨ(z)

dz

)

+ U(z)Ψ(z) = EΨ(z). (2.85)Até então, o que �zemos foi apenas es
rever a equação de S
hrödinger em uma formamais 
ompa
ta e adimensional. O próximo passo é apli
ar a té
ni
a de diferenças �nitasna Eq. (2.85). Faremos isso, es
revendo a função de onda 
omo uma função dis
reta 
om
N passos, tal que, Ψ(z) = Ψ1,Ψ2,Ψ3, ...,ΨN , sendo h o tamanho do passo, que em nosso
aso adotamos 
omo uniforme, isto é, a distân
ia entre dois pontos zi e zi+1 é 
onstante,de valor h, independente do ponto tomado no eixo z, 
omo vemos na Figura 35.
Figura 35: Variação unidimensional ao longo do eixo z 
om passo h entre dois pontos adja
entes.A derivada primeira no 
aso 
ontínuo é de�nida 
omo

df(z)

dz
= lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
, (2.86)que pode ser es
rita no 
aso dis
reto pelas seguintes maneiras, tomando a derivada:

• pela direita:
df(z)

dz
=
f(z + h)− f(z)

h
=
fi+1 − fi

h
, (2.87)

• pela esquerda:
df(z)

dz
=
f(z)− f(z − h)

h
=
fi − fi−1

h
. (2.88)
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• e através da média:

df(z)

dz
=
f(z + h)− f(z − h)

2h
=
fi+1 − fi−1

2h
. (2.89)En
ontraremos agora o primeiro termo da Eq. (2.85). Para isso apli
aremos primei-ramente a derivada pela esquerda

dΨ(z)

dz
=

Ψ(z)−Ψ(z − h)

h
=

Ψi −Ψi−1

h
, (2.90)e em seguida apli
aremos a derivada pela direita. Temos que

d

dz

(

1

µ(z)

dΨ(z)

dz

)

=
d

dz

(

1

µ(z)

Ψ(z)−Ψ(z − h)

h

)

=
1

h

[

1

µ(z + h)

Ψ(z + h)−Ψ(z − h+ h)

h

− 1

µ(z)

Ψ(z)−Ψ(z − h)

h

]

=
1

h2

[

Ψ(z + h)

(

1

µ(z + h)

)

−Ψ(z)

(

1

µ(z + h)
+

1

µ(z)

)

+Ψ(z − h)

(

1

µ(z)

)]

. (2.91)Substituindo esse resultado na Eq. (2.85):
−Ψ(z + h)

(

1
µ(z+h)h2

)

+Ψ(z)
(

1
µ(z+h)h2 +

1
µ(z)h2 + U(z)

)

−Ψ(z − h)
(

1
µ(z)h2

)

= EΨ(z),(2.92)e es
revendo-a em passos dis
retos de Ψi e Ui, temos que a equação de S
hrödinger paraum grid uniforme é dada por
−Ψi+1

(

1

µi+1h2

)

+Ψi

(

1

µi+1h2
+

1

µih2
+ Ui

)

−Ψi−1

(

1

µih2

)

= EΨi, (2.93)que pode ser es
rita na forma matri
ial ZΨ = EΨ, onde Z é
Z =























[

1
h2

(

1
µ1

+ 1
µ2

)

+ U1

]

− 1
h2µ1

0 . . . 0

− 1
h2µ1

[

1
h2

(

1
µ2

+ 1
µ3

)

+ U2

]

− 1
h2µ2

. . . 0

0 − 1
h2µ2

. . . . . . 0... ... . . . . . . − 1
h2µN−1

0 0 . . . − 1
h2µN−1

[

1
h2

(

1
µN

+ 1
µN+1

)

+ UN

]























.

(2.94)Vemos na Eq. (2.94) que a matriz Z é simétri
a, isto é, é uma matriz quadrada
(N × N) 
om sua transposta sendo igual à sua inversa, Z† = Z−1 e Z−1Z = 1. Dessa
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o 91forma, pre
isamos 
onsiderar apenas duas diagonais relevantes, a diagonal prin
ipal e umadas duas diagonais adja
entes a esta, superior ou inferior. Assim, de�nindo os seguinteselementos da diagonal prin
ipal e da diagonal adja
ente respe
tivamente 
omo
Di =

1
h2

(

1
µi

+ 1
µi+1

)

+ Ui 
om i = 1, 2, ..., N,

Ai = − 1
h2

(

1
µi

) 
om i = 1, 2, ..., N − 1,
(2.95)podemos es
rever de forma resumida a equação matri
ial ZΨ = EΨ 
omo





















D1 A1 0 . . . 0

A1 D2 A2 . . . 0

0 A2
. . . . . . 0... ... . . . . . . AN−1

0 0 . . . AN−1 DN









































...
Ψi−1

Ψi

Ψi+1...




















= E





















...
Ψi−1

Ψi

Ψi+1...




















. (2.96)
Vemos pela Eq. (2.95) que qualquer termo adi
ional na direção z 
omo, por exemplo,os poten
iais devido a 
ampos elétri
os externos, deve ser in
luido apenas na diagonalprin
ipal Di da matriz. Como resultado da té
ni
a de diferenças �nitas apli
ada aosistema, en
ontramos o Hamiltoniano dis
retizado representado por uma matriz N × Ntridiagonal simétri
a, 
ujas autofunções são matrizes 
oluna de ordem N

Ψ =





















Ψ1

Ψ2

Ψ3...
ΨN





















. (2.97)
Agora 
om a matriz do Hamiltoniano na forma tridiagonal, basta usarmos algumasubrotina 
omputa
ional para diagonalizar essa matriz e en
ontrar os seus autovalores eautovetores. Exemplos de subrotinas que diagonalizam matrizes tridiagonais simétri
assão as rotinas DSTEVX da LAPACK e a IMTQL2 da EISPACK [70℄.Ao invés de apli
armos a dis
retização primeiramente pela esquerda e depois peladireita, originando as diagonais dadas pela Eq. (2.95), poderíamos ter apli
ado primeira-mente a derivada pela direita e depois pela esquerda. Dessa forma obteríamos as seguintesrelações para os elementos das diagonais

Di =
1
h2

(

1
µi

+ 1
µi−1

)

+ Ui 
om i = 1, 2, ..., N,

Ai = − 1
h2

(

1
µi−1

) 
om i = 1, 2, ..., N − 1,
(2.98)
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o 92mas se agora tomarmos as médias dos resultados das duas ordens da apli
ação da derivadadis
reta 
omeçando pela esquerda Eq. (2.95) e pela direita Eq. (2.98), obteremos que
Di =

1
2h2

(

1
µi−1

+ 2
µi

+ 1
µi+1

)

+ Ui 
om i = 1, 2, ..., N,

Ai = − 1
2h2

(

1
µi−1

+ 1
µi+1

) 
om i = 1, 2, ..., N − 1,
(2.99)Durante todo o trabalho resolvemos as equações diferen
iais unidimensionais utili-zando a Eq. (2.99) para as diagonais do Hamiltoniano, assumindo a massa efetiva umparâmetro 
onstante ao longo da estrutura, tal que a Eq. (2.99) torna-se:

Di =
2

m∗h2 + Ui 
om i = 1, 2, ..., N,

Ai = − 1
m∗h2 
om i = 1, 2, ..., N,

(2.100)onde o n-ésimo termo de Ai deve ser agora 
onsiderado, pois a função de onda do elétron noanel possui periodi
idade angular, ou seja, Ψ(θ) = Ψ(θ+2π), que impõe que ΨN+1 = Ψ0.Dessa forma, podemos es
rever a matriz do Hamiltoniano 
omo




















D1 A1 0 . . . AN

A1 D2 A2 . . . 0

0 A2
. . . . . . 0... ... . . . . . . AN−1

AN 0 . . . AN−1 DN









































...
Ψi−1

Ψi

Ψi+1...




















= E





















...
Ψi−1

Ψi

Ψi+1...




















. (2.101)
Pela Eq. (2.101) vemos que a matriz é agora uma matriz tridiagonal 
om dois elemen-tos fora das diagonais, prin
ipal e adja
entes, diferentes de zero, sendo (1, N) = (N, 1) =

AN . Portanto, ao implementarmos o método 
omputa
ional devemos adi
ionar a 
ondiçãode periodi
idade.Espe
i�
amente, para o problema de autovalor do anel quânti
o ideal, Eq. (2.45),
om o Hamiltoniano dado pela Eq. (2.41), en
ontraremos agora os valores dos elementosdas diagonais, prin
ipal e se
undárias, operando de maneira análoga ao que �zemos noiní
io da presente seção para a Eq. (2.77). Primeiramente es
revendo a Eq. (2.41) em
oordenadas adimensionais, tal que a equação de S
hrödinger torna-se:
− 1

R
2

d2Ψ(θ)

dθ2
− i~ωc

2Ry

dΨ(θ)

dθ
+
m∗ω2

c

8Ry

R
2
r20 + V (R, θ, 0) = EΨ(θ), (2.102)onde R = R/r0, V = V/Ry e E = E/Ry, 
om Ry e r0 sendo a energia efetiva de Rydberge o raio de Bohr, respe
tivamente de�nidos pelas Eqs. (2.78) e (2.79).
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o 93Apli
aremos o esquema de diferenças �nitas. Para isso rees
reveremos a função deonda e o poten
ial 
omo Ψ(θ) = Ψi e V (R, θ, 0) = V i, 
om i = 1, 2, 3...N , e substituiremosas derivadas primeira e segunda por:
dΨ(θ)

dθ
=

Ψi+1 −Ψi−1

2∆θ
e d2Ψ(θ)

dθ2
=

Ψi+1 − 2Ψi +Ψi−1

∆θ2
, (2.103)onde ∆θ é uma variação angular muito pequena. Com essa aproximação, e realizandoalgumas manipulações, obtemos que a Eq. (2.102) �
a:

AΨi+1 +DiΨi +BΨi−1 = EΨi, (2.104)onde
A =

[

− 1

R
2
∆θ2

− i~ωc

4Ry∆θ

]

, (2.105)
Di =

[

2

R
2
∆θ2

+
m∗ω2

c

8Ry
R

2
r20 + V i

] (2.106)e
B =

[

− 1

R
2
∆θ2

+
i~ωc

4Ry∆θ

]

. (2.107)Es
revendo a Eq. (2.104) na forma matri
ial, temos que:




















D1 A 0 . . . B

B D2 A . . . 0

0 B
. . . . . . 0... ... . . . . . . A

A 0 . . . B DN









































Ψ1...
Ψi...
ΨN





















= E





















Ψ1...
Ψi...
ΨN





















, (2.108)
sendo essa a equação a ser resolvida numeri
amente.2.4.2 Numéri
o versus analíti
oDurante todo o trabalho 
al
ulamos a in�uên
ia de um 
ampo magnéti
o na direçãoperpendi
ular ao plano do anel sobre seus autoestados ao se 
onsiderar ou não poten
iaispertubativos oriundos de forças externas. No presente 
apítulo 
onsideramos apenas asdis
ussões analíti
as na formação da base do problema do anel quânti
o ideal e o 
asosimples da solução na ausên
ia de qualquer pertubação, onde en
ontramos analiti
amente,na Seção 2.2, o efeito Aharonov-Bohm.Como sabemos, é de grande importân
ia avaliar a validade do programa desenvolvido
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Figura 36: Espe
tro de energia de um anel quânti
o ideal sob in�uên
ia de um 
ampo magnéti
operpendi
ular ao plano do anel, onde se veri�
a o efeito Aharonov-Bohm, que foi 
al
uladonumeri
amente.numeri
amente, que foi 
onstruído utilizando-se a té
ni
a de diferenças �nitas 
omentadaanteriormente na Seção 2.4.1, já que o utilizaremos na solução dos problemas ao longo detoda a dissertação. Dessa forma, 
omo sabemos a solução exata analíti
a para um dos
asos tratados, podemos utilizá-la para 
omparar 
om o resultado obtido pelo programanuméri
o e então veri�
ar sua validade. Ao 
ompararmos os resultados numéri
o (Figura36) e analíti
o (Figura 34) para o 
aso sem a in�uên
ia de perturbações externas, vemosque os grá�
os apresentam o mesmo 
omportamento, 
on�rmando assim a 
on�abilidadedo programa desenvolvido.Pela solução numéri
a, Figura 36, podemos observar as energias os
ilando, mas nãopodemos avaliar nada a respeito da 
ausa das os
ilações. Porém pela Figura 34, podemosavaliar que ao aumentarmos o valor do 
ampo magnéti
o, os estados não permane
em 
omum valor de momento angular �xo, mas na verdade tro
am à medida que aumentamoso 
ampo magnéti
o B. Vemos também que nos pontos em que há a tro
a do momentoangular existe mais de um estado 
om o mesmo valor de energia, isto é, temos assim esta-dos degenerados. As os
ilações periódi
as do espe
tro de energia à medida que o 
ampomagnéti
o aumenta, devido as transições do momento angular, são uma manifestação doefeito Aharonov-Bohm, dis
utido anteriormente.
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Capítulo 3
Efeitos de impurezas e 
ampos elétri
ossobre o espe
tro de energia de anéisquânti
os

Neste 
apítulo utilizaremos a equação de S
hrödinger transformada, Eq. (2.63), após
onsiderarmos a transformação de gauge, desenvolvida na Seção 2.3.1, em que já se 
onsi-derou no Hamiltoniano efetivo a presença de 
ampo magnéti
o na direção perpendi
ularao plano do anel. Ini
ialmente estudaremos as in�uên
ias de uma perturbação devido àpresença de 
ampo elétri
o no plano do anel, 
om ou sem a in�uên
ia do 
ampo magné-ti
o, respe
tivamente nas Seções 3.1.1 e 3.1.2. Por �m, analisaremos o que a
onte
e 
omo espe
tro de energia se lo
alizarmos uma ou mais impurezas ao longo do anel de maneirasimétri
a, assimétri
a e 
om uma 
erta aleatoriedade, Seção 3.2.3.1 Efeitos devido a 
ampos elétri
os no planoAgora nosso sistema é perturbado, pois implementamos um 
ampo elétri
o no planodo anel, 
onstante e uniforme, onde 
onsideramos a direção de apli
ação ao longo do eixo
x, 
omo mostra a Figura 37. Assim, o poten
ial Vdef devido a tal força externa é dadopor

Vdef = Velec = eFx = eFR cos(θ) (3.1)onde usamos a letra F para designar a amplitude do 
ampo elétri
o (~F ).
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Figura 37: Representação da direção do 
ampo elétri
o no plano do anel, ao longo do eixo x.Vamos abordar dois 
asos separadamente: o primeiro, o 
ampo magnéti
o externoé zero (B = 0), dis
utido na Seção 3.1.1, e o segundo 
aso, 
onsideramos um 
ampomagnéti
o externo diferente de zero (B 6= 0), dis
utido na Seção 3.1.2.3.1.1 Campo magnéti
o igual a zeroFaçamos primeiramente uma previsão qualitativa do espe
tro de energias nesse 
aso.Analisando a forma do poten
ial elétri
o, dada pela Eq. (3.1) e que está representadana Figura 38, vemos que, devido ao 
ampo elétri
o, os elétrons vão tender a lo
alizar-sepróximos da região onde θ = π, região onde o poten
ial é mínimo, já que eFR > 0 e
cos(θ = π) = −1, levando a Vdef (π) = −eFR, apresentando um maior 
on�namento deelétrons.Dessa forma, é de se esperar que os níveis mais baixos de energia apresentem estadosque estão lo
alizados próximos do mínimo de poten
ial, região θ = π, enquanto na partedas altas energias, para E/eFR >> 1, os estados se 
omportam de maneira pare
idaao 
aso da ausên
ia de perturbação, pois quanto mais distante do ponto θ = π menos apartí
ula per
eberá a in�uên
ia do 
ampo, de modo que as soluções devem ser as de umanel quânti
o ideal não perturbado, 
omo podemos observar na representação esquemáti
adada pela Figura 38.Para obter as soluções do 
aso perturbado devido a um 
ampo elétri
o no planodo anel, por enquanto, sem a in�uên
ia de 
ampo magnéti
o, devemos 
omplementaro problema da equação de S
hrödinger dado pelo Hamiltoniano efetivo Eq. (2.61) 
omas mesmas 
ondições 
í
li
as de periodi
idade Ψn(θ) = Ψn(θ + 2π) para a situação nãoperturbada, en
ontrada ao fazermos B = 0 na Eq. (2.66). Em adição, nós vemos ainda apartir da forma do poten
ial que ele é simétri
o 
om relação ao ponto θ = π, assim teremos
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Figura 38: Grá�
o mostrando a forma do poten
ial elétri
o.que as funções de onda também devem ser simétri
as ou anti-simétri
as 
om relação aesse ponto. Logo elas serão funções ímpares ou pares 
om respeito ao ponto θ = π. Alémdisso, a periodi
idade do poten
ial nos pontos θ = 0 e θ = 2π impli
a também que afunção de onda deve ser par ou ímpar 
om respeito a esses pontos. Se a solução é par 
omrespeito ao 
entro (θ = π), terá derivada angular nula nesse ponto e também deve possuirderivada nula nas fronteiras do poten
ial, nos pontos θ = 0 e θ = 2π. Ao 
ontrário, sea solução é ímpar 
om respeito ao 
entro, então a função de onda será nula no 
entro etambém nos pontos de fronteira. Esses resultados estão resumidos a seguir:
Ψn(θ + 2π) = Ψn(θ) (3.2)

Ψn(π + θ) =



































+Ψn(π − θ) , (par) ⇒ dΨn(θ)

dθ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0,π,2π

= 0

−Ψn(π − θ) , (ímpar) ⇒ Ψn(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0,π,2π

= 0

(3.3)
Essas 
ondições podem ser usadas para, separadamente, pro
urar soluções pares eímpares, fato que pode ser de grande ajuda numéri
a. De fato, é esperado que as duasprimeiras soluções da parte de energia mais baixa do espe
tro sejam respe
tivamente umasolução par e uma solução ímpar. Essas duas soluções apresentam o mesmo 
omporta-
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ial harm�ni
o obtido ao expandir a Eq. (3.1)em série de Taylor em torno do ponto θ = π de maior 
on�namento eletr�ni
o,
Velec ≈ −eFR +

eFR

2
(θ − π)2, (3.4)ao 
onsideramos apenas os primeiros termos da expansão. Podemos visualizar mais 
la-ramente o 
omportamento harm�ni
o do poten
ial ao fazermos a substituição da relação

Ω =
√

eF/m∗R, obtendo
Velec ≈ Velec(π) +

m∗Ω2

2
R2(θ − π)2, (3.5)e da relação l = R(θ − π), obtendo um Hamiltoniano de um problema de os
iladorharm�ni
o dado por

Heff ≈ −~2

2m∗
d2

dl2
+ Velec(π) +

m∗Ω2

2
l2. (3.6)Assim, para anéis quânti
os 
om raios grandes sujeito a 
ampos elétri
os 
om inten-sidade pequena, a separação de energia entre os dois primeiros estados 
on�nados podeser muito fra
a, dada por

∆ = En+1 −En = ~Ω, (3.7)onde utilizamos a energia do os
ilador harm�ni
o unidimensional, En = ~ω
(

n+ 1
2

).Agora, de fato, resolvendo a equação diferen
ial do Hamiltoniano efetivo, Eq. (2.63),substituindo o poten
ial perturbativo dado pela Eq. (3.1), obtemos:
{ −~2

2m∗R2

d2

dθ2
+ eFR cos(θ)

}

Ψ(θ) = EΨ(θ). (3.8)Fazendo a mudança de variável
θ = 2x, (3.9)temos que

d2

dθ2
=

d

dθ

(

d

dθ

)

=
d

dx

(

d

dx

dx

dθ

)

dx

dθ
, (3.10)ou ainda d2

dθ2
= 1

4
d2

dx2 . Tomando
a =

8m∗R2

~2
E e 2q =

8m∗R2

~2
eFR (3.11)na Eq. (3.8), obtemos a nova equação diferen
ial a ser resolvida:

d2Ψ

dx2
+ [a− 2q cos(2x)]Ψ = 0. (3.12)



3.1 Efeitos devido a 
ampos elétri
os no plano 99As soluções são as funções deMathieu1 [72℄ de 1a e 2a espé
ie. Assim, a solução geralé dada pela 
ombinação linear dessas funções linearmente independentes, sendo uma delasuma função par e a outra ímpar na variável x [46, 72℄:
Ψn(θ) = Any1

(

a, q,
θ

2

)

+Bny2

(

a, q,
θ

2

)

. (3.13)Determinamos o espe
tro de energia através da apli
ação das 
ondições de 
ontornonessa função implí
ita da energia, que são:
• A função de onda deve ser 
ontínua e periódi
a:

Ψn(0) = Ψn(2π) (3.14)
• A derivada primeira da função de onda deve também ser 
ontínua:

dΨn

dθ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

=
dΨn

dθ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=2π

(3.15)Daí, obtemos uma equação trans
endental e determinamos o espe
tro de energia apartir do parâmetro �a�, já que o parâmetro �q� é uma 
onstante em nosso problema.3.1.2 Campo magnéti
o diferente de zeroAo usarmos a transformação de gauge, Eq. (2.62), para eliminar a parte imagináriadevida ao 
ampo magnéti
o no Hamiltoniano efetivo, obtemos a mesma equação dife-ren
ial para a função Φ(θ), a ser resolvida, en
ontrada no 
aso sem 
ampo magnéti
o,dada pela Eq. (3.8), ex
eto pela existên
ia de 
ondições de fronteiras dependentes de B.Fazendo as mesmas mudanças de variáveis (3.9) e (3.11), obteremos a mesma equaçãodiferen
ial (3.12), 
om solução geral para Φ(θ) dada pela 
ombinação linear das funçõesde Mathieu de 1a e 2a espé
ie:
Φn(θ) = An(B)y1

(

a, q,
θ

2

)

+ Bn(B)y2

(

a, q,
θ

2

)

, (3.16)onde agora os 
oe�
ientes das funções de Mathieu dependem do 
ampo magnéti
o, e sãodeterminados 
omo no outro 
aso, pelas seguintes 
ondições de 
ontorno, dependentes de
B:1As funções foram introduzidas pela primeira vez por Émile Léonard Mathieu em 1868 na solução deseu primeiro trabalho sobre as vibrações das membranas heli
oidais [71℄.
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• Para a 
ontinuidade da função de onda,

Φn(0) = Φn(2π)e

{

−i2π φ

φ0

}

. (3.17)
• Para a 
ontinuidade da derivada primeira da função de onda,

d

dθ
Φ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

=
d

dθ
Φ(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ=2π

e

{

−i2π φ

φ0

}

. (3.18)Da equação trans
endental resultante da apli
ação dessas 
ondições, devemos deter-minar o espe
tro de energia a partir do parâmetro �a�.3.2 Efeitos de impurezasSeja uma impureza ionizada lo
alizada na posição ~rimp = (Rimp, θimp, zimp), ou seja,a uma distân
ia Rimp do 
entro do anel e a uma altura zimp, 
omo pode ser observadona Figura 39. As impurezas terão 
argas positivas eimp, onde 
onsideramos o módulo da
arga da impureza o mesmo módulo da 
arga eletr�ni
a e.

(a) (b)

0

R

Rimp
Rimp0

zimp

z

Figura 39: Representação da lo
alização da impureza ionizada (a) vista do topo do anel, e (b)vista em perspe
tiva.Temos que o poten
ial perturbativo gerado pela impureza positiva será um poten
ialatrativo dado por:
Vimp(θ) =

−eeimp

4πǫrǫ0

1

|~R− ~rimp|
. (3.19)
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|~R− ~rimp| =

√

R2 − 2~R. ~rimp + r2imp

=
[

R2 − 2RRimp cos(θ − θimp) +R2
imp + z2imp

]
1

2

= R

[

1− 2Rimp cos(θ − θimp)

R
+
R2

imp

R2
+
z2imp

R2

]

1

2

. (3.20)Fazendo as seguintes substituições
u =

Rimp

R
, h =

zimp

R
e σimp =

−eeimp

4πǫrǫ0R
, (3.21)onde ǫr = ǫ

ǫ0
é a permissividade relativa, também 
hamada de 
onstante dielétri
a, dadapela razão da permissividade do material sobre a permissividade do vá
uo [59℄, obtemoso poten
ial na forma

Vimp(θ) =
σimp

√

1− 2u cos(θ − θimp) + u2 + h2
. (3.22)Já para o 
aso de mais de uma impureza lo
alizada ao longo do anel teremos que opoten
ial é dado por

Vimp(θ) =

N
∑

j=1

σimp
√

1− 2uj cos(θ − θjimp
) + u2j + h2j

, (3.23)onde θjimp
representa a posição angular ao longo do anel de 
ada j-ésima impureza. Assim,para impurezas lo
alizadas:

• Igualmente espaçadas:Temos nesse 
aso que a posição angular é dada por:
θjimp

=
2π

N
(j − 1), (3.24)onde N é o número total de impurezas 
onsideradas.

• Espaçadas aleatoriamente:Observando a Figura 40, onde de�nimos de que maneira introduzimos a aleatoriedadena lo
alização das impurezas, temos que as impurezas podem variar em torno das suasposições �xas quando são igualmente espaçadas de valor w, que é o peso da aleatoriedade,
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os de 
or azul na �gura, que podem assumir os seguintes valores:
0 ≤ w ≤ 2π

N
. (3.25)Como podemos ver, o valor máximo que w pode possuir é do mesmo tamanho do 
om-primento da distân
ia angular entre duas impurezas adja
entes no 
aso de estarem sime-tri
amente espaçadas. Assim, as impurezas agora não ne
essariamente estão igualmenteespaçadas, porém, em nenhum 
aso teremos duas impurezas 
om a mesma lo
alização.

Figura 40: Representação da lo
alização das impurezas espaçadas de maneira aleatória. Oparâmetro w é o peso da aleatoriedade, representado pelo ar
o em azul na �gura.Dessa forma, de�nimos a posição θjimp
para o 
aso aleatório 
omo

θjimp
=

2π

N
(j − 1) + w

(

nrand(j)− 1

2

)

, (3.26)onde nrand(j) é o j-ésimo número aleatório gerado pela subrotina rand48 [70℄, que assumeos seguintes valores
0 ≤ nrand(j) ≤ 1. (3.27)Um exemplo da lo
alização das impurezas é mostrado na Figura 41, para 5 impurezas,
om dois pesos diferentes, em que o ar
o azul delimita o intervalo máximo em que aimpureza pode o
upar uma posição para o peso máximo.Na Seção 3.1.1 dis
utimos sobre a lo
alização dos estados devido à forma do poten
ialperturbativo elétri
o. De maneira análoga, veremos a seguir que o poten
ial atrativodevido às impurezas gera no espe
tro de energia estados lo
alizados nas regiões do mínimode poten
ial, tal que nesses pontos teremos uma maior 
on
entração de estados. Caso
onsiderássemos uma impureza negativa, nós teríamos um poten
ial repulsivo. A úni
adiferença entre os dois 
asos é que a lo
alização do elétron será ao redor do ponto θ = 0
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Figura 41: As lo
alizações das 
in
o impurezas 
om pesos w = 0, π/N, 2π/N , respe
tivamenterepresentadas pelos pontos pretos, vermelhos e azuis. O ar
o em azul delimita o intervalo máximopara o posi
ionamento da impureza ao se 
onsiderar o peso máximo 2π/N .para um 
entro atrativo e ao redor do ponto θ = π quando o poten
ial é repulsivo se 
asoa impureza estiver em θ = 0.3.3 Resultados e dis
ussões
• Campo magnéti
o nulo:Resolvemos numeri
amente a Eq. (3.8) utilizando o método de diferenças �nitas apre-sentado no Capítulo 2 e analisamos o seu espe
tro de energia ao variarmos a intensidadedo 
ampo elétri
o, assumindo que o 
ampo magnéti
o seja zero. Os resultados obtidospodem ser observados na Figura 42.Como podemos ver, quando aumentamos a intensidade do 
ampo elétri
o, pares deníveis de energia são divididos, isto é, a presença de 
ampo elétri
o levanta a degeneres-
ên
ia devido à quebra da simetria angular, pois o elétron tenderá a permane
er em uma
erta região privilegiada, onde o poten
ial é mínimo, 
omo já 
omentamos na Seção 3.1.1.Analisando o 
omportamento das funções de onda do elétron no anel quânti
o sobin�uên
ia apenas de 
ampo elétri
o externo podemos ver, através da Figura 43, que para
ampos elétri
os de baixa intensidade, as funções de onda estão distribuídas ao longode toda a 
oordenada angular, e à medida que aumentamos sua magnitude as funções deonda tendem a permane
er lo
alizadas em torno da região de mínimo de poten
ial elétri
o
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Figura 42: Variação do espe
tro de energia 
om a intensidade do 
ampo elétri
o, na ausên
iade 
ampo magnéti
o externo.gerado pelo 
ampo elétri
o F , que apresenta um mínimo 
om profundidade 
ada vez maiorà medida que aumentamos a intensidade do 
ampo, tornando o poten
ial 
ada vez maisatrativo. Dessa forma, para 
ampos elétri
os 
om módulos maiores, as amplitudes dospi
os dos módulos quadrados das funções de onda são também maiores do que para
ampos elétri
os de intensidades baixas.Para entendermos o 
omportamento das 
urvas dos estados ex
itados na Figura 42,em espe
ial nas regiões em que há a quebra da degeneres
ên
ia dos estados ex
itados, e aorigem dos dois pi
os de maior amplitude das funções de onda para os estados ex
itadosna Figura 43, podemos asso
iar esses a
onte
imentos 
om a presença de um momento dedipolo elétri
o, mesmo que o problema real aqui tratado 
om a aproximação de massaefetiva e a solução da equação de S
hrödinger envolva apenas um elétron. Ao 
onsideraresse fato e de a
ordo 
om a análise das Figuras 42 e 43, vemos que nas regiões onde o
orremas quebras das degeneres
ên
ias dos estados ex
itados os valores das derivadas tro
am desinal, isto é, as derivadas que eram positivas passam a ser negativas. Dessa maneira háum desalinhamento do momento de dipolo elétri
o 
om o 
ampo elétri
o apli
ado, o queexpli
a também os dois pi
os de maiores amplitudes para os estados ex
itados afastadosda região de mínimo de poten
ial.
• Campo magnéti
o diferente de zero:Da mesma forma que �zemos para o 
aso anterior de 
ampo magnéti
o igual a zero,



3.3 Resultados e dis
ussões 105

Figura 43: Módulo quadrado das funções de onda do elétron (Ψ∗Ψ = |Ψ|2) 
omo função da
oordenada angular θ, para os 
in
o primeiros estados, na ausên
ia de 
ampo magnéti
o externoe 
onsiderando 
ampo elétri
o no plano do anel 
om diferentes intensidades.analisamos o espe
tro de energia 
om a variação das intensidades do 
ampo magnéti
o e
ampo elétri
o, 
omo pode ser visto na Figura 44.
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Figura 44: Variação do espe
tro de energia 
om as intensidades do 
ampo magnéti
o e do
ampo elétri
o em duas perspe
tivas diferentes para melhor visualização da supressão do efeitoAharonov-Bohm.Veri�
amos o mesmo 
omportamento, 
omo na Figura 42, das divisões dos níveisde energia degenerados. Porém, observamos agora que isto re�ete em um aumento dasamplitudes dos anti-
rossings do efeito Aharonov-Bohm. Vemos portanto que a presençade um 
ampo elétri
o no plano do anel destrói a invariân
ia rota
ional do anel quânti
oe suprime as os
ilações Aharonov-Bohm para os níveis mais baixo de energia. Essesresultados estão de a
ordo 
om aqueles en
ontrados por A. Bruno-Alfonso e A. Latgé,referên
ia [46℄, para efeitos de 
ampos elétri
os em anéis quânti
os.
• ImpurezasEstudamos também os efeitos nas autoenergias devido à presença de impurezas lo
ali-zadas ao longo do anel, posi
ionadas de maneira simétri
a e assimétri
a. Assumimos queas impurezas estão lo
alizadas na linha do anel, isto é, Rimp = R = 200Å e 
om altura

zimp = 10Å ao plano do anel. Consideramos também que o anel é formado pela estrutura
GaAs, que tem 
onstante dielétri
a ǫ = 12, 9.Mostramos na Figura 45, para uma, duas e três impurezas, o espe
tro de energia 
oma variação do 
ampo magnéti
o. Para o 
aso de duas impurezas, as posi
ionamos umaem θ = 0 e a outra em θ = π. Já no 
aso de três impurezas, as 
olo
amos para o 
asosimétri
o em θ = 0, θ = 2π

3
e θ = 4π

3
, e para o 
aso assimétri
o em θ = 0, θ = π

2
e θ = π,
omo mostra a posição dos pi
os na Figura 46, que ilustra o per�l do poten
ial para astrês impurezas lo
alizadas simétri
a e assimetri
amente.
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Figura 45: Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quânti
o napresença de (a) uma e duas impurezas positivas (diametralmente opostas), (b) três impurezaspositivas lo
alizadas simétri
a e assimetri
amente.

Figura 46: Poten
ias para três impurezas lo
alizadas simetri
amente (vermelho) e assimetri
a-mente (preto) ao longo do anel.
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ussões 108Na �gura 45, podemos observar no 
aso de uma e três impurezas assimétri
as, a ausên-
ia do efeito Aharonov-Bohm em estados de energias mais baixas, enquanto para sistemassimétri
os as os
ilações são formadas pelo 
ruzamento dos estados. Em geral, 
omo aimpureza gera um poten
ial atrativo 
om a interação 
om o elétron, este tornar-se-á maispreso à região de maior 
on�namento. Dessa forma, quando o sistema apresenta umasimetria 
ir
ular o elétron estará menos 
on�nado do que estaria na presença de qualqueragente externo, não apresentando assim uma 
erta lo
alização preferen
ial. Assim, a fun-ção de onda se espalhará igualmente ao longo do anel. Já no 
aso em que o sistema estáorganizado assimetri
amente, o elétron possuirá uma região preferen
ial devido à quebrade simetria rota
ional do anel, tal que os estados mais ligados não apresentam os
ilaçõesintensas.Analisando ainda o 
aso em que as impurezas estão lo
alizadas simetri
amente, ve-mos na Figura 47, para três, quatro e 
in
o impurezas que para N impurezas teremos aformação de sub-bandas 
om N estados, em que os 
onjuntos de N estados se 
ruzam, eque os grupos são separados por anti-
rossings. Tomando a mesma análise agora para o
aso de impurezas lo
alizadas aleatoriamente podemos ver na Figura 48 que para N im-purezas 
onsideradas teremos novamente N estados formando sub-bandas, só que agoraesses níveis não são mais degenerados pois os 
rossings tornam-se anti-
rossings, devidoà quebra da simetria 
ir
ular, que torna o efeito Aharonov-Bohm menos intenso.A 
ausa da a
oplamento de N estados, formando sub-bandas, quando adotamos ainteração de N impurezas, está rela
ionada 
om a simetria de rotação do anel. Por exem-plo, no 
aso de três impurezas dispostas simetri
amente o anel apresenta uma simetria
C3, isto é, o sistema é invariante a uma rotação de 2π/3 ao redor do eixo axial da apli-
ação do 
ampo magnéti
o. O mesmo a
onte
e para o 
aso de quatro e 
in
o impurezasque possuem simetrias de rotação C4 e C5, respe
tivamente. Como veremos no Capítulo4, o mesmo 
omportamento da formação das sub-bandas no espe
tro de energia 
om avariação do 
ampo magnéti
o é observado para superrede de poços de poten
iais.Representamos nas Figuras 49 e 50 resultados obtidos através da média de dez rea-lizações 
al
uladas de maneira análoga aos resultados da Figura 48 para dez 
onjuntosde números aleatórios distintos, para os pesos da aleatoriedade w = π/N e w = 2π/N ,respe
tivamente. Analisando a Figura 49 podemos observar que o resultado médio, re-presentado pelos 
ír
ulos possui um 
omportamento similar em partes ao resultado paraapenas uma realização. Temos agora a formação de apenas uma sub-banda 
omposta pe-los N primeiros estados mais lo
alizados separada dos su
essivos níveis mais energéti
os
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Figura 47: Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quânti
o napresença de três, quatro e 
in
o impurezas positivas igualmente espaçadas, expli
itando (a) aformação das sub-bandas 
ompostas por N estados e (b) os N + 1 primeiros estados.por um anti-
rossing 
om amplitude maior do que os anti-
rossings entre os estados dasub-banda. Já na Figura 50, 
onstruída 
om o peso da aleatoriedade máximo, não obser-vamos a formação de sub-bandas: vemos apenas o surgimento dos anti-
rossings entre os
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Figura 48: Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o em um anel quânti
o napresença de três, quatro e 
in
o impurezas lo
alizadas aleatoriamente 
om um peso �xo, dadopor w = π/N , expli
itando (a) a formação das sub-bandas 
ompostas por N estados e (b) os
N + 1 primeiros estados.estados 
omo no 
aso de aleatoriedades menos intensas. Podemos 
on
luir que o aumentodo parâmetro peso da aleatoriedade remove totalmente qualquer resquí
io de simetria do
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ussões 111sistema, 
omo pode ser visto quando 
onsideramos w = 2π/N . Já no 
aso w = π/N , osistema se 
omporta de maneira similar ao sistema simétri
o para os níveis mais baixos,perdendo tal 
ara
terísti
a para os níveis mais energéti
os. Em ambos os 
asos, Figuras49 e 50, ao 
onsiderar o desvio padrão2, vemos que a 
ara
terísti
a do surgimento dosanti-
rossings entre os estados devido à assimetria do sistema pode ser suprimida. Issoleva a um resultado similar ao 
aso simétri
o, apresentando 
rossings entre os estados.Faremos a mesma análise da in�uên
ia da quantidade de realizações no espe
tro de ener-gia do anel ao se 
onsiderar aleatoriedade no poten
ial, no Capítulo 4, quando estudarmossuperredes formadas por poços de poten
iais 
om profundidades aleatórias.Outro ponto a ser observado é o que a
onte
e quando aumentamos o peso da aleato-riedade, Eqs. (3.25) e (3.26), das posições angulares das impurezas no espe
tro de energiado anel, mostrado na Figura 51 para três, quatro e 
in
o impurezas. Podemos observarna Figura 51 que, à medida que aumentamos o peso da aleatoriedade, isto é, a possibili-dade de a impureza se lo
alizar em uma região maior ao redor do ponto em que estaria�xa se as impurezas estivessem igualmente espaçadas, aumentamos também a amplitudedos anti-
rossings para um sistema sem simetria 
ir
ular, onde as impurezas não estãoigualmente espaçadas. Esse resultado mostra que a transição dos níveis de energia de umsistema simétri
o para um sistema assimétri
o ergue o espaçamento entre os níveis.Na Figura 52 mostramos os módulos quadrados das funções de onda do elétron paraos dez primeiros estados 
omo função da 
oordenada angular, na presença de três, quatroe 
in
o impurezas positivas lo
alizadas de maneira simétri
a e assimétri
a, admitindonesse último 
aso um posi
ionamento aleatório regrado pela Eq. (3.26). Vemos que os Nprimeiros estados, para as impurezas lo
alizadas simetri
amente possuem os máximos dospi
os das funções de onda na mesma posição θ, enquanto que para os su
essivos estados nãoobservamos a mesma regra 
om o número de estados N dado 
om a mesma 
on
avidadepara os pi
os. Vemos que para os N primeiros estados teremos N pi
os. Temos assimque para os N primeiros estados a posição onde a probabilidade é máxima de en
ontraro elétron tem uma probabilidade mínima para o estado seguinte. Para o 
aso da posiçõesdas impurezas aleatórias, podemos observar uma 
ompleta assimetria da lo
alização dafunção de onda ao longo da direção angular, prin
ipalmente para os primeiros estados.Já para os estados mais delo
alizados, vemos que as funções de onda têm um pou
o do2O desvio padrão de uma variável aleatória X é de�nido 
omo:
σ =

√

E((X − E(X))2) =
√

E(X2)− (E(X))2, (3.28)onde E(X) é o valor esperado de X .
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Figura 49: Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energiade um anel quânti
o na presença de três, quatro e 
in
o impurezas lo
alizadas aleatoriamente
om um peso �xo, dado por w = π/N , obtido pela média de dez realizações distintas in
luindoo desvio padrão, expli
itando (a) a separação da sub-banda 
om os su
essivos níveis de energiae (b) os N + 1 primeiros estados.
aráter simétri
o, devido ao fato desses estados serem menos in�uen
iados pela presença
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Figura 50: Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energiade um anel quânti
o na presença de três, quatro e 
in
o impurezas lo
alizadas aleatoriamente
om um peso �xo, dado por w = 2π/N , obtido pela média de dez realizações distintas in
luindoo desvio padrão, expli
itando (a) a separação dos níveis sem formação de sub-bandas e (b) os
N + 1 primeiros estados.das impurezas.
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Figura 51: Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o e do peso da aleatoriedadena lo
alização da impureza em um anel quânti
o na presença de três, quatro e 
in
o impurezas.
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Figura 52: Módulo quadrado das funções de onda do elétron (Ψ∗Ψ = |Ψ|2) 
omo funçãoda 
oordenada angular θ, para os dez primeiros estados, na presença de três, quatro e 
in
oimpurezas positivas lo
alizadas (a) simétri
a e (b) assimetri
amente, de maneira aleatória 
ompeso da aleatoriedade w = 2π/N , ao longo do anel.
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Capítulo 4
Poço quânti
o simples e superredes emanéis quânti
os ideais

Neste 
apítulo utilizamos o método da matriz transferên
ia [18℄ para 
al
ular os efei-tos no espe
tro de energia de um elétron em um anel quânti
o ideal, 
om as já 
itadasaproximações dadas na Seção 2.1.1, devido a um poten
ial de 
on�namento adi
ional tipopoço quadrado ao longo da direção angular. Consideraremos os 
asos 
om apenas umpoço quânti
o simples, quadrado �nito, e também 
om vários poços 
om profundidadesiguais ou aleatórias.4.1 Modelo teóri
oA utilização da transformação de gauge (ver Seção 2.3) na implementação do métododa matriz transferên
ia neste 
aso nada mais é que um artifí
io analíti
o, que fa
ilitabastante nossos 
ál
ulos devido ao fato de podermos analisar, após a transformação, umaequação diferen
ial que não 
ontém nenhuma parte imaginária:
{ −~

2

2m∗R2

d2

dθ2
+ Vdef (R, θ, 0)

}

Φ(θ) = EΦ(θ). (4.1)Além disso, 
omo veremos adiante, a periodi
idade angular do anel impli
ará em uma
ondição de 
ontorno periódi
a para a Eq. (4.1), que reduzirá bastante o número deestados obtidos no espe
tro de energia do anel.O método da matriz transferên
ia 
onsiste em uma dis
retização do poten
ial empassos pequenos, que aqui 
onsideraremos 
onstantes de ∆θ, onde o valor do poten
ial
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o 117em 
ada intervalo θn < θ < θn+1 também seja 
onstante e igual a
Vn = V

(

θn+1 + θn
2

) ou Vn =
1

2
[V (θn+1) + V (θn)] , (4.2)isto é, igual ao valor do poten
ial do 
entro do intervalo ou ao valor médio das extremidadesdo intervalo. Dessa forma, teremos uma equação de S
hrödinger pra 
ada intervalo:

{ −~2

2m∗R2

d2

dθ2
+ Vn(R, θ, 0)

}

Φn(θ) = EΦn(θ) (4.3)ou ainda
∂2

∂θ2
Φn(θ) =

Vn − E

ER
Φn(θ), (4.4)
om

ER =
~2

2m∗R2
. (4.5)Como em 
ada intervalo o valor do poten
ial é 
onstante, então o problema a serresolvido em 
ada intervalo é de fato um problema simples de um poten
ial 
onstante Vn,bem 
onhe
ido na literatura [15, 18, 19, 55℄, que tem solução do tipo:

Φn(θ) = An C [κn (θ − θn)] + Bn S [κn (θ − θn)] , (4.6)
om
κn =

√

|Vn − E|
ER

, (4.7)e as funções C [κn (θ − θn)] e S [κn (θ − θn)] são dadas por:
C [κn (θ − θn)] =

{

cos [κn (θ − θn)] se Vn < E

cosh [κn (θ − θn)] se Vn > E

} (4.8)e
S [κn (θ − θn)] =

{

sin [κn (θ − θn)] se Vn < E

sinh [κn (θ − θn)] se Vn > E

}

. (4.9)Considerando dois intervalos 
onse
utivos e apli
ando as 
ondições de 
ontinuidade dafunção de onda e da derivada da função de onda na fronteira desses intervalos (θ = θn+1),isto é
Φn(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ=θn+1

= Φn+1(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

θ=θn+1

(4.10)e
∂Φn(θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=θn+1

=
∂Φn+1(θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=θn+1

, (4.11)



4.1 Modelo teóri
o 118nós obtemos a seguinte relação entre os 
oe�
ientes das funções de onda dos intervalos:
[

An+1

Bn+1

]

=

[

C[ηn] S[ηn]
κn

κn+1
C ′[ηn]

κn

κn+1
C[ηn]

][

An

Bn

]

=Mn

[

An

Bn

] (4.12)onde ηn = κn(θn+1 − θn) e C ′[ηn] = dC[ηn]/dηn.Como vemos, obteremos a 
ada novo passo ∆θ uma matriz Mn (2× 2) rela
ionandoos 
oe�
ientes da presente função de onda, solução para um poten
ial Vn, 
om todas asoutras matrizes anteriores rela
ionadas aos outros intervalos. Assim, o que teremos naverdade é o produto de matrizes rela
ionando os 
oe�
ientes do primeiro intervalo tomado(n) ao último requerido (N+n+1), 
om N intervalos:
[

AN+n+1

BN+n+1

]

=

{

N+n
∏

i=n

Mi

}[

An

Bn

]

. (4.13)Dessa forma, se denotarmos θ0 = 0 e θN+1 = 2π teremos os 
oe�
ientes para a funçãode onda em θ = 2π 
omo função dos 
oe�
ientes para θ = 0. Assim:
[

AN+1

BN+1

]

=

{

N
∏

n=0

Mn

}[

A0

B0

]

=

[

m11 m12

m21 m22

][

A0

B0

]

, (4.14)onde temos usado κN+1 = κ0. De fato, ao rela
ionarmos os 
oe�
ientes de θ = 2π 
om
θ = 0 através da matriz que denotaremos por M2π, estamos fazendo uma translação nosistema, isto é:

{

N
∏

n=0

Mn

}

=M2π, (4.15)então a matrizM2π é a matriz que representa o operador translação T2π = exp
{

i2π φ
φ0

}

=

exp {iδφ} [15℄, 
omo mostrado na Eq. (2.67). Assim, teremos para M2π os mesmosautovalores de T2π, logo
[

AN+1

BN+1

]

=M2π

[

A0

B0

]

= exp {iδφ}
[

A0

B0

]

. (4.16)Agora, notemos que o determinante da matriz Mn:
det(Mn) =

∣

∣

∣

∣

∣

C[ηn] S[ηn]
κn

κn+1
C ′[ηn]

κn

κn+1
C[ηn]

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.17)
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o 119é dado por:
det(Mn) =

κn
κn+1

C2[ηn]−
κn
κn+1

S[ηn]C
′[ηn]. (4.18)Como C ′[ηn] = dC[ηn]/dηn = ±S[ηn], no qual o sinal será mais ou menos, dependendoda de�nição de C[ηn], isto é, 
aso C[ηn] = cos(ηn) então C ′[ηn] = − sin(ηn) e 
aso C[ηn] =

cosh(ηn) então C ′[ηn] = sinh(ηn), o que está diretamente ligado ao fato de o poten
ial Vnser menor ou maior que o valor da energia, temos então duas possibilidades:
• Para Vn < E:Temos C[ηn] = cos(ηn) e S[ηn] = sin(ηn), logo a Eq. (4.18) �
a:

det(Mn) =
κn
κn+1

cos2[ηn]−
[

− κn
κn+1

sin2[ηn]

]

=
κn
κn+1

cos2[ηn] +
κn
κn+1

sin2[ηn]

=
κn
κn+1

[

cos2[ηn] + sin2[ηn]
]

=
κn
κn+1

, (4.19)onde utilizamos a relação fundamental da trigonometria, sin2 x+ cos2 x = 1.
• Para Vn > E:Temos C[ηn] = cosh(ηn) e S[ηn] = sinh(ηn), logo a Eq. (4.18) �
a:

det(Mn) =
κn
κn+1

cosh2[ηn]−
κn
κn+1

sinh2[ηn]

=
κn
κn+1

[

cosh2[ηn]− sinh2[ηn]
]

=
κn
κn+1

, (4.20)onde utilizamos a relação trigonométri
a cosh2 x− sinh2 x = 1.Portanto, vemos que independente do nível de energia o valor do determinante damatriz Mn é igual a
det(Mn) =

κn
κn+1

. (4.21)Fazendo uso dessa propriedade, 
onsiderando agora a matriz que representa a trans-lação e utilizando a Eq. (4.15), temos que:
det(M2π) = det

(

N
∏

n=0

Mn

)

, (4.22)
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omo det(A.B) = det(A). det(B), então:
det(M2π) =

N
∏

n=0

det(Mn)

=

N
∏

n=0

κn
κn+1

=
κ0
κ1

κ1
κ2

κ2
κ3

...
κN
κN+1

=
κ0
κN+1

. (4.23)Da 
ondição de periodi
idade κN+1 = κ0, temos então
det(M2π) = 1. (4.24)Es
revendo a equação de autovalores para a matriz que representa o operador trans-lação M2π, temos que:
M2πΦ = λΦ (4.25)e tomando a equação se
ular, sabendo que os autovalores deM2π são dados por exp {iδφ},obtemos que

det(M2π − eiδφI2x2) = 0 (4.26)onde I2x2 é a matriz unitária 2× 2. Esta equação nos leva a uma equação implí
ita paraas energias 
omo função de δφ, utilizando as Eqs. (4.14) e (4.15):
∣

∣

∣

∣

∣

m11 − eiδφ m12

m21 m22 − eiδφ

∣

∣

∣

∣

∣

= (m11 − eiδφ)(m22 − eiδφ)−m21m12

= m11m22 −m21m12 − eiδφ(m11 +m22)

= det(M2π)− eiδφ(m11 +m22) + ei2δφ

= 0, (4.27)e pela Eq. (4.24), temos que:
1− eiδφ(m11 +m22) + ei2δφ = 0. (4.28)Rees
revendo a Eq. (4.28), utilizando a forma exponen
ial de Euler, obtemos:

1 + cos(2δφ)− cos(δφ)(m11 +m22) + i [sin(2δφ)− sin(δφ)(m11 +m22)] = 0. (4.29)Nesta expressão, vemos que as partes real e imaginária devem ser zero. Assim, da
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m11 +m22 = 2 cos(δφ), (4.30)onde utilizamos a relação trigonométri
a sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).A Eq. (4.30) demonstra que o espe
tro de energia é periódi
o 
omo função da razão

φ/φ0, 
onforme 
omentado no Capítulo 3, sendo esta a 
ondição de periodi
idade queutilizaremos para en
ontrar o espe
tro de energia do anel 
om poços e superredes. Valeressaltar ainda que o método des
rito a
ima é bem geral e pode ser utilizado para resol-ver numeri
amente problemas de anéis 
om 
ampo magnéti
o sob in�uên
ia de qualquerperturbação.4.2 Poços quânti
os simplesConsideraremos agora a presença de um poço quânti
o simples ao longo da direçãoangular em um anel quânti
o unidimensional 
om 
ampo magnéti
o, 
ujo poten
ial é dadopor
VQW (θ) =

{

−V0 se 0 < θ < θW

0 se θW < θ < 2π
(4.31)para uma largura angular θW , 
onsiderando a largura da barreira θB = 2π − θW e a

Figura 53: Poço de poten
ial de largura θW e profundidade V0 ao longo da direção angular doanel.profundidade −V0 
om V0 > 0. Tal poten
ial está ilustrado na Figura 53.Utilizando o método da matriz transferên
ia des
rito na seção anterior, em espe
ial a
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onstantes abaixo:
kW =

√

E + V0
ER

, (4.32a)
κB =

√

−E
ER

, (4.32b)
kB =

√

E

ER

, (4.32
)onde κB = ikB, nós en
ontraremos que as autoenergias do poço quânti
o no anel sãosoluções das seguintes equações trans
endentais:


















cos(θBkB) cos(θWkW )− 1
2

(

kB
kW

+ kW
kB

)

sin(θBkB) sin(θWkW ) = cos(δφ), E > 0

cosh(θBκB) cos(θWkW ) + 1
2

(

κB

kW
− kW

κB

)

sinh(θBκB) sin(θWkW ) = cos(δφ), E < 0(4.33)4.3 Superredes4.3.1 Com profundidades iguaisConsideremos agora o 
aso de superredes ao longo da direção angular. A estruturados poten
iais de poços quânti
os é dada por
VSL(θ) =

{

−V0 se pθD < θ < pθD + θW

0 se pθD + θW < θ < (p+ 1)θD
, (4.34)sendo p = 0, 1, 2, ..., N − 1, onde N é o número de períodos, isto é, o número de poçosque formam a superrede, tal que N = 1 
orresponde o 
aso anterior de apenas um poçoquânti
o simples e θD é a periodi
idade angular da superrede, de�nida 
omo

θD =
2π

N
≡ θW + θB . (4.35)As superredes 
onsideradas nesse trabalho serão sempre 
onstruídas tais que as largu-ras angulares dos poços sejam todas iguais, 
om o mesmo valor θW , 
omo de�nido na Eq.(4.34). Representamos duas superredes 
om dois e três poços na Figura 54. Mostramos



4.3 Superredes 123na Figura 54(a) o esboço de duas superredes 
om N = 2 e N = 3 poços. Como vemos,
onstruímos as superredes ajustando os poços de maneira simétri
a e equidistante, já queassumimos θW e θB iguais para 
ada poço ao longo da superrede. Como podemos ver naFigura 54(b) e pela Eq. (4.34), para uma dada superrede 
om N poços teremos 2N 
a-madas, 
ompostas por N poços e N barreiras, e 2N interfa
es posi
ionadas nos seguintesvalores de θ:
θi =

{

(i−1)
2
θD + θW se i for ímpar
i
2
θD se i for par . (4.36)

Figura 54: (a) Esboço de duas superredes 
om N = 2 e N = 3 poços de poten
iais quânti
ossimples na direção angular do anel. (b) Poten
iais das superredes 
om N = 2 e N = 3 poços,para o 
aso em que V0 = 100ER.O Hamiltoniano efetivo para a superrede é:
Heff =

~
2

2m∗R2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

+ VSL(θ). (4.37)Da periodi
idade do poten
ial da superrede, obtemos
VSL(θ + lθD) = VSL(θ), (4.38)onde utilizamos a periodi
idade angular dada por θD e l 
omo sendo qualquer inteiro.
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omentado na Seção 2.3.1 temos que:
TθDΨ(θ) = Ψ(θ + θD), (4.39)e de maneira geral
TlθDΨ(θ) = Ψ(θ + lθD), (4.40)
om l = 0,±1,±2,±3...Segue também da periodi
idade angular que

[TlθD , Heff ] = 0, (4.41)então podemos 
onstruir uma base de autovetores em 
omum de Heff e TlθD tal que:
{

TlθDΨ = τ(lθD)Ψ

HeffΨ = EΨ
. (4.42)Daí temos:

TlθDTmθDΨ = Ψ(θ + lθD +mθD) = T(l+m)θDΨ, (4.43)portanto TlθDTmθD = T(l+m)θD . Apli
ando no autovetor, obtemos que
TlθDTmθDΨ = T(l+m)θDΨ → τ(lθD)τ(mθD) = τ(lθD +mθD). (4.44)Rees
revendo x = lθD e y = mθD e apli
ando a derivada:

τ(x)τ(y) = τ(x+ y)
∂
∂x

(τ(x)τ(y)) = ∂
∂x

(τ(x+ y)) → τ ′(x)τ(y) = τ ′(x+ y)
∂
∂y

(τ(x)τ(y)) = ∂
∂y

(τ(x+ y)) → τ(x)τ ′(y) = τ ′(x+ y)

. (4.45)Comparando estas três equações, temos que
τ(x)τ ′(y) = τ ′(x)τ(y) (4.46)e

τ ′(x)

τ(x)
=
τ ′(y)

τ(y)
= ik = constante, (4.47)onde k ǫ C à priori. Daí

τ ′(x) = ikτ(x) → τ(x) = Aeikx, (4.48)
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omo τ(x)τ(y) = τ(x+ y), podemos en
ontrar A:
A2eikxeiky = Aeik(x+y) → A2eik(x+y) = Aeik(x+y) → A2 = A → A = 1. (4.49)Obtemos portanto, 
om as Eqs. (4.48) e (4.49), τ(lθD) = eiklθD e assim, das Eqs.(4.40) e (4.42), temos que

Ψ(θ + lθD) = eiklθDΨ(θ), (4.50)o que é bastante 
oerente pois eik∆θ é o operador de rotação sobre um ângulo ∆θ.Para des
obrir o valor de k vamos utilizar a 
ondição de periodi
idade da função deonda
Ψ(θ + 2π) = Ψ(θ) (4.51)e
Ψ(θ + lθD) = Ψ(θ). (4.52)Fazendo uso da Eq. (4.50), temos que:

Ψ(θ + lθD) = eiklθDΨ(θ) = Ψ(θ) → eiklθD = 1, (4.53)e
eik2π = 1, (4.54)daí obtemos, da mesma forma 
omo no �nal da Seção 2.2, que k assume valores inteiros.Apli
ando a transformação de gauge dada na Seção 2.3.1 pela Eq. (2.62) na equação deautovalor para o Hamiltoninano efetivo 
om o poten
ial da superrede 
hegamos à forma

{ −~2

2m∗R2

d2

dθ2
+ VSL(θ)

}

Φ(θ) = EΦ(θ). (4.55)Usando a 
ondição de periodi
idade da função de onda para superredes, dada pelaEq. (4.50), e substituindo a transformação de gauge dada pela Eq. (2.62), obtemos que
Ψ(θ + θD) = Φ(θ)e

{

−i φ

φ0
θ
}

e{ikθD} (4.56)e
Ψ(θ + θD) = Φ(θ + θD)e

{

−i φ

φ0
(θ+θD)

}

. (4.57)Comparando estas duas equações observamos que a nova 
ondição de periodi
idade
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Φ(θ + θD) = Φ(θ)e

{

i
(

k+ φ

φ0

)

θD

}

. (4.58)Utilizando o método da matriz transferên
ia, a 
ondição de 
ontinuidade Eq. (4.30)e as Eqs. (4.32a), (4.32b) e (4.32
), podemos mostrar que as autoenergias da superredeno anel são soluções das seguintes equações trans
endentais:


















cos(θBkB) cos(θWkW )− 1
2

(

kB
kW

+ kW
kB

)

sin(θBkB) sin(θWkW ) = cos
[(

k + φ
φ0

)

θD

]

, E > 0

cosh(θBκB) cos(θWkW ) + 1
2

(

κB

kW
− kW

κB

)

sinh(θBκB) sin(θWkW ) = cos
[(

k + φ
φ0

)

θD

]

, E < 0(4.59)4.3.2 Com profundidades aleatóriasA grande motivação para analisarmos o 
aso aqui tratado de uma superrede 
om poçosde profundidades aleatórias é 
ompará-lo 
om a estrutura de um anel 
om a superfí
ierugosa [31℄, veri�
ando as possíveis similaridades nessas 
onstruções. Tal 
omparação serárealizada na Seção 5.3, quando abordarmos o problema da rugosidade no anel quânti
o.Na 
onstrução da superrede 
om poços 
om profundidades aleatórias utilizamos asubrotina rand48 [70℄ 
omo geradora dos números aleatórios, onde pre
isamos entrar 
omtrês valores inteiros que são as sementes da subrotina. Usando as mesmas sementes emexe
uções diferentes obteremos a mesma sequên
ia de números aleatórios. A es
olha dassementes de entrada é arbitrária. Na Figura 55 mostraremos os 
em primeiros númerosaleatórios da sequên
ia gerada 
om o uso das seguintes sementesseed(1) = −37 seed(2) = 0 seed(3) = 23. (4.60)Fazendo uso dessa sequên
ia de números aleatórios, 
onstruímos o poten
ial da su-perrede por
VSL(θ) =

{

−V0 . nrand(p) se pθD < θ < pθD + θW

0 se pθD + θW < θ < (p+ 1)θD
(4.61)sendo p = 0, 1, 2, ..., N − 1, e nrand(p) o p-ésimo número aleatório.Ilustramos na Figura 56 o poten
ial de uma superrede 
om profundidades aleatórias
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Figura 55: Os 
em primeiros números aleatórios gerados 
om as sementes inteiras -37, 0 e 23.formada 
om dez poços, tendo os poços uma largura angular �xa de valor θW = θB = θD/2e 
om θD = 2π/N .

Figura 56: Superrede de poços de poten
ial 
om profundidades aleatórias, formada assumindo
θW = θB = θD/2 e θD = 2π/N .4.4 Resultados e dis
ussõesUtilizamos as equações trans
endentais para o poços e superredes, Eqs. (4.33) e (4.59),para en
ontrarmos as autoenergias tanto para o poço simples 
omo para superredes noanel quânti
o 
om profundidades iguais. Para as superredes 
om profundidades aleató-rias faremos uso de uma solução inteiramente numéri
a. Estas energias 
orrespondem
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ussões 128aos zeros das equações trans
endentais. No 
aso do poço quânti
o simples, na ausên
iade 
ampo magnéti
o, mostraremos a relação das autoenergias 
om a profundidade dopoço analisando o número de estados ligados e também a variação das energias 
om alargura angular do poço para uma profundidade �xa do poten
ial. No 
aso da superrede,en
ontramos o espe
tro de energia na ausên
ia de 
ampo magnéti
o e analisamos o 
om-portamento das minibandas formadas pelos estados ligados 
om relação ao 
on�namentodo poten
ial. Considerando a in�uên
ia do 
ampo magnéti
o analisaremos os seus efeitossobre o espe
tro de energia do poço e da superrede no anel.4.4.1 Poços quânti
os simplesMostraremos aqui o 
omportamento do espe
tro de energia na ausên
ia ou não de
ampo magnéti
o:
• Na ausên
ia de 
ampo magnéti
o:Tomando as larguras do poço e da barreira 
onstantes de valores θW = θB = π temosuma relação das autoenergias 
om a profundidade do poço mostrada na Figura 57.

Figura 57: Variação das autoenergias 
omo função da profundidade do poço de poten
ialquadrado simples.Analisando a Figura 57 podemos per
eber que quando o poten
ial for nulo, V0/ER = 0,re
uperamos a solução para o anel quânti
o 1D, representada pelos 
ír
ulos azuis, onde
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ussões 129os valores das autoenergias são
E =

~2n2

2m∗R2
(4.62)
om n = 0, 1, 2, 3..., 
omo na Eq. (2.53) ao fazermos B = 0, isto é, ao fazermos φ/φ0 = 0.Tal a�rmação também pode ser veri�
ada ao 
ompararmos os 
ír
ulos na Figura 57 
om osvalores de 
ampo nulo na Figura 34. Vemos na Figura 57 que a energia mínima de E/ERnão pode ser de fato menor que o mínimo do poten
ial −V0, isto é, deve ser estabele
idaa seguinte inequação:

Emin ≥ −V0. (4.63)Isto impli
a que se traçarmos a reta V0 = −E na Figura 57 não podemos ter nenhumestado abaixo da reta.Podemos per
eber também que para poços fra
amente atrativos, isto é, quando V0 →
0, existe apenas um estado ligado, o que se deve ao fato da natureza unidimensional doproblema, 
omo pode ser visto na referên
ia [73℄. Quando a profundidade do poten
ialaumenta, 
res
e também o número de estados ligados, e o número de estados ligados édado pelo número de soluções da equação Eq. (4.33) quando fazemos E = 0

cos(θBkB) cos(θWkW )− 1

2

(

kB
kW

+
kW
kB

)

sin(θBkB) sin(θWkW ) = cos(δφ), (4.64)tendo assim:
kW =

√

E + V0
ER

E=0−→ kW =

√

V0
ER

, (4.65)e
kB =

√

E

ER

E=0−→ kB = 0. (4.66)Pelo limite fundamental,
lim
x→0

sin(x)

x
= 1, (4.67)obtemos

lim
E→0

sin(θBkB)

kB
= lim

E→0

θB sin(θBkB)

θBkB
= θB . (4.68)Daí, substituindo os resultados das Eqs. (4.65), (4.66) e (4.68), na Eq. (4.64), en
on-tramos

cos

(

θW

√

V0
ER

)

− 1

2

√

V0
ER

θB sin

(

θW

√

V0
ER

)

= cos(δφ), (4.69)e fazendo u = θW

√

V0

ER
, obtemos uma equação 
ujo o número de soluções é o número deestados ligados, e que os valores das profundidades do poten
ial (V < V0) para que um
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ussões 130estado torne-se ligado satisfazem a equação dada por
cos(u)− θB

2θW
u sin(u) = cos(δφ), (4.70)isto é, o número de raízes da Eq. (4.70) para valores das profundidades do poten
ial 
om

V < V0 é o número de autoestados para um valor de E �xo.Na ausên
ia de 
ampo magnéti
o, isto é, quando B = 0 → δφ = 0 → cos(δφ) = 1,temos que as soluções para a Eq. (4.70) são un = 2nπ, 
om n = 0,±1,±2,±3....Com relação aos estados ex
itados, podemos ver que a presença do poço quânti
o noanel quânti
o 1D faz surgir degeneres
ên
ias angulares adi
ionais além das já existentesprovindas das soluções do anel quânti
o 1D sem interação, de forma que estes pontos dedegeneres
ên
ia o
orrem exatamente 
om as mesmas energias que os estados do anel seminteração. Em outras palavras, a degeneres
ên
ia dos estados ex
itados é quebrada quandoaumentamos V0, mas eventualmente esta degeneres
ên
ia volta para valores espe
í�
os de
V0, 
om a mesma energia.

Figura 58: Variação das energias 
om a largura angular do poço sem 
ampo magnéti
o 
omuma profundidade do poten
ial �xa e de valor V0 = 10ER.Na Figura 58 mostramos a variação das energias 
om respeito à largura angular dopoço quânti
o simples para uma profundidade do poten
ial �xa V0 = 10ER e sem ain�uên
ia de 
ampo magnéti
o. Como esperado, as soluções para ambas as largurasangulares θW = 0 e θW = 2π são as mesmas que para um anel quânti
o unidimensionalideal, isto é, aquelas dadas pela Eq. (4.62), sendo que para o segundo 
aso, em que
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θW = 2π, as soluções são deslo
adas de −V0 do valor do 
aso para θW = 0, 
omo mostradopelos 
ír
ulos vermelhos na Figura 58. Isso já era esperado, pois ao fazermos θW = 0teremos um poten
ial nulo, isto é, V (θ) = 0 para qualquer valor de θ, e para θW = 2πteremos um poten
ial também 
onstante, mas agora de valor V (θ) = −V0 para qualquervalor de θ. Assim, em ambos os 
asos não teremos mais a presença de um poço quânti
o.Analogamente ao que já tinhamos 
on
luído na Figura 57, na Figura 58 vemos que osestados ex
itados apresentam uma degeneres
ên
ia angular para valores espe
í�
os de θW .

• Na presença de 
ampo magnéti
o:Consideraremos agora o efeito do 
ampo magnéti
o no espe
tro de energia do poçona estrutura do anel 
omo representado na Figura 59.

Figura 59: In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia do poço no anel.Como a equação implí
ita Eq. (4.33) para as energias tem 
omo úni
o termo envol-vendo o 
ampo magnéti
o a parte cos(δφ), para a 
onstrução da Figura 59 podemos noslimitar apenas à análise do intervalo 0 < φ/φ0 < 1/2, já que
−1 ≤ cos(δφ) ≤ 1, (4.71)e, 
omo δφ = 2π φ

φ0
,

0 ≤ 2π
φ

φ0

≤ π, (4.72)portanto
0 ≤ φ

φ0

≤ 1

2
. (4.73)
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ussões 132Analisando o 
omportamento da variação das energias 
om o �uxo magnéti
o nesseintervalo, podemos ver que os estados ligados são apenas ligeiramente afetados pelo 
ampomagnéti
o, permane
endo todos os estados ligados prati
amente 
onstantes 
om a varia-ção do �uxo magnéti
o, enquanto os estados deslo
alizados apresentam um 
omporta-mento os
ilatório que lembra o efeito Aharonov-Bohm de um anel quânti
o ideal, ex
etopelo fato de o 
ruzamento no meio-�uxo ser substituído pelo anti-
ruzamento, 
uja ampli-tude diminui 
om o aumento da energia. Isso já era esperado, pelo fato de que para ener-gias muito maiores que o valor da profundidade do poten
ial do poço quânti
o (E >> V0),os estados são fra
amente afetados pelo poço, fazendo 
om que o efeito os
ilatório apareça,enquanto as energias na ordem da profundidade do poço são mais lo
alizadas, devido aum forte aprisionamento, mantendo os estados sem qualquer os
ilação.4.4.2 SuperredesNesta seção, 
onsideramos dois 
asos na formação da superrede do anel, sendo eles 
ompoços de profundidades iguais e previamente de�nidos e no outro 
aso, 
om profundidadesaleatórias.4.4.2.1 Com profundidades iguaisMostramos aqui o 
omportamento do espe
tro de energia na ausên
ia ou não de 
ampomagnéti
o para uma superrede formada 
om poços de profundidades iguais:
• Na ausên
ia de 
ampo magnéti
o:Na Figura 60, analisamos o espe
tro de energia sem 
ampo magnéti
o para as estrutu-ras 
om N = 6 e N = 9 períodos. Apenas valores inteiros de k 
orrespondem aos estadosreais para superrede, devido à 
ondição de 
ontorno das Eqs. (4.53) e (4.54). Porém, naFigura 60 mostramos todas as 
urvas das bandas de energia, de onde apenas os resultadospara k inteiro são estados válidos. Podemos também veri�
ar a partir da Figura 60 a
orrespondên
ia

E(k) = E(N − k) (4.74)
omN sendo o número de períodos. Portanto, podemos reduzir sem perda de generalidadeo intervalo de k quando N for par para o intervalo [−N/2, N/2], 
omo mostrado na Figura61(a), que ilustra o espe
tro de energia no esquema de zona reduzida para N = 10 poços.
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Figura 60: Relação de dispersão para (a) seis e (b) nove poços sem 
ampo magnéti
o 
om
θW = θB = π/N e V0 = 35ER.

Figura 61: (a) Relação de dispersão para dez poços sem 
ampo magnéti
o no esquema de zonareduzida 
om θW = π/N e V0 = 35ER; (b) Banda ligada da relação de dispersão mostradaseparadamente 
om os 
ír
ulos vermelhos representando apenas os valores inteiros de k.Na Figura 61(b) mostramos separadamente a dispersão da banda ligada. Como toma-mos N = 10, temos que a banda ligada possui N
2
+1 = 6 estados ligados sendo N

2
estadosduplamente degenerados, 
omo mostrado nos 
ír
ulos vermelhos. Vemos 
om mais de-talhes esse fato na Figura 62, em que na verdade o número de estados ligados dependeráda profundidade dos poços de poten
ial e que o valor N

2
+1 é o número máximo de estadosligados para uma superrede 
om N poços.Ainda na ausên
ia de 
ampo magnéti
o, veri�
amos os estados ligados da superrede
om relação à variação das profundidades dos poços de poten
iais, e o que obtemos está
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Figura 62: Comportamento dos estados ligados 
om relação ao 
on�namento do poten
ial para(a) oito, (b) dez e (
) dezesseis poços 
om θW = π/10. A 
urva 
entral 
om 
or vermelharepresenta a solução para um poço quânti
o simples 
om a mesma largura angular θW = π/10.
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ussões 135mostrado nas Figuras 62 (a), (b) e (
) para N = 8, N = 10 e N = 16 poços respe
ti-vamente. Na Figura 62 podemos fa
ilmente ver que a largura da �minibanda� formadapelos estados ligados varia muito rapidamente 
om o poten
ial de 
on�namento. Para ostrês resultados mostrados, utilizamos poços 
om larguras angulares �xas, isto é, 
om θDiguais, e variamos o número de poços, o que 
onsequentemente impli
a na variação dalargura angular da barreira, de a
ordo 
om a Eq. (4.35).Observamos também que a largura da minibanda aumenta quando a largura da bar-reira diminui, isto é, quando aumenta o número de poços na superrede para uma largura�xa do poço. O que está a
onte
endo é que, ao mantermos �xa a largura angular dos po-ços e ao aumentarmos o número de poços, estamos aproximando-os 
ada vez mais. Dessaforma os estados tendem a �
ar mais separados, 
omo já esperado, pois o mesmo a
onte
eno 
aso em que aproximamos dois ou mais átomos, ou mesmo na solução da equação deS
hrödinger unidimensional em que aproximamos poços de poten
iais, 
omo des
rito nomodelo unidimensional de Kronig-Penney para função poten
ial periódi
a, usado pararepresentar redes 
ristalina simples unidimensionais [74, 75, 76, 77℄, 
omo dis
utido naSeção 1.2.6. Mostramos também na 
urva 
entral 
om a 
or vermelha na Figura 62 asolução para um poço quânti
o simples 
om a mesma largura θW = π/10. Como podemosver, os estados da superrede são lo
alizados ao redor da solução para o poço simples. Esseresultado é análogo à quebra da degeneres
ên
ia pelo a
oplamento devido ao tunelamentoentre os poços vizinhos da superrede no modelo de Kronig-Penney, onde ao aproximarmospoços iguais, 
ada estado, igual para todos os poços, será agora relo
alizado em torno dasolução para só um poço, formando os N estados uma banda de energia na superrede noque era antes apenas uma energia para um poço simples.Na Figura 63 mostramos ambos os estados ligados ou não para a superrede 
omo fun-ção do poten
ial de 
on�namento, sendo agora, diferentemente do apresentado na Figura62, a origem da energia, isto é, a linha de referên
ia da energia, tomada no fundo dospoços na 
onstrução do poten
ial. Portanto, no poten
ial, as regiões que apresentavamvalor −V0 passaram a re
eber zero e as regiões 
om o valor zero passaram para V0. Fi-zemos tal alteração no sistema de referên
ia pois apresentamos tais resultados na es
alalogarítmi
a para visualizar melhor o 
omportamento das energias dos estados ligados ten-dendo ao valor do resultado para poço quânti
o simples quando V0 → ∞, representadopela linha sólida 
om 
or azul. O mesmo 
omportamento é observado na Figura 62. Nolimite oposto, de um poten
ial muito fra
o, re
uperamos assintoti
amente a solução deum anel quânti
o ideal, E/ER = N2, 
omo visto na reta verde pontilhada.
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Figura 63: Comportamento dos estados de energia 
om relação à profundidade do poten
ialpara dezesseis poços, sendo o ponto de referên
ia para as energias tomado no fundo dos poços.A 
urva 
entral em 
or azul representa a solução para um poço quânti
o simples 
om a mesmalargura angular θW = π/10. A linha pontilhada em 
or verde representa a solução para o anelquânti
o ideal E/ER = n2. A seta em 
or azul mostra a diminuição da largura da minibandaquando V0 → ∞ para os N/2 + 1 estados.
• Na presença de 
ampo magnéti
o:Consideramos agora os efeitos do 
ampo magnéti
o perpendi
ular ao plano do anelno espe
tro de energia da superrede no anel quânti
o. A Figura 64 ilustra a evolução 
omo �uxo magnéti
o dos níveis de energia para uma superrede formada 
om N = 3, 4 e 5poços.Analisando da mesma forma 
omo �zemos na Eq. (4.74), vemos aqui também que éválida a expressão

E(k, φ) = E(N − k,−φ). (4.75)Comparando os resultados da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o no espe
tro de energiapara poços, Figura 59, e superredes, Figura 64, podemos ver que os estados ligados parauma superrede são mais sensíveis às variações do �uxo magnéti
o do que as de poços
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Figura 64: In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia de uma superredeformada 
om (a) três, (b) quatro e (
) 
in
o poços 
om θW = π/N e V0 = 35ER.simples, isto por 
ausa da delo
alização 
ir
unferen
ial dos autoestados da superredeinduzida pelo a
oplamento entre os poços, isto é, os estados ligados sentem a in�uên
ia
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ampo magnéti
o mais signi�
ativamente no 
aso da presença da superrede, devido àfunção de onda não estar tão lo
alizada 
omo no 
aso na presença de um poço simples.A relação geral da Eq. (4.75) para as energias da superrede na presença de 
ampomagnéti
o pode também ser es
rita 
omo:
E(k, φ) = E

(

k +
φ

φ0

)

= E

(

−k − φ

φ0

)

= E

(

N − k − φ

φ0

)

. (4.76)Como 
onsequên
ia da Eq. (4.76), o espe
tro de energia na presença de um 
ampomagnéti
o pode ser diretamente obtido de um 
ampo nulo. No limite de um grandenúmero de períodos, isto é, 1 << N → ∞, o 
onjunto de níveis para sequên
ia dis
reta dosvalores de k tende a uma dispersão quasi-
ontínua. Quando aumentamos N , a diferençaentre dois estados de energia 
onse
utivos (∆k = ±1) torna-se muito menor que a largurada minibanda.Podemos observar também na Figura 64 que teremos sub-bandas formadas 
om Nestados, separadas por gaps, sendo 
ada sub-banda 
omposta pelos k's 
om os valores
k = [0, N − 1]. Tal fato é análogo ao surgimento da degeneres
ên
ia pelo a
oplamentodevido ao tunelamento entre os poços vizinhos da superrede no modelo tight-binding [15℄,assim 
omo aos resultados obtidos para N impurezas no 
apítulo anterior.4.4.2.2 Com profundidades aleatóriasMostramos aqui o 
omportamento do espe
tro de energia na ausên
ia ou não de 
ampomagnéti
o para uma superrede formada 
om poços de profundidades aleatórias:

• Na ausên
ia de 
ampo magnéti
o:Na Figura 65 analisamos o 
omportamento dos estados ligados 
om relação ao poten-
ial de 
on�namento para superredes formadas 
om oito, dez e dezesseis poços 
om (a)profundidades iguais e (b) profundidades aleatórias.Podemos ver que a introdução da aleatoriedade no sistema quebra a simetria 
ir
ulardo problema, rompendo assim a degeneres
ên
ia angular, uma vez que os poços que for-mam a superrede não estão mais igualmente espaçados, fazendo que os estados que antesestavam degenerados para k = [±1,±2, ...,±N−1], no 
aso dos poços 
om profundidadesiguais 
omo na Figura 65(a), tornem-se não degenerados, 
omo pode ser visto na Figura65(b), isto é, 
om o aumento da profundidade para uma superrede aleatória não temosmais estados degenerados.
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Figura 65: Variação dos estados ligados da superrede 
om o aumento das profundidades dospoços de poten
iais para oito, dez e dezesseis poços, (a) 
om profundidades iguais e (b) 
omprofundidades aleatórias, sem 
ampo magnéti
o 
om θW = π/10.
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Figura 66: Comportamento da média e do desvio padrão para dez realizações feitas das variaçãodos níveis de energia da superrede 
om o aumento das profundidades dos poços de poten
iaispara (a) oito e (b) dez poços 
om profundidades aleatórias na ausên
ia de 
ampo magnéti
otomando θW = π/10.Um resultado mais 
oerente quando utilizamos números aleatórios é dado ao 
onside-ramos a média de resultados obtidos ao serem analisadas várias realizações. Dessa forma,apresentamos na Figura 66 um resultado a partir da média de dez realizações, obtidas aose introduzir dez 
onjuntos de três sementes na função rand48 [70℄, 
omo dis
utido naSeção 4.3.2.Podemos observar da Figura 66 que o resultado médio, apresentado pelos símbolos
om formato de 
ír
ulos, possui o mesmo 
omportamento ao 
aso obtido devido a umarealização, Figura 65(b). Porém, ao 
onsiderarmos o desvio padrão, vemos que os estados
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ên
ia torna-senesse 
aso não muito visível, pois a margem do desvio médio é 
ada vez maior à medidaque a profundidade do poten
ial aumenta.
• Na presença de 
ampo magnéti
o:Considerando agora os efeitos do 
ampo magnéti
o no espe
tro de energia da superredeno anel quânti
o, ilustramos na Figura 68 tais in�uên
ias nas superredes formadas 
omtrês, quatro e 
in
o poços 
om (a) profundidades iguais e (b) profundidades aleatórias,esboçadas na Figura 67.Observamos aqui de maneira análoga ao 
aso de N impurezas que para N poçosteremos N estados a
oplados formando uma sub-banda, e que para poços de poten
iais
om profundidades aleatórias os 
rossings tornam-se anti-
rossings, devido à quebra dasimetria 
ir
ular no anel, isto é, o anel quânti
o não é mais invariante rota
ional 
omrelação ao eixo z. Como já 
omentamos antes, teremos esses N estados juntos formandouma sub-banda devido ao tunelamento entre os estados dos poços vizinhos da superrede,sendo 
ada sub-banda separada por um gap, onde os seguintes possuem energias 
omvalores maiores referentes aos estados subsequentes dos poços.Na Figura 69 representamos as variações dos níveis de energia 
om relação ao 
ampomagnéti
o de uma superrede formada 
om poços de poten
ial 
om profundidades aleató-rias para três, quatro e 
in
o poços. O resultado foi obtido, da mesma maneira 
omo naFigura 66, através da 
ompilação de dez realizações de grá�
os E × B devido à intro-dução de dez 
onjuntos de números aleatórios. Vemos que o resultado médio, mostradopelos símbolos 
om formato de 
ír
ulos, possui as mesmas 
ara
terísti
as dos resultadosobtidos pela Figura 68: (i) formação das sub-bandas e (ii) a quebra da degeneres
ên
iaentre os estados que formam uma sub-banda, ex
eto que agora o desvio padrão suprimea 
ara
terísti
a dos anti-
rossings, apresentando um 
omportamento tenden
ioso ao 
asodo sistema sem aleatoriedade. Podemos também observar para os estados ex
itados a
imada sub-banda 
omposta pelos N primeiros estados, que esses estados de energia são re-sultados mais robusto, no sentido de que o desvio padrão é menor em 
omparação aos Nprimeiros estados, e que ele se torna 
ada vez menor à medida que o número N de poçosformadores da superrede aumenta.
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Figura 67: Esboço dos poten
iais das superredes para (a) N = 3, (b) N = 4 e (
) N = 5 poços
om profundidades iguais (pontilhado em preto) e aleatórias (pontilhado em vermelho).
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Figura 68: In�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro de energia para superredes formadas
om poços de poten
iais para três, quatro e 
in
o poços, (a) 
om profundidades iguais e (b) 
omprofundidades aleatórias, 
om θW = π/10 e V0 = −10 meV.
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Figura 69: Comportamento médio da in�uên
ia do 
ampo magnéti
o sobre o espe
tro deenergia para superredes formadas 
om poços de poten
iais para três, quatro e 
in
o poços 
omprofundidades aleatórias, 
om θW = π/10 e V0 = −10 meV, obtido pela média de dez realizaçõesdistintas in
luindo o desvio padrão, para (a) os 2N estados 
om as duas primeiras sub-bandas epara apenas (b) os N primeiros estados.
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Capítulo 5
Ex
itons em anéis quânti
os ideais

Neste 
apítulo utilizaremos o Hamiltoniano efetivo dado no �nal da Seção 2.1.3 eintroduziremos as 
oordenadas relativas e do 
entro de massa para a solução do problemade um ex
iton em um anel quânti
o sob as aproximações já 
itadas. Dis
utiremos as
ondições de 
ontorno para o problema dado por essas novas duas 
oordenadas. Emseguida, 
ompararemos os espe
tros de energia nos dois sistemas de 
oordenadas, (θe, θh)e (θ,Θ), no 
aso hipotéti
o da ausên
ia de interação Coulombiana, para en
ontrar asrelações entre os números quânti
os nos dois sistemas, já que os resultados devem ser osmesmos. Depois, obteremos numeri
amente os espe
tros de energia para um anel rugoso,simulado por um poten
ial de uma superrede aleatória ao longo da direção angular, e
ompararemos esses resultados 
om os autoestados do ex
iton em um anel ideal, bem
omo àqueles do problema sob a in�uên
ia adi
ional da presença de uma impureza.5.1 Modelo teóri
oConsideremos agora o problema de um par elétron-bura
o no anel quânti
o unidi-mensional, em que o poten
ial de interação es
olhido entre o elétron e o bura
o é umpoten
ial atrativo fra
o, sendo o ex
iton des
rito na abordagem de ex
iton de Wannier-Mott [66, 67℄, 
ujas propriedades ex
it�ni
as podem ser 
al
uladas usando a aproximaçãoda massa efetiva. Consideramos aqui que o elétron e o bura
o estão lo
alizados no planodo anel, 
om o mesmo raio Re = Rh = R, 
om 
oordenadas angulares θe e θh, para oelétron e bura
o respe
tivamente, tal que ~re = (R, θe, 0) e ~rh = (R, θh, 0) são seus vetoresposição, 
omo mostrado na Figura 70.
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Figura 70: Representação esquemáti
a dos vetores posição do elétron ~re e do bura
o ~rh noplano do anel.Podemos es
rever o Hamiltoniano efetivo para o ex
iton 
omo
Heff(exc) = Heff(e) +Heff(h) + VC(|θe − θh|), (5.1)onde o Hamiltoniano efetivo para 
ada partí
ula, sob as aproximações 
itadas na Seção2.1.1, é en
ontrado na Seção 2.1.3 
omo

Heff(j) = − ~2

2m∗
jR

2

d2

dθ2j
− i~ωc(j)

2

d

dθj
+
m∗

jω
2
c(j)

8
R2, (5.2)
om j = e(elétron), h(bura
o), ωc(e) =

eB
m∗

e
e ωc(h) = − eB

m∗

h

, uma vez que a 
arga elétri
ado bura
o é positiva e de módulo igual à 
arga do elétron, 
omo 
omentado na Seção 1.9.Também podemos rees
rever Heff(j) 
omo dado pela Eq. (2.42)
Heff(j) =

~
2

2m∗
jR

2

{

−i d
dθj

± φ

φ0

}2

, (5.3)sendo o sinal do segundo termo entre 
haves positivo para 
aso do elétron e negativo parao 
aso do bura
o, já que as energias do elétron e bura
o têm sinais opostos, e de�nimos,
omo feito nos 
apítulos anteriores, a razão do �uxo magnéti
o pelo �uxo elementar 
omo
φ
φ0

= πR2B
h/e

. Portanto o Hamiltoniano do ex
iton �
a rees
rito 
omo
Heff(exc) =

~2

2m∗
eR

2

{

−i d
dθe

+
φ

φ0

}2

+
~2

2m∗
hR

2

{

−i d
dθh

− φ

φ0

}2

+ VC (|θe − θh|) , (5.4)sendo o poten
ial interativo VC , um poten
ial Coulombiano, temos que
VC =

−e2
4πε0εr|~re − ~rh|

. (5.5)Faremos uso da lei dos 
ossenos para rees
rever a Eq. (5.5) expli
itamente em termos
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ia entre o elétron e o bura
o é:
|~re − ~rh| =

√

r2e + r2h − 2rerh cos(θe − θh)

=
√

2R2 − 2R2 cos(θe − θh)

=
√

2R2[1− cos(θe − θh)]

= 2R

√

1− cos(θe − θh)

2

= 2R

∣

∣

∣

∣

sin

(

θe − θh
2

)∣

∣

∣

∣daí,
VC =

−σ
2R
∣

∣sin
(

θe−θh
2

)∣

∣

, (5.6)onde de�nimos σ = e2/4πε0εr.Vamos introduzir as 
oordenadas angulares relativa e do 
entro de massa do ex
iton,respe
tivamente dadas por






θ = θe − θh

Θ =
m∗

eθe+m∗

h
θh

m∗

e+m∗

h

= µeθe + µhθh
, (5.7)onde µe =

m∗

e

M
, µh =

m∗

h

M
e M = m∗

e +m
∗
h é a massa efetiva total do ex
iton. A 
oordenadado 
entro de massa angular des
reve a translação do ex
iton 
omo um todo ao longo doanel, enquanto a 
oordenada relativa des
reve a dinâmi
a interna do ex
iton. Es
revendoexpli
itamente as 
oordenadas do elétron e do bura
o em termos das 
oordenadas relativae do 
entro de massa, usando a Eq. (5.7), en
ontramos fa
ilmente que

{

θe = Θ+ µhθh

θh = Θ− µeθe
. (5.8)En
ontraremos agora as expressões das derivadas de primeira e segunda ordem das
oordenadas θe e θh, d

dθe
, d

dθh
, d2

dθ2e
e d2

dθ2
h

, para em seguida substituirmos no Hamiltonianodado pela Eq. (5.4). Assim, fazendo uso das Eqs. (5.7) e (5.8) e da regra da 
adeia paraas derivadas temos que:
• Para θe:
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d

dθe
=

dθ

dθe

d

dθ
+
dΘ

dθe

d

dΘ

=
d

dθ
+ µe

d

dΘ
. (5.9)

d2

dθ2e
=

d

dθe

(

d

dθe

)

=
d

dθe

(

d

dθ
+ µe

d

dΘ

)

=
d

dθe

(

d

dθ

)

+
d

dθe

(

µe
d

dΘ

)

=
dθ

dθe

(

d

dθ

)

d

dθ
+
dΘ

dθe

(

d

dθ

)

d

dΘ

+
dθ

dθe

(

µe
d

dΘ

)

d

dθ
+
dΘ

dθe

(

µe
d

dΘ

)

d

dΘ

=
d2

dθ2
+ 2µe

d2

dΘdθ
+ µ2

e

d2

dΘ2
, (5.10)já que dθ

dθe
= 1.

• Para θh:
d

dθh
=

dθ

dθh

d

dθ
+
dΘ

dθh

d

dΘ

= − d

dθ
+ µh

d

dΘ
. (5.11)

d2

dθ2h
=

d

dθh

(

d

dθh

)

=
d

dθh

(

− d

dθ
+ µh

d

dΘ

)

=
d

dθh

(

− d

dθ

)

+
d

dθh

(

µh
d

dΘ

)

=
dθ

dθh

(

− d

dθ

)

d

dθ
+
dΘ

dθh

(

− d

dθ

)

d

dΘ

+
dθ

dθh

(

µh
d

dΘ

)

d

dθ
+
dΘ

dθh

(

µh
d

dΘ

)

d

dΘ

=
d2

dθ2
− 2µh

d2

dΘdθ
+ µ2

h

d2

dΘ2
, (5.12)já que dθ

dθh
= −1.
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omo
Heff(exc) =

~2

2m∗
eR

2

{

− d2

dθ2e
− 2i

φ

φ0

d

dθe
+
φ2

φ2
0

}

+
~
2

2m∗
hR

2

{

− d2

dθ2h
+ 2i

φ

φ0

d

dθh
+
φ2

φ2
0

}

+ VC (|θe − θh|) , (5.13)e 
al
ulando individualmente seus termos, utilizando as Eqs. (5.9)-(5.12), temos que:
~2

2m∗
eR

2

(

− d2

dθ2e

)

+
~2

2m∗
hR

2

(

− d2

dθ2h

)

= − ~2

2m∗
eR

2

(

d2

dθ2
+ 2

m∗
e

M

d2

dΘdθ
+

(

m∗
e

M

)2
d2

dΘ2

)

− ~
2

2m∗
hR

2

(

d2

dθ2
+ 2

m∗
h

M

d2

dΘdθ
+

(

m∗
h

M

)2
d2

dΘ2

)

= − ~
2

2R2

(

1

m∗
e

+
1

m∗
h

)

d2

dθ2
− ~

2

2M2R2
(m∗

e +m∗
h)

d2

dΘ2

= − ~2

2µR2

d2

dθ2
− ~2

2MR2

d2

dΘ2
, (5.14)

~2

2m∗
eR

2

(

−2i
φ

φ0

d

dθe

)

+
~2

2m∗
hR

2

(

+2i
φ

φ0

d

dθh

)

=
~2

2m∗
eR

2

[

−2i
φ

φ0

(

d

dθ
+ µe

d

dΘ

)]

+
~
2

2m∗
hR

2

[

+2i
φ

φ0

(

− d

dθ
+ µh

d

dΘ

)]

= − i~2

m∗
eR

2

φ

φ0

d

dθ
− i~2

m∗
hR

2

φ

φ0

d

dθ

= − i~2

µR2

φ

φ0

d

dθ
, (5.15)e

~2

2m∗
eR

2

φ2

φ2
0

+
~2

2m∗
hR

2

φ2

φ2
0

=
~2

2µR2

φ2

φ2
0

, (5.16)onde usamos a relação 1
µ
= 1

m∗

e
+ 1

m∗

h

da massa reduzida do ex
iton. Substituindo essesresultados na Eq. (5.13), obtemos que
Heff(exc) = − ~2

2µR2

d2

dθ2
− ~2

2MR2

d2

dΘ2
− i~2

µR2

φ

φ0

d

dθ
+

~2

2µR2

φ2

φ2
0

+ VC(|θ|)

=
~2

2µR2

{

− d2

dθ2
− 2i

φ

φ0

d

dθ
+
φ2

φ2
0

}

+ VC(|θ|) +
~2

2MR2

{

− d2

dΘ2

}

=
~2

2µR2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

+ VC(|θ|) +
~2

2MR2

{

−i d
dΘ

}2

. (5.17)Vemos agora que reduzimos o problema do par elétron-bura
o a um problema de uma
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ula 
om duas 
oordenadas. Podemos então es
rever Heff(exc) inteiramente 
omo
Heff(exc) = Heff(rel) +Heff(CM), (5.18)onde o Hamiltoniano que des
reve o movimento na 
oordenada relativa é dado por

Heff(rel) =
~2

2µR2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

+ VC(|θ|), (5.19)e o Hamiltoniano que des
reve o movimento da 
oordenada do 
entro de massa,
Heff(CM) =

~2

2MR2

{

−i d
dΘ

}2

. (5.20)O propósito prin
ipal na mudança de variável a
ima é usar as soluções de Heff(CM) e
Heff(rel) 
omo base para resolver o Hamiltoniano efetivo total Heff(exc). Outra vantagemda separação das 
oordenadas em relativa e 
entro de massa é que a interação Coulombianaapare
e apenas no movimento governado por Heff(rel). Assim, 
omo o Hamiltonianoex
it�ni
o é a soma desses dois termos, podemos es
rever a função de onda 
omo o produtoabaixo:

ϕexc(Θ, θ) =
∑

N,N ′

AN,N ′ϕCM(N)(Θ)ϕrel(N ′)(θ), (5.21)ondeN(N ′) representa o N-ésimo(N'-ésimo) autoestado do HamiltonianoHeff(CM)(Heff(rel)).Da mesma forma que podemos 
onstruir uma função de onda para o ex
iton 
omoo produto de suas soluções, no 
aso do Hamiltoniano efetivo separado em termos domovimento relativo e do 
entro de massa, podemos também tomar a solução para oHamiltoniano efetivo ini
ial dado em termos das 
oordenadas do elétron e do bura
o, Eq.(5.4), 
omo o produto de suas soluções, isto é,
Ψexc(θe, θh) =

∑

ne,nh

A′
ne,nh

Ψe(ne)(θe)Ψh(nh)(θh), (5.22)que deve satisfazer as seguintes 
ondições de 
ontorno:














Ψexc(θe + 2π, θh) = Ψexc(θe, θh)

Ψexc(θe, θh + 2π) = Ψexc(θe, θh)

Ψexc(θe + 2π, θh + 2π) = Ψexc(θe, θh)

. (5.23)As funções de onda Eqs. (5.21) e (5.22) devem ser equivalentes, já que são soluçõesde um mesmo problema físi
o, impli
ando na igualdade
Ψexc(θe, θh) = ϕexc(Θ, θ). (5.24)
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ontraremos agora as 
ondições de 
ontornoque devem ser satisfeitas pela função de onda Eq. (5.21):
• Pela 
ondição Ψexc(θe + 2π, θh) = Ψexc(θe, θh):Como

Ψexc(θe, θh) = ϕexc(Θ, θ)

= ϕexc(µeθe + µhθh, θe − θh),usando a 
ondição de 
ontorno para θe → θe + 2π, temos
Ψexc(θe + 2π, θh) = ϕexc(µe(θe + 2π) + µhθh, θe + 2π − θh)

= ϕexc(µeθe + µhθh + 2πµe, θe − θh + 2π)

= ϕexc(Θ + 2πµe, θ + 2π),portanto
ϕexc(Θ + 2πµe, θ + 2π) = ϕexc(Θ, θ). (5.25)

• Pela 
ondição Ψexc(θe, θh + 2π) = Ψexc(θe, θh):Equivalentemente
Ψexc(θe, θh) = ϕexc(Θ, θ)

= ϕexc(µeθe + µhθh, θe − θh),e usando a 
ondição de 
ontorno para θh → θh + 2π, temos
Ψexc(θe, θh + 2π) = ϕexc(µeθe + µh(θh + 2π), θe − (θh + 2π))

= ϕexc(µeθe + µhθh + 2πµh, θe − θh − 2π)

= ϕexc(Θ + 2πµh, θ − 2π),portanto
ϕexc(Θ + 2πµh, θ − 2π) = ϕexc(Θ, θ). (5.26)

• Pela 
ondição Ψexc(θe + 2π, θh + 2π) = Ψexc(θe, θh):
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Ψexc(θe, θh) = ϕexc(Θ, θ)

= ϕexc(µeθe + µhθh, θe − θh),usando a 
ondição de 
ontorno para θe → θe + 2π e θh → θh + 2π, temos
Ψexc(θe + 2π, θh + 2π) = ϕexc(µe(θe + 2π) + µh(θh + 2π), (θe + 2π)− (θh + 2π))

= ϕexc(µeθe + µhθh + 2πµe + 2πµh, θe − θh)

= ϕexc(Θ + 2π(µe + µh), θ)

= ϕexc

(

Θ+ 2π

(

m∗
e

M
+
m∗

h

M

)

, θ

)

= ϕexc(Θ + 2π, θ),portanto
ϕexc(Θ + 2π, θ) = ϕexc(Θ, θ). (5.27)Analisando o Hamiltoniano da Eq. (5.20) vemos que o movimento do 
entro demassa angular é livre, mesmo na presença de 
ampo magnéti
o, e que suas soluções jánormalizadas, en
ontradas de maneira análoga ao desenvolvimento realizado na Seção 2.2,mas utilizando agora a 
ondição de 
ontorno Eq. (5.27), são
ϕCM(Θ) = ϕCM(N)(Θ) =

eiNΘ

√
2π
, (5.28)
om autoenergias dadas por

ECM(N) =
~2N2

2MR2
, (5.29)onde N = 0,±1,±2,±3, ....Na ausên
ia de interação 
oulombiana entre o elétron e o bura
o, isto é, fazendo

VC(|θ|) = 0, temos que o Hamiltoniano Heff(rel) �
a na forma
Heff(rel) −→

~2

2µR2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

, (5.30)que possui o mesmo formato do Hamiltoniano da Eq. (2.47) na Seção 2.2, sendo resolvidoda mesma maneira, ou seja,
ϕrel(θ) = ϕrel(N ′)(θ) =

eiN
′θ

√
2π
, (5.31)
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om autoenergias dadas por
Erel(N ′) =

~2

2µR2

{

N ′ +
φ

φ0

}2

, (5.32)onde as restrições sobre o número quânti
o N ′ serão dis
utidas mais adiante.Como a energia total é dada por
Eeff(exc) = Eeff(rel) + Eeff(CM), (5.33)então, na ausên
ia do poten
ial interativo, temos que a energia é

EN,N ′

eff(exc) =
~2N2

2MR2
+

~2

2µR2

{

N ′ +
φ

φ0

}2

. (5.34)Devemos notar que o espe
tro de energia para os dois Hamiltonianos que des
revemo problema, sendo em sistemas de 
oordenadas diferentes, um em (Θ, θ) e o outro em
(θe, θh), deve possuir os mesmos resultados independente das 
oordenadas tomadas. Assimdevemos ter

Eeff(rel) + Eeff(CM) = Eeff(e) + Eeff(h). (5.35)Na ausên
ia do poten
ial interativo, temos que o Hamiltoniano Eq. (5.4) na repre-sentação do elétron e do bura
o torna-se
Heff(exc) −→

~2

2m∗
eR

2

{

−i d
dθe

+
φ

φ0

}2

+
~2

2m∗
hR

2

{

−i d
dθh

− φ

φ0

}2

, (5.36)
om autoenergias dadas por
Ene,nh

eff(exc) =
~2

2m∗
eR

2

{

ne +
φ

φ0

}2

+
~2

2m∗
hR

2

{

nh −
φ

φ0

}2

, (5.37)onde ne e nh são números inteiros, sendo essas as mesmas soluções para 
ada partí
ula
omo aquelas dadas pela Eq. (2.53).Portanto, 
omo o espe
tro de energia é o mesmo em ambas as representações, utili-zaremos a Eq. (5.35) para rela
ionar os números quânti
os N e N ′ 
om os números ne e
nh, para o 
aso em que VC(|θ|) = 0. Igualando as Eqs. (5.34) e (5.37), temos que:

~2N2

2MR2
+

~2

2µR2

{

N ′ +
φ

φ0

}2

=
~2

2m∗
eR

2

{

ne +
φ

φ0

}2

+
~2

2m∗
hR

2

{

nh −
φ

φ0

}2

. (5.38)
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amente a Eq. (5.38) en
ontramos
{

N = ne + nh

N ′ = neµh − nhµe

, (5.39)ou ainda, rees
revendo N ′ em termos de N , temos
N ′ = Nµh − nh = ne −Nµe, (5.40)sendo N ,ne e nh números inteiros.Ao rees
revermos a função de onda, solução do Hamiltoniano efetivo da 
oordenadarelativa, Eq. (5.31), tro
ando o número quânti
o N ′ pelos seus valores dados pela Eq.(5.40), obtemos

ϕrel(θ) = ϕrel(N ′)(θ) =
ei(Nµh−nh)θ

√
2π

ou ei(ne−Nµe)θ

√
2π

, (5.41)mostrando que, embora o Hamiltoniano e a função de onda sejam desa
oplados nas partesrelativa e do 
entro de massa, o movimento relativo não é 
ompletamente independente domovimento do 
entro de massa, devido à simetria de translação 
ir
unferen
ial intrínse
ado problema, pois, 
omo já 
omentamos, o movimento da 
oordenada do 
entro de massaangular des
reve o movimento de translação do ex
iton 
omo um todo ao redor do anel,estando este ligado ao movimento relativo.Até agora nos detivemos apenas na análise da solução para o 
aso em que o poten
ialinterativo entre as partí
ulas é des
onsiderado. A di�
uldade na solução desse problemasurge devido à divergên
ia do poten
ial para pequenos ângulos. Para 
ontornar essadi�
uldade, 
onsideramos no presente trabalho o mesmo artifí
io numéri
o utilizado notrabalho [51℄. Rees
revemos o poten
ial (5.6) em uma forma mais suave para remover adegeneres
ên
ia angular, fazendo VC → ṼC , 
om
ṼC =

−σ
2R

1
√

sin2
(

θe−θh
2

)

+ a2
, (5.42)onde a é muito pequeno, de maneira ideal (a → 0). Outra es
olha poderia ter sido feitapara suavizar a forma do poten
ial, 
omo por exemplo:

ṼC =
−σ
2R

1
∣

∣sin
(

θe−θh
2

)∣

∣+ a
. (5.43)
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oCom as ferramentas desenvolvidas na Seção 2.4.1 para a solução numéri
a da equaçãode S
hrödinger unidimensional utilizando a té
ni
a de diferenças �nitas torna-se possívelexpandir o método para o 
aso bidimensional. Dessa forma, mostraremos nesta seçãoa utilização da té
ni
a de dis
retização para resolver o Hamiltoniano efetivo do ex
itonsubmetido a um poten
ial perturbativo dado por
Heff(exc) = Heff(e) +Heff(h) + VC(|θe − θh|) + Vdef(e) + Vdef(h), (5.44)ou ainda de maneira mais expli
ita

Heff(exc) =
~2

2m∗
eR

2

{

−i d
dθe

+
φ

φ0

}2

+
~2

2m∗
hR

2

{

−i d
dθh

− φ

φ0

}2

+VC (|θe − θh|) + Vdef(e) + Vdef(h). (5.45)Como vemos, o Hamiltoniano des
reve um sistema bidimensional nas 
oordenadas
(θe, θh), tal que as soluções são funções das 
oordenadas do elétron e do bura
o Ψexe(θe, θh).Dessa maneira, ao apli
armos a té
ni
a de diferenças �nitas pre
isamos de dois índi
espara des
rever a função de onda em 
ada passo da dis
retização, ou seja, devemos ter Ψi,j,onde o índi
e i se refere à 
oordenada angular do elétron e o índi
e j se refere ao bura
o,
om i = 1, 2, 3...Ne e j = 1, 2, 3...Nh. Consideramos aqui, da mesma forma 
omo na Seção2.4.1, que o grid é 
onstante, tal que as derivadas primeira e segunda para a dis
retizaçãodo espaço das 
oordenadas do elétron e do bura
o, ∆θe e ∆θh, respe
tivamente, são

• Para o elétron:
dΨ

dθe
=

Ψi+1,j −Ψi−1,j

2∆θe
(5.46)

d2Ψ

dθ2e
=

Ψi+1,j − 2Ψi,j +Ψi−1,j

∆θ2e
(5.47)

• Para o bura
o:
dΨ

dθh
=

Ψi,j+1 −Ψi,j−1

2∆θh
(5.48)

d2Ψ

dθ2h
=

Ψi,j+1 − 2Ψi,j +Ψi,j−1

∆θ2h
(5.49)Substituindo as Eqs. (5.46) - (5.49) no problema de autovalor 
om o Hamiltoniano
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αi+1,jΨi+1,j + αi−1,jΨi−1,j + αi,jΨi,j + αi,j+1Ψi,j+1 + αi,j−1Ψi,j−1 = EΨi,j, (5.50)sendo αi,j os 
oe�
ientes das funções de onda Ψi,j, dados por:

αi±1,j =

[

− 1

m∗
eR

2

1

∆θ2e
∓ ieBr20

2m∗
e~

1

∆θe

]

, (5.51)
αi,j =

[

2

m∗
eR

2

1

∆θ2e
+

2

m∗
hR

2

1

∆θ2h
+
e2B2R

2
r40

4~2

1

(m∗
e +m∗

h)
+ V i,j

] (5.52)e
αi,j±1 =

[

− 1

m∗
hR

2

1

∆θ2h
± ieBr20

2m∗
h~

1

∆θh

]

, (5.53)onde R = R/r0, V = V/Ry e E = E/Ry, 
om Ry e r0 sendo a energia efetiva de Rydberge o raio de Bohr respe
tivamente de�nidos pelas Eqs. (2.78) e (2.79). Todos os poten
iaisdo problema estão in
luídos no termo 
entral αi,j , dis
retizados na forma V i,j.Es
revendo a Eq. (5.50) na forma matri
ialHeff(exc)Ψ = EΨ vemos que Heff(exc) nãopode mais ser es
rito 
omo uma matriz tridiagonal, 
omo a
onte
e no 
aso unidimensional,devendo ser montada em um formato pentadiagonal em blo
os, 
omo esboçado na Figura71. De maneira análoga ao 
aso dis
utido na Seção 2.4.1, teremos aqui termos não nulosfora das 
in
o diagonais devido à periodi
idade da função de onda.Como resultado da té
ni
a de dis
retização apli
ada ao sistema en
ontramos o Hamil-toniano dis
retizado representado por uma matriz Ne ×Ne ×Nh ×Nh, 
ujas autofunçõessão matrizes 
oluna de ordem Ne ×Nh, esboçadas na Figura 72.5.3 Anel rugosoMuitos trabalhos experimentais em anéis quânti
os têm mostrado que essas estruturasapresentam defeitos geométri
os [29, 78℄, 
omo observado na Figura 73. Muitos foram osestudos teóri
os assumindo estas irregularidades, tais 
omo superfí
ies rugosas e ex
entri-
idades geométri
as diferentes, ao invés de uma forma 
ir
ular perfeita [31, 46, 47, 48℄.Nesse sentido, 
onsideramos nesse trabalho um modelo simples para des
rever a super-fí
ie rugosa no anel quânti
o ideal, tratando a rugosidade 
omo um poten
ial gerado por
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Figura 71: Esboço da matriz pentadiagonal em blo
os proveniente do esquema de diferenças�nitas no modelo de massa efetiva em duas dimensões. A matriz é toda nula, ex
eto nas diagonaisrepresentadas pelas linhas sólidas e tra
ejadas, isto é, para as diagonais prin
ipais e suas diagonaisadja
entes dos blo
os de matrizes que formam as diagonal prin
ipal da matriz total, para oselementos ((j − 1)Ne + 1, jNe) e (jNe, (j − 1)Ne + 1) dos blo
os da diagonal prin
ipal, paraas diagonais prin
ipais dos blo
os de matrizes adja
entes aos blo
os de matrizes que formam adiagonal prin
ipal da matriz total e para a diagonal prin
ipal nas duas matrizes inferior esquerdae superior direita. Cada blo
o 
onsiste de uma matriz quadrada (Ne ×Ne), sendo Ne o númerode pontos dis
retizados na 
oordenada θe. Existem (Nh × Nh) blo
os na matriz de Heff(exc),onde Nh é o número de pontos dis
retizados na 
oordenada θh. Dessa forma, o número total deelementos na matriz Heff(exc) é Ne ×Ne ×Nh ×Nh.uma superrede formada por 
amadas 
om profundidades aleatórias e 
om larguras iguaispara um número �xo de 
amadas. O parâmetro de rugosidade em nosso problema é onúmero de 
amadas, tal que quanto mais 
amadas o poten
ial tiver, mais rugoso é o anel.A relação entre a rugosidade e a forma do poten
ial aleatório é uma suposição bastante
oerente, uma vez que supondo um anel 
om uma 
erta largura radial, apresentando assuperfí
ies interna e externa rugosas, 
omo mostrado na Figura 74, onde a largura radial édiferente ao longo da direção angular, temos que em regiões onde a largura radial é maiora função de onda tenderá a �
ar mais lo
alizada e de maneira 
ontrária nas regiões 
omum afastamento menor entre as superfí
ies interna e externa. Assim, podemos simularessa rugosidade das superfí
ies do anel quânti
o em termos da forma do poten
ial, demaneira que regiões angulares 
om um forte 
on�namento possuirão um poten
ial 
omprofundidade maior, isto é, quanto maior for a espessura radial, maior será a profundidadedo poten
ial.Os efeitos da rugosidade no problema de um só elétron são des
ritos pelo seguinte
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Figura 72: Função de onda proveniente do esquema de diferenças �nitas no modelo de massaefetiva em duas dimensões. Ψ é representada por uma matriz 
oluna 
omposta por Nh matrizes
(1×Ne).

Figura 73: Imagens de AFM 2D e 3D mostrando ambos pontos e anéis quânti
os. Temperaturade 
res
imento igual a 6800C. Os diâmetros externos dos anéis e pontos são de 550−580 e 230−340nm 
om alturas 7− 16 e 3− 10 nm, respe
tivamente [78℄.Hamiltoniano efetivo:
Heff =

~2

2m∗R2

{

−i d
dθ

+
φ

φ0

}2

+ VSL(θ), (5.54)
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Figura 74: Per�l esquemáti
o das superfí
ies interna e externa de um anel bidimensional 
omrugosidade [31℄.da mesma maneira 
omo 
onsideramos no Capítulo 4, 
om o poten
ial da superredealeatória dado por
VSL(θ) = −V0 . nrand(p) para pθW < θ < (p+ 1)θW (5.55)sendo p = 0, 1, 2, ..., NCAM − 1, NCAM o número de 
amadas, V0 a profundidade dopoten
ial, θW a largura angular das 
amadas e nrand(p) o p-ésimo número aleatório,gerado pela subrotina rand48 [70℄, sempre 
om as sementes de entrada −37, 0 e 23.5.4 Resultados e dis
ussõesNesta seção 
onsideramos primeiramente os efeitos da rugosidade no espe
tro de ener-gia do anel para o problema de apenas um elétron. Em seguida, analisamos o espe
tro deenergia do ex
iton em dois 
asos: 
onsiderando ou não a in�uên
ia do poten
ial interativoelétron-bura
o. Por último, introduzimos uma impureza no sistema e veri�
amos 
omoela afeta o 
omportamento dos primeiros níveis de energia do ex
iton.

• Anel rugosoMostramos na Figura 75 os efeitos do 
ampo magnéti
o no espe
tro de energia deum elétron em um anel rugoso, des
rito pelo Hamiltoniano Eq. (5.54). Construímos osgrá�
os tomando três valores distintos para a profundidade máxima, V0 = −10,−20 e −30meV, possuindo 
ada grá�
o resultados para três números de 
amadas diferentes, NCAM =

100, 200 e 500. Representamos na Figura 76 as três formas de poten
iais rugosos utilizadasna obtenção dos espe
tros de energia da Figura 75, tomando as larguras angulares de 
ada
amada 
omo sendo 
onstante e de valor igual à θW = 2π/NCAM na Eq.(5.55).
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ussões 160De a
ordo 
om o Figura 75, podemos 
on
luir que a energia do estado fundamental(preto), sofre uma translação, em geral, aumentando a energia à medida que aumentamoso parâmetro de rugosidade. Este resultado está de a
ordo 
om os já en
ontrados nas refe-rên
ias [31, 47℄. Vemos também que o efeito Aharonov-Bohm torna-se mais forte à medidaque aumentamos o parâmetro de rugosidade, isto é, à medida que aumentamos o númerode 
amadas do poten
ial a amplitude dos anti-
rossings entre os níveis de energia dimi-nui. Esse resultado, que à primeira vista pare
e 
ontra-intuitivo, pode ser expli
ado peloseguinte fato: quando o poten
ial é formado por um número muito grande de 
amadas,possuindo a mesma largura angular, a função de onda não tenderá se 
on�nar em ne-nhuma região privilegiada ao longo do anel. Podemos também observar, ao 
ompararmosas Figuras 75 (a), (b) e (
), que para um poten
ial que des
reve a rugosidade 
om poçosmais profundos teremos estados de energia mais ligados, isto é, 
om valores mais baixosde energia. Isso já era esperado, pois a
onte
e de maneira similar na solução de poços depoten
ial quadrado simples ao aumentarmos suas profundidades. Como 
onsequên
ia, osestados mais presos devido aos poten
iais mais profundos são menos sus
etíveis a 
amposmagnéti
os, o que atrapalha a observação do efeito Aharonov-Bohm. De fato, de maneirageral, temos que a presença da rugosidade, da mesma maneira 
omo a apli
ação de um
ampo elétri
o no plano do anel, ou a presença de impurezas lo
alizadas assimetri
amente,diminui as os
ilações Aharonov-Bohm, quebrando a degeneres
ên
ia dos estados, isto é,tornando os 
rossings entre os estados, agora, em anti-
rossings.
• Ex
iton no anel12Como já 
omentamos, o poten
ial de interação das partí
ulas formadoras do ex
i-ton apresenta um divergên
ia para pequenos ângulos. Tendo em vista essa di�
uldadenuméri
a, dis
utimos ao longo do 
apítulo a solução analíti
a para o 
aso em que essepoten
ial é des
onsiderado. Agora, analisaremos o espe
tro de energia obtido numeri
a-mente, apresentado na Figura 77, para esse 
aso parti
ular e 
ompararemos seu resultado
om o obtido ao 
onsiderarmos a in�uên
ia de VC , 
omo mostrado na Figura 78. O valordo parâmetro a do poten
ial VC nos resultados que seguem é a = 50Å.Diferentemente do 
aso sem poten
ial interativo da Figura 77, em que vemos as ener-gias do ex
iton variarem 
om o 
ampo magnéti
o, o resultado 
om a presença do poten
ial1Durante toda essa seção 
onsideramos os seguintes valores: permissividade elétri
a (ǫ = 12), massaefetiva do elétron (m∗

e = 0, 07m0), massa efetiva do bura
o (m∗

h = 0, 4m0), energia do gap do GaAs(Eg = 1519 meV) e raio do anel (R = 500Å), en
ontrados na referên
ia [51℄.2Para todos os resultados obtidos nessa seção, não foi adi
ionada a energia do gap Eg à energia dosistema, um vez que ao se 
onsiderar esse valor os resultados sofreram apenas um deslo
amento no eixoda energia.
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oulombiano, Figura 78, mostra que todos os estados permane
em inalterados quandovariamos o 
ampo magnéti
o. Para as energias do ex
iton na ausên
ia do poten
ial 
ou-lombiano temos que as parábolas dos estados de energia devem satisfazer as 
ondições querestringem os valores dos números quânti
os N e N ′, dados pela Eq. (5.39), possuindoassim apenas alguns valores possíveis, sendo esse o motivo pelo qual o 
omportamento noespe
tro de energia do par é bem diferente do 
aso de uma só partí
ula.Em 
ontraste à 
rença geral de que o ex
iton, sendo um estado ligado de um elétrone um bura
o e, assim, uma entidade neutra, não deveria ser sensível a 
ampo magnéti
o,alguns artigos, 
omo por exemplo [49, 52, 79℄, mostram que na presença de uma interação
oulombiana o efeito Aharonov-Bohm desapare
e para o estado ex
it�ni
o fundamental,devido o poten
ial possuir uma divergên
ia intrínse
a, mas que existem os
ilações paraas energias ex
itadas. Esta previsão para a energia do estado fundamental foi 
on�r-mada por experimentos de fotolumines
ên
ia em anéis [80℄. Como vemos, nosso resultado
on
orda 
om os obtidos pelas referên
ias 
itadas 
om relação ao desapare
imento doefeito Aharonov-Bohm ex
it�ni
o para a energia do estado fundamental, mas entra emdis
repân
ia para os estados ex
itados. O motivo para a ausên
ia de os
ilação, mesmopara os níveis ex
itados, se deve à forma do poten
ial de interação, que é muito forte,
on�nando os estados de maneira a não enxergarem as variações no 
ampo magnéti
o.No intuito de erguemos as os
ilações Aharonov-Bohm introduziremos uma impurezanegativa 
om poten
ial dado da mesma maneira que na Seção 3.2, Eq. (3.22), sendo agorapositivo na interação impureza-elétron e negativo para a interação impureza-bura
o. AFigura 79(a) mostra o per�l do poten
ial geral, in
luindo as interações elétron-bura
o,impureza-elétron e impureza-bura
o, para uma impureza lo
alizada no ângulo π.Considerando os efeitos da impureza na energia do estado fundamental do ex
iton,mostramos na Figura 80 esta energia (eixo z do grá�
o) 
omo função do 
ampo magnéti
oe da altura da impureza. Dessa �gura, vemos que para 
ertos valores da altura da impureza
zimp, passamos a observar dois pi
os da energia, tendo um valor máximo em zimp = 45Å.Portanto, podemos 
on
luir que a presença de uma impureza faz voltar a os
ilação paraa energia do estado fundamental do ex
iton, dependendo da sua lo
alização. A prioriera de se esperar que a presença de uma impureza di�
ultasse as os
ilações na energiado ex
iton, pois sua presença quebra a simetria do sistema, 
omo o
orre para o 
aso dapresença de uma impureza no sistema de apenas um elétron no anel quânti
o, dis
utidono Capítulo 3. Por outro lado, poderia se pensar que a presença da impureza 
ontribuiriapara o surgimento das os
ilações Aharonov-Bohm, pois a impureza negativa prenderia o
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o deixando o elétron livre para os
ilar. Porém, se a impureza estiver muito próximado plano do anel, prenderá o bura
o e manterá �xo o elétron em uma distân
ia de πradianos do bura
o, atrapalhando dessa vez também as os
ilações do elétron. Nossoresultado apresentado na Figura 80 mostra 
omo balan
ear as interações elétron-impurezae bura
o-impureza para obter a maior amplitude de os
ilação do ex
iton.Em outra tentativa para retomar as os
ilações Aharonov-Bohm no espe
tro de energiado ex
iton 
onsideramos a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o no plano do anel na presençaou não de uma impureza negativa, 
omo pode ser visto na Figura 81. Na ausên
ia daimpureza, vemos na parte (a) para diferentes valores da amplitude do 
ampo elétri
o, um
omportamento 
onstante para os três primeiros estados ex
it�ni
os. Já na presença deuma impureza positiva, vemos na parte (b) que para quaisquer valores do 
ampo elétri
o,ex
eto F = 0 KV/
m (linhas pretas), os estados são suprimidos anulando as os
ilaçõesAharonov-Bohm. Esses resultados mostram a instabilidade das os
ilações Aharonov-Bohm dos estados ex
it�ni
os.Levaremos agora em 
onta o efeito de um poten
ial rugoso (Vrugoso(θe(h))), 
omo des-
rito na Seção 5.3, Eq. (5.55), tanto para o elétron 
omo para o bura
o, no espe
trode energia do ex
iton 
om a presença de uma impureza negativa lo
alizada em θ = π e
zimp = 45Å. O grá�
o do poten
ial de interação total está mostrado na Figura 79(b), ondeo eixo z é o eixo do poten
ial em meV, Vint = VC + Vrugoso + Vimp(ele−imp) + Vimp(h−imp),dado em termos das 
oordenadas θe e θh. Na Figura 82 mostramos os efeitos do poten
ialrugoso nos três primeiros estados de energia do ex
iton 
omo função do 
ampo magnéti
o,variando o número de 
amadas em (a) e aumentando a amplitude da rugosidade em (b),isto é, tomando valores das profundidades do poten
ial maiores.A Figura 82 mostra, tanto na parte (a), 
omo em (b), 
om os símbolos em preto, quea presença de uma impureza sob 
ertas 
ondições, 
omo por exemplo, a uma 
erta altura,retoma as os
ilações Aharonov-Bohm não apenas para a energia do estado fundamental,
omo já mostrado na Figura 80, mas também para as energias ex
itadas. Analisando oefeito da rugosidade no espe
tro de energia do ex
iton na presença da impureza vemosem (a) que ao aumentar o número de 
amadas que forma o poten
ial rugoso, tomandoum valor �xo para a profundidade máxima do poten
ial, diminuímos a amplitude dosanti-
rossings dos estados ao aumentarmos NCAM , e em (b) temos que ao aumentar aamplitude da rugosidade os estados são transladados, de maneira que para amplitudesmaiores os estados se lo
alizaram mais a fundo do poten
ial, isto é, tornaram-se maisligados. Ao 
ompararmos esses resultados, Figura 82, 
om os do efeito da rugosidade
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ussões 163no problema de um só elétron, tratado anteriormente, vemos que são bem semelhantes,ex
eto pelo fato de que, no 
aso em questão, as os
ilações são mais fra
as, isto é, menosrobustas.Portanto, podemos 
on
luir que as os
ilações Aharonov-Bohm nos estados do ex
itonsão realmente muito instáveis: mesmo quando melhoramos sua visualização na presençade uma impureza a uma 
erta altura, se 
aso in
luirmos a presença de um poten
ialrugoso, as os
ilações tornam-se mais fra
as à medida que a rugosidade �
a mais intensa,di�
ultando sua observação, ou na presença de um 
ampo elétri
o no plano do anel anula
ompletamente as os
ilações de todos os estados.
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Figura 75: Espe
tro de energia 
omo função do 
ampo magnéti
o para um elétron no anelquânti
o 
om rugosidade formada pelo poten
ial de superrede Eq. (5.55) 
om 
em, duzentas equinhentas 
amadas, tomando-se a largura angular 
onstante e de valor igual à θW = 2π/NCAM ,para as profundidades de (a) -10 meV, (b) -20 meV e (
) -30 meV.
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Figura 76: Per�s do poten
ial rugoso 
om 
em, duzentas e quinhentas 
amadas, formadostomando-se as larguras angulares de 
ada 
amada 
omo sendo 
onstante e de valor igual à
θW = 2π/NCAM .

Figura 77: Espe
tro de energia do ex
iton no anel quânti
o na ausên
ia de poten
ial 
oulom-biano de interação elétron-bura
o.
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Figura 78: Espe
tro de energia em função do 
ampo magnéti
o na presença de poten
ial
oulombiano atrativo, dado pela Eq. (5.42), tomando a = 50Å sem a presença de nenhumagente externo.

Figura 79: Poten
ial de interação ex
it�ni
o em meV na presença de uma impureza lo
alizadano ângulo π (a) sem e (b) 
om a presença de rugosidade, 
om poten
ial rugoso Vrugoso dadopela Eq. (5.55) para a 
oordenada do elétron (θe) e do bura
o (θh), formado por um poten
ialaleatório 
om 
ento e 
inquenta 
amadas e 
om valor máximo V0 de −5 meV.
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Figura 80: Energia do estado fundamental em meV, eixo z, 
omo função do 
ampo magnéti
oe da altura da impureza, lo
alizada no ângulo π.
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Figura 81: Comportamento dos três primeiros estados do ex
iton 
omo função do 
ampomagnéti
o para quatro valores de 
ampo elétri
o distintos (a) na ausên
ia e (b) na presença deuma impureza negativa lo
alizada em θ = π e zimp = 45Å.
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Figura 82: Espe
tro de energia do ex
iton 
omo função do 
ampo magnéti
o 
om uma impurezalo
alizada em θ = π e zimp = 45Å variando (a) o número de 
amadas do poten
ial e (b) aamplitude da rugosidade, e na ausên
ia de rugosidade, mostrado 
om os símbolos pretos.



170
Capítulo 6
Con
lusões gerais e perspe
tivas

Neste trabalho realizamos um estudo teóri
o sobre um sistema heteroestruturado debaixa dimensionalidade 
hamado de anel quânti
o, dentro de algumas aproximações, tais
omo um intenso poten
ial de 
on�namento e raio muito maior do que a largura radial ealtura do anel, tornando o problema unidimensional na 
oordenada angular.No Capítulo 2, resolvemos a equação de S
hrödinger independente do tempo para umelétron 
on�nado em um anel quânti
o sob a in�uên
ia de um 
ampo magnéti
o perpendi-
ular ao plano do anel. Utilizando o método numéri
o de diferenças �nitas, desenvolvemosum programa para solu
ionar os problemas tratados ao longo de toda dissertação. Mos-tramos que o mesmo está de a
ordo 
om as soluções analíti
as. Investigamos tal fato
omparando os resultados obtidos em ambos os métodos, numéri
o e analíti
o, para oproblema do anel na ausên
ia de qualquer in�uên
ia de forças externas, obtendo o EfeitoAharonov-Bohm, onde o espe
tro de energia os
ila periodi
amente 
om a variação do
ampo magnéti
o. Veri�
amos que em ambos os 
asos, anel ideal unidimensional 
om esem in�uên
ia de perturbações externas, o espe
tro de energia é uma função periódi
a do
ampo magnéti
o 
om periodi
idade dada em termos da razão do �uxo magnéti
o quepassa pelo plano do anel, pelo �uxo elementar. Na 
onstrução do Hamiltoniano efetivoassumimos o gauge simétri
o. Porém, mostramos que qualquer outra es
olha pode serfeita sem alterar as propriedades físi
as do problema.No Capítulo 3, utilizamos o Hamiltoniano efetivo desenvolvido no Capítulo 2 após uma
erta transformação de gauge, em que já se 
onsiderou a presença de 
ampo magnéti
o nadireção axial, para solu
ionar o problema submetido a uma perturbação devido à presençade 
ampo elétri
o no plano do anel. En
ontramos soluções analíti
as para o problema doanel 
om ou sem a in�uên
ia do 
ampo magnéti
o, dadas pelas funções de Mathieu.
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lusões gerais e perspe
tivas 171Analisamos numeri
amente em ambos os 
asos o espe
tro de energia do anel ao variarmosa intensidade do 
ampo elétri
o e do 
ampo magnéti
o. Mostramos que a presença de
ampo elétri
o ergue a degeneres
ên
ia angular devido à quebra da simetria rota
ional doanel, já que o elétron tenderá a permane
er em uma 
erta região privilegiada, em tornodo mínimo do poten
ial elétri
o. Além disso, vimos que as os
ilações Aharonov-Bohm sãosuprimidas para os níveis mais baixos de energia, o que se deve ao fato de que a quebra dadegeneres
ên
ia angular re�ete em um aumento das amplitudes dos anti-
rossings entreos estados, prin
ipalmente para os níveis mais baixos que estão mais lo
alizados.Estudamos também a in�uên
ia da presença de impurezas positivas lo
alizadas aolongo da direção angular no plano do anel. Investigamos os efeitos no espe
tro de ener-gia devido ao posi
ionamento e o número de impurezas 
onsideradas, lo
alizando-as demaneira simétri
a ou assimetri
amente. Con
luímos que quando as impurezas estão lo
a-lizadas simetri
amente o efeito Aharonov-Bohm é observado, enquanto para um sistemaem que as impurezas não estão igualmente espaçadas o efeito não foi observado para es-tados de menor energia, devido à quebra de simetria 
ir
ular do anel 
ausada por estasimpurezas. Ainda 
om relação aos estados de energia para as impurezas, foi possível
on
luir, 
om base nas �guras do Capítulo 3, que para um sistema 
omposto por N impu-rezas teremos a formação de sub-bandas de energia 
om N estados, em que as sub-bandassão separadas por um anti-
rossing. Vimos que os N níveis em 
ada sub-banda se 
ruzamno 
aso das impurezas estarem lo
alizadas simetri
amente, e apresentam anti-
rossings
om amplitudes menores do que a separação entre as sub-bandas no 
aso assimétri
o. Naabordagem assimétri
a da lo
alização das impurezas, utilizamos também uma forma deposi
ionamento aleatório. Obtemos que ao aumentarmos o peso da aleatoriedade, isto é,da possibilidade da lo
alização da impureza em uma região angular maior, aumentamosa amplitude dos espaçamentos entre os níveis de energia que formam uma sub-banda, oque nos dá uma noção sobre o quão robusto é o resultado do 
aso simétri
o. Para osresultados obtidos pela média de dez realizações distintas, obteremos nesse 
aso apenas aformação de uma sub-banda 
omposta pelos N primeiros estados mais lo
alizados sepa-rada dos su
essivos níveis mais energéti
os por um anti-
rossing 
om amplitude maior doque os anti-
rossings entre os estados da sub-banda. Já no 
aso do peso da aleatoriedadeser máximo, não observamos a formação de sub-bandas, vemos apenas o surgimento dosanti-
rossings entre os estados 
omo no 
aso de aleatoriedades menos intensas. Podemos
on
luir que o aumento do parâmetro peso da aleatoriedade remove totalmente qualquerresquí
io de simetria do sistema, 
omo pode ser visto quando 
onsideramos w = 2π/N .Já no 
aso w = π/N , o sistema se 
omporta de maneira similar ao sistema simétri
o para
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tivas 172os níveis mais baixos, perdendo tal 
ara
terísti
a para os níveis mais energéti
os.No Capítulo 4 �zemos uso do método da matriz transferên
ia para 
al
ular os efei-tos no espe
tro de energia ao introduzirmos um poten
ial de 
on�namento adi
ional tiposuperrede formado por poços quadrados. Consideramos os 
asos 
ompostos por um oumais poços quânti
os simples, 
om suas profundidades iguais ou aleatórias na ausên
iaou não de 
ampo magnéti
o. Para poços quânti
os simples na ausên
ia de 
ampo mag-néti
o, vimos que ao aumentarmos a profundidade do poten
ial do poço aumenta-se onúmero de estados ligados. Já para os estados ex
itados temos o surgimento de dege-neres
ên
ias angulares. Para uma 
erta profundidade �xa do poten
ial 
onstruímos umgrá�
o rela
ionando os níveis de energia 
om as larguras angulares dos poços, observandonovamente o levantamento das degeneres
ên
ias angulares. Na presença de 
ampo mag-néti
o, veri�
amos que, ao variarmos o �uxo magnéti
o, os estados ligados permane
emprati
amente 
onstantes, e os estados ex
itados apresentam um 
omportamento pare
ido
om as os
ilações Aharonov-Bohm, ex
eto pelo fato dos 
rossings serem substituídos poranti-
rossings no ponto de meio-�uxo magnéti
o. Para superredes formadas por poços
om profundidades iguais veri�
amos que os estados ligados formam uma �minibanda� emtorno da solução para um poço quânti
o simples 
om a mesma largura angular. A largurada minibanda varia muito rapidamente 
om o poten
ial de 
on�namento, tornando-semais larga quando aumentamos o número de poços 
om largura angular �xa. O mesmoa
onte
e no modelo unidimensional de Kronig-Penney para uma rede 
ristalina formadapor poços de poten
iais quadrados.Na presença de 
ampo magnéti
o vemos que os estados ligados são mais sensíveis àsvariações do �uxo magnéti
o do que as soluções para apenas um poço quânti
o. Istoé devido à delo
alização 
ir
unferen
ial dos autoestados da superrede, pois a função deonda não estará tão lo
alizada quanto no 
aso de um só poço. Para o 
aso de superredesformadas por poços de poten
iais 
om profundidades aleatórias, observamos os mesmosresultados em média dos obtidos 
om profundidades iguais, ex
eto pelo levantamento dasdegeneres
ên
ias, devido à quebra da simetria angular. De maneira análoga ao que a
on-te
e para impurezas lo
alizadas ao longo do anel, temos também para o 
aso de superredesformadas por poços de poten
iais quadrados, que a 
ausa do a
oplamento dos N esta-dos formando sub-bandas, sendo N o número de impurezas ou poços de poten
iais, estárela
ionada 
om a simetria 
ir
ular do anel, pois a presença de N entidades igualmenteespaçadas levam a uma invariân
ia rota
ional no sistema 
aso exe
utemos uma rotaçãoem torno do eixo axial de 2π/N . Nos 
asos em que os poços ou impurezas estão assime-tri
amente lo
alizadas, a simetria angular não é preservada, impli
ando no levantamento



6 Con
lusões gerais e perspe
tivas 173das degeneres
ên
ias dos estados de energia de uma sub-banda, tornando as os
ilaçõesAharonov-Bohm menos intensas.O Capítulo 5 foi dedi
ado ao estudo das propriedades ex
it�ni
as no anel quânti
oideal, 
onsiderando o elétron e o bura
o lo
alizados no plano do anel 
om o mesmo raio.Solu
ionamos o problema introduzindo as 
oordenadas relativa e do 
entro de massa.Considerando o 
aso hipotéti
o da ausên
ia do poten
ial interativo do ex
iton, 
ompara-mos os espe
tros das soluções oriundos dos dois sistemas de 
oordenadas, (θe, θh) e (Θ, θ),para obtermos as relações entre seus números quânti
os. Nesse 
aso vimos que o espe
trode energia os
ila 
omo função do 
ampo magnéti
o. Porém, as energias do ex
iton napresença do poten
ial 
oulombiano permane
em inalteradas ao variarmos o 
ampo mag-néti
o. Em 
ontraste aos resultados en
ontrados na literatura [49, 52, 79℄, mostramosque todos os estados de mais baixa energia do ex
iton não os
ilam quando 
onsideramoso poten
ial 
oulombiano, não apenas para energia do estado fundamental 
omo des
ritonos artigos na literatura. O motivo da ausên
ia de os
ilação se deve ao fato de o poten-
ial interativo ser um poten
ial muito forte, tornando os estados invisíveis às variaçõesdo 
ampo magnéti
o. Para erguer as os
ilações, introduzimos uma impureza negativalo
alizada em θimp = π a uma 
erta altura do plano do anel. Observamos que os pi
osde os
ilação para a energia do estado fundamental foram máximos quando zimp = 45Å.Na verdade, era de se esperar que a presença da impureza atrapalhasse as os
ilações daenergia do ex
iton da mesma forma 
omo no 
aso do problema de um elétron. Porém,agora a presença da impureza, dependendo da sua lo
alização, favore
e as os
ilações doespe
tro de energia. Apli
amos no Hamiltoniano ex
it�ni
o um 
ampo elétri
o no planodo anel e vimos que apenas a presença do poten
ial elétri
o não retoma as os
ilações dosníveis de energia. Já na presença de uma impureza lo
alizada em zimp = 45Å, vimosque a apli
ação do 
ampo elétri
o anula as os
ilações Aharonov-Bohm, mostrando 
omorealmente essa os
ilações da energia do ex
iton são instáveis.Considerando também os efeitos de um poten
ial rugoso no espe
tro de energia do ex-
iton na presença de uma impureza negativa lo
alizada em θimp = π e zimp = 45Å, vimosque ao aumentarmos o número de 
amadas que forma o poten
ial rugoso diminuímos aamplitude dos anti-
rossings entre os estados, e que ao aumentarmos a amplitude da rugo-sidade, dada em termos do número de 
amadas, os estados são transladados, tornando-semais lo
alizados à medida que temos poten
iais mais profundos. Investigamos tambémos efeitos da rugosidade no espe
tro de energia de um elétron. Comparamos esses efeitos
om os obtidos para as energias do ex
iton. Con
luímos que eles são similares, ex
eto pelofato de que, para o ex
iton, as os
ilações são menos intensas. Por �m, 
hegamos a um re-
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tivas 174sultado 
on
lusivo de que as os
ilações Aharonov-Bohm nos estados do ex
iton são muitoinstáveis e que elas retornam na presença de uma impureza em uma 
erta lo
alização.Em trabalhos futuros daremos 
ontinuidade a esse estudo, resolvendo o problema aoimplementarmos dois elétrons ao sistema do anel quânti
o ideal. Pretendemos ainda 
omrelação às interações ex
it�ni
as 
al
ular a força do os
ilador, analisar 
om mais detalhesoutras formas de poten
iais de interações elétron-bura
o e 
onsiderar a possibilidade doelétron e do bura
o terem raios diferentes. Outra análise a ser feita é a lo
alização deAnderson na presença de muitas impurezas lo
alizadas aleatoriamente.
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