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Resumo

Nos ultimos anos, numerosos avancos alcancados nas técnicas de crescimento de ma-
teriais deram origem a formacao de varias heteroestruturas de semicondutores, onde se
podem confinar elétrons e buracos em uma ou mais direcoes, através de barreiras de
potencial. Muitos pesquisadores recentemente tém estudado estruturas de baixas dimen-
sionalidades, tais como pontos e fios quanticos, devido a sua importancia em inimeras
aplicacoes tecnologicas em dispositivos opto-eletronicos como, por exemplo, LASERS,
sensores biologicos, diodos e transistores. Um exemplo interessante que é alvo de es-
tudo nesse trabalho é a estrutura chamada anel quantico, uma estrutura de confinamento
tridimensional obtida ap6s um processo de annealing no crescimento de pontos quanticos.

No estudo das propriedades opto-eletronicos de anéis quanticos, é de grande impor-
tancia calcular os niveis de energia dos portadores de carga e as fungoes de onda a fim
de analisar os autoestados do sistema. Desse modo, resolvemos a equacao de Schrodinger
independente do tempo para elétrons confinados em um anel quantico semicondutor na
presenca de um campo magnético, perpendicular ao plano do anel, utilizando a aproxi-
macao da massa efetiva. Sob algumas aproximacoes, consideramos que o confinamento
dentro da regiao do anel é muito forte, tal que o problema é reduzido a variavel angu-
lar, onde a largura e altura contribuem somente com termos constantes para a energia
total. Avaliamos numeérica e analiticamente o problema do anel na auséncia de qualquer
forca externa, obtendo o Efeito Aharonov-Bohm, no qual o espectro de energia oscila
periodicamente com a variagao do campo magnético.

Estudamos também os efeitos de potenciais perturbativos no espectro de energia de
anéis quanticos. Primeiramente, consideramos o caso de um potencial gerado pela aplica-
¢ao de um campo elétrico no plano do anel. Encontramos solucoes analiticas e numéricas
para o problema do anel com e sem um campo magnético axial. Mostramos que a pre-
senca de campo elétrico ergue a degenerescéncia angular dos estados de energia do elétron,
suprimindo as oscilagoes Aharonov-Bohm para os niveis mais baixos de energia. Investi-
gamos também as influéncias no espectro de energia devido & presenca de uma ou mais
impurezas positivas localizadas de maneira simétrica e assimetricamente ao longo do anel.
Para N impurezas igualmente espacadas, observamos as oscila¢oes Aharonov-Bohm para
os estados de menor energia e a formacgao de sub-bandas de energia compostas por N es-
tados, enquanto para sistemas assimétricos o efeito nao foi visto e os estados que formam
as sub-bandas nao mais se cruzam. De maneira andloga ao caso das impurezas, vimos que
a presenca de superredes de pocos de potenciais quadrados acopla os estados de energia



em sub-bandas, devido a simetria rotacional do anel quéantico. Analisamos também o
comportamento das “minibandas”, formadas pelos estados ligados da superrede, com rela-
¢ao ao confinamento do potencial e comparamos o espectro de energia com a variacao do
campo magnético para um e mais pocos quadrados. Por fim, discutimos os efeitos no es-
pectro de energia do exciton no anel quantico devido a presenca de um campo elétrico e de
uma impureza negativa. Mostramos que os estados de mais baixa energia do exciton nao
oscilam quando consideramos o potencial coulombiano de interagao elétron-buraco, mas
a presenca de uma impureza em certas localizacoes ergue as oscilacoes Aharonov-Bohm,
que podem ser suprimidas pela adicao do campo elétrico no plano do anel. Expomos
assim o comportamento instavel das oscilagoes nas energias excitonicas na presenca de
perturbacoes.



Abstract

In recent years, the advances in the materials growth techniques lead to the formation
of several semiconductor heterostructures, where electrons and holes can be confined in
one or more directions by potential barriers. Lately, many researchers have studied low
dimensional structures such as quantum dots and quantum wires, due to their importance
and untold technological applications in opto-electronic devices such as LASERS, biolo-
gical sensors, diode and transistors. An interesting example is the quantum ring, which
is the subject of study in this work. This is a three-dimensional confinement structure
obtained after an annealing process in quantum dots growth.

In the study of opto-electronic properties of quantum rings it is quite important
to calculate the charge carriers energy levels and wave functions in order to analyze the
eigenstates of the system. Therefore, we solve the time-independent Schrodinger equation
for electrons confined in semiconductor quantum rings in the presence of a magnetic field
perpendicular to the plane of the ring using the effective mass approximation. Under some
approximations, we consider that the confinement inside the quantum ring region is very
strong, so that the problem is reduced to the angular variable, where the width and the
height contribute only with constant terms to the total energy. We investigate numerically
and analytically the problem of a ring in the absence of any external force, which leads
to the Aharonov-Bohm effect, where the energy spectrum oscillates periodically as the
magnetic field varies.

We also study the effects of perturbative potentials on the energy spectrum of quantum
rings. Firstly, we consider the case of a potential due to an electric field in the plane of the
ring. We find analytical and numerical solutions to the problem with and without an axial
magnetic field. We show that the presence of an electric field lifts the angular degeneracy
of the electron’s energy state, suppressing the Aharonov-Bohm oscillations for the lower
energy levels. We also investigate the influence on the energy spectrum due to the presence
of one or more positive impurities arranged symmetrically and asymmetrically along the
ring. For N impurities equally spaced, we observe Aharonov-Bohm oscillations for the
lower energy states as well as the formation of subbands of energy, composed by N states,
while for asymmetric systems the effect was not observed and the states that form the
subbands no longer cross. Similarly to the case with impurities, we observe that the
presence of superlattices of square potential wells groups the energy states in subbands
due to the rotational symmetry of the quantum ring. We also analyze the behavior of
“minibands” formed by the bound states in the superlattice with respect to the confinement
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potential and we compare the energy spectrum with the variation of the magnetic field
for one or more square wells. Finally we discuss the effects in the exciton energy spectrum
due to the presence of an electric field and a negative impurity. We show that the lower
energy states of the exciton do not oscillate when we consider the Coulomb interaction
potential between the electron and the hole, but the presence of an impurity in certain
positions lifts the Aharonov-Bohm oscillations, which can be further suppressed when an
electric fiel is added. So, we expose the instability of the Aharonov-Bohm oscillations of
the excitonic energy against perturbations.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faremos uma breve introducao, abordando de maneira béasica conceitos
teoricos fundamentais que serao de extrema importancia para o entendimento dos capi-
tulos subsequentes. Inicialmente daremos uma visao do contexto histérico com énfase na
importancia da nanotecnologia e suas aplicacoes. Em seguida, discutiremos conceitos fisi-
cos que compoem a anélise das propriedades de anéis quanticos, como a teoria das bandas
de energia, a teoria da massa efetiva, as consequéncias da reducao da dimensionalidade e

a presenca de excitons e impurezas em nanoestruturas.

1.1 Um pouco de histéria: dispositivos semicondutores

O mundo no século XX experimentou grandes transformacoes econdmicas e sociais
devido principalmente ao advento da eletronica e das tecnologias relacionadas a ela. O
inicio do século XX, notadamente durante os anos 1920, foi fundamental para tais trans-
formagoes e desenvolvimento, pois houve um enorme progresso na fisica teérica com o
aparecimento da mecanica quantica, fundamentada por Bohr, de Broglie, Heisenberg,
Schrodinger e outros. Os subsequentes investimentos em pesquisa basica e aplicada ga-
rantiram os presentes avangos nas areas cientifica e tecnologica, o que culminou na criagao

do ramo da tecnologia mais marcante do século XX: a eletronica.

O inicio da histéria do desenvolvimento dos dispositivos eletronicos iniciou-se em 1874,
quando Karl Ferdinand Braun (1850 - 1918) construiu um retificador com um cristal de
Galena, ou como é comumente conhecido, sulfeto de chumbo (PbS), soldado com um
fio metalico, um diodo de ponta de contato, observando que o fluxo de corrente total

era alterado, passando a depender da polarizacao da tensao aplicada e das condicoes da
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superficie do material, tal que a circulagao da corrente através do cristal é menor em um
dos sentidos. Desta forma descobriu-se um carater assimétrico da conducao elétrica entre

metais e semicondutores [1].

Lee De Forest, nos Estados Unidos, inventou em 1906 a valvula triodo, um dispositivo
que tornou possivel a amplificacao de sinais elétricos através de trés eletrodos contidos
em um tubo a vacuo: o catodo, que emite elétrons quando aquecido; o anodo, que recebe
os elétrons; e a grade, situada entre o catodo e o anodo, que serve para controlar o fluxo
de elétrons e possibilitar a amplificao dos sinais. Existe também o diodo, que possui
apenas dois eletrodos, assim como o pentodo, que possui cinco. O funcionamento de
qualquer valvula é baseado no controle do movimento dos elétrons entre os eletrodos por
meio de um campo elétrico atuante sobre sua carga. A amplificacao dos sinais, dentre
outros aspectos importantes, possibilitou o surgimento do primeiro e muito importante
produto da eletronica: o radio. Nos Estados Unidos, foram anos de pesquisas, tentativas
e aprimoramentos até Lee De Forest instalar a primeira “estacao-estidio” de radiodifusao,
em Nova lorque, no ano de 1916, acontecendo entao o primeiro programa de radio de que
se tem noticia [2, 3]. Lee De Forest também foi o primeiro a transmitir musica de 6pera
pelo radio e o primeiro a transmitir programas humoristicos. Mas foi a Westinghouse
Eletric Co. que teve a honra de promover a primeira difusora comercial do mundo, a bem
conhecida "K. D. K. A." de Pittsburgh. Ela comecou a funcionar regularmente em 1920
e a partir desse ponto na historia, dia apos dia, vem aumentando cada vez mais o niimero

de estagoes de radio pelo mundo [4].

Entretanto, a eletronica baseada em véalvulas a vacuo possuia certas limitagoes, como o
elevado aquecimento, a vida curta, fabricacao dispendiosa, eram grandes e frigeis, além de
varias outras desvantagens técnicas. Estas desvantagens incentivaram o inicio de pesquisas
para o desenvolvimento de dispositivos baseados em cristais. Foi dessa forma que, a partir
de 1940, o quimico Russel Shoemaker Ohl (1898 - 1987), trabalhando na obtencao de silicio
altamente purificado, conseguiu produzir bastoes de silicio com dopagem tipo p e n nas

extremidades opostas, que constitui o primeiro diodo de jun¢ao p-n.

Apesar desses diodos primitivos terem uma grande importancia para posterior desco-
berta na eletronica, ainda existiam na época alguns problemas que s6 foram contornados
em 23 de dezembro de 1947 nos Laboratorios da Bell Telephone (Murray Hill, NJ, USA),
quando os fisicos John Bardeen, Walter Brattaun e William Shockley, enquanto estuda-
vam propriedades de condugao eletronica em semicondutores de silicio e germanio para

utilizacao como detetores de radar, descobriram e colocaram em funcionamento o primeiro
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transistor, um transistor bipolar com o mostrado na Figura 1, um dispositivo de trés ele-
mentos que possibilitava o controle da corrente elétrica no interior do semicondutor, que

substituiria a valvula triodo. Tal descoberta deu a eles o prémio Nobel de Fisica em 1956.

[ —
Tha EATSTAL THIDOS

Figura 1: (a) Fotografia do primeiro transistor bipolar, conhecido como transistor de ponto de
contato, criado em dezembro de 1947 na Bell Labs. (b) Fotografia dos inventores do transistor:
John Bardeen (& esquerda), William Shockley (ao centro) e Walter Brattain (& direita) divulgada
na capa da revista Electronics em setembro de 1948 com titulo Crystal Triode [5].

As seguintes décadas marcaram a eletronica com advento dos circuitos integrados
(CI), compostos por varios transistores reunidos em um tnico cristal de silicio, formando
um circuito eletronico completo, e com sua miniaturizacao, em que os CI’s passavam a
possuir elementos cada vez menores (~ 107°m), o que deu origem & microeletronica. O
circuito integrado foi desenvolvido de forma independente na empresa Texas Instruments,
por Jack Kilby, em 1958, e na empresa Fairchild Semiconductors, por Jean Hoerni e Ro-
bert Noyce em 1959 (ver Figura 2). Na década de 1960, continuou-se de maneira continua
a diminuicao das dimensoes dos circuitos, tornando possivel a criacao dos microprocessa-
dores, com os quais foi possivel fabricar os microcomputadores que, com sua consequente
evolu¢ao, modificaram o comportamento social e cultural, tornando a eletronica uma das

principais causas do desenvolvimento cientifico e tecnolégico do século XX.

Além dos mencionados acima, outros dispositivos foram desenvolvidos ao longo desses
anos, com aplicacoes baseadas em propriedades Opticas, magnéticas, térmicas, etc, de
materiais solidos. A descoberta desses dispositivos s6 foi possivel gracas ao conhecimento
acumulado com as atividades de pesquisa em Fisica do Estado Solido, drea da Fisica que
estuda propriedades e fendmenos que ocorrem em materiais sélidos. Com o progresso das

técnicas experimentais e tedricas de investigagao, esta area se estendeu a materiais mais
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(0)

Figura 2: (a) Fotografia de Jack S. Kilby, da empresa Texas Instruments (& esquerda), e Robert
Noyce, da empresa Fairchild Semiconductor (a direita) [6]. (b) Fotografia do primeiro circuito
integrado da historia desenvolvido por Jack S. Kilby em 1958 [5].

complexos, como vidros, polimeros organicos, ligas amorfas e inclusive liquidos, de modo

que esse ramo da Fisica passou a ser conhecido como Fisica da Matéria Condensada.

A area de Fisica da Matéria Condensada fez inimeras descobertas, gracas as vastas
linhas de pesquisa que surgiram e as grandes aplicagoes em varios segmentos da ciéncia,
concentrando mais de 40% dos fisicos em todo o mundo [7]. A importancia dessa area
nao se deve apenas a sua aplicabilidade tecnologica, mas também, & enorme variedade de
fenomenos que deram origem a descobertas fundamentais e excitantes, razao pela qual
cerca de 50% dos ganhadores do prémio Nobel nos ultimos 30 anos tenham sido dados a
fisicos que trabalham neste campo do conhecimento, como por exemplo: J. Bardeen, L. N.
Cooper e J. R. Schrieffer (1972 - teoria de supercondutividade), L. Esaki, I. Giaever e B.
Josephson (1973 - efeito de tunelamento em sélidos), P. Kaptisa (1978 - estudo em baixas
temperaturas), N. Bloembergen , A. L. Schawlow e K. M. Siegbahn (1981 - espectroscopia
com lasers e de fotoelétrons), K. von Klitzing (1985 - efeito Hall quantico), G. Binning,
H. Rohrer e E. Ruska (1986 - inven¢ao do microscopio de tunelamento e do microscopio
eletronico), B. N. Brockhouse e C. G. Shull (1994 - desenvolvimento de técnicas de es-
palhamento de néutrons para o estudo de materiais), R. B. Laughlin, H. L. Stormer e
D. C. Tsui (1998 - descoberta de fluido quantico com excitagoes de carga fracionaria), Z.
L. Alferov e H. Kroemer (2000 - desenvolvimento de heteroestruturas de semicondutores)

entre outros. As descobertas nesse ramo possibilitaram, por exemplo, o desenvolvimento
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dos transistores (FET', MOSFET? e CMOS?), diodos, LED’s (diodos de emissao de Luz),
dos circuitos integrados e intimeros outros dispositivos que revolucionaram a eletronica,
sendo utilizados em computadores, celulares, cameras digitais, aparelhos de DVD, CD

players e outros extensivamente usados em muitas areas da atividade humana [8].

Neste contexto, o estudo das estruturas de baixa dimensionalidade, como pocos, fios,
pontos e anéis quanticos, cuja produgao tem se tornado possivel gracas ao desenvolvimento
das técnicas de crescimento de materiais, tem atraido bastante atencao da comunidade
cientifica, ja que grande parte dos dispositivos opto-eletronicos atuais sao compostos por
essas estruturas formadas por diferentes semicondutores. Faremos aqui um estudo de uma,
dessas estruturas, o anel quantico. O conhecimento das propriedades eletronicas dessas
estruturas é importante no ponto de vista da ciéncia, pois apresentam caracteristicas

peculiares que nao sao observadas em sistemas macroscopicos.

1.2 Estrutura de bandas

1.2.1 Analise qualitativa

Vamos primeiramente compreender o efeito da presenca de um grande nimero de
aAtomos proximos, como em um solido, sobre os estados eletronicos, fazendo em primeira
instancia uma simples explicacao qualitativa. Esta analise consiste em trazer um atomo
isolado para proximo de outro, repetindo esse feito até termos um grande nimero de &to-
mos para formar uma estrutura extensa’, analisando os niveis de energia e vendo como
estes sao perturbados. Consideremos primeiramente o problema do &tomo de um elétron,
isto é, o problema de atomos isolados, bastante conhecido na literatura. Atomos isolados
possuem niveis de energia discretos (quantizados) para os estados eletronicos, caracteri-
zados por orbitais atomicos designados por 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d etc. Ja para o caso de
um atomo de muitos elétrons, o estado fundamental é formado distribuindo-se os pares de
elétrons de spins opostos nos niveis de menor energia possivel, obedecendo ao Principio
de Exclusao de Pauli. Os elétrons que ocupam as camadas mais externas sao chamados
elétrons de valéncia, sendo estes de grande importancia, pois participam das liga¢oes entre
atomos, além de serem fundamentais na determinacao de muitas propriedades fisicas e

quimicas dos solidos.

'Do inglés Field Effect Transistor.

2Do ingles Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor.
3Do inglés Complementary MOSFET.

4Do inglés bulk.
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No caso de dois atomos, quando estao inicialmente bem afastados, todos os niveis de
energia desse sistema tém uma dupla degenerescéncia de troca, isto é, para o sistema total,
a parte espacial da autofuncao dos elétrons pode conter uma combinacao das autofuncoes
espaciais individuais dos dtomos que seja simétrica na troca de pares de coordenadas
eletronicas ou que seja anti-simétrica em uma troca desse tipo, obedecendo o fato de
que a autofuncao total do sistema de elétrons seja anti-simétrica. Porém, quando os
atomos sao aproximados, a degenerescéncia de troca ¢ removida, tal que um dado nivel
de energia do sistema ¢ desdobrado em dois niveis distintos, devido & superposi¢ao das
autofungoes dos atomos individuais. A separacao entre esses niveis se da & medida que
diminui a distancia entre os dtomos. Se agora tomarmos trés atomos isolados, teremos
uma tripla degenerescéncia de troca dos niveis de energia, e ao colocarmos os atomos
juntos em uma rede linear uniforme, cada um dos niveis se desdobrara em trés niveis
distintos. De maneira andloga, quando considerarmos um sistema formado por N d&tomos
de um mesmo tipo, cada nivel de um desses atomos dara origem a um nivel do sistema N
vezes degenerado, quando os atomos estiverem separados. Quando a separacao diminuir,
cada um desses niveis se desdobrara em um conjunto de N niveis. Podemos verificar esse

comportamento do desdobramento dos niveis quando aproximamos os atomos na Figura

3.

Assim, no caso do sélido, que apresenta grande nimero de atomos proximos uns dos
outros (cerca de 10%2/cm?, ou equivalentemente 10%3atomos/mol), tal que os elétrons de
cada 4tomo estao sujeitos as interacoes com os aAtomos vizinhos, veremos que os niveis
de cada conjunto em um so6lido estao de tal forma proximos que podemos assumir que

constituem praticamente uma banda continua de energia, como pode ser visto na Figura

3.

Vemos na Figura 3 que, ao aproximarmos dois atomos, seus niveis sao levemente per-
turbados, mas quando repetimos isto varias vezes até obtermos um grande ntimero de
atomos, teremos um grande nimero de niveis proximos um dos outros, formando faixas
quase continuas de energia permitidas, isto é, as bandas de energia, que sao separadas
por faixas de energias proibidas, chamadas de gaps, como ilustrado na Figura 4. Tam-
bém podemos observar que os niveis de energia mais baixos sao menos atingidos pelo
desdobramento. A razao disso é que os elétrons dos niveis mais baixos sao elétrons das
camadas mais internas dos &tomos, que por sua vez sao pouco influenciados pela presenca
dos atomos vizinhos. Por outro lado, os elétrons de valéncia sao totalmente delocalizados

para valores pequenos da separacao entre os centros dos dtomos a.
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- -

(c)

Figura 3: (a) Esquema de niveis de energia para dois dtomos isolados. (b) Esquema de niveis
de energia para os mesmos dois &tomos em uma molécula diatomica. (c) Esquema de niveis de
energia para quatro atomos do mesmo tipo em um cristal rudimentar unidimensional. Observe
que o nivel mais baixo nao é desdobrado apreciavelmente porque as autofuncoes atdmicas para
esse nivel nao se superpoem de forma significativa [9].
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Figura 4: Formagao de bandas de energia devido & aproximagcao para N atomos de sédio, cuja
configuragdo eletronica & (1s2)(2s2)(2p%)(3s), mostrando explicitamente o gap entre elas [7].

Algumas observacoes importantes podem ser feitas a respeito da Figura 4, como por
exemplo: o desdobramento dos niveis de energia comeca quando a separacao entre os
centros dos atomos a torna-se pequena, de tal maneira que as autofuncoes dos atomos
comecam a se superpor; para uma distancia infinita, os niveis de energia de estados
equivalentes coincidem e sao iguais aos de um atomo isolado; os niveis desdobrados sao
espalhados em torno dos estados de um atomo isolado; a diferenca de energia entre os
niveis mais baixo e mais alto de um conjunto particular depende da separacao a, pois
essa separacao especifica a intensidade da superposicao que provoca o desdobramento, e
nao depende significativamente do ntimero de 4tomos do sistema, se for mantida a mesma
distancia a, tal que, se aumentarmos o niimero de A&tomos ao sistema, aumentara apenas o
nimero de subniveis contido no mesmo conjunto desdobrado, cobrindo o mesmo intervalo
de energia; o nimero de subniveis em um mesmo conjunto desdobrado é igual a 2(2[+1)N,

sendo [ o nimero quantico orbital.

1.2.2 O teorema de Bloch

O calculo dos estados eletronicos e das energias em um so6lido nao é tao trivial quanto o
de um atomo isolado, por ser em principio um problema de muitos elétrons, que deveria ser
solucionado utilizando teorias de muitos corpos [10], jA que o Hamiltoniano completo do
solido contém nao apenas os potenciais devido as interagoes dos elétrons com os ntcleos
atomicos, mas também potenciais de par das interagoes elétron-elétron. Devido a tal
complexidade, assumiremos algumas aproximacoes ao problema. A primeira consideragao

consiste em supor que os nicleos dos atomos que compdem o cristal sao fixos e com
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posicoes conhecidas na rede cristalina. Essa consideracao ¢ chamada de aproximacao
adiabatica. Outra aproximacgao consiste em considerar que o problema envolve apenas
um s6 elétron (modelo de um elétron), e que todos os outros elétrons sdo considerados
parte integrante dos fons que criam um potencial periddico, como ilustrado na Figura
5. Uma terceira consideracao consiste em uma idealizagao de um cristal ideal ficticio,
exigindo que a rede cristalina seja perfeitamente pura sem apresentar impurezas nem
deformacoes, e que qualquer efeito das imperfeicoes seja tratado como perturbacao. Tais

consideragoes levam a um potencial V' (r) com a periodicidade da rede cristalina, ou seja,

V(r+R)=V(r), (1.1)

para todos os vetores R da rede de Bravais®.

Figura 5: Potencial periédico cristalino representado graficamente ao longo de uma linha de
fons e ao longo de uma linha no meio de um plano de fons. Os circulos fechados sdo os sitios
de fons de equilibrio; as curvas so6lidas fornecem o potencial ao longo da linha de ions; as curvas
pontilhadas, o potencial ao longo de uma linha entre planos de fons; e as curvas tracejadas, o
potencial de fons individuais isolados [11].

Considerando o potencial periédico, como mostrado na Figura 5, e as aproximacoes
que reduziram o problema a um modelo de um elétron, somos levados a resolver a equacao

de Schrodinger para um tnico elétron

HOW®) = (=5 V4 VD)) 6l0) = B, 12

5Uma rede de Bravais é um conjunto infinito de pontos discretos com arranjo e orienta¢ao que parecem
exatamente os mesmos, de qualquer um dos pontos de onde o arranjo seja visualizado. Uma rede de
Bravais tridimensional é constituida por todos os pontos com vetores de posicao R que podem ser escritos
na forma R = nja; + ngas + ngag, onde os a;, com i = 1, 2 e 3, sdo chamados de vetores primitivos [11].
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obedecendo a relac¢ao de periodicidade da rede dada pela Eq. (1.1).

Os elétrons independentes que obedecem individualmente & equagao de Schrédinger
com potencial peridédico sao chamados de elétrons de Bloch, sendo os autoestados da
equacao de Schrédinger conhecidos como estados de Bloch. Estes estados possuem uma
propriedade muito importante dada pelo Teorema de Bloch, que diz que os autoestados
1) do Hamiltoniano de um elétron na Eq. (1.2), para um potencial periédico como o da
Eq. (1.1), podem ser escritos na forma de uma onda plana multiplicada por uma fungao

com a periodicidade da rede:
Unie(r) = €™ Ty (r), (1.3)

onde u,k(r) é tal que
unk(r + R) = unk(r). (14)

Podemos observar que as Eqs. (1.3) e (1.4) implicam que

wnk(r + R) = €ik.ank(I‘). (15)

Expressando o Teorema de Bloch em uma forma alternativa, podemos substituir as
Egs. (1.3) e (1.4), pela Eq. (1.5), em que os autoestados do Hamiltoniano podem ser

escolhidos de modo que, associado a cada 1, esteja um vetor de onda k de tal forma que

b(r+R) = e Ry(r). (L.6)

Este é precisamente o Teorema de Bloch. A prova desse teorema pode ser encontrada

na pagina 144 da referéncia [11].

1.2.3 Condigoes de contorno de Born-Von Karman

Impondo condicoes de contorno apropriadas sobre os estados de Bloch, podemos de-
monstrar que o vetor k deve ser real e assumir apenas valores restritos. Como estamos
considerando que a estrutura é grande em relacao ao parametro de rede, isto é, que as
dimensoes do material bulk sao bem maiores que o parametro de rede do cristal, suas pro-
priedades nao devem depender das condicoes de contorno escolhidas, o que nos permite

escolhé-las da maneira mais conveniente possivel.

Optamos por as conhecidas condi¢oes de contorno de Born-Von Karman, que exigem

que os autoestados satisfacam as condicoes de contorno periodicas nas bordas do cristal,
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ou seja,

(r + N;a;) = (r), parai =1,2¢e 3, (1.7)

onde aj, as e ag sao os vetores que geram uma célula primitiva do cristal e as dimensoes
Nilap|, Na|ag| e N3|ag|, onde Ny, Ny e N3 sdo inteiros positivos, representam o nimero de
células N; que o cristal possui na direcao a;, como ilustrado na Figura 6 para um cristal

paralelepipedo [11].

iz B
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Figura 6: Cristal finito em forma de paralelepipedo com 4 células na direcao de cada vetor que
compoe a célula unitaria.

Com a condicao de contorno de Born-Von Karman, vemos que o problema torna-se

o de um cristal infinito, em que podemos utilizar o teorema de Bloch para solucioné-lo.

Aplicando as condi¢oes de contorno (1.7) aos estados de Bloch e utilizando a Eq. (1.5)
temos que:

Vi (t + N;a;) = eMNViK2iq) 0 (r) = ui(r), parai=1,2¢ 3, (1.8)

que requer que
eNikai — 1 parai=1,2¢€ 3. (1.9)

Escrevendo o vetor k como k = k1b; 4+ kybsy + k3bs, onde os vetores b; constituem a
célula unitaria do espaco reciproco que satisfazem as relagoes a; - b; = 2md;;, para todo

1 =1,2 e 3, obtemos que

e¥miNiki — 1 parai=1,2¢e 3. (1.10)
Consequentemente,
k; = %, onde m; é um inteiro. (1.11)

Portanto, a forma geral para os vetores de onda k permitidos nos estados de Bloch é

3
k=" "p, (1.12)
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tal que o nimero de vetores de onda permitidos k em uma célula unitaria do espago
reciproco, como m; = 0,1,2, ..., N; — 1, é igual ao nimero total de células do cristal, isto
é, igual a N = NyNyN;3. Da Eq. (1.12) vemos que os vetores k sdo reais e discretos.
O vetor k é chamado de momento cristalino e interpretado como um nimero quantico

caracteristico associado & simetria translacional discreta de um potencial periodico [11].

1.2.4 Formacao das bandas de energia: os ntimeros n do teorema
de Bloch

Até agora nao fizemos nenhum comentario a respeito do indice n que aparece no
teorema de Bloch, apenas do nimero quantico k, como dissemos anteriormente, associado
a simetria de translacao discreta do Hamiltoniano. O indice n esta relacionado aos varios
estados possiveis para um dado k, solucoes da equacao de Schrodinger. Analisemos isso
mais claramente, procurando por todas as solugoes da equacao de Schrodinger (1.2) que
tém a forma de Bloch 1 (r) = e’*Tu(r), onde k é fixo e u tem a periodicidade da rede
de Bravais, como na Eq. (1.4). Substituindo esta solugao na equagao de autovalor do

Hamiltoniano,

He®Tyy(r) = Ee®Tuy(r), (1.13)

e manuseando analiticamente a equacao, obtemos que:

( L4V (e )) Tue(t) = Ee T u(r)

A (g 1V +1)" 4 V() o)

(£ (V4K + V@) ulr) = Bulr)
(x)

Euy(r), (1.14)

r ™ Buy ()

Hkuk r

com condi¢ao de contorno

uk(r) = ug(r + R). (1.15)

A Eq. (1.14) pode ser considerada, para um dado k, como uma nova equagao de
autovalor, restrita a uma tunica célula primitiva do cristal, com uma familia de infinitas
solucoes com autovalores discretamente espacados, rotulados pelo indice n da banda de
energia, sendo E, (k) o n-ésimo autovalor dessa equacao e u,x(r) o autovetor correspon-
dente. Vimos pela Eq. (1.12), com a utilizacao das condi¢oes de contorno de Born-Von
Karman, que apenas certo valores de k sao possiveis. Porém é frequentemente ttil buscar
por outros valores de k, varrendo todo o espaco k, e nao somente restrito a uma tnica

célula primitiva. Dessa forma, para dois valores de k que diferem apenas por um vetor da
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rede reciproca®, temos que o conjunto de todas as funcoes de onda e de niveis de energia
deve ser igual. Atribuimos assim os indices n aos niveis de energia, tal que, para um dado

n, os autoestados e autovalores sao fun¢oes periodicas de k da rede reciproca:

¢n,k+K(r) = wn,k(r)
E,k+K) = E,(k). (1.16)

As fungoes acima dao origem a estrutura de bandas do solido, em que, para um dado
n, o conjunto dos niveis de energia é determinado pela funcao E,(k), que é chamada da
n-ésima banda de energia. Na Figura 7, mostramos a estrutura de bandas unidimensional
para o problema de um elétron submetido a um potencial periddico, ilustrando as curvas
de energia permitidas (linha sélida) em fun¢ao do vetor k para as seis primeiras zonas de
Brillouin, onde cada zona de Brillouin é uma célula primitiva da rede reciproca; as energias
para um elétron livre (a linha tracejada); e as faixas de energias permitidas (regioes cinza)

separadas pelos gaps”(regides branca) do lado direito da figura.

Voo

2,0—

1,0—

—5Wa—4ﬂa—3ma—2ﬁa —ﬁia 0 ﬁ/a Zﬁa 3ma 41a 51a
Numeroda 6| 5| 4| 3| 2] 1 | 2|3 |4]5]|6
zona de Brillouin

Bandas de energia

Figura 7: Energias permitidas em fungao do vetor k, para uma rede unidimensional de perio-
dicidade a. A linha tracejada é a energia para o caso de um elétron livre. As bandas de energia
permitidas e proibidas resultantes aparecem a direita [9].

5Dado por K = >; nib;, onde n; é um inteiro para todo i.
"Bandas proibidas.
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1.2.5 Esquema de zona reduzida: primeira zona de Brillouin

Como vimos, a energia é funcao do vetor de onda k, dependendo nao apenas do seu
modulo, mas também de sua direcao no cristal. Por isso, as bandas de energia devem
ser representadas para as varias direcoes de k no cristal, o que é chamado de esquema de
zona estendida. Mas como k pode assumir qualquer direcao, entao costuma-se utilizar os

pontos em que k possui as dire¢coes de maior simetria, como mostrado na Figura 8 e na
Tabela 1.

Figura 8: Primeira zona de Brillouin para uma estrutura ctibica de face centrada para cristais
tipo Si, GaAs, AlAs, ZnSe e outros. Os pontos marcados sdo dados na Tabela 1.

Tabela 1: Coordenadas dos pontos especiais da primeira zona de Brillouin.

(0,0,0)

A 2%(1,1,1)
T

L (1, 1,1)
T

A ~(1,0,0)
2

X =(1,0,0
3T

5 Z(0,1,1)
3

K 2—2(0,1,1)

Na Figura 9, apresentamos a estrutura de bandas de um cristal de GaAs no esquema

de zona estendida, representando-a com as direcoes de k de maior simetria.
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Figura 9: Estrutura de banda de GaAs [12].

O vetor de onda k e todos os autoestados podem sempre ser representados mesmo
se restringimos k a primeira zona de Brillouin® (ou a qualquer outra célula primitiva do
espago reciproco). Isso porque qualquer ko que ndo esteja na primeira zona de Brillouin

pode sempre ser escrito como

ko =k + K, (1.17)

onde k pertence a primeira zona de Brillouin e K é um vetor que pertence a rede reciproca.

Como e¢®R = 1 entdo podemos escrever o estado de Bloch ), como
Dnieo (1) = €Tt (). (1.18)
Assim concluimos que
Hko = Hk+K = Hk. (119)

Como as condicoes de contorno sao as mesmas, os autovalores e os autoestados tam-

bém serdo os mesmos. Portanto, das Egs. (1.16) e (1.17) temos que:

wn,ko (I‘) = wn,kJrK (I‘) = wnk(r>
Euky) = En(k+K)=E,(k), (1.20)

mostrando que podemos limitar os valores de k a primeira zona de Brillouin, sendo essa

8A primeira zona de Brillouin é a célula primitiva da rede reciproca, ou seja, o conjunto de pontos
que ficam mais préximos a K = 0 do que qualquer outro ponto da rede reciproca.
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representacao chamada de esquema de zona reduzida. Demonstramos essa representacao
na Figura 10(a), em que ilustramos todos os niveis com vetores de onda k na primeira
zona de Brillouin ao transladarmos todos os pedagos da Figura 7 por meio de vetores da
rede reciproca, para dentro da primeira zona. Um exemplo disso ¢ mostrado na Figura
11, para um elétron com vetor de onda na segunda zona de Brillouin, —27/a < k < —7/a
e m/a < k < 2m/a, transladada para a primeira zona, —7/a < k < m/a, fazendo isso
através de uma subtra¢do no vetor de onda por um vetor com modulo 27 /a, onde a é o

parametro de rede.

E,

==
SRR D, -

(a) W

Figura 10: (a) Os niveis de energia mostrados em um esquema de zona reduzida. (b) Repetigao
por todo o espaco k da primeira zona de Brillouin formando o esquema de zona repetida [11].
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Figura 11: (a) Ilustracao do deslocamento das bandas na segunda zona de Brillouin de +27/a.
(b) Esquema de bandas reduzidas a primeira zona, resultante desse deslocamento [7].

Para enfatizar a periodicidade no espaco k, estende-se periodicamente o esquema da
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zona reduzida da primeira zona de Brillouin, a Figura 10(a), por todo o espago k, obtendo

assim a representacao no esquema de zona repetida, mostrada na Figura 10(b).

1.2.6 Modelo de Kronig-Penney

Na determinagao das energias permitidas dos elétrons em um so6lido abordada nas
Secoes anteriores, consideramos o efeito de se aproximar os atomos para a formagcao do
cristal. Vimos que, ao considerarmos a rede cristalina como um problema de um elétron
submetido a um potencial periddico, a func¢ao de Bloch, dada pela Eq. (1.6), é autoestado
do Hamiltoniano desse sistema. Uma abordagem matematicamente mais simples, que
apresenta todos os aspectos importantes para o problema, é conhecida como modelo de
Kronig-Penney [9, 13, 14], em que se aproxima o potencial do cristal por uma sucessao de
pocos e barreiras de potencial retangulares de periodicidade idéntica a da rede, sendo cada
poco uma representacao aproximada do potencial produzido por um ion. Analisaremos

agora este modelo.

Temos que, para pocos profundos e bem espacados, o elétron de energia nao muito alta
permanece praticamente ligado dentro de um dos pocos, de modo que os autovalores de
mais baixa energia sao os de um tinico pogo isolado. Ja para o caso dos pogos estarem mais
proximos entre si, as autofuncoes podem tunelar nas barreiras de potencial, resultando
em um alargamento do nivel de energia tinico original em uma banda de niveis de energia.
A medida que reduzimos a separacio entre os pocos, a banda torna-se mais larga, tal que
no limite da largura das barreiras ser nula, obtemos um tinico poc¢o muito largo em que
todas as energias sao permitidas, isto é, obtemos o modelo de um elétron livre. Podemos
observar a formacgao das bandas de energia com a aproximacao dos pocos comparando-as

com as energias de um poco simples na Figura 12.

WA

Figura 12: Representacao esquematica de (a) dois estados de energia ligados para um elétron
em um poco de potencial isolado, (b) duas bandas de energia para um elétron em um conjunto
de pocgos e barreiras periodicamente espacados [14].

Utilizando o modelo de Kronig-Penney verificaremos sob algumas aproximagoes a
formacao de uma banda de energia para a energia do estado fundamental para o sistema

composto por pocos e barreiras quadradas, mas esse resultado também é vilido para
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todos os outros niveis de energia [7]. Inicialmente consideremos o potencial periodico
como sendo formado por diversos pocos de potencial infinito unidimensionais igualmente
espacados. Sabemos que o estado fundamental desse sistema representa uma particula
completamente localizada em um dos pocos. Assumiremos que a particula esta localizada
no n-ésimo pogo, denotando o estado por |n). |n) é um autoestado de energia com
autovalor Ey, tal que H|n) = Ey|n). Como todos os pogos de potenciais sao idénticos
e nao interagem entre si, todos eles tém os mesmos valores de energia, portanto Ej terd

infinitos estados n degenerados.

ul . — pail-
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Figura 13: Representacao esquematica de um (a) cristal de parametro de rede a e (b) seu
potencial real e aproximado pelo modelo de Kronig-Penney [9].

Como o potencial da rede cristalina é periodico, considerando como periodicidade o
parametro de rede a, mostrado na Figura 13, entao o autoestado do sistema deve ser

autoestado do operador translagao 7(a) [15], definido como
T(a) = exp (%ﬁa) : (1.21)

Como o operador de translacao leva qualquer funcao espacial de um ponto da rede
para outro somando o parametro a, 7(a)f(x) = f(x + a), entdo vemos que os estados |n)
nao sao autoestados de 7, pois 7(a)|n) = |n+ 1), mas sdo, como ja vimos, de H. Devemos
entao procurar autoestados simultaneos de 7(a) e H, uma vez que eles devem existir, pois

[7(a), H] = 0. Escrevemos os novos estados como combinacao linear dos estados |n):

“+00

0)= > ™ n), (1.22)

n=—oo

onde # é um parametro real com —7 < 6 < w. Temos que esses novos estados sao autoes-
tados do Hamiltoniano, pois |n) é um autoestado de H com autovalor FEy, independente

de n, e como

400 400
7(a)|0) = Z e n 1) =e Z el 1) = 71 |h) (1.23)

n=—oo n=—oo
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entao |0) também é autoestado de 7(a).

Agora consideremos uma rede periddica formada com pocos de potencial de barreira
finita. A relacao 7(a)|n) = |n + 1) é valida, como no caso anterior, mas nesse caso 0s
estados |n) nao sao autoestado de H, pois como as barreiras sao finitas, as particulas tém

uma probabilidade de tunelamento, representado esquematicamente na Figura 14.

i-1 i i+d
Figura 14: Representacao esquematica de um potencial peridédico formado por pocos de barreira
finita.

Os elementos da diagonal de H na base dos estados |n) sdo todos iguais, ja que os
pocos sao iguais, dados por
(n|H|n) = Eo, (1.24)

independente de n. Devido a probabilidade de tunelamento, temos que o Hamiltoniano
nao é mais diagonal na base |n), isto &, os termos fora da diagonal devem ser nao-nulos.
Negligenciando completamente os elementos de H referentes a pocos distantes e consi-
derando apenas as influéncias dos primeiros vizinhos, obtemos a aproximacao conhecida

como tight-binding [15], isto é:

(n'|H|n) # 0, somentese n'=n ou n'=n=+1. (1.25)

Tomemos por definicao
(n+1|H|n) = —A. (1.26)

Utilizando as Eqs. (1.24) e (1.26), e a ortogonalidade entre |n) e |n') quando n # n/,

obtém-se
H|n) = Ey|n) — Aln+1) — Aln —1). (1.27)

Como vemos, |n) nao é autoestado de energia. Aplicando o operador H na fungao |0)
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dada pela Eq. (1.22), temos

+oo
HIp) = Y ¢"Hln)
oo
= Y e [Eln) — Aln+1) — Aln — 1)]
B +00 ' +00 ‘ +00 '
= E, Z e |n) — A Z e n+1)—A Z e n — 1
oo
= E, Z ind |77/ —if Z ez(nJrl |n+1 19 Z ez(n 1)0 1)
= FEplf) — A(e ™ +€)|0), (1.28)
ou seja,
H|6) = (Ey — 2A cos0)|6). (1.29)

Assim, encontramos os autovalores do Hamiltoniano, que dependem do parametro
real continuo @, cuja interpretacao fisica é dada quando associamos a funcao de onda no
espaco das posi¢oes com uma onda plana caracterizada pelo vetor de propagacao de onda
k, modulada por uma funcao periodica, sendo portanto 6 = ka. Os autovalores formam
uma banda de energia entre Ey — 2A e Fy + 2/, respectivamente para § = 0 e 0 = =+,

ver Figura 15(a). Dessa forma, temos

E(k) = Ey — 2A cos(ka). (1.30)

Como vemos, as autoenergias dependem de k. Na Figura 15(b), mostramos a forma
da curva de dispersao definida pela Eq. (1.30) para primeira zona de Brillouin, isto é, k

entre —7/a a 7/a.

Dessa forma, podemos observar mais uma vez que a presenca de um potencial pe-
riodico gerado pela rede cristalina é responséavel pela formacao de bandas de energias

continuas e finitas.

1.3 Condutores, isolantes e semicondutores

Uma maneira comum de se classificar os materiais é quanto a sua condutividade, sua

capacidade de transportar cargas elétricas. Essa caracteristica esta relacionada com os
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banda de energia E (k)
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Figura 15: (a) Grafico qualitativo mostrando o comportamento da quebra de degenerescéncia
E como funcao do parametro A. (b) Curva de dispersdo para a primeira zona de Brillouin.

ultimos niveis de energia ocupados pelos portadores no estado fundamental, temperatura
de T'= 0K (um caso hipotético para cristal), ou seja, esta relacionada com as caracteris-
ticas do preenchimento da tltima banda de energia. Dessa forma, os solidos podem ser

classificados como isolantes, condutores e semicondutores.

A formacao do estado fundamental do solido é feita com o preenchimento dos niveis
discretos de menor energia pelos elétrons, de maneira andloga ao que ocorre em um
atomo. Do resultado desse preenchimento, duas possibilidades para o estado fundamental
podem ocorrer: uma banda parcialmente preenchida ou nao. Chamamos a tltima banda
completamente preenchida de banda de valéncia e a primeira banda seguinte de banda
de conducao, que pode estar completamente vazia ou semi-preenchida. A diferenca entre
o minimo da banda de conducao e o maximo da banda de valéncia é denominada gap,

como ja mostrado na Figura 4, sendo uma faixa de energia proibida.

A 0K, tanto os isolantes como os semicondutores sao materiais que nao conduzem cor-
rente elétrica, isto é, sao cristais que possuem o estado fundamental formado apenas com
bandas totalmente preenchidas ou totalmente vazias, com a banda de valéncia comple-
tamente cheia. Mas a uma temperatura ambiente, os semicondutores conduzem corrente
elétrica. J& os condutores, também chamados de metais, sao materiais que conduzem
mesmo a temperatura de 0K. A ultima banda dos materiais metalicos encontra-se semi-
preenchida. Essa abundancia de estados eletronicos disponiveis no interior da banda faz
com que os portadores necessitem de pouquissima energia para serem excitados para os
niveis eletronicos vizinhos, pois a energia de ligacao no estado fundamental é muito pe-
quena. Por isso, no estado excitado os portadores podem ser considerados praticamente
livres, tal que a aplicagao de um campo elétrico externo altera os estados dos elétrons,

resultando em uma corrente elétrica. Portanto, em um metal, a zona proibida de energia
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é nula, e por isso os metais apresentam uma alta condutividade.

No caso em que a temperatura ¢ maior que zero, para materiais isolantes e semicon-
dutores, temos que elétrons da banda de valéncia podem ganhar energia térmica suficiente
para atingir a banda seguinte, a banda de conducao, que se encontra vazia em T = 0K.
Temos que a passagem de elétrons para a banda de conducao deixa na banda de valéncia
espacos vazios, estados que se comportam como portadores de carga elétrica positiva,
cujo modulo é igual & do elétron, chamados de buraco. Dessa forma elétrons e buracos
interagem via potencial coulombiano. Denominamos exciton o par elétron-buraco, liga-
dos pela atracao de Coulomb. Entretanto, como é composto por uma carga positiva e
outra negativa, ao todo ele é neutro, nao contribuindo diretamente para a condutividade

elétrica. Falaremos mais sobre exciton na Secao 1.9.

A condutividade elétrica do material depende do ntimero de elétrons na banda de
conducao, onde este niimero pode ser tao maior quanto maior for a temperatura e menor
for a energia que separa as duas bandas, F, a energia do gap. Quanto maior a largura
da zona proibida de energia, maior a dificuldade que os portadores tém para realizar
transicoes entre a banda de valéncia e a banda de conducao sob uma excitacao externa,
e menor a condutividade do material. A diferenca entre os semicondutores e isolantes
estd relacionada ao tamanho do gap. Quando a largura da zona proibida de energia tem
um valor elevado, em geral, acima de 2 eV, o material é considerado isolante, pois os
portadores precisam ganhar muita energia para ocupar estados excitados; ja se o gap for
da ordem de 1 eV, o material serd um semicondutor. Portanto, resumindo, os cristais
semicondutores sao materiais isolantes a 1" = 0K, pois nesta temperatura sua banda de
valéncia estd cheia e a banda de conducao vazia, mas que tém F, relativamente pequena
e condutividade significativa & temperatura ambiente, possuindo um nimero de elétrons
na banda de conducao maior que em relacao a um isolante, mas ainda muito menor
que o numero de elétrons livres em um metal, apresentando portanto uma condutividade
muito menor que as dos metais [7]. Na Figura 16, esquematizamos a diferenca entre
semicondutores, isolantes e metais, mostrando o preenchimento das bandas de valéncia e

conducao e o tamanho do gap.

Exemplos dos elementos que podem formar os materiais semicondutores estao mos-
trados na Tabela 2. Os elementos da coluna IV da Tabela 2 podem compor cristais de um
tnico elemento. Esses cristais sao formados por ligacoes covalentes com uma estrutura
cristalina igual a do diamante. Devido ao tipo de ligagao, cristais constituidos pelos ele-

mentos das colunas III e V, como por exemplo GaAs, podem, a principio, ser usados em
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Figura 16: Esquema das bandas de valéncia e de condugdo de materiais semicondutores, iso-
lantes e condutores, onde as regides em cor cinza representam a ocupagao de elétrons para o
estado fundamental, 7= 0K. Os materiais semicondutores possuem um gap de energia da or-
dem de KT, ao contrario dos isolantes, que tipicamente tém um gap muito maior que KgT.
Ja os metais possuem a banda de conducao semi-preenchidas a 0K.

dispositivos eletronicos como semicondutores. Ja alguns cristais constituidos por compo-
nentes II-VI ou componentes I-VII, formados por outros tipos de ligacao, sao raramente
utilizados em dispositivos eletronicos [16].

Tabela 2: Parte da tabela peridédica que contem alguns elementos capazes de formar compostos
semicondutores.

I I Ila II IV V VI VII

H
Li Be B C N O F
Na Mg Al Si P S

K Ca .7Zn Ga Ge As Se Br
Rb Sr ..Cd In Sn Sb Te I
Cs Ba ..Hg Tl Pb Bi Po At

Os elementos da Tabela 2 compoem semicondutores intrinsecos como o silicio (Si) e
o germanio (Ge), compostos binérios dos tipos II-VI, como o sulfeto de zinco (ZnS) e
o sulfeto de caddmio (CdS), ITI-V como o arseneto de galio (GaAs) e o fosfeto de Indio
(InP), IV-VI como o sulfeto de chumbo (PbS), o telureto de chumbo (PbTe) e o seleneto

de chumbo (PbSe) ou ainda um composto ternario (como o InGaAs) ou quaternario.

1.4 Massa efetiva

Quando estamos estudando as propriedades elétricas dos metais e dos semicondutores

¢ de grande importancia averiguar o comportamento do movimento dos portadores de
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carga, elétrons ou buracos, na rede cristalina desse material, devido a acao de um campo
elétrico externo |7, 9]. Para fazermos tal anélise poderiamos aplicar diretamente a segunda
lei de Newton F' = dp/dt para o movimento do elétron com momento j = hk sob acao de
uma forca externa devido & um campo elétrico, mas deveriamos verificar se o potencial
periodico da rede cristalina causaria um grande efeito sobre o movimento do portador de

carga.

Para tratarmos o movimento de um portador dentro de um cristal usaremos o conceito
de pacote de onda, que consiste em um grupo de ondas com energia constante, que se

movimenta com velocidade de grupo dada por

ow
= 1.31
Ug aﬁ} ) ( )
e sendo
E = hw (1.32)
a energia do elétron temos que
oF OF ow
=" — h.. 1.
Ok Ow Ok Yo (1.33)

Se o elétron for submetido a uma forca externa F , de um campo elétrico, por exemplo,
sua energia varia dF durante um percurso dzx. O trabalho realizado sera, utilizando a Eq.
(1.33):

dE = Fdx = hvydk. (1.34)

Aplicando a definigao de velocidade, sendo dx = v,dt, temos portanto que

Fe h%, (1.35)
onde hx ¢ o momento do portador de carga. Este resultado ja era esperado, pois sendo hx
o momento do elétron, a Eq. (1.35) nada mais é que a representagao do principio funda-
mental da dinamica, a segunda lei de Newton. Entretanto, como ja tinhamos comentado,
este resultado é muito interessante pois talvez esperdssemos que o potencial da rede cris-
talina tivesse efeito sobre o movimento. Portanto, vemos que a rede nao altera a forma da
equacgao da variacao do momento, altera a dependéncia da energia com o momento, que

corresponde a uma variacao da massa do elétron. Para demonstrar isso encontraremos a

aceleracao do elétron em funcdo de E e k a partir da relacao (1.34)

dv, 10*E 10°Edk
= — = — = — - . ]-‘
dt hokOt  h Ok? Ot (1.36)
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Substituindo a Eq. (1.35) na Eq. (1.36), temos que

h2

F=—2"__a
PE/oR2"

(1.37)

Tendo em vista a segunda lei de Newton (F' = ma), e comparando-a com a Eq. (1.37),

F = m a = W&, (138)
identificamos a massa efetiva com sendo
ﬁ2
o 1.39
T REok? (1.39)

Portanto, sob a acao de um campo externo em um cristal os portadores agem da
mesma forma que um elétron livre, porém com uma massa diferente, a qual chamamos

de massa efetiva, dada pela Eq. (1.39).

Este resultado foi obtido supondo que a energia E s6 depende do modulo de /;, porém
ela também depende da sua direcao. Dessa forma, sendo mais geral, a massa efetiva nao
é uma grandeza escalar e sim uma grandeza tensorial, representada por um tensor cujo
elemento a3 é dado por

h2
mi,= - 1.40
P 2F 0kaOks’ (1.40)

o que é valido para portadores tanto em metais como em semicondutores.

Este resultado também é valido para o caso de elétrons livres: como sabemos, sua
relagao de dispersao ¢ E = h?k*/2m, sendo a mesma em todas as diregoes, isto é, iso-
tropica, tal que derivando-a encontramos 0*E/dk* = h/m. Da Eq. (1.39), vemos que a

massa efetiva do elétron livre é sua propria massa, isto é, m* = m.

Como a massa efetiva na Eq. (1.39) depende da curvatura da banda de energia E(k),
e as curvaturas da banda de conducao e da banda de valéncia sao diferentes, podemos
concluir que as massas efetivas tanto para o elétron como para o buraco nas bandas de
condugao e valéncia sao também diferentes. De fato, é facil ver, utilizando a Eq. (1.39),
que a massa efetiva de um elétron na banda de valéncia deve ser negativa, devido a
curvatura ter concavidade negativa. Para averiguar a massa efetiva do buraco em cada
banda, inicialmente, analisaremos o comportamento dinamico do buraco sob a aplicagao
de um campo elétrico em uma das direcoes, escolhida aqui a direcao x, E = £,. Suponha-
se a principio, antes de aplicar o campo, que s6 exista um estado vazio e que este esta

localizado no topo da banda de valéncia, com k, = 0, de forma que a soma de todos os
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momentos dos elétrons seja nula. Apds a aplicacao do campo, todos os elétrons tendem a
deslocar-se no sentido negativo de k,, pois —ee, = dp,/dt = hdk, /dt, resultando em um
deslocamento do estado vazio no mesmo sentido que do movimento dos elétrons. Como
todos os estados estao ocupados, temos que a existéncia de um estado vazio com momento
—hky, implicard em um momento total do sistema +hk;. Assim, podemos notar que o
sistema se comporta como se fosse constituido por um buraco de vetor de onda Eh = —Ee.
Dessa forma, substituindo este momento do buraco na Eq. (1.35), da forca proveniente
do campo elétrico com a carga do buraco (positiva), e efetuando de maneira analoga ao
desenvolvimento feito para o caso do elétron, chegamos a conclusao que a massa efetiva

para buracos é dada por
h2

Analisando agora a massa efetiva para buracos na banda de valéncia, vemos que esta
resulta em um valor positivo, tal que ao aplicarmos um campo elétrico da forma E = €.
observaremos que os buracos se deslocaram no sentido positivo do eixo x, contrario ao
movimento dos elétrons. Outro ponto importante a respeito da massa efetiva para os
buracos esté ligado ao fato de alguns materiais apresentarem mais de uma banda de va-
léncia, como esbogado na Figura 17. Como a massa efetiva é inversamente proporcional
A curvatura, 9>FE/0k?, entao os buracos na banda de valéncia que apresenta menor cur-
vatura terao maior massa efetiva, sendo chamados de buracos pesados, enquanto aqueles
que se localizam na banda de valéncia com maior curvatura apresentam uma menor massa

efetiva, sendo chamados de buracos leves.

\ BC

Figura 17: Representagao esquematica das bandas de condugao (BC) e de valéncia (BV). Para
a banda de valéncia, apresentam-se as bandas para buracos pesados(HH, heavy hole) e leves(LH,
light hole) [17].
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Para estudar e analisar com mais detalhes a teoria da massa efetiva, assim como a

teoria da estrutura de bandas, aconselha-se ver as referéncias |7, 13, 16, 18, 19].

1.5 Heteroestruturas

Como sugere o nome, heteroestruturas semicondutoras sao estruturas formadas quando
dois ou mais tipos diferentes de semicondutores sao justapostos, formando heterojuncoes
de semicondutores. A formacao dessa estruturas so foi possivel gragas ao desenvolvimento
e aprimoramento de técnicas de crescimento de cristais, tais como Molecular Beam Epi-
taxry(MBE) e Metal-Organic Chemical Vapour Deposition(MOCVD) |7, 17, 18|,
ocorridos nos anos 1970, que possibilitaram depositar camadas atdmicas individuais, per-
mitindo uma configuragao cristalina de finas camadas formadas por diferentes materiais
semicondutores, pois até os anos 1960 os dispositivos semicondutores eram baseados ape-
nas em materiais do tipo bulk. Os pioneiros nesse tipo de trabalho foram Zhores I.
Alferov e Herbert Kromer, agraciados com o Prémio Nobel em 2000 pelo desenvolvimento
de heteroestruturas semicondutoras usadas em dispositivos de alta velocidade e em opto-
eletronica, seguindo o trabalho de R. Tsu e L. Esaki [20], que deram os primeiros passos
em 1970, propondo um estudo sobre transporte eletronico em superredes. Somente em

1974 foram publicadas as primeiras observagoes experimentais das heteroestruturas [21].

Quando se unem dois materiais semicondutores diferentes, duas propriedades podem
variar com a posicao ao longo da heterojuncao: o espagamento interatomico e a largura
da zona proibida de energia [7]. Como geralmente os gaps de energia desses materiais que
compdem essas jungoes sao diferentes, ao unirmos dois semicondutores (A e B) ocorrera
uma descontinuidade nas bandas de energia da estrutura resultante, tal que o alinhamento
das bandas de conducao e de valéncia nesse sistema se comportard como degraus de
potencial para o movimento de portadores na direcao de crescimento da estrutura, como

ilustrado na Figura 18.

Na Figura 18, vemos que se crescermos uma heteroestrutura formada por um material
A entre dois materiais B, teremos agora, em vez de potenciais degrau, a formacao de
pocos e barreiras de potencial para o elétron e o para o buraco, como se pode ver na
Figura 19(a). A repeti¢do na composi¢io variada de camadas de diferentes materiais
semicondutores, gerando um potencial periodico, chama-se de superrede, sendo as mais
comuns, as superredes do tipo A/B/A..../B, apresentadas esquematicamente na Figura
19(b).
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Figura 18: Representacao esquemadtica de uma heterojun¢ao entre dois semicondutores com
gaps diferentes, formando degraus de potencial para o elétron na banda de conducao e para o
buraco na banda de valéncia [19].

B A B B A B A B A B A B
Banda de condugao
° ® hd e @
B I
EW
y
\ O Banda de valéncia O O o O

(a) (b)

Figura 19: Representacao esquematica do potencial gerado por (a) uma heterojuncao do tipo
A /B/A entre dois semicondutores diferentes e (b) uma superrede de semicondutores A e B [19].

Com relacao a forma do alinhamento das bandas, os materiais resultantes podem ser
classificados em Tipo-I e Tipo-II. Quando o alinhamento das bandas ocorre de maneira a
termos, em uma mesma camada, um poco de potencial tanto para elétrons como para bu-
raco, como na Figura 20(a), onde os circulos pretos representam os elétrons, e os brancos
os buracos, teremos uma heteroestrutura Tipo-I. J4 no caso em que nao temos essa forma
de alinhamento, os elétrons e buracos serao confinados em camadas diferentes do semi-
condutor, como mostra a Figura 20(b), podendo para um portador, em uma determinada
camada, haver uma barreira de potencial, e para o outro portador um poco de potencial.
Essa heteroestrutura é classificada como Tipo-II. No presente trabalho, consideraremos

apenas semicondutores Tipo-I.

As propriedades eletronicas dos portadores confinados dependem de caracteristicas
fisicas dos pocos, como largura e profundidade. A profundidade é determinada pela di-
ferenca entre as bandas de conducao dos dois materiais e a largura pode ser controlada

durante o crescimento das camadas do material. Estes conceitos de heterojuncgoes sao fun-
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Figura 20: Representacao esquematica do alinhamento das bandas de conducao e de valéncia
gerado por uma heteroestrutura (a) Tipo-I e (b) Tipo-II [19].

damentais na construcao de estruturas de baixa dimensionalidade, descritas brevemente
na Secao 1.6. Sao exemplos desses sistemas heteroestruturados, com perfis eletronicos
capazes de confinar portadores de cargas em diferentes dimensoes, os pocos, os fios, os
pontos e os anéis quanticos. Quando o confinamento ocorre em apenas uma dimensao
teremos um sistema bidimensional(2D) chamado de pogo quéantico, onde o portador de
carga esta livre em duas direcoes. Ja para um confinamento em duas dimensoes tere-
mos um sistema unidimensional(1D) chamado de fio quantico, e para um confinamento
tridimensional teremos um sistema zero dimensional(0D) chamado de ponto quantico.
Um esquema dessas estruturas esta representado na Figura 21. Esses sistemas tém pro-
priedades Opticas e eletronicas diferentes daquelas encontradas em materiais bulk. Como
exemplo, o movimento destes portadores torna-se quantizado nessas estruturas, causando
alteracoes nas suas propriedades dindmicas e uma discretizagao, como veremos na Secao
1.6, no espectro energético, ao contrario do material bulk que apresenta bandas de energia

continuas.
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Figura 21: Representagdo esquemadtica de uma heterojuncao entre dois semicondutores dife-
rentes: (a) formando um potencial de confinamento em um pogo, (b) em um fio quantico e (c)
em um ponto quantico.
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1.6 Confinamento quantico

Vimos na secao anterior que a juncao entre materiais com gaps de energia diferentes
origina um potencial de confinamento?, devido ao nao alinhamento das bandas de condu-
¢ao e de valéncia na direcao de crescimento da estrutura. Os efeitos desse confinamento
nas nanoestruturas semicondutoras sao tais que, além de reduzir os graus de liberdade
do sistema, confinando os portadores de carga em uma pequena regiao do espago com
cerca de algumas dezenas de nanometros ou menos, afeta profundamente seu espectro de
energias permitidas, tornando-as discretas na direcao de crescimento da heteroestrutura,
diferentemente do que acontece em semicondutores cristalinos tridimensionais, os mate-
riais bulks, em que o espectro de energia é quase-continuo, pois nesse caso os portadores

estao livres nas trés diregoes.

As diferentes propriedades dos sistemas semicondutores com baixa dimensionalidade
tém atraido bastante o interesse da comunidade cientifica, que criou nos ultimos anos
heteroestruturas com diferentes geometrias. O efeito do confinamento pode ser encontrado
na descricao de sistemas como pocos, fios, pontos e anéis quanticos, sendo respectivamente
sistemas 2D, 1D e 0D, em que os os niveis de energia permitidos tornam-se discretos
em sistemas 0D e formam sub-bandas nas direcoes de confinamento em sistemas 1D
e 2D. Dessa forma, os portadores estao limitados a mover-se no plano de um poc¢o
quantico, na linha de um fio quantico ou em ilhas em pontos quanticos. Alguns sistemas
de baixa dimensionalidade, tais como o fio quantico e o ponto quantico, sao comumente
chamados, respectivamente, de nanofios e &tomos artificiais. Os pontos quanticos recebem
tal nomenclatura pois, tais como os atomos, as energias dos elétrons sao quantizadas e a

carga total é restrita a um pequeno niimero inteiro de elétrons [26].

Se o movimento dos portadores em um so6lido é limitado a uma regiao de dimensoes
da ordem do comprimento de onda de de Broglie, observam-se efeitos de quantizacao da
energia. Assim, a escala de comprimento dos dispositivos formados por esses sistemas
de dimensionalidade reduzida deve ser da ordem do comprimento de onda de Broglie

do portador [26]. O comprimento de onda de de Broglie depende da massa efetiva do

%0 potencial de confinamento, como ji comentamos, origina-se a partir da fracio da diferenca entre
os gaps de energia dos materiais semicondutores que formam a heterojun¢do. A grandeza que representa
essa fracao é demoninada de band-off-set e a sua determinacao é um ponto de extrema importancia para
a fisica de semicondutores de sistemas de dimensionalidade reduzida. O band-off-set é uma caracteristica
do material, obtida por meios experimentais [22, 23, 24, 25].
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portador m* e da temperatura, como segue |9, 11]:

N (1.42)

P 3m*KgT
Os efeitos de quantizacao podem ser pronunciados mesmo em estruturas de 10 a
100 vezes maiores que a constante de rede. Nesta secao, quando discutimos sobre o
confinamento em heteroestruturas nao fizemos nenhum comentério sobre a variacao da
massa efetiva devido & mudanca de material na direcao de crescimento da estrutura, pois

como se pode ver nas referéncias [27] e [28], isto ndo afeta qualitativamente os resultados,

de forma significativa.

A dimensionalidade esta intimamente ligada ao nimero de graus de liberdade, tal que
o numero de graus de liberdade D; e o nimero de dire¢oes de confinamento D, nestes

sistemas de dimensionalidade reduzida devem obedecer & seguinte equagao [19]:

D+ D. = 3. (1.43)

A Tabela 3 mostra resumidamente quatro tipos de sistemas de baixa dimensionalidade
e seus respectivos nimeros de graus de liberdade e de dimensionalidade. De fato, no fio
quantico o portador esta confinado em duas direcoes e livre em uma. Ja no poco quantico,
o portador estd confinado s6 em uma dimensao e livre nas outras duas, e no ponto e anel
quantico o portador esta confinado nas trés dimensoes, sendo portanto o grau de liberdade
zero, isto é, um sistema zero dimensional (ver Figura 22).

Tabela 3: Sistemas de dimensionalidade reduzida e seus respectivos nimeros de graus de liber-
dade D; e de direcoes de confinamento D,

Sitemas D, D,

Bulk 3
Poco Quéantico 2
1
0

Fio Quantico
Ponto Quantico

W N = O

A energia do portador movendo-se livremente em um material bulk é dada por

ﬁ2k‘2—|—k32—|—k32
E= (ks + Ky Z), (1.44)

2m*

onde k,, . sao os vetores de onda nas trés dimensoes.

Portanto, para sistemas bidimensionais, como o caso de pocos quanticos, onde o por-
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(a) (b) (c)
. &

Figura 22: Confinamento das heteroestruturas em relacao a dimensionalidade, de um material
bulk-3D (a) até o ponto quantico-0D (d), passando por um poc¢o-1D (b) e um fio quantico-2D

(c).

tador move-se em uma direcao e é livre no plano, temos

n (k3 + k)

E=FE, E" =
v b 2m*

+ B (1.45)

com n = 1,2,3,...,onde o espectro ¢ continuo para as energias ao longo dos eixos x e y,

pois nao temos nenhuma restrigao sobre os valores de k, e k,, e ¢ quantizado somente para
21.2 21.2
kﬂ')

i
Yy
£ e B, = 5! representam as

. . ~ . h

o movimento na diregao z, £, = E'. As energias £, =
m

energias cinéticas de um portador propagando-se ao logo dos eixos z e y, respectivamente.
Assim, o movimento do portador de carga confinado acontece no plano xy, devido a um
potencial unidimensional, como mostra a Figura 23. Adicionando um confinamento lateral
para o movimento do portador teremos um sistema unidimensional, como um fio quantico,

onde os portadores estao livres apenas na direcao x levando a energias

R2(k2)
EFE=——24+FE"+E" 1.46
o By EL (1.46)
com m = 1,2, 3, .... Finalmente, quando o portador esta confinado em todas as direcoes,

como no ponto e anel quantico, temos
E=E.+E]'+ El, (1.47)

com [ =1,2,3, ..., obtendo o espectro de energia completamente discreto. Neste trabalho,
estudaremos apenas o confinamento de portadores de carga em uma estrutura diferente
sobre certas aproximacoes, chamada de anel quantico, que também apresenta um confi-

namento tridimensional como o ponto quantico.

1.7 Anéis quanticos

Os anéis quanticos sao formados a partir de grandes pontos quanticos, constituidos

de um material A sobre um substrato de um outro material B, como mostrado na Figura
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Figura 23: Representacao do movimento de um portador no plano do pogo, apresentando um
diagrama esquematico das curvas de dispersao (k;,) no plano zy e estrutura das sub-bandas
[19].

24, assemelhando-se ao formato de uma bolha. Nesse estigio, os pontos quanticos sao
submetidos a um processo de annealing, um “recozimento”’, em uma temperatura elevada,
ocorrendo alteragoes na sua geometria tal que o ponto quantico original adquire uma
cavidade interna axialmente simétrica, como apresentado na Figura 25. Em seguida, o
sistema é coberto pelo mesmo material B do substrato, para desestabilizé-lo. Dessa forma,
obtém-se um tipo de ponto quantico topologicamente alterado, que recebe a denominagao
de anel quantico. Os anéis quanticos podem ser obtidos de diferentes materiais, como por
exemplo, por um grande ponto quantico de GaAs, coberto por uma camada de Ga(Al)As
[25, 29, 30, 31], ou utilizando-se InGaN/GaN [32], In(Ga)As [33] (ver Figura 26), InAs/InP

[33], dentre outros.

Figura 24: Imagem de um ponto quantico InAs/GaAs, obtida por Microscopia de For¢a Atomica
[17].

Esta nova forma geométrica de confinar portadores tem atraido muito a atencao de
pesquisadores nos tltimos anos, gracas a recentes avangos no crescimento de estruturas
semicondutoras e da litografia, que tornou possivel a fabricacao dessas estruturas com
alta qualidade e com dimensoes bem controladas. Os anéis quanticos sao intensivamente

estudados, em especial por terem propriedades eletronicas bem atipicas, distintas das apre-
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(b)

Figura 25: (a), (b), (c) Imagens de Microscopio de Forga Atomica ilustrando a evolugao de um
anel quantico de InGaN [32].

’3 3.“’

J

Figura 26: Imagem de anéis quanticos In(Ga)As obtida por Microscopia de Forga Ato-
mica(AFM) [33].

sentadas nos pontos quanticos que os originaram. Por exemplo, eles possuem momento
de dipolo gigante [34, 35, 36|, devido a separagao espacial entre o elétron e o buraco, alta
forca de oscilacao de transicao de banda a banda do estado fundamental e a possibilidade

de ajustar seus estados eletronicos de diferentes maneiras [37].

Outro aspecto bastante interessante dessa estrutura esta relacionado & combinacao das
propriedades Opticas das nanoestruturas auto-crescidas com as caracteristicas singulares
observadas devido a aplicacao de campos magnéticos, originadas pela forma topologica
diferente do anel [38]|. Os efeitos da presenca de campo magnético em anéis quanticos
sao bem conhecidos na literatura, devido ao efeito Aharonov-Bohm, no qual ocorrem
oscilacoes na energia do elétron, na probabilidade de transmissao e na intensidade da
luminescéncia em fun¢ao do fluxo magnético 39, 40, 41, 42, 43| como explicaremos mais
detalhadamente na proxima secao. Os estudos dos estados eletronicos em anéis quanticos
na presenca de campos externos tém indicado que as propriedades Opticas e os estados
eletronicos dessas estruturas sao fortemente afetados por impurezas e imperfei¢oes na geo-

metria do sistema |44, 45, 46]. Considerando-se um anel quantico cada vez mais realistico,
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incluindo a presenca de impurezas, ou um campo elétrico, ou mesmo se considerarmos
efeitos da rugosidade, devido as imperfeicoes na geometria do anel, temos sempre modifi-
cagoes significativas sobre o espectro de energia do sistema, devido a quebra da simetria
do mesmo. Esta quebra depende, por exemplo, do nimero de impurezas, da maneira como
elas estao arranjadas, da presenca de uma superrede ao longo do anel, da presenca de um
campo elétrico no plano do anel, entre outros pontos como mostraremos nos capitulos
seguintes. Isso leva a resultados bastantes interessantes e diferentes dos resultados de um

anel idealizado, como pode ser visto nas referéncias |31, 46, 47, 48|.

No estudo das propriedades excitonicas em anéis quanticos, diferentes modelos, abor-
dando diferentes formas de potenciais de interacao elétron-buraco, tém sido considera-
dos. Era de se esperar que o exciton, sendo uma entidade neutra, nao fosse sensivel ao
fluxo magnético, isto é, nao apresentasse efeito Aharonov-Bohm (AB), mas o que se tem
encontrado sao oscilacoes Aharonov-Bohm para excitons criados opticamente em anéis
quanticos. O efeito Aharonov-Bohm e o papel da interacao elétron-buraco no espectro de
energia do exciton no anel pode ser encontrado em trabalhos como os dados nas referéncias
[49, 50, 51, 52, 53, 54].

1.8 Efeito Aharonov-Bohm

Como neste trabalho iremos estudar elétrons em um anel quantico sob um campo
magnético aplicado, é importante primeiramente discutir sobre o efeito Aharonov-Bohm,
problema fundamental da mecanica quantica [18, 55|, j4 que, como comentamos na Se¢ao

1.7, aparece nas propriedades espectrais das nanoestruturas formadas por anéis quanticos.

O israelense Yakir Aharonov e o norte-americano David Joseph Bohm publicaram em
1959 um artigo [56] no qual apresentaram claramente a importancia fisica do potencial
vetor ff, por intermédio de um fenémeno quéantico de interferéncia. Eles discutiram,
nesse famoso artigo, algumas propriedades dos potenciais eletromagnéticos no dominio
quantico, e mostraram, ao contrario das conclusoes da mecanica classica, em especial da
eletrodinamica classica, em que os potenciais p(potencial escalar) e A nio sdo diretamente
mensuraveis e que as quantidades fisicas sao somente os campos elétricos e magnéticos
Fo—ve-24 B=VxA, (1.48)

ot
que existem efeitos do potencial vetor nas particulas carregadas, mesmo nas regioes onde

o campo magnético é nulo. Também propuseram possiveis experimentos para testar suas
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conclusoes, realizados em 1960 [57] e novamente em 1961 [58], comprovando a igual rele-

vancia dos potenciais assim como oS campos.

De maneira geral, vamos aqui supor que uma particula esta se movendo através de
uma regiao onde o campo magnético B é zero, tal que V x A = 0, mas com A diferente
de zero. Assumiremos aqui o caso estatico, embora o método possa ser generalizado para

potenciais dependentes do tempo. O Hamiltoniano para esse sistema é:

1 [(he 2\ 2

H=—(-V—-q¢A| +U, (1.49)
2m \ 1

com a energia potencial U, que pode incluir também uma contribuicao elétrica, isto é,

U = qp. Assim, a equacao de Schrodinger dependente do tempo torna-se

1 [he  2\° OV
{%xéV—M)+U}m_mﬁn (1.50)

A Eq. (1.50) pode ser simplificada escrevendo-se a fun¢ao de onda ¥ como
U = 9Oy (1.51)

ja que a teoria quantica, assim como a eletrodinamica classica, é invariante sobre uma

transformacao de gauge para os potenciais, dada por:
A - A =A+VA

0
'—p— ZA 1.52
e v (1.52)

onde A(7,t) é uma fungdo arbitraria. Em outras palavras, os potenciais dados apos a
transformacao de gauge nao levam a qualquer mudanca na fisica do problema, tal que
podemos escrever de maneira analoga uma transformacao da funcao de onda dada pela
Eq. (1.51), tendo uma arbitrariedade na escolha da fun¢ao ¢(7), que aqui tomaremos

como

A N
g(r) = ﬁ[ A(r').dr (1.53)

ro
com 7% sendo algum ponto de referencial cuja escolha também é arbitraria. E bom notar
que essa escolha da funcdo g(7) so faz sentido se de fato B =V xA=0,ao longo
da regiao em questao, pois, caso contrario, a integral de linha deveria depender de uma
fase tomada de 7y a 7, e consequentemente nao se definiria uma funcao de 7. Fazendo a

substitui¢do de ¥ dada pela Eq. (1.51) na equagao de Schrodinger Eq. (1.50), aplicando
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primeiramente o operador momento em W, temos que
VU = 9D (¥ g(7) P + 9D (V) (1.54)

mas como o gradiente de g é:

— q —
Vg = <ﬁ> A, (1.55)
entao
he o B iy
—V —qA | ¥ = -9V (1.56)
? 1
portanto
B 2\ 2 s
(—.v - qA) U =~V (1.57)
{

Substituindo a Eq. (1.57) na Eq. (1.50) e cancelando os fatores comuns (%), temos
que ,

—;—mW\I/’JrU\If’ = maa_\l;" (1.58)
mostrando que W' satisfaz a equacao de Schrodinger, agora sem a presenca do termo
ff, isto é, mostrando realmente que a equacao regente do problema nao se altera apos
a escolha da nova funcao de onda, tal que essa transformacao nao modifica a fisica do

problema.

Um dos experimentos propostos por Aharonov e Bohm foi o de dupla fenda modifi-
cado, onde feixes de elétrons passam pelas fendas, e entre elas posiciona-se um solen6ide
cilindrico longo, o qual gera um campo magnético B em seu interior diferente de Zero,
e um campo magnético nulo nas regioes fora do solendide. Com esse experimento, eles
esperavam que, quando os elétrons passassem em volta do solendide, na regiao de campo
magnético nulo, fosse gerado um deslocamento no padrao de interferéncia sobre o ante-

paro. Tal experimento estd representado na Figura 27.

O campo magnético dentro de um solenoide longo, localizado na dire¢ao do eixo z, de
raio R, percorrido por uma corrente elétrica ¢, é constante e uniforme na direcao do seu
eixo, dado por

—

B = nuyiz, (1.59)

onde n é o nimero de espirais, po é a permessividade elétrica. O campo fora do solendide
é zero, mas o potencial vetor nao é nulo nessa regiao, e sim dado por
npoiR? -
0.
2p

A=

(1.60)
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Figura 27: Esquema de um experimento de dupla fenda na presenga de um solenéide longo
(circulo cinza), que gera um campo magnético B em seu interior. As linhas pontilhadas repre-
sentam os caminhos pelos quais os elétrons passam, e as setas ao redor do solendide representam
a direcao do potencial vetor, devido o campo magnético estar na direcao perpendicular & folha,
saindo da mesma.

Sendo ¢ = mR?B o fluxo magnético através do solenodide temos que a Eq. (1.60)
torna-se

_,_iA
A=50 (1.61)

para p > R. Para ver com maior riqueza de detalhes os calculos do campo magnético

e do potencial vetor nas regioes interna e externa do solendide indicam-se as referéncias

[59, 60].

Apesar da auséncia de campo magnético na regiao pela qual os elétrons passam,
existe, como ja vimos, um potencial vetor A nesta regiao, tal que B=VxA= 0,
fazendo com que o momento do elétron neste sistema assuma a forma p— p'— qff, como
visto no Hamiltoniano do sistema, Eq. (1.49). Como o potencial vetor esta na diregao é,
uma vez que assumimos o campo magnético na dire¢cao Z, como ilustrado na Figura 27,
onde o potencial vetor estd representado pelas setas ao redor do solendide, vemos que o
potencial vetor estd em sentido diferente em cada lado do solen6ide. Consequentemente,
se o potencial vetor estiver no mesmo sentido que o momento p, este ird aumentar. Caso
contrario, ird4 diminuir. Assim, de acordo com a Figura 27, para o feixe que percorre
o caminho 1, o potencial vetor aponta na mesma direcao que o momento dos elétrons,
enquanto que para o caminho 2 estes vetores tém direcoes contrarias. Com isso, os
elétrons que passam pelo caminho 1 terao momento diferente daqueles que passam pelo
caminho 2, e como a fase da onda do feixe de elétrons esta relacionada com seu momento,

obteremos que os dois feixes que partem do mesmo ponto e passam ao redor do solendide,
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apresentarao uma diferenca de fase proporcional ao fluxo magnético.

A Eq. (1.53) apresenta uma fungio arbitraria que de fato é a fase da funcdo de onda.
De acordo com o experimento descrito acima, e utilizando a Eq. (1.61), temos que as fases

da onda para os feixes que percorrem o caminho 1 e o caminho 2 sao respectivamente
. q 1 —
g = = / A(r).dr
h Je,
1.\ -
_ @ (—9) p0d

2mh p
q9
= =L 1.62
e
o q 1 —
go = —/ A(r).dr
hJe,
99 L5
= — [ |=(=0)]| pfdb
2mh {p( )}
99
= —II, 1.
oF (1.63)
Fazendo uso das Eqgs. (1.62) e (1.63), temos que a diferenca de fase Ag é
R
Ag=g1—9:= ( 271) : (1.64)
portanto
Ag = % (1.65)

ou, em termos do fluxo elementar ¢y = h/e, também chamado de quantum de fluxo
magnético, podemos reescrever a diferenca de fase como

Ag = @ (1.66)
®o
Essa diferenca de fase produz no anteparo um desvio do padrao de interferéncia. A

esta variacao no padrao de interferéncia da-se o nome de efeito Aharonov-Bohm. Quando

o fluxo magnético na regido entre dois caminhos 1 e 2 atinge um valor ¢ = (n + 1/2)¢y,

onde n é um inteiro, as funcoes de onda que percorrem os dois caminhos interferem

destrutivamente ao se encontrarem, levando a um valor minimo na transmissao do elétron.

Dessa forma, a transmissao em fun¢ao do fluxo magnético possui uma oscilacao periddica,

de periodicidade ¢, chamada de oscilacao Aharonov-Bohm para a transmissao.

Neste trabalho, investigaremos um outro tipo de oscilacao Aharonov-Bohm: oscilagoes
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nas autoenergias de um elétron em um anel quantico submetido a um campo magnético
aplicado na direcao perpendicular ao plano do anel. Como veremos no proximo capitulo,
essas oscilagoes se devem a mudanca de fase na funcao de onda quando o fluxo magnético
¢ que passa através do anel alcanca o fluxo magnético quantico, ¢q, levando a oscilagoes
com uma periodicidade ¢y, a mesma para as oscilagoes na transmissao. Mostraremos que
essa mudanca de fase também acarreta uma troca periédica de momento angular em ¢

para o estado fundamental.

1.9 Exciton em nanoestruturas

Os dispositivos semicondutores baseiam-se na dinamica dos portadores de carga elé-
trica, ou seja, elétrons e buracos. O estudo das interagoes desses portadores é de grande
importancia na caracterizagao das propriedades 6pticas de um semicondutor, que se utili-
zam, por exemplo, das transicoes do par elétron-buraco em heteroestruturas para diversas
aplicagoes tecnologicas como em dispositivos opto-eletronicos, como lasers, diodos emis-

sores de luz e fotodetectores [18, 19, 61, 62].

(a) (b)

. ﬂ l’ Banda de condugiio

E (massa efetivam,)

g ® , < P — .
i T I Niveis de éxcitons f
L

Formagio de exciton

Banda de valtneta .~
e O (massa eletiva m,) T e S S

Exciuio resonante

Exeitagio de ala energia

/ k.,

Figura 28: (a) Representacao esquematica de geracao de excitons [19]. (b) Niveis de energia dos
excitons em uma estrutura de bandas simples com gap direto, mostrando que os niveis excitonicos
estao localizados abaixo da banda de conducao [13].

Como ja comentamos nas Secoes anteriores, quando um elétron é excitado e promovido
da banda de valéncia para a banda de conducao, um estado vazio é deixado na banda
de valéncia, como ilustrado na Figura 28(a). Este estado vazio, denominado de buraco,
comporta-se como uma particula de carga positiva que interage com o elétron da banda de
condugao através de um potencial coulombiano. A este par interagente elétron-buraco da-
se o nome de ezciton. Para que um par elétron-buraco seja criado, o cristal semicondutor

deve absorver um féton incidente, com a exigéncia da energia do féton ser maior do que a
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energia do gap E, do material, com o limiar F, = hw,, em um processo direto'®, mostrado
na Figura 29(a). Em um processo indireto!!, mostrado na Figura 29(b), a transi¢ao de
um elétron do topo da banda de valéncia para o minimo da banda de conducao requer
uma mudanca no vetor de onda. Agora é necessario, além da absorcao de um féton, a
participacao de um fénon com uma energia A2 e um momento nao nulo, tal que o limiar
de energia ¢ E, = lw + hQ) |7, 13]. Na Tabela 4 apresentamos as energias do gap para
varios semicondutores importantes, indicando a natureza do gap, direto (d) ou indireto

(). Em nosso trabalho consideramos a natureza do gap direto para o GaAs.

(a) 2 () E®

k 0 kq k

Figura 29: (a) Absor¢ao de fotons em semicondutores de gap direto, mostrando o limiar de
energia necessaria para que aconteca a transi¢do. (b) Transi¢do eletronica do topo da banda
de valéncia para dois minimos da banda de condugdao em semicondutores de gap indireto. A
transicao indireta envolve fénons e tem energia E4. A transicao direta tem energia E, + E' [7].

Um exciton pode se mover pela rede cristalina e transportar energia, mas nao trans-
porta carga, ja que ¢ eletricamente neutro, por ser composto por uma particula positiva,
o buraco, e uma negativa, o elétron. Devido a atracao coulombiana entre o elétron e o
buraco, seus movimentos estao correlacionados, como discutido brevemente na Secao 1.4
[7, 13, 17, 63]. Esse potencial atrativo reduz a energia total do exciton da ordem de FE,
denominada de energia de ligacao entre o elétron e o buraco, tal que os niveis de energia
de estados excitonicos estao ligeiramente abaixo da banda de conducao, como ilustrado na
Figura 28(b). Na Tabela 5 apresentamos alguns valores de energias de liga¢ao de excitons

E), para certos semicondutores.

Os excitons podem ser tratados por duas abordagens diferentes, dependendo das pro-

priedades do material, especificamente, da forma do potencial de interacao entre o elétron

0Um processo de transicio de gap direto envolve apenas a absorcio ou emissio de fétons, isto é, o
méximo da banda de valéncia e 0 minimo da banda de conduc¢ao neste caso estao alinhados em um mesmo
ponto de vetor de onda k. Um exemplo de um semicondutor de gap direto em torno do ponto I' é o GaAs,
como pode ser visto na Figura 9.

1y d icao d indi 1 b a issdo de {6 hada pel

m processo de transicdo de gap indireto envolve a absorc¢ao ou emissiao de fétons acompanhada pela
emissao ou absorcao de fonons, isto €, requer uma variacao de vetor de onda ja que o maximo da banda
de valéncia e o minimo da banda de conducao nao estao alinhados.
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Tabela 4: Energia e natureza, direta (d) ou indireta (i), do gap de semicondutores importantes
(& temperatura ambiente) [7].

Semicondutor Gap E,(eV)

Si i 1,12
Ge i 0,67
AIN i 5,90
AlAs i 216
GaN d 3,40
GaP i 2,26
GaAs d 1,43
InP d 1,35
InAs d 0,35
InSb d 0,18
CdS d 2,53
CdTe d 1,50

e o buraco. No caso do exciton de Frenkel 64, 65|, a constante dielétrica do material
é bastante pequena, a interacao coulombiana do par elétron-buraco é bastante forte, tal
que a distancia entre o elétron e o buraco é pequena, da mesma ordem de grandeza do
parametro de rede cristalina em questao, possuindo uma energia de ligagao muito ele-
vada. O exciton de Frenkel pode se mover no interior do cristal como uma onda, mas
o elétron deve sempre se manter nas proximidades do buraco, ja que a massa do buraco
é geralmente maior que a massa do elétron, de forma que esse sistema deve ser tratado
como um problema de dois corpos que se assemelha ao 4&tomo de hidrogénio. Na outra
abordagem, denominada de ezciton de Wannier-Mott |66, 67|, a interagao entre o elétron
e o buraco é fraca. A distancia entre eles é grande, em comparacao com a constante de
rede, e a energia de ligacao entre as particulas é pequena. Este caso é encontrado em
semicondutores, que possuem constantes dielétricas grandes, cujas propriedades excitoni-
cas podem ser calculadas usando a aproximacao da massa efetiva, diferentemente do caso
anterior, para excitons de Frenkel, que sao encontrados em cristais idénicos. Na Figura 30

representamos um esquema de rede cristalina apresentando os dois tipos de excitons.

Consideremos agora a energia total do exciton. Em semicondutores cristalinos tridi-
mensionais (bulk) a energia total é dada simplesmente pela soma entre a energia do gap
E, e a energia de ligacao Ey:

Eeve = E; — |Ep|. (1.67)

J& no caso de sistemas heteroestruturados temos duas componentes adicionais, refe-
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Tabela 5: Energias de ligacao de excitons Ej [13].

Semicondutor FE,(meV)

Si 14,7
Ge 4,15
GaAs 4,2

GaP 3,5

CdS 29,0
CdSe 15,0
BaO 56,0
InP 4,0
InSb 0,4

KI 480,0
KCl1 400,0
KBr 400,0
RbCl 440,0
AgBr 20,0
AgCl 30,0
TICI 11,0
TIBr 6,0

Exciton de Wannier-Mott

XX X XXXXXXX)
Y ) 0000000
00000

XXX XX rxiorxxy’
000000000000

Exciton de Frenkel

Figura 30: (a) Representacao esquemaética mostrando os excitons de Frenkel e Wannier-Mott
em uma estrutura cristalina [17, 63].

rentes as energias de confinamento do elétron E, e do buraco'? Ej,, para a energia total
do exciton. Dessa maneira, um elétron que retorna para a banda de valéncia deve liberar
uma quantidade de energia, podendo ser emitida na forma de luz, relativa a seu confina-
mento na banda de conducao, a energia do gap do material e a energia de confinamento

do buraco na banda de valéncia. Portanto, temos que a energia total do exciton é dada

120 indice h vem da palavra inglesa para buraco, hole.
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por
Eeze = Eg+Ee+Eh_ IEb| (168)

A energia do exciton pode ser estimada, na aproximacao da massa efetiva, resolvendo-
se a equacao de Schrodinger separadamente para cada confinamento dos portadores, caso

consideremos um exciton de Wannier-Mott, como faremos no decorrer desta dissertacao.

1.10 Escopo do trabalho

Os proximos capitulos estao organizados de maneira tal que:

e No Capitulo 2, partiremos do Hamiltoniano para um elétron confinado em um anel
quantico, estando esse Hamiltoniano escrito na forma completa. Considerando al-
gumas aproximagoes, reduziremos o problema tridimensional a um unidimensional,
chegando assim em uma nova forma para o Hamiltoniano, chamada agora de Hamil-
toniano efetivo. Discutiremos sobre a escolha de um determinado potencial vetor,
demonstrando a invariancia das propriedades fisicas do problema sobre a escolha
do gauge. Obteremos as solucoes tanto numérica quanto analitica para a caso sem

qualquer potencial perturbativo externo, observando as oscilagoes Aharonov-Bohm.

e No Capitulo 3 estudaremos os efeitos de potenciais perturbativos, como o potencial
gerado por uma aplicacao de campo elétrico no plano do anel, juntamente ou nao
com um campo magnético perpendicular, sobre o espectro de energia. Ainda neste
capitulo abordaremos o estudo da presenca de uma ou mais impurezas positivas
localizadas ao longo do anel, verificando seus efeitos sobre o espectro de energia,
quando estas estao arranjadas de maneira simétrica, assimétrica e com uma certa

aleatoriedade definida.

e No Capitulo 4, utilizaremos o método da matriz transferéncia para calcular os efeitos
no espectro de energia de um elétron em um anel quantico ideal, devido a um
potencial de confinamento adicional tipo superrede de pogos quadrados ao longo da
direcao angular. Consideraremos os casos com apenas um poco quantico simples e

também com varios pocgos com profundidades iguais ou aleatoérias.

e No Capitulo 5 introduziremos as coordenadas relativas e do centro de massa para a
solucao do problema de um exciton no anel quantico, sob as aproximacoes ja citadas.

Em seguida, obteremos os espectros de energia para um anel rugoso, simulado por
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um potencial aleatorio ao longo da direcao angular, e compararemos esses resultados
com os autoestados do exciton em um anel sem rugosidade, e também com os do
problema sob a influéncia adicional da presenca de uma impureza com ou sem a

aplicagao de um campo magnético no plano do anel.

e J4 no Capitulo 6, explanaremos as conclusoes gerais acerca dos trabalhos apresen-
tados nesta dissertacao, apresentando também as perspectivas para a realizacao de
futuros trabalhos envolvendo o mesmo sistema composto por um anel quantico sobre

certas aproximacoes.
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Capitulo 2

Anéis quanticos 1deais

Neste capitulo estudaremos um sistema heteroestruturado de baixa dimensionalidade,
o anel quantico, no qual consideramos algumas aproximacoes, com relacao ao potencial
de confinamento ser intenso e a respeito do tamanho da largura e da altura do anel, res-
tringindo assim seu movimento a coordenada €, como veremos na Secao 2.1.1. Ao titulo
desse trabalho e desse capitulo atribuimos o adjetivo “ideal” justamente por causa das
aproximacoes utilizadas nesse problema, transformando-o em um problema unidimensio-
nal. Veremos o porqué da escolha de um determinado potencial vetor, um gauge, para
encontrar o Hamiltoniano efetivo do anel, mas também mostraremos que na verdade qual-
quer outro gauge poderia ser tomado sem alterar as propriedades fisicas resultantes, isto
é, mostraremos a invariancia de gauge. Desta forma, na Secao 2.2 obtemos os autoestados
de energia do anel sem influéncia de nenhuma fonte externa que gere algum potencial
sobre o anel, e na Secao 2.3 abordamos a utilizacao de uma certa transformacao de gauge

para facilitar os calculos quando implementarmos qualquer perturbacao externa.

2.1 Modelo tedrico

Nosso sistema consiste de um anel quantico com um elétron confinado no seu interior,
na regiao a < p < b, cujo potencial tomamos como sendo igual a zero nessa regiao, area
hachurada da Figura 31(a), e igual Vj nas bordas interna e externa do anel, isto é, quando
p=aep=>, e para as regioes p < a e p > b, como mostra a Figura 32. O anel tem uma

certa altura L,.
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vacuo

GaAs L

(@) (b)

Figura 31: Representagdo de um anel quantico (a) bidimensional (plano xy) (b) tridimensional
com altura L, formado por GaAs na regiao do anel.

V(p)

Figura 32: Representagao esquemética do potencial do anel quantico na dire¢ao de p.

O potencial que define o confinamento devido ao anel quantico® é dado por
Vor(p,0,2) =V Y [=2] Y[z = L] Y[p—a] Y[b—p], (2.1)
onde Y[x], representada na Figura 33, é a fungao de Heaviside dada por:

1 se >0

Y[X] = { : (2.2)

0 se <0

Na presenca de um campo magnético arbitrario B = V x A, temos que o Hamiltoniano

para uma particula [68] é dado por

H =

o= AP+ U, (2.3)

onde A ¢ o potencial vetor e U é um potencial qualquer. Como a particula portadora no

10 indice QR no potencial de confinamento é referente & expressio inglesa Quantum Ring.
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Y[X]

0,8

0,6

04+

Figura 33: Representacao esquemética da funcao de Heawviside, também chamada de funcao
degrau. Ela é uma funcao descontinua de valor zero para argumento negativo, e 1 para argumento
positivo.

problema é um elétron, sendo “—e” sua carga, com e > 0, o Hamiltoniano torna-se
1 . .
H= Q—m*[—z’hv + e AP + Vr(F) + Vaes (7), (2.4)

onde o ultimo termo, Vg s(7), representa uma perturbacao devido a diferentes forcas

externas, e o termo Vgg(7), como ja foi dito, denota o confinamento na regido do anel.

2.1.1 Algumas aproximacoes

Na grande maioria de modelos tedricos na Fisica, como em qualquer outra ciéncia,
nos deparamos sempre com a necessidade de algumas aproximagoes para simplificar as
descricoes dos fendmenos. Tais aproximacoes nao tornam o método menos importante,
além de nos permitirem um entendimento melhor da fisica do problema, pois os modelos
simplificados em geral aceitam solucoes analiticas. Dessa maneira, faremos nesse trabalho
algumas aproximacoes importantes que, como veremos, facilitarao as solugoes dos nossos

problemas:

1. O raio médio do anel é muito maior que sua largura radial e altura vertical, portanto:

a+b

==

>> (b—a), L.; (2.5)
2. O confinamento na regidao do anel é muito forte (Vy — 00), isto é, as bordas interna

e externa do anel podem ser descritas como barreiras de potencial infinito;

3. Utilizaremos a aproximacao da massa efetiva, isto é, como se toda a estrutura for-

mada por muitos dtomos fosse considerada apenas como um sistema de um tnico
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elétron, com uma massa diferente (ver Se¢ao 1.4). Para todos os resultados desen-
volvidos ao longo dos Capitulos 2, 3 e 4 e alguns do Capitulo 5, adotaremos a massa
efetiva de elétrons de conducao em GaAs, com valor dado por m* = 0.067m,, onde
m. ¢ a massa do elétron livre. J& para os resultados de exciton no anel dados no
Capitulo 5 utilizaremos o valor m* = 0.07m, para compararmos com os resultados

obtidos na referéncia [51].

Segundo essas consideragoes, temos que ambos os movimentos, radial e na direcao de
z, sao “congelados”, de tal maneira que somos deixados apenas com o problema envolvendo
a variavel angular 6. Devido as aproximacoes, reduzimos o problema tridimensional em
apenas uma estrutura ideal unidimensional, onde o movimento ocorre apenas ao longo da
circunferéncia do anel. Essas aproximacoes definem o sistema que estudaremos como um

anel quantico ideal.

2.1.2 A invariancia na escolha do gauge

Comecaremos nossa discussao considerando o movimento na direcao z. Para isso,
partiremos do Hamiltoniano dado pela Eq. (2.4) e o dividiremos em duas partes, uma

contendo o movimento no plano e a outra relativa a coordenada z. Assim,

[—z’iﬁ + eAT = [(—’”ﬁn + eg“) + <_2hzc’>’% ted z)] |

2

_ {( ZhVH + eAH (—iﬁﬁu + 6/?\\) (ﬁz + €Az£’>

2

)+
+ <P +eA z) < ihV)| + eAll) <132 - 6,422)2}
i)

= [(—ﬂﬁn +ed)) + P2 +2eA.P, + eQAQ] (2.6)

onde os dois termos mistos foram cancelados pelo fato de seus produtos escalares serem
zero, e P, = zhz ~ representa o momento na direcdo z. Temos também que [A., P.] = 0,
para garantir a uniformidade do campo magnético. Substituindo a Eq. (2.6) na Eq. (2.4)

temos que

H =

[—ih?n + 61I||]2 PZ2 eA,P, 2142
+ + +

2m* 2m* m* 2m*

+ Var(7) + Ves (7). (2.7)
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Reescrevendo® Vor(r) = Vor(7)) + Vow(z), obtemos®

H=H+H,, (2.8)
sendo - - )
H, = [—ZhVQHm—l; eA|] I (621353 + Vor(7)) + Vaes (7) (2.9)
€ 2
H. = 2];;* + 61:1;532 + Vow (2). (2.10)

Se fizermos A, = 0 na Eq. (2.10), o Hamiltoniano em z tera como autofungoes as

solucoes usuais para pocos quanticos, dadas por:

b(z) = \/Lzzsm (”22) , (2.11)

com as respectivas autoenergias dadas por:

h2n?n?
n = m, (2.12)
comn = 1,2,3.... Assim, trataremos o problema na coordenada z por Teoria da Pertur-
bagao nao-degenerada [14, 15, 55, 69|, ja que sdao conhecidas as solugoes para parte nao
perturbada do Hamiltoniano

HOI

= 2.1
2 + VQW(Z)7 ( 3)

sendo H, = H0+e‘;‘n+PZ. Consideraremos o termo proporcional a P, como uma perturbacao,

isto é,
eA,

m*

H.(\) = Hy+ AW, onde W =

P.. (2.14)

Considerando correcoes de segunda ordem nas energias, temos pela Teoria da Pertur-

bacao que

. nW ME
B, (0) = B 4 (W) + 3 [ WIEE

i#En
onde a funcao de onda e a energia utilizadas sao as nao perturbadas, dadas pelas Eqs.

+0 (N, (2.15)

(2.11) e (2.12), respectivamente. Calculando o termo de primeira ordem vemos que esse

20 indice QW denota Quantum Well.
3Note que isso s6 pode ser feito porque o potencial externo é infinito.
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termo nao afeta a solucao:

A eA,

eA,ih 2 . [ nmz . [ nmz

_ _m*L_Z<sm(Lz) n(L)>
2ieAh = [nrz . (n7wz

= _m*Lz /0 Sm(LZ)az <51n<LZ ))dz

2nmieAh [t
= _%/0 sin (ngj) cos (ngj)dz. (2.16)

sin(a) cos(b) = %[sin(a +b) + sin(a — b)], (2.17)

Lz . nmwz nmz d 1 [l . 2nmz d
sin Cos z = = sin z
0 L, L, 2 Jo L,
L,
= m[l — cos(2nm)]

— 0, V neZ (2.18)

Como

entao

Substituindo este resultado na Eq. (2.16) temos que:

(n|Wihn) =0, V n€Z. (2.19)

Para correcoes de segunda ordem na energia do estado fundamental, fazendo : = 1 na

Eq. (2.15), temos entdo que

n=2,34... B - EY
A\’ (1| P tbn) (0| P Jt1)
— g0 (& 2| Vn)\Pnl 3) . 9.2
- (5) 3 HERERT oW, e

Calculando os termos do somatoério partimos de
2ih
(1| P,y = — [: <sin (Z—j) sin (ngj)>

2ih /Lz . (mz\ O (. (nwz d

= — sin | — | — [ sin z
Lz 0 Lz 0z Lz
onmwih (Y . (72 nmwz

= — Iz /0 sin (L_z) cos( I >dz. (2.21)

Utilizando a Eq. (2.17), temos
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_ A (2.22)

onde n é par e maior ou igual a 2. Substituindo este resultado na Eq. (2.21) temos

4nih

DL (2.23)

(1| Polpn) =

Calculando agora seu complexo conjugado, (11|P.[,)* = (1| P.|th1), prosseguindo

de maneira analoga, temos

onmih [
(| P|py) = — 7117;2 /0 sin (nlzz) Cos (Z—j)dz, (2.24)

z

oLzsln n[iz Cos Z_j dz = 2 oLZSin HTZWZ det OLZSin n_LiZWZ
fom () (@)oe = g () [ (B
_ %{_ﬁ[cos((ml)w)—l]
— ﬁ[cos((n - 1)) - 1]}

L.[ 2 2
- ﬂ[(n+1)+(n—1)]
& [n—1+n+1]

T (n? —1)
2nlL,
= 7(712 e (2.25)
onde n é par e maior ou igual a 2 obtemos finalmente
- dnih

como ja esperado, pois esse termo é o complexo conjugado da Eq. (2.23). Pela Eq. (2.12),
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temos que:
h2m?
EY — FE) = (n* —1). (2.27)

" 2m*L?

Substituindo as Eqs. (2.23), (2.26) e (2.27) na Eq. (2.20) obtemos

LA (- (w5)

0 _ 0 2.2
n=2,34... En EY n=2,4,6... (2231@ (n2 — 1))
32m* n?

= 3 E 7@2 — 1)3, (2.28)

n=2,4,6.

e entao,

32e2 A2 n?
E/(\) = EY — z — 1+ 0O(N\). 2.29
1( ) 1 m*7T2 n:;G (77/2 _ 1)3 + ( ) ( )

Somando a série, temos em primeira ordem o valor aproximado
2

n - (2k)? o«
2 Gy, 2 @1 o 250

n=2,46... k=1,2,3...

assim

(eA.)?
2m*

E/(\) = E - + 0 (\%). (2.31)

De maneira anédloga, poderiamos ter considerado um confinamento parabdlico para

Vow(2), o que resultaria na mesma energia. Podemos ver neste resultado que o termo
_(eAz)2

5.~ compensa exatamente o termo dependente de A, no Hamiltoniano paralelo, H|,

cancelando-o e retirando completamente a dependéncia na forma do potencial vetor na di-
regdo z. Vemos que, diferentemente da afirmacao feita por J.Planelles et al. [42|, campos
inclinados com relacao ao plano do anel nao interferem fisicamente no problema. Mesmo
em uma abordagem cléssica, o elétron confinado no plano, isto é, em um sistema 2D, nao
pode ser defletido por um campo magnético no plano ja que a forca de Lorentz é sempre
ineficiente neste caso: o sistema nao tem espessura, por apresentar um confinamento in-
finito de um poco quantico em z, isto é, o elétron nao possui uma regiao classicamente
permitida fora do plano do anel para executar qualquer trajetoria, como deveria se espe-
rar, que fizesse um movimento espiral quando acoplado com o campo magnético devido
a forca de Lorentz [59, 60]. Demonstramos matematicamente, utilizando Teoria da Per-
turbagao, que a componente no plano desse possivel campo magnético inclinado, que se
manifestaria como A, # 0, nao aparece na equagao do Hamiltoniano sendo portanto o
potencial vetor dependente somente das coordenadas do plano do anel. Uma maneira de

evitar esse problema na definicao do potencial vetor é escolher A, = 0, mas vemos que nao
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é necessario, uma vez que mostramos que H é independente de A, e que a tnica restricao
sobre o potencial vetor é que V x A = B. Portanto, esse fato assegura a invariancia de

gauge quando nos restringimos a um sistema 2D.

Em nosso problema, como o campo magnético esta na direcao z temos que

— —

B=VxA=B3, (2.32)

e escrevendo o potencial vetor em coordenadas cartesianas

A= Ad+ A+ ALz, (2.33)
obtemos
Vx A= (A, — Ay )i+ (Az — A)i + (Ays — Auy)?, (2.34)
onde utilizamos a notacao
0A;
L= A 2.35
aj ) ( )

Logo, pela Eq. (2.32) vemos que:

A=Ay,
Az,z - Az,x (236)
Ayw— Ay, = B..

Podemos observar, da Eq. (2.36), que existem duas quantidades que podem ainda ser

escolhidas de diferentes maneiras. Em particular temos as seguintes escolhas:

Ayo=—Ay =5 (Gauge simétrico)

(2.37)
Ay.=0 e A, =-DB, (Gauge de Landau)

Escolheremos, por ser mais apropriado ao nosso sistema, o gauge simétrico, como
veremos na proxima subsecao, ja que o Hamiltoniano efetivo a ser resolvido tem apenas

componentes na direcao #, a mesma direcao do gauge escolhido.

2.1.3 O Hamiltoniano efetivo do anel quantico ideal

Em nosso trabalho fizemos a escolha do gauge simétrico, dado por

.1 .
A= A6 = Bpb, (2.38)
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para o campo magnético na direcao do eixo z, B= B.Z, perpendicular ao plano do anel.
Indiferentemente da escolha tomada, qualquer valor poderia ser escolhido para o potencial
vetor desde que satisfaca a condicao citada acima para o problema. Podemos fazer isto,
pois a funcao de onda ¥ pode ser definida pelo produto de uma nova func¢ao ¥’ e uma
fase, tal que as fungoes ¥ e U representam o mesmo estado fisico diferindo apenas de
um fator de fase. Dessa forma, para potenciais vetores distintos a tinica diferenca entre
as funcoes de onda que descrevem o problema se encontrard na fase da funcao de onda,
nao afetando o espectro de energia do sistema. Qualquer teoria que satisfaz o fato do
potencial vetor A nio ser unicamente definido ¢ dita ser invariante de gauge, também
chamada de invariancia de calibre [55]. Isto significa que ao se definir um novo potencial
vetor A’ = ff—l—ﬁ/\, onde A é uma funcao real arbitraria da posicao e do tempo, encontra-se

o mesmo campo. Esta é a transformacao de gauge.

Substituindo essa forma do gauge no Hamiltoniano, Eq. (2.4), e escolhendo coorde-

nadas cilindricas, temos primeiramente que

B (—ihV)2 e | - eA?
H = "+ A+ o+ Vor(p, 0,2) + Vier (p, 0, 2)
B, deh [0 10, 9.1

— —p+-—0+—=—2| =Bpb
2m* m* 8pp+p80 +8zz 27F
2
e
%3%2 + Vor(p,0,2) + Vaer (p, 0, 2)
h? ehB 0 2
V2= S B Von(p, 0, 2) + Vaes (p,0.2),  (2.39)

+

2m* om* 00 = Sm*
e ap6s substituir w, = fﬁ, que é chamada de frequéncia de ciclotron, na Eq. (2.39),
obtemos
h? ihw, 0  m*w?
H=— 2 <+ 'V, 0 Vaier(p, 0, 2). 2.40
Qm*v 2 89_'_ 8 p _'_ QR(p7 7Z>+ df(p7 7’2) ( )

Considerando as aproximacoes feitas na Secao 2.1.1, que tornam o problema unidi-
mensional, com o elétron confinado apenas na diregao 6, teremos que: (i) os operadores
momento em z e p tém valor médio zero, sendo assim eliminados do Hamiltoniano; (ii)
as derivadas parciais em 6 no Hamiltoniano se tornarao derivadas totais; (iii) o anel tera
um raio fixo R e uma posicao fixa z = 0, pois assumimos o caso limite em que a largura
do anel é muito fina, isto é, b — a — 0. Portanto, finalmente obtemos o Hamiltoniano
efetivo, sendo dado por

R d? ihw, d - omfw?
o REd? 2 49 8

H.pp = R? + Vs (R, 0,0). (2.41)
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Reescrevendo o Hamiltoniano (2.41), sabendo-se que A\, = % é o raio de ciclotron,
também chamado de comprimento magnético, obtemos
2
1 d 1(R\’
Heypf=—54¢—1—+= | — Vier(R,0,0). 2.42
11 2m*R2{ Zd0+2(,\c)} + Ve ( ) (2.42)

Trés pontos importantes a respeito do Hamiltoniano, dado pela Eq. (2.42), podem

ser verificados:

2
e O termo % </\ﬁ> esta relacionado com o fluxo magnético
C

1 /R\*> =R:B _ ¢
(1) =5 =i (243)

onde ¢ é o fluxo magnético através da superficie do anel quéantico, e ¢g = h/e é o

fluxo elementar.

e Qualquer potencial perturbativo tem periodicidade angular:

‘/;lef(R,(9+27T,O) = Vdef(R,G,O). (2.44)
e Como reduzimos o problema a uma so variavel, a angular, entao a funcao de onda
também s6 dependera da coordenada 6, isto é, ¥ = W¥(#). A fungao de onda tem

periodicidade angular, dada pela condigao W(0) = W(0 + 2m).

Temos entao que a equacao de Schrodinger para o sistema em questao é dada por

He. 0(0) = EV(9), (2.45)
ou ainda,
hQ ' d ¢ 2
Im* R2? (_Z@ + %) + V;ief(R> 07 0) \IJ(Q) = E\II(Q) (246)

2.2 Solucao de um anel quantico ideal na auséncia de
perturbacao

[remos aqui desprezar qualquer influéncia de forcas externas, de tal maneira que no

Hamiltoniano esteja presente apenas o campo magnético. Logo, fazemos V. ¢(R,0,0) =0
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na Eq. (2.42), tendo portanto, de acordo com a equacao de Schrodinger (2.46)

(el be oo e

Como temos uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem com coeficientes

constantes e homogéneos, tomaremos a solucao da forma:

U(0) = ke’ (2.48)

Assim, substituindo na Eq. (2.47), temos a seguinte equagao para «:

R, ihw, m*w?R?
o + 5 T g +FE=0, (2.49)

sendo as raizes a dessa equacgao dadas por:
hew, 2r’E
— +
2 (m*Rz)

m*R? ( nh? hwc)2

=

im* R?
72

o =

] = in. (2.50)

Dai, isolando E:

o (2.51)

2h? \ m*R? * 2

e substituindo w, e a razdo ¢/¢q dos fluxos magnético e elementar, obtemos que

n:—%i,ﬂmzﬂ. (2.52)

Finalmente, temos que as autoenergias para um anel quantico unidimensional na

auséncia de perturbacao sao dadas por

_ 01

Normalizando a funcdo de onda, ¥(#) = ke temos que

27
/ U (9)w*(0)do = 1, (2.54)
0
e substituindo W: .
k> / emMle=mlgn = 1, (2.55)
0
dai
1
k= — (2.56)
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logo a funcao de onda normalizada é:

(2.57)

Como V¥(#) tem periodicidade angular, entdo deve ser uma funcao ciclica ao longo
da circunferéncia. Logo, substituindo a forma da func¢io de onda dada pela Eq. (2.48)

podemos obter os valores possiveis para n:
V() =V(0+2r) — kel = kem0F2m)  _ pin2m — (2.58)

dai
cos(2nm) +isin(2n7) = 1. (2.59)

e igualando os termos reais e imaginarios, por comparagao, temos que:
cos(2nm) =1 e sin(2nm) =0, (2.60)

obtendo n = 0, +1,42,£3, ..., ou seja, n € um nimero inteiro. Desse modo, como tanto
as autofuncoes e as autoenergias dependem de n, entao s6 podem assumir certos valores
devido a essa periodicidade da funcao de onda. Vemos que n representa o momento
quantico angular. Resumindo, temos que as Eqs. (2.53) e (2.57) s@o respectivamente as
autoenergias e as autofuncoes para o problema do anel quantico ideal sem a presenca de
qualquer potencial perturbativo, com apenas alguns valores permitidos para o nimero

quantico n.

TTTTTTTTT

m

o/,

(%]
L}

E,(¢)/ E,(0)

4

Figura 34: Espectro de energia sob a influéncia do fluxo magnético, verificando o efeito
Aharonov-Bohm.

Vemos que para n fixo a autoenergia é uma funcao quadratica do campo, de modo
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que para cada valor de n teremos uma parabola com a variacao do campo magnético. Na
Figura 34 mostramos esse resultado analitico da dependéncia do espectro de energia com
a variacao do campo magnético, o qual estd expresso adimensionalmente, em termos da

razao do fluxo magnético pelo fluxo elementar.

Esse resultado bem conhecido é chamado de oscilagoes Aharonov-Bohm, que consis-
tem em oscilagoes periddicas do espectro de energia a medida que o campo magnético
aumenta, devido a transicoes de momento angular. Podemos visualizar tal comporta-
mento na Figura 34, em que, por exemplo, o primeiro estado de energia é composto pelas
sucessivas partes das parabolas com valores de energias mais baixos, com cada parte
formada pelos valores entre os dois pontos degenerados, em que cada parabola é respecti-
vamente associada a um valor de n. Dessa maneira, ao variarmos a intensidade do campo
magnético, vemos que o determinado nivel de energia troca de momento angular n em

cada ponto degenerado de cruzamento de duas parabolas sucessivas.

2.3 Perturbacao: Algumas consideracoes

Na presenca de qualquer potencial perturbativo devemos resolver o Hamiltoniano
efetivo dado pela Eq. (2.42) sem desprezar nenhum de seus termos. Diferentes tipos de
perturbacoes podem ser considerados, como por exemplo as abordadas em nosso trabalho:
as influéncias de campo elétrico, a presenca de impurezas e de superredes de pocos de
potenciais ao longo da diregao angular. Vamos discutir aqui aspectos gerais importantes

do problema de autovalor perturbado, Eq. (2.45), sendo o Hamiltoniano dado por
H - 'd+¢ 2+V (R,0,0) (2.61)
eff = 5 27155\ !5 - e Uy Uy .
= omR2 " "do " ¢ def
utilizando uma transformacao de gauge que, como veremos, facilitard a resolucao nos

casos em que o anel recebe influéncia de algum agente externo.

2.3.1 Transformacao de gauge

Vemos claramente, ao expandirmos o termo quadratico da Eq. (2.61), que o Hamil-
toniano tem um termo imaginario proporcional a ¢d/00. Como sabemos, ndo é muito
conveniente trabalhar com termos imaginarios, principalmente em propoésitos numeéricos,

como esté escrito na forma do Hamiltoniano da Eq. (2.42). Tendo em vista esse fato,



2.8 Perturbacao: Algumas consideragoes 84

realizaremos a seguinte transformacao para eliminar esse termo:
i e
w(0) = (0)el %), (2.62)

sendo essa transformacao chamada de transformacao de gauge ou transformacao de Ca-

libre. Aplicando na Eq. (2.45), facilmente chegamos a forma:

_hQ d2
{WW + Vaer (R, 6, 0)} ®(0) = ED(0). (2.63)

Nessa nova abordagem do problema o Hamiltoniano nao apresenta uma dependéncia
explicita do campo magnético. Porém, o mesmo deve ser resolvido com a aplicacao de
novas condicoes de contorno periddicas, obtidas através da aplicacao da transformacao de
gauge nas antigas condigoes de contorno devido a periodicidade da funcao de onda e de

sua derivada, como faremos a seguir:
e Para a condicao de periodicidade da funcao de onda:

Como ja comentado na Secao 2.1.3, a condicao de periodicidade para a funcao de
onda ¥(0) é dado por:
U(f) = V(0 + 2m). (2.64)

Para encontramos essa condi¢ao no caso da fun¢ao de onda ®(#), solucao do Hamil-

toniano (2.63), substituiremos a transformacao dada pela Eq. (2.62) na Eq. (2.64):

T(9) = B(6)el 7’}
WO+ 27) = D0 + 2m)el Tl (2.65)

obtendo assim a nova condicao de periodicidade da funcao, dada por:

[2)

(0 + 27) = @(Q)e{i%‘i’o . (2.66)

E valido ressaltar que essa nova condicao tem que estar em concordancia com, e de
fato obedece, a solucao do Hamiltoniano nao transformado, equacao de autovalor para W,

obtendo o efeito Aharonov-Bohm.

Seja Ty, o operador de translacao de 27, com a propriedade:
{i2¢ri}
T, ®(0) = OO+ 2m) = el 20 SD(0), (2.67)

isto significa que ®(f) é autofungao do operador Ty, com autovalor exp {iQW%}.
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e Para a condicao de continuidade da funcao de onda:

Como sabemos, a derivada primeira da funcao de onda tem que ser continua. Tendo
em vista essa propriedade, obtemos agora a condi¢ao de periodicidade da derivada da

fungao ®(0) devido a transformagao de gauge, no qual temos que:

d
=25V
O0+27

, (2.68)

e utilizando a transformacao, Eq. (2.62), obtemos finalmente a nova condi¢ao de periodi-

cidade da derivada

d
@@(9)

d
= 5 (6)

0427

At (2.69)

Essa condicao veio, como ja comentamos, da continuidade da derivada da funcao de
onda total ¥(6). Aqui assumimos que o potencial perturbativo é continuo e tem derivada

continua.

A titulo de validacdo da transformacao utilizada, adotaremos o problema da auséncia
de perturbagao, de acordo com a Eq. (2.63), fazendo Vi; = 0, e compararemos os
resultados aqui obtidos com os das Eqs. (2.57) e (2.53). Nesse caso, temos que as solucgoes

Sa0:

e Para as autofuncoes:

1 iln+-2
27
e Para as autoenergias:
h? Ak
E,=FE,B)= — 5, 2.71
(B) = e {1 o} .7
as quais sao de fato as mesmas solucoes discutidas anteriormente, pois como ¥ (6) = f}%

e c e~ ~
e U(0) = ®(O)e ¢06, obtemos por substitui¢do realmente a relagao (2.70), e o espectro

de energia é o mesmo, pois descreve o mesmo sistema fisico.

Uma observacao bastante relevante, decorrente das Eqs. (2.62), (2.66) e (2.69), sobre
a vantagem de trabalhar com o problema de autovalor para ®(6), é que o Hamiltoniano
nao mais contém termos imaginarios. Entretanto, temos que lidar agora com condicoes
de contorno periodicas que trazem toda a dependéncia do campo magnético, sendo elas

complexas. Isto se torna claro ao separarmos a funcao de onda na sua parte real e
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imaginaria,

O(0) = Dr(0) + 1D,(0), (2.72)
de tal forma que a equacao diferencial a ser resolvida possuird duas partes, assim como a
condicao de contorno periddica da funcao:

{%% + Vies (R, 6, 0)} P () (6) = EP(r) (6) (2.73)

(0 + 27) = D(0)e 27} (2.74)

Definindo 4 = 27?%, temos que a condicao de periodicidade da funcao de onda torna-

se:
(I)R((g + 27'(')

O, (6 + 2) (275)

_ [COS((5¢) —sin(%)] [@R(G)] .
sin(dy)  cos(dg) | | r(6)

Assim ®r(0) e ®;(6) sao solugoes do mesmo Hamiltoniano com as mesmas energias,

mas obedecem a condicoes de fronteira acopladas e complexas.

O uso da transformacao de gauge permite-nos obter uma propriedade muito impor-
tante do espectro de energia, que inclui ambos os casos, anel ideal com e sem perturbacao,
que diz que: o espectro de energia para um anel qudntico ideal, unidimensional,

€ uma funcao periodica de %

Isto é claramente visivel nas formulas anteriores, que sao todas funcoes periddicas
do parametro d, = 27‘(‘%, que de fato é o autovalor do operador translacao T, e é a
fase da fungao de onda, como visto na Eq. (2.62). Entretanto, o espectro de energia
para um anel quantico ideal apresenta em adicao uma forte e peculiar caracteristica: os
autoestados sao duplamente degenerados para niimeros meio-inteiros do fluxo magnético

pelo fluxo elementar, isto é:
En = E—(n+2p+1) se -— =DPp + = (276)

onde n e p podem assumir os valores 0, +1,+2,+3,.. ..

Essa degenerescéncia é a origem do conhecido efeito Aharonov-Bohm, ver Secao 1.8,
que sao oscilagoes do espectro de energia com funcao do campo magnético, ver Figura 34.
Da relagdo (2.76), vemos que se fixarmos n (o que se refere a um unico estado), teremos
um valor de energia F, que serd o mesmo para o estado —(n + 2p + 1). Temos ainda

que se variarmos p, obteremos todos os estados degenerados ao estado fixado a priori.
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Em particular, os dois primeiros estados degenerados em ¢/¢pg = p + 1/2 diferem por
uma unidade do momento angular. Em geral, para todos os estados degenerados para um
mesmo valor de energia, onde teremos dois estados degenerados por vez, vemos que duas
combinagoes desses estados degenerados estao separadas por uma unidade do momento

angular.

A consequéncia dessa periodicidade com respeito a ¢/¢g é que no6s podemos nos limitar

apenas ao estudo das solugoes no intervalo —1 < ¢/¢g < +1.

2.4 Método numeérico

Em véarios problemas fisicos onde a solucao analitica é invidvel, no sentido de ter
muitas restricoes, é conveniente recorrer a solucoes baseadas em métodos numeéricos. Neste
trabalho utilizamos uma técnica numérica de diferencas finitas para resolver as equacoes

diferenciais que se encontram ao longo desta dissertacao.

Aplicamos aqui uma técnica para encontrar as solugoes da equacgao de Schrodinger
unidimensional de uma particula submetida a um potencial U dentro da aproximacao de
massa efetiva, onde a massa efetiva é tomada como funcao da variavel espacial, isto é,
m(x) = p(xr)me para o caso unidimensional, sendo m, a massa de repouso do elétron.
Estenderemos a técnica para solucionar a equacao de Schrodinger bidimensional no Capi-
tulo 5. Para isso, vamos discretizar a equacao diferencial em um grid no espaco, isto
é, escrevemos a equacao de Schrodinger em passos discretos, h, assumindo as formas da
derivada primeira e derivada segunda discretizadas. Dessa maneira, encontramos o Ha-
miltoniano do sistema em uma forma matricial bastante simples, com formato tridiagonal
para um sistema unidimensional, e pentadiagonal em blocos para o caso bidimensional.
Encontraremos os autovalores e autovetores do problema diagonalizando a matriz do Ha-

miltoniano.

Como veremos, as solugoes obtidas a partir desta técnica sao bastante flexiveis, no
sentido que nos permitem estudar problemas submetidos a diferentes potenciais e com

funcoes arbitrarias que descrevem a massa efetiva.
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2.4.1 Técnica de discretizacao: solucao unidimensional

Seja a equacao de Schrodinger para um potencial de confinamento unidimensional na
aproximacao de massa efetiva dada por

Usaremos os conhecidos valores das constantes de Rydberg, R,, e raio de Bohr, 7o,
para adimensionalizar a equacao de Schrodinger, e assim nao nos preocuparmos com as

unidades na constru¢do de um programa com a utilizagao da técnica [19, 63|:

4
mee
R, = R (2.78)
e
h2
To me? ( )
Dividindo a Eq. (2.78) pela Eq. (2.77) e utilizando a relagao (2.79), temos que
—n*1 d 1 d¥(x) Ul(x) E
— U(r) = —1U
2m. R, dx (u(x) dx ) - R, (=) R, (=)
d 1 d¥(z)
—ra— | — (2)¥(z) = B'V 2.
R (i) + U e = B0, (2580
ao considerarmos as seguintes transformacoes U'(x) = Ulgj) e B = R%. Agora fazendo
= -, temos que
U(z) = V(rox') = ¥'(2))
Ulx) =U'(rox") = U"(2) (2.81)
p(x) = p(rox’) = p'(2'),
e como dz'/dx = 1/rg, logo
d¥(z) dV'(a)) dV'(2')da’ 1 dV'(x)

—_— 2.82
dz dz de' dx ro da’ (2:82)



2.4 Método numérico 89

a1 )
 oroda! \ /() da! x
1 d 1 dv'(a/
rgdx’ \ p'(z')  da
Substituindo as Eqgs. (2.81) e (2.83) na Eq. (2.80), temos que
d 1 dq]/(x/> " / / / IANTU /
—— N\ =Ev . 2.84
dx’ (M/(IE/) dz’ ) + U"(2)W'(2") () (2.84)

Por motivo de conveniéncia tomaremos a notagao menos exaustiva retirando as linhas

(") e trocando 2’ por z, assim

_d (1 d¥(z) () — B
dz (u(z) 4z )+U( )U(2) = EV(2). (2.85)

Até entao, o que fizemos foi apenas escrever a equacao de Schrodinger em uma forma
mais compacta e adimensional. O proximo passo é aplicar a técnica de diferencas finitas
na Eq. (2.85). Faremos isso, escrevendo a fun¢ao de onda como uma fungao discreta com
N passos, tal que, W(z) = Wy, Wy, U3, ..., Uy, sendo h o tamanho do passo, que em nosso
caso adotamos como uniforme, isto é, a distancia entre dois pontos z; e z;11 é constante,

de valor h, independente do ponto tomado no eixo z, como vemos na Figura 35.

<--h--»
[}I ; p t t t — -

Zi—1 Zi Zi+1

Figura 35: Variacao unidimensional ao longo do eixo z com passo h entre dois pontos adjacentes.

A derivada primeira no caso continuo é definida como

af(z) _ o [+ 82) = [(2)
dz  Az-0 Az ’

(2.86)

que pode ser escrita no caso discreto pelas seguintes maneiras, tomando a derivada:

e pela direita:

df(z) _ [zt h) = f(z) _ fen = fi (2.87)

dz h h

e pela esquerda:

G) _ G = SR _ L= fr

dz h h

(2.88)
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e ¢ através da média:

df(z)  flz+h)—flz=h)  firn—fia
dz 2h N o2h

(2.89)

Encontraremos agora o primeiro termo da Eq. (2.85). Para isso aplicaremos primei-

ramente a derivada pela esquerda

dV(z) W(z)—=V(z—h) V-V, ,
dz I T (2.90)

e em seguida aplicaremos a derivada pela direita. Temos que

diz (u(12) d\Ic]iiZ)) - % (u(12) e i(z : h))

d
B l{ 1 U(z+h)—V(z—h+h)
h [ p(z+ h) h
1 U(z) —\If(z—h)]
- p(2) h

= g |ven ()
6 (e ) e G )| e

Substituindo esse resultado na Eq. (2.85):

~0(z+h) (e ) + ¥ (ate + o +UG) — ¥ - b) (58 ) = BYE),
(2.92)
e escrevendo-a em passos discretos de ¥, e U;, temos que a equagao de Schrodinger para

um grid uniforme é dada por

1 1 1 1
o (Mi+1h2> - (Mi+1h2 " pih? " ) ' (Mz'h2> ( )
que pode ser escrita na forma matricial ZW = EV, onde Z é
1 (1 1 1
i () + U] i Lo |
1 1 1
_h2M1 [m <M2+_>+U2:| _h2—M2 O
_ 1 .. -
Z = 0 X ’ ’ 0
: ___1
: : : : h?uN :
1 1 (1
0 0 T T h2uN_a [ﬁ <M_N + KN41

(2.94)

Vemos na Eq. (2.94) que a matriz Z é simétrica, isto é, é uma matriz quadrada

(N x N) com sua transposta sendo igual & sua inversa, Z' = Z=' e Z71Z = 1. Dessa

)
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forma, precisamos considerar apenas duas diagonais relevantes, a diagonal principal e uma
das duas diagonais adjacentes a esta, superior ou inferior. Assim, definindo os seguintes

elementos da diagonal principal e da diagonal adjacente respectivamente como

Di:h_12<L+L>—|—UZ~ com 1=1,2,..., N,

i Hit1 (295)
A,:—%(%) com i=1,2 .. N—1,
i
podemos escrever de forma resumida a equacao matricial ZW = E¥ como

Dy A O e 0 : :
A1 D2 A2 ce 0 \IJZ-71 \I]ifl

An_1 ) Vit
0 0 An_q Dy :

Vemos pela Eq. (2.95) que qualquer termo adicional na diregdo z como, por exemplo,
os potenciais devido a campos elétricos externos, deve ser incluido apenas na diagonal
principal D; da matriz. Como resultado da técnica de diferencas finitas aplicada ao
sistema, encontramos o Hamiltoniano discretizado representado por uma matriz N x N

tridiagonal simétrica, cujas autofuncoes sao matrizes coluna de ordem N

U= v, |. (2.97)

Uy

Agora com a matriz do Hamiltoniano na forma tridiagonal, basta usarmos alguma
subrotina computacional para diagonalizar essa matriz e encontrar os seus autovalores e
autovetores. Exemplos de subrotinas que diagonalizam matrizes tridiagonais simétricas

sao as rotinas DSTEVX da LAPACK e a IMTQL2 da EISPACK |[70].

Ao invés de aplicarmos a discretizacao primeiramente pela esquerda e depois pela
direita, originando as diagonais dadas pela Eq. (2.95), poderiamos ter aplicado primeira-
mente a derivada pela direita e depois pela esquerda. Dessa forma obteriamos as seguintes

relagoes para os elementos das diagonais

_ 1
D=

wi g

Ly L) + U; com 1=1,2,..., N,
) com =12 .., N—1,

(2.98)

1
Hi—1
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mas se agora tomarmos as médias dos resultados das duas ordens da aplicacao da derivada

discreta comecando pela esquerda Eq. (2.95) e pela direita Eq. (2.98), obteremos que

_ 1 1 2 1 .
Di T 2n? </>‘Li71 T i T ,ui+1) _'_Ui com t= 1,2,...,N,
A = — L <L+ 1 ) com i=1,2,..,N—1,

T2R2 \ iy Hit1

(2.99)

Durante todo o trabalho resolvemos as equacoes diferenciais unidimensionais utili-
zando a Eq. (2.99) para as diagonais do Hamiltoniano, assumindo a massa efetiva um

parametro constante ao longo da estrutura, tal que a Eq. (2.99) torna-se:

D;=-2,4U; com i=1,2 .. N,

m*h?

A= ——L com 1=1,2,...,N,

m*h?

(2.100)

onde o n-ésimo termo de A; deve ser agora considerado, pois a funcao de onda do elétron no
anel possui periodicidade angular, ou seja, W(0) = W(0 + 27), que impoe que Wy = V.

Dessa forma, podemos escrever a matriz do Hamiltoniano como

Dy A, 0 ... Ay : :
Ay Dy Ay L. 0 W U, 4
0 Ay . - 0 v, =L v, . (2.101)
An_1 Vi Ui
Ay 0 ... Ay_1 Dy ' :

Pela Eq. (2.101) vemos que a matriz é agora uma matriz tridiagonal com dois elemen-
tos fora das diagonais, principal e adjacentes, diferentes de zero, sendo (1, N) = (N, 1) =
Ap. Portanto, ao implementarmos o método computacional devemos adicionar a condi¢ao

de periodicidade.

Especificamente, para o problema de autovalor do anel quéntico ideal, Eq. (2.45),
com o Hamiltoniano dado pela Eq. (2.41), encontraremos agora os valores dos elementos
das diagonais, principal e secundéarias, operando de maneira analoga ao que fizemos no
inicio da presente se¢ao para a Eq. (2.77). Primeiramente escrevendo a Eq. (2.41) em

coordenadas adimensionais, tal que a equacao de Schrodinger torna-se:

1 d?0(0)  ihw.d¥(0) m'w’—s , — =
— — + SR r;+V(R,0,0)= EV(d 2.102
R do? 2R, db 8R, "o (£,9,0) (6), ( )

onde R = R/ro, V=V/R,e E=E/R,, com R, e ry sendo a energia efetiva de Rydberg
e o raio de Bohr, respectivamente definidos pelas Eqs. (2.78) e (2.79).
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Aplicaremos o esquema de diferencas finitas. Para isso reescreveremos a funcao de
onda e o potencial como V() = ¥, e V(R,0,0) = V;, comi = 1,2,3...N, e substituiremos

as derivadas primeira e segunda por:

d\I/(G) \I/iJrl — \I/i,1 dQ\IJ(H) \I/iJrl — 21’1 + mi,1
0 970 ¢ Tae N ’ (2.103)

onde Af é uma variacao angular muito pequena. Com essa aproximacao, e realizando

algumas manipulagoes, obtemos que a Eq. (2.102) fica:

onde
1 1hw
A=|— — c 2.1
l NG 4RyA9] ’ (2.105)
D [ 2 g 2+V} (2.106)
i | = T i .
RAez 8R, T
e
1 1hw,
B=|— ) 2.107
{ R AG2 " 4RyA9} ( )

Escrevendo a Eq. (2.104) na forma matricial, temos que:

Dy A O B v,y vy
B D, A 0 : :
0O B . . 0 v, |=FE| v, |, (2.108)
. 1 . .
A O B DN \I/N \I/N

sendo essa a equacao a ser resolvida numericamente.

2.4.2 Numérico versus analitico

Durante todo o trabalho calculamos a influéncia de um campo magnético na direc¢ao
perpendicular ao plano do anel sobre seus autoestados ao se considerar ou nao potenciais
pertubativos oriundos de forcas externas. No presente capitulo consideramos apenas as
discussoes analiticas na formacao da base do problema do anel quantico ideal e o caso
simples da solucao na auséncia de qualquer pertubacao, onde encontramos analiticamente,

na Se¢ao 2.2, o efeito Aharonov-Bohm.

Como sabemos, é de grande importancia avaliar a validade do programa desenvolvido
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E(meV)

Figura 36: Espectro de energia de um anel quantico ideal sob influéncia de um campo magnético
perpendicular ao plano do anel, onde se verifica o efeito Aharonov-Bohm, que foi calculado
numericamente.

numericamente, que foi construido utilizando-se a técnica de diferencas finitas comentada
anteriormente na Se¢ao 2.4.1, ja que o utilizaremos na solu¢ao dos problemas ao longo de
toda a dissertacao. Dessa forma, como sabemos a solucao exata analitica para um dos
casos tratados, podemos utiliza-la para comparar com o resultado obtido pelo programa
numérico e entdo verificar sua validade. Ao compararmos os resultados numeérico (Figura
36) e analitico (Figura 34) para o caso sem a influéncia de perturbagoes externas, vemos
que os graficos apresentam o mesmo comportamento, confirmando assim a confiabilidade

do programa desenvolvido.

Pela solucao numeérica, Figura 36, podemos observar as energias oscilando, mas nao
podemos avaliar nada a respeito da causa das oscilacoes. Porém pela Figura 34, podemos
avaliar que ao aumentarmos o valor do campo magnético, os estados nao permanecem com
um valor de momento angular fixo, mas na verdade trocam & medida que aumentamos
o campo magnético B. Vemos também que nos pontos em que ha a troca do momento
angular existe mais de um estado com o mesmo valor de energia, isto ¢, temos assim esta-
dos degenerados. As oscilagoes periddicas do espectro de energia & medida que o campo
magnético aumenta, devido as transicoes do momento angular, sao uma manifestacao do

efeito Aharonov-Bohm, discutido anteriormente.
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Capitulo 3

Efeitos de impurezas e campos elétricos
sobre o espectro de energia de anéis

quanticos

Neste capitulo utilizaremos a equagio de Schrodinger transformada, Eq. (2.63), apos
considerarmos a transformacao de gauge, desenvolvida na Se¢ao 2.3.1, em que ja se consi-
derou no Hamiltoniano efetivo a presenca de campo magnético na direcao perpendicular
ao plano do anel. Inicialmente estudaremos as influéncias de uma perturbacao devido a
presenca de campo elétrico no plano do anel, com ou sem a influéncia do campo magné-
tico, respectivamente nas Secoes 3.1.1 e 3.1.2. Por fim, analisaremos o que acontece com
o espectro de energia se localizarmos uma ou mais impurezas ao longo do anel de maneira

simétrica, assimétrica e com uma certa aleatoriedade, Secao 3.2.

3.1 Efeitos devido a campos elétricos no plano

Agora nosso sistema é perturbado, pois implementamos um campo elétrico no plano
do anel, constante e uniforme, onde consideramos a direcao de aplicacao ao longo do eixo
x, como mostra a Figura 37. Assim, o potencial V. devido a tal forca externa é¢ dado

por

Vier = Velee = eFx = eF' R cos(6) (3.1)

onde usamos a letra F' para designar a amplitude do campo elétrico (ﬁ)
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Figura 37: Representacao da dire¢ao do campo elétrico no plano do anel, ao longo do eixo x.

Vamos abordar dois casos separadamente: o primeiro, o campo magnético externo
é zero (B = 0), discutido na Secdo 3.1.1, e o segundo caso, consideramos um campo

magnético externo diferente de zero (B # 0), discutido na Se¢ao 3.1.2.

3.1.1 Campo magnético igual a zero

Facamos primeiramente uma previsao qualitativa do espectro de energias nesse caso.
Analisando a forma do potencial elétrico, dada pela Eq. (3.1) e que esta representada
na Figura 38, vemos que, devido ao campo elétrico, os elétrons vao tender a localizar-se
proximos da regiao onde # = m, regiao onde o potencial é minimo, ji que eFR > 0 e
cos(§ = m) = —1, levando a Vg s(m) = —eF' R, apresentando um maior confinamento de

elétrons.

Dessa forma, é de se esperar que os niveis mais baixos de energia apresentem estados
que estao localizados proximos do minimo de potencial, regiao # = 7, enquanto na parte
das altas energias, para E/eFFR >> 1, os estados se comportam de maneira parecida
ao caso da auséncia de perturbacao, pois quanto mais distante do ponto § = m menos a
particula percebera a influéncia do campo, de modo que as solucoes devem ser as de um
anel quantico ideal nao perturbado, como podemos observar na representacao esquematica

dada pela Figura 38.

Para obter as solucoes do caso perturbado devido a um campo elétrico no plano
do anel, por enquanto, sem a influéncia de campo magnético, devemos complementar
o problema da equacao de Schrédinger dado pelo Hamiltoniano efetivo Eq. (2.61) com
as mesmas condicoes ciclicas de periodicidade ¥, (6) = U,,(0 4+ 27) para a situagao nao
perturbada, encontrada ao fazermos B = 0 na Eq. (2.66). Em adi¢ao, nos vemos ainda a

partir da forma do potencial que ele é simétrico com relacao ao ponto # = 7, assim teremos
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Figura 38: Gréfico mostrando a forma do potencial elétrico.

que as funcoes de onda também devem ser simétricas ou anti-simétricas com relacao a
esse ponto. Logo elas serao fungoes impares ou pares com respeito ao ponto = 7. Além
disso, a periodicidade do potencial nos pontos § = 0 e 6 = 27 implica também que a
funcao de onda deve ser par ou impar com respeito a esses pontos. Se a solugao é par com
respeito ao centro (¢ = ), tera derivada angular nula nesse ponto e também deve possuir
derivada nula nas fronteiras do potencial, nos pontos # = 0 e § = 27. Ao contrario, se
a solucao é impar com respeito ao centro, entao a funcao de onda sera nula no centro e

também nos pontos de fronteira. Esses resultados estao resumidos a seguir:

U, (0 +27) = W, (6) (3.2)
( v, (0
+U,(r—0) , (par) = d(9( ) =0
0=0,7,27
U, (7 +0) = (3.3)
—V,(r—60) , (impar) = v, (0) =0
\ 0=0,7,27

Essas condicoes podem ser usadas para, separadamente, procurar solugoes pares e
impares, fato que pode ser de grande ajuda numérica. De fato, é esperado que as duas
primeiras solugoes da parte de energia mais baixa do espectro sejam respectivamente uma,

solucao par e uma solucao impar. Essas duas solucoes apresentam o mesmo comporta-
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mento das duas primeiras solu¢oes do potencial harmonico obtido ao expandir a Eq. (3.1)

em série de Taylor em torno do ponto # = m de maior confinamento eletronico,

el'R

Vitee ~ —eF R + (0 — )2, (3.4)

ao consideramos apenas os primeiros termos da expansao. Podemos visualizar mais cla-

ramente o comportamento harmonico do potencial ao fazermos a substituicao da relagao

Q = y/eF/m*R, obtendo

*Q2
‘/elec ~ elec(ﬂ-) + m2 RQ(Q - 7T)27 (35)
e da relagio | = R(0 — 7), obtendo um Hamiltoniano de um problema de oscilador
harmonico dado por
—h2 d2 m*Q2
Hopr~ —— 2, :
eff R 5T + Vegee(m) + { (3.6)

Assim, para anéis quanticos com raios grandes sujeito a campos elétricos com inten-
sidade pequena, a separacao de energia entre os dois primeiros estados confinados pode

ser muito fraca, dada por
A=FE,—FE,=hQ, (3.7)

onde utilizamos a energia do oscilador harmonico unidimensional, F,, = hw (n + %)

Agora, de fato, resolvendo a equagao diferencial do Hamiltoniano efetivo, Eq. (2.63),

substituindo o potencial perturbativo dado pela Eq. (3.1), obtemos:

{%% +eFR cos(e)} U(0) = EU(6). (3.8)

Fazendo a mudanca de variavel

0 = 2z, (3.9)
temos que
d? d (d d (ddz\ dx
o e I el i 3.10
de?  do (d@) dx (dx dG) o’ ( )
ou ainda % = i%. Tomando
Sm* R? Sm* R?
a= TE e 2q = 2 eFR (3.11)

na Eq. (3.8), obtemos a nova equacdo diferencial a ser resolvida:

2
v
le? + [a — 2g cos(2z)] ¥ = 0. (3.12)
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As solugoes sao as fungoes de Mathieu' [72] de 12 e 2% espécie. Assim, a solugao geral
é dada pela combinagao linear dessas funcoes linearmente independentes, sendo uma delas

uma fun¢do par e a outra impar na variavel x |46, 72|:
0 0
\IITL(Q) - Anyl a, q, 5 + BnyQ a, q, 5 . (313)

Determinamos o espectro de energia através da aplicacao das condicoes de contorno

nessa funcao implicita da energia, que sao:

e A funcao de onda deve ser continua e periodica:

U,(0) = U, (27) (3.14)

e A derivada primeira da funcao de onda deve também ser continua:

dv,,
do

_adv,
Tl

(3.15)

6=0 0=2m

Dai, obtemos uma equacgao transcendental e determinamos o espectro de energia a

[9}] [P}

partir do parametro “a”, jA que o parametro “q” é uma constante em nosso problema.

3.1.2 Campo magnético diferente de zero

Ao usarmos a transformagao de gauge, Eq. (2.62), para eliminar a parte imaginaria
devida ao campo magnético no Hamiltoniano efetivo, obtemos a mesma equacao dife-
rencial para a funcdo ®(#), a ser resolvida, encontrada no caso sem campo magnético,
dada pela Eq. (3.8), exceto pela existéncia de condigoes de fronteiras dependentes de B.
Fazendo as mesmas mudancas de variaveis (3.9) e (3.11), obteremos a mesma equa¢ao
diferencial (3.12), com soluc¢ao geral para ®(f) dada pela combinacdo linear das fun¢oes

de Mathieu de 1* e 2% espécie:

0

., (0) = An(B) (a,q, g) + B,(B)ys (a,q, 5) , (3.16)

onde agora os coeficientes das funcoes de Mathieu dependem do campo magnético, e sao
determinados como no outro caso, pelas seguintes condicoes de contorno, dependentes de
B:

' As funcées foram introduzidas pela primeira vez por Emile Léonard Mathieu em 1868 na solucio de
seu primeiro trabalho sobre as vibra¢oes das membranas helicoidais [71].
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e Para a continuidade da funcao de onda,

B,,(0) = @, (2m)el 20 ). (3.17)

e Para a continuidade da derivada primeira da funcao de onda,

d
= 0(0)

0=0

_ion-2
A2} (3.18)

0=2m

- (0)

Da equacao transcendental resultante da aplicacao dessas condigoes, devemos deter-

minar o espectro de energia a partir do parametro “a”.

3.2 Efeitos de impurezas

Seja uma impureza ionizada localizada na posicao Timy = (Rimps Oimps Zimp), OU seja,
a uma distancia R;,, do centro do anel e a uma altura z;,,, como pode ser observado
na Figura 39. As impurezas terao cargas positivas e;,,,, onde consideramos o moédulo da

carga da impureza o mesmo modulo da carga eletronica e.

(b)

Figura 39: Representacao da localizagdo da impureza ionizada (a) vista do topo do anel, e (b)

vista em perspectiva.

Temos que o potencial perturbativo gerado pela impureza positiva serd um potencial

atrativo dado por:
—€Cimp 1

= _ 3.19
4me, € |R ( )

Vimp(0)

—.
— Timp|
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Como R = Rp e Timp = Rippp + ZimpZ, logo

IR —rimp| = \/R2 — 2R.rimy + 12

imp

1
= [R® = 2RRipy cos(0 — Oinp) + R?mp + ZiQmpj| 2

1
= R |:1 o PCOS( P) + RQP + RQP (320)
Fazendo as seguintes substituicoes
Rimp Z; —ee;
=27 p=F oy = ———2 3.21
“ R ’ R ¢ Timp dre o R ( )

onde €, = é ¢ a permissividade relativa, também chamada de constante dielétrica, dada

pela razao da permissividade do material sobre a permissividade do vacuo [59], obtemos

o potencial na forma,

O'.
Vi (0) = P ) 3.22
() V1 —=2ucos(0 — Oip) + u? + 12 (3.22)

J& para o caso de mais de uma impureza localizada ao longo do anel teremos que o

potencial é dado por

N

V;mp(9> = Z Jimp (323)

j=1 \/1 —2ujcos( —0;,,) + uj2 + h?

onde 6;

i TEDresenta a posicao angular ao longo do anel de cada j-ésima impureza. Assim,
P

para impurezas localizadas:
e Igualmente espacadas:

Temos nesse caso que a posicao angular é dada por:

21

Ojimn = 77U = 1), (3.24)

onde N é o numero total de impurezas consideradas.
e Espacadas aleatoriamente:
Observando a Figura 40, onde definimos de que maneira introduzimos a aleatoriedade

na localizagao das impurezas, temos que as impurezas podem variar em torno das suas

posicoes fixas quando sao igualmente espacadas de valor w, que é o peso da aleatoriedade,
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representado pelos arcos de cor azul na figura, que podem assumir os seguintes valores:

27
0<w< —. (3.25)

N
Como podemos ver, o valor méaximo que w pode possuir é do mesmo tamanho do com-
primento da distancia angular entre duas impurezas adjacentes no caso de estarem sime-

tricamente espacadas. Assim, as impurezas agora nao necessariamente estao igualmente

espacadas, porém, em nenhum caso teremos duas impurezas com a mesma localizacao.

Figura 40: Representacao da localizacao das impurezas espacadas de maneira aleatoria. O
parametro w é o peso da aleatoriedade, representado pelo arco em azul na figura.

Dessa forma, definimos a posigao 0;,, para o caso aleatorio como

2T 1

Oy = = 1) (nmnd(j) - 5) , (3.26)

onde nrand(j) é o j-ésimo numero aleatorio gerado pela subrotina rand/8 [70], que assume
os seguintes valores

0 < nrand(j) < 1. (3.27)

Um exemplo da localizacao das impurezas é mostrado na Figura 41, para 5 impurezas,
com dois pesos diferentes, em que o arco azul delimita o intervalo maximo em que a

impureza pode ocupar uma posicao para o peso maximo.

Na Secao 3.1.1 discutimos sobre a localizacao dos estados devido a forma do potencial
perturbativo elétrico. De maneira analoga, veremos a seguir que o potencial atrativo
devido as impurezas gera no espectro de energia estados localizados nas regioes do minimo
de potencial, tal que nesses pontos teremos uma maior concentracao de estados. Caso
considerdssemos uma impureza negativa, nos terfamos um potencial repulsivo. A tnica

diferenca entre os dois casos é que a localizacao do elétron sera ao redor do ponto # = 0
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Figura 41: As localizac¢oes das cinco impurezas com pesos w = 0,7 /N, 27 /N, respectivamente
representadas pelos pontos pretos, vermelhos e azuis. O arco em azul delimita o intervalo maximo
para o posicionamento da impureza ao se considerar o peso méaximo 27 /N.

para um centro atrativo e ao redor do ponto # = m quando o potencial é repulsivo se caso

a impureza estiver em ¢ = 0.

3.3 Resultados e discussoes
e Campo magnético nulo:

Resolvemos numericamente a Eq. (3.8) utilizando o método de diferengas finitas apre-
sentado no Capitulo 2 e analisamos o seu espectro de energia ao variarmos a intensidade
do campo elétrico, assumindo que o campo magnético seja zero. Os resultados obtidos

podem ser observados na Figura 42.

Como podemos ver, quando aumentamos a intensidade do campo elétrico, pares de
niveis de energia sao divididos, isto é, a presenca de campo elétrico levanta a degeneres-
céncia devido a quebra da simetria angular, pois o elétron tenderd a permanecer em uma

certa regiao privilegiada, onde o potencial ¢ minimo, como ja comentamos na Secao 3.1.1.

Analisando o comportamento das funcoes de onda do elétron no anel quantico sob
influéncia apenas de campo elétrico externo podemos ver, através da Figura 43, que para
campos elétricos de baixa intensidade, as fungoes de onda estao distribuidas ao longo
de toda a coordenada angular, e & medida que aumentamos sua magnitude as fun¢oes de

onda tendem a permanecer localizadas em torno da regiao de minimo de potencial elétrico
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Figura 42: Variagdo do espectro de energia com a intensidade do campo elétrico, na auséncia
de campo magnético externo.

gerado pelo campo elétrico F', que apresenta um minimo com profundidade cada vez maior
a medida que aumentamos a intensidade do campo, tornando o potencial cada vez mais
atrativo. Dessa forma, para campos elétricos com mddulos maiores, as amplitudes dos
picos dos modulos quadrados das funcoes de onda sao também maiores do que para

campos elétricos de intensidades baixas.

Para entendermos o comportamento das curvas dos estados excitados na Figura 42,
em especial nas regioes em que hé a quebra da degenerescéncia dos estados excitados, e a
origem dos dois picos de maior amplitude das funcoes de onda para os estados excitados
na Figura 43, podemos associar esses acontecimentos com a presenca de um momento de
dipolo elétrico, mesmo que o problema real aqui tratado com a aproximacao de massa
efetiva e a solugao da equacao de Schrodinger envolva apenas um elétron. Ao considerar
esse fato e de acordo com a anéalise das Figuras 42 e 43, vemos que nas regioes onde ocorrem
as quebras das degenerescéncias dos estados excitados os valores das derivadas trocam de
sinal, isto é, as derivadas que eram positivas passam a ser negativas. Dessa maneira hé
um desalinhamento do momento de dipolo elétrico com o campo elétrico aplicado, o que
explica também os dois picos de maiores amplitudes para os estados excitados afastados

da regiao de minimo de potencial.
e Campo magnético diferente de zero:

Da mesma forma que fizemos para o caso anterior de campo magnético igual a zero,
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Figura 43: Modulo quadrado das funcdes de onda do elétron (U*¥ = |¥|?) como funcdo da
coordenada angular 6, para os cinco primeiros estados, na auséncia de campo magnético externo
e considerando campo elétrico no plano do anel com diferentes intensidades.

analisamos o espectro de energia com a variacao das intensidades do campo magnético e

campo elétrico, como pode ser visto na Figura 44.
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Figura 44: Variacao do espectro de energia com as intensidades do campo magnético e do

campo elétrico em duas perspectivas diferentes para melhor visualizagdo da supressao do efeito
Aharonov-Bohm.

Verificamos o mesmo comportamento, como na Figura 42, das divisoes dos niveis
de energia degenerados. Porém, observamos agora que isto reflete em um aumento das
amplitudes dos anti-crossings do efeito Aharonov-Bohm. Vemos portanto que a presenca
de um campo elétrico no plano do anel destréi a invariancia rotacional do anel quantico
e suprime as oscilacoes Aharonov-Bohm para os niveis mais baixo de energia. Esses
resultados estao de acordo com aqueles encontrados por A. Bruno-Alfonso e A. Latgé,

referéncia [46], para efeitos de campos elétricos em anéis quanticos.

e Impurezas

Estudamos também os efeitos nas autoenergias devido a presenca de impurezas locali-
zadas ao longo do anel, posicionadas de maneira simétrica e assimétrica. Assumimos que
as impurezas estao localizadas na linha do anel, isto é, R, = R = 200A e com altura
Zimp = 10A ao plano do anel. Consideramos também que o anel é formado pela estrutura

GaAs, que tem constante dielétrica e = 12, 9.

Mostramos na Figura 45, para uma, duas e trés impurezas, o espectro de energia com
a variacao do campo magnético. Para o caso de duas impurezas, as posicionamos uma
em # = 0 e aoutra em ¢ = 7. Ja no caso de trés impurezas, as colocamos para o caso
simétrico em 6 = 0, 6 = %’r el = %T, e para o caso assimétricoem ¢ =0, 60 =7 e 0 =,
como mostra a posicao dos picos na Figura 46, que ilustra o perfil do potencial para as

trés impurezas localizadas simétrica e assimetricamente.
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Figura 45: Espectro de energia como func¢ao do campo magnético em um anel quantico na
presenca de (a) uma e duas impurezas positivas (diametralmente opostas), (b) trés impurezas
positivas localizadas simétrica e assimetricamente.
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Figura 46: Potencias para trés impurezas localizadas simetricamente (vermelho) e assimetrica-
mente (preto) ao longo do anel.
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Na figura 45, podemos observar no caso de uma e trés impurezas assimétricas, a ausén-
cia do efeito Aharonov-Bohm em estados de energias mais baixas, enquanto para sistemas
simétricos as oscilagoes sao formadas pelo cruzamento dos estados. Em geral, como a
impureza gera um potencial atrativo com a interacao com o elétron, este tornar-se-a4 mais
preso a regiao de maior confinamento. Dessa forma, quando o sistema apresenta uma
simetria circular o elétron estard menos confinado do que estaria na presenca de qualquer
agente externo, nao apresentando assim uma certa localizagao preferencial. Assim, a fun-
¢ao de onda se espalhard igualmente ao longo do anel. J& no caso em que o sistema esti
organizado assimetricamente, o elétron possuird uma regiao preferencial devido a quebra
de simetria rotacional do anel, tal que os estados mais ligados nao apresentam oscilagoes

intensas.

Analisando ainda o caso em que as impurezas estao localizadas simetricamente, ve-
mos na Figura 47, para trés, quatro e cinco impurezas que para N impurezas teremos a
formagao de sub-bandas com N estados, em que os conjuntos de N estados se cruzam, e
que os grupos sao separados por anti-crossings. Tomando a mesma anéalise agora para o
caso de impurezas localizadas aleatoriamente podemos ver na Figura 48 que para N im-
purezas consideradas teremos novamente N estados formando sub-bandas, s6 que agora
esses niveis nao sao mais degenerados pois 0s crossings tornam-se anti-crossings, devido

a quebra da simetria circular, que torna o efeito Aharonov-Bohm menos intenso.

A causa da acoplamento de N estados, formando sub-bandas, quando adotamos a
interacao de N impurezas, esta relacionada com a simetria de rotacao do anel. Por exem-
plo, no caso de trés impurezas dispostas simetricamente o anel apresenta uma simetria
(s, isto é, o sistema é invariante a uma rotacao de 27/3 ao redor do eixo axial da apli-
cacao do campo magnético. O mesmo acontece para o caso de quatro e cinco impurezas
que possuem simetrias de rotacao Cy e (5, respectivamente. Como veremos no Capitulo
4, o mesmo comportamento da formagao das sub-bandas no espectro de energia com a

variacao do campo magnético é observado para superrede de pocos de potenciais.

Representamos nas Figuras 49 e 50 resultados obtidos através da média de dez rea-
lizacoes calculadas de maneira analoga aos resultados da Figura 48 para dez conjuntos
de nimeros aleatorios distintos, para os pesos da aleatoriedade w = 7/N e w = 27w /N,
respectivamente. Analisando a Figura 49 podemos observar que o resultado médio, re-
presentado pelos circulos possui um comportamento similar em partes ao resultado para
apenas uma realizacao. Temos agora a formagao de apenas uma sub-banda composta pe-

los N primeiros estados mais localizados separada dos sucessivos niveis mais energéticos
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Figura 47: Espectro de energia como func¢ao do campo magnético em um anel quantico na
presenca de trés, quatro e cinco impurezas positivas igualmente espacadas, explicitando (a) a

formagao das sub-bandas compostas por N estados e (b) os N + 1 primeiros estados.

por um anti-crossing com amplitude maior do que os anti-crossings entre os estados da
sub-banda. J& na Figura 50, construida com o peso da aleatoriedade maximo, nao obser-

vamos a formacao de sub-bandas: vemos apenas o surgimento dos anti-crossings entre os
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Figura 48: Espectro de energia como func¢ao do campo magnético em um anel quantico na
presenca de trés, quatro e cinco impurezas localizadas aleatoriamente com um peso fixo, dado
por w = 7/N, explicitando (a) a formacao das sub-bandas compostas por N estados e (b) os
N + 1 primeiros estados.

estados como no caso de aleatoriedades menos intensas. Podemos concluir que o aumento

do parametro peso da aleatoriedade remove totalmente qualquer resquicio de simetria do
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sistema, como pode ser visto quando consideramos w = 2w /N. J& no caso w = /N, o
sistema se comporta de maneira similar ao sistema simétrico para os niveis mais baixos,
perdendo tal caracteristica para os niveis mais energéticos. Em ambos os casos, Figuras
49 e 50, ao considerar o desvio padrdo?, vemos que a caracteristica do surgimento dos
anti-crossings entre os estados devido a assimetria do sistema pode ser suprimida. Isso
leva a um resultado similar ao caso simétrico, apresentando crossings entre os estados.
Faremos a mesma andlise da influéncia da quantidade de realizacoes no espectro de ener-
gia do anel ao se considerar aleatoriedade no potencial, no Capitulo 4, quando estudarmos

superredes formadas por pocgos de potenciais com profundidades aleatorias.

Outro ponto a ser observado é o que acontece quando aumentamos o peso da aleato-
riedade, Eqs. (3.25) e (3.26), das posi¢oes angulares das impurezas no espectro de energia
do anel, mostrado na Figura 51 para trés, quatro e cinco impurezas. Podemos observar
na Figura 51 que, a medida que aumentamos o peso da aleatoriedade, isto é, a possibili-
dade de a impureza se localizar em uma regiao maior ao redor do ponto em que estaria
fixa se as impurezas estivessem igualmente espacadas, aumentamos também a amplitude
dos anti-crossings para um sistema sem simetria circular, onde as impurezas nao estao
igualmente espacadas. Esse resultado mostra que a transicao dos niveis de energia de um

sistema simétrico para um sistema assimétrico ergue o espacamento entre os niveis.

Na Figura 52 mostramos os modulos quadrados das funcoes de onda do elétron para
os dez primeiros estados como funcao da coordenada angular, na presenca de trés, quatro
e cinco impurezas positivas localizadas de maneira simétrica e assimétrica, admitindo
nesse tltimo caso um posicionamento aleatorio regrado pela Eq. (3.26). Vemos que os N
primeiros estados, para as impurezas localizadas simetricamente possuem os méximos dos
picos das fungoes de onda na mesma posicao 6, enquanto que para os sucessivos estados nao
observamos a mesma regra com o nimero de estados N dado com a mesma concavidade
para os picos. Vemos que para os /N primeiros estados teremos /N picos. Temos assim
que para os [N primeiros estados a posicao onde a probabilidade ¢ maxima de encontrar
o elétron tem uma probabilidade minima para o estado seguinte. Para o caso da posicoes
das impurezas aleatorias, podemos observar uma completa assimetria da localizagao da
funcao de onda ao longo da direcao angular, principalmente para os primeiros estados.

Ja para os estados mais delocalizados, vemos que as funcoes de onda tém um pouco do

20 desvio padrdo de uma variavel aleatéria X é definido como:

o= VE(X - BE(X))?) = VE(X?) - (B(X))2, (3.28)

onde E(X) é o valor esperado de X.
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Figura 49: Comportamento médio da influéncia do campo magnético sobre o espectro de energia
de um anel quantico na presenca de trés, quatro e cinco impurezas localizadas aleatoriamente
com um peso fixo, dado por w = w/N, obtido pela média de dez realizagoes distintas incluindo
o desvio padrao, explicitando (a) a separacao da sub-banda com os sucessivos niveis de energia

e (b) os N + 1 primeiros estados.

carater simétrico, devido ao fato desses estados serem menos influenciados pela presenca
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Figura 50: Comportamento médio da influéncia do campo magnético sobre o espectro de energia
de um anel quantico na presenca de trés, quatro e cinco impurezas localizadas aleatoriamente
com um peso fixo, dado por w = 27 /N, obtido pela média de dez realizacoes distintas incluindo
o desvio padrao, explicitando (a) a separagao dos niveis sem formagao de sub-bandas e (b) os
N + 1 primeiros estados.

das impurezas.
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Figura 51: Espectro de energia como fun¢do do campo magnético e do peso da aleatoriedade
na localizacao da impureza em um anel quantico na presenca de trés, quatro e cinco impurezas.



3.3 Resultados e discussoes 115

Y ¥(a.u)
*
Y ¥ (a.u)

Y ¥(a.u)

Y ¥(a.u)

1 N=3
1Tl =2m/N

L) N=4 L) Ll . l.‘ L) Ll N=4

...........

*
¥ Y¥(a. u)

T Y T T T ¥ T . T N=5 T |“- l -Hl .- ( o IN=5
RS S S S, ‘;-‘,,iff‘é i ‘....::‘.:.’::_'.
; ::,‘:Z:_
L 1 1 1 1 L 1 WHHJ-HXWIHH I ‘ i TTTJLH-H-H%
-3 2 1 0 1 2 3 1 2 3

6 0

(a) (0)

Figura 52: Modulo quadrado das funcdes de onda do elétron (U*¥ = |¥|?) como funcio
da coordenada angular 6, para os dez primeiros estados, na presenca de trés, quatro e cinco
impurezas positivas localizadas (a) simétrica e (b) assimetricamente, de maneira aleatoria com
peso da aleatoriedade w = 27 /N, ao longo do anel.
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Capitulo 4

Poco quantico simples e superredes em

anéis quanticos ideais

Neste capitulo utilizamos o método da matriz transferéncia [18| para calcular os efei-
tos no espectro de energia de um elétron em um anel quantico ideal, com as ja citadas
aproximacoes dadas na Secao 2.1.1, devido a um potencial de confinamento adicional tipo
poco quadrado ao longo da direcao angular. Consideraremos os casos com apenas um
poco quantico simples, quadrado finito, e também com varios pocos com profundidades

iguais ou aleatorias.

4.1 Modelo tedrico

A utilizagao da transformagao de gauge (ver Se¢ao 2.3) na implementacao do método
da matriz transferéncia neste caso nada mais é que um artificio analitico, que facilita
bastante nossos calculos devido ao fato de podermos analisar, ap6s a transformacao, uma,
equacao diferencial que nao contém nenhuma parte imaginaria:

—h? d?
{mw + Vier(R, 0, O)} O(0) = EP(0). (4.1)

Além disso, como veremos adiante, a periodicidade angular do anel implicard em uma

condigao de contorno periodica para a Eq. (4.1), que reduzirad bastante o ntimero de

estados obtidos no espectro de energia do anel.

O método da matriz transferéncia consiste em uma discretizagao do potencial em

passos pequenos, que aqui consideraremos constantes de A6, onde o valor do potencial
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em cada intervalo #,, < 0 < 0,,.; também seja constante e igual a

V, =V (M) ou V,— % V(6r) + V (6,)], (4.2)

isto é, igual ao valor do potencial do centro do intervalo ou ao valor médio das extremidades

do intervalo. Dessa forma, teremos uma equacao de Schrodinger pra cada intervalo:

_hQ d2
ou ainda ,
) V, - E
com
hQ
Br= o (45)

Como em cada intervalo o valor do potencial é constante, entao o problema a ser
resolvido em cada intervalo é de fato um problema simples de um potencial constante V,,,

bem conhecido na literatura [15, 18, 19, 55|, que tem solugao do tipo:

0,(0) = A, Clkn (0 —0,)] + By S[rn (0 —0,)], (4.6)

|Vn—E|
’I’L: 9 4.7
=\ (4.7

e as fungoes C [k, (0 — 0,)] e S [k, (0 — 6,,)] sdo dadas por:

com

) cos[rn(0—0,)] se V,<E

Clrn (6 =) = { cosh [k, (0 — 0,)] se V,>FE } (48)
) sinfk, (0-0,)] se V,<E

Sl (6= 6n)] = { sinh [k, (0 — 6,)] se V, > E } ' (49)

Considerando dois intervalos consecutivos e aplicando as condic¢oes de continuidade da

funcdo de onda e da derivada da funcdo de onda na fronteira desses intervalos (6 = 6,,41),

isto é
D, (0) =d,11(0) (4.10)
0=0r11 0=0r11
e
0P, (0) 0P,11(9)
4.11
00 00 ’ ( )
0=0r11 0=0r11
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no6s obtemos a seguinte relacao entre os coeficientes das fungoes de onda dos intervalos:

A, Clnn S A, Ay,

onde 0, = k(0,11 — 0,) e C'[n,] = dCn,]/dn,.

Como vemos, obteremos a cada novo passo Af uma matriz M, (2 x 2) relacionando
os coeficientes da presente funcao de onda, solucao para um potencial V,,, com todas as
outras matrizes anteriores relacionadas aos outros intervalos. Assim, o que teremos na
verdade é o produto de matrizes relacionando os coeficientes do primeiro intervalo tomado

(n) ao ultimo requerido (N+4n+1), com N intervalos:

A N+n
N+n+1 _ H M
By int1 i—n

Dessa forma, se denotarmos 6y = 0 e 0,1 = 27 teremos os coeficientes para a funcao

Ay

5 (4.13)

de onda em # = 27 como fungao dos coeficientes para 6 = 0. Assim:

L)

onde temos usado kyy1 = kg. De fato, ao relacionarmos os coeficientes de 6§ = 27 com

Ao
By

Ao
By

A
N , (4.14)

o lmn mi2

Mo Mo2

Byt

0 = 0 através da matriz que denotaremos por M, , estamos fazendo uma translacao no

sistema, isto é:
N
{HMn} = Mo, (4.15)
n=0

entao a matriz M, é a matriz que representa o operador translacao Th, = exp {Z'Qﬂ'%} =
exp {ids} [15], como mostrado na Eq. (2.67). Assim, teremos para M, 0s mesmos

autovalores de Ty, logo

A A A
T = M |7 = exp {idg} | (4.16)
By By 0
Agora, notemos que o determinante da matriz M,,:
Cnn S,
det(a,) = | 1 ]/ il | (4.17)
w2 Clnn) - 7220l
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¢ dado por:

det(M,) = —"C2[n,] — —2S[n,]C"[na). (4.18)

Rnp+1 Rn+1

Como C'[n,] = dCn,]/dn, = £S[n,], no qual o sinal sera mais ou menos, dependendo
da definicao de C[n,], isto é, caso C[n,] = cos(n,,) entao C'[n,] = —sin(n,) e caso Cn,] =
cosh(n,) entao C'[n,] = sinh(n,), o que esta diretamente ligado ao fato de o potencial V,,

ser menor ou maior que o valor da energia, temos entao duas possibilidades:

e ParaV,, < I

Temos C[n,] = cos(n,) e S[n.] = sin(n,), logo a Eq. (4.18) fica:

det(M,) = —"cos’[n,] - [_ - SiHZ[nn]}
Rnp+1 Rn+1
= " cos?[nu] + " sin’[n)
Rnp+1 Rnp+1
K’n .
= [cos?[1,] + sin’[n,]]
Rn41
K
_ 4.19
Rn+1 ( )
onde utilizamos a relacdo fundamental da trigonometria, sin® x + cos?z = 1.
e ParaV,, > E:
Temos C[n,| = cosh(n,) e S[n,] = sinh(n,), logo a Eq. (4.18) fica:
det(M,) = i cosh?[n,] — &sinhﬂnn]
Rn41 Kn41
_ [cosh2 [1,] — sinh? [170]]
Rn41
K
_ 4.20
Rp41 ( )

onde utilizamos a relacio trigonométrica cosh? z — sinh?z = 1.

Portanto, vemos que independente do nivel de energia o valor do determinante da

matriz M, ¢é igual a
lin

det(M,) =

(4.21)

Kn41

Fazendo uso dessa propriedade, considerando agora a matriz que representa a trans-

lacao e utilizando a Eq. (4.15), temos que:

det(Ms,) = det <ﬂ Mn> , (4.22)
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como det(A.B) = det(A). det(B), entao:

det(Myr) = ][ det(M,)

N
Rp

K
n=0 n+1

Ro R1 K2 KN

R1 R k3 RN+1
Ro

= (4.23)

RN4+1

Da condicao de periodicidade k11 = Ko, temos entao

det(Myy) = 1. (4.24)

Escrevendo a equacao de autovalores para a matriz que representa o operador trans-

lacao Ms,, temos que:
My ® = AP (4.25)

e tomando a equagao secular, sabendo que os autovalores de My, sao dados por exp {id,},

obtemos que
det(MQﬂ- — €i6¢1212) =0 (426)

onde I,5 é a matriz unitaria 2 x 2. Esta equacao nos leva a uma equacao implicita para

as energias como fungao de d, utilizando as Eqs. (4.14) e (4.15):

iy

mip —¢€ mi2 i i
s = (my;—e 6¢)(m22 —e 6¢) — M1 M2
Moy Mgy — €'
= Mgy — Moy — €% (a1 + mag)
= det(Ms,) — %% (M1 + mag) + 206
= 0, (4.27)
e pela Eq. (4.24), temos que:
1 — €™ (myy + may) + €% = 0. (4.28)

Reescrevendo a Eq. (4.28), utilizando a forma exponencial de Euler, obtemos:

1+ cos(204) — cos(dy) (M1 + mag) + i [sin(204) — sin(dg)(mag + maen)] = 0. (4.29)

Nesta expressao, vemos que as partes real e imagindria devem ser zero. Assim, da
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parte imaginaria temos

may + mag = 2 cos(dy), (4.30)
onde utilizamos a relagao trigonométrica sin(2z) = 2 cos(x) sin(z).

A Eq. (4.30) demonstra que o espectro de energia é periodico como fungao da razao
®/¢o, conforme comentado no Capitulo 3, sendo esta a condi¢do de periodicidade que
utilizaremos para encontrar o espectro de energia do anel com pocos e superredes. Vale
ressaltar ainda que o método descrito acima é bem geral e pode ser utilizado para resol-
ver numericamente problemas de anéis com campo magnético sob influéncia de qualquer

perturbagao.

4.2 Pocos quanticos simples

Consideraremos agora a presenca de um poco quantico simples ao longo da direcao
angular em um anel quantico unidimensional com campo magnético, cujo potencial é dado
por

Vo se 0<0 <0y

Vow(0) = { (4.31)

0 se Oy <0<2r

para uma largura angular Ay, considerando a largura da barreira g = 27 — Oy e a

VQH"(G)A

>
0

) W

—Vo

Figura 53: Poco de potencial de largura 0y e profundidade Vj ao longo da direcao angular do
anel.

profundidade —V; com Vj > 0. Tal potencial esta ilustrado na Figura 53.

Utilizando o método da matriz transferéncia descrito na secao anterior, em especial a
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Eq. (4.30), e definindo as constantes abaixo:

E+Vy
kw = 4.32
w ER ) ( a)
—F
=) — 4.32b
KRB ER 9 ( )

| FE
kp =4/ — 4.32
B ER, ( C)

onde kg = ikp, no6s encontraremos que as autoenergias do po¢o quantico no anel sao

solucoes das seguintes equacoes transcendentais:

cos(0pkp) cos(Bwkw) — 3 <,]§—Vi + k—W> sin(0pkp) sin(fw kw) = cos(dy), E>0

B

cosh(0pkp) cos(Owkw) + <“—B — k—“’) sinh(0pkp) sin(fwkw ) = cos(dy), £ <0

kw KB
(4.33)

1
2

4.3 Superredes

4.3.1 Com profundidades iguais

Consideremos agora o caso de superredes ao longo da direcao angular. A estrutura
dos potenciais de pocos quanticos é dada por
Vo se pip < 0 < plp + Oy,

Vsr(0) = { : (4.34)

0 se pp+6w <60<(p+1)0p

sendo p = 0,1,2,...., N — 1, onde N ¢é o niimero de periodos, isto é, o nimero de pocos
que formam a superrede, tal que N = 1 corresponde o caso anterior de apenas um poco

quantico simples e fp é a periodicidade angular da superrede, definida como

As superredes consideradas nesse trabalho serao sempre construidas tais que as largu-
ras angulares dos pocos sejam todas iguais, com o mesmo valor 6y, como definido na Eq.

(4.34). Representamos duas superredes com dois e trés pocos na Figura 54. Mostramos
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na Figura 54(a) o esbogo de duas superredes com N =2 e N = 3 pogos. Como vemos,
construimos as superredes ajustando os pocos de maneira simétrica e equidistante, ja que
assumimos Ay, e fp iguais para cada pocgo ao longo da superrede. Como podemos ver na
Figura 54(b) e pela Eq. (4.34), para uma dada superrede com N pocos teremos 2N ca-
madas, compostas por N pocos e N barreiras, e 2N interfaces posicionadas nos seguintes
valores de 6:

(Gt D) + 6 se 1 for impar
92-:{ 2 VDT W par (4.36)

0p se i for par

(a) o

oQw

: Q\(

( b) T . . . T
—
+—( p—>
Eril 20
-40 -40
H’ H’
1 8 1 8
-0 | -80
—(y—>le—fp—>
100 100
(1] 0.‘! I.IO !I.S 20 (1] 0.‘! I.IO !I.S 20
B(x) 8{x)
N =2 N=3

Figura 54: (a) Esbogo de duas superredes com N = 2 e N = 3 pogos de potenciais quanticos
simples na diregao angular do anel. (b) Potenciais das superredes com N =2 e N = 3 pogos,
para o caso em que Vp = 100ER.

O Hamiltoniano efetivo para a superrede é:

h2 d  6)?
Heff = ot R2 {—Z@ + %} + VSL((Q) (437)

Da periodicidade do potencial da superrede, obtemos
Vs (0 +10p) = Vs(8), (4.38)

onde utilizamos a periodicidade angular dada por 6p e [ como sendo qualquer inteiro.
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Lembrando do operador translacao comentado na Secao 2.3.1 temos que:

Ty, V(0) = V(0 +6p), (4.39)
e de maneira geral

Tio, U(0) = (0 + 10), (4.40)
com [ =0,+1,£2 +3...

Segue também da periodicidade angular que
s Heff] =0, (4.41)

entao podemos construir uma base de autovetores em comum de H.sy e Tjg,, tal que:

T, U = 7(10p) ¥
HypU =BV

Dai temos:

ﬂgDngD\I/ = \If((‘) + ZQD + m@D) = T(l+m)9D\I/,

portanto Tig, Trng, = T(14m)e,- Aplicando no autovetor, obtemos que

ﬂgDngD\I/ = T(ler)gD\I/ — T(ZQD)T(T)’LQD) = T(ZQD —+ m@D)

Reescrevendo x = 10p e y = mfp e aplicando a derivada:

8

T(2)7(y) = 7(
(r(z +y))
(7(z +y))

+y
+ T
T+

)
"()r(y) =T (x +y)
T(x)'(y) = T'(x +y)

U

T

onde k € C a priori. Dai

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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e como 7(x)7(y) = 7(x + y), podemos encontrar A:

A2ethroihy — peiklety) o A2eik(ty) = poiklety) 0 A2 =4 5 A =1. (4.49)

Obtemos portanto, com as Eqs. (4.48) e (4.49), 7(I0p) = e™*7 ¢ assim, das Eqs.
(4.40) e (4.42), temos que
U(0+10p) = ™y (h), (4.50)
o que é bastante coerente pois e?*2? & o operador de rotacio sobre um angulo Af.

Para descobrir o valor de k vamos utilizar a condicao de periodicidade da funcao de
onda
V(0 +2m) = W(0) (4.51)

(0 +10p) = U(0). (4.52)

Fazendo uso da Eq. (4.50), temos que:

U(0+10p) = eMrWu(h) = W(9) — H0p =1, (4.53)

ek — 1, (4.54)

dai obtemos, da mesma forma como no final da Secao 2.2, que k assume valores inteiros.
Aplicando a transformacao de gauge dada na Segao 2.3.1 pela Eq. (2.62) na equacao de

autovalor para o Hamiltoninano efetivo com o potencial da superrede chegamos a forma

{ oz + V() 2(60) = B2(0) (4.55)

Usando a condicao de periodicidade da funcao de onda para superredes, dada pela

Eq. (4.50), e substituindo a transformacgao de gauge dada pela Eq. (2.62), obtemos que

U0+ 0p) = ()l 40" elikon) (4.56)

WO+ 0p) = D6+ Op)el 55000} (4.57)

Comparando estas duas equagoes observamos que a nova condicao de periodicidade
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da funcao passa a ser dada por

B(0 + 0p) = d(B)el1(H+35)00 ) (4.58)

Utilizando o método da matriz transferéncia, a condi¢ao de continuidade Eq. (4.30)
e as Eqgs. (4.32a), (4.32b) e (4.32c), podemos mostrar que as autoenergias da superrede

no anel sao solucoes das seguintes equacoes transcendentais:

cos(0pkp) cos(Owkw) — 3 (;:—Vi + ’Z—Z) sin(0pkp) sin(fwkw) = cos [(k: + %) OD] , E>0
cosh(fprp) cos(Owkw) + 3 (S—; — i—g) sinh(6prp) sin(Ow k) = cos [(k: + %) QD} , E<O0
(4.59)

4.3.2 Com profundidades aleatdrias

A grande motivacao para analisarmos o caso aqui tratado de uma superrede com pocos
de profundidades aleatérias é compard-lo com a estrutura de um anel com a superficie
rugosa [31], verificando as possiveis similaridades nessas construgoes. Tal comparagao sera

realizada na Secao 5.3, quando abordarmos o problema da rugosidade no anel quantico.

Na construcao da superrede com pocos com profundidades aleatérias utilizamos a
subrotina rand48 [70] como geradora dos niimeros aleatorios, onde precisamos entrar com
trés valores inteiros que sao as sementes da subrotina. Usando as mesmas sementes em
execucoes diferentes obteremos a mesma sequéncia de nimeros aleatérios. A escolha das
sementes de entrada é arbitraria. Na Figura 55 mostraremos os cem primeiros nimeros

aleatorios da sequéncia gerada com o uso das seguintes sementes

seed(1) = =37 seed(2) =0 seed(3) = 23. (4.60)

Fazendo uso dessa sequéncia de ntmeros aleatorios, construimos o potencial da su-

perrede por

—Vh . nrand(p) se plp < 0 < php + Ow

(4.61)
0 se pp+6yw <0< (p+1)0p

Vsr(0) = {

sendo p=0,1,2,...,N — 1, e nrand(p) o p-ésimo nimero aleatorio.

[lustramos na Figura 56 o potencial de uma superrede com profundidades aleatorias
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Figura 55: Os cem primeiros niimeros aleatorios gerados com as sementes inteiras -37, 0 e 23.

formada com dez pocos, tendo os pocos uma largura angular fixa de valor 0y, = 0 = 0p /2
e com #p = 27/N.

220

2 40t
=
—_—
o 0
-80 |- L
-100 i L i il i L i
0.0 0.5 1.0 1.5 2,0

0(m)

Figura 56: Superrede de pocos de potencial com profundidades aleatdrias, formada assumindo
HW:(QB 29[)/2 e 9[) 227T/N.

4.4 Resultados e discussoes

Utilizamos as equagoes transcendentais para o pogos e superredes, Eqs. (4.33) e (4.59),
para encontrarmos as autoenergias tanto para o poco simples como para superredes no
anel quantico com profundidades iguais. Para as superredes com profundidades aleato-

rias faremos uso de uma solucao inteiramente numérica. Estas energias correspondem
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aos zeros das equacoes transcendentais. No caso do poco quantico simples, na auséncia
de campo magnético, mostraremos a relacao das autoenergias com a profundidade do
poco analisando o nimero de estados ligados e também a variacao das energias com a
largura angular do poco para uma profundidade fixa do potencial. No caso da superrede,
encontramos o espectro de energia na auséncia de campo magnético e analisamos o com-
portamento das minibandas formadas pelos estados ligados com relacao ao confinamento
do potencial. Considerando a influéncia do campo magnético analisaremos os seus efeitos

sobre o espectro de energia do poco e da superrede no anel.

4.4.1 Pocgos quanticos simples

Mostraremos aqui o comportamento do espectro de energia na auséncia ou nao de

campo magnético:
e Na auséncia de campo magnético:

Tomando as larguras do poco e da barreira constantes de valores fy, = g = 7 temos

uma relacao das autoenergias com a profundidade do poc¢o mostrada na Figura 57.

E/Eg

Figura 57: Variagdo das autoenergias como fungao da profundidade do poco de potencial
quadrado simples.

Analisando a Figura 57 podemos perceber que quando o potencial for nulo, Vy/Er = 0,

recuperamos a solucao para o anel quantico 1D, representada pelos circulos azuis, onde
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os valores das autoenergias sao
hn?
2m* R?

comn =0,1,2 3..., como na Eq. (2.53) ao fazermos B = 0, isto é, ao fazermos ¢/¢py = 0.

(4.62)

Tal afirmagao também pode ser verificada ao compararmos os circulos na Figura 57 com os
valores de campo nulo na Figura 34. Vemos na Figura 57 que a energia minima de E/FEg
nao pode ser de fato menor que o minimo do potencial —Vj, isto é, deve ser estabelecida
a seguinte inequacao:

Isto implica que se tragarmos a reta Vy = —F na Figura 57 nao podemos ter nenhum

estado abaixo da reta.

Podemos perceber também que para pocos fracamente atrativos, isto é, quando Vj —
0, existe apenas um estado ligado, o que se deve ao fato da natureza unidimensional do
problema, como pode ser visto na referéncia [73]. Quando a profundidade do potencial
aumenta, cresce também o ntmero de estados ligados, e o niimero de estados ligados é

dado pelo namero de solugoes da equagao Eq. (4.33) quando fazemos E = 0

1 [k k
cos(Opkp) cos(Owky) — = [ =+~ ) sin(0pkp) sin(Oy k) = cos(0y), (4.64)
2 \kw kg
tendo assim:
FE _
by = 20 B Yo (4.65)
Eg R
e
E _
kg =4/— 2% kp=o. (4.66)
Eg
Pelo limite fundamental, .
lim S _ (4.67)
x—0 x
obtemos ( ) ( )
. sin QB]{IB . . 03 sin QBI{?B .
Dai, substituindo os resultados das Eqs. (4.65), (4.66) e (4.68), na Eq. (4.64), encon-
tramos

Vo L/ Vo, . | Vo
cos <9W E—R> -3 E—ROBsm <(9W E—R> = cos(dy), (4.69)

e fazendo u = Oy EL;, obtemos uma equacao cujo o numero de solugoes é o nimero de

estados ligados, e que os valores das profundidades do potencial (V' < V4) para que um
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estado torne-se ligado satisfazem a equagao dada por

cos(u) — 2‘9‘9—';/u sin(u) = cos(dyp), (4.70)

isto é, o nimero de raizes da Eq. (4.70) para valores das profundidades do potencial com

V < V4 é o nimero de autoestados para um valor de F fixo.

Na auséncia de campo magnético, isto é, quando B = 0 — d, = 0 — cos(dy) = 1,

temos que as solugoes para a Eq. (4.70) sao u,, = 2nm, com n =0, +£1,+2, +3....

Com relacao aos estados excitados, podemos ver que a presenca do poco quantico no
anel quantico 1D faz surgir degenerescéncias angulares adicionais além das ja existentes
provindas das solugoes do anel quantico 1D sem interacao, de forma que estes pontos de
degenerescéncia ocorrem exatamente com as mesmas energias que os estados do anel sem
interacao. Em outras palavras, a degenerescéncia dos estados excitados é quebrada quando
aumentamos V[, mas eventualmente esta degenerescéncia volta para valores especificos de

Vb, com a mesma energia.

E/Eg

Figura 58: Variacao das energias com a largura angular do poco sem campo magnético com
uma profundidade do potencial fixa e de valor Vy = 10ER.

Na Figura 58 mostramos a variagao das energias com respeito a largura angular do
poco quantico simples para uma profundidade do potencial fixa Vo = 10Er e sem a
influéncia de campo magnético. Como esperado, as solucoes para ambas as larguras
angulares fyy = 0 e fy = 27 sao as mesmas que para um anel quantico unidimensional

ideal, isto é, aquelas dadas pela Eq. (4.62), sendo que para o segundo caso, em que
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Ow = 27, as solucoes sao deslocadas de —V/, do valor do caso para #y = 0, como mostrado
pelos circulos vermelhos na Figura 58. Isso ja era esperado, pois ao fazermos 6y = 0
teremos um potencial nulo, isto é, V() = 0 para qualquer valor de 0, e para Oy = 27
teremos um potencial também constante, mas agora de valor V(0) = —V para qualquer
valor de 6. Assim, em ambos os casos nao teremos mais a presenca de um poco quantico.
Analogamente ao que ja tinhamos concluido na Figura 57, na Figura 58 vemos que os

estados excitados apresentam uma degenerescéncia angular para valores especificos de 6y .
e Na presenca de campo magnético:

Consideraremos agora o efeito do campo magnético no espectro de energia do poco

na estrutura do anel como representado na Figura 59.

-
-
—
B B e e e T o
S5k -
10 & " i | s . | “g | E—
0,0 01 0,2 03 04 0,5

¢/ ¢

Figura 59: Influéncia do campo magnético sobre o espectro de energia do pogo no anel.

Como a equagao implicita Eq. (4.33) para as energias tem como tnico termo envol-
vendo o campo magnético a parte cos(ds), para a construcao da Figura 59 podemos nos

limitar apenas a andlise do intervalo 0 < ¢/¢y < 1/2, ja que
—1 < cos(dy) < 1, (4.71)

e, como d, = 2#(75%,

O§27Ti

IN
A

(4.72)

portanto

IN
l\D.I —

(4.73)

Sle
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Analisando o comportamento da variacao das energias com o fluxo magnético nesse
intervalo, podemos ver que os estados ligados sao apenas ligeiramente afetados pelo campo
magnético, permanecendo todos os estados ligados praticamente constantes com a varia-
¢ao do fluxo magnético, enquanto os estados deslocalizados apresentam um comporta-
mento oscilatorio que lembra o efeito Aharonov-Bohm de um anel quantico ideal, exceto
pelo fato de o cruzamento no meio-fluxo ser substituido pelo anti-cruzamento, cuja ampli-
tude diminui com o aumento da energia. Isso ja era esperado, pelo fato de que para ener-
gias muito maiores que o valor da profundidade do potencial do pogo quantico (F >> Vj),
os estados sao fracamente afetados pelo poco, fazendo com que o efeito oscilatorio apareca,
enquanto as energias na ordem da profundidade do poco sao mais localizadas, devido a

um forte aprisionamento, mantendo os estados sem qualquer oscilacao.

4.4.2 Superredes

Nesta secao, consideramos dois casos na formacao da superrede do anel, sendo eles com
pocos de profundidades iguais e previamente definidos e no outro caso, com profundidades

aleatorias.

4.4.2.1 Com profundidades iguais

Mostramos aqui o comportamento do espectro de energia na auséncia ou nao de campo

magnético para uma superrede formada com pocos de profundidades iguais:

e Na auséncia de campo magnético:

Na Figura 60, analisamos o espectro de energia sem campo magnético para as estrutu-
ras com N =6 e N = 9 periodos. Apenas valores inteiros de k correspondem aos estados
reais para superrede, devido a condicdo de contorno das Egs. (4.53) e (4.54). Porém, na
Figura 60 mostramos todas as curvas das bandas de energia, de onde apenas os resultados
para k inteiro sao estados validos. Podemos também verificar a partir da Figura 60 a
correspondéncia

E(k) = E(N — k) (4.74)

com NN sendo o nimero de periodos. Portanto, podemos reduzir sem perda de generalidade
o intervalo de k quando N for par para o intervalo [—N/2, N/2], como mostrado na Figura

61(a), que ilustra o espectro de energia no esquema de zona reduzida para N = 10 pogos.
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Figura 60: Relagao de dispersao para (a) seis e (b) nove pogos sem campo magnético com
HWZHBZW/NGVQZ?)5ER.
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Figura 61: (a) Relagao de dispersao para dez pogos sem campo magnético no esquema de zona
reduzida com Oy = w/N e Vy = 35EpR; (b) Banda ligada da relagdo de dispersdo mostrada
separadamente com os circulos vermelhos representando apenas os valores inteiros de k.

Na Figura 61(b) mostramos separadamente a dispersao da banda ligada. Como toma-
mos N = 10, temos que a banda ligada possui % + 1 = 6 estados ligados sendo % estados
duplamente degenerados, como mostrado nos circulos vermelhos. Vemos com mais de-
talhes esse fato na Figura 62, em que na verdade o nimero de estados ligados dependeré
da profundidade dos pocos de potencial e que o valor % +1 é o nimero maximo de estados

ligados para uma superrede com N pocos.

Ainda na auséncia de campo magnético, verificamos os estados ligados da superrede

com relacao a variagao das profundidades dos pocos de potenciais, e o que obtemos estéi
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Figura 62: Comportamento dos estados ligados com rela¢ao ao confinamento do potencial para
(a) oito, (b) dez e (c) dezesseis pocos com 6y = m/10. A curva central com cor vermelha
representa a solugao para um poco quantico simples com a mesma largura angular Oy = 7/10.
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mostrado nas Figuras 62 (a), (b) e (¢) para N = 8, N = 10 e N = 16 pogos respecti-
vamente. Na Figura 62 podemos facilmente ver que a largura da “minibanda” formada
pelos estados ligados varia muito rapidamente com o potencial de confinamento. Para os
trés resultados mostrados, utilizamos pogos com larguras angulares fixas, isto é, com 6p
iguais, e variamos o nimero de pocos, o que consequentemente implica na variacao da

largura angular da barreira, de acordo com a Eq. (4.35).

Observamos também que a largura da minibanda aumenta quando a largura da bar-
reira diminui, isto é, quando aumenta o niimero de pocos na superrede para uma largura
fixa do pogo. O que estd acontecendo é que, ao mantermos fixa a largura angular dos po-
¢os e ao aumentarmos o nimero de pocos, estamos aproximando-os cada vez mais. Dessa
forma os estados tendem a ficar mais separados, como ja esperado, pois o mesmo acontece
no caso em que aproximamos dois ou mais atomos, ou mesmo na solucao da equacao de
Schrodinger unidimensional em que aproximamos pocos de potenciais, como descrito no
modelo unidimensional de Kronig-Penney para funcao potencial peridédica, usado para
representar redes cristalina simples unidimensionais |74, 75, 76, 77|, como discutido na
Secao 1.2.6. Mostramos também na curva central com a cor vermelha na Figura 62 a
solugdo para um pogo quantico simples com a mesma largura 6y, = 7/10. Como podemos
ver, os estados da superrede sao localizados ao redor da solucao para o poco simples. Esse
resultado é analogo a quebra da degenerescéncia pelo acoplamento devido ao tunelamento
entre os pocos vizinhos da superrede no modelo de Kronig-Penney, onde ao aproximarmos
pocos iguais, cada estado, igual para todos os pocos, sera agora relocalizado em torno da
solucao para s6 um poco, formando os N estados uma banda de energia na superrede no

que era antes apenas uma energia para um poco simples.

Na Figura 63 mostramos ambos os estados ligados ou nao para a superrede como fun-
¢ao do potencial de confinamento, sendo agora, diferentemente do apresentado na Figura
62, a origem da energia, isto é, a linha de referéncia da energia, tomada no fundo dos
pocos na construcao do potencial. Portanto, no potencial, as regioes que apresentavam
valor —Vj passaram a receber zero e as regioes com o valor zero passaram para V. Fi-
zemos tal alteracao no sistema de referéncia pois apresentamos tais resultados na escala
logaritmica para visualizar melhor o comportamento das energias dos estados ligados ten-
dendo ao valor do resultado para poco quantico simples quando Vi — oo, representado
pela linha so6lida com cor azul. O mesmo comportamento é observado na Figura 62. No
limite oposto, de um potencial muito fraco, recuperamos assintoticamente a solucao de

um anel quantico ideal, E/Er = N? como visto na reta verde pontilhada.
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Figura 63: Comportamento dos estados de energia com relagdo & profundidade do potencial
para dezesseis pogos, sendo o ponto de referéncia para as energias tomado no fundo dos pogos.
A curva central em cor azul representa a solucdo para um poc¢o quantico simples com a mesma
largura angular 6y = 7/10. A linha pontilhada em cor verde representa a solucdo para o anel
quantico ideal E/Er = n?. A seta em cor azul mostra a diminuicio da largura da minibanda,
quando Vp — oo para os N/2 + 1 estados.

e Na presenca de campo magnético:

Consideramos agora os efeitos do campo magnético perpendicular ao plano do anel
no espectro de energia da superrede no anel quantico. A Figura 64 ilustra a evolu¢ao com

o fluxo magnético dos niveis de energia para uma superrede formada com N = 3,4 e 5

DPOCOS.

Analisando da mesma forma como fizemos na Eq. (4.74), vemos aqui também que é
valida a expressao

E(k,¢) = E(N — k,—¢). (4.75)

Comparando os resultados da influéncia do campo magnético no espectro de energia
para pocos, Figura 59, e superredes, Figura 64, podemos ver que os estados ligados para

uma superrede sao mais sensiveis as variacoes do fluxo magnético do que as de pocos
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Figura 64: Influéncia do campo magnético sobre o espectro de energia de uma superrede
formada com (a) trés, (b) quatro e (c) cinco pogos com Oy = /N e Vy = 35ER.

simples, isto por causa da delocalizagao circunferencial dos autoestados da superrede

induzida pelo acoplamento entre os pocos, isto é, os estados ligados sentem a influéncia
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do campo magnético mais significativamente no caso da presenca da superrede, devido a

funcao de onda nao estar tao localizada como no caso na presenca de um poco simples.

A relacao geral da Eq. (4.75) para as energias da superrede na presenga de campo
magnético pode também ser escrita como:

E(k,qs):E(kJr%):E(— —%)zE(N—k—%). (4.76)

Como consequéncia da Eq. (4.76), o espectro de energia na presenga de um campo
magnético pode ser diretamente obtido de um campo nulo. No limite de um grande
nimero de periodos, isto é, 1 << N — 00, o conjunto de niveis para sequéncia discreta dos
valores de k tende a uma dispersao quasi-continua. Quando aumentamos N, a diferenca
entre dois estados de energia consecutivos (Ak = +1) torna-se muito menor que a largura

da minibanda.

Podemos observar também na Figura 64 que teremos sub-bandas formadas com N
estados, separadas por gaps, sendo cada sub-banda composta pelos k’'s com os valores
k = [0, N — 1]. Tal fato & andlogo ao surgimento da degenerescéncia pelo acoplamento
devido ao tunelamento entre os pocos vizinhos da superrede no modelo tight-binding [15],

assim como aos resultados obtidos para N impurezas no capitulo anterior.

4.4.2.2 Com profundidades aleatoérias

Mostramos aqui o comportamento do espectro de energia na auséncia ou nao de campo

magnético para uma superrede formada com pocos de profundidades aleatorias:
e Na auséncia de campo magnético:

Na Figura 65 analisamos o comportamento dos estados ligados com relagao ao poten-
cial de confinamento para superredes formadas com oito, dez e dezesseis pocos com (a)

profundidades iguais e (b) profundidades aleatorias.

Podemos ver que a introducao da aleatoriedade no sistema quebra a simetria circular
do problema, rompendo assim a degenerescéncia angular, uma vez que os pocos que for-
mam a superrede nao estao mais igualmente espacados, fazendo que os estados que antes
estavam degenerados para k = [£1,+2, ..., £N — 1], no caso dos pogos com profundidades
iguais como na Figura 65(a), tornem-se nao degenerados, como pode ser visto na Figura
65(b), isto é, com o aumento da profundidade para uma superrede aleatoria nao temos

mais estados degenerados.
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Figura 65: Variacao dos estados ligados da superrede com o aumento das profundidades dos
pocos de potenciais para oito, dez e dezesseis pogos, (a) com profundidades iguais e (b) com
profundidades aleatorias, sem campo magnético com Oy = 7/10.

70
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Figura 66: Comportamento da média e do desvio padrao para dez realizacoes feitas das variacao
dos niveis de energia da superrede com o aumento das profundidades dos pogos de potenciais
para (a) oito e (b) dez pogos com profundidades aleatérias na auséncia de campo magnético
tomando 6y = 7/10.

Um resultado mais coerente quando utilizamos ntimeros aleatorios é dado ao conside-
ramos a média de resultados obtidos ao serem analisadas varias realizagoes. Dessa forma,
apresentamos na Figura 66 um resultado a partir da média de dez realizacoes, obtidas ao
se introduzir dez conjuntos de trés sementes na fun¢ao rand/8 [70|, como discutido na
Secao 4.3.2.

Podemos observar da Figura 66 que o resultado médio, apresentado pelos simbolos
com formato de circulos, possui o0 mesmo comportamento ao caso obtido devido a uma

realizacao, Figura 65(b). Porém, ao considerarmos o desvio padrao, vemos que os estados
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podem se aproximar uns dos outros, tal que o efeito da quebra de degenerescéncia torna-se
nesse caso nao muito visivel, pois a margem do desvio médio é cada vez maior a medida

que a profundidade do potencial aumenta.

e Na presenca de campo magnético:

Considerando agora os efeitos do campo magnético no espectro de energia da superrede
no anel quantico, ilustramos na Figura 68 tais influéncias nas superredes formadas com
trés, quatro e cinco pogos com (a) profundidades iguais e (b) profundidades aleatorias,

esbocgadas na Figura 67.

Observamos aqui de maneira aniloga ao caso de N impurezas que para N pocos
teremos N estados acoplados formando uma sub-banda, e que para pocos de potenciais
com profundidades aleatorias os crossings tornam-se anti-crossings, devido a quebra da
simetria circular no anel, isto é, o anel quantico nao é mais invariante rotacional com
relacao ao eixo z. Como ja comentamos antes, teremos esses /N estados juntos formando
uma sub-banda devido ao tunelamento entre os estados dos pocos vizinhos da superrede,
sendo cada sub-banda separada por um gap, onde os seguintes possuem energias com

valores maiores referentes aos estados subsequentes dos pocos.

Na Figura 69 representamos as variagoes dos niveis de energia com relagao ao campo
magnético de uma superrede formada com pocos de potencial com profundidades aleato-
rias para trés, quatro e cinco pocos. O resultado foi obtido, da mesma maneira como na
Figura 66, através da compilacao de dez realizacoes de graficos E x B devido a intro-
ducao de dez conjuntos de niimeros aleatoérios. Vemos que o resultado médio, mostrado
pelos simbolos com formato de circulos, possui as mesmas caracteristicas dos resultados
obtidos pela Figura 68: (i) formagao das sub-bandas e (ii) a quebra da degenerescéncia
entre os estados que formam uma sub-banda, exceto que agora o desvio padrao suprime
a caracteristica dos anti-crossings, apresentando um comportamento tendencioso ao caso
do sistema sem aleatoriedade. Podemos também observar para os estados excitados acima
da sub-banda composta pelos N primeiros estados, que esses estados de energia sao re-
sultados mais robusto, no sentido de que o desvio padrao é menor em comparacao aos N
primeiros estados, e que ele se torna cada vez menor & medida que o nimero N de pocos

formadores da superrede aumenta.
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Figura 68: Influéncia do campo magnético sobre o espectro de energia para superredes formadas
com pocos de potenciais para trés, quatro e cinco pogos, (a) com profundidades iguais e (b) com
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Capitulo 5

Excitons em anéis quanticos ideais

Neste capitulo utilizaremos o Hamiltoniano efetivo dado no final da Secao 2.1.3 e
introduziremos as coordenadas relativas e do centro de massa para a solucao do problema
de um exciton em um anel quantico sob as aproximagoes ja citadas. Discutiremos as
condicoes de contorno para o problema dado por essas novas duas coordenadas. Em
seguida, compararemos os espectros de energia nos dois sistemas de coordenadas, (6., 6)
e (0,0), no caso hipotético da auséncia de interagdo Coulombiana, para encontrar as
relacoes entre os niimeros quanticos nos dois sistemas, ja que os resultados devem ser os
mesmos. Depois, obteremos numericamente os espectros de energia para um anel rugoso,
simulado por um potencial de uma superrede aleatoria ao longo da direcao angular, e
compararemos esses resultados com os autoestados do exciton em um anel ideal, bem

como aqueles do problema sob a influéncia adicional da presenca de uma impureza.

5.1 Modelo teodrico

Consideremos agora o problema de um par elétron-buraco no anel quantico unidi-
mensional, em que o potencial de interagao escolhido entre o elétron e o buraco é um
potencial atrativo fraco, sendo o exciton descrito na abordagem de exciton de Wannier-
Mott [66, 67|, cujas propriedades excitonicas podem ser calculadas usando a aproximagao
da massa efetiva. Consideramos aqui que o elétron e o buraco estao localizados no plano
do anel, com o mesmo raio R, = R, = R, com coordenadas angulares 6. e #,, para o
elétron e buraco respectivamente, tal que 7. = (R, 0,,0) e 7}, = (R, 0),0) sdo seus vetores

posi¢ao, como mostrado na Figura 70.
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Figura 70: Representacao esquemaética dos vetores posi¢ao do elétron 7. e do buraco 7 no
plano do anel.

Podemos escrever o Hamiltoniano efetivo para o exciton como
Hegfiere) = Hegpie) + Heppiny + Vo(l0e — Onl), (5.1)

onde o Hamiltoniano efetivo para cada particula, sob as aproximacoes citadas na Secao
2.1.1, é encontrado na Secao 2.1.3 como

2

nod ihwegy do MGWe 7

H.ppn = — - _ - , 5.2

1O = " 2m*R? d6? 2 db 8 (5.2)

com j = e(elétron), h(buraco), weey = L e wep) = —<, uma vez que a carga elétrica
e h

do buraco é positiva e de modulo igual & carga do elétron, como comentado na Secao 1.9.

Também podemos reescrever Hss(;) como dado pela Eq. (2.42)

h? d = ¢)°
Hoppiny = i .
eff(]) Qm;kRQ { Zdej (250} Y (5 3)

sendo o sinal do segundo termo entre chaves positivo para caso do elétron e negativo para

o caso do buraco, ja que as energias do elétron e buraco tém sinais opostos, e definimos,

como feito nos capitulos anteriores, a razao do fluxo magnético pelo fluxo elementar como

% = %. Portanto o Hamiltoniano do exciton fica reescrito como
k2 d ¢)°? k2 d ¢)°
Heffene) = 5——55 1 ~t4 - —— — — Vi 06—0 , 5.4
ff(exe) 2m;R2{ nge+¢0} +2m;R2{ Zd&h ¢0} + C(| h|) ( )

sendo o potencial interativo Vi, um potencial Coulombiano, temos que

—e?

Ve

(5.5)

- Ameoe,|Te — Th|

Faremos uso da lei dos cossenos para reescrever a Eq. (5.5) explicitamente em termos
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de R, 0. e 6;,. Assim a distancia entre o elétron e o buraco é:

|re —7rn| = \/rg + 72 — 2rery, cos(f. — 0p)
= /2R? — 2R%cos(f. — b))
= V2R2[1 — cos(f. — 6))]

_ 2R\/1—COS(¢95—¢9h)

2
»(*2)
sin
2

—0

B 2R }sin (@) }’

= 2R

dai,

Ve (5.6)

onde definimos o = €2 /4mege,.

Vamos introduzir as coordenadas angulares relativa e do centro de massa do exciton,

respectivamente dadas por

0 =0.—0, (5.7)
*0e+m; 0 ) .
O = mm;JrZ% = :ueee + ,uheh
onde p, = mﬁ;’ My, = TXJ” e M = m?+mj é a massa efetiva total do exciton. A coordenada

do centro de massa angular descreve a translacao do exciton como um todo ao longo do
anel, enquanto a coordenada relativa descreve a dinamica interna do exciton. Escrevendo
explicitamente as coordenadas do elétron e do buraco em termos das coordenadas relativa

e do centro de massa, usando a Eq. (5.7), encontramos facilmente que

{@=@+m% 58)

Op = O — 110,

Encontraremos agora as expressoes das derivadas de primeira e segunda ordem das

/I RN .3
6, 402 © 47>

dado pela Eq. (5.4). Assim, fazendo uso das Eqs. (5.7) e (5.8) e da regra da cadeia para

coordenadas 6, e 0, %, para em seguida substituirmos no Hamiltoniano
e

as derivadas temos que:

e Para 0.:
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d

de
d

de
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d

ay d [ d
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d\d do( dyd
df ) do  do, df ) dO

iy d o
e ) ae " de,
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d
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d
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(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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Desmembrando a Eq. (5.4) como

" B h2 _d_2 5 ® ¢ d ¢2
ifexd) = opeRE \ T d2 godf, | B2

h? d? o6 d ¢2
o B2\ deE gy oy - 1
+2m2R2 { d92 + Z¢0 0, + ¢0} + Vo (|9e 9h|), (5 3)

e calculando individualmente seus termos, utilizando as Eqs. (5.9)-(5.12), temos que:
B ey, w ey R (e m & &
omere \ d2) " omire\ de?) T T 2m:RE\de2 " “Madeds  \ M) de?
G N m;\*

o \ ez T2 T 702

2mpR? \ do M doedo M ) dO

_ P (L NS e T

~ orz\mr Ty ) a2 2apRRY e T ger
o R &

o d 14
QuR? d02  2MR? dO?’ (5.14)

W (o d ), B (0 dy B0 &t e
2m: R? dodb, ) " 2miR? dodbn) — 2mRE| gy Heqo
2
6 ( d d
i 12 ( i )|
il g d i g d

m:R? podf  mj R% ¢y db

_|_

h? d
_ M ed (5.15)
1R? o db
e
h2 2 h2 2 h2 2
o A A i (5.16)
2miR% 95 2myR% o5 2pR? ¢
onde usamos a relagao ﬁ = mi + mi da massa reduzida do exciton. Substituindo esses
e h

resultados na Eq. (5.13), obtemos que

Roe R & iRed R
H S L R VY
efflexe) AR IMREder  nReogds T apmer T VelO)

h2 d2 ¢ ¢2 hQ d2
~ 2uR? {_W “Hae T ¢0} FVellO)+ 3577 {_d@2}
h2 d ¢)° h2 d\?
= i O) 4+ ——— d —i— b . 1
2MR2{ Zd9+¢0} + Vel |)+2MR2{ Zd@} (5:17)

Vemos agora que reduzimos o problema do par elétron-buraco a um problema de uma
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particula com duas coordenadas. Podemos entao escrever H,¢y(cae) inteiramente como

Heppieae) = Heggiret)y + Heppiom, (5.18)

onde o Hamiltoniano que descreve o movimento na coordenada relativa é dado por

h2{,d ¢

2
Hovo U2 6 1
o = 575 i+ e b+ Vel (5.19)

e o Hamiltoniano que descreve o movimento da coordenada do centro de massa,

h? d\?
Heff(CM) = W {—Z%} . (520)

O proposito principal na mudanga de variavel acima é usar as solugoes de Hgycnr ©
Hepy(rery como base para resolver o Hamiltoniano efetivo total Hesf(eqe). Outra vantagem
da separacao das coordenadas em relativa e centro de massa é que a interagao Coulombiana
aparece apenas no movimento governado por Heysse). Assim, como o Hamiltoniano
excitonico é a soma desses dois termos, podemos escrever a fun¢ao de onda como o produto

abaixo:
(pezc(@a 9) = Z AN,N/()OCM(N)(@)()Orel(N/)(9)7 (521)

N,N'

onde N(N’) representa o N-ésimo(N’-ésimo) autoestado do Hamiltoniano Heycnry(Hegf(rer)-

Da mesma forma que podemos construir uma funcao de onda para o exciton como
o produto de suas solucoes, no caso do Hamiltoniano efetivo separado em termos do
movimento relativo e do centro de massa, podemos também tomar a solucao para o
Hamiltoniano efetivo inicial dado em termos das coordenadas do elétron e do buraco, Eq.

(5.4), como o produto de suas solugoes, isto é,

e:vc eeaeh Z Ane np e(n8 9 )\Ilh(nh)(eh>7 (522)
Te,Np
que deve satisfazer as seguintes condicoes de contorno:
\Ijemc(ee + 27'(', eh) - \Ijemc(‘gea eh)
\Ijemc(eea eh + 27T) - \Ijemc(‘gea eh) : (523)
\I]ezc(ee + 27T7 eh + 27T) - \Ilezc(eea eh)

As fungoes de onda Eqs. (5.21) e (5.22) devem ser equivalentes, ja que sdo solugoes

de um mesmo problema fisico, implicando na igualdade

\Ilexc(‘gea Qh) - (Peacc(@a 0) (524)
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Partindo das Eqgs. (5.7), (5.8) e (5.23), encontraremos agora as condicoes de contorno

que devem ser satisfeitas pela fun¢ao de onda Eq. (5.21):

e Pela condi¢io Veue(0. + 27, 0,) = Yere(be, 01):

Como

\Ije:vc(eea eh) - (pezc(@a 9)
= (pezc(,ueee + ,uheha 96 — 9h>7

usando a condicao de contorno para 6, — 0, + 27, temos

\Ijea:c(ee + 27T7 eh) - (pezc(,ue(ee + 27T) + ,uheha ee + 2m — eh)
(pezc(,ueee + ,uheh + 271—,“67 ee - eh + 277')
= Qezc(© + 2mpe, 0 + 27),

portanto
Ceze(O + 2T e, 0+ 27T) = (O, 0). (5.25)

e Pela condi¢ao Ve, o(0,, 0 4 2m) = Vepe(0e, 01):

Equivalentemente

\Ilexc(eeaeh) = (pemc(@ae)

(pezc(,ueee + ,uheha 96 - 9h>7

e usando a condi¢ao de contorno para 6, — 6, + 27, temos

\Ije:vc(eea eh + 277') - (pezc(,ueee + ,uh(eh + 27T>7 96 - (eh + 27T))
= (pezc(,ueee + ,uheh + 27T,Uh7 ee - eh - 277')
= Qeze(© + 2mpp, 0 — 27),

portanto
Gere(© + 27 pp, 0 — 27) = ©ere(O, 0). (5.26)

e Pela condi¢ao Ve,.(0. + 2,05 4+ 27) = Vepe(0e, 01):
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Como

\Ilexc(‘gea eh) = (Pea;c(@y 0)
- (pezc(,ueee + ,uheha 96 - 9h>7
usando a condicao de contorno para 0, — 6, + 2w e 0, — 0, + 27, temos
Uere(lo + 21,08 +27) = Gewe(pre(Oc + 2m) + pn(0n + 27), (0 + 27) — (05 + 27))

= (pezc(,ueee + ,uheh + 271—/1’6 + 277',uh7 ee - eh)
= ‘Peaw(@ + 277—(:“’6 + ﬂh)a 0)

_ me o my
- @ezc(@—i‘Qﬂ'(M—i‘M),e)

= Yere(© + 27, 0),

portanto
(pemc(@ + 271—7 0) - (pexc(ga 0) (527)

Analisando o Hamiltoniano da Eq. (5.20) vemos que o movimento do centro de
massa angular é livre, mesmo na presenca de campo magnético, e que suas solucoes ja
normalizadas, encontradas de maneira andloga ao desenvolvimento realizado na Secao 2.2,

mas utilizando agora a condigdo de contorno Eq. (5.27), sdo

oiN©
wem(0) = vonm)(0) = N (5.28)

com autoenergias dadas por o
Ecyminy = R (5.29)

onde N =0, 41,42, 43, ...

Na auséncia de interacao coulombiana entre o elétron e o buraco, isto é, fazendo

Ve(10]) = 0, temos que o Hamiltoniano Hegg(re fica na forma

h2 d ¢)°
H.,riire SELEY B R 5.30
1A l)—>2,uR2{ Zd9+¢0} (5.30)

que possui o0 mesmo formato do Hamiltoniano da Eq. (2.47) na Segao 2.2, sendo resolvido

da mesma maneira, ou seja,

Pret(0) = ray(0) = Nors (5.31)
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com autoenergias dadas por

h2 >
Erany = o {N’ - %} , (5.32)

onde as restri¢coes sobre o nimero quantico N’ serao discutidas mais adiante.

Como a energia total é dada por

Eeff(ea;c) = Eeff(rel) + Eeff(CM)a (533)

entao, na auséncia do potencial interativo, temos que a energia é

/ h2N? h2 >
ENN N +—¢ . 34
if(er) = DN[RE T 2uR? { - gbo} (5:34)

Devemos notar que o espectro de energia para os dois Hamiltonianos que descrevem
o problema, sendo em sistemas de coordenadas diferentes, um em (0,6) e o outro em
(0., 0y), deve possuir os mesmos resultados independente das coordenadas tomadas. Assim

devemos ter

Eerrwery + Eepromy = Eeppie) + Eeprin)- (5.35)

Na auséncia do potencial interativo, temos que o Hamiltoniano Eq. (5.4) na repre-

sentacao do elétron e do buraco torna-se

k2 d ¢)°? k2 d ¢)°
He exrc YRR —1— e —l—— = 9 .
Fiewe) = 2ng2{ Zd@ﬁ%} +2m;;R2{ "do, ¢0} (5.36)
com autoenergias dadas por
h? R o\’
Eneynh — . _ — .
1) = D 2 {“”%} o2 {” ¢0} | 37

onde n, e ny, sao nimeros inteiros, sendo essas as mesmas solucoes para cada particula

como aquelas dadas pela Eq. (2.53).

Portanto, como o espectro de energia ¢ o mesmo em ambas as representagoes, utili-
zaremos a Eq. (5.35) para relacionar os nimeros quanticos N e N’ com os nameros n. e

np, para o caso em que Ve (|6]) = 0. Igualando as Eqgs. (5.34) e (5.37), temos que:

h2 N2 h2 K h2 AR h2 6>
N4+ =4 = - - .
MR | ol { + qﬁo} 2 R {” * ¢0} o R {"" qﬁo} (5:38)
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Manipulando algebricamente a Eq. (5.38) encontramos

N=n,+n
" , (5.39)
N = nepi, — nipfle
ou ainda, reescrevendo N’ em termos de N, temos
N’ = Nuy — np, = ne — N, (5.40)

sendo N,n. e n, numeros inteiros.

Ao reescrevermos a funcao de onda, solucao do Hamiltoniano efetivo da coordenada
relativa, Eq. (5.31), trocando o numero quantico N’ pelos seus valores dados pela Eq.
(5.40), obtemos

et (Npp—np)f etne—Npe)o

SOTel(e) = Qprel(N’)(e) = T ou 7271-’

mostrando que, embora o Hamiltoniano e a funcao de onda sejam desacoplados nas partes

(5.41)

relativa e do centro de massa, o movimento relativo nao é completamente independente do
movimento do centro de massa, devido a simetria de translacao circunferencial intrinseca,
do problema, pois, como j4 comentamos, o movimento da coordenada do centro de massa
angular descreve o movimento de translacao do exciton como um todo ao redor do anel,

estando este ligado ao movimento relativo.

Até agora nos detivemos apenas na analise da solucao para o caso em que o potencial
interativo entre as particulas é desconsiderado. A dificuldade na solucao desse problema
surge devido a divergéncia do potencial para pequenos angulos. Para contornar essa
dificuldade, consideramos no presente trabalho o mesmo artificio numérico utilizado no
trabalho [51]. Reescrevemos o potencial (5.6) em uma forma mais suave para remover a

degenerescéncia angular, fazendo Vo — Vi, com

Ve =
2R \/sm —|— a2

onde a é muito pequeno, de maneira ideal (a — 0). Outra escolha poderia ter sido feita

(5.42)

para suavizar a forma do potencial, como por exemplo:

~ —0 1
T A (S

(5.43)
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5.2 Meétodo numeérico

Com as ferramentas desenvolvidas na Secao 2.4.1 para a solugao numérica da equacao
de Schrodinger unidimensional utilizando a técnica de diferencas finitas torna-se possivel
expandir o método para o caso bidimensional. Dessa forma, mostraremos nesta secao
a utilizacao da técnica de discretizacao para resolver o Hamiltoniano efetivo do exciton

submetido a um potencial perturbativo dado por
Hegfiene) = Hepgie) + Heppny + Vollbe — Onl) + Vaese) + Vaesm), (5.44)

ou ainda de maneira mais explicita

h2 d ¢)°? h2 d ¢)°
He exc T —— —1 e —l— — —
I1(eze) zm;m{ Zd96+¢0} +2m7;32{ "0, ¢0}

+Ve ([0 — Onl) + Vaese) + Viaern)- (5.45)

Como vemos, o Hamiltoniano descreve um sistema bidimensional nas coordenadas
(0., 0y), tal que as solugbes sao fungoes das coordenadas do elétron e do buraco V.. (0, 0,).
Dessa maneira, ao aplicarmos a técnica de diferencas finitas precisamos de dois indices
para descrever a funcao de onda em cada passo da discretizacao, ou seja, devemos ter ¥, ;,
onde o indice 7 se refere a coordenada angular do elétron e o indice j se refere ao buraco,
comi=1,23...N.ej=1,2 3...N,. Consideramos aqui, da mesma forma como na Se¢ao
2.4.1, que o grid é constante, tal que as derivadas primeira e segunda para a discretizacao

do espaco das coordenadas do elétron e do buraco, Af, e Afy, respectivamente, sao

e Para o elétron:
av Wi — Vi

= 5.46
db. 2A0, ( )
PV Wy — 205+ U,y
= : . : 5.47
02 NG (5:47)
e Para o buraco:
dV W00 =V,
o5 ’ 5.8
do,, 20, ( )
PO Wi =20+ 05
= — . : 5.49
07 A (5.49)

Substituindo as Eqs. (5.46) - (5.49) no problema de autovalor com o Hamiltoniano
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dado pela Eq. (5.45) obtemos
Qi1 jVir1 + i1 Visnj+ iV + i1V + aij1 Vi1 = BV, 5, (5.50)

sendo «; ; os coeficientes das funcoes de onda W, ;, dados por:

1 1 _ieBri 1
= |- , 5.51
il i D62 2mih A, (5:51)

2 1 2 1 eBRE 1 _
. Vi 5.52
e mzﬁz Abz i m;‘Lﬁz A i ar? (mg +my) T (5.52)
[§]

1 1 | deBri 1

Qijr1 = | === " ; (5.53)
d mi A0, 2mih A,

onde R= R/ry, V=V/R, e E = E/R,, com R, e ry sendo a energia efetiva de Rydberg
e o raio de Bohr respectivamente definidos pelas Eqs. (2.78) e (2.79). Todos os potenciais

do problema estao incluidos no termo central «; ;, discretizados na forma V/; ;.

Escrevendo a Eq. (5.50) na forma matricial Hefp(epe) ¥ = EW vemos que H,f(cze) DAO
pode mais ser escrito como uma matriz tridiagonal, como acontece no caso unidimensional,
devendo ser montada em um formato pentadiagonal em blocos, como esboc¢ado na Figura
71. De maneira andloga ao caso discutido na Secao 2.4.1, teremos aqui termos nao nulos

fora das cinco diagonais devido & periodicidade da funcao de onda.

Como resultado da técnica de discretizagao aplicada ao sistema encontramos o Hamil-
toniano discretizado representado por uma matriz N, x N, x N, x Nj, cujas autofuncoes

sao matrizes coluna de ordem N, x N, esbocadas na Figura 72.

5.3 Anel rugoso

Muitos trabalhos experimentais em anéis quanticos tém mostrado que essas estruturas
apresentam defeitos geométricos [29, 78], como observado na Figura 73. Muitos foram os
estudos teodricos assumindo estas irregularidades, tais como superficies rugosas e excentri-

cidades geométricas diferentes, ao invés de uma forma circular perfeita [31, 46, 47, 48].

Nesse sentido, consideramos nesse trabalho um modelo simples para descrever a super-

ficie rugosa no anel quantico ideal, tratando a rugosidade como um potencial gerado por
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j - Nh,

l ‘-’u L

T=1 A

Figura 71: Esboco da matriz pentadiagonal em blocos proveniente do esquema de diferencas
finitas no modelo de massa efetiva em duas dimensdes. A matriz é toda nula, exceto nas diagonais
representadas pelas linhas solidas e tracejadas, isto é, para as diagonais principais e suas diagonais
adjacentes dos blocos de matrizes que formam as diagonal principal da matriz total, para os
elementos ((j — 1)Ne + 1,jNe) e (jNe, (7 — 1)Ne + 1) dos blocos da diagonal principal, para
as diagonais principais dos blocos de matrizes adjacentes aos blocos de matrizes que formam a
diagonal principal da matriz total e para a diagonal principal nas duas matrizes inferior esquerda
e superior direita. Cada bloco consiste de uma matriz quadrada (N, x N,), sendo N, o numero
de pontos discretizados na coordenada 6.. Existem (Nj x Np) blocos na matriz de Heprieae)
onde Np é o nimero de pontos discretizados na coordenada 6. Dessa forma, o nimero total de
elementos na matriz Heyf(eze) € Ne X Ne X Npp X Np,.

uma superrede formada por camadas com profundidades aleatorias e com larguras iguais
para um numero fixo de camadas. O parametro de rugosidade em nosso problema é o
nimero de camadas, tal que quanto mais camadas o potencial tiver, mais rugoso ¢ o anel.
A relacao entre a rugosidade e a forma do potencial aleatério é uma suposi¢ao bastante
coerente, uma vez que supondo um anel com uma certa largura radial, apresentando as
superficies interna e externa rugosas, como mostrado na Figura 74, onde a largura radial é
diferente ao longo da direcao angular, temos que em regioes onde a largura radial é maior
a funcao de onda tendera a ficar mais localizada e de maneira contraria nas regioes com
um afastamento menor entre as superficies interna e externa. Assim, podemos simular
essa rugosidade das superficies do anel quantico em termos da forma do potencial, de
maneira que regioes angulares com um forte confinamento possuirao um potencial com
profundidade maior, isto é, quanto maior for a espessura radial, maior serd a profundidade

do potencial.

Os efeitos da rugosidade no problema de um s6 elétron sao descritos pelo seguinte
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W11
D1

W11

L
= 11;2-_j

iy,

Tici i
Wi

Vi1

L : W<y,

Figura 72: Func¢ao de onda proveniente do esquema de diferencas finitas no modelo de massa
efetiva em duas dimensoes. ¥ é representada por uma matriz coluna composta por N matrizes
(1 X Ng).

Figura 73: Imagens de AFM 2D e 3D mostrando ambos pontos e anéis quanticos. Temperatura
de crescimento igual a 680°C. Os diametros externos dos anéis e pontos sio de 550—580 e 230—340
nm com alturas 7 — 16 e 3 — 10 nm, respectivamente [78].

Hamiltoniano efetivo:

L _}2 Vsl0), (554
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Figura 74: Perfil esquemadtico das superficies interna e externa de um anel bidimensional com
rugosidade [31].

da mesma maneira como consideramos no Capitulo 4, com o potencial da superrede

aleatoria dado por
Vsr(0) = =Vo . nrand(p) para pby <6 < (p+ 1)0yw (5.55)

sendo p = 0,1,2,..., Noans — 1, Noay 0 niimero de camadas, Vy a profundidade do
potencial, 0y a largura angular das camadas e nrand(p) o p-ésimo numero aleatorio,

gerado pela subrotina rand48 [70], sempre com as sementes de entrada —37, 0 e 23.

5.4 Resultados e discussoes

Nesta secao consideramos primeiramente os efeitos da rugosidade no espectro de ener-
gia do anel para o problema de apenas um elétron. Em seguida, analisamos o espectro de
energia do exciton em dois casos: considerando ou nao a influéncia do potencial interativo
elétron-buraco. Por tdltimo, introduzimos uma impureza no sistema e verificamos como

ela afeta o comportamento dos primeiros niveis de energia do exciton.

e Anel rugoso

Mostramos na Figura 75 os efeitos do campo magnético no espectro de energia de
um elétron em um anel rugoso, descrito pelo Hamiltoniano Eq. (5.54). Construimos os
graficos tomando trés valores distintos para a profundidade maxima, V) = —10, —20 e —30
meV, possuindo cada gréafico resultados para trés niimeros de camadas diferentes, Noay =
100, 200 e 500. Representamos na Figura 76 as trés formas de potenciais rugosos utilizadas
na obtencao dos espectros de energia da Figura 75, tomando as larguras angulares de cada

camada como sendo constante e de valor igual & Oy, = 27 /N apn na Eq.(5.55).
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De acordo com o Figura 75, podemos concluir que a energia do estado fundamental
(preto), sofre uma translagao, em geral, aumentando a energia a medida que aumentamos
o parametro de rugosidade. Este resultado esta de acordo com os ji encontrados nas refe-
réncias [31, 47]. Vemos também que o efeito Aharonov-Bohm torna-se mais forte & medida
que aumentamos o parametro de rugosidade, isto é, & medida que aumentamos o nimero
de camadas do potencial a amplitude dos anti-crossings entre os niveis de energia dimi-
nui. Esse resultado, que a primeira vista parece contra-intuitivo, pode ser explicado pelo
seguinte fato: quando o potencial é formado por um ntimero muito grande de camadas,
possuindo a mesma largura angular, a funcao de onda nao tendera se confinar em ne-
nhuma regiao privilegiada ao longo do anel. Podemos também observar, ao compararmos
as Figuras 75 (a), (b) e (c), que para um potencial que descreve a rugosidade com pogos
mais profundos teremos estados de energia mais ligados, isto é, com valores mais baixos
de energia. Isso ja era esperado, pois acontece de maneira similar na solucao de pocos de
potencial quadrado simples ao aumentarmos suas profundidades. Como consequéncia, 0s
estados mais presos devido aos potenciais mais profundos sao menos suscetiveis a campos
magnéticos, o que atrapalha a observacao do efeito Aharonov-Bohm. De fato, de maneira
geral, temos que a presenca da rugosidade, da mesma maneira como a aplicagao de um
campo elétrico no plano do anel, ou a presenca de impurezas localizadas assimetricamente,
diminui as oscilacoes Aharonov-Bohm, quebrando a degenerescéncia dos estados, isto é,

tornando os crossings entre os estados, agora, em anti-crossings.
e Exciton no anel'?

Como ja comentamos, o potencial de interacao das particulas formadoras do exci-
ton apresenta um divergéncia para pequenos angulos. Tendo em vista essa dificuldade
numérica, discutimos ao longo do capitulo a solucao analitica para o caso em que esse
potencial é desconsiderado. Agora, analisaremos o espectro de energia obtido numerica-
mente, apresentado na Figura 77, para esse caso particular e compararemos seu resultado
com o obtido ao considerarmos a influéncia de Vi, como mostrado na Figura 78. O valor

do parametro a do potencial Vi nos resultados que seguem é a = 50A.

Diferentemente do caso sem potencial interativo da Figura 77, em que vemos as ener-

gias do exciton variarem com o campo magnético, o resultado com a presenca do potencial

!Durante toda essa se¢do consideramos os seguintes valores: permissividade elétrica (¢ = 12), massa
efetiva do elétron (m} = 0,07myg), massa efetiva do buraco (m} = 0,4my), energia do gap do GaAs
(E, = 1519 meV) e raio do anel (R = 500A), encontrados na referéncia [51].

?Para todos os resultados obtidos nessa se¢do, nio foi adicionada a energia do gap E, a energia do
sistema, um vez que ao se considerar esse valor os resultados sofreram apenas um deslocamento no eixo

da energia.
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coulombiano, Figura 78, mostra que todos os estados permanecem inalterados quando
variamos o campo magnético. Para as energias do exciton na auséncia do potencial cou-
lombiano temos que as pardbolas dos estados de energia devem satisfazer as condi¢oes que
restringem os valores dos numeros quanticos N e N’, dados pela Eq. (5.39), possuindo
assim apenas alguns valores possiveis, sendo esse o motivo pelo qual o comportamento no

espectro de energia do par é bem diferente do caso de uma s6 particula.

Em contraste a crenca geral de que o exciton, sendo um estado ligado de um elétron
e um buraco e, assim, uma entidade neutra, nao deveria ser sensivel a campo magnético,
alguns artigos, como por exemplo [49, 52, 79|, mostram que na presencga de uma interagao
coulombiana o efeito Aharonov-Bohm desaparece para o estado excitonico fundamental,
devido o potencial possuir uma divergéncia intrinseca, mas que existem oscilagoes para
as energias excitadas. Esta previsao para a energia do estado fundamental foi confir-
mada por experimentos de fotoluminescéncia em anéis [80]. Como vemos, nosso resultado
concorda com os obtidos pelas referéncias citadas com relacao ao desaparecimento do
efeito Aharonov-Bohm exciténico para a energia do estado fundamental, mas entra em
discrepancia para os estados excitados. O motivo para a auséncia de oscilagao, mesmo
para os niveis excitados, se deve a forma do potencial de interacao, que é muito forte,

confinando os estados de maneira a nao enxergarem as variagoes no campo magnético.

No intuito de erguemos as oscilacoes Aharonov-Bohm introduziremos uma impureza
negativa com potencial dado da mesma maneira que na Secao 3.2, Eq. (3.22), sendo agora
positivo na interacao impureza-elétron e negativo para a interacao impureza-buraco. A
Figura 79(a) mostra o perfil do potencial geral, incluindo as interagoes elétron-buraco,

impureza-elétron e impureza-buraco, para uma impureza localizada no angulo 7.

Considerando os efeitos da impureza na energia do estado fundamental do exciton,
mostramos na Figura 80 esta energia (eixo z do grafico) como fun¢ao do campo magnético
e da altura da impureza. Dessa figura, vemos que para certos valores da altura da impureza
Zimp, Passamos a observar dois picos da energia, tendo um valor maximo em z;,,, = 454
Portanto, podemos concluir que a presenca de uma impureza faz voltar a oscilacao para
a energia do estado fundamental do exciton, dependendo da sua localizacao. A priori
era de se esperar que a presenca de uma impureza dificultasse as oscilagoes na energia
do exciton, pois sua presenca quebra a simetria do sistema, como ocorre para o caso da
presenca de uma impureza no sistema de apenas um elétron no anel quantico, discutido
no Capitulo 3. Por outro lado, poderia se pensar que a presenca da impureza contribuiria

para o surgimento das oscilacoes Aharonov-Bohm, pois a impureza negativa prenderia o
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buraco deixando o elétron livre para oscilar. Porém, se a impureza estiver muito préxima
do plano do anel, prenderd o buraco e mantera fixo o elétron em uma distancia de w
radianos do buraco, atrapalhando dessa vez também as oscilagoes do elétron. Nosso
resultado apresentado na Figura 80 mostra como balancear as interagoes elétron-impureza

e buraco-impureza para obter a maior amplitude de oscilacao do exciton.

Em outra tentativa para retomar as oscilagbes Aharonov-Bohm no espectro de energia
do exciton consideramos a influéncia de um campo elétrico no plano do anel na presenca
ou nao de uma impureza negativa, como pode ser visto na Figura 81. Na auséncia da
impureza, vemos na parte (a) para diferentes valores da amplitude do campo elétrico, um
comportamento constante para os trés primeiros estados excitonicos. Ja na presenca de
uma impureza positiva, vemos na parte (b) que para quaisquer valores do campo elétrico,
exceto F' = 0 KV/cm (linhas pretas), os estados sao suprimidos anulando as oscilagoes
Aharonov-Bohm. Esses resultados mostram a instabilidade das oscilagoes Aharonov-

Bohm dos estados excitonicos.

Levaremos agora em conta o efeito de um potencial rugoso (V;ugoso(fen))), como des-
crito na Secao 5.3, Eq. (5.55), tanto para o elétron como para o buraco, no espectro
de energia do exciton com a presenca de uma impureza negativa localizada em 0 = 7 e
Zimp = 45A. O grafico do potencial de interacio total esta mostrado na Figura 79(b), onde
0 eixo z € o eixo do potencial em meV, Vi, = Vo + Viugoso + Vimp(ete—imp) + Vimp(h—imp)»
dado em termos das coordenadas 6, e 8. Na Figura 82 mostramos os efeitos do potencial
rugoso nos trés primeiros estados de energia do exciton como funcao do campo magnético,
variando o niimero de camadas em (a) e aumentando a amplitude da rugosidade em (b),

isto é, tomando valores das profundidades do potencial maiores.

A Figura 82 mostra, tanto na parte (a), como em (b), com os simbolos em preto, que
a presenca de uma impureza sob certas condicoes, como por exemplo, a uma certa altura,
retoma as oscilagoes Aharonov-Bohm nao apenas para a energia do estado fundamental,
como ja mostrado na Figura 80, mas também para as energias excitadas. Analisando o
efeito da rugosidade no espectro de energia do exciton na presenca da impureza vemos
em (a) que ao aumentar o numero de camadas que forma o potencial rugoso, tomando
um valor fixo para a profundidade maxima do potencial, diminuimos a amplitude dos
anti-crossings dos estados ao aumentarmos Ncay, € em (b) temos que ao aumentar a
amplitude da rugosidade os estados sao transladados, de maneira que para amplitudes
maiores os estados se localizaram mais a fundo do potencial, isto é, tornaram-se mais

ligados. Ao compararmos esses resultados, Figura 82, com os do efeito da rugosidade
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no problema de um s6 elétron, tratado anteriormente, vemos que sao bem semelhantes,
exceto pelo fato de que, no caso em questao, as oscilacoes sao mais fracas, isto é, menos

robustas.

Portanto, podemos concluir que as oscilagoes Aharonov-Bohm nos estados do exciton
sao realmente muito instaveis: mesmo quando melhoramos sua visualizagao na presenca
de uma impureza a uma certa altura, se caso incluirmos a presenca de um potencial
rugoso, as oscilagoes tornam-se mais fracas a medida que a rugosidade fica mais intensa,
dificultando sua observacao, ou na presenca de um campo elétrico no plano do anel anula

completamente as oscilacoes de todos os estados.
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Figura 75: Espectro de energia como fun¢ao do campo magnético para um elétron no anel
quantico com rugosidade formada pelo potencial de superrede Eq. (5.55) com cem, duzentas e
quinhentas camadas, tomando-se a largura angular constante e de valor igual & 0y = 27 /Ncanr,
para as profundidades de (a) -10 meV, (b) -20 meV e (c) -30 meV.
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Figura 76: Perfis do potencial rugoso com cem, duzentas e quinhentas camadas, formados
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Figura 77: Espectro de energia do exciton no anel quantico na auséncia de potencial coulom-
biano de interacao elétron-buraco.
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B(T)

Figura 78: Espectro de energia em funcao do campo magnético na presenca de potencial
coulombiano atrativo, dado pela Eq. (5.42), tomando a = 50A sem a presenca de nenhum
agente externo.

Figura 79: Potencial de interagdo excitonico em meV na presenca de uma impureza localizada
no angulo 7 (a) sem e (b) com a presenca de rugosidade, com potencial rugoso Vyygoso dado
pela Eq. (5.55) para a coordenada do elétron (6.) e do buraco (), formado por um potencial
aleatorio com cento e cinquenta camadas e com valor méaximo Vy de —5 meV.
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Figura 80: Energia do estado fundamental em meV, eixo z, como fun¢do do campo magnético
e da altura da impureza, localizada no angulo 7.
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Figura 81: Comportamento dos trés primeiros estados do exciton como funcao do campo
magnético para quatro valores de campo elétrico distintos (a) na auséncia e (b) na presenga de
uma impureza negativa localizada em 0 = 7 € 2, = 45A.
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Figura 82: Espectro de energia do exciton como fun¢ao do campo magnético com uma impureza
localizada em 6 = 7 e 2, = 45A variando (a) o nimero de camadas do potencial e (b) a
amplitude da rugosidade, e na auséncia de rugosidade, mostrado com os simbolos pretos.
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Capitulo 6
Conclusoes gerails e perspectivas

Neste trabalho realizamos um estudo tebrico sobre um sistema, heteroestruturado de
baixa dimensionalidade chamado de anel quantico, dentro de algumas aproximagoes, tais
como um intenso potencial de confinamento e raio muito maior do que a largura radial e

altura do anel, tornando o problema unidimensional na coordenada angular.

No Capitulo 2, resolvemos a equacao de Schrodinger independente do tempo para um
elétron confinado em um anel quantico sob a influéncia de um campo magnético perpendi-
cular ao plano do anel. Utilizando o método numeérico de diferencas finitas, desenvolvemos
um programa para solucionar os problemas tratados ao longo de toda dissertacao. Mos-
tramos que o mesmo esta de acordo com as solucoes analiticas. Investigamos tal fato
comparando os resultados obtidos em ambos os métodos, numérico e analitico, para o
problema do anel na auséncia de qualquer influéncia de forcas externas, obtendo o Efeito
Aharonov-Bohm, onde o espectro de energia oscila periodicamente com a variacao do
campo magnético. Verificamos que em ambos os casos, anel ideal unidimensional com e
sem influéncia de perturbagoes externas, o espectro de energia é uma funcao periédica do
campo magnético com periodicidade dada em termos da razao do fluxo magnético que
passa pelo plano do anel, pelo fluxo elementar. Na construcao do Hamiltoniano efetivo
assumimos o gauge simétrico. Porém, mostramos que qualquer outra escolha pode ser

feita sem alterar as propriedades fisicas do problema.

No Capitulo 3, utilizamos o Hamiltoniano efetivo desenvolvido no Capitulo 2 apds uma
certa transformagao de gauge, em que ja se considerou a presenca de campo magnético na
direcao axial, para solucionar o problema submetido a uma perturbacao devido a presenca
de campo elétrico no plano do anel. Encontramos solugoes analiticas para o problema do

anel com ou sem a influéncia do campo magnético, dadas pelas funcoes de Mathieu.
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Analisamos numericamente em ambos os casos o espectro de energia do anel ao variarmos
a intensidade do campo elétrico e do campo magnético. Mostramos que a presenca de
campo elétrico ergue a degenerescéncia angular devido a quebra da simetria rotacional do
anel, ja que o elétron tenderda a permanecer em uma certa regiao privilegiada, em torno
do minimo do potencial elétrico. Além disso, vimos que as oscilacoes Aharonov-Bohm sao
suprimidas para os niveis mais baixos de energia, o que se deve ao fato de que a quebra da
degenerescéncia angular reflete em um aumento das amplitudes dos anti-crossings entre

os estados, principalmente para os niveis mais baixos que estao mais localizados.

Estudamos também a influéncia da presenca de impurezas positivas localizadas ao
longo da direcao angular no plano do anel. Investigamos os efeitos no espectro de ener-
gia devido ao posicionamento e o nimero de impurezas consideradas, localizando-as de
maneira simétrica ou assimetricamente. Concluimos que quando as impurezas estao loca-
lizadas simetricamente o efeito Aharonov-Bohm é observado, enquanto para um sistema,
em que as impurezas nao estao igualmente espacadas o efeito nao foi observado para es-
tados de menor energia, devido & quebra de simetria circular do anel causada por estas
impurezas. Ainda com relagdo aos estados de energia para as impurezas, foi possivel
concluir, com base nas figuras do Capitulo 3, que para um sistema composto por N impu-
rezas teremos a formacao de sub-bandas de energia com N estados, em que as sub-bandas
sao separadas por um anti-crossing. Vimos que os N niveis em cada sub-banda se cruzam
no caso das impurezas estarem localizadas simetricamente, e apresentam anti-crossings
com amplitudes menores do que a separacao entre as sub-bandas no caso assimétrico. Na
abordagem assimétrica da localizacao das impurezas, utilizamos também uma forma de
posicionamento aleatorio. Obtemos que ao aumentarmos o peso da aleatoriedade, isto é,
da possibilidade da localizagao da impureza em uma regiao angular maior, aumentamos
a amplitude dos espacamentos entre os niveis de energia que formam uma sub-banda, o
que nos da uma nocao sobre o quao robusto é o resultado do caso simétrico. Para os
resultados obtidos pela média de dez realizagoes distintas, obteremos nesse caso apenas a
formagao de uma sub-banda composta pelos N primeiros estados mais localizados sepa-
rada dos sucessivos niveis mais energéticos por um anti-crossing com amplitude maior do
que os anti-crossings entre os estados da sub-banda. Ja no caso do peso da aleatoriedade
ser maximo, nao observamos a formacao de sub-bandas, vemos apenas o surgimento dos
anti-crossings entre os estados como no caso de aleatoriedades menos intensas. Podemos
concluir que o aumento do parametro peso da aleatoriedade remove totalmente qualquer
resquicio de simetria do sistema, como pode ser visto quando consideramos w = 27 /N.

Ja no caso w = /N, o sistema se comporta de maneira similar ao sistema simétrico para
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os niveis mais baixos, perdendo tal caracteristica para os niveis mais energéticos.

No Capitulo 4 fizemos uso do método da matriz transferéncia para calcular os efei-
tos no espectro de energia ao introduzirmos um potencial de confinamento adicional tipo
superrede formado por pocos quadrados. Consideramos os casos compostos por um ou
mais pogos quanticos simples, com suas profundidades iguais ou aleatorias na auséncia
ou nao de campo magnético. Para pocos quanticos simples na auséncia de campo mag-
nético, vimos que ao aumentarmos a profundidade do potencial do po¢o aumenta-se o
niumero de estados ligados. J& para os estados excitados temos o surgimento de dege-
nerescéncias angulares. Para uma certa profundidade fixa do potencial construimos um
grafico relacionando os niveis de energia com as larguras angulares dos pocos, observando
novamente o levantamento das degenerescéncias angulares. Na presenca de campo mag-
nético, verificamos que, ao variarmos o fluxo magnético, os estados ligados permanecem
praticamente constantes, e os estados excitados apresentam um comportamento parecido
com as oscilagoes Aharonov-Bohm, exceto pelo fato dos crossings serem substituidos por
anti-crossings no ponto de meio-fluxo magnético. Para superredes formadas por pocos
com profundidades iguais verificamos que os estados ligados formam uma “minibanda” em
torno da solugao para um pocgo quantico simples com a mesma largura angular. A largura
da minibanda varia muito rapidamente com o potencial de confinamento, tornando-se
mais larga quando aumentamos o nimero de pogos com largura angular fixa. O mesmo
acontece no modelo unidimensional de Kronig-Penney para uma rede cristalina formada

por pocos de potenciais quadrados.

Na presenca de campo magnético vemos que os estados ligados sao mais sensiveis as
variagoes do fluxo magnético do que as solucoes para apenas um pogo quantico. Isto
é devido a delocalizagao circunferencial dos autoestados da superrede, pois a funcao de
onda nao estara tao localizada quanto no caso de um s6 pogo. Para o caso de superredes
formadas por pocos de potenciais com profundidades aleatorias, observamos os mesmos
resultados em média dos obtidos com profundidades iguais, exceto pelo levantamento das
degenerescéncias, devido a quebra da simetria angular. De maneira aniloga ao que acon-
tece para impurezas localizadas ao longo do anel, temos também para o caso de superredes
formadas por pocos de potenciais quadrados, que a causa do acoplamento dos N esta-
dos formando sub-bandas, sendo N o nimero de impurezas ou pocos de potenciais, esti
relacionada com a simetria circular do anel, pois a presenca de N entidades igualmente
espacadas levam a uma invariancia rotacional no sistema caso executemos uma rotacao
em torno do eixo axial de 27 /N. Nos casos em que 0s po¢os ou impurezas estao assime-

tricamente localizadas, a simetria angular nao é preservada, implicando no levantamento
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das degenerescéncias dos estados de energia de uma sub-banda, tornando as oscilagoes

Aharonov-Bohm menos intensas.

O Capitulo 5 foi dedicado ao estudo das propriedades excitonicas no anel quantico
ideal, considerando o elétron e o buraco localizados no plano do anel com o mesmo raio.
Solucionamos o problema introduzindo as coordenadas relativa e do centro de massa.
Considerando o caso hipotético da auséncia do potencial interativo do exciton, compara-
mos os espectros das solugdes oriundos dos dois sistemas de coordenadas, (6.,0;) e (0, 0),
para obtermos as relacoes entre seus niimeros quanticos. Nesse caso vimos que o espectro
de energia oscila como funcao do campo magnético. Porém, as energias do exciton na
presenca do potencial coulombiano permanecem inalteradas ao variarmos o campo mag-
nético. Em contraste aos resultados encontrados na literatura [49, 52, 79|, mostramos
que todos os estados de mais baixa energia do exciton nao oscilam quando consideramos
o potencial coulombiano, nao apenas para energia do estado fundamental como descrito
nos artigos na literatura. O motivo da auséncia de oscilacao se deve ao fato de o poten-
cial interativo ser um potencial muito forte, tornando os estados invisiveis as variacoes
do campo magnético. Para erguer as oscilagoes, introduzimos uma impureza negativa
localizada em 0;,,,, = m a uma certa altura do plano do anel. Observamos que os picos
de oscilacao para a energia do estado fundamental foram maximos quando z,, = 45A.
Na verdade, era de se esperar que a presenca da impureza atrapalhasse as oscilacoes da
energia do exciton da mesma forma como no caso do problema de um elétron. Porém,
agora a presenca da impureza, dependendo da sua localizacao, favorece as oscilacoes do
espectro de energia. Aplicamos no Hamiltoniano excitonico um campo elétrico no plano
do anel e vimos que apenas a presenca do potencial elétrico nao retoma as oscilagoes dos
niveis de energia. J& na presenca de uma impureza localizada em z;,,, = 454, vimos
que a aplicacao do campo elétrico anula as oscilagoes Aharonov-Bohm, mostrando como

realmente essa oscilacoes da energia do exciton sao instaveis.

Considerando também os efeitos de um potencial rugoso no espectro de energia do ex-
citon na presenca de uma impureza negativa localizada em 0;,,, = 7 € 2, = 45A, vimos
que ao aumentarmos o numero de camadas que forma o potencial rugoso diminuimos a
amplitude dos anti-crossings entre os estados, e que ao aumentarmos a amplitude da rugo-
sidade, dada em termos do niimero de camadas, os estados sao transladados, tornando-se
mais localizados & medida que temos potenciais mais profundos. Investigamos também
os efeitos da rugosidade no espectro de energia de um elétron. Comparamos esses efeitos
com os obtidos para as energias do exciton. Concluimos que eles sao similares, exceto pelo

fato de que, para o exciton, as oscilagoes sao menos intensas. Por fim, chegamos a um re-
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sultado conclusivo de que as oscilacbes Aharonov-Bohm nos estados do exciton sao muito

instaveis e que elas retornam na presenca de uma impureza em uma certa localizacao.

Em trabalhos futuros daremos continuidade a esse estudo, resolvendo o problema ao
implementarmos dois elétrons ao sistema do anel quantico ideal. Pretendemos ainda com
relacao as interacgoes excitonicas calcular a forca do oscilador, analisar com mais detalhes
outras formas de potenciais de interacoes elétron-buraco e considerar a possibilidade do
elétron e do buraco terem raios diferentes. Outra andlise a ser feita é a localizacao de

Anderson na presenca de muitas impurezas localizadas aleatoriamente.
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