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Resumo

Neste texto, é mostrado que conjuntos definiveis bi-Lipschitz homeomorfos tém
cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, no caso de conjuntos analiticos
complexos, regularidade Lipschitz ou regularidade topoldgica forte implica em regulari-
dade analitica. Também é feito um estudo sobre regularidade de conjuntos analiticos
reais. Ademais, é dada uma classificacdo completa para curvas analiticas complexas no
espaco e sao apresentados alguns resultados sobre invariancia da multiplicidade. Em es-
pecial, é mostrado que a multiplicidade mod 2 de conjuntos analiticos reais é invariante
por difeomorfismos.

Palavras chaves: Homeomorfismo bi-Lipschitz. Homeomorfismo forte. Con-

juntos definiveis.



Abstract

In this paper, it is shown that definable sets bi-Lipschitz homeomorphic have
tangent cones bi-Lipschitz homeomorphic. Furthermore, in the case of complex analytical
sets, Lipschitz regularity or strong topological regularity implies analytical regularity. It
is also done a complete study on regularity of real analytic sets. Furthermore, it is given a
complete classification for complex analytical curves in space and are shown some results
about invariance of the multiplicity. In particular, it is shown that the multiplicity of real
analytical sets is invariant mod 2 under diffeomorphism.

Keywords: Bi-Lipschitz homeomorphism. Strong homeomorphism. Defina-
ble sets.
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1 INTRODUCAO

Geometria e topologia de cones tangentes de conjuntos algébricos, analiticos
sao de muita importancia em varias questoes da Teoria de Singularidades. O cone tangente
em pontos singulares generaliza a nocao de plano tangente em pontos suaves. Em Whit-
ney (19654l [1965b, [1972)) foram estabelecidas varias nogoes de cones tangentes e provadas
algumas equivaléncias dessas defini¢oes, no caso de conjuntos analiticos complexos. Geo-
metria Algébrica Moderna também estuda cones tangentes de conjuntos semialgébricos,
subanaliticos ou, mais geralmente, de conjuntos definiveis em uma estrutura O-minimal.

Duas variedades suaves que sao difeomorfas, naturalmente tem seus planos
tangentes difeormorfos. Na verdade, duas variedades suaves s6 precisam ser homeomorfas,
para que seus planos tangentes sejam difeomorfos. Entao, uma pergunta imediata ¢é
saber se dois conjuntos definiveis que sao homeomorfos ou bi-Lipschitz homeomorfos tém
seus cones tangentes homeomorfos ou bi-Lipschitz homeomorfos, respectivamente. Na

categoria de conjuntos analiticos complexos, Zariski (1971)) fez a seguinte pergunta:

Problema 1. (Zariski (1971))) Homeomorfismo entre conjuntos analiticos complexos im-

plica em homeomorfismo entre seus cones tangentes?

Esta pergunta foi respondida negativamente por Bobadilla (2005). Contudo,

fazendo algumas mudancas na pergunta de Zariski, obtemos o seguinte:

Problema 2. (Zariski) Se existe um homeomorfismo bi-Lipschitz entre dois conjuntos
definiveis, entao seus cones tangentes sao bi-Lipschitz homeomorfos? O que pode ser dito

sobre seus cones tangentes?

Koike e Paunescu (2009) na categoria subanalitica e Koike et al (2013)) na
categoria definivel, responderam que os cones tém a mesma dimensao.

Nesta tese, estudamos o comportamento de cones tangentes sob homeomor-
fismos bi-Lipschitz. Apresentamos uma generalizacao do resultado de Koike e Paunescu
(2009) que, ao mesmo tempo, responde positivamente a pergunta de Zariski (1971]) para
homeomorfismos bi-Lipschitz, i.e., mostramos que dois conjuntos definiveis bi-Lipschitz
homeomorfos, tém necessariamente seus cones bi-Lipschitz homeomorfos. Isto foi provado
na categoria subanalitica por Bernig e Lytchak (2007) com a hipétese adicional que o ho-
meomorfismo bi-Lipschitz também é subanalitico. N6s também apresentamos uma prova
rapida para este resultado de Bernig e Lytchak (2007)) (veja também Birbrair, Fernandes
e Neumann (2010)).

Ainda com o problema de Zariski sobre cones em mente, nés definimos home-
morfismo forte, que naturalmente é um exemplo onde este problema é respondido positiva-

mente, i.e., se dois conjuntos sao fortemente homeomorfos, entao seus cones sao fortemente
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homemomorfos. Grosseiramente falando, um homemorfismo forte é um homeomorfismo
que guarda informagoes do conjunto e do seu cone tangente de maneira continua. Nos
damos alguns exemplos de homeomorfismo forte, de fato, mostramos que homeomorfis-
mos bi-Lipschitz subanaliticos e difeomorfismos sao homeomorfismos fortes. Com isso,
vemos que a classe de homeomorfismos fortes esta entre as classes de homeomorfismos
e difeomorfismos, assim como, entre as classes de homeomorfismos e homeomorfismos
bi-Lipschitz definiveis.

Um outro assunto de interesse para muitos Matematicos é saber o quao simples
é a topologia de conjuntos analiticos. Por exemplo, se regularidade topolégica implica
em regularidade analitica. Em geral isto nao ocorre, mas Mumford (1961)) mostrou um

resultado nesta linha, o qual podemos enunciar da seguinte maneira:

Teorema (Mumford (1961))). Todo conjunto algébrico complezo X C C™ com dim X = 2,

que € variedade topoldgica e normal € suave.

Este resultado é étimo no seguinte sentido: o Teorema de Mumford é falso
se for retirada qualquer uma das hipdteses. Pois, Brieskorn (1966)) deu exemplos de que
a hipdtese sobre a dimensao, dim X = 2, nao pode ser retirada, na verdade, Brieskorn

(1966, Theorem) mostrou que
Xy = {(Zo, 21, ,Zk) c (Cn"H; zf + ...+ z,% — zg = ()}

é uma variedade topoldgica, para k impar. J& o conjunto algébrico {(z,y,z) € C3; y* =
23} é uma variedade topolégica de dimensiao 2 que nao ¢ normal e nem suave. E é claro
que se um conjunto nao ¢é variedade topoldgica, ele nao é suave. Outro resultado nesta
linha foi dado por Prill (I967), ele mostrou que qualquer conjunto algébrico complexo
homogéneo que é variedade topoldgica, é necessariamente um plano. No mesmo sentido
que o feito acima, o resultado de Prill é 6timo. Contudo, temos as seguintes questoes que

generalizam os Teoremas de Mumford e de Prill:

Problema 3. Se X é um conjunto analitico complexo que é Lipschitz regular, entao X

é suave?

Problema 4. Se X é um conjunto analitico complexo que é topologicamente forte regular,

entao X é suave?

Observe que nao existem restricoes nem na dimensao e nem no conjunto sin-
gular de X. Nesta tese, damos respostas afirmativas para estes dois problemas. Também
fazemos um estudo sobre a regularidade Lipschitz e a regularidade topoldgica forte de
conjuntos analiticos reais.

Esses resultados podem ser visto como casos particulares para a seguinte versao

da conjectura de Zariski:
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Conjectura 1. Se X e Y sao conjuntos analiticos complexos bi-Lipschitz ou fortemente

homeomorfos, entio m(X) =m(Y).

A saber, Zariski (I971)) conjecturou que a multiplicidade analitica de um germe
de conjunto analitico complexo (com codimensao 1) era invariante topolégico. Pela de-
finicao da multiplicidade, ela é naturalmente um invariante analitico. Para ser mais

preciso, Zariski conjecturou o seguinte:

Conjectura (Conjectura de Zariski para a multiplicidade). Se f,g: (C",0) — (C,0) sdo
germes de fungoes analiticas complezxas e existe um homeomorfismo ¢ : (C", V(f),0) —
(C",V(9),0), entao m(V(f)) = m(V(g)).

A conjectura ainda é um problema em aberto, mas é falsa se a hipdtese de
V(f) e V(g) serem hipersuperficies for retirada ou se o homeomorfismo nao preservar o
ambiente. Contudo, existem alguns resultados parciais, onde é conhecido que a conjectura
é verdadeira. Por exemplo, Ephraim (1976al) e, posteriormente, Trotman (1977, provaram
que a multiplicidade ¢ um invariante C' no caso de hipersuperficies. Gau e Lipman (1983))
generalizaram este resultado para qualquer codimensao e Comte (1998) provou que a
multiplicidade ¢ um invariante bi-Lipschitz, sob algumas condigoes sobre as constantes
Lipschitz que dao a equivaléncia. Uma miscelanea de resultados sobre este invariante
pode ser encontrada em Eyral (2006) ou em Carvalho (2010]).

No capitulo [2| apresentamos algumas defini¢oes e notagoes, bem como alguns
resultados (cldssicos ou nao) da Teoria de Singularidades, que serdo usados no decorrer
desta tese.

O capitulo [3| é dedicado ao estudo equivaléncia C%-forte entre conjuntos de-
finiveis. Com isto, encontramos alguns invariantes para esta equivaléncia, por exemplo,
esta equivaléncia para curvas analiticas complexas, define e é definida pela multiplidade.
Além disso, fazemos algumas redugoes de versoes da conjectura [l Também estudamos a
regularidade topoldgica forte de conjuntos analiticos reais ou complexos.

No capitulo 4] mostramos que dois conjuntos definiveis bi-Lipschitz homeo-
morfos possuem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, estudamos a
regularidade Lipschitz de conjuntos analiticos reais ou complexos.

No capitulo [5 fazemos redugoes de versoes da Conjectura de Zariski para
conjuntos analiticos complexos, provamos que a multiplicidade é invariante por home-
omorfismo bi-Lipschitz definivel no caso de conjuntos analiticos complexos onde todas
componentes irredutiveis de seus cones possuem singularidade isolada. Além disso, damos
uma outra prova para o resultado provado por Gau e Lipman (1983)) sobre a invariancia
diferenciavel da multiplicidade de conjuntos analiticos complexos e, também, provamos

que a multiplicidade de conjuntos analiticos reais é um invariante diferenciavel.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e notagoes, bem como alguns
resultados (cldssicos ou nao) da Teoria de Singularidades, que serdao usadas nos préximos

capitulos.

2.1 Excertos de geometria analitica complexa

Nesta Sec¢ao, apresentamos os principais resultados e defini¢coes sobre geometria
analitica complexa utilizados no texto. Para um estudo mais detalhado sobre o assunto
veja Chirka (1989), Ebeling (2007)), Sebastiani (2010]), Taylor (2002)) e Whitney (1972).

2.1.1 Funcgoes e conjuntos analiticos

Iniciamos com algumas notagoes:

Notacao 2.1.1. Com a identificacio canénica C = R?, visualizamos C* como R** com
a norma euclidiana || - ||. Denotamos por R’y o conjunto {(x1,...,x,) € R*; 2; > 0,1 =
1,...,n}.

Definicao 2.1.2. Um polidisco ¢ um conjunto da forma
A(w) :={(z1, .., 2n) €C"; |zp —wyi| <y i=1,...,n},

onde 1 = (r1,...,7,) € RT e w = (wy,...,w,) € C". Quando quisermos enfatizar a

dimensao, escrevemos A" ao invés de /.

Relembramos que uma série formal de poténcias em torno da origem de C™ é

uma expressao

onde a, . ,, € C.
Com o intuito de escrevermos séries de poténcias de uma maneira mais amis-

tosa, fazemos uso da seguinte:

Notagao 2.1.3. Dados z = (21,...,2,) € C" e v = (v, ...,v,) € N, escrevemos z¥ :=
2tz Além disso, escrevemos |v| = vy +...+1v,. Com essa notagao, escrevemos séries

de poténcias formais em torno de w € C", da sequinte maneira

Z a,(z —w)”.

v=0
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Definicao 2.1.4. Fizado w € C", dizemos que uma série de poténcias

v

a,(z —w)

o

Il
o

1%

€ convergente em um ponto z' € E™, se a série

a,(z' —w)”

hE

<
Il
o

converge absolutamente e, dizemos que ela é convergente, se a série converge em todo

ponto de A, (w), para algum r € R},

Definicao 2.1.5. Seja U C C* um aberto. Uma funcgao f : U — C € dita analitica, se
para todo v € U, existe v € R tal que f pode ser expressada por uma série de poténcias

convergente em A, (x), i.e.,
f(z) = Zal,(z —z)’, zeA(z).
v=0

oo
Neste caso, a série Y a,(z —x)” € a chamada a série de f em x.
v=0

Definicao 2.1.6. Seja U C C™ um aberto. Uma fungao f: U — C™ € dita diferencidvel
complexa em a € U, se existem uma aplicagcao linear T : C* — C™ e uma fun¢ao continua

r:U — C™ comr(a) =0 tais que
f(z) = f(a) + T(z —a) + r(2)]|z — al.

Quando f € diferencidvel complexa em todo ponto de U, dizemos que f € holomorfa em
Uesef:U— f(U)éuma bije¢cao com f(U) sendo um aberto de C™ e, além disso, €

holomorfa e tem inversa f~' : f(U) — U holomorfa, entio dizemos que f : U — f(U) é

bi-holomorfa.

Notagao 2.1.7. Denotamos por C{z — w} o conjunto de todas séries convergentes em

w = (wy,...,w,) € C". Também denotamos C{z —w} por C{z; — wy, ..., 2, — Wy}

Proposicao 2.1.8. Seja U C C" um aberto. Uma funcao f : U — C ¢é holomorfa em U

se, e somente se, f ¢ analitica em U.
Vamos definir conjuntos algébricos e analiticos complexos.

Definicao 2.1.9. Um conjunto X C C" € chamado de conjunto algébrico complexo

se existem finitos polinomios f, ..., fr : C* — C tais que
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Definigao 2.1.10. Seja U C C™ um aberto. Um conjunto X C U é chamado de subcon-
junto analitico complexo de U, se para cada x € U existe um aberto W C U contendo

x e existem finitas funcoes analiticas fi, ..., fr : W — C tais que

k
XNw=[)f0).
i=1
Dizemos simplesmente que X C C" ¢ um conjunto analitico complexo se existe um

aberto U C C™ contendo X, tal que X é um subconjunto analitico complezo de U.

Observagao 2.1.11. As nogoes de funcoes e conjuntos algébricos e analiticos reais sao

definidas similarmente.

2.1.2 Anel local de fungcoes holomorfas

Fixado w € R™, definimos uma relagao de equivaléncia no conjunto {f : U —

RF: U € R™ é aberto e w € U}, da seguinte maneira:

Definicao 2.1.12. Duas funcoes f : U — R™ e g : V. — R™ com U,V C R™ abertos
ew € UNYV sao ditas equivalentes em w, se existe um aberto W C U NV contendo w
tal que flw = glw e, neste caso, escrevemos f ~ g. Uma classe de equivaléncia nesta

relacdo € chamada de germe de fun¢ao em w.

Para o caso particular de fungoes holomorfas, denotamos por O, ,, = {f : U —
C;w e U, U C C" é aberto e f é holomorfa em U}/~. No caso em que w = 0, escrevemos

simplesmente O,, em vez de O,, .
0

Proposicao 2.1.13. O anel O, ,, dos germes de fungoes holomorfas em w € C" € iso-
morfo ao anel C{z — w} de todas as séries convergentes em w. Além disso, O, € um

anel local, Noetheriano e fatorial.
Demonstragao. Veja Ebeling (2007, p. 61-73, Propositions 2.15, 2.18, 2.19 € 2.20). [
Seguindo a ideia de germe de fungoes, podemos definir germes de conjuntos:

Definicao 2.1.14. Dois connjuntos X,Y C R™ sao ditos equivalentes em w € R™, se
existe um aberto W C R™ contendo w tal que XNW =Y NW. Uma classe de equivaléncia
de um conjunto X nesta relacao é chamada germe de X em w e denotamos o germe
de X em w por (X,w). Além disso, escrevemos (X,w) C (Y,w) quando ezxiste uma
vizinhanca aberta de w, digamos W, tal que X "W C Y NWW.

s

Definigao 2.1.15. Sejam X C R™ e x € X. Dizemos que o germe (X,x) € conexo,
se existe v > 0 tal que X N By(x) € um conjunto conexo, para todo 0 < t < r, onde

B(z) C R™ € a bola euclidiana de raio t centrada em x.
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Definigao 2.1.16. Sejam fi,...,f, : U — C fung¢oes holomorfas no aberto U C C".

Denotamos o conjunto dos zeros de fi, ..., f, por V(fi1,..., f+), t.e.,

V(fh ~~af7“) = {Z € U; fl(z) = O’ 7f7’(Z) = O}

Com isso, sew € U e I é um ideal de Oy, ., gerado por fi, ..., f,, entao definimos V (I) :=

(V(fla --~7fr)aw)'

Observagao 2.1.17. Por Ebeling (2007, Proposition 2.25) e usando o fato de O,,,, ser
Noetheriano, V(I) estd bem definido para todo ideal de O, .

Na definicao acima, para cada ideal foi feito uma associacao para um germe
de conjunto analitico. Agora, fazemos o inverso, a cada germe de conjunto analitico

associamos um ideal.

Definigao 2.1.18. Seja (X, x) um germe de conjunto analitico complezo. Denotamos por
Z(X) o conjunto de todos os germes f € O, , representado por fv: U — C, com U sendo
uma vizinhanca aberta de x, que se anula em um representante X Cc U de (X, x), ie.,

ﬂg = 0. Z(X) ¢ chamado ideal do germe (X, x) ou simplesmente ideal de X.
Observagao 2.1.19. Claramente Z(X) é um ideal de O, ,.

Elencamos algumas propriedades importantes acerca das tltimas defini¢oes

feitas acima:

Proposicao 2.1.20. Sejam (X, x) e (Y, z) dois germes de conjuntos analiticos complexos

e sejam I, J C O, dois ideais. Entao:
a) ICJ=V(J)cCVI);
b) (X,z)C (Y,x)=Z(Y) C Z(X);
¢) V(Z(X)) = X;
d) I CcZ(V(I));
e) Z(V(I)) = Rad(I) := {f € On; existe k € N tal que f* € I};
1) (X,2) £ (V,2) = T(X) £ T(Y)
Demonstragao. Veja Ebeling (2007, Propositions 2.26, 2.27 e 2.28). m

Além disso, para cada germe de conjunto analitico complexo (X, z), vamos

associar uma C-Algebra:

Definigao 2.1.21. Seja (X, z) um germe de conjunto analitico complexo. Denotamos o
anel O, ./Z(X) por Ox .. Quando v = 0 denotamos Ox , simplesmente por Ox. Além

disso, chamamos o anel Ox, de anel local de (X, z).
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Definicao 2.1.22. Dizemos que um germe f € O,,, se anula em (X, x), se f € T(X),
ou seja, se exristem representantes f: U—Cdefe X CU de (X, x) tais que ﬂ)}« =0.

Finalizamos esta subsecao discutindo a nogao de irredutibilade de germes de

conjuntos analiticos complexos.

Defini¢ao 2.1.23. Um germe de conjunto analitico complezo (X, x), € dito irredutivel,
se sempre que X = X1 U X, tivermos (X,z) = (X1,2) ou (X,z) = (Xo,2). Quando

(X, ) nao € irredutivel, (X, z) € dito redutivel.

Proposicao 2.1.24. Um germe de conjunto analitico complexo (X, x) € irredutivel se, e

somente se, o ideal Z(X) € um ideal primo.
Demonstragao. Veja Ebeling (2007, Proposition 2.31). O

Proposicao 2.1.25. Seja (X, z) um germe de conjunto analitico complexo em x € C™.

Entao, (X, x) tem uma decomposi¢cdo unicamente determinada, a menos da ordem,
X=XjU..UX,

em germes irredutiveis (X;,x) com (X;,x) # (X;,x), se i # j. Os germes de conjuntos

analiticos (X1, ), ..., (X, x) sdo chamados de componentes irredutiveis de (X, x).

Demonstragao. Veja Ebeling (2007, Proposition 2.32). m

Um resultado sobre componentes irredutiveis é o seguinte:

Proposigao 2.1.26. Sejam X C C™ e Y C C" dois conjuntos analitcos complexos e
r e X. Sep: X — Y € um homeomorfismo, entao para cada componente irredutivel

(X, x) de (X, x), temos que (p(X;),o(x)) € uma componente irredutivel de (Y, p(x)).

Demonstragao. Veja Gau e Lipman (1983, Lemma A.8). ]

2.1.3 Regularidade de conjuntos analiticos

Definigao 2.1.27. Seja U C C™ um aberto. Um conjunto M C U é dito uma subvariedade
analitica complexa (ou holomorfa), se para cada x € M existem uma vizinhanga aberta
V C U de x e uma aplicacao bi-holomorfa ® : V. — A sobre um policilindro A centrado
em ®(x) =0 tal que

MNV =& 1A% x{0})

com respeito a decomposicao A = A®* x A"*. O numero s é chamado a dimensao de

M em x e é denotado por s = dim, M.
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Definigao 2.1.28. Seja G C C" um conjunto aberto e conexo e X C G um subconjunto
analitico complexo. Um ponto x € X € dito wm ponto regular de X, se existe uma
vizinhac¢a aberta U de x tal que X NU € uma subvariedade analitica complexa de U.
No caso contrdrio, x é chamado um ponto singular de X. Denotamos por Sing(X) o
conjunto dos pontos singulares de X e Reg(X) := X \ Sing(X). Quando x € Reg(X),

dizemos que o germe (X, x) € reqular ou holomorfo.

Definicao 2.1.29. Dizemos que um conjunto analitico complero X C C" tem singula-

ridade isolada, se Sing(X) sd tem pontos isolados.

Proposigao 2.1.30. Seja X C C" um conjunto analitico complexo. FEntao, Reg(X) €
aberto e denso em X. Em particular, para todo aberto U C C" tal que Sing(X)NU # 0,
temos que Sing(X)NU nao é denso em X NU.

Demonstracao. Veja Sebastiani (2010, Lema IV.3.4). O

Definigao 2.1.31. Sejam X C C" um conjunto analitico complexo e x € Reg(X). De-
finimos a dimensao de X em z, denotada por dim, X, como sendo a dimensao da
subvariedade holomorfa X N U, i.e., dim, X = dim X NU. Dizemos que X tem di-
mensao pura, se dim, X ¢ constante para todo x € Reg(X). Definimos a dimensao

de X, denotada por dim X, para ser dim X := sup dim, X.
z€Reg(X)

Observacao 2.1.32. Quando X tem dimensao pura, temos que Reg(X) é uma subvari-
edade holomorfa de C" e dim X = dim Reg(X).

Uma outra informagao que Reg(X) fornece é a seguinte:

Proposigao 2.1.33. Sejam X C C" um conjunto analitico complexo e x € X. FEntao,

(Reg(X), ) € conezo se, e somente se, (X, x) € irredutivel.
Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 55, Proposition). ]

Proposicao 2.1.34. Seja X C C" um conjunto analitico complexo com dimensao p.

Entao, Sing(X) € um conjunto analitico complezo com dimensdo menor que p.
Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 51, Theorem). m
Encerramos esta subsecao com o seguinte:

Teorema 2.1.35 (Teorema de Remmert-Stein-Shiffman). Seja E C C" um conjunto
fechado e seja A um subconjunto analitico de C*\ E com dim A = p. Se Hqp1(E) =0,
entdo o fecho A de A em C™ é um subconjunto analitico de C", onde Hap 1(E) € a medida

de Hausdorff na dimensao 2p — 1.

Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 48, Theorem). O
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2.2 Conjuntos definiveis e cones tangentes

Nesta Secao, fazemos uma breve apresentacao de objetos definiveis. Em par-
ticular, estudamos especialmente algumas propriedades de cones tangentes de conjuntos
definiveis. Mais detalhes sobre esses objetos podem ser encontrados em Bochnak, Coste
e Roy (1998)), Coste (1999), Van Den Dries (1998)) e Whitney (1965a).

Definicao 2.2.1. Um conjunto X C R" ¢ dito semialgébrico, se existem polinomios
N

fij :R* = R, para i = 0,1,....N e j = 1,..,¢, tais que X = J{z € R™; fio(z) =
i=1

O, fll(LC) > 0, ,fw(%) > O}

Definicao 2.2.2. Um conjunto X C R"™ € dito semianalitico, se para todo v € R"

existem um aberto U C R"™ contendo x, N € N e funcoes analiticas fi; : U — R, para i =
N

0,1,... Nej=1,...¢, tais que XNU = J{x € R"; fio(x) =0, fin(z) > 0, ..., fie(x) > 0}.
i=1
Definicao 2.2.3. Um conjunto X C R™ € dito subanalitico, se para todo x € R" existe
aberto U C R™ contendo x tal que X NU € a projecao linear e propria de um conjunto
semianalitico relativamente compacto Y C R™ x R¥. Uma funcdo f : X C R™ — R" ¢

dita subanalitica, se Graph(f) C R™ x R" € um conjunto subanalitico.

Definicao 2.2.4. Seja @ : R® — R" a aplicacao dada por

(I)(Zlfl,...

. T Tn
7xn) - (\/mw“a m) .

Um conjunto X C R™ é dito globalmente subanalitico, se ®(X) ¢ um conjunto suba-
nalitico. Uma fungao f: X C R™ — R™ € dita globalmente subanalitica, se Graph(f) C

R™ x R™ é um conjunto globalmente subanalitico.

Conjuntos e fungoes globalmente subanaliticas (ou semialgébricas) sao exem-

plos de objetos definiveis, que sao definidos a seguir:

Definigao 2.2.5. Seja S = {S,, }nen, onde cada S,, é um conjunto de subconjuntos de R™.

Dizemos que S € uma estrutura O-minimal sobre R se satisfaz os sequintes axiomas:
1) Todos subconjuntos algébricos de R™ estao em S,,.

2) Para todo n, S, € uma subalgebra Booleana do conjunto das partes de R™, denotado

por P(R™).
3) Se AeS,, e BES,, entaio AX B € S,,1n.

4) Sew:R"™ — R"™ ¢ uma projecio ortogonal sobre R ¢ A € S,,11, entio m(A) € S,,.
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5) Os elementos de Sy sdo precisamente unides finitas de pontos e intervalos.
Um elemento de S,, é chamado de subconjunto definivel de R".

Observacgao 2.2.6. Os conjuntos semialgébricos formam uma estrutura O-minimal. Veja

por exemplo Coste (1999)).

Observagao 2.2.7. Os conjuntos globalmente subanaliticos formam uma estrutura O-

minimal. Veja por exemplo Van den Dries (1986, Theorem).

Defini¢ao 2.2.8. Uma funcio f : X C R" — R™ ¢ dita definivel, se Graph(f) é um

subconjunto definivel de R™ x R™.

Observacao 2.2.9. Se f : X C R" — R™ é definivel, entdo usando o axioma 4) na

definicao de conjunto definivel, temos que X é definivel.
Listamos abaixo algumas propriedades importantes dos conjuntos definiveis.

Proposicao 2.2.10. A imagem de um conjunto definivel por uma aplicacao definivel é

um conjunto definivel.
Demonstragao. Veja Coste (1999, Proposition 1.6). ]
Proposicao 2.2.11. Composicao finita de aplicagoes definiveis € uma aplicagao definivel.

Demonstracao. Sejam f : X C R™ — R* e g: Y C R” — RP fungoes definiveis, com
f(X) C Y. Mostremos que Graph(g o f) é um subconjunto definivel de R™ x RP. Para
isto, sejam F' = Graph(f), G = Graph(g) e m : R™ x R" x R? — R™ x R? a projegao
ortogonal. Primeiramente observe que 7((F' x R?)N(R™ x (7)) , j& que usando os axiomas
2), 3) e 4) na definicao 2.2.5, (F x R?) N (R™ x @) é definivel. Entdo, usando o axioma
4) n vezes, vemos que w((F x RP) N (R™ x ()) é definivel. Por fim, basta ver que

Graph(go f) = n((F x R?) N (R™ x G)).

Como consequéncia imediata temos o seguinte:

Corolario 2.2.12. f := (f1,...,fn) : A C R™ — R™ € definivel se, e somente se, cada
fi: ACR™ —= R € definivel, i =1, ....n.

Uma outra consequéncia é o seguinte:

Corolario 2.2.13. Fizado A C R™ definivel, entio Def,(A) := {f : A — R™"; f ¢
definivel} € um anel com relagio a soma e o produto de fungdes e juntamente com o

produto por escalar usual, Def, (A) é uma R-Algebra.
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Demonstragdo. As aplicacoes S, P : R? — R dadas por S(z,y) = x+y e P(x,y) = zy sao
aplicagoes polinomiais, portanto sao definiveis. Assim, se f,g € Def,(A), pelo coroldrio

2.2.12| e a proposi¢ao 2.2.11, —g = Po(—1,9), f+g=So(f,g9) e fg = Po(f,g) sdo

definfveis. Com isso, fica claro que Def,,(A) é um anel e uma R-Algebra. O

Proposicao 2.2.14. O fecho e o interior de um conjunto definivel sao conjuntos de-

finiveis.
Demonstracao. Veja Coste (1999, Proposition 1.12). O

Além dos resultados citados acima, temos o Teorema da Monotonicidade e o
Lema de Selecao de Curva, que sao resultados de grande utilidade no estudo de objetos

definiveis e, assim, enunciamos tais resultados logo abaixo:

Teorema 2.2.15 (Teorema da Monotonicidade). Seja f : (a,b) — R definivel. Entao,
existe uma subdivisdio finita a = a9 < a3 < ... < a = b tal que, em cada intervalo

(ai,air1), f € continua e, além disso, é constante ou estritamente mondtona.

Demonstracao. Veja Coste (1999, Chapter 2, Theorem 2.1). O
Corolario 2.2.16. Se f : [a,b) — R definivel, entdo lim+ w existe ou € infinito,
t—x

para todo x € |a,b).

Teorema 2.2.17 (Lema de Selegao de Curva). Seja X C R™ um conjunto definivel e
p € X um ponto ndo isolado. Entdo, existe um arco continuo e definivel v : [0,€) — X
tal que v(0) =p e v((0,¢)) C X.

Demonstragao. Veja Coste (1999, Chapter 3, Theorem 3.2). ]

2.2.1 Cone tangente de um conjunto definivel

Definicao 2.2.18. Seja X C R™ um conjunto definivel. Para cada x € X, dizemos que
o conjunto (definivel) C(X,x) = {v € R"; Hap ren C X e I{tr}ren C (0,400) tais que

Tp—T

lim 2, =z e lim -

= v} € o cone tangente de X em z.
k—oo k—o0

Note que C(X, zg) corresponde ao cone C3(X, xo) definido por Whitney (19654,

1965b, [1972)), no caso em que X é um conjunto analitico complexo.

Observagao 2.2.19. Se A C C" é um conjunto analitico complexo tal que o € A, entao
C(A, ) é o conjunto de zeros de um conjunto de polinémios homogéneos complexos (veja
Whitney (1972, Theorem 4D)). Em particular, C'(A, xy) é uma unido de retas complexas

passando por xg.
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2.2.1.1 Blowing-up esférico

Nesta secao definimos alguns conceitos de blowing-up esférico.

Definigao 2.2.20. A aplicagdo p, : S*™' x [0,+00) — R™ dada por p,(z,r) = rz é o

blowing-up esférico da origem de R".

Observagao 2.2.21. Temos que p, : S ! x (0,+00) — R™\ {0} é um difeomorfismo
semialgébrico com inversa p, ! : R"\ {0} — S"7! x (0, +00) dada por p,'(z) = (i”, |lz|])-

[l

Definigao 2.2.22. A transformada estrita de um conjunto definivel X C R™ (sob o
blowing-up p,) € X' := p-1(X \ {0}) e a fronteira 0X’ da transformada estrita, é definida
como 0X':= X' N (S™! x {0}).

Observagao 2.2.23. Note que 0X’ = SoX x {0}, onde SoX = C(X,0)NS* 1. Além
disso, p, : p; 1 (X' \ {0}) = X \ {0} é um homeomorfismo definivel.

2.2.1.2 Caracteriza¢ao de cone tangente

Teorema 2.2.24. Seja X C R"™ um conjunto definivel. Entdo para cada x € X, com x
sendo um ponto ndo isolado, temos que C(X,z) = {v € R™; Iy :[0,¢) — X definivel tal
que ¥((0,6)) C X ev(t) —x =tv+o(t)}.

Demonstracao. Sejax € X. Entao, fazendo uma translacao, se necessario, podemos supor
que x = 0. Seja p: S" 1 x (0,400) — R™\ {0} dada por p(x,t) = ¢tx. Temos que p é
um homeomorfismo semialgébrico com inversa p=! : R™\ {0} — S"~! x (0, +00) dada por
pit(z) = (727> [l#]))- Entao, o conjunto ¥ = pH(X) CS" ! x [0,+00) é definivel.

Seja v € C(X,0). Entao, existem {x)}ren C X e {tx}ren C (0, +00) tais que
klg& 1, =0e¢ ]}Lrgof—: =wv. Se v # 0, temos que w = (ﬁ,()) € Y, entdo pelo Lema de
Sele¢ao de Curva, existe um arco continuo e definivel 5 : [0,d) — Y tal que S(0) = w
e 5((0,9)) C Y. Escrevendo f(t) = (x(t),s(t)), temos que s : [0,6) — R é continua,
definivel e ndo é constante, ja que s(0) =0 e s(t) > 0set € (0,0). Entao, pelo Lema da
Monotonicidade, podemos diminuir 9, se necessario, tal que s seja estritamente crescente.
Logo, s : [0,8/2] — [0,6] 6 um homeomorfismo definivel, onde &' = s(2). Assim, sendo
€= min{ﬁ,é’}, defina v : [0,¢) — X por

V(t) = poBos i (tvl]) = plx(s~ (tvl), s(s™ (tllv])) = tlvllx(s™ (tllv]])).

Logo,
t
lim L) = lim
t—0t+ ¢ t—0+

M = lim [Jo][x(s™" (1)) = [v][x(0) = v,
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e isso nos da a igualdade (t) = tv + o(t). Além disso, é claro que 7 é definivel, ja que é
composicao de aplicacoes definiveis.

Quando v = 0, seja {zx}ren € X C {0} com ,}Lrlc}oxk = 0. Observe que tal
sequéncia existe, pois por hipdtese, 0 é um ponto nao isolado de X. Assim, tomando sub-
sequéncia, se necessario, podemos supor que {ﬁ}k@\; é convergente, digamos ]}Lrgo H’;—’;” =
w € C(X,0). Pelo argumento acima, existe v : [0,e) — X tal que v(¢) = tw + o(t). De-
finindo 7 : [0,e2) — X por F(t) = v(t2), vemos que 7(t) = o(t) = tv + o(t). Com isto

concluimos
C(X,r) C {v€R™ Fy:[0,e) = X definivel t.q. v((0,¢)) C X e y(t) —x = tv +o(t)}

e como a outra inclusao é ébvia, terminamos a prova. O

2.3 Equivaléncias entre conjuntos

Notagao 2.3.1. Quando escrevemos ¢ : (X, x) — (Y,y), significa que p(x) =y e existem
representantes X de (X,z) e Y de (Y,y) tais que o : X — Y estd definida.

Definicao 2.3.2. Sejam X CR™, Y CR" ek € (N\ {0}) U{oo,w}. Dizemos que uma
aplicagdo f : (X,x) — (Y,y) € diferencidvel (resp. C*), se a aplicacdo f : X =Y pode
ser estendida para uma aplicagdo diferencidvel (resp. C*) F : U — V, onde U C R™ e
V C R" sao abertos tais que XcUeYCV. Quando X C C™, Y C C", dizemos que
uma aplicagao f: (X, z) = (Y,y) € holomorfa ou analitica complexa, se a aplicagao
f: XY pode ser estendida para uma aplicagao holomorfa F : U — V|, onde U C C™
eV C C" sao abertos tais que XcUeYCV.

Defini¢ao 2.3.3. Sejam X CR™, Y CR", f:(X,z) —» (Y,y) ek € (N\{0}) U {oo,w}.
Suponha que f : X =Y éuma bije¢do. Entdo, dizemos que f: (X, x) — (Y,y) é um:

a) homeomorfismo (resp. homeomorfismo bi-Lipschitz), se f : XoYeft:

Y — X sdo aplicagdes continuas (resp. Lipschitz);

b) difeomorfismo (resp. difeomorfismo C*), se f : (X, ) — (Y,y) e f~!:
(Y,y) = (X, z) sao aplicagdes diferencidveis (resp. C*);

Quando X C C™ e Y C C", dizemos que uma aplicagio f : (X,z) — (Y,y) € bi-
holomorfa, bi-analitica complexa ou isomorfismo analitico complexo, se f :
(X,z) = (Y,y) e f71:(Y,y) — (X, z) sdo aplicagdes holomorfas.

Definigao 2.3.4. Sejam X CR™, Y CR" e k € (N\{0})U{oo,w}. Dizemos que (X, )
e (Y,y) sao:
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a) homeomorfos (resp. bi-Lipschitz homeomorfos), se eriste um homeomor-

fismo (resp. homeomorfismo bi-Lipschitz) ¢ : (X, z) = (Y,y);

b) difeomorfos (resp. C* difeomorfos), se existe um difeomorfismo (resp. difeo-
morfismo C*) ¢ (X,y) — (Y.y);

c) topologicamente equivalentes ou tem a mesma topologia mergulhada, se
existe um homeomorfismo F : U — V, onde U C R™ e V C R"™ sao abertos tais que
XcUeYCVeFX)=Y.

Quando X C C™ eY C C", dizemos que (X, z) e (Y,y) sio analiticamente isomorfos
ou analiticamente equivalentes, se eriste um isomorfismo analitico complexo ¢ :
(X,z) = (Yy).

Notagao 2.3.5. Mais geralmente, quando dizemos que ¢ : (X,z) — (Y,y) tem uma

propriedade P, significa que ¢ : X = Y tem a propriedade P. Da mesma maneira,

quando dizemos que (X, x) tem uma propriedade P, significa que X tem a propriedade P.

Definigao 2.3.6. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de subconjuntos definiveis, na origem de
R™ e RP, respectivamente. Um homeomorfismo ¢ : (X,0) — (Y,0), € dito homeomor-

fismo forte, se o homeomorfismo
pylopop,: X'\ OX = Y'\ oY’

se estende como um homeomorfismo ¢’ : X' — Y'. Neste caso, dizemos que (X,0) e

(Y,0) sdo fortemente homeomorfos ou C°-forte equivalentes.

Veremos mais adiante que homeomorfismo forte é mais fraco que homeomor-
fismo bi-Lipschitz definivel. Além disso, no capitulo |5| (Lema [5.3.2)), é mostrado que

homeomorfismo forte é mais fraco que difeomorfismo.

2.4 Complexificagao de conjuntos e fungoes

Apresentamos nesta Sec¢do, algumas defini¢oes e resultados sobre complexi-
ficac@o de conjuntos e funcoes. Mais detalhes sobre este assunto, podem ser encontrados
em Cartan (I957), Ephraim (1976bl), Narasimhan (1966]), Whitney (1957) e Whitney e
Bruhat (1959).

Definicao 2.4.1. Seja V' C C". Definimos o conjunto conjugado de V para ser o
conjunto ¢(V) ={zZ = (z1,...,Zn) € C"; 2 = (21, ..., 2,) € V'}.

Observacgao 2.4.2. Seja f : W — C uma fungao analitica complexa. Entao, a fungao
f:c(W) = Cdadapor f(z) = f(Z), para todo z € ¢(W), é também uma funcio analitica

complexa.
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Observagao 2.4.3. Se V. C C" é um conjunto analitico complexo, entao ¢(V') é um

conjunto analitico complexo.

Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R uma fungao analitica real.
Assim, para cada y = (y1,...,yn) € U, existe r = (r1,...,m,) € R} tal que D,(y) :=
{(vi, o) ER™ oy —ys| <riyi=1,...,n} CU esex=(xy,..,x,) € D.(y), entdo

o0

f(l’) = Z al/1,...,1/n (‘Il - yl)yl"'(xn - yn)yna

V1y..e,n=0
onde a,, . ,, € R. Contudo, a série acima é convergente no polidisco A, (y) C C™.

Definicao 2.4.4. Sendo U C C™ a unido dos A, (y)'s como acima. Definimos a com-

plexificacao de f : U — R como sendo a aplicacao fc : U — C tal que

o0

f(C(Z) = Z aul,...,un(zl - yl)yl-“(zn - yn)”ﬂ = (Zla sy Zn) S Ar(y)a

V1,...,un=0
onde D,(y) CU e a série de f em y € convergente em D,(y).

Definicao 2.4.5. Seja V. C R™ wum subconjunto analitico real de um aberto A e seja
A a unido de todos os polidisco A,(y)'s tais que D.(y) C A e existem finitas funcgies
analiticas fi, ..., fr : Do(y) — R satisfazendo V N D.(y) = N, f71(0). Definimos a
complexificagao de V' como sendo o subconjunto analitico de ;L denotado por V¢, tal
que Ve N A(y) = N fic™'(0).

Proposicao 2.4.6. Seja (X,0) um germe de conjunto analitico complexo irredutivel.

Entao, (Xc,0) e (X x ¢(X),0) sao analiticamente isomorfos.

Demonstracao. Sejam W C C™ um aberto e fi, ..., fr : W — C funcoes analiticas tais que
X ={zeW,; fi(z) = ... = fu(z) = 0} e para cada j = 1,...,k, sejam uj,v; : W — R,
respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de f;, i.e., u; := Re(f;) e v; := Im(f;).
Desta forma, X = {z € W; uy(2) = vi1(2) = ... = u(2) = vx(2) = 0} é um subconjunto
analitico real de W. Escrevendo as coordenadas complexas (z1, ..., z,) em coordenadas

reais (21, Y1, ..., Tn, Yn), onde z; = z; + 1y; e complexificando X, vemos que

Xe={2= (21,41, Tn,¥n) € C2n; u1c(2) = vic(2) = ... = urc(2) = vre(2) = 0}.

Além disso, X¢ também pode ser visto como
X = {2 € C uj(2) 4+ 10 (2) = uj(2) — ivje(2) =0, para, j =1,...,n}.

Considere a seguinte mudanga linear de coordenadas ® = (¢, ) : C* x C" — C" x C"
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dada por

Entao para j = 1,...,n, obtemos

Uj((:(z) + ivjc(%/) = f](¢(z))

ujc(2) — ;e (2) = f5(0(2)).
Portanto, ®(X¢) = X x ¢(X). O

2.5 Multiplicidade de conjuntos analiticos

Nesta Segao, apresentamos os principais resultados e defini¢oes relacionados
com a multiplicidade de conjuntos analiticos. Mais detalhes sobre multiplicidade de con-
juntos analiticos, podem ser encontrados em Chirka (1989), Draper (1969) e Thie (1967).
Para saber sobre multiplicidade, em um contexto mais geral, veja Zariski e Samuel (1960),
Atiyah (1969) e Roberts (1998]).

Definicao 2.5.1. Seja A um anel Noetheriano local e T C A um ideal. Definimos o

comprimento de L, denotado por ((T), para ser o numero mdzimo de ideais primos po &

PG ...GpsCL.

Proposicao 2.5.2. Seja A um anel local, Noetheriano e T C A um ideal. Se AJT tem
comprimento finito, entao existe um polinomio P% € Qx| tal que P§(n) = ((A/I™), para

todo n suficientemente grande.
Demonstragao. Veja Dieudonné (1967, p. 23, Theorem 2.2). ]

Definigao 2.5.3. Seja A um anel Noetheriano local. P% é chamado de Polinémio de
Hilbert-Samuel de A com respeito a Z. Quando T € o ideal mazimal m de A,

escrevemos simplesmente Py no lugar de P} e, neste caso, P4 é chamado de Polindomio
de Hilbert-Samuel de A.

Definicao 2.5.4. Seja (X, z) um germe de conjunto analitico complexo. Sendo Ox , =
O,/I(X) o anel local de (X,z) e Po, (1) = Z?:o a;t' o polinomio de Hilbert-Samuel de
Ox.a, com k = grau(Po, ), entdo definimos a multiplicidade de X em x por m(X,x) :=

klay. Quando x =0, dizemos apenas que m(X) := m(X,0) € a multiplicidade de X.
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2.5.1 Algumas caracterizagoes da multiplicidade

Apresentamos agora algumas caracterizagoes da multiplicidade que serao usa-

das nos préximos capitulos.

Definicao 2.5.5. Sejam X C C" um conjunto analitico complexo contendo a origem e

p =dim X. Definimos o nimero de Lelong de X (em 0) por

. H@(BI'NX)
n(X) = e B

onde H?P(A) denota a medida de Hausdorff de A na dimensaio 2p.

Teorema 2.5.6. Seja X C C™ um conjunto analitico complexo contendo a origem. Entao

n(X)=m(X).
Demonstragao. Veja Draper (1969, Theorem 7.3). O

Corolario 2.5.7 (Aditividade da multiplicidade). Seja (X,z) um germe de conjunto
analitico complezo e (X, z) = (X1,2) U ... U (X,,x) sua decomposi¢cao em componentes
irredutiveis. Entao, m(X,z) = m(Xy,z) + ... + m(X,., ).

Definicao 2.5.8. Sejam A C C™ e B C C" duas subvariedades analiticas complexas
(i.e., Reg(A) = A e Reg(B) = B). Dizemos que uma aplicacao continua f : A — B €
um k-recobrimento, se para todo ponto x € B existe uma vizinhaca aberta U de x tal
que f~HU) tem k componentes conexas, digamos Uy, ...,Uy e, além disso, fly, : Uy — U

¢ uma homeomorfismo bi-holomorfo.

Definicao 2.5.9. Seja U C C" um aberto. Um conjunto fechado o C U ¢ dito removivel,
se toda fungdo limitada e holomorfa h : U \ 0 — C pode ser estendida para uma fun¢ao
holomorfa h:U—C. Un conjunto fechado o C U ¢é dito localmente removivel, se o

€ removivel em uma vizinhanca de cada um de seus pontos.

Definicao 2.5.10. Sejam A C C™ um conjunto localmente fechado e U'" C C™ um aberto.
Dizemos que uma aplicacao continua e prépria f : A — U’ é um k-recobrimento
generalizado, se existe um conjunto localmente removivel o C U’ tal que f~'(o) é nunca
denso em A, A\ f~Y(o) é um conjunto analitico complezo tal que Reg(A\ f~1(0)) =
A\ fHo)ef: A\ f o) = U \o éum k-recobrimento. Para o sendo o menor

conjunto possivel, como na defini¢io acima, escrevemos br(f) = f~(o).

Proposicao 2.5.11. Sejam X C C" um conjunto analitico contendo a origem, com
d=dim X er : C" — C% uma projecio linear. Sen=*(0)NC(X,0) = {0}, entdo existe um
aberto U C C™ contendo a origem, tal que 7| xnu\br(x|xo) @ (X NU)\br(r|xow) = C4\ o

é um po(X)-recobrimento, com po(X) =m(X) e o = w(br(n|xnv)).
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Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 190, Proposition 2) ou Draper (1969, Theorem 6.3
e Theorem 6.5). O

Corolario 2.5.12. m(X) =1 & (X,0) € reqular.
Demonstragao. Se m(X) = 1, entdo pela Proposicao [2.5.11] existe um aberto U C C"

contendo a origem e uma proje¢ao linear m : C* — C? tais que 7| xnu)\pr(r|xnr) © (XNT)\
br(m|xnv) — C?\ o é um l-recobrimento, onde d = dim X. Diminuindo U e fazendo uma
mudanca holomorfa de varidveis, se necesséario, podemos tomar U = U’ x U” C C? x C"¢.
Entao, (XNU)\br(w|xnv) ¢ o grafico de uma aplicagao holomorfa F : U'\ o — C"~%. Mas
o é removivel e [’ é holomorfa e limitada, entao F' pode ser estendida holomorficamente
para F:U — Crd, Dai, XNU é o grafico de F e, portanto, X NU é variedade holomorfa.

Por outro lado, se existe aberto U tal que X NU é variedade holomorfa, entao
X N U é localmente grafico de aplicacao holomorfa F : U’ — C" 9. Entao, podemos
tomar uma projecao linear 7 : C* — C? tal que 7x : X — C? seja um 1-recobrimento,
ie, m(X) =1 O

Proposicao 2.5.13. Sejam X e Y conjuntos analiticos complexos. Se ¢ : (C", X,0) —
(C™,Y,0) for uma aplicagao bi-holomorfa, entao m(X) = m(Y).

Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 120, Proposition). ]

Proposicao 2.5.14. Sejam X e Y conjuntos analiticos complexos. Entao,
m(X xY)=m(X)m(Y).

Demonstragao. Veja Chirka (1989, p. 124, Corollary 4). O
Proposicao 2.5.15. Seja X um conjunto analitico complexo. Entdao, m(X) = m(c(X)).

Demonstragdo. Basta observar que w € X N7~ 1(2) se, somente se, w € ¢(X) N7 1(Z) e
que 7 1(0) N C(X,0) = {0} se, e somente se, 71 (0) N C(c(X),0) = {0}. O

2.6 Mais alguns resultados sobre regularidade topolégica e cones

Fazendo translacao, se necessario, trabalhamos apenas com germes de fungoes

e de conjuntos em x = 0 e, assim, temos o seguinte:
Teorema 2.6.1. Sejam X eY conjuntos definiveis contendo a origem. Seja ¢ : (X,0) —

(Y,0) um germe de func¢do Lipschitz definivel. Entao, dyp : C(X,0) — C(Y,0) dada por

dop(v) = lim p(v(t))

t—0+ t ’

estd bem definida, onde vy : [0,e) — X € uma curva definivel tal que y(t) = tv + o(t).

Entao:
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a) dop : C(X,0) — C(Y,0) € Lipschitz, definivel e homogénea positiva de grau 1, i.e.,
dop(Av) = Adop(v), para todo v € C(X,0) e todo A € R

b) Se € bi-Lipschitz, entao dop : C(X,0) — C(Y,0) € bi-Lipschitz e (dop) ™" = dop™?
c) Se X =R", Y =R™ er(v) =pv) —dop(v), entao r(v) = o(|v]);
Demonstracao. Mostraremos primeiramente que dyp é uma aplicagao Lipschitz, para isso,

sejam z,y € C(X,0) e K = Lip(p). Sejam «a, 8 : [0,e) — X, curvas definiveis tais que
at) =tv+o(t) e B(t) = tw + o(t). Entao,

[dop(v) = dop(w)]| =

i PO MH

t—0t+ t t—0t
= lim plo(t)
t—0+ t

< lim 5||a<> B0l

t—0+ ¢

= Ko -l

é claro que, fazendo v = w, o mesmo argumento acima mostra que dyp(v) nao depende
da escolha da curva « e, assim, dop(v) estd bem definido. Além disso, pela caracterizagao
de C(Y,0), é claro que dop(v) € C(Y,0), i.e., dyp : C(X,0) — C(Y,0) estd bem definida
e é Lipschitz.

Agora, pela definigdo de dyp, também é claro que dop(Av) = Adop(v), para
todo z € C'(X,0) e todo A € R,

Dando continuidade, no caso do item b) vamos mostrar que dyp o dop™ ' =
idcoy,) €, para isso, seja © € C(Y,0) e y = dop (). Sejam 7 : [0,€) — X uma curva
definivel tal que y(t) =tz + o(t) e 8 := ¢~ oy. Em particular,

ty = tdop™" () = dop™ " (tz) = ¢~ (7(t)) + o(t).
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Portanto, dop(y) = dop(doyp™ ' (z)) = x para todo z € C(Y,0), i.e., dop o dop™" = idc(v,).-
De forma analoga, mostra-se que dop ™" o dyp = ide(x,0). Como pelo item a), dop e dop™*
sao aplicagoes Lipschitz, terminamos a prova do item b).

Para o item c¢), suponha que r(z) # o(x), entdao existe {z,} C R™ tal que

T, — 0O e ”H(x"”)” > ¢ > 0, para todo n € N. Tomando subsequéncia, se necessario,

podemos supor que IIi—ZH — To € Sﬁm — Yo, ja que ambas sequéncias sao limitadas
(\\sﬁ(an)ll < K). Como dyp é continua e homogénea de grau 1, entao do“@(an = dopl(o).
Porém,
ldoo(zo) — gl = || 1im EZlZO) o)
= Jim ||| (lznllzo) — () ’
K
< dim o[z [z — @
n—o00 ||xn||
n—00 ||xn||
= K Ty — lim H
n—o00 ’an
= Kllzg — x| = 0.
(zn)

Portanto, lim

o(x). O

= 0, que é uma contradi¢do com a sequéncia tomada. Logo r(z) =

Corolédrio 2.6.2. Sejam X eY conjuntos definiveis contendo a origem. Se ¢ : (X,0) —

(Y,0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz e definivel, entao vyp = |d—% C(X,0)ns* 1 —
C(Y,0) N S*~1 ¢ um homeomorfismo.
Demonstracao. E claro que vy é continua, entao observe que (vop) ™' = vyt O

Teorema 2.6.3. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de conjuntos definiveis em R™ e RP, respec-
tivamente. Seja ¢ : (X,0) — (Y,0) um homeomorfismo bi-Lipschitz e definivel. Entao,

os germes (X,0) e (Y,0) sao fortemente homeomorfos.
Demonstracao. Veja que ¢’ : X' — Y’ definida por
p(tu
St — (7 lle(tu)l) . se t>0
(vop(u),0), set =0,
é continua e use o Coroldrio 2.6.2] O

Exemplo 2.6.4. Seja C' um cone algébrico e defina ¢ : C — C por ¢(x) = ||z| - =

Temos que ¢ € um homeomorfismo forte, jd que @' = ¢'~* = ider. Entretanto, ¢ ndo é
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bi-Lipschitz, pois

2+, sex#0
o) ={ lel 7
0, sex =0,

¢ continua e nao € Lipschitz.

Definicao 2.6.5. Sejam A um dominio de integridade e Q4 seu corpo de fracoes. Um
elemento f € Q4 € dito inteiro sobre A, se para algum n € N existem ag, ...,a,_1 € A
satisfazendo

4 an 1 f" M+ . 4+ag=0.

O conjunto de todos os elementos inteiro sobre A é chamado de fecho inteiro (ou fecho

integral) de A e é denotado por A. Além disso, dizemos que A € normal, se A = A.

Definicao 2.6.6. Um germe (X, x) de conjunto analitico complezo é dito normal, se Ox ,

é normal.

Definicao 2.6.7. Seja X C R™ ep € X. Dizemos que p € um ponto topologicamente
regular, se eriste uma vizinhaca aberta U C R™ de x tal que X NU € uma varie-
dade topoldgica. Denotamos todos pontos topologicamente requlares de X, por Regtop(X).
Quando um ponto p € X nao € topologicamente reqular, dizemos que ele € topologicamente

singular. Denotamos todos pontos topologicamente singulares de X, por Sing,,(X).

Teorema 2.6.8 (Mumford (1961, Theorem)). Seja X um conjunto analitico complexo

tal que (X,0) € normal, 0 € Reg,,,(X) e dim X = 2. Entdo, 0 ¢ um ponto regular de X.

Definicao 2.6.9. Dizemos que C' C C" é um cone complexo, se existe um ponto x € C'

tal que C' é uma uniao de retas compleras passando por x.

Na linha do Teorema de Mumford (1961]), temos um Teorema provado por

Prill (1967)), que serd muito 1til nos préximos capitulos:

Teorema 2.6.10 (Prill (1967, p. 180, Theorem)). Seja C' C C™ um cone complexo. Se
0 € Reg,,,(X), entdo C ¢ um hiperplano de C".
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3 CONJUNTOS DEFINIVEIS FORTEMENTE HOMEOMORFOS

Esse capitulo é dedicado para estudar homeomorfismos fortes entre conjuntos
subanaliticos. E feito um estudo completo acerca de regularidade topolégica forte de
conjuntos analiticos. Além disso, é dada uma classificacao completa de curvas analiticas
complexas. Mais alguns exemplos e resultados sobre homeomorfismo forte podem ser
encontrados em Birbrair, Fernandes e Grandjean (2012), onde eles chamam isomorfismo

blow-esférico em vez de homeomorfismo forte.

3.1 Multiplicidades relativas das componentes do cone tangente

Definicao 3.1.1. Seja X C R™ um conjunto subanalitico contendo a origem. Dizemos
que x € 0X' é um ponto simples de 0X’, se ewiste um aberto U C R contendo x

satisfazendo o sequinte:

a) as componentes conexas de (X' NU)\ 0X', digamos X1, ..., X,, sdo variedades to-

pologicas;
b) (X;U0X')NU sao variedades topoldgicas com bordo.
Seja Smp(0X') o conjunto dos pontos simples de 0X'.

Definicao 3.1.2. Seja X C R™ wum conjunto definivel contendo a origem. Definimos
kx @ Smp(0X') — N, onde kx(x) € o nimero minimo das componentes conexas de

p HX\{0}) NU, para U aberto suficientemente pequeno contendo x.

Observacao 3.1.3. A fungao ky ¢ claramente localmente constante. Na verdade, kx
é constante em cada componente conexa C; de Smp(0X'). Entao, definimos kx(C;) :=
kx(x) com z € (C; x {0}) N Smp(0X').

Observacao 3.1.4. No caso em que X é um conjunto analitico complexo, existe um
conjunto analitico o com dimensao menor que dim X, tal que X\ o intersecta apenas uma
componente conexa C;, para cada componente irredutivel X; do cone tangente C'(X,0)
e, entdo definimos kx(X;) := kx(C;).

Observagao 3.1.5. O nimero kx(C;) é igual ao n; definido por Kurdyka e Raby (1989,
p. 762) e, também, é igual ao k; definido por Chirka (1989, chapter 2, sec. 11), quando

X é um conjunto analitico complexo.
Com base nisso, vale o seguinte:

Proposicao 3.1.6. Seja X C C" um conjunto analitico complexo e sejam Xy, ..., X, as
componentes irredutiveis de C(X,0). Entao, m(X) = »7"_, kx(X;)m(X;).
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Demonstragao. Veja Chirka (1989, chapter 2, sec. 11, p. 133, proposition). ]

Outra demonstracao da Proposigao [3.1.6] pode ser encontrada em Kurdyka
e Raby (1989, p. 766, THEOREME 3.8) (olhando a multiplicidade como o nimero de

Lelong, como no Teorema [2.5.6]).

Teorema 3.1.7 (Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas). Sejam (X,0) e
(Y,0) germes de conjuntos definiveis e ¢ : (X,0) — (Y,0) um homeomorfismo forte.
Se Xi,..., X, sdo as componentes conezas de Smp(0X') e Smp(0X') = U;_, V), com
Y, = ¢'(X;), entao kx(X;) =ky(Y;), j=1,...,7.

Demonstra¢ao. Como ¢ : (X,0) — (Y,0) é um homeomorfismo forte, temos que ¢’ :
X' — Y’ é homeomorfismo. Fixado j € {1,...,r}, para cada z € Xj, seja U, uma
vizinhanga aberta de x, tal que p~'(X \ {0}) N U, tem kx(X;) componentes conexas.
Entao, ¢'(p~1(X \ {0}) N U,) é um aberto de Y’ com kx(X;) componentes conexas.
Entao, ky(Y;) < kx(X;) e usando ¢! em vez de ¢/, obtemos a outra desigualdade,
kx(X;) < ky(Y;). Portanto, kx(X;) = ky(Yj). O

Kurdyka e Raby (1989, p. 767, Propostion 3.9), mostraram que as multi-
plicidades relativas sdo invariantes analiticos e Valette (2010, p. 668, Proposition 2.5),

mostrou que sao invariantes por homeomorfismo bi-Lipschitz subanalitico.

Teorema 3.1.8. Se (X,0) e (Y,0) sao fortemente homeomorfos, entao C(X,0) e C(Y,0)

também sao fortemente homeomorfos.

Demonstracao. Seja ¢ : (X,0) — (Y,0) um homeomorfismo forte. Entao, ¢'|ox : 0X' —
JY’ ¢ um homeomorfismo. Defina dyy¢’ : C(X,0) — C(Y,0) por

doit () = { (|)|x||80/(||%), zig

Temos que dyp’ é um homeomorfismo forte. ]

3.2 Aplicagoes do Teorema da Invariadncia das multiplicidades relativas no caso

complexo

3.2.1 Regularidade topoldgica forte

Definicao 3.2.1. Seja X C R"™ um conjunto subanalitico contendo a origem e p = dim X.
(X,0) € dito topologicamente forte reqular, se (X,0) e (RP,0) sao fortemente homeomor-

fos.
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Teorema 3.2.2 (Teorema da regularidade topoldgica forte). Seja X C C" um conjunto
analitico complezo contendo a origem. Se (X,0) € topologicamente forte reqular, entdo
m(X) =1, i.e., (X,0) é suave.

Demonstracao. Pelo Teorema , C(X,0) e CF sao fortemente homeomorfos, onde
k = dim X, implicando em C(X,0) ser irredutivel, pois C* é irredutivel. Em particu-
lar, C(X,0) é uma variedade topolégica. Entao, pelo Teorema de Prill, C'(X,0) é um
hiperplano. Dai, m(C(X,0)) =1 e pelo Teorema [3.1.7, m(X) = m(C(X,0)) = 1. O

Como consequéncia, temos o resultado provado em Birbrair et al (2014) (o

mesmo resultado também pode ser encontrado na secao 4.2.1)).

Corolério 3.2.3. Se (X,0) é um germe de conjunto analitico complexo e ¢ : (X,0) —

(C%,0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz subanalitico, entdo (X,0) € suave.

Demonstragao. Pelo Teorema [2.6.3, (X,0) é topologicamente forte regular, entao pelo
Teorema [3.2.2] (X,0) ¢ suave. O

3.2.2 Classificagcao de Curvas fortemente homeomorfas

Em C? a multiplicidade ¢ um invariante da topologia mergulhada para curvas,
mas isso nao ¢é verdade para C", n > 2, e como quaisquer dois germes de curvas analiticas
complexas irredutiveis sao homeomorfas, vemos que a multiplicidade nao ¢é invariante por
homeomorfismos. Na verdade, a multiplicidade de curvas nao é invariante nem mesmo por

homeomorfismos preservando o ambiente. Um exemplo desta afirmacao é dado abaixo:

Exemplo 3.2.4. Sejam X = {(2,0,0) € C3; 2 € C} e Y = {(0,y,2) € C% ¢ = 22}.

Seja u : C?> — C uma aplicacdo continua tal que

t, Jt<1
u(t?, %) = { .

ok lt] > 1.
Temos que ¢ : (C*, X,0) — (C3,Y,0) dada por
o(x,y,2) = (x —uly + 22,z + %),y + 2% 2 + 2°)
¢ um homeomorfismo com inversa
Py 2) = (@ +uly,2),y — (2 +uly, 2))%, 2 — (@ +u(y, 2))°),

mas m(X)=1em(Y)=2.

Contudo, a multiplicidade é um invariante completo quando consideramos ho-

meomorfismo forte entre curvas analiticas complexas.
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Corolério 3.2.5. Sejam (X,0), (Y,0) C (C",0) dois germes de curvas analiticas comple-

zas fortemente homeomorfas. Entdo, m(X) =m(Y).

Demonstracao. Seja ¢ : (X,0) — (Y,0) um homeomorfismo forte. Pela aditividade da
multiplicidade é suficiente supor que X e Y sao irredutiveis. Assim, o cone tangente de X
oude Y é uma reta complexa, entdao m(C(X,0)) = m(C(Y,0)) = 1. Pela Proposigao[3.1.6}
m(X) = kx(C(X,0)) e m(Y) = ky(C(Y,0)), mas pelo Teorema [3.1.7, kx(C(X,0)) =
ky (C(Y,0)) e isso conclui a prova. O

Teorema 3.2.6. Dois germes de curvas analiticas complexas irredutiveis sao fortemente

homeomortfas se, e somente se, elas tem a mesma multiplicidade.

Demonstracao. Sejam (X, 0),(Y,0) C (C™,0) dois germes de curvas analiticas complexas
irredutiveis. Ja sabemos que se (X,0) e (Y,0) sao fortemente homeomorfas, entao elas
tem a mesma multiplicidade (Corolario . Mostremos entao a reciproca. Suponha
que k = m(X) = m(Y). Depois de uma mudanga de coordenadas linear, se necessario,
suponha que o cone tangente de (X,0) e de (Y,0) seja {(£,0) € C*; £ € C}. Sejam o :
D.— Xe 1; :D. — Y as parametrizagoes de Puiseux de (X, 0) e (Y,0), respectivamente,
dadas por

Y(t) = (", 0(t) = (", 62(1), ..., du (1))

D(t) = (1%, 6(t) = (t*, 6a(t), .., on (1)),
onde ordgg; > k e ordgd; > k, i = 2,...,n. Defina ¢ : X — Y por ¢ = ¢ o)L,

Mostremos que ¢ é um homeomorfismo forte com ¢'|gxr = idgx,. Para que isso seja
verdade, ¢é suficiente mostrar que se z, = (X, ) € X'\ 0X’ é tal que lim z,, = (x,0),
m—0o0

entdo temos lim ¢'(z,) = (x,0). De fato, sendo s,, = ¥~ (t,,X,,,), temos
m—0o0

) = (EUmXm) o
7l (||90(tmxm)||’”90(tm m)||>
(||(8’,‘;L,$(sm))||’”( m @(sm)| | -

Porém, t, %X, = (s*, (s,)) e, assim,

(5% 6(sm)) S
o = <||< s 16 (m))”)

Logo, lim ¢'(z,,) = lim z, = (x,0). O
m—oo

m—r00
Sejam (X,0),(Y,0) C (C",0) dois germes de curvas analiticas complexas,
(X1,0),...,(X,,0) C (C",0) as componentes irredutiveis de (X,0) e (Y1,0),...,(Y;,0) C

(C™,0) as componentes irredutiveis de (Y, 0). Entéo, temos o seguinte:
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Corolério 3.2.7. (X,0) e (Y,0) sao fortemente homeomorfas se, e somente se, eziste

uma bije¢io o : {1,...,r} = {1,...,s} tal que m(X;) = m(Y,q)), para todo i =1,...,7r.

3.3 Aplicagoes do Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas no caso

real

3.3.1 Regularidade topoldgica forte

Mostramos nesta Secao, que o Teorema para conjuntos analiticos reais,
nao é verdadeiro em geral. Porém, antes disso mostramos, via exemplo, que a melhor
regularidade que podemos esperar, no caso de conjuntos analiticos reais, é regularidade C.
A partir dai, apresentamos alguns exemplos de conjuntos que sao topologicamente forte
regulares, mas nao sao C'! e, entao, mostramos que regularidade topoldgica forte implica
regularidade C* somente para o caso de curvas analiticas reais. Com isso, finalizamos o

estudo sobre regularidade topoldgica forte de conjuntos analiticos (reais e complexos).

Exemplo 3.3.1. V = {(z,y,2) € R%; 23 = 2 +y*} € C', em particular, topologicamente

forte reqular, mas nao é C?.

Exemplo 3.3.2. Seja V = {(z,y,2) € R3; 23 = 25y + z¢®}. Entao, C(V) = {z =0} ¢
um plano e V' é hipersuperficie, contudo V nao é C*. Na verdade, V € grdfico de uma
func¢ao derivavel em todo ponto, em particular, é variedade diferencidvel (possui cartas

somente derivdveis) e, assim, topologicamente forte reqular, mas nao é C*.
Diante do exemplo acima, temos mais geralmente

Exemplo 3.3.3. Seja n > 3. Entio, X = {(11,...,2,) € R"; 23 = 202y + 2123} =

V x R"=3 € topologicamente forte reqular, mas nao é C*.
De fato, pelo exemplo [3.3.2] existe um homeomorfismo forte (global) ¢ : V' —
R2. Defina ¢ : X — R"! por

o(21, T2, 3, ..., ) = (O(x1, Ta, X3), T, ..., Tp).

E claro que ¢ é um homeomorfismo forte.

Definicao 3.3.4. Dizemos que uma curva analitica X € R™ ¢ uma cispide em x € X

se C(X,x) é uma semi-reta.

Proposicao 3.3.5. Sejam V C R"™ uma curva analitica real e xg € V um ponto nao

wsolado. Entao, existe uma vizinhancga aberta U C R™ de xg e existem I'y,...,T', C R"
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satisfazendo I'; NT'; = {xo}, sei #j e

i=1
. Além disso, para cada i € {1,...,r}, existe um homemorfismo analitico y; : (—e,e) — T;.
Demonstra¢ao. Veja Milnor (1968 p.28, Lemma 3.3). O
Definicao 3.3.6. Cada I'; no Lemma ¢ chamado ramo de V.

Observagao 3.3.7. E claro que se X é uma variedade topolédgica, entao X s6 tem um

rameo.

Lema 3.3.8. Seja X C R™ uma curva analitica real topologicamente regular em xy € X.
Entao, C(X,x0) € uma semi-reta ou uma reta. Além disso, C(X,xzq) € uma reta se, e

somente se, (X, xq) é C1L.

Demonstracdao. Primeiramente podemos supor que xg = 0 e pela observacao [3.3.9, X
sé tem um ramo I' = X. Seja v : (—1,1) — I' um homeomorfismo analitico. Seja
a: (—e,) — R™ analitica, com «(0) # 0 e v(t) = tfa(t), para todo |t| < . Reparame-

trizando 7, se necessario, podemos supor que € = 1. Dali, temos o seguinte

u = lim —V(t) = lim tfa(?) = a(0)

SOl = AR @l ~ TaO)]

) b i 0 e a(0)
=B o A ewr ~ TV e

Entao, v = +u. Contudo, observe que C'(X,0) = {A\u; A > 0} U {pv; p > 0}. Com isso,

temos dois casos possiveis:

a) v =u e, neste caso, k é par e C(X,0) = {\u; A > 0} é uma semi-reta,

b) v = —u e, neste caso, k é impar e C(X,0) = {\u; A € R} é uma reta.

Para a segunda parte, é claro que se (X,0) é C!, entdao C(X,0) é uma reta.
Reciprocamente, se C'(X,0) é uma reta, entdo k é impar e como v é analitica, podemos
supor 7' (t) # 0, se t # 0. Daf, seja 8 : (1,—1) — X dada por 3(s) = ~(s#). Portanto,
existe vizinhanga aberta U C R™ de 0, tal que 8 : (1,—1) — X NU é um homeomorfismo.
De fato, f(s) = sa(sé) e, nesta forma, vemos claramente que 3 é C''. Portanto, (X,0) é
CL. O
Teorema 3.3.9. Seja (X,0) C (R™,0) um germe de curva analitica real que € topologi-

camente forte reqular. Entdo, (X,0) é C*.

Demonstracao. Pelo Teorema C(X,0) é homeomorfo a R, entao C'(X,0) ndo é uma
semi-reta. Portanto, pelo Lema [3.3.8 (X,0) ¢ C. O
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4 GEOMETRIA LIPSCHITZ DE CONJUNTOS DEFINIVEIS

Neste capitulo, mostramos que dois conjuntos definiveis bi-Lipschitz home-
omorfos possuem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, estudamos a

regularidade Lipschitz de conjuntos analiticos.

Defini¢ao 4.0.10. Um conjunto (resp. conjunto subanalitico) X C R™ ¢é dito Lipschitz
regular (resp. Lipschitz subanalitico regular) em zy, se existe uma vizinhanga aberta
UCR" comzg € XNU e uma aplicagao bi-Lipschitz (resp. bi-Lipschitz subanalitica) ¢ :
XNU — B, onde B € a bola unitdria de RP. Dizemos que X € Lipschitz regular (resp.
Lipschitz subanalitico regular), se X ¢ Lipschitz reqular (resp. Lipschitz subanalitico

reqular) em todo ponto x € X.

4.1 Equivaléncia bi-Lipschitz entre conjuntos implica equivaléncia bi-Lipschitz

nos cones tangentes

Teorema 4.1.1 (Teorema da invariancia Lipschitz dos cones tangentes). Sejam X,Y C
R™ conjuntos definiveis. Se ¢ : (X, xo) — (Y, 40) € um homeomorfismo bi-Lipschitz, entdo
C(X,x9) e C(Y,yy) sdo bi-Lipschitz homeomorfos.

Demonstra¢ao. Podemos supor sem perda de gereralidade que zy = 39 = 0. Pelo Teorema
de McShane-Whitney-Kirszbraun (veja Kirszbraun (1934), Whitney (1934) e McShane
(1934))), existem aplicagoes Lipschitz QNﬁ :R* - R" e 1; : R™ — R"™ que sao extensoes de ¢
e ¢!, respectivamente. Seja ¢ : R™ x R® — R" x R" dada por

plz,y) = (& = Py + 6()), y + o(x)).

Afirmacgao. ¢ : R" x R" — R" x R" é um homeomorfismo bi-Lipschitz (i.e, existe K > 0
tal que %|ju —v|| < [le(u) — ¢(v)|| < K|lu — v|| para todo u,v € RY =R" x R") com

oz w) = (2 + Plw), w = (= + d(w)))

e (X x {0})={0} x Y.
De fato, seja ¢ : R" x R" — R" x R" dada por ¢(z,w) = (z—l—{bv(w),w - gg(z—i-

J(w))) Observe que ¢ e 1) sao aplicagdes Lipschitz, pois sao composi¢oes de aplicagoes

Lipschitz. Além disso, claramente temos que (X x {0}) € {0} x Y e ({0} x Y) C

1

X x {0}. Assim, para verificarmos a afirmacao, basta verificarmos que 1 = ¢~'. Para
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isto, se (z,y) € R™ x R", entao

ez, y) =0T @ =y o)y + o) o

= (z — Py + ¢(x)) + Dy + ¢(2)), y + ¢(x) — bz — Py + (x)) + D(y + $(2)))
= (2,y + o(x) — $(x))
= (z,

y)-

e se (z,w) € R" x R", estao

P((2,w)) = oz + P(w),w = 3z + Dw))) S
— e = 3=+ D)) + Bz + Bw), w = §z + P(w)) + 3= + P(w)

Portanto, ¢ = 1

Dando continuidade a demosntragao, para cada k € N defina as aplicagoes
or, U+ RN — RY dadas por ¢ (v) = ko(%) e p(v) = ko' (¢), onde N = 2n Dal, para
cada inteiro m > 1 defina @, = ¢ilg,, B, —» RN ¢ Vkm = Vklg, . Box — RV
Como

e =3l < losa(@) — ra@)l < Kllw —yll, Vay By, vk €N

1 _
}HU — ol < g (u) = pa(v)|| < Klju—vll, u,veBg, Vk €N,

entdo existe uma subsequéncia {k;1};en C N e aplicacoes Lipschitz dyy : B, - R™edyy :
By — RY tais que Q.1 = dy; uniformemente em B, e Vi1 = di; uniformimente
em By, desde que {¢p1}ren € {¥k1tren tem constantes Lipschitz uniforme. Além disso,

claramente vale o seguinte

1 —
—[u = ol <ldpr(u) = dpy (V)| < Kllu—vf, Vu,v € By
K

1 _
=z = wll < |ld1(2) — dir (w)]| < K|z —wl,  Vz,w e Bk
K

Da mesma maneira como acima, para cada m > 1, temos

1 _
e =yl < llekm(@) = orm@) < Kllz —yll. 2,y €Bpn, Yk EN

1 —
e =l < l[em(u) = dem(O) < Kllu =oll, - v,v € Bux, Vk € N.

Portanto, para cada m > 1, existe uma subsequeéncia {k; ,,, } jen C {k;m—1};en € aplicacoes

Lipschitz dy,, : B,, — R e di,, : B,k — RY tais que Okjn,m = APy uniformemente
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em B,, e Uk, .m = diby, uniformemente em B,,x com dpmlg, , = dpm-1e d¢m\@< o =

d,,—1. Além disso, ainda temos

1 _
e =l = lldpm(u) = dpm(v)| < Klju = vl Vu,v € By (4.1)

1 _
w7 = wll < lldgn(2) = dbm (W)l < K|z —wl|,  Vz,w € Bk (4.2)

Defina do, dip : RN — RY por dp(z) = dp, (1), se x € B,, e dip(z) = dip,, (),

. . . . 1
se x € B,k e, para cada j € N, sejam n; = k;; e t; = e

Afirmagao. p,; — dy e 1,; — di uniformemente em compactos de RY.

Seja F' C RY um compacto. Entéo, existe m € N tal que F C B,, C B,.x.
Com isso, veja que {n;};>m ¢ uma subsequéncia de {kjm}jen € cOMO Vi, . m = dom
uniformemente em B,, e Uk pm = by, uniformimente em Bk, vemos que on; S dp e
Vn, = dip uniformemente em F'.

Afirmagao. dp : RY — RY ¢ um homeomorfismo bi-Lipschitz e di) = (dp) ™
Segue das desigualdades (4.1)) e (4.2), que dp,dy : RY — R siao aplicacoes

Lipschitz. Sendo assim, é suficiente mostrar que di) = (dyp)~!. Para isso, seja v € RY e

w = dp(v) = lim ga(:].-v)_
J]—00 J
ld(w) — v = || tim wt_m_,UH ~ lm Hw?w) o
oo j—o00 J J
= Jim Hlottw) — | = lm 2 o(tw) - %D(w(tgv))‘
j—00
< lim Eflt;w —pt)]] < lim KH ‘
j—roo Ui 500
= 0.

Portanto, di(w) = di(dp(v)) = v para todo v € RY ie., di o dp = idgn.
Analogamente, temos dp o dy) = idgn.
Afirmacgao. dp(C(X,0)) = C(Y,0).

Pela afirmacdo anterior, basta verificarmos que dp(C(X,0)) C C(Y,0). Seja
v € C(X,0), entdo existe a : [0,e) — X tal que a(t) = tv + o(t). Assim, p(a(t)) =
¢(tv) 4 o(t), desde que ¢ é Lipschitz. Mas ¢(t;v) = t;dp(v) + o(t;) com ¢; = -, entdo

‘P(t U) — lim (a<tj)) c Cf(Y-7 O)

j‘)OO

do(v) = Iim gn,(v) = lim —> :
J J

Portanto, dy : C(X,0) — C(Y,0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz. O
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4.2 Aplicagoes do Teorema |4.1.1| no caso complexo

Definigao 4.2.1. Seja x € R™. Dizemos que { C R" é um semi-reta partindo de z,

se existe um vetor unitdrio w € S"! tal que
0 = {z +tu; t > 0}.

Definicao 4.2.2. Dizemos que C' C R™ é um cone real, se existe um ponto x € C' tal

que C' € uma unidgo de semi-retas reais partindo de x. Neste caso, x € dito vertice de C.

Como uma primeira aplicagao da prova do Teorema da invariancia Lipschitz

dos cones tangentes, temos o seguinte:

Corolario 4.2.3. Sejam X, Y C R” dois cones reais com vertices x ey, respectivamente.
Se p: (X,z) = (Y,y) € um homeomorfismo bi-Lipschitz, entio X eY sao (globalmente)

bi-Lipshitz homeomorfos.

4.2.1 Regularidade Lipschitz

Nesta se¢ao, mostramos que regularidade Lipschitz implica em regularidade
analitica. Primeiramente consideramos o caso em que X é um conjunto analitico normal-

mente mergulhado.

Definicao 4.2.4. Um conjunto X C R™ é dito normalmente mergulhado se a distan-
cia intrinseca de X, denotada por dx, é equivalente a distancia (euclidiana) induzida do

R™, i.e., existem constantes K,k > 0 tais que
k’dx(flj',y) S ||$_y|| SKdX(xay)a V%CUGX-

Lema 4.2.5. Seja X C C" um conjunto analitico complero normalmente mergulhado. Se

C(X,0) é um hiperplano, entao X é uma variedade suave (holomorfa).

Demonstragao. Seja m : C" — C(X,0) a projegao ortogonal de C" sobre C'(X,0). Dai,
seja v € C(X,0)\ n(br(r|x)) e k > 0 tal que C, = {w; [[w — tv|| < kt, t € [0,1]} é
um vizinhanga conica de v com C, N 7w(br(n|x)) = {0}. Sendo C = C, \ {0} (que é
simplesmente conexo), considere V = (7|x)~}(C¥). Temos que 7|y : V. — C¥ é uma
aplicacao de recobrimento e V' tem m(X) componentes conexas. Suponha que m(X) > 1,
entao sendo 7 : (0,1] — C, dada por v(t) = tv, temos que existem ay,ay : (0,1] = V em
componentes distintas de V' tais que mroa; =, 1 =1, 2.

Além disso, pela construgao de C7, é claro que

dist(a;(t),br(m|x)) > dist(tv, w(br(w|x))) > kt,
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entdo para cada t € (0,1], seja 8; : [0,1] — X uma curva retificdvel ligando oy (t) e as(t),
e como cada «a; pertence a uma componente conexa de V', segue que (5;([0,1]) ¢ V, entao
temos que 7o f; ¢ um loop em C(X,0) com ponto base tv e wo 3,([0,1]) ¢ C¥. Logo,
L(m o B;) > kt, o que implica em dx(a;(t),as(t)) > kt. Contudo, X é normalmente
mergulhado, entao existe C' > 0 tal que ||a;(t) — as(t)|| > C.dx(a1(t), az(t)) > Ckt, o

que é uma contradicao ja que

]

Observe que mesmo que o cone C'(X,0) seja um hiperplano, pode acontecer

de X nao ser suave.

Exemplo 4.2.6. Seja X = {(z,y) € C% 23 = y*} temos que C(X,0) = {(x,0) € C*; x €

C} € suave, mas m(X) = 2 e, contudo, singular.

Lema 4.2.7. Seja X C C" um conjunto analitico complexo e Lipschitz reqular. Entao,
para todo ponto w € X, existe uma vizinhanca aberta U C C" de w tal que X NU é um

congunto normalmente mergulhado.
Demonstracao. Fixado w € X, por hipdtese X é Lipschitz regular em w, entao existem

uma vizinhanca aberta U C C" de x e uma aplicagao bi-Lipschitz ¢ : B — X N U tal que

Kl = yll < lle(@) = el < Kllz =y, v,y eB.

Seja d := || - ||. Sabemos que d(z,y) < dxnu(z,y) para todos x,y € X NU. Sejam
z,y € XNU e f:[0,1] — B é uma curva retificdvel ligando T = ¢~ (z) e ¥ = ¢~ (y),
ie, 5(0) =7 e (1) =7y, entdo o := @ o f é um caminho retificavel tal que a(0) =z e
a(l) =y. Seja P={ty =0<t; < ... <t, =1} uma partigao de [0, 1]. Dai,

lea(ti)—a(ti—ﬂll = ZII@OOB(E)—SOOB(E—OII

< Y OK|B() = Bt
i=1
< KL(p)
Dali,
dxnu(z,y) < L(a) < KL(B).
Tomando inf sobre 5 e usando o fato de que dg = || - ||, vemos que

~ -~ K
dxewle,y) < Kds(7,7) = K7 =7 < lle = .
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Pela arbitrariedade de x e y, vemos que X N U é normalmente mergulhado. [

Teorema 4.2.8 (Teorema da regularidade Lipschitz). Seja X C C" um conjunto analitico

e Lipschitz reqular. Entdo, X é uma variedade suave (holomorfa).

Demonstracao. Dado w € X vamos mostrar que w ¢ um ponto regular de X. Pelo Lema
4.2.77, existem uma vizinhanca aberta U C C" de w tal que Y := X N U é normalmente
mergulhado e uma aplicagao bi-Lipschitz ¢ : B C C” — Y. Dali, observe primeiramente
que C(Y,w) = C(X,w) é um conjunto analitico complexo Lipschitz regular, pois dy :
(CP,0) — (C(Y,w),w) é bi-Lipshitz. Pelo Teorema [2.6.10, C(Y,0) é um hiperplano.
Entao, pelo Lema Y é uma variedade holomorfa, i.e., w é um ponto regular de
X. O

Corolario 4.2.9 (Birbrair et al (2014)). Seja X C C" um conjunto algébrico complexo.

Se X € Lipschitz subanalitico reqular em xo € X, entao xg é um ponto suave de X.

4.3 Aplicagoes do Teorema |4.1.1| no caso real

4.3.1 Invariancia bi-Lipschitz da dimensao do conjunto direcional

Apresentamos uma nova demosntragao de um resultado de Koike e Paunescu
(2009) sobre a invariancia bi-Lipschitz da dimensao do conjunto direcional de conjuntos

subanaliticos. Mas primeiro, introduzimos a definicao de conjunto direcional.

Definicao 4.3.1. Seja A C R™ um germe de conjunto em 0 € R™ tal que 0 € A. Dizemos
que £ € S"! é uma diregao de A em 0 € R", se eriste uma sequéncia de pontos {x;} C
A\ {0} convergindo para 0 € R™ tal que ”;’—Z” — x quando i — 0o. Denotamos o conjunto
de todas as direcoes de A em 0 € R"™ por D(A).

Observagao 4.3.2. O link do cone C'(A4,0) ¢ D(A), i.e., D(A) = C(A4,0)NnS"1.

Teorema 4.3.3 (Koike e Paunescu (2009, Main Theorem)). Sejam A, B C R"™ dois
germes de conjuntos subanaliticos em 0 € R™ tal que 0 € ANB e h: (R",0) — (R",0) um
homeomorfismo bi-Lipschitz. Suponha que h(A), h(B) sio tambem subanaliticos. Entao

a sequinte igualdade € verdadeira
dim(D(h(A)) N D(h(B))) = dim(D(A) N D(B)).

Demonstragao. Pelo Teoremald.1.1] existe um homeomorfismo bi-Lipschitz dh : RY — RV
tal que
dh(C(A,0)) = C(h(A),0)
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dh(C(B,0)) = C(h(B),0).

Desde que dh é um homeomorfismo, dh preserva intersecao e, entao,

dh(C(A,0)NC(B,0)) = dh(C(A,0))Ndh(C(B,0))
= C(h(A),0)N C(h(B),0)

e desde que dh preserva dimensao, obtemos que
dim(C(h(A),0) N C(h(B),0)) = dim(C(A,0) N C(B,0)).

Portanto, dim(D(h(A)) N D(h(B))) = dim(D(A) N D(B)). O

4.3.2 Regularidade Lipschitz

Para encerrar o nosso estudo sobre regularidade Lipshitz de conjuntos analiti-
cos, iniciamos apresentando um exemplo onde mostramos que a melhor regularidade que
podemos esperar no caso real é regularidade C'. Com isso, apresentamos alguns exemplos
onde regulariade Lipschitz nao implica em regularidade C'!. Na verdade, um dos exemplos
apresentados, também mostra que o Teorema de Prill (Teorema nao vale no caso
real. Por fim, mostramos que regulariade Lipschitz implica em regularidade C* no caso
de curvas analiticas reais, finalizando o estudo sobre regularidade Lipschitz de conjuntos

analiticos (reais e complexos).

Exemplo 4.3.4. V = {(z,y,2) € R?; 23 = 2 +y*} éC, em particular, Lipschitz regular,

mas nao é C?.

Definicao 4.3.5. Para cada > 0 definimos a superficie semialgébrica Xz := {(z,y, z) €
R3; 22 + 92 = 2%, 2 > 0}.

Teorema 4.3.6. Sejam X C R"™ uma superficie semialgébrica e xo € X. Se X tem
singularidade isolada e link conexo em xg, entdo existe § < 1 tal que (X, zo) e (X3,0)

sao bi-Lipschitz homeomorfos com relagao as suas métricas intrinsecas.
Demonstragao. Veja Birbrair (2008, p. 1349, Theorem 8.3). O

Exemplo 4.3.7. Seja V = {(x,y,2) € R 23 = 23 + y3}. Temos que V € um cone
algébrico que é Lipshitz reqular, mas nao é C'. Em paritular, V é uma variedade to-

pologica, mas em contraste com o Teorema de D. Prill, V nao é um plano.

Observe que primeiramente V' tem singularidade isolada e link conexo na ori-

gem. Vamos mostrar que V' é normalmente mergulhado.
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De fato, o link de V, L := V N'S?, é uma variedade suave e compacta, entao
existe uma constante k > 0 tal que dy(u, v) < k||u — v|| para todo u, v € L, onde dy(u, v)
¢ o infimo dos comprimentos das curvas suaves, « : [0,1] — L, tais que a(0) = u e
a(l) = v. Assim, dados z,y € V, podemos supor que |ly|| > ||z|]]. Se x = 0 entdo
dy(0,y) = |0 — y|| = |lyl|, pois V' é um cone real com vertice na origem. Se z # 0 e
novamente usando o fato de que V' é um cone real com vertice na origem, temos que
€ L. Assim, dado € > 0, existe « : [0, 1] — L suave tal que a(0) = () = o

Hrll H I
e

llel IIyH

/ o/ (1) < ey ) + = < k| 2

‘+5

Entao, defina v : [0,1] — V por v(¢t) = (t|ly|]| + (1 — t)||z])a(t). Claramente 7 é suave
satisfazendo v(0) = x e y(1) = y. Dali,

dy(z.y) < L(y) — / I/ (6]t
= [ 10l = el + (el + (1 = Dl 0
et dt + / (tllyll + (1 — Dl (1) |t

[\
o\).._lo
=
|
8

1
< [l =l + il | '@l pois ] > e
< o=yl + ik |2 - | +2)
< o | +<lyl
< o=yl + k||l = gz | + Flle = ol +lyl
= Klllyll = el + Gk + Dlle = ]l + <yl
< @k +Dle =yl + =yl

Como ¢ > 0 foi tomado qualquer, temos que dy(z,y) < (2k + 1)||lx — y||, para todo
x,y € V, mostrando que V' é normalmente mergulhado.

Além disso, pelo Teorema [4.3.6], existe § > 1 tal que V é bi-Lipschitz home-
omorfo na métrica intrinseca ao conjunto Xz = {(z,y,2) € R% 2% +y> = 229 ¢ 2 > 0}.
Mas o cone de V' na origem ¢ o préprio V, logo 8 = 1. Neste caso, X3 ¢ Lipschitz regular
e, assim, Xz ¢ normalmente mergulhado, entao V' e Xj sao bi-Lipschitz homemomorfos
na métrica induzida. Portanto V' é Lipschitz regular. O]

Diante do exemplo acima, temos mais geralmente

Exemplo 4.3.8. Sejan > 3. Entio, X = {(x1,...,2,) ER"; 23 =23 + 23} =V x R"3

¢ Lipschitz reqular, mas ndao é C*.

De fato, pelo exemplo existe uma aplica¢ao bi-Lipschitz ¢ : (V,0) —
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(R%,0). Defina ¢ : (X,0) — (R*"1,0) por
O(x1, 2,73, ..., ) = (A1, T2, T3), Ty, .., ).

E claro que ¢ é uma aplicacao bi-Lipschitz. O

Teorema 4.3.9. Seja (X,0) C (R™,0) um germe de curva analitica real que € Lipschitz
reqular. Entdo, (X,0) é C*.

Demonstragao. Pelo Teorema da invariancia Lipschitz dos cones tangentes, C'(X,0) é
homeomorfo a R, entdao C'(X,0) ndo é uma semi-reta. Entdao pelo Lema [3.3.8] (X,0) é
CL. O



46

5 INVARIANCIA DA MULTIPLICIDADE DE CONJUNTOS ANALITICOS

Neste capitulo, fazemos redugoes de versoes da Conjectura de Zariski para
conjuntos analiticos complexos e apresentamos uma outra prova para o resultado provado
por Gau e Lipman (1983]) sobre a invariancia diferencidvel da multiplicidade de conjuntos
analiticos complexos. Também é provado que a multiplicidade de conjuntos analiticos

reais é um invariante diferencidvel.

5.1 Conjuntos homogéneos

Esta Secao é dedicada a fazer redugoes das seguintes versoes da Conjectura de

Zariski:

Conjectura 2 (Caso C°-forte). Se (X,0) e (Y,0) sao germes de conjuntos analiticos

complexos fortemente homeomorfos, entio m(X) = m(Y).

Conjectura 3 (Caso Lipschitz subanalitico). Se (X,0) e (Y,0) sao germes de conjuntos

analiticos complexos bi-Lipschitz subanaliticos homeomorfos, entio m(X) = m(Y').
Diante da Conjectura [2], iniciamos provando o seguinte:

Teorema 5.1.1. A Conjectura [J é verdadeira se, e somente se, ela € verdadeira para

conjuntos algébricos homogéneos.

Demonstracao. E claro que se a conjectura |2 é verdadeira em geral, ela é verdadeira para
conjuntos algébricos homogéneos.

Suponha que a conjectura [ seja verdadeira para conjuntos algébricos homo-
géneos. Assim, sejam X,Y C C" conjuntos analiticos complexos contendo a origem e
¢ : (X,0) = (Y,0) um homeomorfismo forte. Entao, vamos mostrar que m(X) = m(Y).
De fato, pelo Teorema [3.1.8] do¢’ : C(X,0) — C(Y,0) é um homeomorfismo forte. Assim,
sendo X7, ..., X, as componentes irredutiveis de C'(X, 0), temos que Y] = doy'(X31), ..., Y, =
do¢’(X,) s@o as componentes irredutiveis de C'(Y,0) e, além disso, doy’ : X; — Y; é um
homeomorfismo forte, para j = 1,...,r. Por hipétese, temos que m(X;) = m(Y;), para
j =1,...,7 e pelo Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas, kx (X;) = ky (Yj),
j=1,..,r. Por fim, usando a Proposicao [3.1.6] obtemos

m(X) = Z kx (X;)m(X;) = Z ky (X;)m(Y;) = m(Y).

No caso Lipshitz subanalitico, também vale o seguinte:
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Teorema 5.1.2. A Conjectura [3 é verdadeira se, e somente se, ela € verdadeira para

conguntos algébricos homogéneos.

Demonstracao. Assim como antes, é claro que se a conjectura |3| é verdadeira em geral,
ela é verdadeira para conjuntos algébricos homogéneos.

Suponha que a conjectura [3[seja verdadeira para conjuntos algébricos homoge-
neos. Novamente como antes, sejam X, Y C C" conjuntos analiticos complexos contendo a
origem e ¢ : (X,0) — (Y,0) um homeomorfismo bi-Lipschitz e subanalitico. Entdo, vamos
mostrar que m(X) = m(Y). Mas temos pelo Teorema [2.6.3 que ¢ : (X,0) — (Y,0) é
um homeomorfismo forte e pelo Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas,
kx(X;) = ky(Y;), 7 = 1,...,r, onde os X,’s e os Y;’s sdao como na prova do Teorema
b.1.1l Além disso, pelo Teorema [2.6.1} do : X; — Y; é um homeomorfismo bi-Lipschitz
e subanalitico. Entao, usando a hipétese, temos m(X;) = m(Y;), para j = 1,...,r.
Novamente, usando a Proposigao [3.1.6] obtemos

m(X) = Z kx (X;)m(X;) = Z ky (X;)m(Y;) = m(Y).

5.2 Caso em que as componentes dos cones possuem singularidade isolada

Definicao 5.2.1. Denotamos por C, a colecao de todos os conjuntos analiticos complexos

X C C" tais que todas componentes de C(X,0) tem singularidade isolada.

Teorema 5.2.2. Sejam f,g : (C*,0) — (C,0) duas funcgoes analiticas. Suponha que
V(f) € C,. Se e : (C",V(f),0) = (C",V(g),0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz e
definivel, entio V(g) € C, e m(V(f)) = m(V(g)).

Demonstragao. Pelo Teorema (ou pelo Teorema |2.6.1)), existe um homeomorfismo bi-
Lipschitz ¢ : (C*,0) — (C™,0) com ¢(C(V(f),0)) = C(V(g),0). Sejam Xy, ..., X, as com-
ponentes irredutiveis de C'(V'(f),0) e Y1, ..., Y, as componentes irredutiveis de C(V (g),0)
com Y; = ¢(X;). Entao, existem polindomios irredutiveis fi,..., fr, g1, ..., g» : C* — C tais
que X; = V(f;) e Y; = V(g;) para j = 1,...,r. Pelo Teorema [£.2.8 V(g) € C,.

Como f; e g; tem singularidade isolada, o ntimero de Milnor é invariante
topoldgico, i.e., u(f;) = p(g;). Mas neste caso, u(f;) = (ordof; —1)" e u(g;) = (ordog; —
1)". Logo, ordyf; = ordgg;, o que nos diz que m(X;) = m(Y;), para j = 1,...,r. Isto
junto com o Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas e a Proposicao |3.1.6}

termina a prova. O

Exemplo 5.2.3. Sejam p,h : (C*,0) — (C,0) germes de fun¢oes holomorfas e f,g :
(C"*10) — (C,0) reduzidas tais que f(2',2) = 2™ —p(2') e g(',2) = 2¥ — h(2'), onde
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ordgp > m e ordgh > k. Se V(f) e V(g) sao fortemente homeomorfos, entao m=k.

5.3 Caso diferencidvel (Uma prova curta do Teorema de Gau e Lipman)

Em 1976, Ephraim mostrou que a multiplicidade de hipersuperficies analiticas
é invariante diferencidvel e, posteriormente, Gau e Lipman (1983)) generalizaram tal resul-
tado, provando que a multiplicidade de conjuntos analiticos quaisquer é ainda invariante
diferenciavel. Aqui é dado uma demonstragao mais simples do resultado de Gau e Lipman.

Para isso usamos os seguintes resultados:

s

Lema 5.3.1. Sejam X e Y conjuntos analiticos complezos. Se ¢ : (C*, X) — (C"Y) é
um difeomorfismo R-linear (i.e., isomorfismo R-linear tal que p(X) =Y ), entdo m(X) =
m(Y).

Demonstracao. Pela aditividade da multiplicidade, podemos supor que X e Y sao irre-
dutiveis. Como ¢ é isomorfismo R-linear, claramente pc : C** — C?" é isomorfismo
C-linear e ¢c(Xc) = Ye. Entao, pela proposicao 2.4.6] X x ¢(X) e Y x ¢(Y) sao
analiticamente isomorfos. Mas pela Proposigao 2.5.13] m(X x ¢(X)) = m(Y x ¢(Y))
e pelas Proposigoes [2.5.14] e 2.5.15, m(X)? = m(Y)? e, portanto, m(X) = m(Y), j& que a

multiplicidade é nao negativa. O]

O Lema a seguir apresenta mais um exemplo de equivaléncia C°-forte.

Lema 5.3.2. Sejam (X,0) e (Y,0) dois germes de conjuntos definiveis em R™. Se ¢ :
(R™, X,0) — (R™,Y,0) é um homeomorfismo tal que ¢ e p~' sio diferencidveis na

origem, entdo ¢ : (R™, X,0) — (R™,Y,0) € um homeomorfismo forte.

Demonstragdo. Observe primeiramente que vgp : S™ ! — S™! dada por vop(r) =

-1
Hgigg;\\ é um homeomorfismo com inversa (vyp)~t(z) = Hgiz’—lg;\\' Usando que p(tx) =
tDpo(x) + o(tx), entao
. o(tx) Do (x)
lim = = VOSD(Q:),
=0t [[p(tx)[|  [[Deo(x)]]

com isso concluimos que ¢’ : X' — Y’ dada por

o (x,1) = { (H%QH, HSO(tX)H), t4£0
(VOSD(x), 0), t=0,

¢ um homeomorfismo. Portanto, ¢ ¢ um homeomorfismo forte. O

Teorema 5.3.3. Se (X,0) e (Y,0) sao conjuntos analiticos complexos difeomorfos, entdo
m(X) =m(Y).
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Demonstragao. Seja ¢ : (C*, X,0) — (C",Y,0) um difeomorfismo. Observe que Dy :
(C", C(X,0),0) — (C",C(Y,0),0) é isomorfismo R-linear. Além disso, Dypq envia bije-
tivamente as componentes irredutiveis de C'(X,0) sobre as componentes irredutiveis de
C(Y,0). Sejam Xi,..., X, e Yj,..., Y, as componentes irredutiveis de C(X,0) e C(Y,0),
respectivamente, tais que Y; = Dyo(X;), j = 1,...,r. Como Dy é isomorfismo R-linear,
pelo Lema [5.3.1], temos que m(X;) =m(Y;), j =1,...r.

Além disso, pelo Lema[5.3.2] ¢ é um homeomorfismo forte, entao pelo Teorema
da Invariancia das multiplicidades relativas, kx(X;) = ky(Yj), para j = 1,...,7. Pela
Proposicao , m(X) = 375 kx (Xj)m(X;) e m(Y) = 377, ky (Y;)m(Y;). Portanto,
m(X) =m(Y). O

5.4 Multiplicidade de conjuntos analiticos reais

Nesta Secao, vamos definir multiplicidade para conjuntos analiticos reais e
mostrar que a mesma é invariante diferencidvel médulo 2. Para isso, seja X C R""! um

conjunto analitico real d-dimensional contendo a origem e

Xe= () V(fo)

feIr(X)

onde Zr(X) é o conjunto dos germes de fungoes analiticas reais que se anulam no germe
(X,0). Temos que X¢ é um conjunto analitico complexo e dimec X¢ = dimg X (veja
Whitney (1957, p. 546, Theorem 1 e p. 552, Lemma 8 ¢ Lemma 9)), entao #7!(z) N X¢
é constante para uma projecao 7 : C**' — C? genérica e x € C? genérico préximo da

origem.

Definigao 5.4.1. Com a notagio acima, definimos myx := m(Xc) = #7 1 (x) N X¢ para

ser o multiplicidade (real) de X na origem.
Observagao 5.4.2. mx = #n1(x) N X mod 2.

Definigao 5.4.3. Seja X C R™ um conjunto analitico real. Sendo Cx C S™ ! o link do
cone tangente de X, denotamos por C'y a unido de todas as componentes conexas C; de

Smp(0X") possuindo kx(C;) impar.

Definigao 5.4.4. Sejam X C R um conjunto analitico real d-dimensional contendo a
origem e uma projecdao ortogonal w : C"1 — C? tal que 7=1(0) N C(Xc,0) = {0}. Seja
7 S"\ L — S dada por 7' (u) = %, onde L = 7=1(0), definimos

or(z) = #(7Hx) N Cx).

Neste caso, se pr(x) € constante mod 2 para x genérico em S41, escrevemos m,(Cyx) :=

¢(r)mod 2, para x genérico em S
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E imediado do Teorema da Invariancia das multiplicidades relativas, o seguinte

Lema 5.4.5. Sejam X,Y C R" dois conjuntos analiticos contendo a origem. Seja
¢ (X,0) = (Y,0) um homeomorfismo forte. Entdo, ¢©'(C%) = C%.

Lema 5.4.6. Sejam X C R™™ um conjunto analitico contendo a origem. Entao, . (y)

é constante para y genérico em S, Além disso, m.(C’) = mx.

Demonstragdo. Sejam 'y € ST ! genérico, u = #(7 1 (ty) N X), para t > 0 suficientemente
pequeno, {y1,...,y,} = 7 (y) N Cx e para cada i = 1, ..., u, seja ; : (0,6) — X tal que
T(y(t) =ty e =p oy

p
Vamos mostrar que v = Y kx(y;).
i=1
De fato, sejam k,e > 0 tais que Ci.(y) N 7(br(n|x)) = 0, onde Cy.(z) =

{v e RY ||v — ty|| < kt, t € (0,¢]}. Entdo, denote por Yi, ..., Y, as componentes conexas
de (7]x) ' (Cre(y)), para k,e > 0 suficientemente pequenos. Dai, 7|y, : V; — Cy(y) é
homeomorfismo, para i =1, ..., u.

Observe que 7;(0) := lir%?i(t) € {yi,...,yp}, parai = 1,...,u e, assim u <
t—0

T
> kx(y;). Diminuindo k, se necessario, podemos supor que cada Cly, contém no méaximo
i=1

um y;. Por outro lado, fixado y; e se v : [0,d) — X é uma curva subanalitica tal que
p~ 't ov(0) = y;, entdo existe dy > 0 tal que m(y(t)) € Cre(y), para todo t < dy. Dali,
existe i € {1,...,u} tal que y(t) € Y;, para 0 < ¢t < §p. Com isso, 7;(0) = y;, 0 que nos da
a igualdade u = i kx(y;), provando que

=1

()

u = Z kx (C)) - #(x"Yy) N Cy).

Mas XT: kx(Cy) - #(7"(y) N C;) = #(7'(y) N C%) mod 2 e u = mx mod 2, entio

i=1

mx = #(7'(y) N C) mod2,

para y genérico em S%! O

Com isso, vemos que m,(C%) nao depende de 7, pois mx nao depende de
7, entdo vamos escrever apenas m(C’%) em vez de m,(C%). A priori m(C%) depende
de X, mas isso também nao ocorre. De fato, se X e Y sao conjuntos analiticos reais

com a mesma dimensao d e C = C%, entdo seja 7 : C"*! — C? uma projecao tal que
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71(0) N (C(Xe,0) UC(Ye, 0)) = {0}. Daf,

m(Ch) #(@10)NC%)  (por definicao de C%)
= #(@10)NCy)  (pois O = Cy)

m(Cy)  (por definigao de C%).

Agora estamos prontos para enunciar e provar o resultado principal desta secao.

Teorema 5.4.7. Sejam X,Y C R"! dois conjuntos analiticos contendo a origem. Seja
¢ : (X,0) = (Y,0) um homeomorfismo com ¢ e o' diferencidveis na origem. Entao,

mx = My.

Demonstracio. Como D=t : R*1 — R™1 & um isomorfismo R-linear, temos que Y =
Dyp~!(Y) é um conjunto analitico real e my = my. Além disso, ¢ := Do~ lop : (X,0) —
(}7,0) ¢ um um homeomorfismo com v e ¢~! diferencidveis na origem. Isso implica
¥ : (X,0) = (Y,0) ser um homeomorfismo forte, entdo pelo Lema [5.4.5 ¢/(C%) = CL.
Contudo, Dy = id, entao ¢’ = id, o que nos da C% = C} e assim, m(CY) = m(C%/).
Entao, pelo Lema [5.4.6],

mx =m(Cy) =m(Cs) = myg.
Portanto, myx = my mod 2. O

Terminamos o capitulo fazendo a observacao de que o resultado acima é étimo,
pois as hipéteses de ¢ e ! serem diferencidveis na origem nao podem ser retiradas, como

mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 5.4.8. Sejam X = {(z,y) € R*% y> = 2?} e YV = {(x,y) € R* y = 0}.
Entdo, ¢ : (R* X,0) — (R%,Y,0) dada por p(z,y) = (z,y* — x) é um homeomorfismo
diferencidvel na origem, mas sua inversa ¢~ (u,v) = (u, (u — v2)%) nao € diferencidvel

na origem. Contudo, mx =2 e my = 1.

Além disso, nao podemos esperar igualdade no lugar de igualdade mod 2, como
pode ser visto no Exemplo [3.3.2] pois V = {(z,y,2) € R% 2% = 2%y + 2y°} ¢ grifico de

uma funcao diferenciavel na origem, mas my = 3 e mpz = 1.
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CONCLUSAO

No capitulo 3| foi feito um estudo completo sobre regularidade topoldgica forte.
Foi mostrado que conjuntos analiticos complexos que sao topologicamente forte regulares,
sao suaves, enquanto conjuntos analiticos reais que sao topologicamente forte regulares,
em geral, nao sao C'!. Na verdade, foi mostrado que curvas analiticas reais que sao topo-
logicamente forte regulares sao C* e foi dado contra-exemplo que em qualquer dimensao
maior que um, existem conjuntos analiticos reais que sao topologicamente forte regulares,
mas nao sao C!, finalizando o estudo sobre regularidade topolégica forte de conjuntos
analiticos. Um outro resultado obtido ainda neste capitulo, foi uma clasificacdo completa
de curvas analiticas complexas em termos da multiplicidade.

No capitulo [4] foi mostrado que conjuntos definiveis bi-lipschitz homeomorfos
tem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Como aplicacao deste resultado também
foi feito um estudo completo sobre regularidade Lipschitz de conjuntos analiticos, foi mos-
trado que conjuntos analiticos complexos que sao Lipschitz regulares sao suaves, enquanto
para conjuntos analiticos reais foi mostrado que este resultado é falso, em geral, para con-
juntos com dimensao maior que um e é verdadeiro no caso de curvas, finalizando o estudo
sobre regularidade de conjuntos analiticos Lipschitz regulares.

Por fim, no capitulo [ foram feitas algumas redugoes para versoes da Conjec-
tura de Zariski, foi mostrado que a mulplicidade é um invariante para conjuntos analiticos
complexos tais que as componentes irredutiveis de seus cones possuem singulariade iso-
lada, quando consideramos homemorfismos bi-Lipschitz definivel. Além disso, foi dado
uma prova para o resultado de Gau e Lipman (1983) sobre a invariancia diferencidvel da
multiplicidade de conjuntos analiticos complexos e, por fim, foi dado uma prova para a

invariancia diferenciavel da multiplicidade de conjuntos analiticos reais.
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