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Aos professores Lev Birbrair, Lê Dung Trang e Vincent Grandjean pelo apren-

dizado proporcionado e apoio.

Aos membros da minha banca de defesa de tese Abramo Hefez, Maria Apare-

cida e Maria Pe Pereira pelas correções, apoio e pelas idéias de projetos futuros.
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Resumo

Neste texto, é mostrado que conjuntos defińıveis bi-Lipschitz homeomorfos têm

cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, no caso de conjuntos anaĺıticos

complexos, regularidade Lipschitz ou regularidade topológica forte implica em regulari-

dade anaĺıtica. Também é feito um estudo sobre regularidade de conjuntos anaĺıticos

reais. Ademais, é dada uma classificação completa para curvas anaĺıticas complexas no

espaço e são apresentados alguns resultados sobre invariância da multiplicidade. Em es-

pecial, é mostrado que a multiplicidade mod 2 de conjuntos anaĺıticos reais é invariante

por difeomorfismos.

Palavras chaves: Homeomorfismo bi-Lipschitz. Homeomorfismo forte. Con-

juntos defińıveis.



Abstract

In this paper, it is shown that definable sets bi-Lipschitz homeomorphic have

tangent cones bi-Lipschitz homeomorphic. Furthermore, in the case of complex analytical

sets, Lipschitz regularity or strong topological regularity implies analytical regularity. It

is also done a complete study on regularity of real analytic sets. Furthermore, it is given a

complete classification for complex analytical curves in space and are shown some results

about invariance of the multiplicity. In particular, it is shown that the multiplicity of real

analytical sets is invariant mod 2 under diffeomorphism.

Keywords: Bi-Lipschitz homeomorphism. Strong homeomorphism. Defina-

ble sets.
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1 INTRODUÇÃO

Geometria e topologia de cones tangentes de conjuntos algébricos, anaĺıticos

são de muita importância em várias questões da Teoria de Singularidades. O cone tangente

em pontos singulares generaliza a noção de plano tangente em pontos suaves. Em Whit-

ney (1965a, 1965b, 1972) foram estabelecidas várias noções de cones tangentes e provadas

algumas equivalências dessas definições, no caso de conjuntos anaĺıticos complexos. Geo-

metria Algébrica Moderna também estuda cones tangentes de conjuntos semialgébricos,

subanaĺıticos ou, mais geralmente, de conjuntos defińıveis em uma estrutura O-minimal.

Duas variedades suaves que são difeomorfas, naturalmente tem seus planos

tangentes difeormorfos. Na verdade, duas variedades suaves só precisam ser homeomorfas,

para que seus planos tangentes sejam difeomorfos. Então, uma pergunta imediata é

saber se dois conjuntos defińıveis que são homeomorfos ou bi-Lipschitz homeomorfos têm

seus cones tangentes homeomorfos ou bi-Lipschitz homeomorfos, respectivamente. Na

categoria de conjuntos anaĺıticos complexos, Zariski (1971) fez a seguinte pergunta:

Problema 1. (Zariski (1971)) Homeomorfismo entre conjuntos anaĺıticos complexos im-

plica em homeomorfismo entre seus cones tangentes?

Esta pergunta foi respondida negativamente por Bobadilla (2005). Contudo,

fazendo algumas mudanças na pergunta de Zariski, obtemos o seguinte:

Problema 2. (Zariski) Se existe um homeomorfismo bi-Lipschitz entre dois conjuntos

defińıveis, então seus cones tangentes são bi-Lipschitz homeomorfos? O que pode ser dito

sobre seus cones tangentes?

Koike e Paunescu (2009) na categoria subanaĺıtica e Koike et al (2013) na

categoria defińıvel, responderam que os cones têm a mesma dimensão.

Nesta tese, estudamos o comportamento de cones tangentes sob homeomor-

fismos bi-Lipschitz. Apresentamos uma generalização do resultado de Koike e Paunescu

(2009) que, ao mesmo tempo, responde positivamente a pergunta de Zariski (1971) para

homeomorfismos bi-Lipschitz, i.e., mostramos que dois conjuntos defińıveis bi-Lipschitz

homeomorfos, têm necessariamente seus cones bi-Lipschitz homeomorfos. Isto foi provado

na categoria subanaĺıtica por Bernig e Lytchak (2007) com a hipótese adicional que o ho-

meomorfismo bi-Lipschitz também é subanaĺıtico. Nós também apresentamos uma prova

rápida para este resultado de Bernig e Lytchak (2007) (veja também Birbrair, Fernandes

e Neumann (2010)).

Ainda com o problema de Zariski sobre cones em mente, nós definimos home-

morfismo forte, que naturalmente é um exemplo onde este problema é respondido positiva-

mente, i.e., se dois conjuntos são fortemente homeomorfos, então seus cones são fortemente
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homemomorfos. Grosseiramente falando, um homemorfismo forte é um homeomorfismo

que guarda informações do conjunto e do seu cone tangente de maneira cont́ınua. Nós

damos alguns exemplos de homeomorfismo forte, de fato, mostramos que homeomorfis-

mos bi-Lipschitz subanaĺıticos e difeomorfismos são homeomorfismos fortes. Com isso,

vemos que a classe de homeomorfismos fortes está entre as classes de homeomorfismos

e difeomorfismos, assim como, entre as classes de homeomorfismos e homeomorfismos

bi-Lipschitz defińıveis.

Um outro assunto de interesse para muitos Matemáticos é saber o quão simples

é a topologia de conjuntos anaĺıticos. Por exemplo, se regularidade topológica implica

em regularidade anaĺıtica. Em geral isto não ocorre, mas Mumford (1961) mostrou um

resultado nesta linha, o qual podemos enunciar da seguinte maneira:

Teorema (Mumford (1961)). Todo conjunto algébrico complexo X ⊂ Cn com dimX = 2,

que é variedade topológica e normal é suave.

Este resultado é ótimo no seguinte sentido: o Teorema de Mumford é falso

se for retirada qualquer uma das hipóteses. Pois, Brieskorn (1966) deu exemplos de que

a hipótese sobre a dimensão, dimX = 2, não pode ser retirada, na verdade, Brieskorn

(1966, Theorem) mostrou que

Xk = {(z0, z1, ..., zk) ∈ Cn+1; z21 + ...+ z2k − z30 = 0}

é uma variedade topológica, para k impar. Já o conjunto algébrico {(x, y, z) ∈ C3; y2 =

x3} é uma variedade topológica de dimensão 2 que não é normal e nem suave. E é claro

que se um conjunto não é variedade topológica, ele não é suave. Outro resultado nesta

linha foi dado por Prill (1967), ele mostrou que qualquer conjunto algébrico complexo

homogêneo que é variedade topológica, é necessariamente um plano. No mesmo sentido

que o feito acima, o resultado de Prill é ótimo. Contudo, temos as seguintes questões que

generalizam os Teoremas de Mumford e de Prill:

Problema 3. Se X é um conjunto anaĺıtico complexo que é Lipschitz regular, então X

é suave?

Problema 4. Se X é um conjunto anaĺıtico complexo que é topologicamente forte regular,

então X é suave?

Observe que não existem restrições nem na dimensão e nem no conjunto sin-

gular de X. Nesta tese, damos respostas afirmativas para estes dois problemas. Também

fazemos um estudo sobre a regularidade Lipschitz e a regularidade topológica forte de

conjuntos anaĺıticos reais.

Esses resultados podem ser visto como casos particulares para a seguinte versão

da conjectura de Zariski:
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Conjectura 1. Se X e Y são conjuntos anaĺıticos complexos bi-Lipschitz ou fortemente

homeomorfos, então m(X) = m(Y ).

A saber, Zariski (1971) conjecturou que a multiplicidade anaĺıtica de um germe

de conjunto anaĺıtico complexo (com codimensão 1) era invariante topológico. Pela de-

finição da multiplicidade, ela é naturalmente um invariante anaĺıtico. Para ser mais

preciso, Zariski conjecturou o seguinte:

Conjectura (Conjectura de Zariski para a multiplicidade). Se f, g : (Cn, 0)→ (C, 0) são

germes de funções anaĺıticas complexas e existe um homeomorfismo ϕ : (Cn, V (f), 0) →
(Cn, V (g), 0), então m(V (f)) = m(V (g)).

A conjectura ainda é um problema em aberto, mas é falsa se a hipótese de

V (f) e V (g) serem hipersuperf́ıcies for retirada ou se o homeomorfismo não preservar o

ambiente. Contudo, existem alguns resultados parciais, onde é conhecido que a conjectura

é verdadeira. Por exemplo, Ephraim (1976a) e, posteriormente, Trotman (1977), provaram

que a multiplicidade é um invariante C1 no caso de hipersuperf́ıcies. Gau e Lipman (1983)

generalizaram este resultado para qualquer codimensão e Comte (1998) provou que a

multiplicidade é um invariante bi-Lipschitz, sob algumas condições sobre as constantes

Lipschitz que dão a equivalência. Uma miscelânea de resultados sobre este invariante

pode ser encontrada em Eyral (2006) ou em Carvalho (2010).

No caṕıtulo 2, apresentamos algumas definições e notações, bem como alguns

resultados (clássicos ou não) da Teoria de Singularidades, que serão usados no decorrer

desta tese.

O caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo equivalência C0-forte entre conjuntos de-

fińıveis. Com isto, encontramos alguns invariantes para esta equivalência, por exemplo,

esta equivalência para curvas anaĺıticas complexas, define e é definida pela multiplidade.

Além disso, fazemos algumas reduções de versões da conjectura 1. Também estudamos a

regularidade topológica forte de conjuntos anaĺıticos reais ou complexos.

No caṕıtulo 4, mostramos que dois conjuntos defińıveis bi-Lipschitz homeo-

morfos possuem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, estudamos a

regularidade Lipschitz de conjuntos anaĺıticos reais ou complexos.

No caṕıtulo 5, fazemos reduções de versões da Conjectura de Zariski para

conjuntos anaĺıticos complexos, provamos que a multiplicidade é invariante por home-

omorfismo bi-Lipschitz defińıvel no caso de conjuntos anaĺıticos complexos onde todas

componentes irredut́ıveis de seus cones possuem singularidade isolada. Além disso, damos

uma outra prova para o resultado provado por Gau e Lipman (1983) sobre a invariância

diferenciável da multiplicidade de conjuntos anaĺıticos complexos e, também, provamos

que a multiplicidade de conjuntos anaĺıticos reais é um invariante diferenciável.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e notações, bem como alguns

resultados (clássicos ou não) da Teoria de Singularidades, que serão usadas nos próximos

caṕıtulos.

2.1 Excertos de geometria anaĺıtica complexa

Nesta Seção, apresentamos os principais resultados e definições sobre geometria

anaĺıtica complexa utilizados no texto. Para um estudo mais detalhado sobre o assunto

veja Chirka (1989), Ebeling (2007), Sebastiani (2010), Taylor (2002) e Whitney (1972).

2.1.1 Funções e conjuntos anaĺıticos

Iniciamos com algumas notações:

Notação 2.1.1. Com a identificação canônica C ∼= R2, visualizamos Cn como R2n com

a norma euclidiana ‖ · ‖. Denotamos por Rn+ o conjunto {(x1, ..., xn) ∈ Rn; xi > 0, i =

1, ..., n}.

Definição 2.1.2. Um polidisco é um conjunto da forma

∆r(w) := {(z1, ..., zn) ∈ Cn; |zi − wi| < ri, i = 1, ..., n},

onde r = (r1, ..., rn) ∈ Rn+ e w = (w1, ..., wn) ∈ Cn. Quando quisermos enfatizar a

dimensão, escrevemos ∆n ao invés de ∆.

Relembramos que uma série formal de potências em torno da origem de Cn é

uma expressão
∞∑

ν1,...,νn=0

aν1,...,νnz
ν1
1 ...z

νn
n ,

onde aν1,...,νn ∈ C.

Com o intuito de escrevermos séries de potências de uma maneira mais amis-

tosa, fazemos uso da seguinte:

Notação 2.1.3. Dados z = (z1, ..., zn) ∈ Cn e ν = (ν1, ..., νn) ∈ Nn, escrevemos zν :=

zν11 ...z
νn
n . Além disso, escrevemos |ν| := ν1 + ...+νn. Com essa notação, escrevemos séries

de potências formais em torno de w ∈ Cn, da seguinte maneira

∞∑
ν=0

aν(z − w)ν .
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Definição 2.1.4. Fixado w ∈ Cn, dizemos que uma série de potências

∞∑
ν=0

aν(z − w)ν

é convergente em um ponto z′ ∈ En, se a série

∞∑
ν=0

aν(z
′ − w)ν

converge absolutamente e, dizemos que ela é convergente, se a série converge em todo

ponto de ∆r(w), para algum r ∈ Rn+.

Definição 2.1.5. Seja U ⊂ Cn um aberto. Uma função f : U → C é dita anaĺıtica, se

para todo x ∈ U , existe r ∈ Rn+ tal que f pode ser expressada por uma série de potências

convergente em ∆r(x), i.e.,

f(z) =
∞∑
ν=0

aν(z − x)ν , z ∈ ∆r(x).

Neste caso, a série
∞∑
ν=0

aν(z − x)ν é a chamada a série de f em x.

Definição 2.1.6. Seja U ⊂ Cn um aberto. Uma função f : U → Cm é dita diferenciável

complexa em a ∈ U , se existem uma aplicação linear T : Cn → Cm e uma função cont́ınua

r : U → Cm com r(a) = 0 tais que

f(z) = f(a) + T (z − a) + r(z)‖z − a‖.

Quando f é diferenciável complexa em todo ponto de U , dizemos que f é holomorfa em

U e se f : U → f(U) é uma bijeção com f(U) sendo um aberto de Cm e, além disso, é

holomorfa e tem inversa f−1 : f(U) → U holomorfa, então dizemos que f : U → f(U) é

bi-holomorfa.

Notação 2.1.7. Denotamos por C{z − w} o conjunto de todas séries convergentes em

w = (w1, ..., wn) ∈ Cn. Também denotamos C{z − w} por C{z1 − w1, ..., zn − wn}

Proposição 2.1.8. Seja U ⊂ Cn um aberto. Uma função f : U → C é holomorfa em U

se, e somente se, f é anaĺıtica em U .

Vamos definir conjuntos algébricos e anaĺıticos complexos.

Definição 2.1.9. Um conjunto X ⊂ Cn é chamado de conjunto algébrico complexo

se existem finitos polinômios f1, ..., fk : Cn → C tais que

X =
k⋂
i=1

f−1i (0).
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Definição 2.1.10. Seja U ⊂ Cn um aberto. Um conjunto X ⊂ U é chamado de subcon-

junto anaĺıtico complexo de U , se para cada x ∈ U existe um aberto W ⊂ U contendo

x e existem finitas funções anaĺıticas f1, ..., fk : W → C tais que

X ∩W =
k⋂
i=1

f−1i (0).

Dizemos simplesmente que X ⊂ Cn é um conjunto anaĺıtico complexo se existe um

aberto U ⊂ Cn contendo X, tal que X é um subconjunto anaĺıtico complexo de U .

Observação 2.1.11. As noções de funções e conjuntos algébricos e anaĺıticos reais são

definidas similarmente.

2.1.2 Anel local de funções holomorfas

Fixado w ∈ Rm, definimos uma relação de equivalência no conjunto {f : U →
Rk; U ⊂ Rm é aberto e w ∈ U}, da seguinte maneira:

Definição 2.1.12. Duas funções f : U → Rm e g : V → Rm com U, V ⊂ Rm abertos

e w ∈ U ∩ V são ditas equivalentes em w, se existe um aberto W ⊂ U ∩ V contendo w

tal que f |W = g|W e, neste caso, escrevemos f ∼ g. Uma classe de equivalência nesta

relação é chamada de germe de função em w.

Para o caso particular de funções holomorfas, denotamos por On,w = {f : U →
C; w ∈ U , U ⊂ Cn é aberto e f é holomorfa em U}/∼. No caso em que w = 0, escrevemos

simplesmente On em vez de On,0.

Proposição 2.1.13. O anel On,w dos germes de funções holomorfas em w ∈ Cn é iso-

morfo ao anel C{z − w} de todas as séries convergentes em w. Além disso, On,w é um

anel local, Noetheriano e fatorial.

Demonstração. Veja Ebeling (2007, p. 61–73, Propositions 2.15, 2.18, 2.19 e 2.20).

Seguindo a ideia de germe de funções, podemos definir germes de conjuntos:

Definição 2.1.14. Dois connjuntos X, Y ⊂ Rm são ditos equivalentes em w ∈ Rm, se

existe um aberto W ⊂ Rm contendo w tal que X∩W = Y ∩W . Uma classe de equivalência

de um conjunto X nesta relação é chamada germe de X em w e denotamos o germe

de X em w por (X,w). Além disso, escrevemos (X,w) ⊂ (Y,w) quando existe uma

vizinhança aberta de w, digamos W , tal que X ∩W ⊂ Y ∩W .

Definição 2.1.15. Sejam X ⊂ Rm e x ∈ X. Dizemos que o germe (X, x) é conexo,

se existe r > 0 tal que X ∩ Bt(x) é um conjunto conexo, para todo 0 < t ≤ r, onde

Bt(x) ⊂ Rm é a bola euclidiana de raio t centrada em x.
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Definição 2.1.16. Sejam f1, ..., fr : U → C funções holomorfas no aberto U ⊂ Cn.

Denotamos o conjunto dos zeros de f1, ..., fr por V (f1, ..., fr), i.e.,

V (f1, ..., fr) = {z ∈ U ; f1(z) = 0, ..., fr(z) = 0}.

Com isso, se w ∈ U e I é um ideal de On,w gerado por f1, ..., fr, então definimos V (I) :=

(V (f1, ..., fr), w).

Observação 2.1.17. Por Ebeling (2007, Proposition 2.25) e usando o fato de On,w ser

Noetheriano, V (I) está bem definido para todo ideal de On,w.

Na definição acima, para cada ideal foi feito uma associação para um germe

de conjunto anaĺıtico. Agora, fazemos o inverso, a cada germe de conjunto anaĺıtico

associamos um ideal.

Definição 2.1.18. Seja (X, x) um germe de conjunto anaĺıtico complexo. Denotamos por

I(X) o conjunto de todos os germes f ∈ On,x representado por f̃ : U → C, com U sendo

uma vizinhança aberta de x, que se anula em um representante X̃ ⊂ U de (X, x), i.e.,

f̃ |X̃ ≡ 0. I(X) é chamado ideal do germe (X, x) ou simplesmente ideal de X.

Observação 2.1.19. Claramente I(X) é um ideal de On,x.

Elencamos algumas propriedades importantes acerca das últimas definições

feitas acima:

Proposição 2.1.20. Sejam (X, x) e (Y, x) dois germes de conjuntos anaĺıticos complexos

e sejam I, J ⊂ On,x dois ideais. Então:

a) I ⊂ J ⇒ V (J) ⊂ V (I);

b) (X, x) ⊂ (Y, x)⇒ I(Y ) ⊂ I(X);

c) V (I(X)) = X;

d) I ⊂ I(V (I));

e) I(V (I)) = Rad(I) := {f ∈ On,x; existe k ∈ N tal que fk ∈ I};

f) (X, x) 6= (Y, x)⇒ I(X) 6= I(Y )

Demonstração. Veja Ebeling (2007, Propositions 2.26, 2.27 e 2.28).

Além disso, para cada germe de conjunto anaĺıtico complexo (X, x), vamos

associar uma C-Álgebra:

Definição 2.1.21. Seja (X, x) um germe de conjunto anaĺıtico complexo. Denotamos o

anel On,x/I(X) por OX,x. Quando x = 0 denotamos OX,x simplesmente por OX . Além

disso, chamamos o anel OX,x de anel local de (X, x).
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Definição 2.1.22. Dizemos que um germe f ∈ On,x se anula em (X, x), se f ∈ I(X),

ou seja, se existem representantes f̃ : U → C de f e X̃ ⊂ U de (X, x) tais que f̃ |X̃ ≡ 0.

Finalizamos esta subseção discutindo a noção de irredutibilade de germes de

conjuntos anaĺıticos complexos.

Definição 2.1.23. Um germe de conjunto anaĺıtico complexo (X, x), é dito irredut́ıvel,

se sempre que X = X1 ∪ X2, tivermos (X, x) = (X1, x) ou (X, x) = (X2, x). Quando

(X, x) não é irredut́ıvel, (X, x) é dito redut́ıvel.

Proposição 2.1.24. Um germe de conjunto anaĺıtico complexo (X, x) é irredut́ıvel se, e

somente se, o ideal I(X) é um ideal primo.

Demonstração. Veja Ebeling (2007, Proposition 2.31).

Proposição 2.1.25. Seja (X, x) um germe de conjunto anaĺıtico complexo em x ∈ Cn.

Então, (X, x) tem uma decomposição unicamente determinada, a menos da ordem,

X = X1 ∪ ... ∪Xr

em germes irredut́ıveis (Xi, x) com (Xi, x) 6= (Xj, x), se i 6= j. Os germes de conjuntos

anaĺıticos (X1, x), ..., (Xr, x) são chamados de componentes irredut́ıveis de (X, x).

Demonstração. Veja Ebeling (2007, Proposition 2.32).

Um resultado sobre componentes irredut́ıveis é o seguinte:

Proposição 2.1.26. Sejam X ⊂ Cm e Y ⊂ Cn dois conjuntos anaĺıtcos complexos e

x ∈ X. Se ϕ : X → Y é um homeomorfismo, então para cada componente irredut́ıvel

(Xi, x) de (X, x), temos que (ϕ(Xi), ϕ(x)) é uma componente irredut́ıvel de (Y, ϕ(x)).

Demonstração. Veja Gau e Lipman (1983, Lemma A.8).

2.1.3 Regularidade de conjuntos anaĺıticos

Definição 2.1.27. Seja U ⊂ Cn um aberto. Um conjunto M ⊂ U é dito uma subvariedade

anaĺıtica complexa (ou holomorfa), se para cada x ∈ M existem uma vizinhança aberta

V ⊂ U de x e uma aplicação bi-holomorfa Φ : V → ∆ sobre um policilindro ∆ centrado

em Φ(x) = 0 tal que

M ∩ V = Φ−1(∆s × {0})

com respeito a decomposição ∆ = ∆s × ∆n−s. O número s é chamado a dimensão de

M em x e é denotado por s = dimxM .
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Definição 2.1.28. Seja G ⊂ Cn um conjunto aberto e conexo e X ⊂ G um subconjunto

anaĺıtico complexo. Um ponto x ∈ X é dito um ponto regular de X, se existe uma

vizinhaça aberta U de x tal que X ∩ U é uma subvariedade anaĺıtica complexa de U.

No caso contrário, x é chamado um ponto singular de X. Denotamos por Sing(X) o

conjunto dos pontos singulares de X e Reg(X) := X \ Sing(X). Quando x ∈ Reg(X),

dizemos que o germe (X, x) é regular ou holomorfo.

Definição 2.1.29. Dizemos que um conjunto anaĺıtico complexo X ⊂ Cn tem singula-

ridade isolada, se Sing(X) só tem pontos isolados.

Proposição 2.1.30. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo. Então, Reg(X) é

aberto e denso em X. Em particular, para todo aberto U ⊂ Cn tal que Sing(X) ∩ U 6= ∅,
temos que Sing(X) ∩ U não é denso em X ∩ U .

Demonstração. Veja Sebastiani (2010, Lema IV.3.4).

Definição 2.1.31. Sejam X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo e x ∈ Reg(X). De-

finimos a dimensão de X em x, denotada por dimxX, como sendo a dimensão da

subvariedade holomorfa X ∩ U , i.e., dimxX = dimX ∩ U . Dizemos que X tem di-

mensão pura, se dimxX é constante para todo x ∈ Reg(X). Definimos a dimensão

de X, denotada por dimX, para ser dimX := sup
x∈Reg(X)

dimxX.

Observação 2.1.32. Quando X tem dimensão pura, temos que Reg(X) é uma subvari-

edade holomorfa de Cn e dimX = dim Reg(X).

Uma outra informação que Reg(X) fornece é a seguinte:

Proposição 2.1.33. Sejam X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo e x ∈ X. Então,

(Reg(X), x) é conexo se, e somente se, (X, x) é irredut́ıvel.

Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 55, Proposition).

Proposição 2.1.34. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo com dimensão p.

Então, Sing(X) é um conjunto anaĺıtico complexo com dimensão menor que p.

Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 51, Theorem).

Encerramos esta subseção com o seguinte:

Teorema 2.1.35 (Teorema de Remmert-Stein-Shiffman). Seja E ⊂ Cn um conjunto

fechado e seja A um subconjunto anaĺıtico de Cn \ E com dimA = p. Se H2p−1(E) = 0,

então o fecho A de A em Cn é um subconjunto anaĺıtico de Cn, onde H2p−1(E) é a medida

de Hausdorff na dimensão 2p− 1.

Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 48, Theorem).
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2.2 Conjuntos defińıveis e cones tangentes

Nesta Seção, fazemos uma breve apresentação de objetos defińıveis. Em par-

ticular, estudamos especialmente algumas propriedades de cones tangentes de conjuntos

defińıveis. Mais detalhes sobre esses objetos podem ser encontrados em Bochnak, Coste

e Roy (1998), Coste (1999), Van Den Dries (1998) e Whitney (1965a).

Definição 2.2.1. Um conjunto X ⊂ Rn é dito semialgébrico, se existem polinômios

fij : Rn → R, para i = 0, 1, ..., N e j = 1, ..., `, tais que X =
N⋃
i=1

{x ∈ Rn; fi0(x) =

0, fi1(x) > 0, ..., fi`(x) > 0}.

Definição 2.2.2. Um conjunto X ⊂ Rn é dito semianaĺıtico, se para todo x ∈ Rn

existem um aberto U ⊂ Rn contendo x, N ∈ N e funções anaĺıticas fij : U → R, para i =

0, 1, ..., N e j = 1, ..., `, tais que X∩U =
N⋃
i=1

{x ∈ Rn; fi0(x) = 0, fi1(x) > 0, ..., fi`(x) > 0}.

Definição 2.2.3. Um conjunto X ⊂ Rn é dito subanaĺıtico, se para todo x ∈ Rn existe

aberto U ⊂ Rn contendo x tal que X ∩ U é a projeção linear e própria de um conjunto

semianaĺıtico relativamente compacto Y ⊂ Rn × Rk. Uma função f : X ⊂ Rm → Rn é

dita subanaĺıtica, se Graph(f) ⊂ Rm × Rn é um conjunto subanaĺıtico.

Definição 2.2.4. Seja Φ : Rn → Rn a aplicação dada por

Φ(x1, ..., xn) =

(
x1√

1 + x21
, ...,

xn√
1 + x2n

)
.

Um conjunto X ⊂ Rn é dito globalmente subanaĺıtico, se Φ(X) é um conjunto suba-

naĺıtico. Uma função f : X ⊂ Rm → Rn é dita globalmente subanaĺıtica, se Graph(f) ⊂
Rm × Rn é um conjunto globalmente subanaĺıtico.

Conjuntos e funções globalmente subanaĺıticas (ou semialgébricas) são exem-

plos de objetos defińıveis, que são definidos a seguir:

Definição 2.2.5. Seja S = {Sn}n∈N, onde cada Sn é um conjunto de subconjuntos de Rn.

Dizemos que S é uma estrutura O-minimal sobre R se satisfaz os seguintes axiomas:

1) Todos subconjuntos algébricos de Rn estão em Sn.

2) Para todo n, Sn é uma subalgebra Booleana do conjunto das partes de Rn, denotado

por P(Rn).

3) Se A ∈ Sm e B ∈ Sn, então A×B ∈ Sm+n.

4) Se π : Rn+1 → Rn é uma projeção ortogonal sobre Rn e A ∈ Sn+1, então π(A) ∈ Sn.
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5) Os elementos de S1 são precisamente uniões finitas de pontos e intervalos.

Um elemento de Sn é chamado de subconjunto defińıvel de Rn.

Observação 2.2.6. Os conjuntos semialgébricos formam uma estrutura O-minimal. Veja

por exemplo Coste (1999).

Observação 2.2.7. Os conjuntos globalmente subanaĺıticos formam uma estrutura O-

minimal. Veja por exemplo Van den Dries (1986, Theorem).

Definição 2.2.8. Uma função f : X ⊂ Rn → Rm é dita defińıvel, se Graph(f) é um

subconjunto defińıvel de Rn × Rm.

Observação 2.2.9. Se f : X ⊂ Rn → Rm é defińıvel, então usando o axioma 4) na

definição de conjunto defińıvel, temos que X é defińıvel.

Listamos abaixo algumas propriedades importantes dos conjuntos defińıveis.

Proposição 2.2.10. A imagem de um conjunto defińıvel por uma aplicação defińıvel é

um conjunto defińıvel.

Demonstração. Veja Coste (1999, Proposition 1.6).

Proposição 2.2.11. Composição finita de aplicações defińıveis é uma aplicação defińıvel.

Demonstração. Sejam f : X ⊂ Rm → Rn e g : Y ⊂ Rn → Rp funções defińıveis, com

f(X) ⊂ Y . Mostremos que Graph(g ◦ f) é um subconjunto defińıvel de Rm × Rp. Para

isto, sejam F = Graph(f), G = Graph(g) e π : Rm × Rn × Rp → Rn × Rp a projeção

ortogonal. Primeiramente observe que π((F ×Rp)∩ (Rm×G)) , já que usando os axiomas

2), 3) e 4) na definição 2.2.5, (F × Rp) ∩ (Rm × G) é defińıvel. Então, usando o axioma

4) n vezes, vemos que π((F × Rp) ∩ (Rm ×G)) é defińıvel. Por fim, basta ver que

Graph(g ◦ f) = π((F × Rp) ∩ (Rm ×G)).

Como consequência imediata temos o seguinte:

Corolário 2.2.12. f := (f1, ..., fn) : A ⊂ Rm → Rn é defińıvel se, e somente se, cada

fi : A ⊂ Rm → R é defińıvel, i = 1, ..., n.

Uma outra consequência é o seguinte:

Corolário 2.2.13. Fixado A ⊂ Rm defińıvel, então Defn(A) := {f : A → Rn; f é

defińıvel} é um anel com relação a soma e o produto de funções e juntamente com o

produto por escalar usual, Defn(A) é uma R-Álgebra.
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Demonstração. As aplicações S, P : R2 → R dadas por S(x, y) = x+y e P (x, y) = xy são

aplicações polinomiais, portanto são defińıveis. Assim, se f, g ∈ Defn(A), pelo corolário

2.2.12 e a proposição 2.2.11, −g = P ◦ (−1, g), f + g = S ◦ (f, g) e fg = P ◦ (f, g) são

defińıveis. Com isso, fica claro que Defn(A) é um anel e uma R-Álgebra.

Proposição 2.2.14. O fecho e o interior de um conjunto defińıvel são conjuntos de-

fińıveis.

Demonstração. Veja Coste (1999, Proposition 1.12).

Além dos resultados citados acima, temos o Teorema da Monotonicidade e o

Lema de Seleção de Curva, que são resultados de grande utilidade no estudo de objetos

defińıveis e, assim, enunciamos tais resultados logo abaixo:

Teorema 2.2.15 (Teorema da Monotonicidade). Seja f : (a, b) → R defińıvel. Então,

existe uma subdivisão finita a = a0 < a1 < ... < ak = b tal que, em cada intervalo

(ai, ai+1), f é cont́ınua e, além disso, é constante ou estritamente monótona.

Demonstração. Veja Coste (1999, Chapter 2, Theorem 2.1).

Corolário 2.2.16. Se f : [a, b) → R defińıvel, então lim
t→x+

f(t)−f(x)
t−x existe ou é infinito,

para todo x ∈ [a, b).

Teorema 2.2.17 (Lema de Seleção de Curva). Seja X ⊂ Rn um conjunto defińıvel e

p ∈ X um ponto não isolado. Então, existe um arco cont́ınuo e defińıvel γ : [0, ε) → X

tal que γ(0) = p e γ((0, ε)) ⊂ X.

Demonstração. Veja Coste (1999, Chapter 3, Theorem 3.2).

2.2.1 Cone tangente de um conjunto defińıvel

Definição 2.2.18. Seja X ⊂ Rn um conjunto defińıvel. Para cada x ∈ X, dizemos que

o conjunto (defińıvel) C(X, x) = {v ∈ Rn; ∃{xk}k∈N ⊂ X e ∃{tk}k∈N ⊂ (0,+∞) tais que

lim
k→∞

xk = x e lim
k→∞

xk−x
tk

= v} é o cone tangente de X em x.

Note que C(X, x0) corresponde ao cone C3(X, x0) definido por Whitney (1965a,

1965b, 1972), no caso em que X é um conjunto anaĺıtico complexo.

Observação 2.2.19. Se A ⊂ Cn é um conjunto anaĺıtico complexo tal que x0 ∈ A, então

C(A, x0) é o conjunto de zeros de um conjunto de polinômios homogêneos complexos (veja

Whitney (1972, Theorem 4D)). Em particular, C(A, x0) é uma união de retas complexas

passando por x0.
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2.2.1.1 Blowing-up esférico

Nesta seção definimos alguns conceitos de blowing-up esférico.

Definição 2.2.20. A aplicação ρn : Sn−1 × [0,+∞) → Rn dada por ρn(x, r) = rx é o

blowing-up esférico da origem de Rn.

Observação 2.2.21. Temos que ρn : Sn−1 × (0,+∞) → Rn \ {0} é um difeomorfismo

semialgébrico com inversa ρ−1n : Rn \ {0} → Sn−1× (0,+∞) dada por ρ−1n (x) = ( x
‖x‖ , ‖x‖).

Definição 2.2.22. A transformada estrita de um conjunto defińıvel X ⊂ Rn (sob o

blowing-up ρn) é X ′ := ρ−1n (X \ {0}) e a fronteira ∂X ′ da transformada estrita, é definida

como ∂X ′ := X ′ ∩ (Sn−1 × {0}).

Observação 2.2.23. Note que ∂X ′ = S0X × {0}, onde S0X = C(X, 0) ∩ Sn−1. Além

disso, ρn : ρ−1n (X \ {0})→ X \ {0} é um homeomorfismo defińıvel.

2.2.1.2 Caracterização de cone tangente

Teorema 2.2.24. Seja X ⊂ Rn um conjunto defińıvel. Então para cada x ∈ X, com x

sendo um ponto não isolado, temos que C(X, x) = {v ∈ Rn; ∃γ : [0, ε) → X defińıvel tal

que γ((0, ε)) ⊂ X e γ(t)− x = tv + o(t)}.

Demonstração. Seja x ∈ X. Então, fazendo uma translação, se necessário, podemos supor

que x = 0. Seja ρ : Sn−1 × (0,+∞) → Rn \ {0} dada por ρ(x, t) = tx. Temos que ρ é

um homeomorfismo semialgébrico com inversa ρ−1 : Rn \ {0} → Sn−1× (0,+∞) dada por

ρ−1n (x) = ( x
‖x‖ , ‖x‖). Então, o conjunto Y = ρ−1(X) ⊂ Sn−1 × [0,+∞) é defińıvel.

Seja v ∈ C(X, 0). Então, existem {xk}k∈N ⊂ X e {tk}k∈N ⊂ (0,+∞) tais que

lim
k→∞

xk = 0 e lim
k→∞

xk
tk

= v. Se v 6= 0, temos que w = ( v
‖v‖ , 0) ∈ Y , então pelo Lema de

Seleção de Curva, existe um arco cont́ınuo e defińıvel β : [0, δ) → Y tal que β(0) = w

e β((0, δ)) ⊂ Y . Escrevendo β(t) = (x(t), s(t)), temos que s : [0, δ) → R é cont́ınua,

defińıvel e não é constante, já que s(0) = 0 e s(t) > 0 se t ∈ (0, δ). Então, pelo Lema da

Monotonicidade, podemos diminuir δ, se necessário, tal que s seja estritamente crescente.

Logo, s : [0, δ/2] → [0, δ′] é um homeomorfismo defińıvel, onde δ′ = s( δ
2
). Assim, sendo

ε = min{ δ′

‖v‖ , δ
′}, defina γ : [0, ε)→ X por

γ(t) = ρ ◦ β ◦ s−1(t‖v‖) = ρ(x(s−1(t‖v‖)), s(s−1(t‖v‖)) = t‖v‖x(s−1(t‖v‖)).

Logo,

lim
t→0+

γ(t)

t
= lim

t→0+

t‖v‖x(s−1(t))

t
= lim

t→0+
‖v‖x(s−1(t)) = ‖v‖x(0) = v,
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e isso nos dá a igualdade γ(t) = tv + o(t). Além disso, é claro que γ é defińıvel, já que é

composição de aplicações defińıveis.

Quando v = 0, seja {xk}k∈N ⊂ X ⊂ {0} com lim
k→∞

xk = 0. Observe que tal

sequência existe, pois por hipótese, 0 é um ponto não isolado de X. Assim, tomando sub-

sequência, se necessário, podemos supor que { xk
‖xk‖
}k∈N é convergente, digamos lim

k→∞
xk
‖xk‖

=

w ∈ C(X, 0). Pelo argumento acima, existe γ : [0, ε) → X tal que γ(t) = tw + o(t). De-

finindo γ̃ : [0, ε
1
2 ) → X por γ̃(t) = γ(t2), vemos que γ̃(t) = o(t) = tv + o(t). Com isto

concluimos

C(X, x) ⊂ {v ∈ Rn; ∃γ : [0, ε)→ X defińıvel t.q. γ((0, ε)) ⊂ X e γ(t)− x = tv + o(t)}

e como a outra inclusão é óbvia, terminamos a prova.

2.3 Equivalências entre conjuntos

Notação 2.3.1. Quando escrevemos ϕ : (X, x)→ (Y, y), significa que ϕ(x) = y e existem

representantes X̃ de (X, x) e Ỹ de (Y, y) tais que ϕ : X̃ → Ỹ está definida.

Definição 2.3.2. Sejam X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn e k ∈ (N \ {0}) ∪ {∞, ω}. Dizemos que uma

aplicação f : (X, x)→ (Y, y) é diferenciável (resp. Ck), se a aplicação f : X̃ → Ỹ pode

ser estendida para uma aplicação diferenciável (resp. Ck) F : U → V , onde U ⊂ Rm e

V ⊂ Rn são abertos tais que X̃ ⊂ U e Ỹ ⊂ V . Quando X ⊂ Cm, Y ⊂ Cn, dizemos que

uma aplicação f : (X, x)→ (Y, y) é holomorfa ou anaĺıtica complexa, se a aplicação

f : X̃ → Ỹ pode ser estendida para uma aplicação holomorfa F : U → V , onde U ⊂ Cm

e V ⊂ Cn são abertos tais que X̃ ⊂ U e Ỹ ⊂ V .

Definição 2.3.3. Sejam X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn, f : (X, x)→ (Y, y) e k ∈ (N \ {0})∪{∞, ω}.
Suponha que f : X̃ → Ỹ é uma bijeção. Então, dizemos que f : (X, x)→ (Y, y) é um:

a) homeomorfismo (resp. homeomorfismo bi-Lipschitz), se f : X̃ → Ỹ e f−1 :

Ỹ → X̃ são aplicações cont́ınuas (resp. Lipschitz);

b) difeomorfismo (resp. difeomorfismo Ck), se f : (X, x) → (Y, y) e f−1 :

(Y, y)→ (X, x) são aplicações diferenciáveis (resp. Ck);

Quando X ⊂ Cm e Y ⊂ Cn, dizemos que uma aplicação f : (X, x) → (Y, y) é bi-

holomorfa, bi-anaĺıtica complexa ou isomorfismo anaĺıtico complexo, se f :

(X, x)→ (Y, y) e f−1 : (Y, y)→ (X, x) são aplicações holomorfas.

Definição 2.3.4. Sejam X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn e k ∈ (N\{0})∪{∞, ω}. Dizemos que (X, x)

e (Y, y) são:
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a) homeomorfos (resp. bi-Lipschitz homeomorfos), se existe um homeomor-

fismo (resp. homeomorfismo bi-Lipschitz) ϕ : (X, x)→ (Y, y);

b) difeomorfos (resp. Ck difeomorfos), se existe um difeomorfismo (resp. difeo-

morfismo Ck) ϕ : (X, y)→ (Y, y);

c) topologicamente equivalentes ou tem a mesma topologia mergulhada, se

existe um homeomorfismo F : U → V , onde U ⊂ Rm e V ⊂ Rn são abertos tais que

X̃ ⊂ U e Ỹ ⊂ V e F (X̃) = Ỹ .

Quando X ⊂ Cm e Y ⊂ Cn, dizemos que (X, x) e (Y, y) são analiticamente isomorfos

ou analiticamente equivalentes, se existe um isomorfismo anaĺıtico complexo ϕ :

(X, x)→ (Y, y).

Notação 2.3.5. Mais geralmente, quando dizemos que ϕ : (X, x) → (Y, y) tem uma

propriedade P , significa que ϕ : X̃ → Ỹ tem a propriedade P . Da mesma maneira,

quando dizemos que (X, x) tem uma propriedade P , significa que X̃ tem a propriedade P .

Definição 2.3.6. Sejam (X, 0) e (Y, 0) germes de subconjuntos defińıveis, na origem de

Rn e Rp, respectivamente. Um homeomorfismo ϕ : (X, 0) → (Y, 0), é dito homeomor-

fismo forte, se o homeomorfismo

ρ−1p ◦ ϕ ◦ ρn : X ′ \ ∂X ′ → Y ′ \ ∂Y ′

se estende como um homeomorfismo ϕ′ : X ′ → Y ′. Neste caso, dizemos que (X, 0) e

(Y, 0) são fortemente homeomorfos ou C0-forte equivalentes.

Veremos mais adiante que homeomorfismo forte é mais fraco que homeomor-

fismo bi-Lipschitz defińıvel. Além disso, no caṕıtulo 5 (Lema 5.3.2), é mostrado que

homeomorfismo forte é mais fraco que difeomorfismo.

2.4 Complexificação de conjuntos e funções

Apresentamos nesta Seção, algumas definições e resultados sobre complexi-

ficação de conjuntos e funções. Mais detalhes sobre este assunto, podem ser encontrados

em Cartan (1957), Ephraim (1976b), Narasimhan (1966), Whitney (1957) e Whitney e

Bruhat (1959).

Definição 2.4.1. Seja V ⊂ Cn. Definimos o conjunto conjugado de V para ser o

conjunto c(V ) = {z = (z1, ..., zn) ∈ Cn; z = (z1, ..., zn) ∈ V }.

Observação 2.4.2. Seja f : W → C uma função anaĺıtica complexa. Então, a função

f : c(W )→ C dada por f(z) = f(z), para todo z ∈ c(W ), é também uma função anaĺıtica

complexa.
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Observação 2.4.3. Se V ⊂ Cn é um conjunto anaĺıtico complexo, então c(V ) é um

conjunto anaĺıtico complexo.

Sejam U ⊂ Rm um conjunto aberto e f : U → R uma função anaĺıtica real.

Assim, para cada y = (y1, ..., yn) ∈ U , existe r = (r1, ..., rn) ∈ Rn+ tal que Dr(y) :=

{(v1, ..., vn) ∈ Rn; |vi − yi| < ri, i = 1, ..., n} ⊂ U e se x = (x1, ..., xn) ∈ Dr(y), então

f(x) =
∞∑

ν1,...,νn=0

aν1,...,νn(x1 − y1)ν1 ...(xn − yn)νn ,

onde aν1,...,νn ∈ R. Contudo, a série acima é convergente no polidisco ∆r(y) ⊂ Cm.

Definição 2.4.4. Sendo Ũ ⊂ Cm a união dos ∆r(y)′s como acima. Definimos a com-

plexificação de f : U → R como sendo a aplicação fC : Ũ → C tal que

fC(z) =
∞∑

ν1,...,νn=0

aν1,...,νn(z1 − y1)ν1 ...(zn − yn)νn , z = (z1, ..., zn) ∈ ∆r(y),

onde Dr(y) ⊂ U e a série de f em y é convergente em Dr(y).

Definição 2.4.5. Seja V ⊂ Rm um subconjunto anaĺıtico real de um aberto A e seja

Ã a união de todos os polidisco ∆r(y)′s tais que Dr(y) ⊂ A e existem finitas funções

anaĺıticas f1, ..., fk : Dr(y) → R satisfazendo V ∩ Dr(y) = ∩ki=1f
−1
i (0). Definimos a

complexificação de V como sendo o subconjunto anaĺıtico de Ã, denotado por VC, tal

que VC ∩∆r(y) = ∩ki=1fiC
−1(0).

Proposição 2.4.6. Seja (X, 0) um germe de conjunto anaĺıtico complexo irredut́ıvel.

Então, (XC, 0) e (X × c(X), 0) são anaĺıticamente isomorfos.

Demonstração. Sejam W ⊂ Cn um aberto e f1, ..., fk : W → C funções anaĺıticas tais que

X = {z ∈ W ; f1(z) = ... = fk(z) = 0} e para cada j = 1, ..., k, sejam uj, vj : W → R,

respectivamente, a parte real e a parte imaginária de fj, i.e., uj := Re(fj) e vj := Im(fj).

Desta forma, X = {z ∈ W ; u1(z) = v1(z) = ... = uk(z) = vk(z) = 0} é um subconjunto

anaĺıtico real de W . Escrevendo as coordenadas complexas (z1, ..., zn) em coordenadas

reais (x1, y1, ..., xn, yn), onde zj = xj + iyj e complexificando X, vemos que

XC = {z̃ = (x̃1, ỹ1, ..., x̃n, ỹn) ∈ C2n; u1C(z̃) = v1C(z̃) = ... = ukC(z̃) = vkC(z̃) = 0}.

Além disso, XC também pode ser visto como

XC = {z̃ ∈ C2n; ujC(z̃) + ivjC(z̃) = ujC(z̃)− ivjC(z̃) = 0, para, j = 1, ..., n}.

Considere a seguinte mudança linear de coordenadas Φ = (φ, ϕ) : Cn × Cn → Cn × Cn
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dada por

Φ(z̃) = (φ(z̃), ϕ(z̃)) = (x̃1 + iỹ1, ..., x̃n + iỹn, x̃1 − iỹ1, ..., x̃n − iỹn).

Então para j = 1, ..., n, obtemos

ujC(z̃) + ivjC(z̃) = fj(φ(z̃))

e

ujC(z̃)− ivjC(z̃) = f j(ϕ(z̃)).

Portanto, Φ(XC) = X × c(X).

2.5 Multiplicidade de conjuntos anaĺıticos

Nesta Seção, apresentamos os principais resultados e definições relacionados

com a multiplicidade de conjuntos anaĺıticos. Mais detalhes sobre multiplicidade de con-

juntos anaĺıticos, podem ser encontrados em Chirka (1989), Draper (1969) e Thie (1967).

Para saber sobre multiplicidade, em um contexto mais geral, veja Zariski e Samuel (1960),

Atiyah (1969) e Roberts (1998).

Definição 2.5.1. Seja A um anel Noetheriano local e I ⊂ A um ideal. Definimos o

comprimento de I, denotado por `(I), para ser o número máximo de ideais primos p0  
p1  ...  pd ⊆ I.

Proposição 2.5.2. Seja A um anel local, Noetheriano e I ⊂ A um ideal. Se A/I tem

comprimento finito, então existe um polinômio P IA ∈ Q[x] tal que P IA(n) = `(A/In), para

todo n suficientemente grande.

Demonstração. Veja Dieudonné (1967, p. 23, Theorem 2.2).

Definição 2.5.3. Seja A um anel Noetheriano local. P IA é chamado de Polinômio de

Hilbert-Samuel de A com respeito a I. Quando I é o ideal maximal m de A,

escrevemos simplesmente PA no lugar de Pm
A e, neste caso, PA é chamado de Polinômio

de Hilbert-Samuel de A.

Definição 2.5.4. Seja (X, x) um germe de conjunto anaĺıtico complexo. Sendo OX,x :=

On/I(X) o anel local de (X, x) e POX,x
(t) =

∑k
i=0 ait

i o polinômio de Hilbert-Samuel de

OX,x, com k = grau(POX,x
), então definimos a multiplicidade de X em x por m(X, x) :=

k!ak. Quando x = 0, dizemos apenas que m(X) := m(X, 0) é a multiplicidade de X.
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2.5.1 Algumas caracterizações da multiplicidade

Apresentamos agora algumas caracterizações da multiplicidade que serão usa-

das nos próximos caṕıtulos.

Definição 2.5.5. Sejam X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo contendo a origem e

p = dimX. Definimos o número de Lelong de X (em 0) por

n(X) := lim
r→0+

H2p(Bn
r ∩X)

H2p(Bp
r )

,

onde H2p(A) denota a medida de Hausdorff de A na dimensão 2p.

Teorema 2.5.6. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo contendo a origem. Então

n(X) = m(X).

Demonstração. Veja Draper (1969, Theorem 7.3).

Corolário 2.5.7 (Aditividade da multiplicidade). Seja (X, x) um germe de conjunto

anaĺıtico complexo e (X, x) = (X1, x) ∪ ... ∪ (Xr, x) sua decomposição em componentes

irredut́ıveis. Então, m(X, x) = m(X1, x) + ...+m(Xr, x).

Definição 2.5.8. Sejam A ⊂ Cm e B ⊂ Cn duas subvariedades anaĺıticas complexas

(i.e., Reg(A) = A e Reg(B) = B). Dizemos que uma aplicação cont́ınua f : A → B é

um k-recobrimento, se para todo ponto x ∈ B existe uma vizinhaça aberta U de x tal

que f−1(U) tem k componentes conexas, digamos U1, ..., Uk e, além disso, f |Ui
: Ui → U

é uma homeomorfismo bi-holomorfo.

Definição 2.5.9. Seja U ⊂ Cn um aberto. Um conjunto fechado σ ⊂ U é dito remov́ıvel,

se toda função limitada e holomorfa h : U \ σ → C pode ser estendida para uma função

holomorfa h̃ : U → C. Um conjunto fechado σ ⊂ U é dito localmente remov́ıvel, se σ

é remov́ıvel em uma vizinhança de cada um de seus pontos.

Definição 2.5.10. Sejam A ⊂ Cm um conjunto localmente fechado e U ′ ⊂ Cn um aberto.

Dizemos que uma aplicação cont́ınua e própria f : A → U ′ é um k-recobrimento

generalizado, se existe um conjunto localmente remov́ıvel σ ⊂ U ′ tal que f−1(σ) é nunca

denso em A, A \ f−1(σ) é um conjunto anaĺıtico complexo tal que Reg(A \ f−1(σ)) =

A \ f−1(σ) e f : A \ f−1(σ) → U ′ \ σ é um k-recobrimento. Para σ sendo o menor

conjunto posśıvel, como na definição acima, escrevemos br(f) = f−1(σ).

Proposição 2.5.11. Sejam X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico contendo a origem, com

d = dimX e π : Cn → Cd uma projeção linear. Se π−1(0)∩C(X, 0) = {0}, então existe um

aberto U ⊂ Cn contendo a origem, tal que π|(X∩U)\br(π|X∩U ) : (X ∩U)\br(π|X∩U)→ Cd \σ
é um µ0(X)-recobrimento, com µ0(X) = m(X) e σ = π(br(π|X∩U)).
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Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 190, Proposition 2) ou Draper (1969, Theorem 6.3

e Theorem 6.5).

Corolário 2.5.12. m(X) = 1⇔ (X, 0) é regular.

Demonstração. Se m(X) = 1, então pela Proposição 2.5.11, existe um aberto U ⊂ Cn

contendo a origem e uma projeção linear π : Cn → Cd tais que π|(X∩U)\br(π|X∩U ) : (X∩U)\
br(π|X∩U)→ Cd \σ é um 1-recobrimento, onde d = dimX. Diminuindo U e fazendo uma

mudança holomorfa de variáveis, se necessário, podemos tomar U = U ′×U ′′ ⊂ Cd×Cn−d.
Então, (X∩U)\br(π|X∩U) é o gráfico de uma aplicação holomorfa F : U ′\σ → Cn−d. Mas

σ é remov́ıvel e F é holomorfa e limitada, então F pode ser estendida holomorficamente

para F̃ : U ′ → Cn−d. Dáı, X∩U é o gráfico de F̃ e, portanto, X∩U é variedade holomorfa.

Por outro lado, se existe aberto U tal que X ∩U é variedade holomorfa, então

X ∩ U é localmente gráfico de aplicação holomorfa F : U ′ → Cn−d. Então, podemos

tomar uma projeção linear π : Cn → Cd tal que πX : X → Cd seja um 1-recobrimento,

i.e., m(X) = 1.

Proposição 2.5.13. Sejam X e Y conjuntos anaĺıticos complexos. Se φ : (Cn, X, 0) →
(Cn, Y, 0) for uma aplicação bi-holomorfa, então m(X) = m(Y ).

Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 120, Proposition).

Proposição 2.5.14. Sejam X e Y conjuntos anaĺıticos complexos. Então,

m(X × Y ) = m(X)m(Y ).

Demonstração. Veja Chirka (1989, p. 124, Corollary 4).

Proposição 2.5.15. Seja X um conjunto anaĺıtico complexo. Então, m(X) = m(c(X)).

Demonstração. Basta observar que w ∈ X ∩ π−1(z) se, somente se, w ∈ c(X) ∩ π−1(z) e

que π−1(0) ∩ C(X, 0) = {0} se, e somente se, π−1(0) ∩ C(c(X), 0) = {0}.

2.6 Mais alguns resultados sobre regularidade topológica e cones

Fazendo translação, se necessário, trabalhamos apenas com germes de funções

e de conjuntos em x = 0 e, assim, temos o seguinte:

Teorema 2.6.1. Sejam X e Y conjuntos defińıveis contendo a origem. Seja ϕ : (X, 0)→
(Y, 0) um germe de função Lipschitz defińıvel. Então, d0ϕ : C(X, 0)→ C(Y, 0) dada por

d0ϕ(v) = lim
t→0+

ϕ(γ(t))

t
,

está bem definida, onde γ : [0, ε) → X é uma curva defińıvel tal que γ(t) = tv + o(t).

Então:
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a) d0ϕ : C(X, 0)→ C(Y, 0) é Lipschitz, defińıvel e homogênea positiva de grau 1, i.e.,

d0ϕ(λv) = λd0ϕ(v), para todo v ∈ C(X, 0) e todo λ ∈ R+.

b) Se ϕ é bi-Lipschitz, então d0ϕ : C(X, 0)→ C(Y, 0) é bi-Lipschitz e (d0ϕ)−1 = d0ϕ
−1;

c) Se X = Rn, Y = Rm e r(v) = ϕ(v)− d0ϕ(v), então r(v) = o(|v|);

Demonstração. Mostraremos primeiramente que d0ϕ é uma aplicação Lipschitz, para isso,

sejam x, y ∈ C(X, 0) e K = Lip(ϕ). Sejam α, β : [0, ε) → X, curvas defińıveis tais que

α(t) = tv + o(t) e β(t) = tw + o(t). Então,

‖d0ϕ(v)− d0ϕ(w)‖ =

∥∥∥∥ lim
t→0+

ϕ(α(t))

t
− lim

t→0+

ϕ(β(t))

t

∥∥∥∥
= lim

t→0+

∥∥∥∥ϕ(α(t))

t
− ϕ(β(t))

t

∥∥∥∥
≤ lim

t→0+

K

t
‖α(t)− β(t)‖

= K‖v − w‖.

é claro que, fazendo v = w, o mesmo argumento acima mostra que d0ϕ(v) não depende

da escolha da curva α e, assim, d0ϕ(v) está bem definido. Além disso, pela caracterização

de C(Y, 0), é claro que d0ϕ(v) ∈ C(Y, 0), i.e., d0ϕ : C(X, 0)→ C(Y, 0) está bem definida

e é Lipschitz.

Agora, pela definição de d0ϕ, também é claro que d0ϕ(λv) = λd0ϕ(v), para

todo x ∈ C(X, 0) e todo λ ∈ R+.

Dando continuidade, no caso do item b) vamos mostrar que d0ϕ ◦ d0ϕ−1 =

idC(Y,0) e, para isso, seja x ∈ C(Y, 0) e y = d0ϕ
−1(x). Sejam γ : [0, ε) → X uma curva

defińıvel tal que γ(t) = tx+ o(t) e β := ϕ−1 ◦ γ. Em particular,

ty = td0ϕ
−1(x) = d0ϕ

−1(tx) = ϕ−1(γ(t)) + o(t).

Então, temos que β(t) = ty + o(t). Dáı, d0ϕ(y) = lim
t→0+

ϕ(β(t))
t

e, assim,

‖d0ϕ(y)− x‖ =

∥∥∥∥ lim
t→0+

ϕ(β(t))

t
− x
∥∥∥∥

= lim
t→0+

∥∥∥∥ϕ(β(t))

t
− γ(t)

t

∥∥∥∥
= lim

t→0+

1

t

∥∥∥∥ϕ(β(t))− γ(t)

∥∥∥∥
= lim

t→0+

1

t

∥∥∥∥ϕ(β(t))− ϕ(ϕ−1(γ(t)))

∥∥∥∥
≤ lim

t→0+

K

t

∥∥∥∥β(t)− ϕ−1(γ(t))

∥∥∥∥
= 0.



29

Portanto, d0ϕ(y) = d0ϕ(d0ϕ
−1(x)) = x para todo x ∈ C(Y, 0), i.e., d0ϕ ◦ d0ϕ−1 = idC(Y,0).

De forma analoga, mostra-se que d0ϕ
−1 ◦ d0ϕ = idC(X,0). Como pelo item a), d0ϕ e d0ϕ

−1

são aplicações Lipschitz, terminamos a prova do item b).

Para o item c), suponha que r(x) 6= o(x), então existe {xn} ⊂ Rn tal que

xn → 0 e ‖r(xn)‖
‖xn‖ ≥ ε > 0, para todo n ∈ N. Tomando subsequência, se necessário,

podemos supor que xn
‖xn‖ → x0 e ϕ(xn)

‖xn‖ → y0, já que ambas sequências são limitadas

(‖ϕ(xn)‖‖xn‖ ≤ K). Como d0ϕ é cont́ınua e homogênea de grau 1, então d0ϕ(xn)
‖xn‖ → d0ϕ(x0).

Porém,

‖d0ϕ(x0)− y0‖ =

∥∥∥∥ lim
n→∞

ϕ(‖xn‖x0)
‖xn‖

− lim
n→∞

ϕ(xn)

‖xn‖

∥∥∥∥
= lim

n→∞

1

‖xn‖

∥∥∥∥ϕ(‖xn‖x0)− ϕ(xn)

∥∥∥∥
≤ lim

n→∞

K

‖xn‖

∥∥∥∥‖xn‖x0 − xn∥∥∥∥
= lim

n→∞
K

∥∥∥∥x0 − xn
‖xn‖

∥∥∥∥
= K

∥∥∥∥x0 − lim
n→∞

xn
‖xn‖

∥∥∥∥
= K‖x0 − x0‖ = 0.

Portanto, lim
n→∞

r(xn)
‖xn‖ = 0, que é uma contradição com a sequência tomada. Logo r(x) =

o(x).

Corolário 2.6.2. Sejam X e Y conjuntos defińıveis contendo a origem. Se ϕ : (X, 0)→
(Y, 0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz e defińıvel, então ν0ϕ := d0ϕ

|d0ϕ| : C(X, 0)∩S2n−1 →
C(Y, 0) ∩ S2n−1 é um homeomorfismo.

Demonstração. É claro que ν0ϕ é cont́ınua, então observe que (ν0ϕ)−1 = ν0ϕ
−1.

Teorema 2.6.3. Sejam (X, 0) e (Y, 0) germes de conjuntos defińıveis em Rn e Rp, respec-

tivamente. Seja ϕ : (X, 0) → (Y, 0) um homeomorfismo bi-Lipschitz e defińıvel. Então,

os germes (X, 0) e (Y, 0) são fortemente homeomorfos.

Demonstração. Veja que ϕ′ : X ′ → Y ′ definida por

ϕ′(u, t) =

{ (
ϕ(tu)
‖ϕ(tu)‖ , ‖ϕ(tu)‖

)
, se t > 0

(ν0ϕ(u), 0), se t = 0,

é cont́ınua e use o Corolário 2.6.2.

Exemplo 2.6.4. Seja C um cone algébrico e defina φ : C → C por φ(x) = ‖x‖ · x.

Temos que φ é um homeomorfismo forte, já que ϕ′ = ϕ′−1 = idC′. Entretanto, ϕ não é
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bi-Lipschitz, pois

ϕ−1(x) =


x

‖x‖
1
2
, se x 6= 0

0, se x = 0,

é cont́ınua e não é Lipschitz.

Definição 2.6.5. Sejam A um domı́nio de integridade e QA seu corpo de frações. Um

elemento f ∈ QA é dito inteiro sobre A, se para algum n ∈ N existem a0, ..., an−1 ∈ A
satisfazendo

fn + an−1f
n−1 + ...+ a0 = 0.

O conjunto de todos os elementos inteiro sobre A é chamado de fecho inteiro (ou fecho

integral) de A e é denotado por A. Além disso, dizemos que A é normal, se A = A.

Definição 2.6.6. Um germe (X, x) de conjunto anaĺıtico complexo é dito normal, se OX,x
é normal.

Definição 2.6.7. Seja X ⊂ Rm e p ∈ X. Dizemos que p é um ponto topologicamente

regular, se existe uma vizinhaça aberta U ⊂ Rm de x tal que X ∩ U é uma varie-

dade topológica. Denotamos todos pontos topologicamente regulares de X, por Regtop(X).

Quando um ponto p ∈ X não é topologicamente regular, dizemos que ele é topologicamente

singular. Denotamos todos pontos topologicamente singulares de X, por Singtop(X).

Teorema 2.6.8 (Mumford (1961, Theorem)). Seja X um conjunto anaĺıtico complexo

tal que (X, 0) é normal, 0 ∈ Regtop(X) e dimX = 2. Então, 0 é um ponto regular de X.

Definição 2.6.9. Dizemos que C ⊂ Cn é um cone complexo, se existe um ponto x ∈ C
tal que C é uma união de retas complexas passando por x.

Na linha do Teorema de Mumford (1961), temos um Teorema provado por

Prill (1967), que será muito útil nos próximos caṕıtulos:

Teorema 2.6.10 (Prill (1967, p. 180, Theorem)). Seja C ⊂ Cn um cone complexo. Se

0 ∈ Regtop(X), então C é um hiperplano de Cn.
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3 CONJUNTOS DEFINÍVEIS FORTEMENTE HOMEOMORFOS

Esse caṕıtulo é dedicado para estudar homeomorfismos fortes entre conjuntos

subanaĺıticos. É feito um estudo completo acerca de regularidade topológica forte de

conjuntos anaĺıticos. Além disso, é dada uma classificação completa de curvas anaĺıticas

complexas. Mais alguns exemplos e resultados sobre homeomorfismo forte podem ser

encontrados em Birbrair, Fernandes e Grandjean (2012), onde eles chamam isomorfismo

blow-esférico em vez de homeomorfismo forte.

3.1 Multiplicidades relativas das componentes do cone tangente

Definição 3.1.1. Seja X ⊂ Rn um conjunto subanaĺıtico contendo a origem. Dizemos

que x ∈ ∂X ′ é um ponto simples de ∂X ′, se existe um aberto U ⊂ Rn+1 contendo x

satisfazendo o seguinte:

a) as componentes conexas de (X ′ ∩ U) \ ∂X ′, digamos X1, ..., Xr, são variedades to-

pológicas;

b) (Xi ∪ ∂X ′) ∩ U são variedades topológicas com bordo.

Seja Smp(∂X ′) o conjunto dos pontos simples de ∂X ′.

Definição 3.1.2. Seja X ⊂ Rn um conjunto defińıvel contendo a origem. Definimos

kX : Smp(∂X ′) → N, onde kX(x) é o número mı́nimo das componentes conexas de

ρ−1(X \ {0}) ∩ U , para U aberto suficientemente pequeno contendo x.

Observação 3.1.3. A função kX é claramente localmente constante. Na verdade, kX

é constante em cada componente conexa Cj de Smp(∂X ′). Então, definimos kX(Cj) :=

kX(x) com x ∈ (Cj × {0}) ∩ Smp(∂X ′).

Observação 3.1.4. No caso em que X é um conjunto anaĺıtico complexo, existe um

conjunto anaĺıtico σ com dimensão menor que dimX, tal que Xj\σ intersecta apenas uma

componente conexa Ci, para cada componente irredut́ıvel Xj do cone tangente C(X, 0)

e, então definimos kX(Xj) := kX(Ci).

Observação 3.1.5. O número kX(Cj) é igual ao nj definido por Kurdyka e Raby (1989,

p. 762) e, também, é igual ao kj definido por Chirka (1989, chapter 2, sec. 11), quando

X é um conjunto anaĺıtico complexo.

Com base nisso, vale o seguinte:

Proposição 3.1.6. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo e sejam X1, ..., Xr as

componentes irredut́ıveis de C(X, 0). Então, m(X) =
∑r

j=1 kX(Xj)m(Xj).
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Demonstração. Veja Chirka (1989, chapter 2, sec. 11, p. 133, proposition).

Outra demonstração da Proposição 3.1.6, pode ser encontrada em Kurdyka

e Raby (1989, p. 766, THÉORÈME 3.8) (olhando a multiplicidade como o número de

Lelong, como no Teorema 2.5.6).

Teorema 3.1.7 (Teorema da Invariância das multiplicidades relativas). Sejam (X, 0) e

(Y, 0) germes de conjuntos defińıveis e ϕ : (X, 0) → (Y, 0) um homeomorfismo forte.

Se X1, ..., Xr são as componentes conexas de Smp(∂X ′) e Smp(∂X ′) =
⋃r
j=1 Yj, com

Yj = ϕ′(Xj), então kX(Xj) = kY (Yj), j = 1, ..., r.

Demonstração. Como ϕ : (X, 0) → (Y, 0) é um homeomorfismo forte, temos que ϕ′ :

X ′ → Y ′ é homeomorfismo. Fixado j ∈ {1, ..., r}, para cada x ∈ Xj, seja Ux uma

vizinhança aberta de x, tal que ρ−1(X \ {0}) ∩ Ux tem kX(Xj) componentes conexas.

Então, ϕ′(ρ−1(X \ {0}) ∩ Ux) é um aberto de Y ′ com kX(Xj) componentes conexas.

Então, kY (Yj) ≤ kX(Xj) e usando ϕ′−1 em vez de ϕ′, obtemos a outra desigualdade,

kX(Xj) ≤ kY (Yj). Portanto, kX(Xj) = kY (Yj).

Kurdyka e Raby (1989, p. 767, Propostion 3.9), mostraram que as multi-

plicidades relativas são invariantes anaĺıticos e Valette (2010, p. 668, Proposition 2.5),

mostrou que são invariantes por homeomorfismo bi-Lipschitz subanaĺıtico.

Teorema 3.1.8. Se (X, 0) e (Y, 0) são fortemente homeomorfos, então C(X, 0) e C(Y, 0)

também são fortemente homeomorfos.

Demonstração. Seja ϕ : (X, 0)→ (Y, 0) um homeomorfismo forte. Então, ϕ′|∂X′ : ∂X ′ →
∂Y ′ é um homeomorfismo. Defina d0ϕ

′ : C(X, 0)→ C(Y, 0) por

d0ϕ
′(x) =

{
‖x‖ϕ′( x

‖x‖), x 6= 0

0, x = 0.

Temos que d0ϕ
′ é um homeomorfismo forte.

3.2 Aplicações do Teorema da Invariância das multiplicidades relativas no caso

complexo

3.2.1 Regularidade topológica forte

Definição 3.2.1. Seja X ⊂ Rn um conjunto subanaĺıtico contendo a origem e p = dimX.

(X, 0) é dito topologicamente forte regular, se (X, 0) e (Rp, 0) são fortemente homeomor-

fos.
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Teorema 3.2.2 (Teorema da regularidade topológica forte). Seja X ⊂ Cn um conjunto

anaĺıtico complexo contendo a origem. Se (X, 0) é topologicamente forte regular, então

m(X) = 1, i.e., (X, 0) é suave.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.8, C(X, 0) e Ck são fortemente homeomorfos, onde

k = dimX, implicando em C(X, 0) ser irredut́ıvel, pois Ck é irredut́ıvel. Em particu-

lar, C(X, 0) é uma variedade topológica. Então, pelo Teorema de Prill, C(X, 0) é um

hiperplano. Dáı, m(C(X, 0)) = 1 e pelo Teorema 3.1.7, m(X) = m(C(X, 0)) = 1.

Como consequência, temos o resultado provado em Birbrair et al (2014) (o

mesmo resultado também pode ser encontrado na seção 4.2.1).

Corolário 3.2.3. Se (X, 0) é um germe de conjunto anaĺıtico complexo e ϕ : (X, 0) →
(Cd, 0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz subanaĺıtico, então (X, 0) é suave.

Demonstração. Pelo Teorema 2.6.3, (X, 0) é topologicamente forte regular, então pelo

Teorema 3.2.2, (X, 0) é suave.

3.2.2 Classificação de Curvas fortemente homeomorfas

Em C2 a multiplicidade é um invariante da topologia mergulhada para curvas,

mas isso não é verdade para Cn, n > 2, e como quaisquer dois germes de curvas anaĺıticas

complexas irredut́ıveis são homeomorfas, vemos que a multiplicidade não é invariante por

homeomorfismos. Na verdade, a multiplicidade de curvas não é invariante nem mesmo por

homeomorfismos preservando o ambiente. Um exemplo desta afirmação é dado abaixo:

Exemplo 3.2.4. Sejam X = {(x, 0, 0) ∈ C3; x ∈ C} e Y = {(0, y, z) ∈ C3; y3 = z2}.
Seja u : C2 → C uma aplicação cont́ınua tal que

u(t2, t3) =

{
t, |t| ≤ 1
t
|t| , |t| > 1.

Temos que ϕ : (C3, X, 0)→ (C3, Y, 0) dada por

ϕ(x, y, z) = (x− u(y + x2, z + x3), y + x2, z + x3)

é um homeomorfismo com inversa

ϕ−1(x, y, z) = (x+ u(y, z), y − (x+ u(y, z))2, z − (x+ u(y, z))3),

mas m(X) = 1 e m(Y ) = 2.

Contudo, a multiplicidade é um invariante completo quando consideramos ho-

meomorfismo forte entre curvas anaĺıticas complexas.
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Corolário 3.2.5. Sejam (X, 0), (Y, 0) ⊂ (Cn, 0) dois germes de curvas anaĺıticas comple-

xas fortemente homeomorfas. Então, m(X) = m(Y ).

Demonstração. Seja ϕ : (X, 0) → (Y, 0) um homeomorfismo forte. Pela aditividade da

multiplicidade é suficiente supor que X e Y são irredut́ıveis. Assim, o cone tangente de X

ou de Y é uma reta complexa, então m(C(X, 0)) = m(C(Y, 0)) = 1. Pela Proposição 3.1.6,

m(X) = kX(C(X, 0)) e m(Y ) = kY (C(Y, 0)), mas pelo Teorema 3.1.7, kX(C(X, 0)) =

kY (C(Y, 0)) e isso conclui a prova.

Teorema 3.2.6. Dois germes de curvas anaĺıticas complexas irredut́ıveis são fortemente

homeomorfas se, e somente se, elas tem a mesma multiplicidade.

Demonstração. Sejam (X, 0), (Y, 0) ⊂ (Cn, 0) dois germes de curvas anaĺıticas complexas

irredut́ıveis. Já sabemos que se (X, 0) e (Y, 0) são fortemente homeomorfas, então elas

tem a mesma multiplicidade (Corolário 3.2.5). Mostremos então a rećıproca. Suponha

que k = m(X) = m(Y ). Depois de uma mudança de coordenadas linear, se necessário,

suponha que o cone tangente de (X, 0) e de (Y, 0) seja {(ξ, 0) ∈ Cn; ξ ∈ C}. Sejam ψ :

Dε → X e ψ̃ : Dε → Y as parametrizações de Puiseux de (X, 0) e (Y, 0), respectivamente,

dadas por

ψ(t) = (tk, φ(t)) = (tk, φ2(t), ..., φn(t))

e

ψ̃(t) = (tk, φ̃(t)) = (tk, φ̃2(t), ..., φ̃n(t)),

onde ord0φi > k e ord0φ̃i > k, i = 2, ..., n. Defina ϕ : X → Y por ϕ = ψ̃ ◦ ψ−1.
Mostremos que ϕ é um homeomorfismo forte com ϕ′|∂X′ = id∂X′ . Para que isso seja

verdade, é suficiente mostrar que se zm = (xm, tm) ∈ X ′ \ ∂X ′ é tal que lim
m→∞

zm = (x, 0),

então temos lim
m→∞

ϕ′(zm) = (x, 0). De fato, sendo sm = ψ−1(tmxm), temos

ϕ′(zm) =

(
ϕ(tmxm)

‖ϕ(tmxm)‖
, ‖ϕ(tmxm)‖

)
=

(
(skm, φ̃(sm))

‖(skm, φ̃(sm))‖
, ‖(skm, φ̃(sm))‖

)
.

Porém, tmxm = (skm, φ(sm)) e, assim,

zm =

(
(skm, φ(sm))

‖(skm, φ(sm))‖
, ‖(skm, φ(sm))‖

)
.

Logo, lim
m→∞

ϕ′(zm) = lim
m→∞

zm = (x, 0).

Sejam (X, 0), (Y, 0) ⊂ (Cn, 0) dois germes de curvas anaĺıticas complexas,

(X1, 0), ..., (Xr, 0) ⊂ (Cn, 0) as componentes irredut́ıveis de (X, 0) e (Y1, 0), ..., (Ys, 0) ⊂
(Cn, 0) as componentes irredut́ıveis de (Y, 0). Então, temos o seguinte:
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Corolário 3.2.7. (X, 0) e (Y, 0) são fortemente homeomorfas se, e somente se, existe

uma bijeção σ : {1, ..., r} → {1, ..., s} tal que m(Xi) = m(Yσ(i)), para todo i = 1, ..., r.

3.3 Aplicações do Teorema da Invariância das multiplicidades relativas no caso

real

3.3.1 Regularidade topológica forte

Mostramos nesta Seção, que o Teorema 3.2.2 para conjuntos anaĺıticos reais,

não é verdadeiro em geral. Porém, antes disso mostramos, via exemplo, que a melhor

regularidade que podemos esperar, no caso de conjuntos anaĺıticos reais, é regularidade C1.

A partir dáı, apresentamos alguns exemplos de conjuntos que são topologicamente forte

regulares, mas não são C1 e, então, mostramos que regularidade topológica forte implica

regularidade C1 somente para o caso de curvas anaĺıticas reais. Com isso, finalizamos o

estudo sobre regularidade topológica forte de conjuntos anaĺıticos (reais e complexos).

Exemplo 3.3.1. V = {(x, y, z) ∈ R3; z3 = x4 + y4} é C1, em particular, topologicamente

forte regular, mas não é C2.

Exemplo 3.3.2. Seja V = {(x, y, z) ∈ R3; z3 = x5y + xy5}. Então, C(V ) = {z = 0} é

um plano e V é hipersuperf́ıcie, contudo V não é C1. Na verdade, V é gráfico de uma

função derivável em todo ponto, em particular, é variedade diferenciável (possui cartas

somente deriváveis) e, assim, topologicamente forte regular, mas não é C1.

Diante do exemplo acima, temos mais geralmente

Exemplo 3.3.3. Seja n ≥ 3. Então, X = {(x1, ..., xn) ∈ Rn; x33 = x51x2 + x1x
5
2} =

V × Rn−3 é topologicamente forte regular, mas não é C1.

De fato, pelo exemplo 3.3.2, existe um homeomorfismo forte (global) φ : V →
R2. Defina ϕ : X → Rn−1 por

ϕ(x1, x2, x3, ..., xn) = (φ(x1, x2, x3), x4, ..., xn).

É claro que ϕ é um homeomorfismo forte.

Definição 3.3.4. Dizemos que uma curva anaĺıtica X ∈ Rn é uma cúspide em x ∈ X
se C(X, x) é uma semi-reta.

Proposição 3.3.5. Sejam V ⊂ Rn uma curva anaĺıtica real e x0 ∈ V um ponto não

isolado. Então, existe uma vizinhança aberta U ⊂ Rn de x0 e existem Γ1, ...,Γr ⊂ Rn
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satisfazendo Γi ∩ Γj = {x0}, se i 6= j e

V ∩ U =
r⋃
i=1

Γi

. Além disso, para cada i ∈ {1, ..., r}, existe um homemorfismo anaĺıtico γi : (−ε, ε)→ Γi.

Demonstração. Veja Milnor (1968, p.28, Lemma 3.3).

Definição 3.3.6. Cada Γi no Lemma 3.3.5 é chamado ramo de V .

Observação 3.3.7. É claro que se X é uma variedade topológica, então X só tem um

ramo.

Lema 3.3.8. Seja X ⊂ Rn uma curva anaĺıtica real topologicamente regular em x0 ∈ X.

Então, C(X, x0) é uma semi-reta ou uma reta. Além disso, C(X, x0) é uma reta se, e

somente se, (X, x0) é C1.

Demonstração. Primeiramente podemos supor que x0 = 0 e pela observação 3.3.9, X

só tem um ramo Γ = X. Seja γ : (−1, 1) → Γ um homeomorfismo anaĺıtico. Seja

α : (−ε, ε) → Rn anaĺıtica, com α(0) 6= 0 e γ(t) = tkα(t), para todo |t| < ε. Reparame-

trizando γ, se necessário, podemos supor que ε = 1. Dáı, temos o seguinte

u = lim
t→0+

γ(t)

‖γ(t)‖
= lim

t→0+

tkα(t)

‖tkα(t)‖
=

α(0)

‖α(0)‖

e

v = lim
t→0−

γ(t)

‖γ(t)‖
= lim

t→0−

tkα(t)

‖tkα(t)‖
= (−1)k

α(0)

‖α(0)‖
.

Então, v = ±u. Contudo, observe que C(X, 0) = {λu; λ ≥ 0} ∪ {µv; µ ≥ 0}. Com isso,

temos dois casos posśıveis:

a) v = u e, neste caso, k é par e C(X, 0) = {λu; λ ≥ 0} é uma semi-reta;

b) v = −u e, neste caso, k é impar e C(X, 0) = {λu; λ ∈ R} é uma reta.

Para a segunda parte, é claro que se (X, 0) é C1, então C(X, 0) é uma reta.

Reciprocamente, se C(X, 0) é uma reta, então k é impar e como γ é anaĺıtica, podemos

supor γ′(t) 6= 0, se t 6= 0. Dáı, seja β : (1,−1) → X dada por β(s) = γ(s
1
k ). Portanto,

existe vizinhança aberta U ⊂ Rn de 0, tal que β : (1,−1)→ X ∩U é um homeomorfismo.

De fato, β(s) = sα(s
1
k ) e, nesta forma, vemos claramente que β é C1. Portanto, (X, 0) é

C1.

Teorema 3.3.9. Seja (X, 0) ⊂ (Rn, 0) um germe de curva anaĺıtica real que é topologi-

camente forte regular. Então, (X, 0) é C1.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.8, C(X, 0) é homeomorfo a R, então C(X, 0) não é uma

semi-reta. Portanto, pelo Lema 3.3.8, (X, 0) é C1.
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4 GEOMETRIA LIPSCHITZ DE CONJUNTOS DEFINÍVEIS

Neste caṕıtulo, mostramos que dois conjuntos defińıveis bi-Lipschitz home-

omorfos possuem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Além disso, estudamos a

regularidade Lipschitz de conjuntos anaĺıticos.

Definição 4.0.10. Um conjunto (resp. conjunto subanaĺıtico) X ⊂ Rn é dito Lipschitz

regular (resp. Lipschitz subanaĺıtico regular) em x0, se existe uma vizinhança aberta

U ⊂ Rn com x0 ∈ X ∩U e uma aplicação bi-Lipschitz (resp. bi-Lipschitz subanaĺıtica) ϕ :

X ∩U → B, onde B é a bola unitária de Rp. Dizemos que X é Lipschitz regular (resp.

Lipschitz subanaĺıtico regular), se X é Lipschitz regular (resp. Lipschitz subanaĺıtico

regular) em todo ponto x ∈ X.

4.1 Equivalência bi-Lipschitz entre conjuntos implica equivalência bi-Lipschitz

nos cones tangentes

Teorema 4.1.1 (Teorema da invariância Lipschitz dos cones tangentes). Sejam X, Y ⊂
Rn conjuntos defińıveis. Se φ : (X, x0)→ (Y, y0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz, então

C(X, x0) e C(Y, y0) são bi-Lipschitz homeomorfos.

Demonstração. Podemos supor sem perda de gereralidade que x0 = y0 = 0. Pelo Teorema

de McShane-Whitney-Kirszbraun (veja Kirszbraun (1934), Whitney (1934) e McShane

(1934)), existem aplicações Lipschitz φ̃ : Rn → Rn e ψ̃ : Rn → Rn que são extensões de φ

e φ−1, respectivamente. Seja ϕ : Rn × Rn → Rn × Rn dada por

ϕ(x, y) = (x− ψ̃(y + φ̃(x)), y + φ̃(x)).

Afirmação. ϕ : Rn×Rn → Rn×Rn é um homeomorfismo bi-Lipschitz (i.e, existe K > 0

tal que 1
K
‖u− v‖ ≤ ‖ϕ(u)− ϕ(v)‖ ≤ K‖u− v‖ para todo u, v ∈ RN = Rn × Rn) com

ϕ−1(z, w) = (z + ψ̃(w), w − φ̃(z + ψ̃(w)))

e ϕ(X × {0}) = {0} × Y .

De fato, seja ψ : Rn×Rn → Rn×Rn dada por ψ(z, w) = (z+ ψ̃(w), w− φ̃(z+

ψ̃(w))). Observe que ϕ e ψ são aplicações Lipschitz, pois são composições de aplicações

Lipschitz. Além disso, claramente temos que ϕ(X × {0}) ⊂ {0} × Y e ψ({0} × Y ) ⊂
X × {0}. Assim, para verificarmos a afirmação, basta verificarmos que ψ = ϕ−1. Para
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isto, se (x, y) ∈ Rn × Rn, então

ϕ−1(ϕ(x, y)) = ϕ−1(x− ψ̃(y + φ̃(x)), y + φ̃(x))

= (x− ψ̃(y + φ̃(x)) + ψ̃(y + φ̃(x)), y + φ̃(x)− φ̃(x− ψ̃(y + φ̃(x)) + ψ̃(y + φ̃(x)))

= (x, y + φ̃(x)− φ̃(x))

= (x, y).

e se (z, w) ∈ Rn × Rn, estão

ϕ(ψ(z, w)) = ϕ(z + ψ̃(w), w − φ̃(z + ψ̃(w)))

= (z + ψ̃(w)− ψ̃(w − φ̃(z + ψ̃(w)) + φ̃(z + ψ̃(w))), w − φ̃(z + ψ̃(w)) + φ̃(z + ψ̃(w)))

= (z + ψ̃(w)− ψ̃(w), w)

= (z, w).

Portanto, ψ = ϕ−1.

Dando continuidade à demosntração, para cada k ∈ N defina as aplicações

ϕk, ψk : RN → RN dadas por ϕk(v) = kϕ( v
k
) e ψk(v) = kϕ−1( v

k
), onde N = 2n. Dáı, para

cada inteiro m ≥ 1 defina ϕk,m := ϕk|Bm
: Bm → RN e ψk,m := ψk|BmK

: BmK → RN .

Como
1

K
‖x− y‖ ≤ ‖ϕk,1(x)− ϕk,1(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀x, y ∈ B1, ∀k ∈ N

e
1

K
‖u− v‖ ≤ ‖ψk,1(u)− ψk,1(v)‖ ≤ K‖u− v‖, u, v ∈ BK , ∀k ∈ N,

então existe uma subsequência {kj,1}j∈N ⊂ N e aplicações Lipschitz dϕ1 : B1 → Rm e dψ1 :

BK → RN tais que ϕkj,1,1 ⇒ dϕ1 uniformemente em B1 e ψkj,1,1 ⇒ dψ1 uniformimente

em BK , desde que {ϕk,1}k∈N e {ψk,1}k∈N tem constantes Lipschitz uniforme. Além disso,

claramente vale o seguinte

1

K
‖u− v‖ ≤ ‖dϕ1(u)− dϕ1(v)‖ ≤ K‖u− v‖, ∀u, v ∈ B1

e
1

K
‖z − w‖ ≤ ‖dψ1(z)− dψ1(w)‖ ≤ K‖z − w‖, ∀z, w ∈ BK .

Da mesma maneira como acima, para cada m > 1, temos

1

K
‖x− y‖ ≤ ‖ϕk,m(x)− ϕk,m(y)‖ ≤ K‖x− y‖, x, y ∈ Bm, ∀k ∈ N

e
1

K
‖u− v‖ ≤ ‖ψk,m(u)− ψk,m(v)‖ ≤ K‖u− v‖, u, v ∈ BmK , ∀k ∈ N.

Portanto, para cada m > 1, existe uma subsequência {kj,m}j∈N ⊂ {kj,m−1}j∈N e aplicações

Lipschitz dϕm : Bm → Rm e dψm : BmK → RN tais que ϕkj,m,m ⇒ dϕm uniformemente
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em Bm e ψkj,m,m ⇒ dψm uniformemente em BmK com dϕm|Bm−1
= dϕm−1 e dψm|B(m−1)K

=

dψm−1. Além disso, ainda temos

1

K
‖u− v‖ ≤ ‖dϕm(u)− dϕm(v)‖ ≤ K‖u− v‖, ∀u, v ∈ Bm (4.1)

e
1

K
‖z − w‖ ≤ ‖dψm(z)− dψm(w)‖ ≤ K‖z − w‖, ∀z, w ∈ BmK . (4.2)

Defina dϕ, dψ : RN → RN por dϕ(x) = dϕm(x), se x ∈ Bm e dψ(x) = dψm(x),

se x ∈ BmK e, para cada j ∈ N, sejam nj = kj,j e tj = 1
nj

.

Afirmação. ϕnj
→ dϕ e ψnj

→ dψ uniformemente em compactos de RN .

Seja F ⊂ RN um compacto. Então, existe m ∈ N tal que F ⊂ Bm ⊂ BmK .

Com isso, veja que {nj}j>m é uma subsequência de {kj,m}j∈N e como ϕkj,m,m ⇒ dϕm

uniformemente em Bm e ψkj,m,m ⇒ dψm uniformimente em BmK , vemos que ϕnj
⇒ dϕ e

ψnj
⇒ dψ uniformemente em F .

Afirmação. dϕ : RN → RN é um homeomorfismo bi-Lipschitz e dψ = (dϕ)−1.

Segue das desigualdades (4.1) e (4.2), que dϕ, dψ : RN → RN são aplicações

Lipschitz. Sendo assim, é suficiente mostrar que dψ = (dϕ)−1. Para isso, seja v ∈ RN e

w = dϕ(v) = lim
j→∞

ϕ(tjv)

tj
.

‖dψ(w)− v‖ =

∥∥∥∥ lim
j→∞

ψ(tjw)

tj
− v
∥∥∥∥ = lim

j→∞

∥∥∥∥ψ(tjw)tj
− tjv

tj

∥∥∥∥
= lim

j→∞
1
tj

∥∥∥∥ψ(tjw)− tjv
∥∥∥∥ = lim

j→∞
1
tj

∥∥∥∥ψ(tjw)− ψ(ϕ(tjv))

∥∥∥∥
≤ lim

j→∞
K
tj

∥∥∥∥tjw − ϕ(tjv)

∥∥∥∥ ≤ lim
j→∞

K

∥∥∥∥w − ϕ(tjv)

tj

∥∥∥∥
= 0.

Portanto, dψ(w) = dψ(dϕ(v)) = v para todo v ∈ RN , i.e., dψ ◦ dϕ = idRN .

Analogamente, temos dϕ ◦ dψ = idRN .

Afirmação. dϕ(C(X, 0)) = C(Y, 0).

Pela afirmação anterior, basta verificarmos que dϕ(C(X, 0)) ⊂ C(Y, 0). Seja

v ∈ C(X, 0), então existe α : [0, ε) → X tal que α(t) = tv + o(t). Assim, ϕ(α(t)) =

ϕ(tv) + o(t), desde que ϕ é Lipschitz. Mas ϕ(tjv) = tjdϕ(v) + o(tj) com tj = 1
nj

, então

dϕ(v) = lim
j→∞

ϕnj
(v) = lim

j→∞

ϕ(tjv)

tj
= lim

j→∞

ϕ(α(tj))

tj
∈ C(Y, 0).

Portanto, dϕ : C(X, 0)→ C(Y, 0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz.
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4.2 Aplicações do Teorema 4.1.1 no caso complexo

Definição 4.2.1. Seja x ∈ Rn. Dizemos que ` ⊂ Rn é um semi-reta partindo de x,

se existe um vetor unitário u ∈ Sn−1 tal que

` = {x+ tu; t ≥ 0}.

Definição 4.2.2. Dizemos que C ⊂ Rn é um cone real, se existe um ponto x ∈ C tal

que C é uma união de semi-retas reais partindo de x. Neste caso, x é dito vertice de C.

Como uma primeira aplicação da prova do Teorema da invariância Lipschitz

dos cones tangentes, temos o seguinte:

Corolário 4.2.3. Sejam X, Y ⊂ Rn dois cones reais com vertices x e y, respectivamente.

Se ϕ : (X, x)→ (Y, y) é um homeomorfismo bi-Lipschitz, então X e Y são (globalmente)

bi-Lipshitz homeomorfos.

4.2.1 Regularidade Lipschitz

Nesta seção, mostramos que regularidade Lipschitz implica em regularidade

anaĺıtica. Primeiramente consideramos o caso em que X é um conjunto anaĺıtico normal-

mente mergulhado.

Definição 4.2.4. Um conjunto X ⊂ Rn é dito normalmente mergulhado se a distân-

cia intrinseca de X, denotada por dX , é equivalente a distância (euclidiana) induzida do

Rn, i.e., existem constantes K, k > 0 tais que

kdX(x, y) ≤ ‖x− y‖ ≤ KdX(x, y), ∀x, y ∈ X.

Lema 4.2.5. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo normalmente mergulhado. Se

C(X, 0) é um hiperplano, então X é uma variedade suave (holomorfa).

Demonstração. Seja π : Cn → C(X, 0) a projeção ortogonal de Cn sobre C(X, 0). Dáı,

seja v ∈ C(X, 0) \ π(br(π|X)) e k > 0 tal que Cv = {w; ‖w − tv‖ < kt, t ∈ [0, 1]} é

um vizinhança cônica de v com Cv ∩ π(br(π|X)) = {0}. Sendo C∗v = Cv \ {0} (que é

simplesmente conexo), considere V = (π|X)−1(C∗v ). Temos que π|V : V → C∗v é uma

aplicação de recobrimento e V tem m(X) componentes conexas. Suponha que m(X) > 1,

então sendo γ : (0, 1]→ Cv dada por γ(t) = tv, temos que existem α1, α2 : (0, 1]→ V em

componentes distintas de V tais que π ◦ αi = γ, i = 1, 2.

Além disso, pela construção de C∗v , é claro que

dist(αi(t), br(π|X)) ≥ dist(tv, π(br(π|X))) ≥ kt,
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então para cada t ∈ (0, 1], seja βt : [0, 1]→ X uma curva retificável ligando α1(t) e α2(t),

e como cada αi pertence a uma componente conexa de V , segue que βt([0, 1]) 6⊂ V , então

temos que π ◦ βt é um loop em C(X, 0) com ponto base tv e π ◦ βt([0, 1]) 6⊂ C∗v . Logo,

L(π ◦ βt) ≥ kt, o que implica em dX(α1(t), α2(t)) ≥ kt. Contudo, X é normalmente

mergulhado, então existe C > 0 tal que ‖α1(t) − α2(t)‖ ≥ C.dX(α1(t), α2(t)) ≥ Ckt, o

que é uma contradição já que

lim
t→0+

‖α1(t)− α2(t)‖
t

= 0.

Observe que mesmo que o cone C(X, 0) seja um hiperplano, pode acontecer

de X não ser suave.

Exemplo 4.2.6. Seja X = {(x, y) ∈ C2; x3 = y2} temos que C(X, 0) = {(x, 0) ∈ C2; x ∈
C} é suave, mas m(X) = 2 e, contudo, singular.

Lema 4.2.7. Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico complexo e Lipschitz regular. Então,

para todo ponto w ∈ X, existe uma vizinhança aberta U ⊂ Cn de w tal que X ∩ U é um

conjunto normalmente mergulhado.

Demonstração. Fixado w ∈ X, por hipótese X é Lipschitz regular em w, então existem

uma vizinhança aberta U ⊂ Cn de x e uma aplicação bi-Lipschitz ϕ : B→ X ∩U tal que

k‖x− y‖ ≤ ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀x, y ∈ B.

Seja d := ‖ · ‖. Sabemos que d(x, y) ≤ dX∩U(x, y) para todos x, y ∈ X ∩ U . Sejam

x, y ∈ X ∩ U e β : [0, 1] → B é uma curva retificável ligando x̃ = ϕ−1(x) e ỹ = ϕ−1(y),

i.e., β(0) = x̃ e β(1) = ỹ, então α := ϕ ◦ β é um caminho retificável tal que α(0) = x e

α(1) = y. Seja P = {t0 = 0 < t1 < ... < tn = 1} uma partição de [0, 1]. Dáı,

n∑
i=1

‖α(ti)− α(ti−1)‖ =
n∑
i=1

‖ϕ ◦ β(ti)− ϕ ◦ β(ti−1)‖

≤
n∑
i=1

K‖β(ti)− β(ti−1)‖

≤ KL(β)

Dáı,

dX∩U(x, y) ≤ L(α) ≤ KL(β).

Tomando inf sobre β e usando o fato de que dB = ‖ · ‖, vemos que

dX∩U(x, y) ≤ KdB(x̃, ỹ) = K‖x̃− ỹ‖ ≤ K

k
‖x− y‖.



42

Pela arbitrariedade de x e y, vemos que X ∩ U é normalmente mergulhado.

Teorema 4.2.8 (Teorema da regularidade Lipschitz). Seja X ⊂ Cn um conjunto anaĺıtico

e Lipschitz regular. Então, X é uma variedade suave (holomorfa).

Demonstração. Dado w ∈ X vamos mostrar que w é um ponto regular de X. Pelo Lema

4.2.7, existem uma vizinhança aberta U ⊂ Cn de w tal que Y := X ∩ U é normalmente

mergulhado e uma aplicação bi-Lipschitz ϕ : B ⊂ Cp → Y . Dáı, observe primeiramente

que C(Y,w) = C(X,w) é um conjunto anaĺıtico complexo Lipschitz regular, pois dϕ :

(Cp, 0) → (C(Y,w), w) é bi-Lipshitz. Pelo Teorema 2.6.10, C(Y, 0) é um hiperplano.

Então, pelo Lema 4.2.5, Y é uma variedade holomorfa, i.e., w é um ponto regular de

X.

Corolário 4.2.9 (Birbrair et al (2014)). Seja X ⊂ Cn um conjunto algébrico complexo.

Se X é Lipschitz subanaĺıtico regular em x0 ∈ X, então x0 é um ponto suave de X.

4.3 Aplicações do Teorema 4.1.1 no caso real

4.3.1 Invariância bi-Lipschitz da dimensão do conjunto direcional

Apresentamos uma nova demosntração de um resultado de Koike e Paunescu

(2009) sobre a invariância bi-Lipschitz da dimensão do conjunto direcional de conjuntos

subanaĺıticos. Mas primeiro, introduzimos a definição de conjunto direcional.

Definição 4.3.1. Seja A ⊂ Rn um germe de conjunto em 0 ∈ Rn tal que 0 ∈ A. Dizemos

que x ∈ Sn−1 é uma direção de A em 0 ∈ Rn, se existe uma sequência de pontos {xi} ⊂
A \ {0} convergindo para 0 ∈ Rn tal que xi

‖xi‖ → x quando i→∞. Denotamos o conjunto

de todas as direções de A em 0 ∈ Rn por D(A).

Observação 4.3.2. O link do cone C(A, 0) é D(A), i.e., D(A) = C(A, 0) ∩ Sn−1.

Teorema 4.3.3 (Koike e Paunescu (2009, Main Theorem)). Sejam A,B ⊂ Rn dois

germes de conjuntos subanaĺıticos em 0 ∈ Rn tal que 0 ∈ A∩B e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) um

homeomorfismo bi-Lipschitz. Suponha que h(A), h(B) são tambem subanaĺıticos. Então

a seguinte igualdade é verdadeira

dim(D(h(A)) ∩D(h(B))) = dim(D(A) ∩D(B)).

Demonstração. Pelo Teorema 4.1.1, existe um homeomorfismo bi-Lipschitz dh : RN → RN

tal que

dh(C(A, 0)) = C(h(A), 0)
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e

dh(C(B, 0)) = C(h(B), 0).

Desde que dh é um homeomorfismo, dh preserva interseção e, então,

dh(C(A, 0) ∩ C(B, 0)) = dh(C(A, 0)) ∩ dh(C(B, 0))

= C(h(A), 0) ∩ C(h(B), 0)

e desde que dh preserva dimensão, obtemos que

dim(C(h(A), 0) ∩ C(h(B), 0)) = dim(C(A, 0) ∩ C(B, 0)).

Portanto, dim(D(h(A)) ∩D(h(B))) = dim(D(A) ∩D(B)).

4.3.2 Regularidade Lipschitz

Para encerrar o nosso estudo sobre regularidade Lipshitz de conjuntos anaĺıti-

cos, iniciamos apresentando um exemplo onde mostramos que a melhor regularidade que

podemos esperar no caso real é regularidade C1. Com isso, apresentamos alguns exemplos

onde regulariade Lipschitz não implica em regularidade C1. Na verdade, um dos exemplos

apresentados, também mostra que o Teorema de Prill (Teorema 2.6.10) não vale no caso

real. Por fim, mostramos que regulariade Lipschitz implica em regularidade C1 no caso

de curvas anaĺıticas reais, finalizando o estudo sobre regularidade Lipschitz de conjuntos

anaĺıticos (reais e complexos).

Exemplo 4.3.4. V = {(x, y, z) ∈ R3; z3 = x4+y4} é C1, em particular, Lipschitz regular,

mas não é C2.

Definição 4.3.5. Para cada β > 0 definimos a superf́ıcie semialgébrica Xβ := {(x, y, z) ∈
R3; x2 + y2 = z2β, z ≥ 0}.

Teorema 4.3.6. Sejam X ⊂ Rn uma superf́ıcie semialgébrica e x0 ∈ X. Se X tem

singularidade isolada e link conexo em x0, então existe β ≤ 1 tal que (X, x0) e (Xβ, 0)

são bi-Lipschitz homeomorfos com relação as suas métricas intrinsecas.

Demonstração. Veja Birbrair (2008, p. 1349, Theorem 8.3).

Exemplo 4.3.7. Seja V = {(x, y, z) ∈ R3; z3 = x3 + y3}. Temos que V é um cone

algébrico que é Lipshitz regular, mas não é C1. Em paritular, V é uma variedade to-

pológica, mas em contraste com o Teorema de D. Prill, V não é um plano.

Observe que primeiramente V tem singularidade isolada e link conexo na ori-

gem. Vamos mostrar que V é normalmente mergulhado.
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De fato, o link de V , L := V ∩ S2, é uma variedade suave e compacta, então

existe uma constante k > 0 tal que d̃L(u, v) ≤ k‖u− v‖ para todo u, v ∈ L, onde d̃L(u, v)

é o infimo dos comprimentos das curvas suaves, α : [0, 1] → L, tais que α(0) = u e

α(1) = v. Assim, dados x, y ∈ V , podemos supor que ‖y‖ ≥ ‖x‖. Se x = 0 então

dV (0, y) = ‖0 − y‖ = ‖y‖, pois V é um cone real com vertice na origem. Se x 6= 0 e

novamente usando o fato de que V é um cone real com vertice na origem, temos que
x
‖x‖ ,

y
‖y‖ ∈ L. Assim, dado ε > 0, existe α : [0, 1]→ L suave tal que α(0) = x

‖x‖ , α(1) = y
‖y‖

e

L(α) =

∫ 1

0

‖α′(t)‖dt < d̃L( x
‖x‖ ,

y
‖y‖) + ε ≤ k

∥∥∥ x
‖x‖ −

y
‖y‖

∥∥∥+ ε.

Então, defina γ : [0, 1] → V por γ(t) = (t‖y‖ + (1 − t)‖x‖)α(t). Claramente γ é suave

satisfazendo γ(0) = x e γ(1) = y. Dáı,

dV (x, y) ≤ L(γ) =

∫ 1

0

‖γ′(t)‖dt

=

∫ 1

0

‖(‖y‖ − ‖x‖)α(t) + (t‖y‖+ (1− t)‖x‖)α′(t)‖dt

≤
∫ 1

0

∣∣‖y‖ − ‖x‖∣∣ · ‖α(t)‖dt+

∫ 1

0

(t‖y‖+ (1− t)‖x‖)‖α′(t)‖dt

≤
∣∣‖y‖ − ‖x‖∣∣+ ‖y‖

∫ 1

0

‖α′(t)‖dt, pois ‖y‖ ≥ ‖x‖

≤ ‖x− y‖+ ‖y‖(k
∥∥∥ x
‖x‖ −

y
‖y‖

∥∥∥+ ε)

≤ ‖x− y‖+ k
∥∥∥ ‖y‖‖x‖x− y∥∥∥+ ε‖y‖

≤ ‖x− y‖+ k
∥∥∥‖y‖ x

‖x‖ − ‖x‖
x
‖x‖

∥∥∥+ k‖x− y‖+ ε‖y‖

= k
∣∣‖y‖ − ‖x‖∣∣+ (k + 1)‖x− y‖+ ε‖y‖

≤ (2k + 1)‖x− y‖+ ε‖y‖.

Como ε > 0 foi tomado qualquer, temos que dV (x, y) ≤ (2k + 1)‖x − y‖, para todo

x, y ∈ V , mostrando que V é normalmente mergulhado.

Além disso, pelo Teorema 4.3.6, existe β ≥ 1 tal que V é bi-Lipschitz home-

omorfo na métrica intŕınseca ao conjunto Xβ = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = z2β e z ≥ 0}.
Mas o cone de V na origem é o próprio V , logo β = 1. Neste caso, Xβ é Lipschitz regular

e, assim, Xβ é normalmente mergulhado, então V e Xβ são bi-Lipschitz homemomorfos

na métrica induzida. Portanto V é Lipschitz regular.

Diante do exemplo acima, temos mais geralmente

Exemplo 4.3.8. Seja n ≥ 3. Então, X = {(x1, ..., xn) ∈ Rn; x33 = x31 + x32} = V × Rn−3

é Lipschitz regular, mas não é C1.

De fato, pelo exemplo 4.3.7, existe uma aplicação bi-Lipschitz φ : (V, 0) →
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(R2, 0). Defina ϕ : (X, 0)→ (Rn−1, 0) por

ϕ(x1, x2, x3, ..., xn) = (φ(x1, x2, x3), x4, ..., xn).

É claro que ϕ é uma aplicação bi-Lipschitz.

Teorema 4.3.9. Seja (X, 0) ⊂ (Rn, 0) um germe de curva anaĺıtica real que é Lipschitz

regular. Então, (X, 0) é C1.

Demonstração. Pelo Teorema da invariância Lipschitz dos cones tangentes, C(X, 0) é

homeomorfo a R, então C(X, 0) não é uma semi-reta. Então pelo Lema 3.3.8, (X, 0) é

C1.
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5 INVARIÂNCIA DA MULTIPLICIDADE DE CONJUNTOS ANALÍTICOS

Neste caṕıtulo, fazemos reduções de versões da Conjectura de Zariski para

conjuntos anaĺıticos complexos e apresentamos uma outra prova para o resultado provado

por Gau e Lipman (1983) sobre a invariância diferenciável da multiplicidade de conjuntos

anaĺıticos complexos. Também é provado que a multiplicidade de conjuntos anaĺıticos

reais é um invariante diferenciável.

5.1 Conjuntos homogêneos

Esta Seção é dedicada a fazer reduções das seguintes versões da Conjectura de

Zariski:

Conjectura 2 (Caso C0-forte). Se (X, 0) e (Y, 0) são germes de conjuntos anaĺıticos

complexos fortemente homeomorfos, então m(X) = m(Y ).

Conjectura 3 (Caso Lipschitz subanaĺıtico). Se (X, 0) e (Y, 0) são germes de conjuntos

anaĺıticos complexos bi-Lipschitz subanaĺıticos homeomorfos, então m(X) = m(Y ).

Diante da Conjectura 2, iniciamos provando o seguinte:

Teorema 5.1.1. A Conjectura 2 é verdadeira se, e somente se, ela é verdadeira para

conjuntos algébricos homogêneos.

Demonstração. É claro que se a conjectura 2 é verdadeira em geral, ela é verdadeira para

conjuntos algébricos homogêneos.

Suponha que a conjectura 2 seja verdadeira para conjuntos algébricos homo-

gêneos. Assim, sejam X, Y ⊂ Cn conjuntos anaĺıticos complexos contendo a origem e

ϕ : (X, 0)→ (Y, 0) um homeomorfismo forte. Então, vamos mostrar que m(X) = m(Y ).

De fato, pelo Teorema 3.1.8, d0ϕ
′ : C(X, 0)→ C(Y, 0) é um homeomorfismo forte. Assim,

sendoX1, ..., Xr as componentes irredut́ıveis de C(X, 0), temos que Y1 = d0ϕ
′(X1), ..., Yr =

d0ϕ
′(Xr) são as componentes irredut́ıveis de C(Y, 0) e, além disso, d0ϕ

′ : Xj → Yj é um

homeomorfismo forte, para j = 1, ..., r. Por hipótese, temos que m(Xj) = m(Yj), para

j = 1, ..., r e pelo Teorema da Invariância das multiplicidades relativas, kX(Xj) = kY (Yj),

j = 1, ..., r. Por fim, usando a Proposição 3.1.6, obtemos

m(X) =
r∑
j=1

kX(Xj)m(Xj) =
r∑
j=1

kY (Xj)m(Yj) = m(Y ).

No caso Lipshitz subanaĺıtico, também vale o seguinte:
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Teorema 5.1.2. A Conjectura 3 é verdadeira se, e somente se, ela é verdadeira para

conjuntos algébricos homogêneos.

Demonstração. Assim como antes, é claro que se a conjectura 3 é verdadeira em geral,

ela é verdadeira para conjuntos algébricos homogêneos.

Suponha que a conjectura 3 seja verdadeira para conjuntos algébricos homogê-

neos. Novamente como antes, sejam X, Y ⊂ Cn conjuntos anaĺıticos complexos contendo a

origem e ϕ : (X, 0)→ (Y, 0) um homeomorfismo bi-Lipschitz e subanaĺıtico. Então, vamos

mostrar que m(X) = m(Y ). Mas temos pelo Teorema 2.6.3, que ϕ : (X, 0) → (Y, 0) é

um homeomorfismo forte e pelo Teorema da Invariância das multiplicidades relativas,

kX(Xj) = kY (Yj), j = 1, ..., r, onde os Xj’s e os Yj’s são como na prova do Teorema

5.1.1. Além disso, pelo Teorema 2.6.1, d0ϕ : Xj → Yj é um homeomorfismo bi-Lipschitz

e subanaĺıtico. Então, usando a hipótese, temos m(Xj) = m(Yj), para j = 1, ..., r.

Novamente, usando a Proposição 3.1.6, obtemos

m(X) =
r∑
j=1

kX(Xj)m(Xj) =
r∑
j=1

kY (Xj)m(Yj) = m(Y ).

5.2 Caso em que as componentes dos cones possuem singularidade isolada

Definição 5.2.1. Denotamos por Cn a coleção de todos os conjuntos anaĺıticos complexos

X ⊂ Cn tais que todas componentes de C(X, 0) tem singularidade isolada.

Teorema 5.2.2. Sejam f, g : (Cn, 0) → (C, 0) duas funções anaĺıticas. Suponha que

V (f) ∈ Cn. Se ϕ : (Cn, V (f), 0) → (Cn, V (g), 0) é um homeomorfismo bi-Lipschitz e

defińıvel, então V (g) ∈ Cn e m(V (f)) = m(V (g)).

Demonstração. Pelo Teorema 4.1.1 (ou pelo Teorema 2.6.1), existe um homeomorfismo bi-

Lipschitz ψ : (Cn, 0)→ (Cn, 0) com ψ(C(V (f), 0)) = C(V (g), 0). SejamX1, ..., Xr as com-

ponentes irredut́ıveis de C(V (f), 0) e Y1, ..., Yr as componentes irredut́ıveis de C(V (g), 0)

com Yj = ψ(Xj). Então, existem polinômios irredut́ıveis f1, ..., fr, g1, ..., gr : Cn → C tais

que Xj = V (fj) e Yj = V (gj) para j = 1, ..., r. Pelo Teorema 4.2.8, V (g) ∈ Cn.

Como fj e gj tem singularidade isolada, o número de Milnor é invariante

topológico, i.e., µ(fj) = µ(gj). Mas neste caso, µ(fj) = (ord0fj − 1)n e µ(gj) = (ord0gj −
1)n. Logo, ord0fj = ord0gj, o que nos diz que m(Xj) = m(Yj), para j = 1, ..., r. Isto

junto com o Teorema da Invariância das multiplicidades relativas e a Proposição 3.1.6,

termina a prova.

Exemplo 5.2.3. Sejam p, h : (Cn, 0) → (C, 0) germes de funções holomorfas e f, g :

(Cn+1, 0) → (C, 0) reduzidas tais que f(z′, z) = zm − p(z′) e g(z′, z) = zk − h(z′), onde
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ord0p > m e ord0h > k. Se V (f) e V (g) são fortemente homeomorfos, então m=k.

5.3 Caso diferenciável (Uma prova curta do Teorema de Gau e Lipman)

Em 1976, Ephraim mostrou que a multiplicidade de hipersuperf́ıcies anaĺıticas

é invariante diferenciável e, posteriormente, Gau e Lipman (1983) generalizaram tal resul-

tado, provando que a multiplicidade de conjuntos anaĺıticos quaisquer é ainda invariante

diferenciável. Aqui é dado uma demonstração mais simples do resultado de Gau e Lipman.

Para isso usamos os seguintes resultados:

Lema 5.3.1. Sejam X e Y conjuntos anaĺıticos complexos. Se ϕ : (Cn, X) → (Cn, Y ) é

um difeomorfismo R-linear (i.e., isomorfismo R-linear tal que ϕ(X) = Y ), então m(X) =

m(Y ).

Demonstração. Pela aditividade da multiplicidade, podemos supor que X e Y são irre-

dut́ıveis. Como ϕ é isomorfismo R-linear, claramente ϕC : C2n → C2n é isomorfismo

C-linear e ϕC(XC) = YC. Então, pela proposição 2.4.6, X × c(X) e Y × c(Y ) são

anaĺıticamente isomorfos. Mas pela Proposição 2.5.13, m(X × c(X)) = m(Y × c(Y ))

e pelas Proposições 2.5.14 e 2.5.15, m(X)2 = m(Y )2 e, portanto, m(X) = m(Y ), já que a

multiplicidade é não negativa.

O Lema a seguir apresenta mais um exemplo de equivalência C0-forte.

Lema 5.3.2. Sejam (X, 0) e (Y, 0) dois germes de conjuntos defińıveis em Rm. Se ϕ :

(Rm, X, 0) → (Rm, Y, 0) é um homeomorfismo tal que ϕ e ϕ−1 são diferenciáveis na

origem, então ϕ : (Rm, X, 0)→ (Rm, Y, 0) é um homeomorfismo forte.

Demonstração. Observe primeiramente que ν0ϕ : Sm−1 → Sm−1 dada por ν0ϕ(x) =
Dϕ0(x)
‖Dϕ0(x)‖ é um homeomorfismo com inversa (ν0ϕ)−1(x) =

Dϕ−1
0 (x)

‖Dϕ−1
0 (x)‖ . Usando que ϕ(tx) =

tDϕ0(x) + o(tx), então

lim
t→0+

ϕ(tx)

‖ϕ(tx)‖
=

Dϕ0(x)

‖Dϕ0(x)‖
= ν0ϕ(x),

com isso conclúımos que ϕ′ : X ′ → Y ′ dada por

ϕ′(x, t) =

{ (
ϕ(tx)
‖ϕ(tx)‖ , ‖ϕ(tx)‖

)
, t 6= 0

(ν0ϕ(x), 0), t = 0,

é um homeomorfismo. Portanto, ϕ é um homeomorfismo forte.

Teorema 5.3.3. Se (X, 0) e (Y, 0) são conjuntos anaĺıticos complexos difeomorfos, então

m(X) = m(Y ).
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Demonstração. Seja ϕ : (Cn, X, 0) → (Cn, Y, 0) um difeomorfismo. Observe que Dϕ0 :

(Cn, C(X, 0), 0) → (Cn, C(Y, 0), 0) é isomorfismo R-linear. Além disso, Dϕ0 envia bije-

tivamente as componentes irredut́ıveis de C(X, 0) sobre as componentes irredut́ıveis de

C(Y, 0). Sejam X1, ..., Xr e Y1, ..., Yr as componentes irredut́ıveis de C(X, 0) e C(Y, 0),

respectivamente, tais que Yj = Dϕ0(Xj), j = 1, ..., r. Como Dϕ0 é isomorfismo R-linear,

pelo Lema 5.3.1, temos que m(Xj) = m(Yj), j = 1, ...r.

Além disso, pelo Lema 5.3.2, ϕ é um homeomorfismo forte, então pelo Teorema

da Invariância das multiplicidades relativas, kX(Xj) = kY (Yj), para j = 1, ..., r. Pela

Proposição 3.1.6, m(X) =
∑r

j=1 kX(Xj)m(Xj) e m(Y ) =
∑r

j=1 kY (Yj)m(Yj). Portanto,

m(X) = m(Y ).

5.4 Multiplicidade de conjuntos anaĺıticos reais

Nesta Seção, vamos definir multiplicidade para conjuntos anaĺıticos reais e

mostrar que a mesma é invariante diferenciável módulo 2. Para isso, seja X ⊂ Rn+1 um

conjunto anaĺıtico real d-dimensional contendo a origem e

XC =
⋂

f∈IR(X)

V (fC),

onde IR(X) é o conjunto dos germes de funções anaĺıticas reais que se anulam no germe

(X, 0). Temos que XC é um conjunto anaĺıtico complexo e dimCXC = dimRX (veja

Whitney (1957, p. 546, Theorem 1 e p. 552, Lemma 8 e Lemma 9)), então #π−1(x)∩XC

é constante para uma projeção π : Cn+1 → Cd genérica e x ∈ Cd genérico próximo da

origem.

Definição 5.4.1. Com a notação acima, definimos mX := m(XC) = #π−1(x)∩XC para

ser a multiplicidade (real) de X na origem.

Observação 5.4.2. mX ≡ #π−1(x) ∩X mod 2.

Definição 5.4.3. Seja X ⊂ Rn um conjunto anaĺıtico real. Sendo CX ⊂ Sn−1 o link do

cone tangente de X, denotamos por C ′X a união de todas as componentes conexas Cj de

Smp(∂X ′) possuindo kX(Cj) impar.

Definição 5.4.4. Sejam X ⊂ Rn+1 um conjunto anaĺıtico real d-dimensional contendo a

origem e uma projeção ortogonal π : Cn+1 → Cd tal que π−1(0) ∩ C(XC, 0) = {0}. Seja

π′ : Sn \ L→ Sd−1 dada por π′(u) = π(u)
‖π(u)‖ , onde L = π−1(0), definimos

ϕπ(x) := #(π′−1(x) ∩ CX).

Neste caso, se ϕπ(x) é constante mod 2 para x genérico em Sd−1, escrevemos mπ(CX) :=

ϕπ(x)mod 2, para x genérico em Sd−1.
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É imediado do Teorema da Invariância das multiplicidades relativas, o seguinte

Lema 5.4.5. Sejam X, Y ⊂ Rn+1 dois conjuntos anaĺıticos contendo a origem. Seja

ϕ : (X, 0)→ (Y, 0) um homeomorfismo forte. Então, ϕ′(C ′X) = C ′Y .

Lema 5.4.6. Sejam X ⊂ Rn+1 um conjunto anaĺıtico contendo a origem. Então, ϕπ(y)

é constante para y genérico em Sd−1. Além disso, mπ(C ′X) ≡ mX .

Demonstração. Sejam y ∈ Sd−1 genérico, u = #(π−1(ty)∩X), para t > 0 suficientemente

pequeno, {y1, ..., yp} = π′−1(y) ∩ CX e para cada i = 1, ..., u, seja γi : (0, ε) → X tal que

π(γ(t)) = ty e γ̃i = ρ−1 ◦ γi.

Vamos mostrar que u =
p∑
i=1

kX(yj).

De fato, sejam k, ε > 0 tais que Ck,ε(y) ∩ π(br(π|X)) = ∅, onde Ck,ε(x) =

{v ∈ Rd; ‖v − ty‖ ≤ kt, t ∈ (0, ε]}. Então, denote por Y1, ..., Yu, as componentes conexas

de (π|X)−1(Ck,ε(y)), para k, ε > 0 suficientemente pequenos. Dáı, π|Yi : Yi → Ck,ε(y) é

homeomorfismo, para i = 1, ..., u.

Observe que γ̃i(0) := lim
t→0+

γ̃i(t) ∈ {y1, ..., yp}, para i = 1, ..., u e, assim u ≤
r∑
i=1

kX(yj). Diminuindo k, se necessário, podemos supor que cada CYi contém no máximo

um yj. Por outro lado, fixado yj e se γ : [0, δ) → X é uma curva subanaĺıtica tal que

ρ−1 ◦ γ(0) = yj, então existe δ0 > 0 tal que π(γ(t)) ∈ Ck,ε(y), para todo t < δ0. Dáı,

existe i ∈ {1, ..., u} tal que γ(t) ∈ Yi, para 0 < t < δ0. Com isso, γ̃i(0) = yj, o que nos dá

a igualdade u =
r∑
i=1

kX(yj), provando que

u =
r∑
i=1

kX(Ci) ·#(π′−1(y) ∩ Ci).

Mas
r∑
i=1

kX(Ci) ·#(π′−1(y) ∩ Ci) ≡ #(π′−1(y) ∩ C ′X) mod 2 e u ≡ mX mod 2, então

mX ≡ #(π′−1(y) ∩ Ci) mod 2,

para y genérico em Sd−1

Com isso, vemos que mπ(C ′X) não depende de π, pois mX não depende de

π, então vamos escrever apenas m(C ′X) em vez de mπ(C ′X). A priori m(C ′X) depende

de X, mas isso também não ocorre. De fato, se X e Y são conjuntos anaĺıticos reais

com a mesma dimensão d e C ′X = C ′Y , então seja π : Cn+1 → Cd uma projeção tal que
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π−1(0) ∩ (C(XC, 0) ∪ C(YC, 0)) = {0}. Dáı,

m(C ′X) ≡ #(π′−1(0) ∩ C ′X) (por definição de C ′X)

≡ #(π′−1(0) ∩ C ′Y ) (pois C ′X = C ′Y )

≡ m(C ′Y ) (por definição de C ′Y ).

Agora estamos prontos para enunciar e provar o resultado principal desta seção.

Teorema 5.4.7. Sejam X, Y ⊂ Rn+1 dois conjuntos anaĺıticos contendo a origem. Seja

ϕ : (X, 0) → (Y, 0) um homeomorfismo com ϕ e ϕ−1 diferenciáveis na origem. Então,

mX ≡ mY .

Demonstração. Como Dϕ−1 : Rn+1 → Rn+1 é um isomorfismo R-linear, temos que Ỹ =

Dϕ−1(Y ) é um conjunto anaĺıtico real e mỸ = mY . Além disso, ψ := Dϕ−1 ◦ϕ : (X, 0)→
(Ỹ , 0) é um um homeomorfismo com ψ e ψ−1 diferenciáveis na origem. Isso implica

ψ : (X, 0) → (Ỹ , 0) ser um homeomorfismo forte, então pelo Lema 5.4.5, ψ′(C ′X) = C ′
Ỹ

.

Contudo, Dψ = id, então ψ′ = id, o que nos dá C ′X = C ′Y e assim, m(C ′X) = m(C ′
Ỹ

).

Então, pelo Lema 5.4.6,

mX ≡ m(C ′X) = m(C ′
Ỹ

) ≡ mỸ .

Portanto, mX ≡ mY mod 2.

Terminamos o caṕıtulo fazendo a observação de que o resultado acima é ótimo,

pois as hipóteses de ϕ e ϕ−1 serem diferenciáveis na origem não podem ser retiradas, como

mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 5.4.8. Sejam X = {(x, y) ∈ R2; y3 = x2} e Y = {(x, y) ∈ R2; y = 0}.
Então, ϕ : (R2, X, 0) → (R2, Y, 0) dada por ϕ(x, y) = (x, y3 − x2) é um homeomorfismo

diferenciável na origem, mas sua inversa ϕ−1(u, v) = (u, (u − v2) 1
3 ) não é diferenciável

na origem. Contudo, mX = 2 e mY = 1.

Além disso, não podemos esperar igualdade no lugar de igualdade mod 2, como

pode ser visto no Exemplo 3.3.2, pois V = {(x, y, z) ∈ R3; z3 = x5y + xy5} é gráfico de

uma função diferenciável na origem, mas mV = 3 e mR2 = 1.
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CONCLUSÃO

No caṕıtulo 3 foi feito um estudo completo sobre regularidade topológica forte.

Foi mostrado que conjuntos anaĺıticos complexos que são topologicamente forte regulares,

são suaves, enquanto conjuntos anaĺıticos reais que são topologicamente forte regulares,

em geral, não são C1. Na verdade, foi mostrado que curvas anaĺıticas reais que são topo-

logicamente forte regulares são C1 e foi dado contra-exemplo que em qualquer dimensão

maior que um, existem conjuntos anaĺıticos reais que são topologicamente forte regulares,

mas não são C1, finalizando o estudo sobre regularidade topológica forte de conjuntos

anaĺıticos. Um outro resultado obtido ainda neste caṕıtulo, foi uma clasificação completa

de curvas anaĺıticas complexas em termos da multiplicidade.

No caṕıtulo 4 foi mostrado que conjuntos defińıveis bi-lipschitz homeomorfos

tem cones tangentes bi-Lipschitz homeomorfos. Como aplicação deste resultado também

foi feito um estudo completo sobre regularidade Lipschitz de conjuntos anaĺıticos, foi mos-

trado que conjuntos anaĺıticos complexos que são Lipschitz regulares são suaves, enquanto

para conjuntos anaĺıticos reais foi mostrado que este resultado é falso, em geral, para con-

juntos com dimensão maior que um e é verdadeiro no caso de curvas, finalizando o estudo

sobre regularidade de conjuntos anaĺıticos Lipschitz regulares.

Por fim, no caṕıtulo 5, foram feitas algumas reduções para versões da Conjec-

tura de Zariski, foi mostrado que a mulplicidade é um invariante para conjuntos anaĺıticos

complexos tais que as componentes irredut́ıveis de seus cones possuem singulariade iso-

lada, quando consideramos homemorfismos bi-Lipschitz defińıvel. Além disso, foi dado

uma prova para o resultado de Gau e Lipman (1983) sobre a invariância diferenciável da

multiplicidade de conjuntos anaĺıticos complexos e, por fim, foi dado uma prova para a

invariância diferenciável da multiplicidade de conjuntos anaĺıticos reais.
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