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Nenhuma razao para ficar excitado

O Ladrao falou amavelmente

H& muitos aqui entre nos

Que pensam que a vida é apenas uma piada
Mas voce e eu, ja passamos por isso

E este nao é o nosso destino

Entao vamos parar de falar hipocritamente
A hora esta chegando

Trecho de "All along the watchtower” de Bob
Dylan



RESUMO

Neste trabalho apresento a teoria de Gromov-Witten, cohomologia quantica e mapas
estaveis e uso estas ferramentas para obter alguns resultados enumerativos. Em parti-
cular, provo a férmula de Kontsevich para curvas racionais projetivas planas de grau d.
Faco um estudo introdutério dos espacos de Mumford-Knudsen e construo os espacos
de Kontsevich a fim de definir os invariantes de Gromov-Witten. Estes sao usados para
definir o anel de cohomologia quantica. Em seguida, aplico a teoria geral para o caso do
plano projetivo e, usando a associatividade do produto quantico, obtenho a férmula de
Kontsevich. Também estudo a fronteira do espago modulli de mapas estaveis e descrevo
o grupo de Picard destes. Com isso, seguindo as ideias de Pandharipand, especialmente
o algoritmo por este desenvolvido, calculo alguns ntimeros caracteristicos de curvas no

espaco projetivo.

Palavras-chave: Invariantes de gromov-witten. Mapas estaveis. Curvas racionais.



ABSTRACT

In this work, I present the Gromov-Witten theory, quantum cohomology and stable maps
and use these tools to obtain some enumerative results. In particular, I proof the Kontse-
vich formula to projective rational plane curves of degree d. I do an introductory study of
Mumford-Knudsen spaces and construct the Kontsevich spaces in order to define gromov-
witten invariants. These are used to define the quantum cohomology ring. Next, I apply
the general theory to the case of the projective plane and, using the the associativity
of the quantum product, I obtain the Kontsevich formula. I also study the boundary
of the modulli space of stable maps and describe its Picard group. Following the ideas
of Pandharipand, especially the algorithm he developed, I calculate some characteristic

numbers of curves in the projective space.

Keywords: Gromov-Witten invariants. Stable maps. Rational curves.
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1 INTRODUCAO

Geometria Enumerativa tem por objetivo contar ou enumerar configuragoes
geométricas e para isso se utiliza, modernamente, das técnicas oriundas da Teoria da
Intersecao. Essas duas areas do estudo sao inseparaveis e ambas sao temas centrais em
Geometria Algébrica, sendo tdao ou mais antigas quanto esta. Os gregos, por exemplo, ja
consideravam questoes enumerativas. Apolonio de Perga se perguntou sobre o nimero de
circulos que sdao tangentes a trés circulos dados. Ele mesmo obteve a resposta: 2% =
circulos. Mais recentemente, os matematicos estavam interessados em saber o ntimero de
solugoes de um sistema de equacoes polinomiais. Esse estudo nos leva facilmente ao estudo
de curvas e ao quase folclorico Teorema de Bezout. E claro que devemos nos preocupar
em considerar solugoes complexas e ”"no infinito”, mas tomados os devidos cuidados e
nas condicoes adequadas, sabemos contar o nimero de pontos de interseccao entre duas
curvas planas.

No final século XIX, este ramo tomou um novo folego através dos trabalhos de
matematicos como H. Zeuthen e H. Schubert. Os trabalhos desse ultimo levaram a criacao
do Célculo de Schubert. Suas técnicas, por exemplo, levaram ao monstruoso nimero
de cubicas retorcidas tangente a 12 quérticas em P3: 5.819.539.783.680. Entretanto,
as técnicas de contagem utilizadas eram ingénuas e, se usadas sem cuidado, levavam a
resultados incorretos. D. Hilbert vislumbrou a importancia de uma formalizagao rigorosa
desse campo e assim o topico ”geometria enumerativa” entrou na sua famosa lista de 23

problemas. O décimo quinto problema de Hilbert dizia o seguinte:

O problema consiste no seguinte: Estabelecer com rigor e determinar
com exatidao os limites da validade desses nimeros geométricos os quais
tem Schubert especialmente determinado com base no assim chamado
principio da posicao especial ou conservagao do ntimero por meio do
calculo enumerativo desenvolvido por ele.

Embora a Algebra de hoje garanta, em principio, a possibilidade de rea-
lizar os processos de eliminacao, para a prova dos teoremas de geometria
enumerativa, decididamente é necessario mais, a saber, a realizacao efe-
tiva do processo de eliminagéo no caso de equactes de forma especial,
de tal maneira que o grau das equagoes finais e a multiplicidade de suas
solugoes possam ser previstas.

Traduzido de (HILBERT, 1902)

A teoria se desenvolveu bastante nas décadas subsequentes gracas aos trabalhos
de matematicos como O. Zariski, P. Samuel, A. Weil, B.LL van der Waerden e J.P. Serre.
E continua se desenvolvendo até hoje. Um dos mais recentes capitulos nessa jornada é o
que concerne a invariantes de Gromov-Witten e cohomologia quantica. Fisicos tedricos
tiveram uma inesperada participagao neste ato.

Desde meados do século passado, os fisicos tedricos estavam interessado em

"topological quantum field theory”. De modo um tanto vago, eles queriam estudar fungoes
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que nao dependessem da métrica do espago-tempo. Em termos praticos, tal teoria nao
deveria captar mudancas na forma do espaco, como contragoes, por exemplo. Ou seja,
eles estavam interessado em invariantes topoldgicos. Alguns matematicos também se
interessaram por essas questoes. M. Atiyah, por exemplo, chegou a propor um conjunto
de axiomas para a TQFT. O primeiro exemplo de uma tal teoria veio com os trabalhos
de E. Witten (WITTEN, 1988).

Em paralelo a isso, um problema particular em geometria enumerativa vinha
atormentando os matematicos. Considere o nimero Ny das curvas planas racionais de
grau d passando por 3d — 1 pontos em posicao geral. O objetivo é determinar esses
N, para todo d. Obviamente N; = 1, pois por dois pontos distintos passa uma tnica
reta. Também sao resultados classicos Ny = 1, N3 = 12. H. Zeuthen determinou em
(ZEUTHEN, 1873) N4 = 620, utilizando métodos cldssicos. Em meados dos anos 90,
I. Vainsencher obteve Ny = 87304 (VAINSENCHER, 1995). Mas as técinicas utilizadas
eram completamente diferentes. Ansiava-se por um método que pudesse encontrar todos
os N, de uma tinica vez. E aqui que entram os nossos colegas fisicos.

E. Witten, em outro de seus artigos (WITTEN, 1991), introduzou o conceito
de cohomologia quantica. Para a fundamentacao matemaética viu-se que eram necessarios
certos mapas lineares, mais tarde batizados de invariantes de Gromov-Witten. Mas a
construcao desses invariantes envolvia certos espagos modulli de mapas estaveis. O pro-
blema: ninguém até aquele momento havia provado que tais espacos existiam. Bem, em
1994, M. Kontsevich e Y. Manin publicaram um trabalho (KONTSEVICH and MANIN,
1994) em que se propunham a estudar o problema dos invariantes de GW. Utilizando
as relagoes de associatividade que encontraram para o produto quantico, eles obtiveram,

supreendetemente, uma recorréncia entre os numeros Ny:

3d —4 3d — 4
Ni= Y NyNgdid {dQ <3d1 B 2) —d (3d1 B 1)}

di+da=d

Como veremos, podemos interpretar os nimeros N; como certos invariantes
de Gromov-Witten, e portanto é razoavel esperar que podemos obteé-los por meio dessa
teoria. A construgao formal dos espacos de mapas estdveis M, (X, 3) foi feita por K.
Behend e Y. Manin, dois anos depois (BEHREND and MANIN, 1996).

O objetivo deste trabalho é apresentar essas novas ferramentas, invariantes
de Gromov-Witten, cohomologia quantica e mapas estaveis, e determinar alguns resulta-
dos enumerativos utilizando essas técnicas. Este trabalho estd dividido em seis partes.
Na primeira, veremos alguns preliminares importantes. Na segunda, faremos um rapido
tour pela teoria da interseccao, destacando os resultados principais que serao usando nos
capitulos subsequentes. Na terceira, discutiremos brevemente o conceito de espagos de
modulli e estudaremos com certo detalhe o espago modulli de curvas marcadas, um ob-

jeto de essencial importancia na teoria. A quarta parte dedica-se ao estudo detalhado dos
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espacos modulli de mapas estaveis. Na quinta parte desenvolveremos os conceitos de inva-
riantes de Gromov-Witten e cohomologia quantica. Na sexta e ultima parte, utilizaremos

a teoria desenvolvida para obtermos alguns resultados enumerativos.



15

2 PRELIMINARES

2.1 Divisores de Weil

Consideraremos apenas esquemas X neotherianos integrais separdveis e regu-

lares em codimensao 1 (i.e., todo anel local O, de dimensao 1 é regular).

Definicao 2.1. Um divisor primo em X é um subesquema fechado integral Y de codi-
mensao 1. Um divisor de Weil é um elemento do grupo abeliano livre Div.X gerado pelos
divisores primos.

Ou seja, um divisor de Weil é uma soma formal do tipo

D:ZnyY

onde os ny € Z e ny = 0 para quase todo Y, a soma sendo sob todos os divisores primos
de X

O divisor é dito efetivo quando ny > 0 para todo Y.

Definicao 2.2. Seja f € K* uma funcao racional nao nula em X. Para cada divisor
primo Y denote por vy a valoracao discreta correspondente a Y. Definimos o divisor de
f, denotado (f), por

(f)=> (Y

Note que vy(f) = 0 para quase todo Y (cf. HARTSHORNE, 1977, Lema
I11.6.1), logo (f) estd bem definido e é chamado divisor principal Segue das propriedades

de valoracao que <§> = (f) — (g). Ou seja, temos um homomorfismo de grupos:

K* = Div(X)

A imagem sao os divisores principais. O grupo da classes de X, denotado ClX, é o
quociente de DivX pelos divisores principais. Dois divisores D, D’ sao ditos linearmente
equivalentes quando D = D’ em CLX isto é, quando D — D’ é um divisor principal. Em
geral nao é simples calcular o grupo ClX, mas em alguns casos podemos determina-lo.
Por exemplo, se X = P*" e H C P" é um hiperplano qualquer (digamos definido por
zo = 0) entdo CLX é isomorfo a Z e a classe de H é um gerador. (cf. HARTSHORNE,
1977, Proposigao 11.6.4).



16

2.2 Divisores de Cartier

Relembremos agora a nogao de divisor de Cartier. E um conceito mais re-
buscado que o conceito de divisor de Weil, mas veremos que sao essencialmente a mesma
coisa, se o esquema for suficientemente bom. Seja X um esquema. Para cada aberto afim
U = SpecA seja

S = {a € Ala nao é divisor de zero}

e K(U) = S7'A seu corpo total de fracoes. Para cada aberto U denote por S(U) o
conjunto dos elementos de I'(U, Ox) que nao sao divisores de zero em cada anel local O,
para todo x € U. Os aneis S(U) 'T'(U,Ox) formam um pre-feixe cujo feixe de anéis
associado # é chamado feixe de fracoes totais de 0. Denotamos por £ o feixe de

grupos multiplicativos dos elementos invertiveis em % .

Definicao 2.3. Um divisor de Cartier sobre um esquema X é uma seccao global do feixe
H* O

Assim, limpa e seca a defini¢ao parece dificil de digerir. Dissecando a definicao,
podemos descrever um divisor de Cartier do seguinte modo.Temos uma cobertura aberta
{U,} de X e para cada a é dado um elemento f, € I'(U,, #™*) de modo que para cada
par a, § exige-se que fo/fs € I'(UyNUg, O*). Podemos nos perguntar em que sentido isso
¢ um divisor. Bem, suponha que {f,,U,} determina um divisor de Cartier. Sobre Uz o
divisor(de Weil) principal definido pro fz pode ser escrito em U, N Ug como f, = gapf3
onde go5 € I'(Uy N Up, O%). Assim, como g,s nao possui zeros ou polos, o divisores
(de Weil) principais (f,) e (fs) coincidem. Um divisor de Cartier é principal se estd na

imagem do mapa natural

D(X, %) — T(X, 2" /O

Ou seja f, = fz em Uyp = U, N Up. As equagoes sao portanto compativeis e nos dao
uma secgao global de JZ*. Dois divisores de Cartier sao linearmente equivalentes se sua
diferenca é principal. Denotamos Dy ~ Dy

Um divisor de Cartier é efetivo se pode ser representado por {(U,, f,)} onde
fo € I'(U,, Op,) para todo . Nas condigbes adequadas, divisores de Cartier e divisores

de Weil sdo essencialmente a mesma coisa.

Proposicao 2.1. Seja X um esquema integral, separavel e noetheriano tal que todos seus
anéis locais sao dominios de fatoracao tinica. Entao o grupo Div.X é isomorfo ao grupo dos
divisores de Cartier I'(X, #™*/O*). Ademais, divisores de Weil principais correspondem

a divisores de Cartier principais.

Demonstra¢ao. Vide (HARTSHORNE, 1977, Proposicao 11.6.11). O
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2.3 Feixes Invertiveis

Relembremos um pouco sobre feixes invertiveis.

Definicao 2.4. Um feixe invertivel sobre um espaco anelado X é um Ox-mddulo local-
mente livre de posto 1.

Assim, é facil observar que se £ e M sao dois feixes invertiveis, entao L& M é
também um feixe invertivel. Além disso, existe um feixe invertivel £7! tal que L7! @ £ =
Ox. Basta tomar L7 = Hom(L,Ox). Portanto, a menos de isomorfismo, os feixes
invertiveis formam um grupo sob a operacao ®, chamado grupo de Picard de X, denotado

PicX. Queremos agora relacionar os feixes invertiveis com a nocao de divisor.

Definicao 2.5. Seja D um divisor de Cartier sobre um esquema X, representado por
{(Ua, fa)}. Definimos um subfeixe £(D) do feixe de fragoes totais .2  do seguinte modo:
L(D) é o sub-Ox-médulo de # gerado por f;' em U,. Como f,/fs é invertivel em
Us NUs, tem-se que f;' e fﬁ_1 geram o mesmo O x-médulo, logo £(D) estd bem definido.
Ele é chamado de feize associado a D.

Pode-se provar que L£(D) é um feixe invertivel, que se comporta bem com
relagao as operagoes de divisores: L(D; — Dy) = L(Dy) ® L(Dy)™ ' e Dy ~ Dy <=
L(D;) = L(Dy) Ademais, a associagao

D +— L(D)

é uma correspondéncia biunivoca entre divisores de Cartier em X e subfeixes invertiveis

de Ox. Vide (HARTSHORNE, 1977, Proposicao 11.6.13).

2.4 Sistemas e Séries Lineares

Seja X uma variedade projetiva sobre um corpo algebricamente fechado. Neste
caso vimos que os conceitos de divisores de Weil e Cartier sao equivalentes e temos uma
correspondéncia 1-1 entre classes de equivaléncia linear de divisores e classes de isomorfis-
mos de feixes invertiveis sobre X. Seja £ um feixe invertivel sobre X e s € I'(X, £) uma
sec¢ao nao-nula. Queremos definir o divisor de zeros de s, D = (s)o. Seja U um aberto
que trivializa £ e ¢ : Ljy ~ Oy um isomorfismo. Entao ¢(s) € I'(U, Oy). Variando U em
uma cobertura de X, a colegao {(U, ¢(s))} determina um divisor de Cartier efetivo em

X.

Proposicao 2.2. Seja X uma variedade projetiva nao-singular sobre um corpo algebri-
camente fechado k. Seja Dy um divisor sobre X e £ = £(Dy) o feixe invertivel associado.
Entao: a) Para s € I'(X, £) nao-nula, o divisor de zeros (s), é efetivo e linearmente equi-
valente a Dy. b) Reciprocamente, todo divisor efetivo linearmente equivalente a Dy é da

forma (s)y para alguma secgao s. c¢) Duas secgoes s, s’ determinam o mesmo divisor de
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zeros se, e somente se, existe A € k* tal que s’ = As.

Definicao 2.6. Um sistema linear completo sobre uma variedade projetiva nao-singular
¢ o conjunto (talvez vazio) de todos os divisores efetivos linearmente equivalentes a algum
divisor Dy. Denotamos por |Dy|. Um sistema linear ® em X ¢é um subconjunto de um
linear completo |Dg| que é um subespaco linear para a estrutura de espago projetivo
de |Dy|. Assim, 9 corresponde a um subespago vetorial V' C I'(X, L), onde V = {s €
['(X, L)|(s)o € 0} U{0}. Temos dimd = dimV — 1.

Definicao 2.7. Um ponto P € X é um ponto de base de um sistema linear 0 se P €
Supp(D) para todo D € 0.

Trataremos agora de séries lineares. Considere uma variedade algébrica X

sobre um corpo algebricamente fechado k.

Definigao 2.8. Uma série linear (L, V, ) sobre uma variedade X consiste de um fibrado
em retas L sobre X, um k-espago vetorial de dimensao finita V' e um homomorfismo
nao-nulo o : V. — HYL. Convencionamos que a dimensao projetiva da série linear é
(dimV — 1). A série linear é dita ser ndo degenerada se « for injetiva. Neste caso,
podemos pensar V como um subespaco de H°L. A série linear completa definido pelo
fibrado em retas £ é simplesmente (£, H°L,1d). Denotamos por |L].

Geometricamente, podemos ver uma série linear como uma familia de divisores
sobre X parametrizada pelos elementos nao-nulos de V. Simplesmente a cada v € V faga
corresponder ao divisor dado pelo lugar de zeros da seccio a(v) € H°L. Como o divisor
nao muda se trocamos v por rv, 0 # r € k, a familia é de fato parametrizada pelo espaco
projetivo P(V).

Definigao 2.9. Um ponto p € X é dito ser um ponto de base da série linear L = (L, V, «)
se p pertence A intersec¢ao de todos os zero loci de todas as secgoes em «(V'), ou seja,
se p pertence A todos os divisores da série. A série L é dita ser livre de pontos de base
se nao possui pontos de base.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1 (Série hiperplana). Este é o exemplo mais simples. Considere um mergulho
projetivo X C P(V) e a familia de secgdes hiperplanas de X. Precisamente, a série linear
é (0x(1),V,a), onde Ox(1) é o fibrado Opyy(1) restrito A X e a: V = H'(Oppry(1)) —
H°(Ox(1)) é o mapa de restricao. Dado qualquer ponto, existe um hiperplano que nao
passa por este ponto, logo esta série linear é livre de pontos de base. Subexemplo: Se
X C P" é uma curva racional normal de grau r, a sua série hiperplana ¢é precisamente a

série linear completa |Op:(r)].

Exemplo 2.2 (Série linear das conicas por p). Dado p € P? podemos construir uma
série linear como segue. Tome £ = Op2(2). Assim, as secgdes globais de £ sao formas

quadréticas em 3 varidveis. Suponha sem perda de generalidade que p = (0 : 0 : 1) e
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tomemos V para ser o espago das formas que se anulam em p e « a inclusao. Geometri-
camente, a série (£, V, a) corresponde a conicas em P? passando por p. Note que p é um
ponto de base para esta série linear.

Considere uma série linear L = (£, V,«). Se denotarmos por U o conjunto
aberto dos pontos de X que nao sao pontos de base L, podemos definir um morfismo
¢, : U — P(V). A cada ponto p € U, associe o hiperplano em V' das secgoes v € V' tais
que a(v)(p) = 0. Se L é livre de pontos de base, temos um morfismo ¢, : X — P(V). O

resultado que estamos interessado é o seguinte:

Proposicao 2.3. Seja L = (£, V, a) uma série linear livre de pontos de base sobre uma
variedade X. Entao L é nao-degenerada se, e somente se, 1 (X) C P(V) é subvariedade

nao-degenerada (i.e., ndo estd contida em nenhum hiperplano).

Demonstragao. Basta observar que os elementos de Ker(«) sdo precisamente as formas

lineares em P(V') se anulam em & (X). O

2.5 Teoremas de Bertini e Kleiman

Por fim, encerraremos esta sec¢cao com o enunciado de teoremas muito impor-
tantes que utilizaremos neste trabalho: o teorema de Bertini e o teorema do translado
genérico de Kleiman. Sejam G um grupo algébrico conexo e X uma variedade irredutivel
com uma G-agao transitiva. Sejam ainda f: X — Y e Z — X morfismos de variedades
irredutiveis. Para cada o € GG denote por Y7 a variedade Y considerada como variedade

sobre X através da composicao o o f.

Teorema 2.1 (Kleiman, 1974). Existe um subconjunto aberto denso U C G tal que para

cada o € U o produto fibrado Y7 X x Z é vazio ou
dim(Y? xx Z) = dim(Y) 4+ dim(Z) — dim(X)

Além disso, se Y e Z forem lisos, o produto fibrado Y7 x x Z também ¢ liso.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao rapida utilizando suavidade genérica pode ser encon-

trada em (HARTSHORNE, 1977, Teorema I11.10.8, pag 273). O

Teorema 2.2 (Bertini Cléssico). Seja X uma subvariedade fechado nao singular de P™
sobre um corpo algebricamente fechado. Entao o conjunto dos hiperplanos H C P" tais
que H nao esta contido em X e X N H é nao-singular formam um aberto denso do sistema
linear completo |H| considerado como espago projetivo. Em outras palavras, a condi¢ao
de a interseccao X M H ser nao-singular é uma condi¢ao genérica.

Esse resultado pode ser generalizado para sistemas lineares mais gerais.
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Teorema 2.3 (Bertini). Seja X uma variedade projetiva nao-singular sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica 0. Seja 0 um sistema linear sem pontos de base.
Entao, quase todo elemento de 0, considerado como um subesquema de X ¢é nao-singular.

A prova do primeiro teorema de Bertini pode ser encontrada em (HARTSHORNE;,
1977, Teorema 11.8.18, pag 179). O segundo é coroldrio do Teorema de Kleiman.

3 CLASSES DE CHERN

Algumas das principais ferramentas que utilizaremos ao longo do trabalho vem

da Teoria da Interseccao. Nesse capitulo, desenvolveremos brevemente essas ferramentas.

3.1 Ciclos e Equivaléncia Racional

Definicao 3.1. Seja X um esquema. O grupo de ciclos de dimensao k ou k-ciclos em X
é o grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades irredutiveis fechadas de dimensao k

de X, e sera denotado por C, X. O grupo de ciclos de X é o grupo graduado
C.X =P X

Observe que Cy X = 0 se k£ > dim X. Além disso, como as subvariedades do

esquema reduzido X,q sdo as mesmas subvariedades de X, entao Cp X, ,q = CpX. Se

c:vaV
%

escrevemos um ciclo

o suporte de ¢ é definido por

Definigao 3.2. Seja X um esquema e X7, ..., X, suas componentes irredutiveis (reduzi-

das). A multiplicidade genérica de X em X; é
m; = Z(OX,Xi)

a longura do anel local de X no ponto genérico de X; O ciclo fundamental de X é definido

por:
i=1

O grupo de ciclos, porém, nao é o mais adequado para o estudo das propri-
edades enumerativas. Devemos passar a um quociente por um certo subgrupo e neste

quociente identificaremos ciclos em X que provém de fibras de morfismos X — P!
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Definicao 3.3. Seja V uma subvariedade e f € K(V) uma fungao racional nao-nula.
Seja W C V uma subvariedade de codimensao 1. Escreva f = a/bonde a,b € A= Oy .

Definimos a ordem de f ao longo de W por

ordly (f) = ordw (f) = U(A/(a)) — I(A/(8))

Como A é anel de dimensao 1 e a,b sao nao-divisores de zero, temos uma

sequéncia exata de modulos:
0— A/(b) = (a)/(ab) — A/(ab) — A/(a) — 0
Sendo a longura aditiva, segue que

[(A/(ab)) = 1(A/(a)) + I(A/(D))

Logo, a definigdo nao depende da escolha da representagao f = a/b. De fato, se f =

a/b = c/d, entao ad = cd em A e portanto

[(A/(a)) + U(A/(d)) = I(A/()) + I(A/(c))
Dai
[(A/(a)) = U(A/(b)) = I(A/(c)) — I(A/(d))

Verifica-se também facilmente que

ordw (fg) = ordw (f) + ordw (g9), Vf,g € K(V)

Ademais, observe que ordy (f) = 0 para quase todo W (i.e., a menos de um ntmero
finito). Com efeito, seja U C V um aberto afim e escreva f = a/b com a,b regulares em

U. Basta observar entao que
{WIWNU#0eordy(f)#0}

esta contido em
{W|W NU é esquema de zeros de ab}

que é conjunto finito. Agora basta tomar uma cobertura finita de X por abertos U. Com

isso em mente, a seguinte definicao faz sentido:

Definigao 3.4. Seja f € K(V) uma fungao racional. O ciclo associado A f 6 definido

por

(/1= ordw (/)W
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onde a soma ¢ sob todas as subvariedades W C V de codimensao 1. O grupo de k-ciclos
racionalmente equivalentes a zero é o subgrupo Ry de C} gerado pelos ciclos associados
a funcgoes racionais de subvariedades de X de dimensao k + 1. O grupo de Chow é o

quociente graduado:

AX =P AX =P Cr/Ry

Exemplo 3.1. Temos que A, P" = Z e o gerador é a classe hiperplana h. Mais geral-
mente, A;P" = 7Z para todo 0 < ¢ < n. Ja no caso afim, A, ;A" = 0, isto é, todos os

hiperplanos sao racionalmente equivalentes.

Exemplo 3.2. Considere agora uma curva nao-singular C'. Cada funcao racional nao-
constante f € K(C) induz um morfismo f:C — P'. As fibras nao-vazias de f sdo
0-ciclos racionalmente equivalentes entre si. De fato se P nao é nem zero nem polo de f,

entao ordp(f) = 0, logo podemos escrever

[f]= Z ordp(f) = Z ordp(f) — Z ordp(f)

beC pec|P é zero de f pec|p é polo de ¥

Da defini¢ao de f notamos que:

3.2 Imagem direta e inversa

Se considerarmos um subesquema X de um esquema Y, temos uma inclusao
natural C, X C C.Y. Melhor ainda, esta inclusao preserva equivaléncia racional, e assim
podemos passar ao quociente. Podemos generalizar isso para mapas f : X — Y, mas
teremos que exigir que seja proprio, caso desejemos preservar a equivaléncia racional e

passar ao quociente.

Definicao 3.5. Seja f : V — W um morfismo dominante de variedades irredutiveis.

Definimos o grau de f como o inteiro:

0 se dimV > dim W
[K(V): K(W)] se dimV =dim W

deg(f) =

No caso em que dimV = dimW, K(V) e K(W) sao extensoes finitamente
geradas como mesmo grau de transcendéncia sobre o corpo de base, e portanto deg f é
finito. A interpretacdao geométrica é a seguinte: existe um aberto denso U C W tal que
a fibra f~1(Q) consiste de deg f/i pontos, onde i é o grau de inseparabilidade, para todo
@ € U. Considere agora um morfismo proprio p : X — Y. Em particular, para cada
fechado V' C X, f(V) é fechado em Y. Seja V' C X uma subvariedade fechada irredutivel



23

e W = f(V) CY. Definimos
p«(V) = (deg )W em C.Y
e estendemos linearmente, obtendo assim um morfismo
pe s O X = CY

que chamamos de imagem direta. Observe que p, preserva as graduagoes, i.e., p,(CrX) C
C.Y. Mais importante ainda, a associacao p — p, € funtorial. Ou seja, se ¢: Y — X é
outro morfismo préprio, vale que (g o p)* = ¢, o p.. Isso segue do fato que o grau numa
torre de corpos ¢ multiplicativo. O ponto essencial é que a imagem direta se comporta

bem com respeito a equivaléncia racional.

Proposicao 3.1. Seja p : V — W um morfismo proprio e sobrejetivo, com dimV =
dim W. Entao p, preserva equivaléncia racional. Mais precisamente, temos que se r €
K(V) entao

p«([r]) = [N(r)] em C.W

onde N(r) denota a norma de r, isto é, o determinante do operador K (W)-linear

KV) — K(V)

fo—=rf

Demonstragao. Vide (VAINSENCHER, 1985, Proposicao 3.5). O
No caso em que dim V' > dim W a situagao ¢ ainda mais simples:

Proposicao 3.2. Seja p : V — W um morfismo proprio e sobrejtivo de variedades e
suponha dim V' > dim W. Entao para cada r € K(V), vale que p.([r]) = 0.

Demonstragao. Confira (VAINSENCHER, 1985, Proposigao 3.7) O

Assim, se temos um morfismo préprio p : X — Y, o homomorfismo imagem

direta induz um homomorfismo nos quocientes

Exemplo 3.3. Esse é um exemplo interessante. Considere C' uma curva projetiva e
p: C' — Spec(k) o morfismo estrutural e r uma fungao racional em C'. Assim, a proposigao

acima garante que

> ordp(r)[K(P) : k] =0
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Ou seja, r possui a mesma quantidade de zeros e polos, se contados da maneira correta.
Um caso de particular interesse é quando tomamos Y = Spec(k). Assim,
podemos identificar A,Y =7

Definigao 3.6. Seja p : X — Spec(k) o morfismo estrutural de uma variedade projetiva
(i.e., completa) X. O homomorfismo imagem direta p, : A.(X) — Z é chamado grau e
denotamos por [ e

Em termos explicitos, se z € A.(X) é um ciclo temos

/ z:;mimm ]

onde Y i, m;P; é a componente homogénea de dimensao zero de z, Ou seja

,

/

z = 5 m; Py + 2
i=1

onde

7 e @ A;(X)

J=1
Trabalharemos agora na definicao de imagem inversa.

Definicao 3.7. Seja f : X — Y um morfismo e V' C Y uma subvariedade. Definimos o

ciclo imagem inversa de V por
fFv)y=1(vecx
Estendendo por linearidade, obtemos um homomorfismo
fF.C0Y —» C.X

Apesar de a definicao ser para um morfismo f bem geral, estamos interessado
em morfismos planos (cf. HARTSHORNE, 1977, secgao I11.9 para referéncia). Isso porque

os morfismos planos se comportam bem com respeito a imagem inversa.

Proposicao 3.3. Seja f : X — Y um morfismo plano de dimensao relativa n. Entao,

para cada subesquema fechado Z C Y de dimensao pura k, temos que
21 = [f12)] em CrynX

Demonstrac¢ao. Vide (VAINSENCHER, 1985, Proposigao 4.4). O
Como consequéncia, obtemos a funtorialidade da imagem inversa.

Corolario 3.1. Sejam f: X — Y e g:Y — Z morfismos planos de dimensao relativa m
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e n respectivamente. Entao
(gof) =f"0g": ChZ = CryminX

Demonstragao. Seja V uma subvariedade de Z. Entao temos O

A imagem inversa também é compativel com imagem direta, sob as hipdteses

adequadas:

Proposicao 3.4. Considere o diagrama cartesiano:

onde f é morfismo plano de dimensao relativa n e g é morfismo préprio. Entao f’ (resp.

g') é plano (resp. préprio) e vale:
giof"=f0g.: CY = CpnX

Demonstragao. Vide (VAINSENCHER, 1985, Proposicao 4.6). O

Por fim, também prova-se que no caso em que f : X — Y é plano, a imagem
inversa é compativel com equivaléncia racional (VAINSENCHER, 1985, Proposigao 4.7),

logo temos morfismos induzidos

3.3 As classes de Chern e Segre

Definicao 3.8. Seja £L — X um fibrado em retas e V' C X uma subvariedade. Tome um

divisor de Cartier C' em V' de tal modo que L}y seja isomorfo a £(C'). Seja
a(L)NV =[Clem AV

Considerando A,V C A,X e estendendo por linearidade, temos entao bem definido o

operador 1A¢ classe de Chern:
Cl(ﬁ) : C*X — A*X

Observe que se L e L sao fibrados em reta isomorfos, entao ¢1 (L) = ¢1(L'), pois

os divisores de Cartier associados C' e C’ serao racionalmente equivalentes, logo [C] = [C']

em A, (V).
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Definicao 3.9. Seja D um divisor de Cartier em X e V C X uma subvariedade de

dimensao k. A classe de intersec¢do de V com D é definida pela férmula
DeV =ci(L(D)NV em Ax_1(V N |D|)
Estendemos por linearidade
Dez=> n;DeV;em A (|D|N|z|)

se
z= E n;V;

e obtemos o homomorfismo de intersec¢ao com D
De : O}cX — Ak_lX

Geometricamente, o que estamos fazendo é considerar D em posicao geral com
respeito a V. Por exemplo, se H C P" é um hiperplano e V é uma subvariedade de
dimensao k entao

HeV =[H'NV]em A;_1(VNH)

onde H’ é um hiperplano que nao contém V. As principais propriedade da classe de Chern

estao sumarizadas na proposicao abaixo:

Proposicao 3.5 (Propriedades da 1A* classe de Chern). Valem as propriedades: a)
(Normalizagao) Sejam X um esquema de dimensao pura n e D um divisor de Cartier em

X. Temos entao
a(LD)N[X]=[D]em A, 1 X

b) (Aditividade) Sejam L e M dois fibrados em retas sobre X. Entao

c(L®M) =ci(L) + 1 (M)

C1 (ﬁ_l) = —C (,C)

c¢) (Naturalidade) Se f: X’ — X é um morfismo plano e z € C, X entao vale:
[fleaL)nz)=ca(f*L)Nfzem AX'
d) (Férmula de projegao) Se p : X’ — X é um morfismo préprio e 2’ € C, X’ entao vale:

pe(c1(p*(L)NZ")) =1 (L) Npe2 em A X
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Demonstragao. Vide (VAINSENCHER, 1985, Proposicao 7.1). O

Um ponto essencial é a comutatividade da classe de intersec¢ao quando V' é

outro divisor de Cartier.

Proposigao 3.6. Seja X uma variedade e sejam D e D’ dois divisores de Cartier em X.
Vale:

De[D']| = D'e[D] em A, »(|D|N|D'|)
Demonstragao. Confira (VAINSENCHER, 1985, Teorema 8.1). O

Como consequéncia, obtemos que o operador classe de Chern passa ao quoci-

ente por equivaléncia racional:

Corolario 3.2. Seja X um esquema e £ — X um fibrado em retas. Se z € C, X é

racionalmente equivalente a zero em X, entao
C1 (ﬁ) Nz=0

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que z é o ciclo associado a
alguma funcao racional r € K (V') de alguma subvariedade V. Tome D o divisor associado

a Ly e D' o divisor principal definido por r. Entao

cl(ﬁ)ﬁz = D.D,
= D'eD
— a(AL)N[D] =0

pois L(D') ~ A},, onde A}, denota o fibrado trivial sobre V. O

Assim, o operador 1A? classe de Chern induz um operador no quociente:
a(l): AX — AX

De maneira semelhante, o homomorfismo de interseccao com D também passa ao quoci-

ente, induzindo:
De : AkX — Akle

Agora que temos operadores em A, X nada mais natural que compd-los:

Corolario 3.3. Sejam L e M fibrados em retas sobre um esquema X. Para cada z € A X

temos:

alL)N(eccM)nz)=c;(M)N(ci(L)Nz) em Ap_oX

Este resultado é bom por que nos permite construir novos operadores formando

polinomios nas classes de Chern de fibrados em retas L4, ..., L,.
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Exemplo 3.4. Seja X C P" um subesquema de dimensao pura k e grau d. Podemos

recuperar o grau d por meio das classes de Chern. Denote h = ¢;(O(1)). Agora note que

[X] = dh" * N [P"] em A,P"

hN [Pl] = []P)iil] em Aifl]Pm
Segue entao que
d=h"N[X]
Agora que temos a primeira classe de Chern, o proximo passo é construirmos
a 1-ésima classe de Chern, mas antes disso devemos construir as classes de Segre.

Defini¢ao 3.10. Seja £ — X um fibrado vetorial de posto r e p : P(F) — X o fibrado
projetivo associado, Og(1) o fibrado em retas canonico sobre P(E). Para cada z € Ay X
defina

si(B) Nz =p(ci(Op(1)) " Np* Nz) € A X

O operador
S,(E) : AkX — Ak—zX

é chamado i-ésima classe de Segre de E.
Algumas propriedades deste operador estao listadas na proposicao abaixo. A
demonstracao pode ser encontrada em (VAINSENCHER, 1985, Proposi¢ao 9.3), mas usa

essencialmente as propriedades andlogas da 1A? classe de Chern.

Proposicao 3.7. Nas notagoes acima, valem: a) so(E) é o operador identidade b) s; =0
se i < 0oui>dimX c) (Naturalidade) Se g : X’ — X é um morfismo plano e z € A, X
entao

si(¢"E)Ng 'z =g (s;(F)Nz)

d) (Normalizacao) Se E é fribrado em retas, entao
s51(E) = —c1(F)
e) (Férmula de projegao) Se g : X’ — X é morfismo proéprio e 2’ € A, X', entao
g+ (si(E) N 2') = 5;(E) N g.2'
f) (Comutatividade) Se E e F' sao fibrados vetoriais sobre X e z € A, X, entao

si(E)N (s;(F)Nz)=s;(F)N(s;(E)Nz2)
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Definicao 3.11. Seja £ — X um fibrado vetorial. Definimos a classe de Segre total de

E como a soma

S(E) =) si(E)

>0
Agora, observe que so(E) = 1 e s;(E) comuta com s;(E), além de serem

operadores nilpotentes. Isso nos permite inverter a soma formal s(FE)

Definicao 3.12. Seja ' — X um fibrado vetorial. Definimos a classe total de Chern de

E como a inversa formal de s(E):

Podemos decompor ¢(E) com o soma de suas partes homogéneas:

o(E) =) cl(E)

>0

onde
C,L(E> N AkX C Aksz

Dizemos que ¢;(E) é a i-ésima classe de Chern de E.
Como era de se esperar, as classes de Chern gozam de propriedades analogas

A s das classes de Segre, listadas na proposicio acima. Evidentemente, também vale:
Z si—j(E)c;(E) =0 parai>1
J

Mas em adicao, elas também satisfazem as seguintes propriedades:

Proposicao 3.8. Nas notagoes acima, valem: a) Se £ — X é um fibrado de posto r,

entao ¢; = 0 se ¢ > r b) (Aditividade) Se temos uma sequéncia exata de fibrados vetoriais:
0—F —FE-—FE —20

entao vale:

co(E) = c(E') - C(E")
Em particular, vale a formula de Witney:
cr(E) =Y a(E)e(E")
i+j=k

Demonstracao. A demonstragao se utiliza do principio da cisao e consiste em reduzir
ao caso de posto 1. Os detalhes podem ser encontrados em (VAINSENCHER, 1985,
Proposigoes 9.5 e 9.6). O
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3.4 Anel de Chow

Nesta seccao queremos construir os anéis de interseccao. Precisamente, que-

remos munir o grupo de Chow A, X com um produto de modo a torna-lo um anel.

Definicao 3.13. Seja f : X — Y um mergulho regular de codimensao d. Definimos os
homomorfismos de Gysin
f* : AkY — Ak_dX

por
(X mv]) =Y ne(xev)

Como esbogado em (FULTON, 1983, Secgao 5.1), essa férmula respeita equi-
valéncia racional, logo passa ao quociente. Existem também um refinamento desse con-

ceito

Definigao 3.14. Sejam f : X — Y um mergulho regular de codimensao de g : Y’ — Y

um morfismo arbitrario. Considere o produto fibrado:

f/

Definimos os homomorfismos de Gysin refinados
f;gY/ — Ak_dX/

pela mesma férmula:

fIV]=X eV em A;,_4(VNX')

Nossa intencao é construir um produto no grupo de Chow. Note que o mergu-
lho diagonal § : X — X x X é um mergulho regular de codimensao n, se X é variedade

nao-singular de dimensao n.

Definicao 3.15. Seja X uma variedade nao-singular de dimensao n. Dados a € A, X e
B € A, X, definimos o produto e 8 € A,,X, onde m =r + s — n por:

aef=0"(axp)
Se denotarmos APX = A,,_, X, entao o produto torna-se um homomorfismo
APX @ A1X — APTIX

Denote 1 € A°X como sendo [X] € A,X. Se f:Y — X é um morfismo de variedades
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nao-singulares, entao o grafico 75 : ¥ — Y x X é um mergulho regular de codimensao
n = dim X. Defina f*: APX — APY por

fra=~5(ax [X])

Com esse produto, temos uma estrutura de anel em A*X

Teorema 3.1. Em uma variedade nao-singular X o produto definido acima torna A*X
um anel comutativo com unidade 1. Se f : Y — X é um morfismo de variedades nao-
singulares, o homomorfismo f*A*X — A*Y é um homomorfismo de anéis. Vale ainda
uma a funtorialidade: se g : Z — Y é outro morfismo de variedades nao-singulares, entao
(fog’) =g of

Demonstracao. Uma prova é esbogada em (FULTON, 1983, Sec¢ao 5.2). Ja (VAINSEN-
CHER, 1985, Teorema 13.14) demonstra o resultado, com as hipé6teses adicionais que X

é completa e a diagonal A = §(X) é o esquema de zeros de uma secgao regular s de um
fibrado £ — X x X. O]

Por fim, a seguinte relagao sera util em momentos futuros, por isso a deixare-

mos registrada aqui:

Proposigao 3.9 (Decomposicao de Kunneth). No produto P" x P" a classe da diagonal

A pode ser expressa:

T T

[A]=) (W) ums (k™)) =Y (W x j"7)

J=0 J=0

Demonstrac¢ao. Vide (KOCK and VAINSENCHER, 1999, Proposicao 4.3.1). ]
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4 CURVAS DE MUMFORD-KNUDSEN

Neste capitulo vamos falar brevemente sobre o espaco modulli de curvas
estaveis Mg,n. Tal espaco é importante primeiro porque é um caso particular do espaco
de mapas estaveis Mgm(X ,B) e segundo por que aquele é usado na construgao deste.
Definiremos curvas marcadas estaveis e veremos que existe um espago modulli que para-
metriza essas curvas, médulo isomorfismos. Estudaremos os morfismos de esquecimento
de marcas entre esses espacos e veremos que eles sao precisamente a familia universal. Por
fim, estudaremos as propriedades da fronteira e obteremos relacoes tteis. Mas antes de

tudo, devemos nos familiarizar um pouco com esse abstrato conceito de espaco modulli.

4.1 Espacos Modulli

Uma primeira ideia do que sejam os espacos modulli é que eles sao genera-
lizagoes de espacos de parametros. Um espaco de parametros é simplesmente um espago
(conjunto) que em certo sentido 'parametriza’ objetos de acordo com algum critério, como
por exemplo, subvariedades de uma variedade satisfazendo alguma propriedade especifica.
Um exemplo trivial, se considerarmos o conjunto de todas as retas que passam pela origem
em R? obteremos, por defini¢ao, o espaco projetivo P%4. Um exemplo mais interessante,
podemos estar interessados em estudar as hipersuperficies H C P" e, neste caso, talvez
queiramos considerar um espago de parametros para a cole¢cao dessas hipersuperficies. Ou
podemos querer nos restringir a hipersuperficies com alguma propriedade especifica, por
exemplo, as hipersuperficies com mesmo grau d. Nao ¢ dificil nos convencer que podemos
parametrizar o conjunto de todas essas tais hipersuperficies por um espaco projetivo P,
onde N = (":l“d) — 1. Basta ver que as hipersuperficies de P" de grau d sao determina-
das, a menos de multiplicacao por constante nao-nula, por um polinémio homogéneo de

grau d. Podemos determinar este polinomio pelos seus coeficientes e uma combinatoéria

n+d
d

dos espagos de parametros (e espagos modulli) é que queremos identificar os objetos que

simples nos diz que sao ao todo ( ) coeficientes. Em outras palavras, a ideia por tras
estamos estudando com pontos fechados de uma variedade algébrica (ou esquema, ou
stack ou orbifold). Mais ainda, queremos que essa identifica¢ao seja boa de tal maneira
que as propriedades que dos objetos que estamos interessado possam ser reinterpretadas
como propriedades de alguma subvariedade do espaco de parametros. No exemplo acima,
identificamos as hipersuperficies de P com pontos de PV. Podemos estar interessados em
estudar aquelas hipersuperficies que passam por um ponto pre-determinado ou contém
uma reta especifica. Os conjuntos de tais hipersuperficies sao fechados em PV. O primeiro
¢ um hiperplano e o segundo é um subespaco linear de codimensao d + 1. Um espacgo de
modulli é um espago de parametros, mas exigimos algumas coisas a mais. De maneira

um pouco vaga, podemos dizer que espacgos de modulli sao respostas para problemas de
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classificacao. No segundo exemplo acima, queriamos classificar as hipersuperficies de P™
pelo seu grau d. O ingrediente basico de problema de classificagao é em uma colecao de
objetos algébricas C (e.g., hipersuperficies de P") munidos de uma relagao de equivaléncia
~ ou algum invariante (e.g., o grau). Conforme dito em (ESTEVES, 1997), um problema
de modulli associado ao problema de classificagao (C, ~) consiste nos seguintes dados: 1)
uma nocao de familia algébrica de objetos de C: para cada variedade (ou esquema) S,
temos um conjunto F(S) cujos elementos serdao chamados de ’familias’ sobre S. 2) uma
no¢ao de indugao: para cada morfismo f : T — S temos uma fungao f* : F(S) — F(T)
3) deve haver compatibilidade com a composi¢ao: Idg = Idrs) e (fog)" = g* o f*
4) exigimos ainda F({ponto}) = C A maneira correta de formalizar isso é utilizando o

conceito de funtor de pontos. Seja X um esquema. O funtor de pontos de X ¢é o funtor:
hx : sch® — set

onde sch” é a categoria dos esquemas com flechas invertidas e set é a categoria dos con-

juntos, que associa a cada esquema Y o conjunto
hx(Y) = Mor(Y, X)
e cada morfismo f : Y — Z ao mapa
hx(Z) = hx(Y)

que leva g € hx(Z) na composicio go f € hx(Y). Dizemos que um funtor F : sch” — set
é representdvel se existe um esquema X tal que F' = hyx. Neste caso, dizemos que X
representa F'. Segue do lema de Yoneda que tal X é tnico, se existir (c¢f EISENBUD and
HARRIS, 2000, Lema VI-1). Dado um problema de modulli (C,~) podemos construir
um funtor F : sch® — set associando, para cada esquema S, o conjunto F (S) = {familias
sobre S} = F(S). Se acontecer deste funtor ser representével, digamos por um esquema
M, entao tivemos a sorte de encontrar um espaco modulli refinado para o nosso problema
de classificacao e, a partir de agora, podemos atacar nosso problema estudando o esquema

M. Isso significa, em particular, que para cada esquema S, existe uma bije¢ao de conjuntos
F(S) ~Hom(S, M)

Ou seja, cada familia parametrizada por S corresponde a um tnico morfismo S — M.
Existir um espago modulli refinado M é equivalente a existir uma familia universal U —
M tal que toda outra familia X — S é induzida por um tnico mapa S — M. A familia
universal U é o elemento de F(M) que corresponde a identidade Idy, € Mor(M, M).

A existéncia de um espaco modulli refinado para um problema de classificacao é algo
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um tanto forte e muitas vezes nao se pode obter tal refinado espago de parametros. A
existéncia de automorfismos nao-triviais, por exemplo, em geral constitui um empecilho
para a existéncia de modulli refinados. Por isso existe a nogao de espago modulli grosseiro.
Como o nome sugere, eles também sao espacos de parametros que resolvem problemas de
classificacao, mas suas propriedades geométricas nao sao tao boas quanto as dos espagos
modulli refinados, mas boas o suficientes para se trabalhar. A principal diferenca é que
nao existe uma familia universal. Em termos precisos, um espago modulli grosseiro para
o problema modulli (C,~) é um esquema M munido de uma transformagao natural de
funtores
Uy o F — Hom(—, M)

tal que: 1) Wy ({ponto}) é bijetivo 2) Para cada esquema N e qualquer transformagao
natural de funtores

Uy : F — Hom(—,N)

existe unica transformacao de funtores x : Hom(—, M) — Hom(—, N) que comuta o

diagrama:
F il Hom(—, M)
\ lx
N
Hom(—, N)

4.2 Curvas n-marcadas estaveis

Defini¢ao 4.1. Uma curva racional lisa n-marcada (C,py,...,p,) é simplesmente uma
curva projetiva lisa racional C' (em outras palavras, um P') munida de n pontos distintos
P1,---,0n € C que sao chamadas de marcas. Um isomorfismo de curvas n-marcadas é
simplesmente um isomorfismo que preserva (fixa) as marcas.

Prova-se que existe um espa¢o modulli refinado M, que parametriza tais
curvas. O zero no sub-indice denota o género g = 0 indicando que podemos generalizar
tal construcao para género arbitrario. Note que esse espaco ja é uma generalizacao dos
espacos M, que parametrizam familias de curvas projetivas de género g. Lembre que
dados trés pontos distintos pi, ps, p3 € P! existe uma tnica transformacao projetiva que

leva estes pontos em 0,1,00 € P!, logo M3 é apenas um ponto.

Exemplo 4.1. Para n = 4, note que, como antes, podemos fixar pg = 0,p; = 1, p3 = 00.
Ou seja, uma curva com quatro marcas (C, py, p2, p3, pa) ¢ isomorfa a (P*,0, 1, 00, ¢), onde
q € P! é diferente de 0,1, 00. Logo somos levados a crer que My, = P'\{0,1,00}. E de
fato, Upa = P! X Mys — Moy ¢ a familia universal. As secgoes sao: a secgao diagonal A
e as secgoes constantes Sy = 0 X My 4,51 =1 X My 4, Sec = 00 X My 4. A fibra sobre cada

ponto ¢ € My ¢ uma reta projetiva U, onde as marcas sao interseccoes com as quatro
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seccoes supracitadas. Em geral,
Mo, = Moy X ..., x M4\ Udiagonais

O que queremos é compactificar esse espaco M, mas devemos fazer isso de
maneira inteligente. Uma primeira ideia, ingénua, seria permitir que as marcas possam
coincidir. Assim, a pretendida compactificagao seria (P')"3. Porém, fazendo isso nds
perdemos informagoes geométricas. Vejamos o seguinte exemplo, retirado de (KOCK and

VAINSENCHER, 1999).

Exemplo 4.2. Considere as duas familias de quadruplas
Cy=(0,1,00,t) D;=(0,t7",00,1)

Para t # 0,1,00 temos duas familias de curvas racionais 4-marcadas lisas. Note que
elas possuem a mesma razao cruzada t, logo sao isomorfas, ou seja, sao consideradas um
mesmo ponto em Mp4. Porém, quando ¢ — 0, por exemplo, as duas familias passam a
ter marcas coincidentes e, pior ainda, as duas configuragoes nao sao mais projetivamente
equivalentes.

O que precisamos ¢ uma maneira de ”estabilizar” as familias de modo que
situagoes como descritas acima nao ocorram e incluir curvas "na fronteira” de My 4. A
maneira encontrada por Knudsen e Mumford foi incluir configuragoes com mais de uma
componente irredutivel, onde cada componente satisfaz certa condigao de estabilidade.
Daremos a defini¢ao para género arbitrario, mas sempre teremos em mente que o caso de

interesse é g = 0.

Definicao 4.2. Uma curva n-marcada de género g quase estdvel

(C7p17 s 7pn)

¢ uma curva projetiva, conexa, reduzida com no maximo pontos duplos ordinarios de
género aritmético g munida de n pontos distintos e nao-singulares py,...,p,. Mais ge-
ralmente, se S é uma esquema algébrico sobre um corpo algebricamente fechado &, uma
familia de curvas n-marcadas quase estaveis de género g sobre S é um morfismo pro-
jetivo e plano 7 : C — S munido de n seccoes p1,...,p, tal que cada fibra geométrica
(Cs,p1(5), ..., pn(s)) é uma curva quase estavel n-marcada de género g. A familia é estdvel
se, adicionalmente, satisfaz a seguinte condicao: se F é uma componente racional irre-
dutivel de C,, entao o nimero de pontos onde FE intersecta a curva C, mais o nimero de
marcas p;(s) em E é pelo menos 3.

Algumas convencgoes de terminologia: cada componente irredutivel £ C Cy é

chamada de galho. Um ponto especial é uma marca p;(s) ou um né (ponto de intersecgao
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com outra componente). Note que, uma vez que exigimos trés ou mais pontos especiais
numa componente racional, ndo sobram mais automorfismos, além da identidade. Assim,
a condicao de exigir que cada galho possua trés ou mais pontos especiais é equivalente a
pedir que a curva nao possua automorfismos nao-triviais. Podemos considerar o problema
modulli de classificar estas familias de curvas n-marcadas de género g moédulo isomorfismo
de familias. Knudsen provou que existem stacks algébricos Hg,n suaves e proprios de
dimensao 3g —3+n que sao espacos modulli grosseiros para este problema de classificacao
(cf. KNUDSEN, 1983, Teorema 2.7). Mas no caso g = 0 as coisas se comportam muito

bem.

Teorema 4.1 (Knudsen, 1983). Para cada n > 3 existe uma variedade lisa e proje-
tiva My, que é um espaco modulli refinado para curvas racionais n-marcadas estéveis e
podemos mergulhar

Moy My,

como um aberto denso.

Veremos em breve quem é a familia universal. Antes disso, estudemos com
algum detalhe o espago My 4. Este exemplo se encontra em (KOCK and VAINSENCHER,
1999).

Exemplo 4.3. Uma compactificacao de My 4 é P'. Entretanto, apenas colocando de volta
os pontos retirados causa problemas, uma vez que as seccoes deixam de ser disjuntas.
Cada uma das trés fibras especiais, digamos a fibra U, sobre ¢ = 0 apresenta um ponto
marcado duas vezes, pois A e Sy encontram Uy no mesmo ponto. A solucao é explodir
P! x P! nesses trés pontos patolégicos e definimos Ug4 = BI(P! x P'). Sejam Ey, E, Ex
os divisores excepcionais. Agora estd tudo bem. Observe que agora, a fibra sobre ¢ =0 é
Uy U Ey, onde Uy é o transformado estrito de Uy e ele possui trés pontos especiais, a saber:
o ponto de interseccao com o divisor excepcional Ej, e as duas marcas provenientes da
interseccao com os transformados estritos Sy e 500. Em FE; também ha duas marcas: as
intersec¢oes com os transformados estritos de Sy e A. Elas sao distintas pois tais divisores
se intersectam transversalmente em P! x P!. Em resumo, a fibra sobre ¢ = 0 é uma curva
estavel 4-marcada com duas componentes. Situacao similar ocorre com as fibras sobre

q=1eq=o0.
4.2.1 Morfismos

Estamos agora interessados em estudar certos morfismos entre os espagos
Mo,ni estabilizagao e esquecimento. Dada uma curva n-marcada (C,p1,...,p,) e q € C,
existe uma maneira canonica de obtermos uma curva (n + 1)-marcada. Euristicamente,
o processo ¢ bem simples. De inicio, pomos p,.1 = ¢q. O problema é que isso pode
desestabilizar a curva. H&a dois casos em que isso acontece. Caso 1: Quando ¢ é um no,

i.e., um ponto de interseccao de dois galhos. Neste caso, nasce um novo galho, separando
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os galhos inicialmente ligados por este n6é e marcamos p, 1 sobre este novo galho. Caso
2: q = p;, i.e., o ponto ja era uma marca. Neste caso, brota-se um novo galho em p; e
marcamos p; € p,.1 nele. Knudsen provou que esse processo, descrito apenas em linhas
gerais aqui, é de fato um morfismo (cf. KNUDSEN, 1983, Proposigao 2.1). A proposigao

abaixo enuncia de forma mais precisa.

Proposicao 4.1 (Knudsen, 1983). Dada uma familia de curvas n marcadas estéveis
(C,p1,...,pn) sobre um esquema S e dada uma secgao ¢ : S — C qualquer, existe uma
familia (C',p},...,p), ) de curvas (n + 1)-marcadas estdveis sobre S e um S-morfismo
k: C' — C tal que:

(i) a restrigdo k1 (C\d) — C\d é um isomorfismo.

(ii) Kopyy =0

(iii) k o p; = p; para todo ¢ = 1,...,n. Tal familia é unica a menos de isomorfismo e
¢ chamada de estabilizagcdo de (C,p,...,p,). Vale ainda que tal processo comuta com

produtos fibrados.

Demonstrag¢ao. Como ja dito, a demonstracao encontra-se em (KNUDSEN, 1983, Pro-
posicao 2.1). Vale notar que a demonstracao encontrada la vale para todos os géneros
g > 0. O

Podemos também fazer o processo inverso. Dada uma curva (n + 1)-marcada
estavel (C,p1,...,pns1), com n > 3, existe uma maneira canonica de obtermos, a partir
dela, uma curva n-marcada estavel. Comecemos simplesmente removendo a tltima marca
Pni1- Como anteriormente, isso pode desestabilizar a curva, quando C' for redutivel.
Também temos dois casos a considerar. Caso 1: Se p,y1 é a tnica marca de um galho,
entao esse galho é contraido. Caso 2: Se p,,.1 fica num galho com somente outra marca,
p;- Neste caso, tal galho é contraido e o ponto de interseccao recebe a marca p;. De

maneira precisa:

Proposicao 4.2 (Knudsen, 1983). Seja (C',p},...,p, ) uma familia de curvas (n + 1)-
marcadas estdveis sobre um esquema S. Entao existe uma familia (C, py, ..., p,) de curvas
n-marcadas estaveis sobre S e um S-morfismo « : C" — C tal que:

(i) Kop; =p;

(ii) para cada s € S o morfismo induzido nas fibras C. — C, é um isomorfismo quando
restrito a qualquer galho estavel e contrai galhos nao-estaveis.

Tal familia é tinica a menos de isomorfismo e dizemos que C é obtida de C’ por esquecimento
de p;,, ;. Em particular temos o morfismo de esquecimento Mo,nﬂ — Mo,n- Também vale
que esquecimento comuta com produtos fibrados. E esquecimento e estabilizagao sao

inversas uma da outra. Em particular, M ,+1 — My, é a familia universal.

Demonstragao. Vide (KNUDSEN, 1983, Teorema 2.4 e Corolério 2.6). O resultado vale

para género arbitrario. O]
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Exemplo 4.4. Novamente, um exemplo com n = 4 para sentirmos, pelo menos euristica-
mente, porque UO,n = MO,n—i—h mas o procedimento é analogo para n > 4. Vamos nos con-
vencer de que existe uma bijegao natural entre esses dois conjuntos: a cada ponto ¢ € Ug4
iremos associar uma curva 5-marcada C, € M075. é muito simples. Seja 7 : Uo,4 — MOA
a familia universal e denote F, = 7~'(n(q)) a fibra passando por ¢. Em outra palavras,
7(q) € MOA representa uma curva 4-marcada estdvel que isomorfa a fibra geométrica Fj.
Note agora que o préprio ponto q especifica a quinta marca. Talvez precisemos estabilizar
a curva, caso ¢ seja um ponto especial, mas em todo caso obtemos uma curva 5-marcada
C, € My (que é igual a F, se nio houve a necessidade de estabilizacdo). Evidentemente,
a associacao
U0,4 — M0,5
g — C(

¢ injetiva, visto que se C, = C,,, entao esquecendo a tltima marca ¢;, reobtemos as cur-
vas m(g;) € Mo4 que sdo isomorfas (como curvas 4-marcadas) e portanto representam o
mesmo ponto, logo ¢; = ¢2. Um argumento similar pode ser usado para concluirmos que a
aplicagao é sobrejetiva. De fato, se comegamos com uma curva 5-marcada (C, p1, ..., ps),
podemos esquecer ps, obtendo uma curva 4-marcada estavel, munido de um ponto desta-
cado (a saber, o ponto onde estava ps). Ou seja, temos uma fibra de 7 mais um ponto
nesta fibra, logo especificamos um ponto de 70,4- Em (KOCK and VAINSENCHER,
1999, Exemplo 1.4.2) é esbocado um argumento mostrando que de fato, U0,4 e M% nao

somente estao em bijecao como de fato My 5 é uma familia tautolégica.

4.2.2 A fronteira

A fronteira de Mo,n ¢é formada por elementos que corresponde a curvas re-
dutiveis, que sao as degeneracoes que precisamos introduzir a fim de obtermos um espago
compacto. Estamos particularmente interessado nos divisores de fronteira, i.e., ciclos con-
tidos na fronteira de codimensao 1. Vamos estabelecer algumas notacoes. Denotemos por
[n] o conjunto das marcas. Para cada particao AU B = [n], onde A e B possuem pelo
menos dois elementos cada, podemos associar um divisor irredutivel D(A|B). Um ponto
genérico deste divisor corresponde a uma curva n-marcada com dois galhos C' = C,UCp,
onde os pontos de A (resp. B) estdo em Cy (resp. Cp). Knudsen mostrou que a fronteira
de My, é um divisor de cruzamentos normais (cf. KNUDSEN, 1983, Teorema 2.7). Ele
também estudou (cf. KNUDSEN, 1983, Seccao 3) certos morfismos ’clutching’ e encon-
trou um estrutura recursiva na fronteira. Cada ciclo de fronteira é naturalmente isomorfo
ao produto de espacos modulli de dimensao menor. Se, por exemplo, considerarmos o
divisor D(A|B) e denotarmos por x o ponto de intersecgao dos galhos, entao teremos um
elemento de MQ Aufzy € um elemento de MO,BU{x}- Reciprocamente, cada elemento de

M, AUz} X Mo, Bu{z} produz um divisor do tipo D(A|B). Assim, obtemos um isomorfismo
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canonico:
D(A|B) = Mo auiay X Mo pua)

Em particular, concluimos que os divisores de fronteira sao lisos e irredutiveis, visto que
os espacos modulli o sao. O mapa de esquecimento Mo,n — MOA = P! é de especial
interesse. Tome um dos divisores de fronteira de M4, digamos D(ij|kl). O pull-back
para My, é uma soma de divisores D(A|B) sob todas as particoes A U B = [n] onde
i,j7€ Aek,le B. Como todos os pontos de P! sdo linearmente equivalentes, segue que

os pull-back também o sao. Assim, obtemos as relagoes fundamentais:

> DAB)= Y  DAB)= Y D(AB)

i,jEA|k,lEB i,keA|j,leB i,leA|j,keB

em Al(ﬂom). Também vale a seguinte relacao de interseccao entre os divisores
D(A|B) = D(A'|B") =0

sempre que nao houver relacao de inclusao entre os conjuntos A, B, A’, B'. Essas relacoes,
juntamente com as relagoes fundamentais determinam o anel de Chow A(M.,) (cf. KEEL,
1992, Teorema 1). Em seu artigo, S. Keel ainda dd4 uma construgao alternativa para os

espacos My, além de calcular seus nimeros de Betti.
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5 MAPAS ESTAVEIS

Neste capitulo trataremos de um dos principais objeto do nosso estudo: o
espaco modulli de mapas estaveis. No seguinte estudaremos os invariantes de Gromov-
Witten. Comecamos tratando das defini¢cdes e conceitos basicos. O conceito de estabi-
lidade de Kontsevich diz respeito a mapas n-marcados e esta intimamente relacionado
as curvas n-marcadas e com os espacos de Mumford-Knudsen, estudados no capitulo an-
terior. Veremos que a nocao de estabilidade de um mapa é equivalente ao fato de o
mapa possuir finitos automorfismos. Consideraremos um problema modulli relacionado
e veremos que existe um espago modulli grosseiro Wgyn(X ,B) associado, se X for uma
variedade suficientemente boa. Tal espacgo serd obtido pela colagem de espagos modulli
de mapas ’rigidificados’, e estes ultimos serao obtidos pelo quociente de um fibrado sobre
os espacos de Mumford-Knudsen por um grupo de simetrias finito. Por fim, estudaremos

as propriedades da fronteira de M, (X, ).

5.1 Visao geral

Definicao 5.1. Seja X um esquema sobre C. Uma familia de mapas sobre S de curvas

n-marcadas quase-estaveis de género g para X
(7'(' :C — S, {pi}lgigna JIA C — X)

consiste em: (i) Uma familia de curvas n-marcadas de género g quase-estéveis 7 :C — S

com n secgdes pi, ..., Pp. (i) Um morfismo p : C — X Duas familias de mapas sobre S

(m:C—= 5 {pi}, 1)

(7" :C"—= S, {pi}, 1)

sao isomorfas se existe um isomorfismo 7 : C — C' que comuta os diagramas:

C————= C———= C - C’
x % k 4 \“\ %
S S X

Quando 7 : C — Spec(C) é o mapa estrutural, (7 : C' — SpecC, {p;}, n) é

escrito apenas (C, {p;}, 1). Neste caso, (C,{p;}, 1) pode ser visto simplesmente como um

mapa 4 : C' = X, onde C é uma curva n-marcada.

Defini¢ao 5.2. O mapa (C,{p;}, 1) é dito estdvel se as seguintes condigoes valem para
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cada componente £ C C: (1) Se E = P! e u(F) é um ponto, entao E contém pelo menos
trés pontos especiais. (2) Se E tem género aritmético g = 1 e é mapeado a um ponto
por u, entao E contém pelo menos um ponto especial. Uma familia de mapas marcados
(m:C— S, {pi}, p) é dita estavel se o mapa marcado em cada fibra geométrica de 7 é

estavel.

Seja X um esquema sobre C e f € A1 X. Um mapa pu: C — X representa 3
se u*([C]) = B, onde [C] denota a classe fundamental de C'. Defina um funtor contrava-
riante Mg,n (X, B) da categoria dos esquemas algébricos complexos para a categoria dos
conjuntos como segue. Para cada esquema S, seja M, ,, (X, 3) (S) o conjunto das classes
de isomorfismo de familias de mapas estaveis sobre S de curvas n-marcadas de género g
para X que representam a classe . Behrend e Manin provaram que existem Deligne-
Mumford stacks algébricos proprios que sao espagos de modulli grosseiros projetivos para
qualquer género g, para o problema modulli descrito acima (cf BEHREND and MANIN,
1996, Teoremas 3.6 e 3.14) Em género g = 0, se X é variedade projetiva nao-singular
e convexa, os espacos de modulli grosseiros sao variedades normais e sao o quociente de

variedades nao-singulares por um grupo finito.

Teorema 5.1 (Behrend, Manin - 1996). Existe um espago de modulli grosseiro e projetivo
M, (X, ) que representa o funtor M, , (X, 3)
Assim, M, (X,3) é um esquema munido de uma transformagao natural de

funtores

¢ My, (X, 8) = Hom (%, My, (X, ))

satisfazendo as propriedades: (I) ¢(Spec(C)) : M, (X, B) (Spec(C)) — Hom (Spec(C),
é uma bijecido de conjuntos (II) Se Z é um esquema e v : M, (X, 8) — Hom (x,Z)

uma transformagao natural de funtores, entao existe um tnico morfismo de esquemas

v Mgn(X,8) = Z

tal que ¢ = 7 o0 ¢ (onde 7 : Hom (*,Mgm (X, B)) — Hom (x,Z) é a transformagao
natural induzida por 7). Lembremos que os espagos de Mumford-Knudsen Mg,n também
satisfazem propriedades andlogas as propriedades (I) e (II) acima. Em particular, temos

uma transformagao natural de funtores:
¢o : My, — Hom (%, M)

Observe que os espagos Mg’n (X, ) generalizam os espagos Mg,’m De fato, temos:

Proposigao 5.1. Seja M, o espaco de Mumford-Knudsen de curvas n-marcadas estéveis
de género g . Entdo: a) Mg (P!, 1) = Spec(C) b) M, (P°,0) = M,,, ¢) M, (P",0) =
M, x P

My, (X, 5))
é
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Demonstragdo. Fixemos a notagao. Denote simplesmente M = M, , (P",d). Seja ¢y :
My, — Hom (x, M) atransformagcao natural de funtores. (a) é 6bvio pois um elemento
€ = (C, {pi}, u) € Moy (P!, 1) é simplesmente um mapa u : C — P! de grau 1, onde
C' ¢ curva racional, logo C' = P!, Assim, todos os tais mapas sdo isomorfos e existe
somente uma classe de equivaléncia. Logo, M,, (P!, 1) é um ponto, isto é, Spec(C).
(b) Um elemento & = (C, {p;}, u) € M, (P° 0) é essencialmente uma curva n-marcada
(C, {p;}) pois pu : C — P® = Spec(C) ¢ o mapa estrutural. Construiremos formalmente

uma transformagao natural de funtores
¢ My, (P°,0) — Hom(x, M,,,)

que vai satisfazer as propriedades (I) e (II) acima, do seguinte modo. Dado & = (C' —
S, {pi}, 1) € M(9), seja ¢(S)(€) € Hom(S, M,,,) o morfismo

S — M,,

s +— (Cs {pils)})

é facil ver que ¢(Spec(C)) : M(Spec(C)) — Hom(Spec(C), M,,,) é uma bijegao de con-
juntos. Assim a condicao (I) é satisfeita. Para a condigao (II), seja Z um esquema e
Y My, (P°,0) = Hom(x, Z) uma transformacio natural de funtores. Devemos mostrar
que existe um tunico 7 : Mgm — Z tal que 1 se fatora por 7. Para isso, definamos uma

nova transformacao de funtores
Yo : My, — Hom(x, Z)

do seguinte modo. Para cada £ = (C — S, {pi}) € Myn.(S) seja 1¥o(S)(€) = (&, u) |
onde 1 é o mapa estrutural p : C' — PY. Assim, pela propriedade universal dos espacos
M, existe um tnico morfismo v : M,, — Z tal que 1y = 7 o ¢p. Dai, é fécil ver
que ¢ = 5o ¢. Com efeito, se & = (C — S, {pi}, p) € M(S), entdo 7 o ¢(5)(&) =
7y o go(C — S, {pi}) = o(S)(C — S, {pi}) = ¥(5)(§). (c) Isso também ¢ claro, pois
um elemento & = (C' — S, {p;}, u) € M(S) é determinado especificando uma curva
n-marcada (C' — S, {p;}) e um ponto p € P" que é a imagem de C por u. Formalizando,
defina
¢: My (P7,0) = Hom(x, My, x P)

do seguinte modo. Dado & = (C' — S, {p;}, ) € M(S) seja ¢(S)(§) € Hom(S, My, xP")

o morfismo

S — My, xP"
s = (Cs, {pi(s)}) x u(C)
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Pela observacao acima, é claro que

¢(Spec(C) : M(Spec(C)) — Hom(Spec(C), M, x P")

é uma bijecdo de conjuntos. Agora, seja 1) : M — Hom(*, Z) outra transformacao natural

de funtores. Para cada p € P" defina
by : Mgy — Hom(x, Z)

como segue. Para cada & = (C — S, {pi}) € M,.(9) seja 1,(5)(&) = (&, ), onde
u(C) = p € Pr. Para este 9, existe um tnico 7y, : M,, — Z tal que ¥, = 7, o ¢y. Defina
agora vy : My, x P" — Z por v(&,p) = 7,(£) € Z. Uma conta andloga a feita acima
mostra que ¢ = o ¢. [

Seja (C, {p;}, 1) um mapa de uma curva n-marcada quase-estavel para X. Um

automorfismo do mapa é um automorfismo 7 : C' — C satisfazendo p; = 7(p;) e p = por.

Lema 5.1. Um mapa (C,{p;}, 1) é estavel se, e somente se, possui um nimero finito de

automorfismos.

Demonstragao. Seja p: C' — X um mapa estavel. Se a curva (C,p1,...,p,) é estavel
como curva n-marcada, nao ha o que fazer. Suponha entao que ela nao seja estavel e seja
E C ' um galho instavel. Pela condigao de estabilidade do mapa, necessariamente F
nao é mapeado a um ponto. Considere um automorfismo ¢ de p e E' = ¢(FE). Temos,
pE © ¢ = pe. A implicacao estard concluida se provarmos o seguinte fato: Fato:
Sejam p, 1/ : P! — X mapas nao constantes. Entao existe apenas um ntimero finito de
automorfismos ¢ : P! — P! tais que 4/ = po ¢. Prova: Seja L o corpo de funcoes de P*
e K o corpo de fungoes da curva imagem p(P'). O mapa p induz uma inclusao K C L
e existe apenas um numero finito de automorfismos de L que respeitam tal inclusao.
Reciprocamente, suponha que p nao seja estavel. Entao existe um galho instavel £ C C'
que é mapeado a um ponto. Existem infinitos automorfismos neste galho e cada um
desses automorfismos pode ser estendido para C' definindo-os como a identidade nas outras
componentes. Como p(FE) = {ponto}, esses automorfismos claramente comutam com g,

logo encontramos infinitos automorfismos do mapa. O

Dizemos que uma variedade nao-singular X é convexa se para todo mapa
p: P! — X tem-se que H' (P!, u*(T)) = 0. Denotemos por M;n (X,8) € My, (X,B)
o lugar aberto dos mapas sem automorfismos nao-triviais. O segundo teorema d& mais

informagoes sobre os espacos de modulli dessas variedades:

Teorema 5.2. Seja X uma variedade convexa projetiva nao-singular.
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1. M,, (X,B) é uma variedade projetiva normal de dimensdo pura igual a

dim(X) + /cl(TX) +n—3
B
2. M,, (X,5) é localmente o quociente de uma variedade nao-singular por um grupo
finito.
3. M;n (X, 8) é uma variedade nao-singular e, ademais, é um espag¢o de modulli refi-

nado para mapas estaveis sem automorfismos.

A fronteira de ngn (X, ) é o lugar que corresponde a curvas de dominio
irredutivel. Lembre que a fronteira dos espacos de Mumford-Knudsen Mg,n é um divisor

de cruzamentos normais. Aqui acontece a mesma coisa, conforme o teorema seguinte:

Teorema 5.3. Seja X uma variedade convexa projetiva nao-singular. A fronteira de
M, (X,5) é um divisor de cruzamentos normais (a menos de um quociente por um

grupo finito).

As n marcas induzem n mapas de avaliacao canonicos p, . . ., p, em M, (X, B).

Para cada 1 < i < n defina uma transformagao natural
0, : Mg,n (X, B8) = Hom (x, X)

como segue. Seja & = (1:C — S, {p:}, p) € My, (X,) e defina 0;(S)(§) = pop; €
Hom (S, X). Pelo Teorema 5.1, segue que #; induz um tnico morfismo de esquemas
pi Mgm (X, 5) — X. Pela propriedade universal dos espago de Mumford-Knudsen Mg,n,
cada elemento ¢ € M,,, (X, 3) induz naturalmente um morfismo S — M,,,. Portanto
existe um mapa de esquecimento natural n : M, (X, 8) = M, que essencialmente es-

quece o mapa. As provas desses teoremas sao longas, técnicas e magantes, mas nao iremos

privar o leitor totalmente delas. Nas seccoes que se seguem, daremos um esboco geral da
construcao desses espacos de Kontsevich de mapas estaveis. Os espacos de Mumford-
Knudsen sao usados de maneira fundamental. Os detalhes podem ser encontrados no
artigo original (BEHREND and MANIN, 1996) ou nas excelentes notas (FULTON and
PANDHARIPANDE, 1995). Embora sejamos um pouco genéricos, sempre teremos em

mente o caso X = P" que é o que mais nos interessa.

5.2 Construcao dos Espacos de Kontsevich

A construcao dos espagos de mapas estaveis é feita em duas etapas. Primeiro
construiremos espagos modulli rigidificados que correspondem a uma condi¢ao mais restri-
tiva, que, no final, serdo abertos de My, (P", d). Em seguida, colaremos estes abertos para

obtermos o espaco desejado. A ideia geral é usarmos os espacos de Mumford-Knudsen e a
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partir deles construir fibrados sobre abertos de M ,,. A seguir, construiremos quocientes

desse fibrados para obtermos os espacos rigidificados.

5.2.1 Espacos rigidificados

Nesta subseccao esbocaremos a construcao dos espacos rigidificados, que cor-
respondem a mapas com certa condicao de transversalidade. Antes, porém, de nos aven-
turarmos em detalhes mais técnicos, vejamos a ideia geral em um exemplo mais simples,
com r = 2. Suponha que os espacos de mapas estaveis ja foram construidos. Vamos olhar
para Moyn(Pz, d) e fixemos trés retas Iy, lo, I3 em P? definidas por formas lineares 1, T, T3
em Opz2(1). Olhamos agora para o conjunto de mapas i : C' — P? que satisfazem a se-
guinte condigao: para cada j = 0,1,2 o divisor D; := p*l; consiste em d pontos distintos
nao especiais de C'. Além disso, os pontos de D; sao distribuidos nos galhos de acordo
com os graus destes: se j restrito ao galho £ tem grau dy entao D; tem dy pontos em F.

Tal conjunto é um aberto de My, (P2, d). Denotemos:

Note que os tres divisores sao linearmente equivalentes, pois sao determinados pelas
secgoes s; = p*r; do mesmo fibrado linear p*Op2(1) (veja Proposigao 2.2). Observe
ainda que tais mapas realmente cobre todas as possibilidades, isto é, para cada mapa
p o C — P? existe uma escolha de trés retas tais que p pertence ao aberto correspondente.
Para ver isso, use Bertini 2.2. Agora, para cada mapa u : C' — P? que satisfaz a condicao
de transversalidade descrita acima, podemos associar uma curva racional m-marcada C,
onde m = n + 3d. A curva base é simplesmente C' e as marcas sao as n marcas originais

juntamente com as 3d marcas gj; com 0 < j < 2,1 <k < d. O fato relevante aqui ¢

[©N

que a curva C é estével como curva m-marcada se, e somente se, 0 mapa pu:C — P?
estavel como mapa. De fato, suponha que u é estavel e consideremos um galho £ C C.
Se este galho tiver grau 0, entao ele ja é estavel, pela condigao de estabilidade do mapa
(. Se ele tiver grau dy > 0, entao sao adicionados mais 3dy > 3 marcas, distintas dos
pontos especiais ja existentes, o que garante a estabilidade deste galho. Reciprocamente,
suponha que p nao seja estavel. Entao terfamos um galho de grau 0 com menos de trés
marcas, ou seja, instavel. Como ele tem grau 0, nao receberda nenhuma das marcas novas
¢;r € continuard instavel. Observe agora que para as curvas C construidas dessa maneira
sao tais que os divisores D; = ), ¢;i sdo equivalentes. Reciprocamente, se C satisfaz essa
propriedade, entao ela é uma curva que provem desse tipo de construcao, isto é, existe
uma curva estdvel C' e um mapa estével u : ¢ — P? tal que a curva C' é obtida de C
acrescentando as marcas provenientes dos pull-back p*l;. O subconjunto de Mﬂ,m dessas
curvas C' assim obtidas serd denotado por B. Note que B certamente contém todas as

curvas irredutiveis. A condicao necessaria e suficiente para que uma curva m-marcada
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(C, {pi}, {qjr}) esteja em B é que ela seja balanceada. O que queremos dizer é que o
ntimero de pontos do divisor D; em cada galho de C néo dependa de j. Ou seja, os trés
divisores se distribuem igualmente nos galhos. Temos que B é um aberto nao vazio de
My,,. Observe, porém, que existem ambiguidades na construgio de C. Por exemplo,
ao passo que os divisores D; estao bem definidos, a ordem dos pontos ¢;, nao ¢ dada
canonicamente. Podemos permutar estes pontos (com j fixo) e obtermos curvas diferen-
tes (nao isomorfas). Outro ponto a considerar, é que mapas distintos podem induzir a
mesma curva C. Basta, por exemplo, compor g com um automorfismo ¢ : P2 — P? que
preservas as retas ;. Assim, existe um C* x C* de mapas nao-isomorfos que produzem a
mesma curva m-marcada. Precisamos, entao, refinar mais a construcao, de modo a evitar
tais ambiguidades. Temos um C* x C*-fibrado sobre B. Consideremos o espaco total
Y desse fibrado. Agora estda tudo bem: cada ponto de Y define um tnico mapa estavel
n-marcado que satisfaz a condicao de transversalidade imposta acima. O passo seguinte
é considerarmos os quociente Y/G, onde G é o produto de trés cépias do grupo de per-
mutacoes de d letras. Observamos que G age em Y permutando os pontos g;1, . . . , gjq com
j fixo. A principio esta acdo pode mudar a curva m-marcada C, mas os mapas associados
sao isomorfos. Assim, quando passamos ao quociente Y /G obtemos uma bijegdo com B.
Agora que temos uma ideia geral do topico, vejamos tecnicamente. Advertimos que aqui

algumas provas serao omitidas. Suporemos durante a construcao que r > 0, d > 0 e
(g,mn,d,r)#(0,0,1,1).

Definigao 5.3. Seja P" = P(V). Entao V* = H°(P",Op-(1)). Seja t = (to,...,t,)
uma base de V*. Uma familia estdvel t-rigida de mapas de grau d de curvas género g

n-marcadas para P" consiste na seguinte informagao:

(7 :C— S, {pi}i<i<n, {@istoizrs 1)

onde: (i) (m:C — S, {p:i}, 1) é uma familia estavel de mapas de grau d de curvas género
g n-marcadas para P" (ii) (7 : C — S, {p:}, {¢;;}) é uma familia plana e projetiva de
curvas m-marcadas género g com seccoes {p;} e {¢;;} (onde m =n+d(r +1)). (iii) Para

cada 0 <7 < r existe uma igualdade de divisores de Cartier
() = qin + G2+ + Qi

Observe que a condigao (iii) implica que cada mapa fibrado da familia in-
tersecta cada hiperplano (¢;) C P" transversalmente. A condigao (ii) garante que es-
sas intersecgOes s@o pontos nao marcados e nao singulares. Se (g,n,d,r) = (0,0,1,1),
entdo m = 2. Nao existem curvas racionais 2-marcadas, por isso o caso (0,0,1,1) é ex-
cluido. Defina agora um funtor contravariante ﬂgm(]}”, d,t) da categoria dos esquemas

algébricos complexos para a categoria dos conjuntos como segue. Para cada esquema



47

S, seja M, ,(P",d,t)(S) o conjunto das classes de isomorfismo de famflias de mapas de
grau d estéveis t-rigidas sobre S de curvas género g n-marcadas para P". Note que tal
funtor depende somente dos hiperplanos gerados (t;) C P" e nao da particular escolha das
equacoes t;.
Proposicao 5.2. Existe uma variedade nao-singular Mo,n (]P”", d, f) que representa o fun-
tor Mo, (P",d,?).

Provaremos a 5.2 construindo explicitamente Mg, (P",d,), munido de uma
familia universal de mapas estdveis t-rigidos. Antes, porém, fixemos alguma notacao e
terminologia. Seja 7 : Up,n — Mo, a curva universal com m secgoes {p;} e {qi;}.
Como UO,m é nao-singular e as seccoes sao de codimensao 1, existem fibrados em retas

canonicamente definidos:
Hi = OUOYm(Qi,l‘i‘"'"i‘Qi,d)y 0<i:<r

Sejam s; € H(Uy,,, H;) a secgio candnica que representa do divisor de Cartier (g;; +

.-+ ¢ q4). Dado agora qualquer morfismo v : X — MO,m; considere o produto fibrado

J— 7 R—
X XMO,m U(),m I UO,m

T

X Mo

Dizemos que o morfismo v : X — My, é H-balanceado se: (a) V1 < i <7, mx. 7 (H; ®
Hy') é localmente livre (b) V1 < i < r, 0o mapa canonico mimx. 7 (H; @ Hg ') — 7 (H; ®
Hy') é um isomorfismo. Note que se v é H-balanceado, os fibrados em retas 7*(#;) sido

isomorfos nas fibras de 7x.

Demonstragao. (da Proposigdo 5.2) Visto que os H; possuem o mesmo multigrau em
cada fibra geométrica de 7y, entao existe um subesquema localmente fechado B C Mo,m
satisfazendo as seguintes propriedades: (i) A inclusdo i : B < M, é H-balanceada. (ii)
Todo morfismo H-balanceado v : X — M., se fatora (unicamente) através de B. E de
fato, B C My,, é um aberto de Zariski. (cf. FULTON and PANDHARIPANDE, 1995,
Proposicao 1) Seja G; = mp.i*(H; @ Hy') para 1 <i <r. Seja 7; : Y; — B o espaco total
do C*-fibrado associado a G;. Assim, Y; é o fibrado vetorial afim associado a G; menos a
seccao nula. O pull-back 7;%(G;) possui uma secgao tautoldgica que nao se anula e portanto

é canonicamente trivial. Considere o produto
Y =Y, xgYs--- xpY,

munido das projegoes p; : Y — Y; e de um morfismo 7 : Y — B. Do diagrama
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U—"=Tm

JoF

Y—>TB CMO,m

segue que os fibrados 7*(H;) sao isomorfos a £ := 7*(H,) em U para todo

. . . -1 P . ..
1 <i<r,visto que T(H; ® Ho ) = w5 pir(Gi) e 77(G;) é canonicamente trivial. Agora,
via pull-back e isomorfismos canonicos, 7;(s;) corresponde canonicamente a uma secgao
de L. Como essas r+1 seccoes nao se anulam simultaneamente, elas definem um morfismo

iU — P" como segue. Defina um mapa de espagos vetoriais

Ve — HOL)

ti — Ti(si)

O mapa sobrejetivo induzido V* ® O — L induz um morfismo pu : U — P". As secgoes

{pi}, {@:;} podem ser vistas, via pull-back, como seccoes de my. Afirmacao: A familia

<7Ty U — Y, {pz‘}, {Qi,j}a /vb)

é uma famflia universal de mapa mapas estaveis t-rigidos,e portanto Mg ,(P",d,f) =Y.
Prova da Afirmagao: A estabilidade da familia de mapas(my : U — Y, {p;}, p) é facil.
Cada fibra C' de my é uma curva racional m-marcada estavel com marcas {p;} e {¢;;}. Seja
E C C um galho. Suponha que dim(u(E)) = 0. Pela condi¢ao de trasnversalidade (iii),
E nao possui marcas das seccoes {g; j}. Mas como C' é estdvel m-marcada e nenhumas
das marcas {¢; ;} cai em E, devemos ter degg(wc(p1 + -+ p,)) > 0. Logo a condigao
(1) da definigdo de estabilidade de mapas ¢ satisfeita por E. Portanto a familia de
mapas(my : U — Y, {p;}, u) é estdvel. Por construgao, tal familia é ¢-rigida. Por fim,

devemos mostrar que a familia (7y : U =Y, {p;},{q:;}, 1) é universal. Para isso, seja

(m:C— S, {pi}, {a;}v)

uma familia de mapas estdveis ¢-rigidos. Ora, como (7 : C — S, {p;}, {¢:;}) é uma familia
plana de curvas racionais m-marcadas estéveis, existe um mapa induzido A : S — M,
tal que a familia induzida por pull-back S XHO’mU(]’m é canonicamente isomorfa a (7 : C —
S, {pi}, {a,}). Mostraremos que A é H;-balanceada. O par (X (H;), A (s;))determina o
divisor de Cartier ¢;; + -+ + ¢iq em C.O mapa v ¢ induzido por uma transformacao
linear ¢ : V* — HO(C, v*(Oprv)(1))). Seja z; = ¥(t;). Pela condigao (iii) de estabilidade
t-rigida,o par (v*(Opr(vy(1)), 2;) determina o divisor de Cartier ¢;1 + - - -+ ¢;4 em C. Por
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2.2, existem isomorfismos canonicos

%k

Portanto A é H;-balanceado. Pela propriedade universal de B, A se fatora por B: A : S —

B. Existem isomorfismos canonicos
(N (H; @ HGY) = \(Gh)

Os isomorfismos X (H;) = v*(Oprv)(1)) determinam seccdes canonicas de X (H; @ Hg').
Os isomorfismos m,(A (H; @ Hg ') = A*(G;) determinam entéo seccoes de X*(G;) que nao se
anulam. Portanto existe um mapa S — Y. Verfica-se que o pull-back da familia universal

sobre Y nos d4 uma familia de mapas estdveis t-rigida que é canonicamente isomorfa a
familia (7 : C — S, {p:}, {q;},v)- O

5.2.2 A colagem

Agora que temos os esquemas 'rigidificados’ Mgvn(IP”", d,t), o préximo passo
serd cola-los para obtermos os espaco Mgﬁn(IP”’, d) desejado. ¢ claro que dado um mapa
de curvas marcadas pu : C — P” e uma dada base ¢ de V* = H°(P",Op(1)), pode
ser que i nao seja rigido para esta escolha de base. Porém, o Teorema de Bertini
2.2 nos garante que p serd rigido com respeito a alguma base. Assim, é razoavel su-
por que os espaco modulli de mapas estaveis Mg,n(IP”’,d) sera, de fato, obtido pela
colagem de todos os espacgos Mgvn(IP”“,d, t) para todas as escolhas de bases t de V*.
Esbocaremos como se dé essa colagem. Os detalhes podem ser encontrados em (FUL-
TON and PANDHARIPANDE, 1995, subsecgdo 4.1). Notagao: M(t) = M, (P, d,?).
Escrevemos (7T U — M(E), {pi}, {9}, u) para a familia universal de mapas t-rigidos em
género 0. Denotaremos por &, o grupo de simetrias de d letras. Seja o produto de r 4 1
copias de By:

G=Ggr=06;%x---x8y

Note que existe uma acdao natural de G em M(f) que permuta a ordem de cada um
dos r + 1 conjuntos de secgoes {¢;1,...,¢.qf para 0 < i < r. Ou seja, para cada 0 =

(00,...,0,) € G a familia

(7r U — M(f), {]%}y {Qi,o'i(j)}7 '“)

também é uma familia #-rigida sobre M(f). Pela propriedade universal, a familia permu-
tada induz um automorfismo de M (f). Mas M (%) é quasi-projetivo e G é finito, logo o
existe um esquema quociente quase-projetivo M(Z) /G. Agora, suponha que temos duas

escolhas distintas para bases de V*, digamos, t e 7. Seja pu : U — P a familia univer-
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sal sobre M (%). Denote ainda M(Z,7) C M(%) o lugar aberto sobre o qual os divisores
(), ..., 1t () sdo A tale,disjuntos e disjuntos das seccdes {p;}. O aberto M(f,7) é
G-invariante, assim temos um quociente quase-projetivo bem definido M (7, Zl) /G. Como

é de se esperar, existe um isomorfismo canonico

MET))G=ME,D/G

(vide FULTON and PANDHARIPANDE, 1995, Proposicao 4 para a demonstracao desse
fato) Além disso, tais abertos satisfazem as condigdes de cociclo. Assim, podemos colar
os esquemas M (Z) /G ao longo dos abertos M(%,)/G. O que obtemos como resultado é o
esquema M, (P, d). As propriedades universais de M, ,(P", d) derivam das propriedades
universais de M (). Mostra-se ainda que M,,(P",d) é um esquema algébrico de tipo
finito sobre C. Usando os critérios valorativos, mostra-se que Wg,n(]P’T, d) é um esquema
algébrico complexo separavel e proprio. Usando uma técnica devida a J. Kéllar, prova-
se que também é projetivo. (cf. FULTON and PANDHARIPANDE, 1995, subsec¢oes
4.3 e 4.4 para os detalhes técnicos). Construidos os espagos Mgm(]P"’,d), usa-se teoria

da deformacao para construir os espacos M,, (X, ), onde X é variedade projetiva e

B € AYX) (veja FULTON and PANDHARIPANDE, 1995, Seccao 5).

5.3 Divisores de Fronteira

Nos concentraremos agora no estudo da fronteira de M, (P",d). A estrutura
da fronteira de Mg,n(]P”", d) é bastante similar aquela dos espagos de Mumford-Knudsen,
pois as propriedades da fronteira M, (com m = n+d(r+1)) sdo herdadas pela fronteira
de ngn(]P’T, d). Assim, tal fronteira corresponde a mapas com dominio redutivel. é im-
portante lembrar também que a fronteira de Mom ¢ um divisor de cruzamentos normais.
O mesmo ocorre com a fronteira de M, (P",d). A fim de estudarmos a fronteira com
mais detalhes, necessitamos de alguma terminologia. Assim, uma particio d-ponderada
de [n] ={1,...,n} é uma particdio AU B = [n] e uma parti¢do de inteiros ndo negativos
d = da + dg. Consideremos entdo uma partigao d-ponderada com AU B = [n| com
#A>2 (resp. #B >2) se dy =0 (resp dg = 0). A esta partigdo associamos um divisor
irredutivel, chamado divisor de fronteira, denotado D(A, B;da,dg). Tal divisor corres-
ponde ao lugar dos mapas g com dominio redutivel C' = C4 U C'g tais que os pontos de
A (resp. B) pertencem ao galho C4 (resp. Cpg) e tal que p restrito a C'y (resp. Cp) tem
grau d (resp. dp). Note a analogia com os divisores de fronteira D(A|B) dos espacos de
Mumford-Knudsen.

Proposicdo 5.3. A unido dos divisores de fronteira em M, ,(P",d) é um divisor de

cruzamento normais, moédulo um quociente finito.



51

5.3.1 Estrutura recursiva

Lembre que no caso dos espagos de Mumford-Knudsen, o divisor de fronteira que corres-

ponde a partigao AU B = [n] é naturalmente isomorfo (por colagem) ao produto fibrado:

MO,AU{:J:} X MO,BU{m}

Como esperado, uma construgao andloga existe para o divisor de fronteira K = D(A, B;da,dg)
de Mgm(]P”", d). Se denotamos My = H(J,Au{x} eMp = MO,BU{Q:} e consideramos os mapas

de avaliagdo na marca {x}: ey : My— Xeeg: Mg — X. Sejam ainda 74 e Tp as
projecdes de M4 x Mg no primeiro e segundo fator, respectivamente. Denotamos por

K o produto fibrado K = My xpr M p, com respeito aos mapas de avaliacio ey e ep.
Mostra-se que K é uma variedade projetiva normal de dimensio pura. Ademais, se A # )

e B # 0, existe um isomorfismo canénico v : K — D(A, B;da,dg) (cf. FULTON and
PANDHARIPANDE, 1995, Lema 12).

5.3.2 Divisores especiais

Para n > 4 podemos considerar a composi¢ao dos mapas de esquecimento:
Mo, (P, d) — My, (P",4) — M4, o qual é um mapa plano. Definimos o divisor D(ij|kl)

em M, (P",d) como sendo o pull-back do divisor (ij|kl) em Mg,. Em outras palavras:
D(ij|kl) = > D(A, B;da, dp)

onde a soma é sobre todas as particoes d-ponderadas tais que 7,7 € A e k,l € B Agora,
lembrando que em M 4 = P! os trés divisores D(ij|kl), D(ik|jl), D(il|jk) sdo equivalentes,

obtemos a relacao fundamental, uma equivaléncia entre os divisores especiais:
D(ij|kl) = D(ik|jl) = D(il|jk)
Tal equivaléncia serd essencial na demonstracao da férmula de Kontsevich.

5.3.3 Lema de Recursao

Um resultado de extrema importancia é o Lema de Recursao, provado abaixo,
que serd fundamental na demonstracao da associatividade do produto quantico (vide o
préximo capitulo). Vamos considerar os espagos mais gerais WO,Q(X ,B), onde X é uma
variedade homogeénea e 8 € A'X. Definimos os divisores D(A, B; 31, 32). Sejan > 4 e
AU B uma partigao de [n] e 51 + B2 = f € A1 X. Assim, definimos:

D(AB; 51aﬁ2) = MU,AU{Z}(Xa 51) Xx MO,BU{I}(Xa 52) C Ho,n(X, 5)
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Um ponto em D(A, B; 31, 52) corresponde a uma mapa com dominio redutivel C' = C1UC,
em que 1, ([C;]) = B; ,i = 1,2. Os pontos marcados com indices em A (resp. B) pertencem
a C (resp. Cy) e as curvas C e Cy se intersectam no ponto x . E finalmente, a condigao
de produto fibrado na definicao nos garante que os mapas tem o mesmo valor em x, de
modo que eles colam bem para formar o mapa . Podemos enunciar agora o lema de

recursao:

Lema 5.2 (Lema de Recursao). Seja

i: D(A, B; B1, B2) = Mo augay (X, B1) x Mo pugay (X, Ba)

a inclusao natural e seja « o mergulho natural de D(A, B; (1, 32) como divisor em

My..(X,8). Entao para quaisquer classes 7, ...,7, € A; X, vale que:

o (pi(m)U---Upu(tn) =
= Yoer 99 (Taea ra(va) - 05(T2)) X (Tyen P5(0) - P5(TY))

Demonstracdo. Para facilitar a notacdo, denote: M 4 = M()’Au{x} (X,B1), Mg = M07BU{I}(X, Ba),
M = My,(X,8) e D= D(A, B; B, ). Da identificacio de D com M 4 x x Mg, temos

o seguinte diagrama comutativo, onde o quadrado a direita é o produto fibrado.

M~<~>—D LMy x Mg

T

X" Xn+1 Xn+2

p 6

Uma rapida explicagao sobre os mapas que aparecem no diagrama. Aqui p :
M — X™ é o produto dos mapas de avaliacdo, os quais serdo denotados por p;. O
mapa p' : M4 x Mp — X" é o produto dos mapas p; e dois mapas p,. O mapa
§: X" — X"*2 ¢ o mergulho diagonal que repete o iltimo fator. E p: X"t — X" ¢ a

projecao nos primeiros n fatores. Assim, temos:

o (pi(m)U---Upp(m) = By 0 Q0 pH(yL X e X )
= G0 op (X e X W)
= G 0L X e Xy X [X])
= P o b (X o Xy X [X])
= P X e X X [A])
= Do 9T (X - X X T X Ty)
= e 9 (Taca ri(va) - 5(T2)) X (Tlyen o5 () - P5(TY))

Algumas explicagoes sobre essa cadeia de igualdades: a segunda linha segue da comuta-
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tividade do diagrama; a terceira segue porque p*(y; X -+ X 7)) =71 X -+ X 7, X [X]; a
quarta segue da comutatividade do diagrama; a quinta porque d,(y; X -+ X v, X [X]) =
71X - Xy, X [A]; a sexta segue da férmula de de KA%Lneth; e a sétima ¢ apenas uma

reescritura da sexta linha. O

5.4 Divisores em M, (P",d)

No caso em que X = P’, um estudo detalhado dos divisores de M =
M., (P, d) foi feito por (PANDHARIPANDE, 1999). Ele encontrou geradores explicitos
para o grupo Pic(M) ® Q. Como consequéncia, ele exibiu um algoritmo efetivo para
calcular os produtos de interseccao top. De posse destes produtos, é possivel determinar
todos os numeros caracteristicos de curvas racionais no espaco projetivo. Nesta seccao
esbocaremos em linhas gerais os resultados obtidos por ele e no capitulo 6 determinaremos

alguns desses niimeros caracteristicos utilizando sua técnica.

5.4.1 Geradores para o grupo de Picard

Denote por M = Mg ,(P",d). Sua dimensdo é m = d(r +1) +r+n—3. Neste

espaco, todo divisor de Weil é Q-Cartier, portanto existe isomorfismo
Pic® Q ~ A,,_1(M)®Q

Assim, via este isomorfismo, todo divisor de Weil determina uma classe em Pic ® Q.
Considere as seguintes classes: Os n mapas da avaliacdo de M determinam n fibrados em
retas £; = v; (Opr(1)). Denote ainda por A o conjunto das componentes de fronteira de
M. Finalmente, considere o divisor de Weil em M que corresponde ao lugar dos mapas que
intersectam um (r-2)-espago linear fixado de P". Denote por H a classe que corresponde
a este divisor em Pic ® Q. Se d = 0, ponha ‘H = 0. Em seu trabalho, Pandharipande
mostrou que {H},{L;} UA é um conjunto de geradores para Pic ® Q. Na secgao 1.2, ele
estabeleceu a independéncia QQ-linear destes geradores para 0 < n < 2. Eis o resumo da
opera:

Teorema 5.4. Sejam H,L;, A como acima. 1) Se n > 3, entdo Pic ® Q é gerado por
AU{H}. 2) Se n =2, entdo AU{Ly, Lo} é uma Q-base para Pic ® Q 3) Se n = 1, entao
AU{H, L1} é uma Q-base para Pic® Q 4) Se n = 0, entdo AU {H} é uma Q-base para
Pic® Q

Demonstracao. Vide (PANDHARIPANDE, 1999, secgoes 1.1 e 1.2) m
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5.4.2 O algoritmo de recursao

O objetivo é calcularmos os produtos top das classes geradoras e interpre-
tarmos enumerativamente. O fato é que podemos nos utilizar da estrutura recursiva da
fronteira de M e reduzir o célculo a espacos de dimensdo menor ou com menos mar-
cas. Como sabemos o valor inicial N; = retas passando por dois pontos distintos = 1,
o algoritmo determinard completamente todos os outros niimeros caracteristicos. Sejam
K, f(,eA,eB,TA,TB,MA,MB,w como na seccao 4.3.1. A classe de K pode ser expressa,

via decomposicao de Kunneth, por
(K] =Y 7i(er(La)) - Th(ea(Lp) )
i=0

onde L4 e Lp sao os fibrados em retas induzidos pelas marcas p4, pg. O pullback de ‘H
via 1) é expresso
V(M) = (Ta(Ha) + 75(HB)) &

onde H4 e Hp denotam classes de hiperplanos de codimensao 2 em M 4 e M g respecti-

vamente. Segue ainda que
V(Li) = Ta(Li) g ou V(L) = T(L:) &

dependendo se a marca p; estd em A ou B. Considere agora uma outra componente de
fronteira T'= (A’ U B’; d s/, dp diferente de K. Entao T intersecta K exatamente quando
uma das duas situagoes abaixo ocorre: i) Existe um subconjunto C' C A e um inteiro d¢
tais que

T

((A\C) U (B U C);dA — dc,dB + dc)

ou seu ’dual’: ii) Existe um subconjunto C' C B e um inteiro d¢ tais que
T=((AuC)U(B\C);da+dc,dp — dc)
Assim, podemos escrever:

¢*(T) = Z le (AU (CU {pA})>dA’dC)|f( + Z TE (B U (CU {pB})7dBde)|f(
C,dc Cyde

onde as somas sao sob todos os pares (C,d¢) que satisfazem a condicdo i) e ii) respec-
tivamente. Seja M C M o lugar dos mapas livres de automorfismos e 7 : U — M a
familia universal, munida das seccoes Si,...,s, e do morfismo u : U — P Seja w, o
feixe dualizante relativo a m. Considere os elementos 7, (c;(wy)?) e m.(s?) pertencentes a

Pic(M) ® Q via a identificagao Pic(M) @ Q ~ A,, 1(M) ® Q. Podemos expressar essas
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classes em termos dos geradores {H},{L;}, A. Pandaripande determinou explicitamente

os coeficientes. Vamos estabelecer a notagao. Considere a particao
n—1
_ 1
A=A
j=1
onde (AU B) € A] se, e somente se, 1 € A e |A| = j. Defina

K=Y K

1
KeAl
Também temos essa outra decomposicao:
n—1
a-Uav
Jj=1

onde (AU B,da,dg) € A se, e somente se, 1 € A e dy = j. Defina:

KY= Y K

KeAls

Proposicao 5.4. Com as notagoes acima, temos: 1) Parar > 2 e d > 0, vale:

T (c1(wr)?) = — Z K em Pic®Q

KeA

2) Para d = 0, vale:

1 n—2 n— i

Te(s]) = == ( 2‘7)[(} em Pic® Q
("2) =

3) Para d > 1, vale:

L2 M d— )

rs) = Lw 2o,y D
d? d = d?

Demonstragao. As provas completas podem ser encontradas em (PANDHARIPANDE,
1999, Lemas 2.1.2, 2.2.1 e 2.2.2). O

Sejam agora wy,,wr, 0s feixes dualizantes das familias universais sobre M 4 e
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Mg e s,,,s,, definidos da forma ébvia. Entao vale a relacao

—N(K) = Y (D) Tl (wn)’ — s5,))

TeA, T4K

+ (a1 (wny)® = 5,,))

Agora estéd claro como funciona o algoritmo. Como podemos expressar ma.(ci(wy,)? e
Ta«(s2,) explicitamente em termos das classes {£;},{H},A em M, e similarmente em
Mp, o mesmo é verdade para ¢*(K). E pelas equacdes acima, o pullback via 9 de
{£}, {H},A em M pode ser expresso como a restricdo a K dos pullback via 74,75 das
classes correspondentes em M 4, M 5. Assim, os mondmios top em M sdo conhecidos. Se
um deles inclui uma classe de fronteira, K, a interseccao acontece em K e as férmulas
acima nos permite escreve-lo como uma soma de produtos top das classes correspondentes

em M 4, M g, que possuem grau menor ou menos marcas, logo o processo termina.



57

6 INVARIANTES DE GROMOV-WITTEN

O objetivo central desse capitulo & estudar os invariantes de Gromov-Witten,
que sao obtidos calculando o grau de certos ciclos nos espago de Kontsevich. Estudaremos
suas propriedades e veremos sua interpretacao enumerativa. A seguir, veremos como usa-
los para construir o anel de cohomologia quantica de uma variedade homogénea X. Em
particular, serd definido um produto e, a partir de sua associatividade, obteremos relagoes
entre os coeficientes de uma determinada funcao potencial. Ao estudarmos o caso em que

X = P2, encontraremos a férmula de Kontsevich.

6.1 Definigoes e conceitos basicos

Definigao 6.1. Seja X uma variedade homogeénea, My, (X, 3) o espaco modulli de mapas
estdveis n-marcados com género g = 0. Sejam ainda p; : My, (X, 3) — X os morfismos
de avaliacao. Dadas classes arbitrarias 7, ...,7, € A*X, podemos construir uma classe

de cohomologia
pr(m) U= U pr(om)

sobre My (X, B) e entdo calcular sua componente homogénea de codimensao méxima na

classe fundamental para produzir um nimero, chamado invariante de Gromov- Witten:

Ig(vi-- ) =/ Pr(m) Y- U pp(m)

MO,n(X?B)

Se as classes sao homogéneas, tal niimero sera nao-nulo se, e somente se, a

soma de suas codimensdes for igual a dimensao de M, (X, 3):

Z codim(;) = dim X + / c1(Tx)+n—3
B
Segue da definicao que Ig(y; - ---- 7n) & invariante por permutagao das classes vq, ..., V.

Denotamos por Mg, (X, B) o lugar dos mapas sem automorfismos.
Lema 6.1. Se n > 1 entao Mg, (X, 8) C My,(X,3) 4 um aberto denso.

Demonstragio. Se 8 = 0, entdo Mo,(X,0) # 0 se, e somente se, n > 3. De fato,
Mo, (X,0) = My, x X. Deste modo, a igualdade Mg, (X,0) = My,(X,0) segue
da igualdade correspondente igualdade entre os Mo,n- Suponha g # 0. Sabemos que
Moy (X, B) C My,(X,) 4 um aberto denso. Seja (P!, {p;}, ) um ponto em My, (X, ).
4 suficiente mostrarmos que (P!, {p.}, ) & livre de automorfismos para pontos gerais
p; € P, O grupo de automorfismos A do mapa nao-marcado p : P! — X & finito, uma
vez que 3 # 0. Existe um aberto nao-vazio, de P! constituido de pontos com nao fixados

por 7, para todo 7 € A. Tome p),...,p] pertencentes a este aberto. Logo (C,{pi}u) a
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livre de automorfismos. ]

Consideremos agora um grupo algabrico G agindo transitivamente numa vari-
edade X. Sejam T'j,..., T, subvariedades de X de dimensao pura e v; = [I;] € A*X as

classes correspondentes. Suponha

Zcodim(%) =dim X + / a(Tx)+n—3
B
Denote por gI'; o g-translado de I' por g € G. O resultado que queremos provar a que a
inteseccao
prH(gi0) NN oyt (gaT ')

4 um numero finito de pontos. E mais, o invariante de Gromov-Witten relacionado &

extamente igual ao nimero de pontos desta interseccao:

Ig(yi- ) = #p1 (@ T) NN opy H(galn)

Se isso for realmente verdade, entao teremos uma interpretagao enumerativa para os
invariantes de Gromov-Witten. Vemos que Ig(7y; - -+ - 7,) & precisamente o nimero
de mapas marcados p : P! — X tais que p(p;) € ¢;I'; para todo i (aldm da condigio
w«([P]) = B). Vejamos os detalhes.

Lema 6.2. Para escolhas gendricasde I'y, ..., [, C X com Y_ codim(vy;) = dim M, (X, ),

a interseccao esquematica
pri (o) NN oy (galn)

consiste em um nuimero finito de pontos reduzidos, com suporte contido em qualquer
aberto nao-vazio pre-fixado. Em particular, tal interseccao esta contida em M*, o lugar

dos mapas livre de automorfismos com dominio irredutivel.

Demonstracao. Faremos a prova para o aberto M*, mas ficard claro que o argumento
funcionara pra um aberto qualquer. Seja G o produto de n copias de G. Assim, G age
transitivamente em X". Apliquemos o teorema de Kleiman 2.1 com Z = M\M*. Observe
que Z 4 uma subvariedade fechada de codimensdao > 1 em M = M, (X, 3).Dado um

o € GG, a imagem inversa do translado I'? & identificado com o produto fibrado
| X xn Z

Tome Y =I. Pelo teorema de Kleiman 2.1, existe um aberto denso V; C G tal que para

todo o € Vi, temos que I'? X x» Z & vazio ou tem dimI'? X x» Z = dim '+ dim Z —dim X™.
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Mas

dimI' +dim Z —dim X" = dimI; x--- x I, +dim Z — dim X"
= dimZ - codiml; <0

Logo concluimos que I'? X x» Z & vazio. Assim, em geral, a interseccao a suportada em

M*. Seja agora Y = Singl’ e aplique o teorema de Kleiman 2.1 ao diagrama

M*

l

Yye———= X"

onde o mapa vertical 4 p : M* — X" . Novamente, como dim Sing["+dim M*—
dim X™ < 0 concluimos que existem aberto denso Vo, C G tal que Bfl(Y") = () para todo
o € V,. Tome agora Y = ['\Singl. Agora estamos trabalhando com variedade lisas
e mais dimY + dim Z — dim X" = dim M — Y codimI'; = 0. Logo existe um terceiro
aberto denso V3 C G tal que para todo o € V3, a imagem inversa do translado & liso e
de dimensao 0 (ou vazio). Portanto consiste em um ndmero finitos de pontos reduzidos
(talvez vazio). Se tomarmos um o € V3 NV, N V3 a imagem inversa do translado sera

portanto um numero finito de pontos reduzidos inteiramente contido em M*. O

J4 sabemos entdo que a interseccio esquematica p; '(gi1) N -+ N p7 (galn)
a finita, mas falta ainda relacionar com os invariantes de Gromov-Witten. & o que sera

feito no lema abaixo.

Lema 6.3. Com as hipdteses e notagao acima, temos que

[5(71 tet PYn) = #p1_1<glrl) AEERD pgl(gnrn)

Demonstragdo. Suponha n > 1. Assim, pelo Lema 5.1, Mg, (X, 3) C My, (X, ) 4 um
aberto denso, logo pelo Lema 2 a interseccao p; ' (giI'1) N -+ N p;(g.I') consiste em um

ntimero finito de pontos reduzidos suportados em Mg, (X, 3). Considere agora o diagrama

fibrado:

Npi '(gT:) —= M x [ gl

l |

M M x X"

)

onde M = My,,(X,3) ei & o grafico do morfismos (py, . .., p,). Deste diagrama

obtemos que

Hpﬂgiri] N[M] =" [M X Hgiri] = [m pi_l(giriﬂ
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em Ag(M), que 4 a assercao requerida. O]

6.2 Propriedade basicas dos invariantes

Vejamos como calcular os invariantes de Gromov-Witten em alguns casos particulares.

1A° Caso:3 = 0 Neste caso, Mo, (X, ) = My, x X (Proposicio 5.1) e os mapas p; 30
todos iguais a projecao p : Mo,n x X — X no segundo fator. Como

Pr(v) U Upi(m) =p (U Uqp)

entao

Io(yy -+ %)2/ p*(%U---Uvn)zf _ mUUm
Mom,XX p*(MO,nXX)

onde a ultima igualdade & a férmula de projecao. Agora, observe que MO,n a vazio se
0<n<2 Esen >3, entdo p tem fibras de dimensdo positiva, logo p.(My, x X) = 0.
Sendo assim, a tnica maneira de [o(y; -« - - V) ser nao nulo & quandon = 3. E Mog, 4 um

ponto, e neste caso Ip(y1 72 -73) & o nimero de interseccao classico: fx v1 Uy Urys. 2A°

Caso: 7, =1 € A°X Se 8 # 0, entdo o produto pt(y1)U- - -Up*(7,) & o pull-back de uma
classe em Mg ,,_1(X, 8) pelo mapa de esquecimento € : My, (X,3) — Mo, 1(X, ) que
esquece a primeira marca. Mas como as fibras desse mapa tem dimensao positiva, entao
Ig(1-7yge--- Y,) = 0. E se considerarmos = 0, entéo pelo 1A° Caso, Io(1 -7y - - - - Tn)

se anula, a menos que n = 3. E neste caso, [y(1- v - y3) = fX Yo U 3. 3A° Caso:

v1 € A'X e 8 # 0 Neste caso, tem-se:

Iﬁ<71 ..... ’Yn) = (/B%) '15(72 ”}/n)

De fato, intuitivamente, para um mapa p : C — X com u,([C]) = (3, existem fﬂ "
escolhas para o que o ponto p; € C seja mapeado em I'; (onde 7 = [['4]). Para uma

prova formal, considere o mapa
w : MO,H(‘){? /8) — X X MO,TL—1<X7 ﬁ)

que & o produto de p; com o mapa que esquece a primeira marca. Pela féormula de
KAineth, podemos escrever 1,[Mo,, (X, )] = B x [Mon_1(X, )] + a, onde #' & uma
classe em A1 X e a a alguma classe de homologia que & suportada sobre um fechado
préprio de Mo, 1(X, ). A classe de ' pode ser calculada restringindo ao que acontece

sobre o ponto gendrico de My,,_1(X, 3). Representando tal ponto por (C,pi, ..., pn, i),
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com P!, vemos que a fibra deste ponto & isomorfa a C' e ' = p.([C]) = 8. Usando a

formula de projecao, segue que

Mon—1(X,8)]

/%) / P5(v2) U+ U pn(vm)
B Mo n—1(X,3)

Ig(yi-- ") = /[ Y1 X p5(y2) U=+ U pp(Vn)
Bx

Devemos observar que o elemento gendrico de M (X, ) pode nao ser um mapa birraci-

onal P! — X. Isso fica claro se tomarmos, por exemplo, X = P!. Neste caso, o elemento

gendrico de Mg o(P!, d) 4 um recobrimento de d folhas de P!,

6.3 O anel de cohomologia quantica

Seja Top = 1 € A’X, T1,...,T, uma base de A'X e Tp1,...,T,, uma base
para os outros grupos de cohomologia. As classes de variedade de Schubert formam
uma base natural para variedades homogéneas. Os nimeros fundamentais contados pelos

invariantes de Gromov-Witten sao os nimeros
. _ Mp+1 n
N(”P—Fla"'anmaﬁ)_IB(Tp—&—l 7"'7Tmm)

para n; > 0. Os numeros acima sao nao-nulos somente quando Y n;(codim7; — 1) =
dim X + |, 5C1 (T'x) — 3. E neste caso, esse 4 o numero de mapas racionais marcados que
intersectam n; representantes gerais dos T; para cada ¢ = p + 1,...,m. Defina agora os

ntimeros g;; para 0 < ¢, < m da seguinte maneira:

gij:/TiUTj
be

Observe que se os T; forem classes de Schubert entao para cada i existe um tnico j tal
que g;; # 0 e para este j de fato tem-se g;; = 1. Seja entao (¢%) a inversa da matriz (g;;).

Ou, de forma equivalente, a classe da diagonal A em X x X & dada por:

[A] = Z gefTe &® Tf
e’f

em A*(X x X)=A*X ® A*X. Assim, vale a seguinte relagdo para o produto ‘cup’:

ﬂuTj:Z</ TiUTJUTe) 99Ty = 1o(Ti- Ty - T.) g™ Ty
e,f X
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A ideia & definir uma espécie de ’deformacao quantica’ para o produto cup, permintindo
agora classes nao-nulas 5. E aqui entra uma idaia da Fisica: escrever uma fun¢ao potencial

que carrega toda a informacao enumerativa. Assim, dada uma classe v € A* X, defina a

3(3) por. 1
() =) > —1s(")

n>3 B
A soma, em principio, & tomada sob todos os n > 3 e sob todos as classes § € A; X, mas

ela de fato faz sentido como série formal, pelo seguinte Lema:

Lema 6.4. Para um dado inteiro n, existe somente um numero finito de classes § € A; X
tais que Ig(7") # 0

Demonstra¢ao. Como X & um espago homogeéneo, as classes efetivas em A; X sao com-
binagoes lineares nao-negativas de um nimero finito de classes efetivas nao-nulas g, . . ., 3,.
Temos que fﬁi c1(Tx) > 2 (cf. FULTON and PANDHARIPANDE, 1995, Lema 11). Por-
tanto, para um dado inteiro N, existe apenas um nimero finito de classes efetiva 8 para
as quais tem-se [,c1(Tx) < N. Se Ig(y") # 0, entao

dim My, (X, f) < ndim X

o que implica que

/cl(TX)g(n—l)dimX—l—?)—n
B

O

Seja v = > y;T;. O Lema garante que ®(y) = P(yo,...,Yym) torna-se uma
sarie formal em Q[[y]] = Q|[yo, ;- - -, Ym]]:

]

(Yo, Ym) = Y Zlﬁ(Tglo-----T:zm)yL ..... Ym"

no! N |
R+ Anm>3 B 0 m

pois

Nm,

n " ygo Ym'" m n
— T =n! 2. m e m
v ( E lez) n! E o] nm!TOO T

pela férmula binomial. Agora defina

oak "

By = ——
T By,0y,; 0y

0<4,j,k<m

Vamos reescrever esses @5, em funcao de v e das classes T;, T}, T),. Note por exemplo que:

nk—l

0P n N Y Yo"
o Z ZIB(TOO""'Tmm>L"‘k— s dme
B

e no! “(ng, — 1)! Ny
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e analogamente com as outras derivadas, de modo que no final temos:

n n;— n;—1 n Nm
By Oy 0y sl m el =D (= DU (= D gy

no+-+nm=>3

Ap6s uma mudanca de indices, obtemos:

63—@ — Z ZIﬁ(TnO' el ot Tt Tﬂm)yLnO ..... Yo"
0y;0y;0y ot im0 B ‘ ' ’ g ™ ng! !
Agora,
"UT,JUT; UTy, =n! Z yino ..... yg%mT"O.,...TTImT,.T..T
v v k ' nop! Ny!° m it Sg ok
no+---+nm=n
dai
1 no o Yo' Yni"
mfﬁ(’Y'Ti'Tj'Tk)I Z I(T7o - e TZT]Tk)n_O‘n_m'
no+--+nm=n
E portanto,
D, = —Ig(y-T; - T; - T 1
Jjk — 8y ayjayk ; ; ! ﬁ J k) ( )

Defina agora um produto ”quantico” * pela férmula:

Tix Ty =y Piyeg Ty
e7_f

e estendemos por linearidade para o Q[[y]]-médulo A*X ®z Q[[y]], tornando-o assim uma
Q|[[y]]-4lgebra. Como as derivadas parciais sdo simatricas nos indices, o produto & clara-

mente comutativo:

TixTy =) Dijeg Ty = ) Cjicg™ Ty = T; + T,
6,f enf

Segue tambam que T = 1 & uma unidade para este produto. De fato, segue da propriedade

(IT) e da definigao que:
Do, = Io(To - T - Tk) :/ T; UTy, = gjk
X
e entao temos:

Ty Ty = Pojeg™ Ty =3 9;e9" Ty = D 0Ty =T
e, f e f
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O ponto principal & provarmos a associatividade do produto quantico e esta seguira das
propriedades recursivas da fronteira dos espacos Moﬁn(X , ). Para este fim, o Lema de

Recursao 5.2 sera fundamental.

Proposigao 6.1. O anel A*X ®; Q[[y]] munido da soma usual e do produto quantico *

4 uma Q[[yl]-dlgebra comutativa e associativa com unidade Tj

Demonstracao. Obviamente, basta mostrar a associatividade nos geradores T;. Escreva-

mos explicitamente cada termo:

(T; % Ty) * Ty, = (Z @ijegefo> « Ty = Z Z Dije g™ D preg™ Ty
e f

e,f ¢d

T T * Tk Zq)Jkeg T *Tf = qu)ﬂgeg (I)zfcg Td

e.f cd
Como a matriz (g°) & nao-singular, a igualdade (T;*T}) « T}, = T; = (T; * T},) 4 equivalente
a equacao
> Dyeg T Opra =Y Pjreg iy VI
ef
Denotemos

/L ]‘k l Z(Dz]eg kal

Usando a simetria @, = ®¢;, vemos que a associatividade & equivalente a

F(i, jlk,1) = F(5, ki, 1)

Segue da equacao 1 que

. 1 G m
F(ijlk0) =Y ——— 15 (¥ - T; - Tj - To)g™ Io, (Y™ - Tic - Ty - T)

nl'n !

onde a soma & sob todos os inteiros nao-negativos mnq, ns, sob todos 18, € A1 X e sob
todos 0s 0 < e, f < m. Agora, fixeum € A1 X e yq,...,7, € A*X e fixe quatro inteiros

distintos ¢, 7, s,t em [n]. Denote
Qar|8 t deflﬁ1 <H Ya e) '],6’2 <H71)Tf>
acA beB

onde esta soma & sob todas as parti¢oes de [n] em dois conjuntos A e B tais que ¢, 7 € A
e s,t € B e sob todos os 1 e B com 1 + o = 3 e sob todos 0s 0 < e, f < m. Segue do
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Lema de Recursao que

Glgrlst) =3 / B CORERTACH
D(A,B;p1,52

onde a soma a sob todos os A, B e 51, f2 como acima. Por outro lado, como os divisores

D(i, jlk,1) e D(i,1|j, k) sdo equivalentes, obtemos:
G(q,r]s,t) = G(r, slq, 1)
Agora, aplicamos esta tltima equacao ao caso particular:

vi=7yparal <i<n-—4
-3 =Ti; Yn—2=Tj; Wpo1 =T ey, =1,
g=n—-3,r=n—2,s=n—1,t=n

temos que:

n—4y\ ., ny—2 ng—2
Glarls,t) = (n . 2)9 I ("2 T Ty 1) - Iy (7 T T )
onde a soma & sob todos nq,ns > 2 com ny +ne = n e B+ B2 = £.0 coeficiente binomial
que aparece & o numero de partigoes A U B = [n] para as quais A (resp. B) possui ng

(resp. mg) elementos. Mas a equagao acima pode ser reescrita:

Gag,rls,t) = (n— AN —— g Loy (4" - Ti-T; - T.) - I (4™ - To - Ty - T))

n1!n2!

onde a soma & sob todos os inteiros nao negativos ni,ny com n; + ny = n e sob todas
as classes 1, 52 com (1 + B2 = . Dai segue que F'(i,jlk,l) = F(j,kl|i,l) e a prova esté

completa. O

Observe que a definicao do anel de cohomologia quantica depende da escolha
da base {Ty,...,T,,} de A*X. Entretanto, os aneis obtidos por bases diferentes sao
canonicamente isomorfos. As variaveis o, . . ., ¥, devem ser identificadas com a base dual
de Ty, ..., Ty Se {T¢,...,T),} &4 outra base de A*X e T} = > a;;T; 4 a mudanga de
coordenadas, seja y; = Y ajy; a mudanca de coordenadas dual. Esta tltima relagao nos

da um isomorfismo de Q-espacos vetoriais:

A X ®zQ[ly]] = A"X @z Q[[y]]
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7 INVARIANTES E GEOMETRIA ENUMERATIVA

7.1 A Férmula de Kontsevich

Invariantes de Gromov-Witten e cohomologia quantica podem simplificar
muito a investigacao de certos problemas enumerativos. Se conseguirmos interpretar
a informagao enumerativa que estamos interessado como invariantes de GW, podemos
nos utilizar da associatividade do produto quantico associado e extrairmos relacoes entre
os numeros caracteristicos envolvidos. Com sorte, essas relagoes determinam completa-
mente a informagao procurada. Vejamos como isso se procede. Podemos escrever a fungao

potencial ® como uma soma, da parte ’classica’ com a parte 'quantica’:

D(Yo, - - Ym) = P1(y) + Pqu(y)

A parte classica envolve os termos com = 0:

n oy %0 Y
Saly) = Y /X(TOOU.--UTm)nLO!.....m

Como as equacoes da associatividade envolvem apenas derivadas de terceira ordem, po-
demos modificar ® por quaisquer termos de ordem no maximo 2. Usando as propriedades

) anti u :
(I)-(II), vemos que a parte quantica ®qu(y) pode ser trocada por I'(y)

m n;

I'(y) = Z Z N(pi1,. .o, B) H oS Ti)wi | 2: ‘

Np41+-+nm>0 f#0 =1 1=p+1

onde
N(np+1, C. ,nm,ﬁ) = Ig(T;f:{l, c 7T:1m)

Para ver isso, basta usar que

Is(n, o) = (/5%> L5(v2, -, Tm)

sey € ALX
e a expansao da funcao exponencial em série de Taylor.
2 .3

z X
eF=ltrt gt

As derivadas parciais de @] envolvem apenas os ntimeros / + I; UT; UTy enquanto que I
envolve os niimeros interessantes em Geometria Enumerativa. Isso é tudo que precisamos
para provarmos a férmula de Kontsevich, que foi o climax inesperado dessa teoria. Para

cada d > 1, denote por Nz o nimero de curvas projetivas racionais planas que passam
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por 3d — 1 pontos em posicao geral em P2. Obviamente vale que N; = 1, pois por dois
pontos distintos no plano projetivo passa uma tunica reta. Ja Ny = 1 é um resultado
classico. Ele nos diz que por cinco pontos em posi¢ao geral passa um tnica conica. Um
argumento utilizando apenas mapas estdveis é feito em (KOCK and VAINSENCHER,
1999, Proposicao 3.2.2) demonstrando esse fato. Também é cldssico que por oito pontos
em posicao geral no plano passam N3 = 12 cubicas racionais. O problema geral, porém,
mostrou-se ser mais dificil do que parece. Ainda no século XIX, Zeuthen calculou N, = 620
(ZEUTHEN, 1873). Em 1995, Vainsencher determinou N5 = 87304 (VAINSENCHER,
1995). A questao foi completamente elucidada por Kontsevich e Manin que obtiveram a

formula abaixo:

Teorema 7.1 (Kontsevich, Manin - 1994). Para cada d > 1, denote por N, o nimero de
curvas projetivas racionais planas que passam por 3d — 1 pontos em posicao geral em P2,

Entao vale a formula de Kontesevich:
3d —4 3d —4
N, = N, Ng,d?dy |d —d
=T M dm{z(M_Q) 1(3d1_1)}

Demonstracao. Vamos olhar para P2 sob esta nova 6tica. Tomemos a base ébvia Ty = 1,

T, = classe de uma reta e Ty = classe de um ponto. Assim:

1 sei+j53=2
gij = )
0 caso contrario
E portanto:
ij 1 sei+j53=2
g =

0 caso contrario

Assim, quando calculamos o produto quantico:
TixT; = TijoTs + Tyt Th + TijeTo
Por exemplo:

TyxTy = 1o+ 11111 4 T'i10Th
T Ty = Do Th + TieaTh
To Ty = D01 Ty + TogoT

O que queremos fazer é escrever as equagoes que expressam a associatividade do produto

quantico ™’ e derivar relagoes entre os I';j;. O tnico caso nao trivial da associatividade é
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(Ty * Th) * Ty, =Ty = (Ty = Ty). Expandindo as expressoes e usando a simetria dos ®;:

(T1 * TI) * TQ = (TQ + F111T1 —+ FllQTO) * T2
= (Poo1Ty + ToooTo) 4 T (T121 Ty + Do To) + TiiaTh
= (Page + Tiali22)To + (Too1 + T111l101) T + Ty 1o

Ty* (Ty+Ty) = Ty (DyonTy + TieTh)
= Do (To + DTy + TiaoTo) + Tigo Ty
= F%QTO + (T1210111 + Do) Th + Tion To

Comparando os coeficientes de T nas duas expressoes, obtemos:
2
[ = ooz + Ti1i a2

ou
F222 = F112 F111I‘122

Agora, se § = d [reta] entdo o nimero N(n; ) é nao nulo somente quando n = 3d — 1. E
neste caso, ele é igual a Ny, o nimero de curvas racionais de grau d passando por 3d — 1

pontos em posicao geral. Assim:

3d—1

dayp Y2
; Noe g =1y
Agora, calculando as derivadas parciais temos:
an P
F222—dz>;N€yl 3d — 4)
2 dy1 ygd §
T = ; d*Nye Bd 2
3N oAyt ’ygd '
[ = ; d’Nge m
dy1 ygd °
Tio2 = ; dNge B3

Portanto:
3d—4

r2, = BN, Ny g2
=2 >, didNyNae (3d, — 2)!(3ds — 2)!

d>2 dy+da=d




69

Podemos reorganizar os termos e reescrever a iltima expressao do seguinte modo:

3d —4 vt
2 12 d 2
Z{ S REN, N, (3d1_2)}ew—(3d_4)!

a>0 di+do=d

Agora, expandindo o termo I'y111'122:

3d—4

11 oy = BdyN, N, e 2
11117122 ngégdlzdl@ (3d, — 1)!(3ds — 3)!

ou, reescrevendo:

f 3d —4 yad—4
3 N N dy1 2
2 AN, @(&h—1)}e (3d — 4)!

di+do=d

=

d>0

Finalmente, comparando os coeficientes de

3d—4
dy1 Y2

(3d — 4)!
obtemos a férmula de Kontsevich:

3d —4 3d — 4
N, = szmwm%@@%_ﬁ—mgﬁ_ﬂ}

di1+do=d

]

A Tabela abaixo mostra os valores de N, para d = 1,...,12. Percebe-se que

Tabela 1: Os ntimeros Ny para d pequeno

| d | Ny [ 3d—1|
11 2
2 |1 5
3 |12 8
4 1620 11
5 | 87304 14
6 | 26312976 17
7 | 14616808192 20
8 | 13525751027392 23
9 | 19385778269260800 26
10 | 40739017561997799680 29
11 | 120278021410937387514880 32
12 | 482113680618029292368686080 | 35

Fonte: FRANCESCO and ITZYKSON (1995)

o crescimento é muito rapido. De fato, Francesco e Itzykson determinaram a ordem de
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crescimento assintotico da fungao Ny em funcado de d. Eles mostraram em (FRANCESCO
and ITZYKSON, 1995, Proposicao 3) que

% ~ (0.138)"d7(6.1)(1 + O(d ™))

A prova desse fato é tediosa e técnica. O leitor interessado em se aventurar em varias
paginas de célculos magantes pode consultar (FRANCESCO and ITZYKSON, 1995).

7.2 Numeros caracteristicos de curvas em P"

Conforme jé dito, (PANDHARIPANDE, 1999) utilizou seu algoritmo descrito
no capitulo 4 para determinar os nimeros caracteristicos de curvas projetivas. Precisa-
mos definir uma classe de tangA®ncia. Seja H C P" um hiperplano. Considero o lugar
Wy C Moo(P", d) dos mapas u: C — P tais que u~'(H) consiste de d pontos reduzidos
nio-singulares em C. Seja p : M = M, (P, d) — Myo(P",d) o mapa de esquecimento.
Definimos o divisor de tangA®ncia T € M como o complementar de p~'(Wy). Observa-
mos que Ty é de codimensdo pura 1 em M. Seja My C M o lugar dos mapas i : C' — P"
que satisfazem: du, # 0 para todo ponto nao-singular x € u~'(H). Geometricamente,
a interseccao Ty N My corresponde a mapas que “tangenciam” H. Isso é uma condigao
de codimensdo 1 em My, se d > 2. O complementar M\ My tem codimensdo 2 em M.
Queremos expressar essa classe Ty em termos dos geradores. Para cada 0 < j < LgJ

defina A7 C A para ser o lugar dos divisores (AU B;dy4,dp) tais que d4 = j. Ponha

KJ’:ZK

KeAi

Lema 7.1. Com as notagoes acima, vale:

15] .
_d—l j(d —j) j
T=— H+;—d K

Demonstra¢ao. Vide (PANDHARIPANDE, 1999, Lema 2.3.1). O

Em particular, devido ao algoritmo descrito no capitulo 4, podemos calcular
efetivamente todos os produtos top envolvendo as classes {L;}, {H,T}. Para que estes
produtos tenha interesse enumerativo, precisamos nos convencer de que eles realmente
nos dao os numeros caracteristicos que estamos interessados. Considere entao o produto
top

1 (El)ll o .0 (ﬁn)l" o H e TP (%)

em M Subespacos lineares de codimensao I; em P" determinam representantes para as
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classes ¢, (L£;)%. J4 o ciclo H* é determinado por a subespacos lineares de codimensao 2
em P". E o ciclo 7? ¢ determinado por 3 hiperplanos em P". O que precisamos fazer é
nos convencer de que a intersecgao (*) tem no maximo dimensao 0 e corresponde ao lugar
geométrico de interesse. Seja PT o espaco de parametros das hipersuperficies de P". Seja
Winiv
e nao-singulares de C. Definimos uma subvariedade de tangA®ncia universal:

C M x Pr o lugar dos pares (u, H) tais que p~'(H) consiste de d pontos reduzidos

7;1niv C M xPr

como sendo o complementar de Wi iy

sobre H € Pr. Considere ainda a variedade de incidA®ncia de hiperplanos de codimensao

2:

Observe que Ty € justamente a fibra de Ty

Hyuniv C M x G(r —2,r)

Ou seja, o par (u, P) € Hypjy se, € somente se, u'(P) #. A fibra sobre P € G(r —

2,r) serd denotada por Hp. Por fim, considere a variedade de incidA®ncia universal de

interesse:
(e}

B
Tuniv HG H (r—2,7) H

j=1

Definicao 7.1. Dizemos que um mapa p : C' — P tangencia simplesmente o hiperplano
H se: i) p'(H) estd contido na parte nao singular de C. ii) como esquema, p~'(H)
consiste de 1 ponto duplo e d — 2 pontos reduzidos. Dizemos que p possui intersecgao
simples com o hiperplano de codimensao 2 P se: i) u~!(P) consiste de um ponto nao-
singular x € C. ii) A imagem da derivada Im(du,) e P se intersectam transversalmente.

Agora podemos enunciar precisamente o resultado.

Proposicao 7.1. Para escolhas genéricas de subespacos lineares
Ll,...,Ln,Pl,...,Pa,Hl,...,HB (**)

o ciclo de interseccao (*) possui dimensao < 0 e corresponde (conjuntisticamente) aos
mapas p : C' — P tais que: 1) C' ~ P! e u é imersao\mergulho (r = 2\r > 3). 2) pu
tangencia simplesmente Hj, para todo k 3) 4 posssui interseccao simples com P; para todo

j 4) a imagem da i-ésima marca cai em L; para todo i

Demonstragcao. O ciclo de interseccao determinado por (**) ¢é a fibra de Z, sobre os

univ
pontos que correspondem aos subespacos em (**). Dado [u] € M, o teorema de Bertini
nos diz que o hiperplano genérico H é transversal a u. Portanto [u| ¢ Ty para uma escolha
genérica de H. Analogamente, dado um subespago P C IP" de codimensao 2 genérico, por

Bezout, nao é esperado que p intersecte P, logo [u| ¢ Hp, para P geral. Assim, se em



72

cada passo, escolhemos divisores Ty e Hp que efetivamente baixam a dimensao de pelo

menos 1, entao a interseccao
Hp, N NHp, VT, NN Ty,

tem codimensao pelo menos a + 3. Finalmente, os £; induzem séries lineares nao-
degeneradas livres de pontos de base, visto que sdo pullback de Opr(1) pelos mapas
de avaliagdo. A proposigao 2.3 garante entao o lugar dos mapas p que correspondem a
interseccao com L; é nao-degenerado, e portanto cada interseccao faz a dimensao cair de
pelo menos 1. Como estamos considerando produtos top em (*), o ciclo de intersecgao
genérico I possui dimensao no maximo 0. Se a interseccao [ for vazia, nao hé o que fazer.
Logo, considere o lugar W do espago de parametros onde dim(I) = 0. As condigdes 1),
2) e 3) determinam abertos Wy, Wo, W3 C W. é suficiente mostrarmos que W; # 0. O
conjunto Y C M dos mapas que nao sdo imersio\mergulho (r = 2\r > 3) tem codi-
mensao pelo menos 1 (cf. KOCK and VAINSENCHER, 1999, Lema 2.1.3). Portanto um
argumento de redugao de dimensao como acima nos diz que I NY = (), dai W = ). Sejam
Wai, Ws; C W o conjunto dos mapas que satisfazem 2) e 3) para o hiperplano Hy, e para
subespaco linera P;. ¢é suficiente mostrarmos que Wy, W5 ; # 0, visto que Wy = NWay
e W3 = NWs,;. Mas o lugar dos mapas [] € Ty, que ndo sao simplesmente tangentes a
Hj, tem codimensao pelo menos 2. Analogamente, o lugar dos mapas [u] € Hp, que nao
possuem interseccao simples com FP; também tem codimensao pelo menos 2. Assim, o
mesmo argumento de redugao de dimensao nos garante que W, W3 ; # (0. Por fim, falta
mostrar que o ciclo de intersecgao (*) é reduzido. Essa parte é um pouco mais técnica.
¢é necessario um argumento de transversalidade tipo Kleiman, mas o resultado nao pode
ser aplicado diretamente. Pandharipande se utiliza de uma construcao auxilar na curva
universal sobre M. Os detalhes podem ser encontrados em (PANDHARIPANDE, 1999,

discussao logo ap6s no Lema 3.4.1). [

Bem, agora temos tudo para determinar os nimeros caracteristicos de curvas
em P". Implementando o algoritmo descrito no capitulo 4, calculamos os produtos top
das classes de interseccao e tangAancia e estes corresponde a informacao enumerativa
procurada. Por exemplo, se quisermos saber o niimero de ctibicas retorcidas em P3 que

passam por 2 pontos, 6 retas e sao tangentes a 2 planos, basta calcular
c1(L1)? @ci(Ly) eci(L3)?e. .. ci(Lg)* T2

onde Mg(P3,3) ou
Cl(ﬁl)g L] Cl(£2)3 [ ] 7‘[6 ° 7-2

em MO,? (Pg, 3) .
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Exemplo 7.1 (Conicas em P?). Quando M = Mg (P?,2), vimos que Pic(M) ® Q é
gerado pelas classes H, L; e pela tnica componente de fronteira K que corresponde a
particdo ({1} U®;1 4+ 1 = 2). Temos que dim M = 6, neste caso, e as interseccdes top
estao listadas na tabela abaixo. Como £3 = 0, os monémios em que figurariam £7, com

j > 3 nao estao listados. A classe de tangA®ncia é expressa por T = %(7—[ + K). Os

Tabela 2: Produtos top em M (P?,2)

HO 0 HK 0 HAK? 0
H3K? 0 H2KH? 0 HEK® 0
K 0 | HLy | +2| HLE +1
HALK | +6 | H3L2K | +3 | H3L, K2 | +18
HILZKT [ 49 | HEL,K® | <10 | HLZK® | -5
HLK' | 30| L2KT |15 | LK° | +102
Fonte: PANDHARIPANDE (1999)

nimeros caracteristicos de conicas planas passando por « pontos e [ retas é %HO‘TB L

Expandindo a expressao de 7T e utilizando os valores da Tabela 2 encontramos: Observe

Tabela 3: Nimeros caracteristicos de conicas em P?
sHL, |1
%’H‘lTﬁl
DOTL
eTL
T,
T Ly

=N DN

que reobtivemos, na primeira linha, Ny = 1.

Exemplo 7.2 (Conicas em P?). O espaco M = M,(P3,2) tem dimensdo 8 e o grupo
Pic(M)®Q é gerado pela classe H e pela tinica componente de fronteira K que corresponde

a particao de grau 141 = 2. Os produtos top sao listados na tabela abaixo: A classe de

Tabela 4: Produtos top em Mg (P3,2)

HE +92
H'K | +140
HOK? | +140
HPK3 | -100
HKY | -68
HPK® | +172
H2KS | -20
HK™ | -580

K% | 41820

Fonte: PANDHARIPANDE (1999)

tangA®ncia novamente é dada por T = %(H + K). O nimero de conicas em P passando
por « retas e tangentes a 3 planos é dado por H*T?. Novamente, abrindo as contas,

obtemos os nimeros desejados. A tabela seguinte resumo estes ntimeros.
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Tabela 5: Numeros caracteristicos de conicas em P3

HE | 92
H'T | 116
HOT? | 128
H>T3 | 104
HAT* | 64
H3T? | 32
H2T° | 16
HT" | 8

TS 4

Exemplo 7.3 (Citibicas planas racionais). O espaco M = Mg (P2, 3) também tem di-

mensao 8 e o grupo Pic(M) ® Q é gerado pela classe H e pela dnica componente de
fronteira K que corresponde a particao de grau 142 = 3. Os produtos top sao listados na
tabela abaixo. Observe que como K é um divisor Q-Cartier, as intersec¢oes sao racionais,

em geral, e portanto nao necessariamente inteiras. A classe de tangA®ncia é dada por

Tabela 6: Produtos top em Mg (P?,3)

H® +12
H'K +42
HOK? +129
HOK? +285
H'K* +336
HIK® | -(2541/4)
HPKS | -(3259/16)
HK™ | +(19641/8)

K® | -(44835/16)
Fonte: PANDHARIPANDE (1999)

T = %(’H + K). A intersecgao HT? expressa o nimero de ciibicas planas passando por
« pontos e tangente a 3 retas. Eles sao listados abaixo. Note que reobtemos o ntimero

caracteristico N3 = 12 de cubicas racionais passando por 8 pontos.

Tabela 7: Numeros caracteristicos de ciibicas racionais em P?

HE 12
H'T | 36
HOT2 | 100
HOT3 | 240
HAT? | 480
H3T® | 712
H2TC | 756
HT™ | 600
T8 | 400

Acredito que estes exemplos sao suficientes para demonstrar o poder da técnica.
Em seu artigo (PANDHARIPANDE, 1999) determina ainda os nimeros caracteristicos de
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cubicas retorcidas, de quarticas racionais planas. Vale notar que todos esses resultados sao
classicos, mas foram obtidos por diferentes métodos ao longo dos anos. Pandharipande
apenas mostrou como reobté-los usando uma tunica ferramenta, o que claramente mostra

a poder desta.
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8 CONCLUSAO

Atualmente, a teoria de Gromov-Witten é um dos tépicos de maior interesse
entre os matematicos e fisicos tedricos. Ela nao apenas lancou uma nova luz no estudo
da geometria enumerativa como uniu dois campos do conhecimento aparentemente dis-
tintos, a saber, geometria algébrica e a fisica tedrica. A teoria tem relacdo com outros
topicos bastante interessantes, tais como mirror symmetry, variedades Calabi-Yau, geo-
metria simplética, curvas pseudo-holomorfas, teoria de Donaldson-Thomas, etc. Também
é estudada por matematicos e fisicos que trabalham com teoria das cordas, na tentativa
de unificar a relatividade geral e a mecanica quantica.

O objetivo do trabalho foi dar uma apresentacao simples e motivadora para o
estudo da teoria de Gromov-Witten sem, entretanto, nos aprofundarmos nos tépicos mais
excitantes citados acima. Usamos o problema de calcular o niimero de curvas racionais
planas de grau d no plano projetivo para introduzir a teoria e vimos como isso relaciona
geometria enumerativa e fisica tedrica, através dos trabalhos do fisico americano Edward
Witten. Precisavamos definir os invariantes de Gromov-Witten, e para isso foi preciso
estudar os espags modulli de mapas estaveis e espagos de Mumford-Knudsen de curvas
n-marcadas. Tendo esse conceito em maos, definimos o anel de cohomologia quantica
e, ao aplicarmos a teoria no caso particular do plano projetivo, obtivemos a férmula de
Kontsevich, nosso principal objetivo.

Vale notar que os invariantes que definimos foram os invariantes algébricos.
Existe essa mesma teoria no caso simplético. Neste caso, os invariantes de Gromov-Witten
contam o numero de curvas pseudo-holomorfas em uma variedade simplética. Esse foi o
tema dos estudos do matematico russo Mikhail Gromov.

Meu objetivo agora é continuar estudando esse tema, apenas levemente tocado
nesse trabalho, e alguns topicos relacionados, a saber, mirror symmetry e variedades

Calabi-Yau (do ponto de vista da geometria algébrica, é claro).
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