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Curso de Pós-Graduação em F́ısica, da Uni-
versidade Federal do Ceará, como requisito
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Resumo

Neste trabalho estudamos o Oscilador de Dirac (OD) em três diferentes situações.
Na primeira situação estudamos o OD com violação da simetria de Lorentz. Referida
violação é implementada através de um termo vetorial e de um termo axial. Realizamos
o limite não-relativ́ıstico e obtemos que o campo de background vetorial não modifica
o espectro de energia do sistema. Contudo, no caso do campo de background axial,
aparece uma correção similar ao efeito Zeeman. Na segunda questão discutida aqui,
relatamos os primeiros estudos sobre o oscilador de Dirac com massa variável. Impomos
um v́ınculo no sistema de modo a preservar a estrutura supersimétrica e obter a solução
de função de onda. Esta condição nos permite encontrar uma forma funcional espećıfica
para a massa, a qual apresenta interessante caracteŕıstica. Devido a esse aspecto, esse
modelo melhora duas conhecidas interpretações f́ısicas do Oscilador de Dirac, ou seja,
aquela onde o OD é visto como uma interação entre o momento magnético anômalo
de férmions neutros e uma esfera carregada, e a interpretação como um modelo que
descreve aproximadamente o confinamento de quarks. Por outro lado, as autofunções e a
autoenergias do estado fundamental do sistema são também obtidas. Por fim, na terceira
parte do trabalho, usamos a conhecida abordagem de Foldy-Wouthuysen para tratar o
problema de ordenamento do operador de energia cinética na teoria de baixas energias. O
problema de ordenamento aparece na teoria de Schroedinger quando consideramos massa
dependendo da posição, uma vez que a presença de dois operadores no termo cinético
torna amb́ıguo o Hamiltoniano. Neste trabalho, partindo do oscilador de Dirac, no qual a
massa depende da posição, usamos a transformação de Foldy-Wouthuysen para obter um
Hamiltoniano não-relativ́ıstico e anti-hermitiano, sem problemas de ordenamento. Com
o intuito de auxilair a leitura do trabalho do ponto de vista técnico, acrescentamos dois
apêndices. No apêndice A apresentamos as equações hipergeométricas confluentes e suas
relações com diversas funções especiais. No apêndice B, revisamos brevemente os conceitos
básicos da Supersimetria da Mecânica Quântica.



Abstract

In this work we study the Dirac Oscillator (DO) in a threefold way. In the first way,
we study DO with Lorentz symmetry violation. This violation is implemented through
vectorial and an axial terms. We realize a non-relativistic limit and we obtain that the
background vector field does not modify the energy spectrum. However, in the case of
the background axial field, a correction similar to the Zeeman effect shows up. As the
second issue studied here, we report first studies on the Dirac oscillator with variable
mass. We impose a constraint in the system in order to preserve a supersymmetric
structure and hence to obtain a wave function solution. This condition allows us to find a
particular functional form to the mass, which presents an interesting feature. Due to this
feature, this model enhances twofold physical equivalence for the Dirac oscillator, namely,
an interaction term between an anomalous magnetic moment of neutral fermions and a
charged sphere, and the confinement of quarks. Also eigenfunctions and eigenenergy of
the fundamental state of the system are obtained. Finally, in the third part of our work,
we use the so called Foldy-Wouthuysen approach in order to treat the ordering problem
of the kinetic energy operator in the low energy theory. The ordering problem appears in
the Schroedinger theory when we consider mass depending on position, since due to the
presence of two operators in the kinetic term, the Hamiltonian turns ambiguous. In that
work, starting from a Dirac oscillator which mass depends on position, we use the Foldy-
Wouthuysen transformation to achieve a non-relativistic anti-Hermitian Hamiltonian with
no ordering problem. As a matter of completeness we add two appendix, namely, an
appendix A in order to present the confluent hypergeometric equation and their relations
with special functions, and an appendix B, where we review briefly the Supersymmetric
Quantum Mechanics.
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4 LIMITE NÃO-RELATIVÍSTICO DO OSCILADOR DE DIRAC COM

MASSA DEPENDENTE DA POSIÇÃO p. 48
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INTRODUÇÃO

A descrição dos fenômenos f́ısicos em altas energias requer como guia a utilização das

duas principais teorias surgidas no inicio do século XX; A teoria da Relatividade Especial

(TRE) e a Mecânica Quântica (MQ). A primeira tentativa de unir esses dois pilares

da f́ısica atual em uma única teoria consistente surgiu com a formulação da Mecânica

Quântica Relativ́ıstica (MQR), que basicamente se propõem a estudar as funções de onda

que são soluções das equações relativ́ısticas de Klein-Gordon (para part́ıculas de spin-0)

e de Dirac (para part́ıcula de spin-1/2). Essas duas classes de equações de forma alguma

esgotam a lista das part́ıculas conhecidas, e para os casos de spins maiores também existem

equações de onda correspondentes (Rarita-Schwinger, spin-3/2, Kemmer e Proca, spin-

1, e no caso geral as equações de Bargmann-Wigner)[1]. Entretanto, é na equação de

Dirac, formulada pela primeira vez em 1927 para elétrons, que podemos verificar o grande

sucesso dessa teoria.

A equação de Dirac pode igualmente descrever entidades elementares (isto é, sem

estrutura interna) como elétrons ou quarks livres, ou até mesmo entidades compostas

livres como prótons e nêutrons. O primeiro ponto importante a se destacar é que ela

consegue descrever naturalmente tanto o spin intŕınseco correto como a helicidade dos

elétrons (a helicidade é definida com relação à direção de movimento de uma part́ıcula,

como a componente do spin que tem duas direções posśıveis, “up” ou “down”). A equação

de Dirac descreve somente objetos de spin ~/2, com duas helicidades 1/2~ e −1/2~.

O segundo ponto a ressaltar na equação de Dirac é que ela prevê que cada part́ıcula

de energia positiva tem uma antipart́ıcula com energia negativa, massa e spin iguais, mas

carga elétrica oposta. Além disso, uma part́ıcula carregada e sua antipart́ıcula podem

se destruir uma à outra; o excedente de energia vai então para a produção de fótons.

O contrário também foi verificado experimentalmente, isto é, quando uma part́ıcula e

sua antipart́ıcula são criadas a partir do excedente de energia, sempre obedecendo os

prinćıpios básicos de conservação da energia e do momento.

Entretanto, uma descrição mais completa e atualmente mais satisfatória das part́ıculas

elementares só é posśıvel no contexto da Teoria Quântica de Campos (TQC) que inter-
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preta as part́ıculas como modos de vibração de campos fundamentais que preenchem o

espaço-tempo. Não obstante, a MQR continua sendo um campo de pesquisa fértil para

modelos de sistemas f́ısicos em altas energias que possuam um análogo não-relativ́ıstico

na MQ ordinária, tornando-se um excelente laboratório teórico para estudar os efeitos

relativ́ısticos em sistemas comuns na f́ısica da matéria condensada.

Assim como na MQ, os sistemas f́ısicos que possuem solução anaĺıtica exata na MQR

são bastantes raros, mas são importantes para podermos compreender melhor a f́ısica por

traz dos fenômenos em questão e possibilitar a realização de experiências que possam

confrontá-los com a teoria. Neste contexto o problema mais celebrado e amplamente

analisado na MQR é o do potencial Coulombiano, que serviu de base para muitos avanços

nessa área e até o final dos anos oitenta era um dos poucos problemas solúveis conhecidos.

No ińıcio dos anos noventa, surgiu um importante modelo exatamente solúvel e que

atualmente vem sendo bastante explorado na literatura, o chamado oscilador de Dirac

(OD). Esta denominação foi cunhado por Moshinsky e Szczepaniak [2] para a equação de

Dirac com um acoplamento não-mı́nimo linear no vetor posição, através da substituição

p → p− imωβr, onde m é a massa da part́ıcula e ω é a freqüência do oscilador. Dentre

as possibilidades nesse cenário, a presente dissertação de mestrado trata do OD em duas

situações bastantes distintas mas igualmente importantes na pesquisa atual: A violação

de simetria de Lorentz e sistemas quânticos com massa efetiva dependente da posição.

O caṕıtulo 1 é dedicado a uma revisão geral das principais propriedades do OD, onde

determinamos suas autoenergias e autofunções.

No caṕıtulo 2, que representa propriamente a primeira parte de nosso trabalho,

tratamos do OD com violação de simetria de Lorentz objetivando as implicações não-

relativ́ısticas. Iniciamos com dois tipos de acoplamento não-mı́nimo implementados na

equação de Dirac por meio de quadrivetores (vµ e bµ), que têm o papel de fixar um

background, impondo uma anisotropia no espaço-tempo. Estes quadrivetores devem ser

entendidos como campos vetoriais de fundo, resultantes de processos de transição de fases

em analogia, por exemplo, com o ferromagnetismo no modelo de Ising. Suas componentes,

sob transformação de um referencial ligado a part́ıcula, apresentam um comportamento

escalar, e sob transformação do referencial ligado ao observador têm um comportamento

de um autêntico quadrivetor de Lorentz.

Seguiremos de perto os passos do trabalho da referência [3] e a partir da equação de

Dirac modificada pelos termos de quebra, tomaremos o limite não-relativ́ıstico, obtendo

o Hamiltoniano de violação de Lorentz e calcularemos as prováveis correções no espectro



INTRODUÇÃO 12

de energia.

A segunda parte, iniciada no caṕıtulo 3, trata do OD no contexto de uma teoria de

massa efetiva bastante discutida em f́ısica da matéria condensada. Partimos da equação

de Dirac considerando a massa dependente da posição e efetuamos o acoplamento do OD.

Nos restringiremos então a tratar a massa como uma função real da distância espacial,

impondo a simetria esférica para que o sistema possa ser separável nas variáveis angulares

e radiais. No sistema de equações diferenciais resultante, aplicamos uma transformação

canônica tipo rotação que permitirá introduzir um v́ınculo para eliminar as derivadas de

primeira ordem nas componentes radiais e fixar uma forma funcional para a massa da

part́ıcula. O sistema resultante permitirá a aplicação do formalismo de supersimetria

(SUSY) utilizado em sistemas quânticos com massa efetiva dependente da posição [4].

Desta forma, determinaremos as autoenergias e autofunções do estado fundamental do

sistema transformado.

No quarto caṕıtulo, buscamos o limite não-relativ́ıstico do Hamiltoniano do OD com

massa dependente da posição através de uma transformação de Foldy-Wouthuysen que

consideramos ser o melhor caminho para tratar do problema do ordenamento do operador

energia cinética presente na teoria de baixa energia [5]. Vamos observar o surgimento de

um termo anti-Hermitiano no Hamiltoniano resultante da transformação.

No caṕıtulo 5, daremos nossas considerações finais e teceremos alguns comentários

sobre os resultados obtidos e perspectivas para futuros trabalhos.

Este trabalho conta ainda com dois apêndices que complementam a discussão realizada

nos caṕıtulos apresentados acima. No apêndice A, fazemos uma exposição das funções hi-

pergeométricas confluentes e suas relações com outras funções especiais, complementando

a teoria do caṕıtulo 1. O apêndice B, trata-se duma breve revisão do formalismo da SUSY

aplicada à mecânica quântica, complementando as idéias utilizadas no caṕıtulo 3.
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1 O OSCILADOR DE DIRAC

Nosso propósito neste primeiro caṕıtulo é fazer uma revisão geral das principais carac-

teŕısticas e obter as soluções exatas do Oscilador de Dirac (OD), que é o modelo central

dessa dissertação. Em anos recentes, o OD tem se apresentado como um modelo quântico

relativ́ıstico extremamente frut́ıfero e vem despertando grande interesse em várias áreas

de pesquisa, como sugere o grande número de artigos publicados a seu respeito. Podemos

citar, como exemplo sua aplicação, modelos de confinamento de quarks na Cromodinâmica

Quântica [6, 7, 8], problemas de muitos corpos [9], aplicações das transformações canônicas

tipo Foldy-Wouthuysen [10], sistemas da ótica quântica [11], sistemas quase-solúveis [12]

e sua conexão com a termodinâmica [13].

Este caṕıtulo é organizado como segue.

Na seção 1, fazemos uma breve revisão sobre a mecânica quântica relativ́ıstica (MQR)

da equação da Dirac. Na seção 2, introduzimos o OD, discutimos suas principais propri-

edades e falamos de sua conexão com o oscilador quântico não-relativ́ıstico. Na seção 3,

mostramos uma posśıvel interpretação f́ısica do potencial do OD em termos do acopla-

mento não-mı́nimo entre férmions neutros com um campo elétrico externo. A solução

completa com as autofunções e autoenergias do OD é dada na seção 4, onde analisamos

por meio de gráficos, o comportamento das componentes radiais das autofunções. Para

sanar quaisquer omissões que certamente ocorrerão aqui, o leitor é remetido às referências

padrões sobre MQR [1, 14, 15].

1.1 A equação de Dirac

Antes de introduzirmos o oscilador de Dirac, convém primeiramente fazer uma breve

revisão sobre a MQR [1]. A equação básica para part́ıculas livres de spin-1/2 é a equação

de Dirac (no Sistema Internacional - SI):
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Hlivreψ = (cα · p + βmc2)ψ(r, t) = i~
∂

∂t
ψ(r, t), (1.1)

onde Hlivre é o Hamiltoniano de Dirac para a part́ıcula livre, p = −i~∇ é o operador

momento e as matrizes 4× 4 α e β na representação de Dirac são definidas por

α =

(
0 σ

σ 0

)
e β =

(
1 0

0 −1

)
, (1.2)

onde as σ são as matrizes de Pauli 2 × 2 e os 1’s e 0’s em β são, respectivamente

matrizes unitárias e nulas 2× 2.

A equação de Dirac pode ser escrita numa forma covariante definindo-se as matrizes

gama por γ0 = β, γi = βαi, e multiplicando-se à esquerda por β a Eq. (1.1), resultando

(i~γµ∂µ −mc)ψ = 0. (1.3)

Uma interação da part́ıcula de Dirac com um campo eletromagnético externo é usu-

almente introduzida na Eq. (1.1) (ou 1.3) usando a prescrição padrão do acoplamento

mı́nimo: p → p− e
c
A, H → H − eφ, que na forma covariante é dada por pµ → pµ− e

c
Aµ,

onde ‘e’ é a carga da part́ıcula, A e φ são, respectivamente, os potenciais vetorial e es-

calar eletromagnético, com Aµ ≡ (φ,A). Esta prescrição é suficiente para tratar vários

problemas interessantes na MQR, mas de forma alguma abrange todas as situações. Por

exemplo, para descrever a interação do momento magnético anômalo de férmions neu-

tros com um campo eletromagnético externo, a equação de Dirac deve ser escrita com o

acoplamento não-mı́nimo [1]

(i~γµ∂µ − 1

2
µσµνF

µν −mnc)ψ = 0, (1.4)

onde F µν é o tensor campo eletromagnético, σµν = i
2
[γµ, γν ], ‘µ’ é o momento magnético

anômalo e mn a massa do neutron.

Como será discutido a seguir, o termo usado para o acoplamento do oscilador de

Dirac poderá ser interpretado como uma interação magnética anômala. É importante

lembrar que interações anômalas são simplesmente um modo efetivo de descrever o efeito

residual das interações eletromagnéticas entre campos eletromagnéticos e os constituintes

carregados das part́ıculas neutras.
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1.2 O Hamiltoniano do Oscilador de Dirac

Como modelo simplificado de interações mais complexas, o oscilador harmônico não-

relativ́ıstico é um dos sistemas f́ısicos mais importantes tanto do ponto de vista teórico

quanto experimental, quer seja no mundo clássico ou quântico. Um dos motivos teóricos

para tamanha importância deve-se ao fato do seu hamiltoniano ser uma função quadrática

tanto do momento p quanto das coordenadas espaciais r. Como conseqüência, tal sistema

apresenta diversas simetrias importantes, que refletem a conservação da energia, momento

angular e paridade.

Tendo em vista essas observações e o desejo de se obter um modelo análogo para

a MQR, Moshinsky e Szczepaniak [2], motivados pela linearidade com que o momento

aparece na equação de Dirac, buscaram um potencial que fosse linear no momento e nas

coordenadas espaciais e que no limite não-relativ́ıstico, reproduzisse o hamiltoniano do

oscilador harmônico convencional.

A substituição não-mı́nima proposta por eles para ser implementada no hamiltoniano

Hlivre da Eq. (1.1) foi

p → p− imωβr, (1.5)

onde m é a massa da part́ıcula e ω é a freqüência do oscilador. A equação de Dirac livre

é então modificada para

i~
∂ψ

∂t
= Hψ = (cα · (p− imωβr) + βmc2)ψ. (1.6)

É importante notar que, embora o termo p− imωβr seja obviamente não-Hermitiano,

o Hamiltoniano completo permanece Hermitiano devido a presença da matriz α. A pres-

crição (1.5) também preserva as propriedades de invariância C, P, e T dos espinores de

Dirac [10].

A dependência de ψ no tempo pode ser descrita pelo termo exp(−iEt/~), tendo em

vista que o potencial do oscilador de Dirac não depende do tempo. Assim, escrevendo

ψ(t, r) = e
−iEt
~ ψ(r), (1.7)

a Eq. (1.6) torna-se a equação de autovalor Hψ = Eψ, sendo E a energia do sistema e

H o Hamiltoniano, dado por

H = cα · (p− imωβr) + βmc2. (1.8)
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Da forma expĺıcita das matrizes α e β e representando o quadri-espinor ψ em dois

bi-espinores ϕ e χ, isto é,

ψ(r) =




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4




=

(
ϕ

χ

)
,

podemos reescrever a equação do oscilador de Dirac como um sistema de duas equações

acopladas:

cσ · (p + imωr)χ = (E −mc2)ϕ, (1.9)

cσ · (p− imωr)ϕ = (E + mc2)χ. (1.10)

Vamos agora investigar o limite não-relativ́ıstico. Nas Eq. (1.9) e (1.10), χ é a

componente menor do espinor de Dirac, e tente a zero quanto tomamos o limite não-

relativ́ıstico. Para desacoplar essas equações, vamos expressar χ em termos de ϕ por meio

de (1.10) e substituir o resultado em (1.9). Assim, resulta:

c2σ · (p + imωr)σ · (p− imωr)ϕ = (E2 −m2c4)ϕ. (1.11)

Utilizando agora a relação (σ ·A)(σ ·B) = A ·B+ iσ · (A×B), a Eq. (1.11) assume

a forma

c2(p2 + m2ω2r2 − 3~mω − 2mωσ · L)ϕ(r) = (E2 −m2c4)ϕ(r). (1.12)

O limite não-relativ́ıstico pode ser obtido considerando que a maior parte da energia

da part́ıcula está concentrada na sua energia de repouso mc2, de modo que podemos

tomar a aproximação E ≈ E + mc2. Por conseguinte, E2 −m2c4 ≈ 2E mc2, se E ¿ mc2.

Tomando-se esse limite e dividindo por 2mc2 a Eq. (1.12), obtemos o Hamiltoniano

não-relativ́ıstico do oscilador de Dirac [2]:

H =
p2

2m
+

1

2
mω2r2 − 3

2
~ω − 2ω

~
S · L, (1.13)

onde S = (~/2)σ.

Os dois primeiros termos de (1.13) são os mesmos que aparecem no oscilador harmônico

não-relativ́ıstico em 3-D, justificando a denominação de oscilador de Dirac para o poten-

cial dado por (1.5). O terceiro termo é uma constante e têm como único efeito provocar
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um deslocamento nos ńıveis de energia do sistema como um todo. O último termo des-

creve um acoplamento do tipo spin-órbita, geralmente de forte intensidade (2ω/~), sofrido

pela part́ıcula.

Em mecânica quântica, o problema do oscilador harmônico isotrópico em 3-D é bem

conhecido e possui solução exata [16].

As autofunções satisfazem a equação de autovalor

(
p2

2m
+

1

2
mω2r2

)
ϕ(r) =

(
2n + l +

3

2

)
~ωϕ(r) = Enlϕ(r), (1.14)

onde n é um inteiro não negativo e l é o autovalor do operador momento angular dado

por L2Y m
l (θ, φ) = ~2l(l + 1)Y m

l (θ, φ).

A parte radial das autofunções de (1.14) é dada por

Rnl(r) = Anl

((mω

~

)1/2

r

)l

e−mωr2/2~M

(−E

2~ω
− l

2
− 3

4
, l +

3

2
,
mωr2

~

)
, (1.15)

onde M(a, b, x) é uma função hipergeométrica confluente discutida no apêndice B.

Como é sabido, a quantização dos ńıveis de energia do sistema é decorrente da condição

de contorno que exige a anulação das autofunções quanto r → ∞, implicando que o

primeiro termo no argumento das funções hipergeométricas deve ser igual a um inteiro

não negativo ou zero.

É interessante observar que o termo de interação spin-órbita do oscilador de Dirac

em (1.13) só modifica os resultados acima quando l 6= 0. Para l = 0 os dois sistemas

apresentam resultados idênticos.

1.3 Origem f́ısica do termo de interação

O termo de interação no Hamiltoniano do oscilador de Dirac em (1.8) pode ser inter-

pretado fisicamente como um acoplamento não-mı́nimo do momento magnético anômalo

da part́ıcula com um campo eletromagnético externo [10]. Para tornar mais clara essa

relação, retornemos a Eq. (1.4). Vamos primeiramente expressar o segundo termo desta

em função dos campos elétricos E e magnéticos B em uma forma mais explicita. Para
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isto, iniciamos fazendo:

σµνF
µν =

i

2
γµγνF

µν − i

2
γνγµF

µν

= iγµγνF
µν .

Utilizando as relações conhecidas: F 0i = Ei, F ij = εij
kB

k e γiγj = iε k
ij Σk, com

Σk =

(
σk 0

0 σk

)
, assim como γkγ0 = αk, temos explicitamente:

σµνF
µν = iγ0γiF

0i + iγiγ0F
i0 + iγiγjF

ij

= 2i(α · E)− ε k
ij εij

mΣkB
m

= 2i(α · E + iΣ ·B). (1.16)

Substituindo (1.16) em (1.4) obtemos o seguinte Hamiltoniano

H = cα · p + cµ(iγ · E− βΣ ·B) + βmc2. (1.17)

Considerando o caso particular quando B = 0, ficamos com:

H = cα · (p− iµβE) + βmc2. (1.18)

Se compararmos com o Hamiltoniano do oscilador de Dirac dado por (1.8), vemos

imediatamente que, fazendo a transformação

µE → mωr,

recuperamos o acoplamento do oscilador de Dirac (1.5). Conclúımos que este é um caso

especial de um férmion neutro com momento magnético anômalo na presença de um

campo elétrico radial e linear em r.

Um modelo muito simples que gera um campo elétrico com essas caracteŕısticas,

consiste de uma distribuição esférica de cargas com densidade uniforme. De fato, basta

aplicar a lei de Gauss para uma superf́ıcie gaussiana esférica no interior da esfera, que

obtemos o campo elétrico

∮
E · dA = Q

′
/ε0 ⇒ E =

1

4πε0

Qr

R3
, (1.19)

onde Q é a carga total e R é o raio da esfera.
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1.4 Autofunções e autoenergias do oscilador de Dirac

Vamos agora determinar as autofunções e autoenergias de (1.8). Como dissemos

anteriormente, o problema é exatamente solúvel e será útil determinarmos sua solução,

para posteriormente comparar com os resultados obtidos nos caṕıtulos subseqüentes. As

demonstrações das principais identidades matemáticas que envolvem os operadores angu-

lares, utilizadas nessa seção podem ser encontradas na ref. [1].

Devido a simetria esférica do problema é simples mostrar que o momento angular

total J = L + S comuta com H e, por conseguinte, o momento angular é conservado em

nosso sistema. Sabemos ainda que os bi-espinores ϕ e χ possuem paridade oposta, e se

definimos o operador K̂ = diagonal(k̂,−k̂) com k̂ = (σ · L + ~), que comuta com H e J,

poderemos escolher (H,J2, Jz,S
2 = 3

4
, K̂) como conjunto completo de observáveis para o

sistema. Assim, os autoestados comuns destes operadores podem ser escritos como:

ψ(r) =

(
ϕk

jmj

χ−k
jmj

)
=

1

r

(
g(r)Y k

jmj
(θ, φ)

if(r)Y −k
jmj

(θ, φ)

)
, (1.20)

onde Y k
jmj

são os espinores esféricos que obedecem as seguintes relações:

J2Y k
jmj

= j(j + 1)~2Y k
jmj

, j =
1

2
,
3

2
, ..., (1.21)

JzY
k

jmj
= mj~Y k

jmj
, |mj| ≤ j, (1.22)

k̂Y ±k
jmj

= ∓k~Y ±k
jmj

, com |k| = j +
1

2
, (1.23)

e

(σ · r̂)Y k
jmj

= −Y −k
jmj

, (1.24)

onde r̂ é o vetor unitário radial.

Utilizando a identidade

σ · p = i(σ · r̂)
(
−~∂r +

k̂ − ~
r

)
, (1.25)
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podemos escrever

σ · (p± imωr) = i(σ · r̂)
(
−~∂r +

k̂ − ~
r

±mωr

)
. (1.26)

Aplicando o resultado anterior em (1.9) e (1.10), obtemos para as componentes radiais

g(r) e f(r) o seguinte sistema de equações diferenciais de primeira ordem acopladas:

(
− d

dr
+

k

r
+

mωr

~

)
f(r) =

(
E −mc2

~c

)
g(r), (1.27)

(
d

dr
+

k

r
+

mωr

~

)
g(r) =

(
E + mc2

~c

)
f(r). (1.28)

Para desacoplar esse sistema e determinar quem são as componentes radiais g(r) e

f(r), vamos proceder como em [17, 15]. Da Eq. (1.28), podemos expressar f(r) em função

de g(r) como:

f(r) =
~c

E + mc2

(
d

dr
+

k

r
+

mωr

~

)
g(r). (1.29)

Substituindo a Eq. (1.29) em (1.27), obtemos

(
− d

dr
+

k

r
+

mωr

~

)(
d

dr
+

k

r
+

mωr

~

)
g(r) =

E2 −m2c4

~2c2
g(r),

que pode ser simplificada para finalmente chegarmos a uma equação diferencial de segunda

ordem para g(r) dada por

d2g(r)

dr2
−

(
k(k + 1)

r2
+

m2ω2r2

~2

)
g(r)−

(
(2k − 1)mω

~
− E2 −m2c4

~2c2

)
g(r) = 0. (1.30)

Um procedimento análogo produz uma equação equivalente para f(r):

d2f(r)

dr2
−

(
k(k − 1)

r2
+

m2ω2r2

~2

)
f(r)−

(
(2k + 1)mω

~
− E2 −m2c4

~2c2

)
f(r) = 0. (1.31)

Para simplificar a Eq. (1.30) vamos realizar uma mudança na variável independente

de modo a torná-la adimensional. Façamos y = λ2r2, onde λ =
√

mω
~ . Assim,

d

dr
=

dy

dr

d

dy
= 2λ2r

d

dy
,

d2

dr2
= 2λ2 d

dy
+ 4λ2y

d2

dy2
.
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Substituindo as relações acima em (1.30) e dividindo por 4λ2, obtemos:

y
d2g

dy2
+

1

2

dg

dy
+

1

4

(
W 2 − (2k − 1)− y − k(k + 1)

y

)
g = 0 (1.32)

onde W 2 = (E2 −m2c4)/mc2~ω.

Para resolver a Eq. (1.32) e a análoga para f(y), o procedimento usual consiste em

escolher um “ansatz” em que tais soluções decaiam exponencialmente, assegurando que

sejam de quadrado integrado [17], tomando-se

g(y) = Ae−y/2y(l+1)/2φ1(y), (1.33)

f(y) = Be−y/2y(l′+1)/2φ2(y), (1.34)

onde A e B são constantes de normalização. Neste ponto, convém lembrar que os

números quânticos l, l′, k e j estão relacionados pela paridade oposta de ϕ e χ através

das relações [1]

l′ =

{
l + 1 para j = l + 1

2

l − 1 para j = l − 1
2

(1.35)

e

k = ∓(j +
1

2
) =

{
−(l + 1) para j = l + 1

2

l para j = l − 1
2

(1.36)

Derivando g(y) obtemos

dg

dy
= −A

2
e−

y
2 y

(l+1)
2 φ1 +

A(l + 1)

2
e−

y
2 y

(l−1)
2 φ1 + Ae−

y
2 y

(l+1)
2

dφ1

dy
,

d2g

dy2
=

A

4
e−

y
2 y

(l+1)
2 φ1 − A(l + 1)

4
e−

y
2 y

(l−1)
2 φ1 − A

2
e−

y
2 y

(l+1)
2

dφ1

dy

− A(l + 1)

4
e−

y
2 y

(l−1)
2 φ1 +

A(l + 1)(l − 1)

4
e−

y
2 y

(l−3)
2 φ1 +

A(l + 1)

2
e−

y
2 y

(l−1)
2

dφ1

dy

− A

2
e−

y
2 y

(l+1)
2

dφ1

dy
+

A(l + 1)

2
e−

y
2 y

(l−1)
2

dφ1

dy
+ Ae−

y
2 y

(l+1)
2

d2φ1

dy2
.
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Substituindo esses resultados na Eq. (1.32) ficamos com:

y
d2φ1

dy2
+

(
l +

3

2
− y

)
dφ1

dy
− 1

2

[
l +

3

2
− µ

]
φ1 = 0, (1.37)

com µ = 1
2
(W 2 − (2k − 1)). Uma equação similar é obtida para φ2(y), mas com µ′ =

1
2
(W 2 − (2k + 1)).

A Eq. (1.37) é uma equação hipergeométrica confluente, discutida no apêndice B.

Podemos então escrever φ1 e φ2 como funções hipergeométricas com os parâmetros dados

por

φ1(y) = M

(
1

2

(
l +

3

2
− µ

)
, l +

3

2
, y

)
, (1.38)

φ2(y) = M

(
1

2

(
l′ +

3

2
− µ′

)
, l′ +

3

2
, y

)
. (1.39)

Conseqüentemente, as componentes radiais maior g(r) e menor f(r) do espinor de

Dirac são dadas por

g(r) = Anl exp(−mωr2/2~)
((mω

~

)1/2

r

)l+1

M

(
−n, l +

3

2
,
mωr2

~

)
, (1.40)

f(r) = Bn′l′ exp(−mωr2/2~)
((mω

~

)1/2

r

)l′+1

M

(
−n′, l′ +

3

2
,
mωr2

~

)
. (1.41)

Aqui, n e n′ são inteiros não-negativos originados da condição de contorno para as

funções de onda se anularem no infinito. Eles estão relacionados através de

n′ = n− 1

2
+

(l − l′)
2

, com n, n′ ≥ 0 (1.42)

Finalmente, as constantes A e B são determinadas substituindo as soluções (1.40) e

(1.41) nas Eq. (1.27, 1.28) e utilizando a condição de normalização dada por

∫
ψ†(r)ψ(r)d3r =

∫
1

r2

(
g(r)Y k†

jmj
,−if(r)Y −k†

jmj

) (
g(r)Y k

jmj

if(r)Y −k
jmj

)
d3r = 1. (1.43)
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Como a parte angular já está normalizada, a condição de integrabilidade recai apenas

sobre a parte radial:

∫ ∞

0

(g2(r) + f 2(r))dr = 1, (1.44)

de onde advém o resultado

Anl =
mω

~
εn

[
1

2

(
1 +

mc2

E

)]1/2 [
2l−n+2(2n + 2l + 1)!!

π1/2n![(2l + 1)!!]2

]1/2

, (1.45)

Bn′l′ =
mω

~
εn′

[
1

2

(
1− mc2

E

)]1/2 [
2l′−n′+2(2n′ + 2l′ + 1)!!

π1/2n′![(2l′ + 1)!!]2

]1/2

, (1.46)

com ε = l − l′, obtido na ref. [17].

Os autovalores de energia do oscilador de Dirac são obtidos quando impomos a

condição sobre o primeiro parâmetro da função hipergeométrica ser igual a −n. De-

notando o número quântico principal por N = 2n + l, com N = 0, 1, 2..., obtemos

E2 =

{
m2c4 + (2N − 2j + 1)~ωmc2 para j = l + 1

2

m2c4 + (2N + 2j + 3)~ωmc2 para j = l − 1
2

(1.47)

Ao analisarmos a expressão acima, conclúımos que para j = l + 1/2, todos os estados

com N ± p, j ± p, onde p é um inteiro qualquer, têm a mesma energia, isto é, são

degenerados. Para j = l−1/2, todos os estados com N±p, j∓p são também degenerados.

É trivial tomar o limite não-relativ́ıstico em (1.47) considerando E → E +mc2. Assim,

obtemos

E =

{
(N − j + 1/2)~ω = 2n~ω para j = l + 1

2

(N + j + 3/2)~ω = (2n + 2l + 1)~ω para j = l − 1
2

(1.48)

Essas expressões são parecidas com a do oscilador não-relativ́ıstico em (1.14), mas

diferem pela influência do termo de acoplamento spin-órbita que separa a energia em dois

valores distintos correspondentes a cada número quântico j. Entretanto, como observamos

antes, para l = 0 as energias dos dois sistemas são iguais.
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Figura 1: g(r)

Na figura acima, plotamos a componente g(r) para ~ = c = ω = 1 e n = 0 com l = 0

(curva cheia), l = 1(curva pontilhada) e l = 2 (curva tracejada).
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2 VIOLAÇÃO DA SIMETRIA
DE LORENTZ NO
OSCILADOR DE DIRAC

O século XX foi o peŕıodo da história da humanidade que mais se verificou avanços

cient́ıficos e tecnológicos, que de uma forma ou de outra, estão fundamentados no pro-

gresso e consolidação das duas teorias f́ısicas mais importantes nascidas nesse peŕıodo: a

Mecânica Quântica (baseada nos prinćıpios de dualidade part́ıcula-onda, probabilidades,

superposição) e a Teoria da Relatividade Especial (fundamentada nas idéias de geome-

trização do espaço-tempo, relatividade do movimento e invariância de Lorentz).

Apesar da Mecânica Quântica e a Relatividade Especial terem origem em proble-

mas distintos, a radiação do corpo negro e a incompatibilidade do eletromagnetismo de

Maxwell com a definição clássica de espaço e tempo de Newton, respectivamente, os f́ısicos

logo sentiram a necessidade de incorporar seus prinćıpios em uma única teoria, que per-

mitisse inicialmente aplicar a mecânica quântica ao campo eletromagnético (único campo

clássico conhecido até então.).

A primeira teoria razoavelmente consistente da eletrodinâmica quântica, que inclúıa

tanto o campo eletromagnético e as part́ıculas carregadas (especificamente, os elétrons),

como objetos sujeitos as regras da mecânica quântica, foi criada por Paul Dirac em 1927.

Esta teoria quântica poderia ser utilizada para modelar processos importantes, tais como

a emissão de um fóton por um elétron quando este cai para uma estado de energia menor

ou em processos em que o número de part́ıculas não é conservado.

Criou-se assim a chamada Teoria Quântica de Campos (TQC) que descreve as part́ıculas

como estado excitados de campos fundamentais que permeia todo o espaço-tempo. Uma

analogia útil para descrever esse cenário é imaginar os campos como se fossem um imenso

“colchão de molas” onde as excitações que representam as part́ıculas se propagariam.
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O desenvolvimento dessas idéias culminou com a formulação do chamado Modelo

Padrão das part́ıculas elementares (MP), baseado nas simetrias de gauge do grupo SU(3)⊗
SU(2)⊗U(1), descrevendo de forma unificada e com grande sucesso tanto teórico quanto

fenomenológico as principais forças de interação que governam o comportamento das

part́ıculas elementares, ou seja, a força eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca,

numa escala de energia que vai até algumas dezenas de gigaelétron-volts (GeV).

A força da gravidade que governa o comportamento do universo em escalas ma-

croscópicas, e é descrita de maneira satisfatória pela Teoria da Relatividade Geral de

Einstein, é deixada de fora do cenário do MP, por apresentar certas caracteŕısticas que

dificultam sua descrição como uma teoria de campo quantizável e renormalizável, como

no caso das outras forças citadas acima.

O MP usual é formulado na linguagem da TQC e ,por conseguinte, deve em prinćıpio

satisfazer duas simetrias fundamentais: a covariância de Lorentz e a invariância CPT.

Esta última consiste de transformações sucessivas de simetrias discretas que envolvem a

conjugação da cargas (Ĉ), reversão espacial (P̂ ) e temporal (T̂ ). Tal afirmativa é baseada

num teorema geral da teoria de campos relativ́ısticos, que diz que todo estado quântico

de um sistema de part́ıculas é também posśıvel para um sistema com antipart́ıculas, mas

com reversão de tempo e espaço.

Na tentativa de ampliar o MP para descrever a força da gravidade, levantou-se a

questão de a quebra espontânea da simetria de Lorentz e CPT estarem associadas a uma

teoria mais fundamental e ainda desconhecida, que descreve a f́ısica de forma unificada

na escala de energia de Plank, em torno de 1018 GeV.

Baseados em evidencias teóricas no cenário das Teorias das Cordas [18] e na Gra-

vitação Quântica com Loops [19, 20], as idéias da quebra espontânea de simetria foram

incorporadas no chamado Modelo Padrão Estendido (MPE) por Kostelecký e Samuel [21]

através do acoplamento na densidade Lagrangiana do MP de termos que envolvessem

campos fundamentais de fundo que representam um “background” fixo, responsável pela

quebra da simetria de Lorentz no referencial das part́ıculas, mas continuando inalterada

do ponto de vista de uma transformação de referencial do observador [22].

O setor fermiônico do MPE é descrito pela densidade Lagrangiana padrão acrescida

de termos CPT-́ımpar e CPT-par da forma [23]

L
CPT−par
eletron = −1

2
Hµνψ̄σµνψ +

i

2
cµνψ̄γµ←→Dνψ +

i

2
dµνψ̄γ5γ

µ←→∂ν ψ,
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enquanto os CPT-́ımpar são

L
CPT−impar
eletron = −vµψ̄γµψ − bµψ̄γ5γ

µψ,

onde os coeficientes de acoplamento vµ e bµ tem dimensão canônica de massa, cµν , dµν

são adimensionais e podem ter ambas componentes simétricas e anti-simétricas, enquanto

Hµν tem dimensão de massa e é anti-simétrico.

Nosso interesse no presente caṕıtulo é trabalhar somente com os dois termos CPT-

ı́mpar, associados com o campo espinorial ψ por meio dos backgrounds vµ e bµ acoplados

de modo vetorial e axial, respectivamente. Passaremos a avaliar posśıveis efeitos da quebra

de simetria de Lorentz no oscilador de Dirac focando no limite não-relativ́ıstico e em

posśıveis implicações sobre o espectro de energia do sistema.

Na seção 1, iniciamos nossa discussão com a Lagrangiana de Dirac livre adicionada

do termo de quebra vetorial do tipo vµψ̄γµψ e em seguida implementamos o acoplamento

do oscilador de Dirac e obtemos a equação de movimento modificada. O limite não-

relativ́ıstico é então realizado e o efeito do background sobre o espectro de energia do

sistema é avaliado considerando as correções de primeira ordem via teoria da pertubação.

Neste caso, não observamos nenhuma modificação nos autovalores de energia do oscilador.

Na seção 2, repetimos o procedimento para o termo de quebra axial do tipo bµψ̄γ5γ
µψ,

mas neste caso verificamos uma correção similar ao conhecido efeito Zeeman.

2.1 Violação da simetria de Lorentz por acoplamento

tipo vetorial

Neste caṕıtulo, para maior clareza e simplicidade adotaremos o sistema de unidades

naturais, onde ~ = c = 1. A construção da Lagrangiana de Dirac com quebra de simetria

vetorial de Lorentz é obtida naturalmente através da adição, na Lagrangiana livre, de

um escalar de Lorentz formado pela contração de um termo bilinear do tipo ψ̄γµψ, que

se transforma segundo Lorentz como um vetor, com um quadrivetor constante vµ =

(v0,v) que é CPT-́ımpar e tem o papel de fixar uma direção preferencial no referencial da

part́ıcula mas comporta-se como um autêntico quadrivetor no referencial do observador.

Assim,

L
′
= LDirac − vµψ̄γµψ, (2.1)
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onde LDirac é a Lagrangiana livre de Dirac (LDirac = 1
2
iψ̄γµ←→∂µ ψ − mψ̄ψ). A re-

presentação adotada para as matrizes-γ é a mesma vista no caṕıtulo 1 e a métrica do

espaço-tempo de Minkowski é a usual ηµν = diag(1,−1,−1,−1).

Aplicando a equação de Euler-Lagrange em (2.1), obtemos a equação de Dirac modi-

ficada:

(iγµ∂µ − vµγ
µ −m)ψ = 0. (2.2)

Reescrevendo a equação (2.2) no espaço dos momenta, onde o operador quadrimo-

mento é definido por pµ = (E,p), temos:

(γµpµ − vµγ
µ −m)ψ = 0. (2.3)

Para obter a equação de movimento do oscilador de Dirac nós introduzimos um po-

tencial externo através da substituição não-mı́nima dada em (1.5). A equação de Dirac

para o sistema é:

(iγ0∂t − γ · (p− imωγ0r− v)− v0γ
0 −m)ψ = 0. (2.4)

Procedendo como na seção 2.2, obtemos equações equivalentes às (1.9) e (1.10), agora

modificadas pela presença dos termos de quebra de Lorentz

(E −m− v0)ϕ = σ · (p− v + imωr)χ, (2.5)

(E + m− v0)χ = σ · (p− v − imωr)ϕ. (2.6)

Seguindo a proposta dos trabalhos das ref. [3, 25], nossa atenção volta-se na inves-

tigação do comportamento no sistema em condições de baixas energias e nas posśıveis

implicações sobre o espectro de energia do oscilador de Dirac. Para chegar ao limite não-

relativ́ıstico, vamos considerar a aproximação (E + m − v0 ∼ 2m), onde assumimos que

a magnitude do termo de quebra é obviamente muito menor que a massa da part́ıcula

(v0 ¿ m). Com isso, podemos escrever a componente fraca χ em termos da componente

forte ϕ, obtendo

χ =
1

2m
σ · (p− v − imωr)ϕ. (2.7)
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Substituindo a relação acima na Eq. (2.5), chegamos a uma equação tipo Pauli

referente à componente forte do espinor de Dirac

1

2m
σ · (p− v + imωr)σ · (p− v − imωr)ϕ = (E −m− v0)ϕ. (2.8)

Para chegarmos ao Hamiltoniano com quebra de simetria de Lorentz vamos considerar

E = H + m e, utilizando a identidade (σ ·A)(σ ·B) = A ·B + iσ · (A×B), a equação

(2.8) é reduzida a,

H =

[
p2

2m
+

mω2r2

2
− 3ω

2
− 2ωS · L

]
+

[
−2v · p

2m
− 1

m
S · ∇ × v + 2ωS · (r× v) + v0 +

v2

2m

]

(2.9)

com L = r × p e S = (1/2)σ. Uma vez que o vetor v é considerado constante , então

∇× v = 0. Assim, o Hamiltoniano não-relativ́ıstico do sistema é

H =

[
p2

2m
+

mω2r2

2
− 3ω

2
− 2ωS · L

]
+

[
−2v · p

2m
+ 2ωS · (r× v) + v0 +

v2

2m

]
. (2.10)

Comparando o primeiro termo entre colchetes da equação (2.10) com a Eq. (1.13),

vemos claramente que se trata do Hamiltoniano do oscilador de Dirac no limite não-

relativ́ıstico (HOD). O segundo termo, que trataremos como uma perturbação sobre o

sistema descrito por HOD, constitui o Hamiltoniano de violação de Lorentz (HV L) que

contém todos os termos que envolvem o background vetorial vµ.

Vamos agora analisar a provável modificação que o Hamiltoniano de violação de Lo-

rentz produz nos autovalores de energia do oscilador de Dirac. Primeiramente, observamos

que os dois últimos termos de HV L: v0 e v2/2m, são constantes e apenas deslocam o espec-

tro de energia como um todo sem causar nenhuma mudança na f́ısica do sistema. Assim,

podemos nos concentrar em aplicar os métodos da teoria de perturbação independente do

tempo [26] para avaliar, em primeira ordem, o “shift” sofrido nos autovalores de energia

de HOD decorrente da perturbação provocada pela presença do background vµ contido nos

dois primeiros termos de HV L. Para fazer isto é suficiente calcularmos o valor esperado

de HV L com respeito aos autoestados não-perturbados de HOD. Para tanto, precisamos

primeiramente determinar quem são estes autoestados.

Como vimos na seção 1.2, HOD consiste do oscilador harmônico 3-D adicionado do

termo de interação spin-órbita. Se considerarmos o momento angular total J = L + S,
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é simples mostrar que [J, H0D] = 0 e assim poderemos escolher autoestados comuns de

HOD e J que denotaremos por |nljmj >, com n, l, j e mj sendo os números quânticos

associados. Na representação de coordenadas, esses autoestados assumem a forma [16, 26],

< r|nljmj >= Ψnljmj
= Rnl(r)Y

jmj

l (θ, φ). (2.11)

Na expressão acima, a componente radial é dada por:

Rnl(r) = A(
√

mωr)l exp(−mωr2/2)M(−n, l +
3

2
,mωr2), (2.12)

onde A é uma constante de normalização e M(a, b, c) são funções hipergeométricas con-

fluentes.

A parte angular é formada pelos espinores esféricos de duas componentes determinados

pela adição dos momentos angulares orbital (L) e de spin (S) por meio da expressão geral

|jm >=
∑

ml,ms

|mlms >< mlms|jm >, (2.13)

onde < mlms | jm > são os coeficientes de Clebsch-Gordan. Podemos assim escrever a

componente angular como

Y
j=l±1/2,mj

l = c+Y
mj−1/2
l (θ, φ)χ+ + c−Y

mj+1/2
l (θ, φ)χ− =

(
c+Y

mj−1/2
l (θ, φ)

c−Y
mj+1/2
l (θ, φ)

)
, (2.14)

onde c+ = ±
√

l±mj+
1
2

2l+1
e c− =

√
l∓mj+

1
2

2l+1
.

O espectro de energia de HOD é dado por:

Enl =

{
(2n + l + j + 3

2
)ω se j = l − 1

2

(2n + l − j + 1
2
)ω se j = l + 1

2

Considerando o primeiro termo iv · ∇/m, a correção de primeira ordem é dada por:

4Ev·p =
i

m
< nljmj | v · 5 | nljmj > . (2.15)

Para resolvê-la, vamos escrever o operador nabla em coordenadas esféricas

v · ∇ = (v · r̂)∂r +
(v · θ̂)

r
∂θ +

(v · φ̂)

r sin θ
∂φ, (2.16)
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com

v · r̂ = vx sin θ cos φ + vy sin θ sin φ + vz cos θ, (2.17)

v · θ̂ = vx cos θ cos φ + vy cos θ sin φ− vz sin θ, (2.18)

v · φ̂ = −vx sin φ + vy cos φ. (2.19)

Substituindo os resultados acima em (2.15), ficamos com três termos: 4Ev·p =
i
m

(4Er +4Eθ +4Eφ), que resultam em

4Er =

∫ ∞

0

R∗
nl

∂Rnl

∂r
r2dr

∫
v · r̂

(
c2
+|Y m−1/2

l |2 + c2
−|Y m+1/2

l |2
)

dΩ, (2.20)

4Eθ =

∫ ∞

0

|Rnl|2
r

r2dr

∫
v · θ̂

(
c2
+Y

∗m−1/2
l ∂θY

m−1/2
l + c2

−Y
∗m+1/2
l ∂θY

m+1/2
l

)
dΩ, (2.21)

4Eφ =

∫ ∞

0

|Rnl|2
r

r2dr

∫
v · φ̂
sin θ

(
c2
+Y

∗m−1/2
l ∂φY

m−1/2
l + c2

−Y
∗m+1/2
l ∂φY

m+1/2
l

)
dΩ, (2.22)

com dΩ = sin θdθdφ.

Para completar o cálculo, usaremos a forma explicita dos harmônicos esféricos [27]:

Y m
l (θ, φ) =

√
2l+1
4π

(l−m)!
(l+m)!

Pm
l (cos θ)eimφ = Θm

l (θ)Φm(φ). Deste modo é fácil ver que são

nulas as integrais que contém termos do tipo
∫ 2π

0

{
sin φ

cos φ

}
dφ = 0, restando apenas:

4Er =

∫ ∞

0

R∗
nl

∂Rnl

∂r
r2dr

∫ π

0

vz cos θ
(
c2
+|Θm−1/2

l |2 + c2
−|Θm+1/2

l |2
)

sin θdθ = 0, (2.23)

que se anula por causa da relação
∫ π

0
[|Θm

l (θ)|2 cos θ] sin θdθ = 0 satisfeita pelos polinômios

de Legendre associados.

O segundo termo (2.21) também é nulo, pois envolve derivadas com respeito a variável

θ na forma
∫ π

0
Θm

l (θ)(∂θΘ(θ)) sin2 θdθ =
∫ +1

−1
[Θm

l (z)∂zΘ(z)](z2 − 1)dz = 0, que se verifica

em decorrência da relação, (1−x2)
dP m

l (x)

dx
= (l+m)Pm

l−1(x)− lxPm
l (x) e da ortogonalidade

dos Pm
l (x), onde

∫ +1

−1
Pm

l (x)Pm
q (x)dx = 0 para (l 6= q). Logo,
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4Eθ =

∫ ∞

0

|Rnl|2
r

r2dr

∫ π

0

(−vz sin θ)
(
c2
+Θ

∗m−1/2
l ∂θΘ

m−1/2
l + c2

−Θ
∗m+1/2
l ∂θΘ

m+1/2
l

)
sin θdθ = 0.

(2.24)

Assim, conclúımos que 4Ev·p = 0.

Considerando a contribuição do segundo termo 2ωS · r × v, nós temos em primeira

ordem:

4ES·r×v = 2ω < nljm | S · (r× v) | nljm > (2.25)

Para resolvê-lo, nós escrevemos

S · r× v = r(Sxgx + Sygy + Szgz), (2.26)

com,

gx = vz sin θ sin φ− vy cos θ,

gy = vx cos θ − vz sin θ cos φ,

gz = sin θ(vy cos φ− vx sin φ).

Para completar nosso cálculo, devemos lembrar como as componentes do operador de

spin S atuam sobre autoestados χ± de Sz, isto é:

Ŝxχ± =
1

2
χ∓, Ŝyχ± = ± i

2
χ∓, Ŝzχ± = ±1

2
χ±. (2.27)

Assim, substituindo (2.26) em (2.25) e levando em conta (2.27), temos 4ES·r×v =

4Ex +4Ey +4Ez. A contribuição de cada termo é analisada separadamente abaixo:
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4Ex =
c+c−

2

∫ ∞

0

(|Rnl|2r)r2dr

∫
gx

(
Y
∗m−1/2
l Y

m+1/2
l + Y

∗m+1/2
l Y

m−1/2
l

)
dΩ

=
c+c−

2
< r >

∫ [
(vz sin θ sin φ− vy cos θ)

1

π
Θ

m−1/2
l Θ

m+1/2
l cos φ

]
dΩ

=
c+c−
2π

< r >

[
vz

∫ π

0

Θ
m−1/2
l Θ

m+1/2
l sin2 θdθ

∫ 2π

0

1

2
sin(2φ)dφ−

−vy

∫ π

0

Θ
m−1/2
l Θ

m+1/2
l cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

cos φdφ

]
= 0;

4Ey =
c+c−i

2

∫ ∞

0

(|Rnl|2r)r2dr

∫
gy

(
Y
∗m+1/2
l Y

m−1/2
l + Y

∗m−1/2
l Y

m+1/2
l

)
dΩ

=
c+c−i

2
< r >

∫ [
(vx cos θ − vz sin θ cos φ)

i

π
Θ

m−1/2
l Θ

m+1/2
l sin φ

]
dΩ

=
c+c−
2π

< r >

[
vz

∫ π

0

Θ
m−1/2
l Θ

m+1/2
l sin2 θdθ

∫ 2π

0

1

2
sin(2φ)dφ−

−vx

∫ π

0

Θ
m−1/2
l Θ

m+1/2
l cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

sin φdφ

]
= 0;

4Ez =
1

2

∫ ∞

0

(|Rnl|2r)r2dr

∫
gx

(
c2
+|Y m−1/2

l |2 − c2
−|Y m+1/2

l |2
)

dΩ

=
< r >

2

∫
(vy sin θ cos φ− vx sin θ sin φ)

1

2π
(c2

+|Θm−1/2
l |2 − c2

−|Θm+1/2
l |2)dΩ

=
< r >

4π

[
vyc

2
+

∫ π

0

|Θm−1/2
l |2 sin2 θdθ

∫ 2π

0

cos φ− vxc
2
−

∫ π

0

|Θm+1/2
l |2 sin2 θdθ

∫ 2π

0

sin φdφ

]

= 0,

que são todas nulas por evolverem novamente integrais do tipo
∫ 2π

0

{
sin φ

cos φ

}
dφ = 0.

Conclúımos portanto, que a correção total na energia é nula, isto é: 4E = 4Ev·p +

4ES·r×v = 0. Assim, a presença do acoplamento vetorial de quebra de simetria não

provoca, em primeira ordem, modificação alguma nos ńıveis de energia do oscilador de

Dirac.
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2.2 Violação da simetria de Lorentz por acoplamento

tipo axial

Nesta seção, investigaremos novamente o limite não-relativ́ıstico do oscilador de Dirac

com violação de Lorentz, mas agora considerando um tipo diferente de acoplamento, onde

aparece a matriz de quiralidade γ5. Na representação de Dirac, γ5 é definida por

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1

1 0

)
. (2.28)

Algumas de suas propriedades são:

{γ5, γµ} = 0, (2.29)

e

[γ5, σµν ] = 0. (2.30)

Além disso, de (2.29) podemos observar que γ5 inverte a paridade, isto é, se ψ é um

estado de paridade definida, por exemplo: Pψ = +ψ com P = eiφγ0, então γ5ψ terá

paridade oposta:

Pγ5ψ = −γ5ψ.

Análogo ao caso vetorial, a quebra axial da simetria de Lorentz é introduzida na

Lagrangiana de Dirac através da adição do termo bµψ̄γ5γ
µψ que também é CPT-́ımpar.

O quadrivetor bµ, responsável pela fixação do background, acopla-se ao termo bilinear

ψ̄γ5γ
µψ, que se transforma como um pseudo-vetor segundo Lorentz. Assim, a Lagrangiana

livre de Dirac é modificada para:

L =
1

2
iψ̄γµ←→∂µ ψ −mψ̄ψ − bµψ̄γ5γ

µψ. (2.31)

Seguindo os passos da seção anterior, a equação de Dirac é

(iγµ∂µ − bµγ5γ
µ −m)ψ = 0. (2.32)

Como antes, reescrevemos esta equação em termos de pµ. Assim

(γµpµ − bµγ5γ
µ −m)ψ = 0. (2.33)
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Fazemos agora o acoplamento com o potencial do oscilador de Dirac, obtendo:

(iγ0∂t − γ · (p− imωγ0r)− b0γ5γ
0 + γ5b · γ −m)ψ = 0. (2.34)

Novamente, considerando as definições das matrizes γµ e γ5 dadas em (1.2) e (2.28),

vamos escrever o espinor ψ em termos de suas componentes forte ϕ e fraca χ, donde

derivamos duas equações diferenciais acopladas. Assim,

(E −m− b · σ)ϕ = (σ · (p + imωr)− b0)χ, (2.35)

(E + m− b · σ)χ = (σ · (p− imωr)− b0)ϕ. (2.36)

O limite não-relativ́ıstico segue como antes das condições: E = m + H, m À |b| e

m2 À p2. Assim, (2.35) e (2.36) tornam-se, respectivamente:

(H − b · σ)ϕ = (σ · (p + imωr)− b0)χ, (2.37)

(2m)χ = (σ · (p− imωr)− b0)ϕ. (2.38)

Substituindo (2.38) em (2.37) obtemos a equação tipo Pauli correspondente,

1

2m
(σ · (p + imωr)− b0)(σ · (p− imωr)− b0)ϕ = (H − b · σ), (2.39)

onde percebemos que o momento canônico conjugado usual do oscilador de Dirac, dado

por p± imωr, não sofre modificação devido a presença do background bµ, diferentemente

do caso vetorial como visto em (2.8).

Utilizando novamente (σ · a)(σ · b) = a · b + iσ · (a× b) chegamos ao Hamiltoniano

não-relativ́ıstico total do sistema:

H =

[
p2

2m
+

mω2r2

2
− 3ω

2
− 2ωS · L

]
+

[
2b · S− 2b0

m
S · p +

b2
0

2m

]
. (2.40)

Assim como no caso vetorial, o primeiro termo entre colchetes é o Hamiltoniano do
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oscilador de Dirac não-relativ́ıstico HOD e o segundo termo constitui o Hamiltoniano que

viola a simetria de Lorentz HV L. Observamos que o Hamiltoniano HV L é o mesmo obtido

no trabalho da ref. [3], onde os autores efetuam a quebra axial de Lorentz em um sistema

tipo átomo de hidrogênio, com a equação de Dirac acoplada a um potencial Coulombiano.

Por causa da simetria esférica compartilhada pelos dois sistemas, Dirac-Coulomb e

oscilador de Dirac, suas funções de onda associadas só diferem nas componentes radiais

e para efeito dos cálculos dos valores médios que envolvem as componentes angulares o

resultado final deverá coincidir para os dois casos. Veremos a seguir que nossos resultados

concordam com os obtidos em [3].

Precisamos nos preocupar em calcular os valores médios apenas dos dois primeiros

termos de HV L, já que o termo b2
0/2m é constante. A correção do primeiro termo é dada

por:

4Eb·S = 2 < nljmj|b · S|nljmj >

= 2

∫ ∞

0

|Rnl|2r2dr < jmj|bxSx + bySy + bzSz|jmj >

= 2bz < jmj|Sz|jmj >

= ± 2mj

2l + 1
bz,

onde levamos em conta a relação de ortogonalidade dos autoestados de spin

< m′m′
s|mms >= δm′mδm′

sms e usamos [26]:

< jmj|Sz|jmj >=
1

2
(| c+ |2 − | c− |2) =

1

2

1

(2l + 1)

[(
l ±mj +

1

2

)
−

(
l ∓mj +

1

2

)]
= ± mj

2l + 1

O próximo passo é calcular a média do segundo termo de HV L, dada por:

4ES·p =
2ib0

m
< nljmj|S · ∇|nljmj > . (2.41)

Escrevendo o operador nabla em coordenadas esféricas, a Eq. (2.41) torna-se

4ES·p =
2ib0

m
(< nljmj|S · r̂∂r|nljmj > + < nljmj|S · θ̂

r
∂θ|nljmj >

+ < nljmj| S · φ̂
r sin θ

∂φ|nljmj >), (2.42)
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com

S · r̂ = sin θ cos φSx + sin θ sin φSy + cos θSz,

S · θ̂ = cos θ cos φSx + cos θ sin φSy − sin θSz,

S · φ̂ = − sin φSx + cos φSy.

Substituindo as relações anteriores em (2.41), obtemos integrais análogas ao caso

vetorial e que também resultam em

4Er =

∫ ∞

0

Rnl
∂Rnl

∂r
r2dr < jm|S · r̂|jm >= 0

4Eθ =

∫ ∞

0

|Rnl|2
r

r2dr < jm|S · θ̂∂θ|jm >= 0

4Eφ =

∫ ∞

0

|Rnl|2
r

r2dr < jm|S · φ̂
sin θ

∂φ|jm >= 0

Conclúımos portanto, que a correção provocada pelo acoplamento axial de violação de

Lorentz no espectro de energia do oscilador de Dirac é análogo ao conhecido efeito Zeeman

(que ocorre em átomos tipo hidrogênio na presença de um campo magnético uniforme) e

permite uma comparação teórica×experimental da magnitude do background de quebra.
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3 IMPLICAÇÕES DA MASSA
DEPENDENTE DA POSIÇÃO
NO OSCILADOR DE DIRAC

Em f́ısica da matéria condensada, o interesse no estudo da equação de Schrödinger

com massa dependente da posição (MDP) vem crescendo ao longo dos anos devido a

sua utilidade em descrever vários fenômenos f́ısicos que ocorrem em micro-estruturas,

tais como poços, fios e pontos quânticos [28, 29], heterojunções de semi-condutores [30],

cristais ĺıquidos [31], etc. A principal dificuldade encontrada na teoria de Schrödinger

consiste no problema do ordenamento no termo cinético do Hamiltoniano, já que a massa

M(r) passa a ser um operador dependente da posição e dessa forma não comuta mais com

o operador momento p = −i∇, resultando em uma ambigüidade intŕınseca na equação

de Schrödinger. O termo cinético mais geral, originalmente proposto por von Roos [32] é

dado por:

T =
1

4
[mα(r)p̂mβ(r)p̂mγ(r) + mγ(r)p̂mβ(r)p̂mα(r)],

onde os parâmetros são vinculados pela condição α + β + γ = −1.

Esta questão já foi bastante discutida e vários modelos foram propostos [4, 5, 33, 34,

35, 36].

Quando tratamos o problema do ponto de vista da Mecânica Quântica Relativ́ıstica,

a part́ıcula passa a obedecer à equação de Dirac, em que p e M(r) aparecem formando

uma combinação liner cujos coeficientes são as matrizes de Dirac. Por conseguinte, não

apresentam o problema do ordenamento e o fato da massa depender da posição pode ser

visto simplesmente como um acoplamento escalar no Hamiltoniano de Dirac [35, 36].

Neste caṕıtulo, estudaremos o oscilador de Dirac com massa dependente da posição

seguindo o método proposto em [35, 37]. Para fixarmos uma forma funcional para a

massa, vamos aplicar uma transformação canônica para eliminar a derivada primeira

das equações radiais resultantes. Em seguida, aplicaremos as técnicas de fatoração da
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Mecânica Quântica Supersimétrica [38], para determinar a autofunção e autoenergia do

estado fundamental do sistema.

3.1 Oscilador de Dirac com Massa Variável

Um acoplamento escalar na Lagrangiana de Dirac pode ser implementado diretamente

no termo de massa que passa a ser identificado como uma função escalar m = m(x) das

coordenadas espaço-tempo xµ, preservando a invariância de Lorentz da teoria. Assim,

nosso ponto de partida passa a ser a Lagrangiana

L =
i

2
~cψ̄γµ←→∂µ ψ −m(x)c2ψ̄ψ, (3.1)

onde m(x) é a massa variável da part́ıcula.

Aplicando a equação de Euler-Lagrange com respeito a variação de ψ̄ em (3.1), obte-

mos a equação de Dirac com massa variável:

(ı~γµ∂µ −m(x)c)ψ(x) = 0. (3.2)

Como dissemos anteriormente, a equação de Dirac determinada acima não sofre da

ambigüidade do ordenamento dos operadores p e m(x), já que a mesma é linear em

ambos. Daqui por diante neste caṕıtulo, passaremos a adotar o sistema de unidades

atômicas definido por ~ = m0 = e = 1 e λ = c−1, com m0, e, λ sendo respectivamente a

massa de repouso, a carga elétrica e o comprimento de onda Compton da part́ıcula. Deste

modo, a equação de Dirac assume a forma

(iγµ∂µ −M/λ)ψ(x) = 0, (3.3)

onde tomamos m(x) = m0M(x) = M(t, r).

O próximo passo é considerar o acoplamento do oscilador de Dirac, só que agora

devemos considerar a massa da part́ıcula variável: p → p− iM(t, r)ωβr, que nos leva a

iλ
∂ψ

∂t
= (α · (p− iMωβr) + β

M

λ
)ψ ≡ λH. (3.4)

com H o Hamiltoniano do sistema. Como de costume, vamos expressar a dependência

temporal de ψ por exp(−iEt). Assim, (3.4) torna-se a equação de autovalor H ψ = E ψ,
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com o Hamiltoniano H dado por

H = λα · (p− iMωβr) + βM, (3.5)

onde H = λ2H e E = λ2E está representando a energia relativ́ıstica do sistema.

Da forma expĺıcita das matrizes α e β, obtemos a seguinte representação matricial

para (3.5)

H =

(
M λσ · (p + iMωr)

λσ · (p− iMωr) −M

)
. (3.6)

Agora, vamos impor a simetria esférica para a distribuição da massa tomando M =

M(r), pois neste caso as componentes angulares do espinor podem ser separadas das

componentes radiais. Procedendo como na seção 1.4, podemos escrever a função de onda

espinorial como

ψ(r) =

(
g(r)

r
Y k

jmj
(θ, φ)

if(r)
r

Y −k
jmj

(θ, φ)

)
. (3.7)

Após a algebra padrão, a equação radial associada com (H − E )ψ = 0 assume a

forma matricial

(
M(r)− E λ

(− d
dr

+ k
r

+ ωrM(r)
)

λ
(

d
dr

+ k
r

+ ωrM(r)
) −M(r)− E

)(
g(r)

f(r)

)
= 0, (3.8)

onde k é o número quântico definido por k = ±(j + 1/2) = ±1,±2, . . . para l = j ± 1/2

(ver Eq. (1.23)).

Até agora nada foi dito sobre a forma funcional de M(r). Antes de fixar uma função

para a massa, vamos expressá-la da seguinte forma [35]

M(r) = 1 + αV (r), (3.9)

com α sendo uma constante que fornece a dimensão correta para V (r) e permite analisar

o comportamento familiar de M(r) no limite da massa constante, isto é

lim
α→0

M(r) = 1. (3.10)
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Assim, a Eq. (3.8) é transformada em:

(
1 + αV (r)− E λ

(− d
dr

+ k
r

+ U(r)
)

λ
(

d
dr

+ k
r

+ U(r)
) −1− αV (r)− E

)(
g(r)

f(r)

)
= 0, (3.11)

com

U(r) = ωr + ωαrV (r). (3.12)

Devemos enfatizar que a forma funcional da distribuição de massa, agora encerrada

por V (r) ainda não foi fixada. Nas próximas seções, mostraremos um modo de simplificar

o sistema de equações diferenciais acopladas determinado por (3.11) de forma a preservar

a estrutura supersimétrica do oscilador de Dirac descrita nas refs. [4, 17, 38]. Como

conseqüência direta, conseguiremos determinar, a menos de um parâmetro livre, a forma

da função V (r), encontrando assim a autofunção do estado fundamental do sistema.

3.2 Transformação Canônica e a Equação de Dirac

Como vimos no caṕıtulo 1, a separação de variáveis no oscilador de Dirac resulta

num sistema de equações diferenciais de primeira ordem acopladas para as componentes

radiais maior g(r) e menor f(r) do espinor. Ao eliminar-mos f(r) em favor de g(r),

obtemos a Eq. (1.30) que é uma equação diferencial de segunda ordem tipo-Schrödinger,

isto é, não contém derivada de primeira ordem na componente g(r). Ao considerarmos a

massa dependente da posição a equação resultante nesse procedimento passa a apresentar

derivada de primeira ordem.

De fato, da Eq. (3.11) obtemos o sistema (com M(r) = 1 + αV (r))

(
− d

dr
+

k

r
+ U(r)

)
f(r) =

(
E −M(r)

λ

)
g(r), (3.13)

(
d

dr
+

k

r
+ U(r)

)
g(r) =

(
E + M(r)

λ

)
f(r). (3.14)

Expressando f(r) em função de g(r), temos

f(r) =
λ

E + M(r)

(
d

dr
+

k

r
+ U(r)

)
g(r). (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.13), ficamos com
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(
− d

dr
+ T (r)

)
1

E + M(r)

(
d

dr
+ T (r)

)
g(r) =

E −M(r)

λ2
g(r), (3.16)

com T (r) = k
r

+ U(r).

Após alguma algebra, a Eq. (3.16) resulta em

−
(

d2g

dr2
+

dT

dr
g

)
+ T 2g +

1

E + M

dM

dr

(
dg

dr
+ Tg

)
=

E 2 −M2

λ2
g. (3.17)

Da equação acima, observamos diretamente o termo envolvendo a derivada primeira de

g(r). Para tornar mais evidente as diferenças entre a Eq. (1.30), para a massa constante,

e a Eq. (3.17), vamos considerar as formas expĺıcitas de T (r) e U(r), que são relacionadas

por

T (r) =
k

r
+ U(r) =

k

r
+ ωM(r)r.

Logo, substituindo a expressão acima em (3.17), obtemos

d2g

dr2
−

(
k(k + 1)

r2
+ M2ω2r2

)
g −

(
(2k − 1)M(r)ω − E 2 −M2(r)

λ2

)
g =

= −dM

dr

[
1

E + M

(
d

dr
+

k

r
+ ωM(r)r

)
g + ωrg

]
. (3.18)

Conclúımos portanto, que a Eq. (1.30) é uma caso particular de (3.18) ao considerar-

mos a massa constante.

Para eliminar a derivada de primeira ordem de g(r) em (3.18), vamos aplicar uma

transformação canônica unitária do tipo rotação U (η(x)) = exp( i
2
η(x)σ2) na Eq. (3.11)

como segue

r = q(x), (3.19)

(
φ+

φ−

)
=

(
cos(η(x)

2
) sin(η(x)

2
)

− sin(η(x)
2

) cos(η(x)
2

)

)(
g

f

)
, (3.20)

e

H
′
= U H U −1. (3.21)

Isto transforma o Hamiltoniano de Dirac em:
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H
′
=

(
A B

D F

)
, (3.22)

com

A = (1 + αV ) cos(η(x)) + λ sin(η(x))

(
k

q
+ U(q(x))

)
− λ

2

dη/dx

dq/dx
,

B = −(1 + αV ) sin(η(x)) + λ cos(η(x))

(
k

q
+ U(q(x))

)
− λ

dx

dq

d

dx
,

D = −(1 + αV ) sin(η(x)) + λ cos(η(x))

(
k

q
+ U(q(x))

)
+ λ

dx

dq

d

dx
,

F = −(1 + αV ) cos(η(x))− λ sin(η(x))

(
k

q
+ U(q(x))

)
− λ

2

dη/dx

dq/dx
.

O requerimento de eliminar a primeira derivada em (H
′ − E )ψ

′
= 0 é conseguido

através do v́ınculo:

[
cos(η)− E + α cos(η)V (r) + λ sin(η)

(
k

q
+ U

)
− λ

2

dη/dx

dq/dx

]
= constante = ρ. (3.23)

Aqui, consideraremos o caso particular em que q(x) = x e dη
dx

= 0. Substituindo essas

restrições em (3.23), encontramos uma relação linear entre V (r) e U(r):

αCV (r) + λS

(
k

r
+ U(r)

)
= 0 ou V (r) = −λT

α

(
k

r
+ U(r)

)
, (3.24)

ρ = C − E , (3.25)

onde: C = cos(η), S = sin(η), T = tan(η) e −π
2

< η < π
2
.

De (3.12) e (3.24), podemos eliminar U(r) e finalmente fixar a forma da distribuição

de massa a menos do parâmetro livre T :

V (r) =
−λT

α
(k

r
+ ωr)

(1 + λωTr)
= −T

λ

(
k + ωr2

r + λωTr2

)
, (3.26)

onde tomamos α = λ2 o que torna correta a dimensão para V (r) .

De posse da Eq. (3.26), podemos analisar a seguir o comportamento assintótico de

V (r).
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Na origem, temos:

lim
r→0

V (r) = −T

λ

k

r
. (3.27)

Neste caso, o potencial V (r) tende ao infinito assumindo a forma de uma barreira

“centŕıfuga”.

No infinito, vale:

lim
r→∞

V (r) = − 1

λ2
. (3.28)

Este comportamento assintótico de V (r) é compat́ıvel com massa nula no infinito,

pois:

lim
r→∞

M(r) = lim
r→∞

(1 + λ2V (r)) = 0. (3.29)
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Figura 2: Potencial V(r)
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Figura 3: Massa M(r)

As Figuras 2 e 3 mostram respectivamente o comportamento do potencial V (r) e da

massa da part́ıcula M(r), para T = ω = λ = 1 e k = 1 (curva pontilhada) e para k = −1

(curva cheia).
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3.3 Supersimetria e Soluções do Oscilador de Dirac

Nesta seção, mostraremos que os métodos de fatoração da mecânica quântica su-

persimétrica podem ser usados para determinar a autoenergia e autofunção do estado

fundamental do oscilador de Dirac com massa dependente da posição. No apêndice B,

apresentamos uma breve revisão sobre este assunto.

Após aplicarmos a transformação canônica em (3.11) e impor o v́ınculo (3.23) com as

restrições (3.24) e (3.25), obtemos o seguinte Hamiltoniano modificado

(
C − E λ

(−S
λ
− λ

S
V (r)− d

dr

)

λ
(−S

λ
− λ

S
V (r) + d

dr

) −C − E

) (
φ+

φ−

)
= 0, (3.30)

resultando no par de equações:

(
+

d

dr
− λ

S
V (r)− S

λ

)
φ+ =

E + C

λ
φ−, (3.31)

(
− d

dr
− λ

S
V (r)− S

λ

)
φ− =

E − C

λ
φ+. (3.32)

Isto mostra que φ+ e φ− satisfazem um par de equações supersimétricas unidimensi-

onais, com o superpotencial W (r) escrito como

W (r) = −λ

S
V (r)− S

λ
. (3.33)

Então, as Eq. (3.31) e (3.32) tornam-se:

A−A+φ+ =

(
− d2

dr2
+ W 2 −W

′
)

φ+ =
E 2 − C2

λ2
φ+, (3.34)

A+A−φ− =

(
− d2

dr2
+ W 2 + W

′
)

φ− =
E 2 − C2

λ2
φ−, (3.35)

com A± = [± d
dr

+ W (r)] e W
′
= dW

dr
.

As Eq. (3.34) e (3.35) mostram que todo autovalor de A−A+ é também um autovalor

de A+A− exceto quando A+φ+(r) = 0 e φ− = 0 ou A−φ−(r) = 0 e φ+ = 0. Neste caso, as

funções de onda do estado fundamental são não-degeneradas e são obtidas considerando

E 2 = C2 e determinadas por um dos seguintes conjuntos de equações:
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A+φ
(0)
+ (r) = 0, φ

(0)
− (r) = 0, (3.36)

A−φ
(0)
− (r) = 0, φ

(0)
+ (r) = 0. (3.37)

A escolha de uma das duas vai depender de qual solução é normalizada e por conse-

guinte deve satisfazer as condições de contorno de ir a zero quando r → ∞. As soluções

de (3.36) e (3.37) são obtidas por integração direta e dadas por

φ
(0)
± = N

(0)
± exp(

∫
∓W (r)dr), (3.38)

com o autovalor de energia do estado fundamental dado por E 2 = C2 e N
(0)
± sendo as

constantes de normalização.

Para nosso sistema, de posse da Eq. (3.26) o superpotencial W (r) assume a forma

W (r) = −S

λ
− λ

S
V (r) = −S

λ
+

1

C

(
k + ωr2

r + λωTr2

)
. (3.39)

A integral de W (r) pode ser facilmente realizada por frações parciais, produzindo o

resultado:

∫
W (r)dr =

∫ [
−S

λ
+

1

C

(
k + ωr2

r + λωTr2

)]
dr

=
C

λT
r + ln

[
r

k
C (1 + λωTr)−

1
C

(k+1/ωλ2T 2)
]
. (3.40)

Assim, φ
(0)
+ e φ

(0)
− são dadas por

φ
(0)
+ (r) = N

(0)
+ e−

C
λT

rr−
k
C (1 + ωλTr)

1
C (k+ 1

ωλ2T2 ) , (3.41)

φ
(0)
− (r) = N

(0)
+ e

C
λT

rr
k
C (1 + ωλTr)−

1
C (k+ 1

ωλ2T2 ) . (3.42)
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Para determinarmos qual solução é normalizável nós consideraremos a situação onde

k < 0 e 0 < η < π
2
, assim S, C, T > 0. Podemos ver diretamente que φ

(0)
+ é a solução

desejada com φ
(0)
− = 0. Logo,

φ
(0)
+ = N

(0)
+ e−

C
λT

rr
|k|
C (1 + ωλTr)

1
C (−|k|+ 1

ωλ2T2 ) , (3.43)

e

lim
r→∞

φ
(0)
+ (r) = 0. (3.44)

Na Figura 4, plotamos o gráfico da autofunção φ
(0)
+ para |k| = 1 (curva cheia), |k| = 2

(curva pontilhada) e para |k| = 3 (curva tracejada), considerando λ = ω = T = 1.
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Figura 4: Auto função φ+
(0)
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4 LIMITE
NÃO-RELATIVÍSTICO DO
OSCILADOR DE DIRAC COM
MASSA DEPENDENTE DA
POSIÇÃO

Neste último caṕıtulo, iremos utilizar uma representação alternativa da teoria de

Dirac, conhecida como representação de Foldy-Wouthuysen, com o objetivo de obter o

limite não-relativ́ıstico do Hamiltoniano do oscilador de Dirac com a massa dependente

da posição. Iniciaremos com a exposição do método de Foldy-Wouthuysen aplicado ao

caso geral em que a part́ıcula de Dirac está interagindo com um campo externo qualquer.

Em seguida, abordaremos o caso particular do potencial do oscilador de Dirac e avaliare-

mos a contribuição da massa variável no Hamiltoniano de Dirac comparando com o caso

constante.

4.1 A transformação de Foldy-Wouthuysen

Como vimos no caṕıtulo 1, os espinores ψ soluções da equação de Dirac consistem de

vetores coluna de quatro componentes que podem ser agrupadas em dois bi-espinores φ

e χ denominados de componente maior e menor, respectivamente. Essa denominação é

justificada pelo fato de que, quando tomamos o limite não-relativ́ıstico dos espinores que

representam os estados de energia positiva, as duas componentes superiores que formam

φ tornam-se muito mais significativas que as componentes inferiores representadas por

χ. Para os estados de energia negativa observa-se o oposto. Vemos então que, nessa

aproximação, o espinor de Dirac fica completamente determinado por somente duas das

suas quatro componentes [1].

Na busca por uma transformação canônica unitária que, quando fosse aplicada ao



4.1 A transformação de Foldy-Wouthuysen 49

espinor ψ, pertencente a um estado de energia definido, produzisse uma função de onda

completamente determinada somente por duas componentes em todas as ordens de v2/c2

(e não apenas no limite de baixas energias), Foldy e Wouthuysen [40] propuseram um

método geral cuja idéia básica consiste em remover do Hamiltoniano de Dirac todos os

operadores ‘́ımpares’, tais como α, γi e γ5 que são responsáveis por acoplar as componentes

maiores e menores do espinor, de modo que o Hamiltoniano transformado fosse expresso

como uma série de potências de 1/m que contenha apenas operadores pares do tipo β, Σ

e I, que não misturam as componentes maiores e menores.

A seguir, reproduziremos o método de Foldy-Wouthuysen na presença de campos

externos que não dependam do tempo, que é o caso do potencial do oscilador de Dirac.

Primeiramente, vamos escrever o Hamiltoniano de Dirac como

H = βm + E + O, (4.1)

onde E representa a parte par e O a parte ı́mpar de H.

O acoplamento com campos externos pode ser facilmente implementado considerando

por exemplo o caso particular do oscilador de Dirac:

O = α · (p− imωβr) e E = 0. (4.2)

Vamos considerar agora a transformação canônica unitária produzida pelo operador

Hermitiano

S = − i

2m
βO, (4.3)

de modo que possamos escrever

U = eiS, (4.4)

φ = Uψ = eiSψ, (4.5)

onde U †U = e−iSeiS = I.

O Hamiltoniano transformado é dado por (supondo ∂S
∂t

= 0)

H
′
= eiSHe−iS, (4.6)
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que pode se escrita como uma série de potências de (1/m) com a ajuda da relação de

Baker-Hausdorff [27]:

eLAe−L = A + [L,A] +
1

2!
[L, [L,A]]

+ · · ·+ 1

n!
[L, [L, [L, · · · , [L,A] · · · ]]] + · · · , (4.7)

onde [L,A] = LA− AL é o comutador de L e A.

A expansão de H
′
produz

H
′
= H + i[S, H] +

(i)2

2!
[S, [S, H]] + · · · (4.8)

Fazendo uso das relações

βO = −Oβ e βE = Eβ, (4.9)

e restringindo nossa aproximação até potências de (1/m)2, vamos agora calcular cada

comutador da série (4.8) separadamente:

i[S,H] = i

((−i

2m
βO

)
(βm + O + E)− (βm + O + E)

(−i

2m
βO

))

= −O +
βO2

m
+

β

2m
[O,E], (4.10)

(i)2

2
[S, [S, H]] =

i

2

{(−i

2m
βO

)(
−O +

βO2

m
+

β

2m
[O,E]

)

−
(
−O +

βO2

m
+

β

2m
[O, E]

)(−i

2m
βO

)}

= − 1

2m
βO2 − 1

2m2
O3 − 1

8m2
[O, [O,E]]. (4.11)

Substituindo os resultados acima em (4.8), obtemos
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H
′

= βm + E + O− O +
βO2

m
+

β

2m
[O,E]

− 1

2m
βO2 − 1

2m2
O3 − 1

8m2
[O, [O,E]]

= βm + E +
βO2

2m
− 1

8m2
[O, [O,E]

+
β

2m
[O,E]− 1

3m2
O3 + · · · . (4.12)

Nas duas últimas linhas de (4.12), observamos que essa primeira transformação só

consegue eliminar todos os operadores ı́mpares de ordem igual a (1/m)0, restando ainda

os de ordem igual ou superior a (1/m), presentes na última linha. Entretanto, aplicando

uma seqüência de transformações canônicas em que o operador S é escolhido como sendo

S = − i

2m
βO′, (4.13)

com O′ = termos ı́mpares restantes no Hamiltoniano transformado, conseguiremos

em prinćıpio, remover os termos ı́mpares remanescentes no Hamilnoniano transformado

em qualquer ordem de potências em (1/m) desejada. Para maiores detalhes, remetemos

o leitor a ref. [1].

4.2 Transformação de Foldy-Wouthuysen com a massa

dependente da Posição

Vamos agora aplicar o método descrito na seção anterior para o caso particular do

oscilador de Dirac com a massa dependente da posição. Nosso objetivo é avaliar o li-

mite não-relativ́ıstico do sistema, determinando as posśıveis alterações no Hamiltoniano

provocadas por considerar a massa um operador par, dependente da posição espacial.

Neste caso, o Hamiltoniano é dado por

H = βm(r) + O. (4.14)

Como já dissemos antes, ao considerar a massa um operador da posição, m(r) e p não

mais comutam e S não pode mais ser considerado como em (4.3). Seguindo o trabalho

da ref. [5], podemos escrever duas possibilidades para o operador S:
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S1 = − i

2

1√
m(r)

βO
1√
m(r)

, (4.15)

S2 = − i

4

[
1

m(r)
βO + βO

1

m(r)

]
. (4.16)

Ainda em [5], os autores mostram que ambos os operadores S1 e S2, produzem o

mesmo Hamiltoniano transformado para o caso da part́ıcula livre, isto é, O = α · p.

Usaremos aqui o operador S1 para efetuarmos a transformação de Foldy-Wouthuysen que

nos conduzirá ao limite não-relativ́ıstico de (4.14).

Como antes,

H
′
= eiS1He−iS1 = H + i[S1, H] +

(i)2

2!
[S1, [S1, H]] + · · · . (4.17)

No que segue, vamos nos limitar em considerar somente os termos de ordem até (1/m).

O primeiro comutador de 4.17 vale:

i[S1, H] = −(i)2

2

{(
1√
m

βO
1√
m

)
(O + βm(r))− (O + βm(r))

(
1√
m

βO
1√
m

)}

=
β

2

(
1√
m

O
1√
m

O + O
1√
m

O
1√
m

)
− 1

2

(
1√
m

O
√

m +
√

mO
1√
m

)
. (4.18)

O segundo termo entre parênteses em (4.18) pode ser simplificado quando analisamos

sua atuação sobre um spinor arbitrário ψ:

−1

2

(
1√
m

O
√

m +
√

mO
1√
m

)
ψ = −1

2

(
1√
m

(O
√

m)ψ + Oψ +
√

m(O
1√
m

)ψ + Oψ

)

= −1

2

{(
1√
m

(O
√

m) +
√

m(O
1√
m

)

)
+ 2O

}
ψ

= −1

2
O(
√

m
1√
m

)

︸ ︷︷ ︸
0

ψ − Oψ. (4.19)

Assim, a Eq. (4.18) torna-se:

i[S1, H] = −O +
β

2

(
1√
m

O
1√
m

O + O
1√
m

O
1√
m

)
. (4.20)
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O segundo comutador é dado por:

i2

2
[S1, [S1, H]] =

−(i)2

4

[
1√
m

βO
1√
m

,−O

]

+
−(i)2

4

[
1√
m

βO
1√
m

,
β

2

(
1√
m

O
1√
m

O + O
1√
m

O
1√
m

)]
. (4.21)

Que resulta em:

i2

2
[S1, [S1, H]] = −β

1

4

(
1√
m

O
1√
m

O + O
1√
m

O
1√
m

)

−1

8

(
1√
m

O
1

m
O

1√
m

O + O
1√
m

O
1

m
O

1√
m

+2
1√
m

O
1√
m

O
1√
m

O
1√
m

)
. (4.22)

Desprezando os termos de ordem superior a 1/m, o Hamiltoniano transformado é

dado por:

Ĥ ′ = β

(
m(r) +

1

4

(
1√
m

O
1√
m

O + O
1√
m

O
1√
m

))
. (4.23)

A inclusão do potencial de Dirac é feita através da substituição

O = α · (p− im(r)ωβr). (4.24)

Então, podemos escrever H
′
como

H
′

= β

{
m(r) +

1

4

(
1√
m

(α · (p− imωβr))
1√
m

(α · (p− imωβr))

+(α · (p− imωβr))
1√
m

(α · (p− imωβr))
1√
m

)}
. (4.25)

O segundo termo de (4.25), que denotaremos por H2, resulta em
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H2 =
β

4

{
1√
m

α · p 1√
m

α · p + α · p 1√
m

α · p 1√
m

+2mω2(α · r)(α · r)
+iωβ [(α · r)(α · p)− (α · p)(α · r)]
+iωβ

[√
m(α · r)(α · p)

1√
m
− 1√

m
(α · p)(α · r)√m

]}
. (4.26)

Da relação:

(α ·A)(α ·B) = A ·B + iΣ · (A×B), (4.27)

com Σ =

(
σ 0

0 σ

)
, temos:

H2 = Hcinético +
β

4

{
2mω2r2 − 3ωβ − 2ωβΣ · L

+iωβ

(√
m(r · p)

1√
m
− 1√

m
(p · r)√m

)

−ωβΣ ·
(√

m(r× p)
1√
m
− 1√

m
(p× r)

√
m

)}
, (4.28)

onde Hcinético = β
4

{
1√
m

α · p 1√
m

α · p + α · p 1√
m

α · p 1√
m

}
.

Os dois últimos termos de (4.28) podem ser simplificados ao analisarmos suas atuações

sobre um espinor arbitrário ψ. Assim,

[√
m(r · p)

1√
m
− 1√

m
(p · r)√m

]
ψ = −i

[√
mxj(∂j

1√
m

)ψ + xj(∂jψ)

−3ψ − xj
1√
m

(∂j

√
m)ψ − xj(∂jψ)

]

=

[
3i + r ·

(√
m(p

1√
m

)− 1√
m

(p
√

m)

)]
ψ.

(4.29)
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[√
m(r × p)

1√
m
− 1√

m
(p× r)

√
m

]
ψ = −i

(√
mεijkxi(∂j

1√
m

ψ)− 1√
m

εijk(∂ixj

√
mψ)

)

k

=


2L + r ×



√

m(p
1√
m

) +
1√
m

(p
√

m)

︸ ︷︷ ︸
0





 ψ

= 2Lψ. (4.30)

Substituindo os resultados acima em (4.28), obtemos o Hamiltoniano transformado:

H
′

= β

{
m +

1

4

(
1√
m

α · p 1√
m

α · p + α · p 1√
m

α · p 1√
m

)

+
1

2
mω2r2 − 3

2
ωβ − 2ωβS · L

+iωβr ·
(√

m(p
1√
m

)− 1√
m

(p
√

m)

)}
. (4.31)

Podemos, então, observar que duas mudanças significativas ocorreram no Hamiltoni-

ano do oscilador de Dirac no limite não-relativ́ıstico em relação a Eq. (1.13): uma diz

respeito ao termo cinético na primeira linha de (4.31), que concorda com a expressão

encontrada em [5] e é conseqüência direta da não comutatividade de p e m(r). A segunda

e mais interessante diferença está na última linha de (4.31), que é escrita separadamente

abaixo:

HaH = iωr ·
(√

m(p
1√
m

)− 1√
m

(p
√

m)

)
. (4.32)

Este termo adicional é anti-Hermitiano e deve-se exclusivamente à escolha do potencial

do oscilador, adicionada à condição de dependência espacial da massa. O estudo de

Hamiltonianos não-Hermitianos é tratado por exemplo, na ref. [41]. No nosso caso, a

relevância f́ısica e as propriedades de HaH serão discutidas em trabalhos subseqüentes.
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5 CONCLUSÕES E
PERSPECTIVAS

No presente trabalho, focamos nossa atenção sobre o sistema quântico relativ́ıstico

descrito pelo oscilador de Dirac (OD). Submetemos esse sistema a duas situações bastante

distintas e que estão atualmente em evidência na pequisa em teoria de campo e f́ısica da

matéria condensada.

Na primeira situação, analisada no caṕıtulo 2, avaliamos a influência da quebra de

simetria de Lorentz no OD, implementada por meio do acoplamento de um background

fixo dos tipos vetorial e axial, CPT-́ımpar na Lagrangiana de Dirac original. O limite

não-relativ́ıstico foi trabalhado e os Hamiltonianos de violação de Lorentz foram determi-

nados. Em seguida, avaliamos as correções de primeira ordem induzidas sobre os ńıveis

de energia do OD. Essa abordagem da violação de simetria de Lorentz é recente e tem

sido bastante discutida como meio de alcançar uma compreensão maior dos fenômenos

de altas energias que possam ser visualizados em sistemas de baixas energias, facilmente

testáveis em laboratório.

Não se observou nenhuma modificação nos autovalores de energia do OD para o caso

de quebra vetorial, enquanto que se observou a existência de um efeito tipo Zeeman no caso

axial. Nossa principal contribuição foi aplicar a quebra de Lorentz na equação de Dirac

acoplada ao potencial do tipo oscilador, que ainda não tinha sido avaliada na literatura.

A segunda parte desta dissertação trata do OD com massa dependente da posição.

De todas as situações em que o OD é abordado na literatura, até o presente trabalho,

não era de nosso conhecimento nenhuma discussão que envolvesse essa idéia. Além disso,

nossa escolha baseia-se também no grande número de aplicações em f́ısica da matéria

condensada, onde sistemas de massa efetiva são usados.

No caṕıtulo 3, consideramos a equação de Dirac acoplada com o potencial do oscilador

e tornamos a massa variável m(r). Em vez de usarmos funções testes arbitrárias para a
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massa da part́ıcula, preferimos prosseguir aplicando uma transformação canônica que

possibilitasse introduzir um v́ınculo para eliminar as derivadas de primeira ordem das

componentes radiais na equação diferencial resultante. Assim, conseguimos determinar

uma forma funcional para distribuição de massa da part́ıcula e, como bônus, recuperamos

a estrutura supersimétrica da equação de Dirac. Em seguida, aplicamos o formalismo

da mecânica quântica supersimétrica para determinar as autoenergias e autofunções do

estado fundamental do sistema. Das soluções radiais encontradas, geramos gráficos que

permitiram a comparação qualitativa com o caso da massa constante visto no caṕıtulo 1.

O quarto caṕıtulo é dedicado à determinação do Hamiltoniano não-relativ́ıstico do

OD com massa dependente da posição, via aplicação do método de Foldy-Wouthuysen.

Encontramos um termo adicional anti-Hermitiano que está ausente quando consideramos

a massa constante.

Como perspectiva imediata para estudos posteriores a serem seguidos com base em

nosso trabalho, podemos indicar os seguintes caminhos:

1. Analisar a influência no OD de diferentes termos de quebra, como por exemplo

termos tensoriais presentes na Lagrangiana de violação de Lorentz do Modelo Padrão

Estendido;

2. Aplicar a quebra de simetria de Lorentz para sistemas de baixa dimensão (2+1),

associada com acoplamento não-mı́nimo na presença de campos eletromagnéticos

externos;

3. Investigação do comportamento dos Halmitonianos de violação de Lorentz em bai-

xas energias para outros tipos de acoplamento e também para part́ıculas de spins

diferentes de 1/2;

4. Prosseguir com a análise do papel do termo anti-Hermitiano encontrado no caṕıtulo

4;

5. Analisar o OD na presença do efeito Aharonov-Casher.
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APÊNDICE A -- A equação

Hipergeométrica

Confluente

Neste apêndice, faremos uma breve discussão sobre a equação hipergeométrica con-

fluente cujas soluções, como vimos no caṕıtulo 1, correspondem às componentes radiais

das autofunções do oscilador de Dirac com massa constante. Uma discussão bem mais

completa pode ser encontrada em [42].

A função hipergeométrica confluente é definida como a solução da equação diferencial

z
d2M

dz2
+ (b− z)

dM

dz
− aM = 0. (A.1)

A solução é obtida pelo método da expansão em série de potências, que apresenta

como solução a série infinita

M(a, b, z) = 1 +
az

b
+

(a)2z
2

2!(b)2

+ · · · (a)nz
n

n!(b)n

· · · , (A.2)

onde (a)0 = 1, (a)n = a(a + 1)(a + 2) · · · (a + n− 1).

Ao avaliarmos a convergência da série A.2(aplicando por exemplo o teste da razão),

vemos que ela é convergente para todos os valores de z finitos. Entretanto, para z → ∞
ela diverge. Para que M(a, b, z) satisfaça a condição de contorno no infinito e permita que

as autofunções do oscilador de Dirac sejam normalizadas, devemos impor que a série seja

finita, e isso é facilmente conseguido exigindo-se que o primeiro parâmetro da função hi-

pergeométrica seja igual a um inteiro negativo, isto é, a = −m e que o segundo parâmetro

dado por b, não seja um inteiro negativo.
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O comportamento assintótico de M(a, b, z) é dado por:

lim
z→∞

M(a, b, z) =
Γ(b)

Γ(a)
ezza−b(1 + O(|z|−1)) Re z > 0,

lim
z→∞

M(a, b, z) =
Γ(b)

Γ(b− a)
(−z)−a(1 + O(|z|−1)) Re z < 0,

onde Γ(b) é a função Gama e O(x) representa os termos de ordem igual ou superior a x.

Notamos também que

M(0, b, z) = 1, M(a, 0, z) = ∞.

As funções

y1 = M(a, b, z), y2 = z1−bM(1 + a− b, 2− b, z),

y3 = ezM(b− a, b,−z), y4 = z1−bezM(1− a, 2− b,−z),

são todas independentes uma das outras.

A.1 Relações com outras funções

A função hipergeométrica confluente (A.2) possui dois parâmetros livres que, ao as-

sumirem valores convenientes, permitem que representemos diversas funções especiais em

termos das hipergeométricas. O caso mais simples é obtido quando tomamos a = b. É

simples verificar que

M(a, a, z) = ez. (A.3)

Outro exemplo de funções que aparecem em uma grande variedade de problemas f́ısicos

e que podem ser representadas pela função hipergeométrica confluente, são os polinômios

de Laguerre. Eles obedecem a equação diferencial

x
d2Lα

n(x)

dx2
+ (α + 1− x)

dLα
n(x)

dx
+ nLα

n(x) = 0. (A.4)

Esta equação é obviamente um caso especial de (A.1) e nós temos imediatamente

Lα
n(x) = M(−n, α + 1, x) (A.5)

Consideremos agora, a mudança na variável independente x = z1/2 em (A.1) que
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produz a equação diferencial modificada

1

4

d2M

dx2
−

(
1

4X
− b

2x
+

x

2

)
dM

dx
− aM = 0 (A.6)

Se tomarmos b = 1/2 obtemos a simplificação

d2M

dx2
− 2x

dM

dx
− 4aM = 0 (A.7)

Lembrando que a equação diferencial de Hermite é definida como

d2Hn(x)

dx2
− 2x

dHn(x)

dx
+ 2nHn(X) = 0 (A.8)

Comparando (A.8) com (A.7) chegamos a conclusão que os polinômios de Hermite

também podem ser escritos em termos das funções hipergeométricas confluentes como

Hn(x) = M

(
−n

2
,
1

2
, x2

)
(A.9)

Os polinômios de Hermite são as autofunções do oscilador harmônico quântico não-

relativ́ıstico e, por isso, que constitui um caso particular das soluções radiais do oscilador

de Dirac no limite de baixas energias, como foi visto no caṕıtulo 1.

Como exemplo final, vamos considerar as funções de Bessel. Elas são as soluções da

equação diferencial de Bessel que aparece em muitas areas da f́ısica e que é definida por

d2Jν(z)

dz2
+

1

z

dJν(z)

dz
+

(
1− ν2

z2

)
Jν(z) = 0 (A.10)

Nesta equação, fazemos a substituição

Jν(z) = zνe−izK(z).

Após alguma algebra, obtemos a seguinte equação

z
d2K(z)

dz2
+ (2ν + 1− 2iz)

dK(z)

dz
− (2ν + 1)iK(z) = 0. (A.11)
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Fazendo, em seguida, a mudança de variável y = 2iz, temos:

y
d2K(z)

dy2
+ (2ν + 1− y)

dK(y)

dy
− 1

2
(2ν + 1)K(y) = 0. (A.12)

Comparando com (A.1), conclúımos que K(y) é uma função hipergeométrica conflu-

ente, com

Jν(z) = zνe−izM

(
1

2
(2ν + 1), 2ν + 1, 2iz

)

Muitas outras funções que aparecem em diversas areas da f́ısica podem ser escritas

em termos das funções hipergeométricas.
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APÊNDICE B -- Breve resumo sobre

Mecânica Quântica

Supersimétrica

No presente apêndice, faremos uma breve revisão das idéias de supersimetria (SUSY)

na mecânica quântica. Para maiores detalhes, remetemos o leitor às ref. [43, 44]. O

formalismo da Mecânica Quântica Supersimétrica (MQS) é baseado nos métodos de fa-

toração do Hamiltoniano do oscilador harmônico simples por meio dos operadores a±, que

satisfazem

H =
1

2
(p2

x + ω2x2) =
ω

2
{a+, a−} = ω

(
N +

1

2

)
, N = a+a−, (B.1)

a± =
1√
2ω

(±ipx − ωx) = (a∓)†, (B.2)

[a−, a+] = 1, [H, a±] = ±ωa±, (B.3)

cujos autovalores de energia são dados por

E = ω

(
n +

1

2

)
, (B.4)

com n sendo os autovalores do operador número N .

A generalização do método acima para um potencial qualquer em uma dimensão é

conseguida com
√

ωa− → A− e
√

ωa+ → A+, com

A∓ =
1√
2
(∓ipx −W (x)) = (A±)†, (B.5)

onde W = W (x), chamado de superpotencial, é uma função arbitrária da posição.
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Definimos ainda os operadores não-Hermitianos autoadjuntos, conhecidos também

como supercargas por meio de

Q+ = A+σ− =

(
0 A+

0 0

)
, Q− = A−σ+

(
0 0

A− 0

)
, (B.6)

Por conseguinte, o Hamiltoniano supersimétrico H assume a forma

H = {Q+, Q−} =
1

2

(
p2

x + W 2(x)− σ3
d

dx
W (x)

)

=

(
H− 0

0 H+

)
=

(
A+A− 0

0 A−A−

)
, (B.7)

onde σ± = 1
2
(σx ± iσy), σx, σy e σz são as matrizes de Pauli.

Os Hamiltonianos H− e H+ são chamados de “parceiros supersimétricos” e são expli-

citamente dados por

H− = A+A− =
1

2

(
p2

x + W 2(x)− d

dx
W (x)

)
, (B.8)

H+ = A−A+ =
1

2

(
p2

x + W 2(x) +
d

dx
W (x)

)
. (B.9)

Observamos que a escolha particular de W (x) = ωx, recupera o resultado do oscilador

harmônico simples de modo que

A− = a− =
1√
2

(
−−d

dx
− ωx

)
= ψ

(0)
−

(
− 1√

2

d

dx

)
1

ψ
(0)
−

, (B.10)

A+ = a+ = (A−)† =
1√
2

(−d

dx
− ωx

)
=

1

ψ
(0)
−

(
1√
2

d

dx

)
ψ

(0)
− , (B.11)

onde

ψ
(0)
− = exp

(
−1

2
ωx2

)
(B.12)

é a função de onda normalizável do estado fundamental do Hamiltoniano H−.

De maneira análoga, para o Hamiltoniano supersimétrico (B.7), os operadores A± de

(B.5) podem ser escritos na forma
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A− = ψ
(0)
−

(
− 1√

2

d

dx

)
1

ψ
(0)
−

=
1√
2

(
− d

dx
+

1

ψ
(0)
−

dψ
(0)
−

dx

)
, (B.13)

A+ = (A−)† =
1

ψ
(0)
−

(
− 1√

2

d

dx

)
ψ

(0)
−

=
1√
2

(
d

dx
+

1

ψ
(0)
−

dψ
(0)
−

dx

)
, (B.14)

onde

ψ
(0)
− ∝ exp

(
−

∫ x

W (q)dq

)
, (B.15)

e

ψ
(0)
+ ∝ exp

(∫ x

W (q)dq

)
⇒ ψ

(0)
+ ∝ 1

ψ
(0)
−

(B.16)

representam os estados fundamentais de H− e H+, respectivamente. Além disso, podemos

escrever as seguintes condições de aniquilação para os operadores A±:

A−ψ
(0)
− = 0, A+ψ

(0)
+ = 0. (B.17)

Quando as autofunções (B.15) e (B.16) são normalizáveis, elas se tornam as únicas

autofunções do Hamiltoniano supersimétrico (B.7) correspondendo ao estado fundamental

de energia zero. Neste caso, a SUSY é considerada “não quebrada”. Quando nem ψ
(0)
− ou

ψ
(0)
+ são funções de onda admisśıveis, isto é, não é posśıvel normalizá-las, então os estados

de energia zero não existem e a SUSY é considerada “quebrada”. De (B.15) e (B.16),

é fácil ver que é o comportamento assintótico de W (x) que vai definir se existe ou não

soluções normalizáveis.
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