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Resumo

Neste trabalho estudamos o Oscilador de Dirac (OD) em trés diferentes situacoes.
Na primeira situacao estudamos o OD com violagao da simetria de Lorentz. Referida
violacao ¢ implementada através de um termo vetorial e de um termo axial. Realizamos
o limite nao-relativistico e obtemos que o campo de background vetorial nao modifica
o espectro de energia do sistema. Contudo, no caso do campo de background axial,
aparece uma correcao similar ao efeito Zeeman. Na segunda questao discutida aqui,
relatamos os primeiros estudos sobre o oscilador de Dirac com massa variavel. Impomos
um vinculo no sistema de modo a preservar a estrutura supersimétrica e obter a solucao
de funcao de onda. Esta condi¢ao nos permite encontrar uma forma funcional especifica
para a massa, a qual apresenta interessante caracteristica. Devido a esse aspecto, esse
modelo melhora duas conhecidas interpretacoes fisicas do Oscilador de Dirac, ou seja,
aquela onde o OD é visto como uma interacao entre o momento magnético anomalo
de férmions neutros e uma esfera carregada, e a interpretacao como um modelo que
descreve aproximadamente o confinamento de quarks. Por outro lado, as autofuncoes e a
autoenergias do estado fundamental do sistema sao também obtidas. Por fim, na terceira
parte do trabalho, usamos a conhecida abordagem de Foldy-Wouthuysen para tratar o
problema de ordenamento do operador de energia cinética na teoria de baixas energias. O
problema de ordenamento aparece na teoria de Schroedinger quando consideramos massa
dependendo da posicao, uma vez que a presenca de dois operadores no termo cinético
torna ambiguo o Hamiltoniano. Neste trabalho, partindo do oscilador de Dirac, no qual a
massa depende da posi¢ao, usamos a transformacao de Foldy-Wouthuysen para obter um
Hamiltoniano nao-relativistico e anti-hermitiano, sem problemas de ordenamento. Com
o intuito de auxilair a leitura do trabalho do ponto de vista técnico, acrescentamos dois
apéndices. No apéndice A apresentamos as equagoes hipergeométricas confluentes e suas
relacoes com diversas funcoes especiais. No apéndice B, revisamos brevemente os conceitos
basicos da Supersimetria da Mecanica Quantica.



Abstract

In this work we study the Dirac Oscillator (DO) in a threefold way. In the first way,
we study DO with Lorentz symmetry violation. This violation is implemented through
vectorial and an axial terms. We realize a non-relativistic limit and we obtain that the
background vector field does not modify the energy spectrum. However, in the case of
the background axial field, a correction similar to the Zeeman effect shows up. As the
second issue studied here, we report first studies on the Dirac oscillator with variable
mass. We impose a constraint in the system in order to preserve a supersymmetric
structure and hence to obtain a wave function solution. This condition allows us to find a
particular functional form to the mass, which presents an interesting feature. Due to this
feature, this model enhances twofold physical equivalence for the Dirac oscillator, namely,
an interaction term between an anomalous magnetic moment of neutral fermions and a
charged sphere, and the confinement of quarks. Also eigenfunctions and eigenenergy of
the fundamental state of the system are obtained. Finally, in the third part of our work,
we use the so called Foldy-Wouthuysen approach in order to treat the ordering problem
of the kinetic energy operator in the low energy theory. The ordering problem appears in
the Schroedinger theory when we consider mass depending on position, since due to the
presence of two operators in the kinetic term, the Hamiltonian turns ambiguous. In that
work, starting from a Dirac oscillator which mass depends on position, we use the Foldy-
Wouthuysen transformation to achieve a non-relativistic anti-Hermitian Hamiltonian with
no ordering problem. As a matter of completeness we add two appendix, namely, an
appendix A in order to present the confluent hypergeometric equation and their relations
with special functions, and an appendix B, where we review briefly the Supersymmetric
Quantum Mechanics.
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INTRODUCAO

A descricao dos fenomenos fisicos em altas energias requer como guia a utilizacao das
duas principais teorias surgidas no inicio do século XX; A teoria da Relatividade Especial
(TRE) e a Mecanica Quantica (MQ). A primeira tentativa de unir esses dois pilares
da fisica atual em uma unica teoria consistente surgiu com a formulagao da Mecanica
Quantica Relativistica (MQR), que basicamente se propoem a estudar as fungoes de onda
que sao solugoes das equacoes relativisticas de Klein-Gordon (para particulas de spin-0)
e de Dirac (para particula de spin-1/2). Essas duas classes de equagbes de forma alguma
esgotam a lista das particulas conhecidas, e para os casos de spins maiores também existem
equagoes de onda correspondentes (Rarita-Schwinger, spin-3/2, Kemmer e Proca, spin-
1, e no caso geral as equagoes de Bargmann-Wigner)[1]. Entretanto, é na equagao de
Dirac, formulada pela primeira vez em 1927 para elétrons, que podemos verificar o grande

sucesso dessa teoria.

A equacdo de Dirac pode igualmente descrever entidades elementares (isto é, sem
estrutura interna) como elétrons ou quarks livres, ou até mesmo entidades compostas
livres como prétons e néutrons. O primeiro ponto importante a se destacar é que ela
consegue descrever naturalmente tanto o spin intrinseco correto como a helicidade dos
elétrons (a helicidade é definida com relagao a diregdo de movimento de uma particula,
como a componente do spin que tem duas dire¢oes possiveis, “up” ou “down”). A equagao

de Dirac descreve somente objetos de spin i/2, com duas helicidades 1/2h e —1/2h.

O segundo ponto a ressaltar na equacao de Dirac é que ela prevé que cada particula
de energia positiva tem uma antiparticula com energia negativa, massa e spin iguais, mas
carga elétrica oposta. Além disso, uma particula carregada e sua antiparticula podem
se destruir uma a outra; o excedente de energia vai entao para a producao de fétons.
O contréario também foi verificado experimentalmente, isto é, quando uma particula e
sua antiparticula sao criadas a partir do excedente de energia, sempre obedecendo os

principios bésicos de conservacao da energia e do momento.

Entretanto, uma descrigao mais completa e atualmente mais satisfatoria das particulas

elementares s6 é possivel no contexto da Teoria Quantica de Campos (TQC) que inter-
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preta as particulas como modos de vibracao de campos fundamentais que preenchem o
espaco-tempo. Nao obstante, a MQR continua sendo um campo de pesquisa fértil para
modelos de sistemas fisicos em altas energias que possuam um analogo nao-relativistico
na MQ ordinaria, tornando-se um excelente laboratoério tedérico para estudar os efeitos

relativisticos em sistemas comuns na fisica da matéria condensada.

Assim como na MQ), os sistemas fisicos que possuem solugao analitica exata na MQR
sao bastantes raros, mas sao importantes para podermos compreender melhor a fisica por
traz dos fenomenos em questao e possibilitar a realizacao de experiéncias que possam
confronta-los com a teoria. Neste contexto o problema mais celebrado e amplamente
analisado na MQR ¢é o do potencial Coulombiano, que serviu de base para muitos avancos

nessa area e até o final dos anos oitenta era um dos poucos problemas soltiveis conhecidos.

No inicio dos anos noventa, surgiu um importante modelo exatamente soltuvel e que
atualmente vem sendo bastante explorado na literatura, o chamado oscilador de Dirac
(OD). Esta denominagcao foi cunhado por Moshinsky e Szczepaniak [2] para a equagao de
Dirac com um acoplamento nao-minimo linear no vetor posicao, através da substituicao
p — p — imwpfr, onde m é a massa da particula e w é a freqiiéncia do oscilador. Dentre
as possibilidades nesse cenario, a presente dissertacao de mestrado trata do OD em duas
situacoes bastantes distintas mas igualmente importantes na pesquisa atual: A violagao

de simetria de Lorentz e sistemas quanticos com massa efetiva dependente da posigao.

O capitulo 1 é dedicado a uma revisao geral das principais propriedades do OD, onde

determinamos suas autoenergias e autofuncgoes.

No capitulo 2, que representa propriamente a primeira parte de nosso trabalho,
tratamos do OD com violagao de simetria de Lorentz objetivando as implicacoes nao-
relativisticas. Iniciamos com dois tipos de acoplamento nao-minimo implementados na
equacao de Dirac por meio de quadrivetores (v* e b*), que tém o papel de fixar um
background, impondo uma anisotropia no espaco-tempo. Estes quadrivetores devem ser
entendidos como campos vetoriais de fundo, resultantes de processos de transicao de fases
em analogia, por exemplo, com o ferromagnetismo no modelo de Ising. Suas componentes,
sob transformacao de um referencial ligado a particula, apresentam um comportamento
escalar, e sob transformacao do referencial ligado ao observador tém um comportamento

de um autentico quadrivetor de Lorentz.

Seguiremos de perto os passos do trabalho da referéncia [3] e a partir da equagao de
Dirac modificada pelos termos de quebra, tomaremos o limite nao-relativistico, obtendo

o Hamiltoniano de violacao de Lorentz e calcularemos as provaveis correcoes no espectro
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de energia.

A segunda parte, iniciada no capitulo 3, trata do OD no contexto de uma teoria de
massa efetiva bastante discutida em fisica da matéria condensada. Partimos da equacao
de Dirac considerando a massa dependente da posicao e efetuamos o acoplamento do OD.
Nos restringiremos entao a tratar a massa como uma funcao real da distancia espacial,
impondo a simetria esférica para que o sistema possa ser separavel nas variaveis angulares
e radiais. No sistema de equacoes diferenciais resultante, aplicamos uma transformacao
canonica tipo rotagao que permitira introduzir um vinculo para eliminar as derivadas de
primeira ordem nas componentes radiais e fixar uma forma funcional para a massa da
particula. O sistema resultante permitird a aplicacdo do formalismo de supersimetria
(SUSY) utilizado em sistemas quanticos com massa efetiva dependente da posi¢ao [4].
Desta forma, determinaremos as autoenergias e autofungoes do estado fundamental do

sistema transformado.

No quarto capitulo, buscamos o limite nao-relativistico do Hamiltoniano do OD com
massa dependente da posicao através de uma transformacao de Foldy-Wouthuysen que
consideramos ser o melhor caminho para tratar do problema do ordenamento do operador
energia cinética presente na teoria de baixa energia [5]. Vamos observar o surgimento de

um termo anti-Hermitiano no Hamiltoniano resultante da transformacao.

No capitulo 5, daremos nossas consideragoes finais e teceremos alguns comentarios

sobre os resultados obtidos e perspectivas para futuros trabalhos.

Este trabalho conta ainda com dois apéndices que complementam a discussao realizada
nos capitulos apresentados acima. No apéndice A, fazemos uma exposicao das funcoes hi-
pergeométricas confluentes e suas relagoes com outras fungoes especiais, complementando
a teoria do capitulo 1. O apéndice B, trata-se duma breve revisao do formalismo da SUSY

aplicada a mecanica quantica, complementando as idéias utilizadas no capitulo 3.
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1 O OSCILADOR DE DIRAC

Nosso propoésito neste primeiro capitulo é fazer uma revisao geral das principais carac-
teristicas e obter as solugbes exatas do Oscilador de Dirac (OD), que é o modelo central
dessa dissertacao. Em anos recentes, o OD tem se apresentado como um modelo quantico
relativistico extremamente frutifero e vem despertando grande interesse em varias areas
de pesquisa, como sugere o grande niimero de artigos publicados a seu respeito. Podemos
citar, como exemplo sua aplicacao, modelos de confinamento de quarks na Cromodinamica
Quantica [6, 7, 8], problemas de muitos corpos [9], aplica¢oes das transformagoes canonicas
tipo Foldy-Wouthuysen [10], sistemas da 6tica quantica [11], sistemas quase-soluveis [12]

e sua conexao com a termodinamica [13].
Este capitulo é organizado como segue.

Na secao 1, fazemos uma breve revisao sobre a mecanica quantica relativistica (MQR)
da equacao da Dirac. Na se¢ao 2, introduzimos o OD, discutimos suas principais propri-
edades e falamos de sua conexao com o oscilador quantico nao-relativistico. Na secao 3,
mostramos uma possivel interpretacao fisica do potencial do OD em termos do acopla-
mento nao-minimo entre férmions neutros com um campo elétrico externo. A solucao
completa com as autofuncoes e autoenergias do OD é dada na secao 4, onde analisamos
por meio de graficos, o comportamento das componentes radiais das autofuncgoes. Para

sanar quaisquer omissoes que certamente ocorrerao aqui, o leitor é remetido as referéncias

padroes sobre MQR [1, 14, 15].

1.1 A equacao de Dirac

Antes de introduzirmos o oscilador de Dirac, convém primeiramente fazer uma breve
revisao sobre a MQR [1]. A equagao bésica para particulas livres de spin-1/2 é a equagao

de Dirac (no Sistema Internacional - SI):
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Hyjpreth = (co - p + fmc®)(r,t) = ih%w(r, t), (1.1)

onde Hyre € 0 Hamiltoniano de Dirac para a particula livre, p = —ihV é o operador

momento e as matrizes 4 X 4 a e § na representacao de Dirac sao definidas por

0 o 1 0
(7)) »

onde as o sao as matrizes de Pauli 2 X 2 e os 1’'s e 0’s em [ sao, respectivamente

matrizes unitarias e nulas 2 x 2.

A equacgao de Dirac pode ser escrita numa forma covariante definindo-se as matrizes

gama por 7° = 3, 7' = a’, e multiplicando-se & esquerda por 3 a Eq. (1.1), resultando

(thy"0, — me)y = 0. (1.3)

Uma interacao da particula de Dirac com um campo eletromagnético externo é usu-
almente introduzida na Eq. (1.1) (ou 1.3) usando a prescri¢ao padrao do acoplamento
minimo: p — p—£A, H — H — e¢, que na forma covariante ¢ dada por p* — pt — < AH,
onde ‘e’ é a carga da particula, A e ¢ sao, respectivamente, os potenciais vetorial e es-
calar eletromagnético, com A* = (¢, A). Esta prescrigdo é suficiente para tratar varios
problemas interessantes na MQR, mas de forma alguma abrange todas as situacgoes. Por
exemplo, para descrever a interacao do momento magnético anomalo de férmions neu-
tros com um campo eletromagnético externo, a equacao de Dirac deve ser escrita com o

acoplamento nao-minimo [1]
T 1 v
(thy"0), — §NUWF —mpe)h =0, (1.4)

onde F*” é o tensor campo eletromagnético, 0., = 5[V, 7], ‘i’ é 0 momento magnético

anomalo e m,, a massa do neutron.

Como sera discutido a seguir, o termo usado para o acoplamento do oscilador de
Dirac podera ser interpretado como uma interagao magnética anomala. E importante
lembrar que interacoes anomalas sao simplesmente um modo efetivo de descrever o efeito
residual das interagoes eletromagnéticas entre campos eletromagnéticos e os constituintes

carregados das particulas neutras.
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1.2 O Hamiltoniano do Oscilador de Dirac

Como modelo simplificado de interagoes mais complexas, o oscilador harmonico nao-
relativistico é um dos sistemas fisicos mais importantes tanto do ponto de vista tedrico
quanto experimental, quer seja no mundo classico ou quantico. Um dos motivos tedricos
para tamanha importancia deve-se ao fato do seu hamiltoniano ser uma fungao quadratica
tanto do momento p quanto das coordenadas espaciais r. Como conseqiiéncia, tal sistema
apresenta diversas simetrias importantes, que refletem a conservacao da energia, momento

angular e paridade.

Tendo em vista essas observacoes e o desejo de se obter um modelo analogo para
a MQR, Moshinsky e Szczepaniak [2], motivados pela linearidade com que o momento
aparece na equagao de Dirac, buscaram um potencial que fosse linear no momento e nas
coordenadas espaciais e que no limite nao-relativistico, reproduzisse o hamiltoniano do

oscilador harmonico convencional.

A substituicao nao-minima proposta por eles para ser implementada no hamiltoniano
Hyipre da Eq. (1.1) foi
p — p — imwpr, (1.5)

onde m é a massa da particula e w é a freqiiéncia do oscilador. A equacao de Dirac livre
é entao modificada para

oy

thor = HvY = (ca - (p — imwpfr) + Bmc?)ip. (1.6)

E importante notar que, embora o termo p —imwfr seja obviamente nao-Hermitiano,
o Hamiltoniano completo permanece Hermitiano devido a presenca da matriz . A pres-
crigdo (1.5) também preserva as propriedades de invariancia C, P, e T dos espinores de
Dirac [10].

A dependéncia de ¥ no tempo pode ser descrita pelo termo exp(—iFEt/h), tendo em
vista que o potencial do oscilador de Dirac nao depende do tempo. Assim, escrevendo

—iEt

Y(t,r) =en

U(r), (1.7)

a Eq. (1.6) torna-se a equagao de autovalor Hiy) = E1, sendo F a energia do sistema e

H o Hamiltoniano, dado por

H = ca- (p — imwfr) + fmc’. (1.8)
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Da forma explicita das matrizes a e 3 e representando o quadri-espinor ¢ em dois
bi-espinores ¢ e Y, isto é,

(5

- () _[ ¥
h(r) = s <X>

Yy

podemos reescrever a equacao do oscilador de Dirac como um sistema de duas equagoes

acopladas:

co - (p + imwr)y = (E —mc?)p, (1.9)

co - (p — imwr)p = (E 4+ mc?)x. (1.10)

Vamos agora investigar o limite nao-relativistico. Nas Eq. (1.9) e (1.10), x é a
componente menor do espinor de Dirac, e tente a zero quanto tomamos o limite nao-
relativistico. Para desacoplar essas equagoes, vamos expressar x em termos de ¢ por meio

de (1.10) e substituir o resultado em (1.9). Assim, resulta:

o - (p +imwr)o - (p — imwr)p = (B — m?ct)p. (1.11)

Utilizando agora a relagdo (o-A)(e-B) = A-B+io-(A xB), a Eq. (1.11) assume
a forma

2r? — 3hmw — 2mwa - L)p(r) = (E? — m?c*)p(r). (1.12)

A(p® +mPw

O limite nao-relativistico pode ser obtido considerando que a maior parte da energia

da particula estd concentrada na sua energia de repouso mc?, de modo que podemos
tomar a aproximacao E ~ & + mc?. Por conseguinte, £? — m?c* =~ 26mc?, se & < mc?.

2 a Eq. (1.12), obtemos o Hamiltoniano

Tomando-se esse limite e dividindo por 2mc
nao-relativistico do oscilador de Dirac [2]:

2
e Sh, g
—2m+2mwr 277w hS L, (1.13)

onde S = (h/2)o.
Os dois primeiros termos de (1.13) sdo os mesmos que aparecem no oscilador harmonico

nao-relativistico em 3-D, justificando a denominacao de oscilador de Dirac para o poten-

cial dado por (1.5). O terceiro termo é uma constante e tém como tnico efeito provocar
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um deslocamento nos niveis de energia do sistema como um todo. O tltimo termo des-
creve um acoplamento do tipo spin-6rbita, geralmente de forte intensidade (2w/#), sofrido

pela particula.

Em mecanica quantica, o problema do oscilador harmonico isotrépico em 3-D é bem

conhecido e possui solucao exata [16].

As autofuncoes satisfazem a equacao de autovalor

2m 2
onde n ¢ um inteiro nao negativo e [ é o autovalor do operador momento angular dado

por LAY (6, 6) = W2I(1 + 1)Y;"(6, 9).

(p—2 + 1mwQTQ) p(r) = (Qn +1+ g) hwe(r) = Eup(r), (1.14)

A parte radial das autofungoes de (1.14) é dada por

mw\ /2 \! 2 —-F [ 3 3 mwr?
— s —mwr? /2h e e 2
Ru(r) = Au (( 5 ) 7’) e M (2ﬁw 5 4,l—|— 5 g ), (1.15)

onde M(a,b,z) é uma fungao hipergeométrica confluente discutida no apéndice B.

Como é sabido, a quantizacao dos niveis de energia do sistema é decorrente da condicao
de contorno que exige a anulagao das autofunc¢oes quanto r — oo, implicando que o
primeiro termo no argumento das fungoes hipergeométricas deve ser igual a um inteiro

nao negativo ou zero.

E interessante observar que o termo de interagao spin-orbita do oscilador de Dirac
em (1.13) s6 modifica os resultados acima quando | # 0. Para [ = 0 os dois sistemas

apresentam resultados idénticos.

1.3 Origem fisica do termo de interacao

O termo de interagao no Hamiltoniano do oscilador de Dirac em (1.8) pode ser inter-
pretado fisicamente como um acoplamento nao-minimo do momento magnético andémalo
da particula com um campo eletromagnético externo [10]. Para tornar mais clara essa
relagdo, retornemos a Eq. (1.4). Vamos primeiramente expressar o segundo termo desta

em funcao dos campos elétricos E e magnéticos B em uma forma mais explicita. Para
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isto, iniciamos fazendo:

l l

ouwF" = 27M%F’“’ — QVVVuFW
= .
Utilizando as relacoes conhecidas: FY = E!, Y = eijkBk e VY, = ieiijk, com

o, 0
Y = ( k )7 assim como v,Yo = ay, temos explicitamente:
0 O

O'HVF/“/ = Z’)/Q’)/lFOl + Z’)/z’}/oF’LO + Z’}/Z"}/jFU
= 2i(oa-E) — ;"7 5B
— 2i(a-E+i%-B). (1.16)

Substituindo (1.16) em (1.4) obtemos o seguinte Hamiltoniano

H =co-p+cu(iv-E— X -B) + pmc’. (1.17)

Considerando o caso particular quando B = 0, ficamos com:

H = ca - (p — iuBE) + pmc?. (1.18)

Se compararmos com o Hamiltoniano do oscilador de Dirac dado por (1.8), vemos

imediatamente que, fazendo a transformagcao
pE — mwr,

recuperamos o acoplamento do oscilador de Dirac (1.5). Concluimos que este é um caso
especial de um férmion neutro com momento magnético anémalo na presenca de um

campo elétrico radial e linear em r.

Um modelo muito simples que gera um campo elétrico com essas caracteristicas,
consiste de uma distribuicao esférica de cargas com densidade uniforme. De fato, basta
aplicar a lei de Gauss para uma superficie gaussiana esférica no interior da esfera, que

obtemos o campo elétrico

’ 1 QT

onde () é a carga total e R é o raio da esfera.
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1.4 Autofuncoes e autoenergias do oscilador de Dirac

Vamos agora determinar as autofungoes e autoenergias de (1.8). Como dissemos
anteriormente, o problema é exatamente solivel e sera 1til determinarmos sua solucao,
para posteriormente comparar com os resultados obtidos nos capitulos subseqiientes. As
demonstracoes das principais identidades matematicas que envolvem os operadores angu-

lares, utilizadas nessa se¢ao podem ser encontradas na ref. [1].

Devido a simetria esférica do problema é simples mostrar que o momento angular
total J = L + S comuta com H e, por conseguinte, o momento angular é conservado em
nosso sistema. Sabemos ainda que os bi-espinores ¢ e y possuem paridade oposta, e se
definimos o operador K = diagonal(/%, —/%) com k = (o - L+ h), que comuta com H e J,
poderemos escolher (H,J? J,,S? = %, K ) como conjunto completo de observaveis para o

sistema. Assim, os autoestados comuns destes operadores podem ser escritos como:

o ey N L[ 9%, (0,0)
W(r) = ( " ) = ( VT 0,0) > : (1.20)

ijj m;

onde @]ﬁ% sao os espinores esféricos que obedecem as seguintes relagoes:

. .13
Py =i+ O, = 350 (1.21)
LAE = mhdl, | my| <, (1.22)

. 1
kYL = Fhkhyt . com k| =ity (1.23)

(§
N k —k

(G ) r)@jmj = _%mjv (124)

onde 1 é o vetor unitario radial.

Utilizando a identidade

o-p=ilo-¥t) (—h@r +h= h) , (1.25)
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podemos escrever

o (ptimwr)=i(o-T) (—h@r + hh + mwr) : (1.26)

r

Aplicando o resultado anterior em (1.9) e (1.10), obtemos para as componentes radiais

g(r) e f(r) o seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem acopladas:

(—d% + é + m;f) flr) = (E_h—:w?) g(r), (1.27)

(d% + é + m;;r) g(r) = (E+h—2n62> f(r). (1.28)

Para desacoplar esse sistema e determinar quem sao as componentes radiais g(r) e

f(r), vamos proceder como em [17, 15]. Da Eq. (1.28), podemos expressar f(r) em fungao

he d kK mwr
F0 = g (4 24 ) ) (129

de g(r) como:

Substituindo a Eq. (1.29) em (1.27), obtemos

_i_i_ﬁ_i_mm“ i_'_ﬁ_i_mwr ()_EQ—m204(>
dr r h dr r h g\ = h2c? g\,

que pode ser simplificada para finalmente chegarmos a uma equagao diferencial de segunda

ordem para g(r) dada por

digg) - (k(kr;r 1) N m27<;)227’2> o(r) — ((Qk —hl)mw B 7;2:;204> g(r)=0. (1.30)

Um procedimento andlogo produz uma equagao equivalente para f(r):

Para simplificar a Eq. (1.30) vamos realizar uma mudanca na varidvel independente
de modo a torna-la adimensional. Facamos y = A?r2, onde \ = , /752, Assim,
d dyd ., d d? d d?

e A B —— =22\ ANy —.
@ drdy  Tay e ay T Yae
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Substituindo as relagoes acima em (1.30) e dividindo por 4A?, obtemos:

d2 1dg 1 k(k+1
y—g+——g+—(W2—(2k—1)—y—u)9—0 (1.32)
Yy y 4 y

onde W? = (E? — m*c*) /mc*hw.

Para resolver a Eq. (1.32) e a andloga para f(y), o procedimento usual consiste em
escolher um “ansatz” em que tais solugoes decaiam exponencialmente, assegurando que

sejam de quadrado integrado [17], tomando-se

g(y) = Ae¥/2yTD2g, (y), (1.33)

fly) = Be /2y 20, (y), (1.34)

onde A e B sao constantes de normalizacao. Neste ponto, convém lembrar que os
numeros quanticos [, I', k e j estao relacionados pela paridade oposta de ¢ e y através

das relagoes [1]

o [+1 para j:l+% (1.35)
[—1 para j=1[— %
e
1 —(I+1 =1+1
b=t b= TUY e =T (1.36)
2 l para j:l—%
Derivando g(y) obtemos
dg A _y @y A(l4+1) s a _y s doy
—~ = —— e 2y 2 — leT2y 2 Ae 2y 2z =
ay 7€ 7Y o1+ 5 € Y o1+ Ae 2y y’
g _ Ay ap,  AUHD g oen, Ay gndh
dy:2 4 4 ! 4 4 1T dy
A(l+1) _y o= AL+ D1 —=1) _y o A(l+1) v and
_ (Z- )€_§y<121) ) I+ 4)( )6_59(l23>¢1 (2—1— )€_§y<l 1>di;1
B ée_% ) do, A(l—!—l)e_% %% Aot a+1) d> gy
p¢ Y dy 2 4 dy 4 dy?
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Substituindo esses resultados na Eq. (1.32) ficamos com:

d*¢1 3 dor 1 3
I+=—y| ——=|l+=— = 1.
ydy2+<+2 y) a0 2l+2 u}qﬁl 0, (1.37)

com p = 3(W? — (2k — 1)). Uma equagdo similar ¢ obtida para ¢»(y), mas com p/ =
s(W?2 = (2k +1)).

A Eq. (1.37) é uma equagao hipergeométrica confluente, discutida no apéndice B.
Podemos entao escrever ¢ e ¢o como fungoes hipergeométricas com os parametros dados

por

¢1(y):M(% (l+;—u),l+;,y), (1.38)

boly) = M (% <z'+§—,/) ,l'—i—g,y). (1.39)

Conseqilientemente, as componentes radiais maior g(r) e menor f(r) do espinor de

Dirac sao dadas por

(1.40)

mw 3 mwr?
2" h ’

g(r) = Ay exp(—mwr? /2h) (<T>1/2 T) I+1 y (_m .3

mwy1/2 ' 3 muwr?
f(r):Bn/l/eXp(—mwTQ/Zh)((T) r) M(—n’,l’+§, - ) (1.41)

Aqui, n e n’ sdo inteiros nao-negativos originados da condicao de contorno para as

fungoes de onda se anularem no infinito. Eles estao relacionados através de

com n,n >0 (1.42)

Finalmente, as constantes A e B sdo determinadas substituindo as solugoes (1.40) e

(1.41) nas Eq. (1.27, 1.28) e utilizando a condigao de normalizacao dada por

Joweeer= [ L (st iz, ( S0, ) fre1 (L4
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Como a parte angular ja estd normalizada, a condigao de integrabilidade recai apenas

sobre a parte radial:

/O “ (P + L) = 1. (1.44)

de onde advém o resultado

mw , [1 mc2\ 1Y% [2-m+2(2n + 20 + 1)1 °
Ay =—" = (14— 1.4
C [2( T E )} [ m1/2n1[(20 + 1)11]2 } ’ (1.45)

2

E

71 2\ 12 rol—n'+2(2n/ 4+ 2" + 1)117 /2
mwn[ (1_mc>} { (2n' + —l—)] ’ (1.46)

Bn// = —
TR T2 [(20 + 1)I1]2

com € = [ — I’ obtido na ref. [17].

Os autovalores de energia do oscilador de Dirac sao obtidos quando impomos a
condicao sobre o primeiro parametro da funcao hipergeométrica ser igual a —n. De-

notando o nimero quantico principal por N = 2n + [, com N =0, 1,2..., obtemos

2 (1.47)

m2c* + (2N + 25 + 3)hwmc? para j=1—1

2 _{ m2ct + (2N — 25 + 1)hwmc?® para j=1+ 1
2

Ao analisarmos a expressao acima, concluimos que para j = [+ 1/2, todos os estados
com N 4+ p, 7+ p, onde p é um inteiro qualquer, tém a mesma energia, isto é, sao

degenerados. Para j =[—1/2, todos os estados com N +p, jFp sdo também degenerados.

E trivial tomar o limite nao-relativistico em (1.47) considerando E — &+mc?. Assim,

obtemos

N — j+1/2)hw = 2nhw =1+1
g:{< j+1/2) n para j =1+ 3 (1.48)

(N+j+3/2)hw = (2n+ 2l + 1)hw para j:l_%

Essas expressoes sao parecidas com a do oscilador nao-relativistico em (1.14), mas
diferem pela influéncia do termo de acoplamento spin-érbita que separa a energia em dois
valores distintos correspondentes a cada niimero quantico j. Entretanto, como observamos

antes, para [ = 0 as energias dos dois sistemas sao iguais.
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g(r)
-~ N
/ \
1 / \
/ \

0.8 /oeee \

y \
0.6 7 \

/,/ ‘\\ \
0.4 / N
/ AN \
0.2 // N
- = ——— r
1 2 3 4

Figura 1: g(r)

Na figura acima, plotamos a componente g(r) parah=c=w=1en=0com [ =0

(curva cheia), [ = 1(curva pontilhada) e [ = 2 (curva tracejada).
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2 VIOLACAO DA SIMETRIA
DE LORENTZ NO
OSCILADOR DE DIRAC

O século XX foi o periodo da histéria da humanidade que mais se verificou avancos
cientificos e tecnoldgicos, que de uma forma ou de outra, estao fundamentados no pro-
gresso e consolidagao das duas teorias fisicas mais importantes nascidas nesse periodo: a
Mecanica Quantica (baseada nos principios de dualidade particula-onda, probabilidades,
superposicao) e a Teoria da Relatividade Especial (fundamentada nas idéias de geome-

trizacdo do espago-tempo, relatividade do movimento e invariancia de Lorentz).

Apesar da Mecanica Quantica e a Relatividade Especial terem origem em proble-
mas distintos, a radiacao do corpo negro e a incompatibilidade do eletromagnetismo de
Maxwell com a definigao classica de espaco e tempo de Newton, respectivamente, os fisicos
logo sentiram a necessidade de incorporar seus principios em uma tnica teoria, que per-
mitisse inicialmente aplicar a mecéanica quantica ao campo eletromagnético (tinico campo

classico conhecido até entao.).

A primeira teoria razoavelmente consistente da eletrodinamica quantica, que incluia
tanto o campo eletromagnético e as particulas carregadas (especificamente, os elétrons),
como objetos sujeitos as regras da mecanica quantica, foi criada por Paul Dirac em 1927.
Esta teoria quantica poderia ser utilizada para modelar processos importantes, tais como
a emissao de um féton por um elétron quando este cai para uma estado de energia menor

ou em processos em que o nimero de particulas nao é conservado.

Criou-se assim a chamada Teoria Quantica de Campos (TQC) que descreve as particulas
como estado excitados de campos fundamentais que permeia todo o espaco-tempo. Uma
analogia 1til para descrever esse cendrio é imaginar os campos como se fossem um imenso

“colchao de molas” onde as excitagoes que representam as particulas se propagariam.
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O desenvolvimento dessas idéias culminou com a formulacao do chamado Modelo
Padrao das particulas elementares (MP), baseado nas simetrias de gauge do grupo SU(3)®
SU((2)®@U(1), descrevendo de forma unificada e com grande sucesso tanto teérico quanto
fenomenolégico as principais forcas de interagdo que governam o comportamento das
particulas elementares, ou seja, a forca eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca,

numa escala de energia que vai até algumas dezenas de gigaelétron-volts (GeV).

A forca da gravidade que governa o comportamento do universo em escalas ma-
croscopicas, e é descrita de maneira satisfatoria pela Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, é deixada de fora do cenario do MP, por apresentar certas caracteristicas que
dificultam sua descricao como uma teoria de campo quantizavel e renormalizavel, como

no caso das outras forgas citadas acima.

O MP usual é formulado na linguagem da TQC e ,por conseguinte, deve em principio
satisfazer duas simetrias fundamentais: a covariancia de Lorentz e a invariancia CPT.
Esta ultima consiste de transformagoes sucessivas de simetrias discretas que envolvem a
conjugacao da cargas (C'), reversao espacial (P) e temporal (). Tal afirmativa ¢ baseada
num teorema geral da teoria de campos relativisticos, que diz que todo estado quantico
de um sistema de particulas é também possivel para um sistema com antiparticulas, mas

com reversao de tempo e espago.

Na tentativa de ampliar o MP para descrever a forca da gravidade, levantou-se a
questao de a quebra espontanea da simetria de Lorentz e CPT estarem associadas a uma
teoria mais fundamental e ainda desconhecida, que descreve a fisica de forma unificada

na escala de energia de Plank, em torno de 10'® GeV.

Baseados em evidencias teéricas no cendrio das Teorias das Cordas [18] e na Gra-
vitagdo Quantica com Loops [19, 20], as idéias da quebra espontanea de simetria foram
incorporadas no chamado Modelo Padrao Estendido (MPE) por Kostelecky e Samuel [21]
através do acoplamento na densidade Lagrangiana do MP de termos que envolvessem
campos fundamentais de fundo que representam um “background” fixo, responsavel pela
quebra da simetria de Lorentz no referencial das particulas, mas continuando inalterada

do ponto de vista de uma transformagao de referencial do observador [22].

O setor fermionico do MPE ¢é descrito pela densidade Lagrangiana padrao acrescida

de termos CPT-impar e CPT-par da forma [23]

par 1 - L 1 - —
Letetron " = =5 Huwtbo" ¥ + 56" D70 + S50 0,0,
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enquanto os CPT-impar sao
CPT—i - -
LeletronzmpaT - —’Uul/}’)/‘ul/J - bu¢757u¢7

onde os coeficientes de acoplamento v, e b, tem dimensao canonica de massa, ¢, d,.
sao adimensionais e podem ter ambas componentes simétricas e anti-simétricas, enquanto

H,, tem dimensao de massa e ¢ anti-simétrico.

Nosso interesse no presente capitulo é trabalhar somente com os dois termos CPT-
fmpar, associados com o campo espinorial ) por meio dos backgrounds v, e b, acoplados
de modo vetorial e axial, respectivamente. Passaremos a avaliar possiveis efeitos da quebra
de simetria de Lorentz no oscilador de Dirac focando no limite nao-relativistico e em

possiveis implicagoes sobre o espectro de energia do sistema.

Na secao 1, iniciamos nossa discussao com a Lagrangiana de Dirac livre adicionada
do termo de quebra vetorial do tipo UM@EVFL@D e em seguida implementamos o acoplamento
do oscilador de Dirac e obtemos a equacao de movimento modificada. O limite nao-
relativistico é entao realizado e o efeito do background sobre o espectro de energia do
sistema ¢ avaliado considerando as corre¢oes de primeira ordem via teoria da pertubacao.
Neste caso, nao observamos nenhuma modificacao nos autovalores de energia do oscilador.
Na secao 2, repetimos o procedimento para o termo de quebra axial do tipo buﬁfyw“w,

mas neste caso verificamos uma correcao similar ao conhecido efeito Zeeman.

2.1 Violacao da simetria de Lorentz por acoplamento
tipo vetorial

Neste capitulo, para maior clareza e simplicidade adotaremos o sistema de unidades
naturais, onde h = ¢ = 1. A construcao da Lagrangiana de Dirac com quebra de simetria
vetorial de Lorentz é obtida naturalmente através da adicao, na Lagrangiana livre, de
um escalar de Lorentz formado pela contracdo de um termo bilinear do tipo 171, que
se transforma segundo Lorentz como um vetor, com um quadrivetor constante v =
(0%, v) que é CPT-impar e tem o papel de fixar uma direcao preferencial no referencial da
particula mas comporta-se como um auténtico quadrivetor no referencial do observador.

Assim,

L' = Lpirae — 0,0V, (2.1)
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— <> —
onde Lpiqc é a Lagrangiana livre de Dirac (Lpjrae = %iz/w“ O — mynp). A re-
presentacao adotada para as matrizes-y é a mesma vista no capitulo 1 e a métrica do

espago-tempo de Minkowski ¢ a usual 7,, = diag(1, -1, -1, —1).

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange em (2.1), obtemos a equagao de Dirac modi-

ficada:
(i7"0u — vy = m)ip = 0. (2.2)

Reescrevendo a equagao (2.2) no espaco dos momenta, onde o operador quadrimo-

mento é definido por p* = (E, p), temos:

(Y*Pu — vy = m)p = 0. (2.3)

Para obter a equagao de movimento do oscilador de Dirac nés introduzimos um po-
tencial externo através da substituicdo nao-minima dada em (1.5). A equagao de Dirac

para o sistema é:

(170 — 7 - (p — imwy’r — v) — vy’ —m)y = 0. (2.4)

Procedendo como na segao 2.2, obtemos equagoes equivalentes as (1.9) e (1.10), agora

modificadas pela presenca dos termos de quebra de Lorentz

(E—m—uvy)p=0-(p—vVv-+inmwr)y, (2.5)

(E+m—wv)x=0-(p—V—imwr)p. (2.6)

Seguindo a proposta dos trabalhos das ref. [3, 25], nossa atencao volta-se na inves-
tigacao do comportamento no sistema em condicoes de baixas energias e nas possiveis
implicagoes sobre o espectro de energia do oscilador de Dirac. Para chegar ao limite nao-
relativistico, vamos considerar a aproximagao (E + m — vy ~ 2m), onde assumimos que
a magnitude do termo de quebra é obviamente muito menor que a massa da particula
(vp < m). Com isso, podemos escrever a componente fraca x em termos da componente

forte ¢, obtendo

X=j5 0" (p — v — imuwr)y. (2.7)
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Substituindo a relagdo acima na Eq. (2.5), chegamos a uma equagao tipo Pauli

referente a componente forte do espinor de Dirac

1
2_0 (p—v+imwr)o - (p—v—imwr)p = (E—m —uvy)ep. (2.8)
m

Para chegarmos ao Hamiltoniano com quebra de simetria de Lorentz vamos considerar
E = H + m e, utilizando a identidade (- A)(o-B) = A-B +io - (A x B), a equacao
(2.8) é reduzida a,

2 2,.2 3 I - 1 2

H = p—+mwr——w—QwS-L—I——Vp——S-va+2wS-(rxv)—l—vo+U—
2m 2 2 m 2m

(2.9)

comL=rxpeS=(1/2)o. Una vez que o vetor v é considerado constante , entao

V x v = 0. Assim, o Hamiltoniano nao-relativistico do sistema é

2 2,.2 2
P mwr 3w 2v-p v

H=|— — — —2wS-L —— 4+ 2wS - —1|. (2.10
om T2 o }Jr[ om TS rxv) et o). (210)

Comparando o primeiro termo entre colchetes da equagao (2.10) com a Eq. (1.13),
vemos claramente que se trata do Hamiltoniano do oscilador de Dirac no limite nao-
relativistico (Hpp). O segundo termo, que trataremos como uma perturbagao sobre o
sistema descrito por Hpp, constitui o Hamiltoniano de violagdo de Lorentz (Hy L) que

contém todos os termos que envolvem o background vetorial v*.

Vamos agora analisar a provavel modificacao que o Hamiltoniano de violacao de Lo-
rentz produz nos autovalores de energia do oscilador de Dirac. Primeiramente, observamos
que os dois tltimos termos de Hy r: vy e v?/2m, sao constantes e apenas deslocam o espec-
tro de energia como um todo sem causar nenhuma mudanca na fisica do sistema. Assim,
podemos nos concentrar em aplicar os métodos da teoria de perturbacao independente do
tempo [26] para avaliar, em primeira ordem, o “shift” sofrido nos autovalores de energia
de Hpp decorrente da perturbacao provocada pela presenga do background v* contido nos
dois primeiros termos de Hy . Para fazer isto é suficiente calcularmos o valor esperado
de Hy, com respeito aos autoestados nao-perturbados de Hpp. Para tanto, precisamos

primeiramente determinar quem sao estes autoestados.

Como vimos na secao 1.2, Hpp consiste do oscilador harmonico 3-D adicionado do

termo de interacao spin-érbita. Se considerarmos o momento angular total J =L + S,
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é simples mostrar que [J, Hyp] = 0 e assim poderemos escolher autoestados comuns de
Hop e J que denotaremos por |nljm; >, com n, [, j e m; sendo os nimeros quanticos

associados. Na representagao de coordenadas, esses autoestados assumem a forma [16, 26],

<rnljm; >= Wppjm, = Rnl(r)@ljmj 0,0). (2.11)

Na expressao acima, a componente radial é dada por:

Ru(r) = A(v/mwr) exp(—mwr?/2) M (—n, | + g, mwr?), (2.12)

onde A é uma constante de normalizacao e M(a, b, c) sao fungoes hipergeométricas con-

fluentes.

A parte angular é formada pelos espinores esféricos de duas componentes determinados

pela adi¢ao dos momentos angulares orbital (L) e de spin (S) por meio da expressao geral

lim >= Z |myms >< mymg|jm >, (2.13)

mp,ms
onde < mymg | jm > sao os coeficientes de Clebsch-Gordan. Podemos assim escrever a

componente angular como

N | B | ij—l/Q 0
@lgfl:tl/Q,mj :CJFYEm] 1/2(0,¢)X+—|—C,Y2mj+1/2(6,¢)xf — ( C+ 1 ( 7¢) ) 7 (214)

m;+1/2
c Y0, 9)
. I+tm;+1 _ JlFm+l
onde cy = £/ 72 ec. = T

O espectro de energia de Hpp é dado por:

B @n4+l+j+3w se j=1—1
2n+l—j+3)w se j=1+3

Considerando o primeiro termo iv - V/m, a corregao de primeira ordem é dada por:

AE,p = < nlym; | v -7 | nljm; > . (2.15)
m

Para resolvé-la, vamos escrever o operador nabla em coordenadas esféricas

(v-9)

rsind

V~V:(V-f)8,«+@89+

Dy, (2.16)
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com
V- T = v, sin 6 cos ¢ + v, sinfsin ¢ + v, cos 0, (2.17)
v-é:vxcosﬁcosqﬁjtvycosé’sinqb—vzsinQ, (2.18)
Vo= —u, sin ¢ + vy cos ¢. (2.19)
Substituindo os resultados acima em (2.15), ficamos com trés termos: AFE,, =
L(AE, + AEy+ AE,), que resultam em
+ |y 212) ds, (2.20)

AE, :/ Riiza(f"l er/v.f<ci\Ylml/2|2
0

00 2
ae - | Bl 2y [ (v Py 2y gy o, )
0

R, ) o= - om m
AE¢:/O | T” 2dr /;’17925((;133 VR 2y R,y g, (2.22)

com df) = sin 0dOdep.
Para completar o cdlculo, usaremos a forma explicita dos harmoénicos esféricos [27]
Pm(cosf)e™? = O(0)®,,(¢). Deste modo é facil ver que sdo

o sin ¢
0 d¢p = 0, restando apenas:
cos ¢

2[+1 (I-m)!

Yim(97¢) = 4 (I4+m)!

nulas as integrais que contém termos do tipo

|@;”+1/2|2) sinfdd =0, (2.23)

oo aRn ™ -
AE,,:/ o l 2dr/ UZCOSQ<C+|@ 1/2|2
0 or 0

que se anula por causa da relagao [; [|©]"(6)|? cos 0] sin #df = 0 satisfeita pelos polinémios

de Legendre associados.
O segundo termo (2.21) também ¢ nulo, pois envolve derivadas com respeito a variavel

0 na forma [ O7"(0)(9,0(6)) sin® 6df = f“[@’”( )0.0(2)](2% — 1)dz = 0, que se verifica
an” = (l+m)P™ (xz)—lzP"(x) e da ortogonalidade

(L’) dz

em decorréncia da relagao, (1 —
dos P™(z), onde f_+11 P (z) Py (x)dx = 0 para (I # q). Logo,
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o] 2 ™
AEy = / |R;jl| r2dr/ (—v,siné) (Ci@;m_lnae@zn_lm + C%@7m+1/289®;n+1/2) sin fdf) = 0.
0 0
(2.24)

Assim, concluimos que AE,., = 0.

Considerando a contribuicao do segundo termo 2wS - r X v, nds temos em primeira

ordem:

AFEgyxy =2w < nljm | S-(r x v) | nljm > (2.25)

Para resolvé-lo, nés escrevemos

S-r X v=r(509:~+Sy9, + 5:9:), (2.26)

com,

gz = vV, sinfsin ¢ — v, cos b,
Gy = Vg cos ) — v, sin 6 cos @,

g, = sin (v, cos ¢ — v, sin @).

Para completar nosso célculo, devemos lembrar como as componentes do operador de

spin S atuam sobre autoestados x4 de S, isto é:

A 1 A 7 A

1
SeXe = 35X SyXe = FoXz Saxx = E5xa (2.27)

Assim, substituindo (2.26) em (2.25) e levando em conta (2.27), temos AEgpxy =

AE, + AE,+ AE,. A contribuigao de cada termo ¢ analisada separadamente abaixo:
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BB, = = [T RuPrar [[o (7 Ry ey Ry ag
0

_ 1
— C+2C <r> / [(vz sin 0 sin ¢ — vy, cos 0)—O" 2O/ cos qﬁ} S
7T
CpCo T m—1/2amt1/2 . 9 1
= <r> vz/ O, O, sin 0d9/ —sin(2¢)dop—
2m 0 0 2

™ 2
—vy/o @771/2@;"“/2 cos 0 sin Gdﬁ/o cos (bdgb} = 0;

AE, — C+§_z/0 (|Rnl|27")r2dr/gy (YI*mHﬂYzm_l/Z‘f'Yz*m_l/QYlmHﬂ) 10

cic_1

= —5 - <r> / {(vz cos f — v, sin 6 cos ¢)£®lm—1/2@lm+l/2 sin gzﬁ} s
s

CiC_
= T <r>
2w

s B " 2 1
v, / oy 2o 2 sin? 0de / 5 Sin(20)do—
0 0

s 2
—g / @?1_1/2@7%1/2 cos 6 sin 6df / sin qbd(b] = 0;
0 0

/ (|Rnl|2r)r2dr/gm (Cilylm_l/2|2 . CQ_|Ylm+1/2|2> 10
0
> 1 . N
— 2 /(vy sin @ cos ¢ — v, sin @ sin (b)%(Ci’@l 1/2|2 _ 02—|@l H/2|2)dQ
4 27 - o
= S0 [ ey R sin?0d0 | cosd— v, |10 Psin0d0 | singd
. Y-+ 1 l
47 0 ; i O
= 0,

1
2
<

- | sin
que sao todas nulas por evolverem novamente integrais do tipo f02 { ¢ } do = 0.
coS @

Concluimos portanto, que a correcao total na energia ¢ nula, isto é: AE = AE,., +
AFEg.xv = 0. Assim, a presenca do acoplamento vetorial de quebra de simetria nao
provoca, em primeira ordem, modificagao alguma nos niveis de energia do oscilador de

Dirac.
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2.2 Violacao da simetria de Lorentz por acoplamento
tipo axial

Nesta secao, investigaremos novamente o limite nao-relativistico do oscilador de Dirac
com violacao de Lorentz, mas agora considerando um tipo diferente de acoplamento, onde

aparece a matriz de quiralidade 7°. Na representacao de Dirac, v° é definida por

, 0 1
PP = =i’ = : (2.28)
10
Algumas de suas propriedades sao:
{r".2"} =0, (2.29)
e
[v°, 0] = 0. (2.30)

Além disso, de (2.29) podemos observar que +° inverte a paridade, isto é, se ¢ é um
estado de paridade definida, por exemplo: Pi) = +1) com P = €% entdo 751 terd
paridade oposta:

P = ="y

Analogo ao caso vetorial, a quebra axial da simetria de Lorentz é introduzida na
Lagrangiana de Dirac através da adicao do termo blﬂﬂﬁyg)’y“w que também é CPT-impar.
O quadrivetor b,, responsével pela fixacao do background, acopla-se ao termo bilinear
Uys "), que se transforma como um pseudo-vetor segundo Lorentz. Assim, a Lagrangiana

livre de Dirac é modificada para:

1 - <« _ _
L= 50" 0ut) — mipip = b5y (2.31)

Seguindo os passos da secao anterior, a equacao de Dirac é

(17" 0p = buysy" — m)y = 0. (2.32)
Como antes, reescrevemos esta equagao em termos de p,,. Assim

(V"Pu = bpysy —m)yp = 0. (2.33)
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Fazemos agora o acoplamento com o potencial do oscilador de Dirac, obtendo:
(i7°0, — v - (p — imwy"r) — boysy” + ysb -y — m)p = 0. (2.34)

Novamente, considerando as defini¢oes das matrizes 7* e 7% dadas em (1.2) e (2.28),
vamos escrever o espinor ¥ em termos de suas componentes forte ¢ e fraca y, donde

derivamos duas equacoes diferenciais acopladas. Assim,

(E—m—b-o)p=(o-(p+imwr)—by)x, (2.35)

(E+m—b-o)x= (o (p—imwr)—by)ep. (2.36)

O limite nao-relativistico segue como antes das condigoes: £ = m + H, m > |b| e

m? > p?. Assim, (2.35) e (2.36) tornam-se, respectivamente:

(H—b-o)p=(o-(p+imwr)—by)x, (2.37)

(2m)x = (o - (p — imwr) — by)p. (2.38)

Substituindo (2.38) em (2.37) obtemos a equagao tipo Pauli correspondente,

%(a - (p + imwr) — by)(o - (p — imwr) —by)p = (H —b - 0), (2.39)

onde percebemos que o momento canonico conjugado usual do oscilador de Dirac, dado
por p + imwr, nao sofre modificacao devido a presenca do background b*, diferentemente

do caso vetorial como visto em (2.8).

Utilizando novamente (o -a)(o -b) =a-b+io - (a x b) chegamos ao Hamiltoniano

nao-relativistico total do sistema:

2 2,.2 2b b2
Ho |2 e %Y s L] 4 2bos - g p
2m 2 2 m 2m

(2.40)

Assim como no caso vetorial, o primeiro termo entre colchetes é o Hamiltoniano do
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oscilador de Dirac nao-relativistico Hop e o segundo termo constitui o Hamiltoniano que
viola a simetria de Lorentz Hy ;. Observamos que o Hamiltoniano Hy ;, é o mesmo obtido
no trabalho da ref. [3], onde os autores efetuam a quebra axial de Lorentz em um sistema

tipo atomo de hidrogénio, com a equacao de Dirac acoplada a um potencial Coulombiano.

Por causa da simetria esférica compartilhada pelos dois sistemas, Dirac-Coulomb e
oscilador de Dirac, suas fungoes de onda associadas s6 diferem nas componentes radiais
e para efeito dos cédlculos dos valores médios que envolvem as componentes angulares o
resultado final deverd coincidir para os dois casos. Veremos a seguir que nossos resultados

concordam com os obtidos em [3].

Precisamos nos preocupar em calcular os valores médios apenas dos dois primeiros
termos de Hyr, j4 que o termo b3/2m é constante. A correcao do primeiro termo ¢ dada

por:

AFEys = 2 <nljm,;|b-Sinljm; >
= 2/ | Ry |*r2dr < gm;|by Sy + by Sy + 0.5, |jm; >
0

= sz < jm]|Sz|]m] >
2mj

b,
20+ 1

onde levamos em conta a relagao de ortogonalidade dos autoestados de spin

< m'mi|mms >= 6pymOmim, € usamos [26]:

. ) 1 1 1 1 1

O proximo passo € calcular a média do segundo termo de Hy, dada por:

2ib,
AEg, = % < nlym;|S - V|nljm; > . (2.41)

Escrevendo o operador nabla em coordenadas esféricas, a Eq. (2.41) torna-se

2ib S-0
AEg, = %(< nlym;|S - 7O, |nljm; > + < nljmj|789|nljmj >

S-¢ .
rsin98¢’nl]mj >), (2.42)

m;

20+1
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com

S -7 = sinf cos ¢S, + sin 0 sin ¢S, + cos 05,

S.0

cos 0 cos ¢Sy + cossin S, — sin 65,

S- qZ; = —sin ¢S, + cos Py,

Substituindo as relagoes anteriores em (2.41), obtemos integrais andlogas ao caso

vetorial e que também resultam em

*©  0R, . ‘
AE, = / R, Lr2dr < Jjm|S - 7ljm >=0
0 or

00 Rn 2 R
NEy = / Qﬂdr < jm|S - 00p|jm >= 0
0 r

| Ry? S- ¢
AEd,—/ —‘ ! ridr < jm|—: ¢8¢|jm >=0
0 r sin ¢

Concluimos portanto, que a correcao provocada pelo acoplamento axial de violacao de
Lorentz no espectro de energia do oscilador de Dirac é analogo ao conhecido efeito Zeeman
(que ocorre em atomos tipo hidrogénio na presenca de um campo magnético uniforme) e

permite uma comparacao teoricax experimental da magnitude do background de quebra.
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3 IMPLICACOES DA MASSA
DEPENDENTE DA POSICAO
NO OSCILADOR DE DIRAC

Em fisica da matéria condensada, o interesse no estudo da equacao de Schrodinger
com massa dependente da posi¢ao (MDP) vem crescendo ao longo dos anos devido a
sua utilidade em descrever varios fenomenos fisicos que ocorrem em micro-estruturas,
tais como pogos, fios e pontos quanticos [28, 29|, heterojungoes de semi-condutores [30],
cristais liquidos [31], etc. A principal dificuldade encontrada na teoria de Schrodinger
consiste no problema do ordenamento no termo cinético do Hamiltoniano, ja que a massa
M (r) passa a ser um operador dependente da posigao e dessa forma nao comuta mais com
o operador momento p = —iV, resultando em uma ambigiiidade intrinseca na equacao

de Schrodinger. O termo cinético mais geral, originalmente proposto por von Roos [32] é

dado por:
1
T = Z[m“(r)ﬁmﬁ (£)pm” (r) + m” (r)pm” (r)pm® ()],
onde os parametros sao vinculados pela condicao a4 g+ v = —1.

Esta questao ja foi bastante discutida e varios modelos foram propostos [4, 5, 33, 34,
35, 36].

Quando tratamos o problema do ponto de vista da Mecanica Quantica Relativistica,
a particula passa a obedecer a equagao de Dirac, em que p e M (r) aparecem formando
uma combinagao liner cujos coeficientes sao as matrizes de Dirac. Por conseguinte, nao
apresentam o problema do ordenamento e o fato da massa depender da posicao pode ser

visto simplesmente como um acoplamento escalar no Hamiltoniano de Dirac [35, 36].

Neste capitulo, estudaremos o oscilador de Dirac com massa dependente da posigao
seguindo o método proposto em [35, 37|. Para fixarmos uma forma funcional para a
massa, vamos aplicar uma transformacao canonica para eliminar a derivada primeira

das equagoes radiais resultantes. Em seguida, aplicaremos as técnicas de fatoracao da
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Mecanica Quantica Supersimétrica [38], para determinar a autofuncao e autoenergia do

estado fundamental do sistema.

3.1 Oscilador de Dirac com Massa Variavel

Um acoplamento escalar na Lagrangiana de Dirac pode ser implementado diretamente
no termo de massa que passa a ser identificado como uma funcéo escalar m = m(x) das
coordenadas espaco-tempo z#, preservando a invariancia de Lorentz da teoria. Assim,

nosso ponto de partida passa a ser a Lagrangiana

7 s 9 -
L= §h0¢7 LY —m(x)c P, (3.1)
onde m(z) é a massa varidvel da particula.

Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange com respeito a variacdo de ) em (3.1), obte-

mos a equacao de Dirac com massa variavel:

(1hy*0, — m(z)c)(x) = 0. (3.2)

Como dissemos anteriormente, a equacao de Dirac determinada acima nao sofre da
ambigiiidade do ordenamento dos operadores p e m(x), j& que a mesma é linear em
ambos. Daqui por diante neste capitulo, passaremos a adotar o sistema de unidades

atomicas definido por h=mg=e=1e X =c"!

, com myg, e, A sendo respectivamente a
massa de repouso, a carga elétrica e o comprimento de onda Compton da particula. Deste

modo, a equagao de Dirac assume a forma

(170, — M/N)(x) =0, (33)
onde tomamos m(z) = moM (z) = M(t,r).

O préximo passo é considerar o acoplamento do oscilador de Dirac, sé que agora

devemos considerar a massa da particula variavel: p — p — iM (¢, r)wfr, que nos leva a

i)\aa—lf =(a-(p—iMwpr) + ﬁ%)w = \H. (3.4)

com H o Hamiltoniano do sistema. Como de costume, vamos expressar a dependéncia

temporal de 1 por exp(—iEt). Assim, (3.4) torna-se a equacao de autovalor ) = &1,
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com o Hamiltoniano 2 dado por

H =l (p—iMwpr) + M, (3.5)
onde /7 = A\?H e & = \*E estd representando a energia relativistica do sistema.

Da forma explicita das matrizes a e 3, obtemos a seguinte representacao matricial
para (3.5)
M Ao - (p+iMwr
W — (p ) . (3.6)
Ao - (p —iMuwr) -M

Agora, vamos impor a simetria esférica para a distribuicdo da massa tomando M =
M (r), pois neste caso as componentes angulares do espinor podem ser separadas das
componentes radiais. Procedendo como na secao 1.4, podemos escrever a funcao de onda

espinorial como

o) oy
vlr) = ( sy ) - 37

Apés a algebra padrao, a equagao radial associada com ( — &)y = 0 assume a

forma matricial

( M(r)—& AM=L 4+ 54 wrM(r)) ) ( g(r) ) —0 (3.8)
AL+ E+wrM(r) —M(r)-& f(r) |

onde k ¢ o nimero quantico definido por k = +(j + 1/2) = £1,+2,... paral=j+1/2
(ver Eq. (1.23)).

Até agora nada foi dito sobre a forma funcional de M (r). Antes de fixar uma funcao

para a massa, vamos expressa-la da seguinte forma [35]

M(r)=1+aV(r), (3.9)

com « sendo uma constante que fornece a dimensao correta para V(r) e permite analisar

o comportamento familiar de M (r) no limite da massa constante, isto é

lim M(r) = 1. (3.10)

a—0
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Assim, a Eq. (3.8) é transformada em:

( 1+aV(r)—& A(—%+%+U<T>)><g<7‘)):o (3.11)
MEHERUR)  —1-aVi)-8 -

com

U(r) =wr 4+ warV(r). (3.12)

Devemos enfatizar que a forma funcional da distribuicao de massa, agora encerrada
por V(r) ainda nao foi fixada. Nas proximas se¢oes, mostraremos um modo de simplificar
o sistema de equagdes diferenciais acopladas determinado por (3.11) de forma a preservar
a estrutura supersimétrica do oscilador de Dirac descrita nas refs. [4, 17, 38]. Como
conseqiiéncia direta, conseguiremos determinar, a menos de um parametro livre, a forma

da fungao V(r), encontrando assim a autofuncao do estado fundamental do sistema.

3.2 Transformacao Canoénica e a Equacao de Dirac

Como vimos no capitulo 1, a separagao de variaveis no oscilador de Dirac resulta
num sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem acopladas para as componentes
radiais maior ¢g(r) e menor f(r) do espinor. Ao eliminar-mos f(r) em favor de g(r),
obtemos a Eq. (1.30) que é uma equagao diferencial de segunda ordem tipo-Schrodinger,
isto é, nao contém derivada de primeira ordem na componente g(r). Ao considerarmos a
massa dependente da posicao a equacao resultante nesse procedimento passa a apresentar

derivada de primeira ordem.

De fato, da Eq. (3.11) obtemos o sistema (com M (r) =1+ aV(r))

(—dilr - é + U(r)) f(r) = (%Mm) g(r), (3.13)

(d% + é + U(r)) g(r) = (%W) f(r). (3.14)

Expressando f(r) em fungao de g(r), temos

f(r)= %—M(T) (d% + é + U(?")) g(r). (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.13), ficamos com



3.2 Transformacao Canonica e a Equagdo de Dirac 42

(~+760)) o707 (5 +70) o0 = S50 )

com T'(r) =54+ U(r).

Apés alguma algebra, a Eq. (3.16) resulta em

2 T 1 M &? — M?
_(@+d_)+T2g+ d (@JrTg):—g. (3.17)

a2 &+ M dr \dr \2

Da equagao acima, observamos diretamente o termo envolvendo a derivada primeira de
g(r). Para tornar mais evidente as diferengas entre a Eq. (1.30), para a massa constante,
e a Eq. (3.17), vamos considerar as formas explicitas de T'(r) e U(r), que s@o relacionadas
por

T(r)= é +U(r) = é + wM(r)r.

Logo, substituindo a expressao acima em (3.17), obtemos

d’g k(k+1 &% — M2(r
- (%jLMszrz)g—((Qk—l)M(T)w——)\z ())g:
dM[ 1 (d k
= —— — 4=t wM . 1
dr [£+M(dr+r+“’ <7">7">9+W9} (3.18)

Concluimos portanto, que a Eq. (1.30) é uma caso particular de (3.18) ao considerar-

mos a massa constante.

Para eliminar a derivada de primeira ordem de g(r) em (3.18), vamos aplicar uma
transformagao canonica unitdria do tipo rotagao % (n(x)) = exp(3n(x)o2) na Eq. (3.11)
como segue

r=q(z), (3.19)

O+ cos("5?)  sin(") ) ( ! )
- , 3.20
( - ) ( —sin(@) cos(@) ¥ (3.20)

H = UAXU (3.21)

—

Isto transforma o Hamiltoniano de Dirac em:
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%':<A B), (3.22)

D F
com
B , k Adn/dx
A = (1+aV)cos(n(x))+ Asin(n(x)) <E + U(q(x))) 3 dg/de’
B = (1t aV)sin(n(e)) + Acos(n(a)) ( =+ Ula(a)) ) — Ao
= aV)si(n(x cos(n(x 7 q\x dquv
D = —(1+aV)sin(n(z))+ Acos(n(x)) k +U(q(z)) | + )\d_a:i
B , k Adn/dz
F = —(1+aV)cos(n(x)) — Asin(n(x)) (q + U(q(x))) 2 dq/ds’
O requerimento de eliminar a primeira derivada em (" — &))" = 0 é conseguido
através do vinculo:
: k Adn/dx] B
cos(n) — & 4+ acos(n)V (r) + Asin(n) (E + U) - §dq/dx] = constante = p.  (3.23)

Aqui, consideraremos o caso particular em que ¢(z) =z e g—;l = 0. Substituindo essas

restrigoes em (3.23), encontramos uma relagao linear entre V' (r) e U(r):

aCV(r) + \S (§ + U(r)) —0 ou V(r)=-2L (5 + U(r)) . (3.24)

« T

p=C—6&, (3.25)

onde: C' = cos(n), S =sin(n), T =tan(n) e =5 <n <

(SIE]

De (3.12) e (3.24), podemos eliminar U(r) e finalmente fixar a forma da distribuigao

de massa a menos do parametro livre T":

ALk 4 ) T ([ k+wr?
Vir) = —a A L 3.26
") = AT \ (7" n )\wTrZ) (3:26)

onde tomamos o = A\? o que torna correta a dimensao para V() .

De posse da Eq. (3.26), podemos analisar a seguir o comportamento assintético de

V(r).
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Na origem, temos:

lmV(r) = ——-. (3.27)

Neste caso, o potencial V(r) tende ao infinito assumindo a forma de uma barreira

“centrifuga”.

No infinito, vale:

lim V(r) = ! (3.28)

r—00 )\2 ’

Este comportamento assintético de V(r) é compativel com massa nula no infinito,

pois:
lim M(r) = lim (1 + A\?V(r)) = 0. (3.29)
V() M(r)
3 3
2 2
1 1
T——2 3 4 ' s 3 g "

1 e -1
2/ -2/
3 / -3 /

! I
4t -4l

Figura 2: Potencial V(r) Figura 3: Massa M(r)

As Figuras 2 e 3 mostram respectivamente o comportamento do potencial V(r) e da
massa da particula M(r), para T =w = A =1 e k =1 (curva pontilhada) e para k = —1

(curva cheia).
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3.3 Supersimetria e Solucoes do Oscilador de Dirac

Nesta secao, mostraremos que os métodos de fatoracao da mecanica quantica su-
persimétrica podem ser usados para determinar a autoenergia e autofuncao do estado
fundamental do oscilador de Dirac com massa dependente da posicao. No apeéndice B,

apresentamos uma breve revisao sobre este assunto.

Ap6s aplicarmos a transformagao canonica em (3.11) e impor o vinculo (3.23) com as

restrigoes (3.24) e (3.25), obtemos o seguinte Hamiltoniano modificado

( C— & )\(—‘;—%V(T)_d%) ) ( P+ ) =0, (3.30)

A= -2V +4) —C—-& b_

resultando no par de equagoes:

d A S &+ C
(W - SV - X) b= "6, (3.31)
d A S &—-C

Isto mostra que ¢, e ¢_ satisfazem um par de equagoes supersimétricas unidimensi-

onais, com o superpotencial W (r) escrito como

A S
Wi(r)= —§V(7") -3 (3.33)
Entao, as Eq. (3.31) e (3.32) tornam-se:

_ d? 5 , & —C?
A" At = (‘w W W) R (3.34)

d? , &* - C?

+ A N 2 - _
ATA ¢_—( dr2+W —|—W)¢_ 2 o, (3.35)

com AT =[£L + W(r) e W =LY,

As Eq. (3.34) e (3.35) mostram que todo autovalor de A~A™ é também um autovalor
de AT A~ exceto quando AT¢,(r) =0e¢p_=00ou A ¢_(r) =0e ¢, = 0. Neste caso, as
funcoes de onda do estado fundamental sao nao-degeneradas e sao obtidas considerando

&? = C? e determinadas por um dos seguintes conjuntos de equacoes:
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ATV =0, ¢94) =0, (3.36)

A9 =0, ¢V =0. (3.37)

A escolha de uma das duas vai depender de qual solucao é normalizada e por conse-
guinte deve satisfazer as condicoes de contorno de ir a zero quando r — oco. As solucoes

de (3.36) e (3.37) sdo obtidas por integragao direta e dadas por

60 = N exp( / W (r)dr), (3.38)

com o autovalor de energia do estado fundamental dado por &2 = C? e Nio) sendo as

constantes de normalizacao.

Para nosso sistema, de posse da Eq. (3.26) o superpotencial W (r) assume a forma

S A\ S 1 k + wr?
Wy =-3-gvir =3+ (o) (339

A integral de W (r) pode ser facilmente realizada por fra¢oes parciais, produzindo o

resultado:

Jwoar =[5+ (A a

C 22
= 37" +1In [r%(l + )\wTT)_%(kH/M g )} : (3.40)

Assim, gb(f) e qzﬁ(,o) sao dadas por

O () = NO =578 (1 4+ wATr) () (3.41)

1

o (r) = Nio)e%rrg (1+ w)\TT)fa(lﬁﬁ) , (3.42)
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Para determinarmos qual solugao é normalizavel nés consideraremos a situacao onde
. . 0) ~
kE<0e0<n< 3, assim S, C,T > 0. Podemos ver diretamente que gbi) é a solucao

desejada com gb(,o) = 0. Logo,

60 = NOe=s5rd (14 warrye (T o) | (3.43)
€
: O —
lim ¢}’ (r) = 0. (3.44)

Na Figura 4, plotamos o gréfico da autofungao gb(f) para |k| = 1 (curva cheia), |k| = 2

(curva pontilhada) e para |k| = 3 (curva tracejada), considerando A =w =T = 1.

Figura 4: Auto funcao ¢(+())
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4 LIMITE
NAO-RELATIVISTICO DO
OSCILADOR DE DIRAC COM
MASSA DEPENDENTE DA
POSICAO

Neste ultimo capitulo, iremos utilizar uma representacao alternativa da teoria de
Dirac, conhecida como representagao de Foldy-Wouthuysen, com o objetivo de obter o
limite nao-relativistico do Hamiltoniano do oscilador de Dirac com a massa dependente
da posicao. Iniciaremos com a exposi¢ao do método de Foldy-Wouthuysen aplicado ao
caso geral em que a particula de Dirac esta interagindo com um campo externo qualquer.
Em seguida, abordaremos o caso particular do potencial do oscilador de Dirac e avaliare-
mos a contribui¢ao da massa variavel no Hamiltoniano de Dirac comparando com o caso

constante.

4.1 A transformacao de Foldy-Wouthuysen

Como vimos no capitulo 1, os espinores v solugoes da equacao de Dirac consistem de
vetores coluna de quatro componentes que podem ser agrupadas em dois bi-espinores ¢
e x denominados de componente maior e menor, respectivamente. Essa denominacao é
justificada pelo fato de que, quando tomamos o limite nao-relativistico dos espinores que
representam os estados de energia positiva, as duas componentes superiores que formam
¢ tornam-se muito mais significativas que as componentes inferiores representadas por
Xx. Para os estados de energia negativa observa-se o oposto. Vemos entao que, nessa
aproximacao, o espinor de Dirac fica completamente determinado por somente duas das

suas quatro componentes [1].

Na busca por uma transformacgao canonica unitaria que, quando fosse aplicada ao
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espinor v, pertencente a um estado de energia definido, produzisse uma funcao de onda
completamente determinada somente por duas componentes em todas as ordens de v?/c?
(e ndo apenas no limite de baixas energias), Foldy e Wouthuysen [40] propuseram um
método geral cuja idéia basica consiste em remover do Hamiltoniano de Dirac todos os
operadores ‘fmpares’, tais como o, 7* e v° que sao responsaveis por acoplar as componentes
maiores e menores do espinor, de modo que o Hamiltoniano transformado fosse expresso

como uma série de poténcias de 1/m que contenha apenas operadores pares do tipo 3, X

e I, que nao misturam as componentes maiores e menores.

A seguir, reproduziremos o método de Foldy-Wouthuysen na presenca de campos

externos que nao dependam do tempo, que € o caso do potencial do oscilador de Dirac.

Primeiramente, vamos escrever o Hamiltoniano de Dirac como

H=pm+E+0, (4.1)
onde &€ representa a parte par e O a parte impar de H.

O acoplamento com campos externos pode ser facilmente implementado considerando

por exemplo o caso particular do oscilador de Dirac:

O=a-(p—imwfr) e E=0. (4.2)

Vamos considerar agora a transformacao candnica unitaria produzida pelo operador

Hermitiano

= —— 4.
5= p0 (1.3
de modo que possamos escrever
U =e”, (4.4)
6= Ut = 6%, (4.5)

onde UTU = e e’ = 1.

O Hamiltoniano transformado é dado por (supondo % =0)

!

H =e"He ™, (4.6)
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que pode se escrita como uma série de poténcias de (1/m) com a ajuda da relagao de
Baker-Hausdorff [27]:

LAt = A+ (L Al +%[L, L, Al
b S LLL AL @)

onde [L, A] = LA — AL é o comutador de L e A.

A expansao de H' produz

H :HH[S,HH%[S, (S, H]] + -+ (4.8)

Fazendo uso das relagoes

BO=-08 e BE=EB, (4.9)

e restringindo nossa aproximagio até poténcias de (1/m)?, vamos agora calcular cada

comutador da série (4.8) separadamente:

i[S,H] = z((%ﬂ(‘)) (Bm+0+E)—(Pm+0+E€) (%ﬁ@))

= -0+—+ (0,8, (4.10)

[0, [0, &]]. (4.11)

Substituindo os resultados acima em (4.8), obtemos
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: 0*  p
H = m+E&+0-0+—+ -—[0,¢]
m 2m
1 1

1
007 — 07— —[0,[0,€]

2m  8m?
—[0,8] — =0+ ... 4.12
+ o + (112
Nas duas ultimas linhas de (4.12), observamos que essa primeira transformagao sé
consegue eliminar todos os operadores fmpares de ordem igual a (1/m)°, restando ainda
os de ordem igual ou superior a (1/m), presentes na tltima linha. Entretanto, aplicando

uma seqiiéncia de transformagcoes canonicas em que o operador S é escolhido como sendo

_ g
S = —5-B0, (4.13)

com O’ = termos impares restantes no Hamiltoniano transformado, conseguiremos
em principio, remover os termos impares remanescentes no Hamilnoniano transformado
em qualquer ordem de poténcias em (1/m) desejada. Para maiores detalhes, remetemos

o leitor a ref. [1].

4.2 Transformacao de Foldy-Wouthuysen com a massa
dependente da Posicao

Vamos agora aplicar o método descrito na se¢ao anterior para o caso particular do
oscilador de Dirac com a massa dependente da posicao. Nosso objetivo é avaliar o li-
mite nao-relativistico do sistema, determinando as possiveis alteracoes no Hamiltoniano

provocadas por considerar a massa um operador par, dependente da posicao espacial.

Neste caso, o Hamiltoniano é dado por

H = pm(r)+ 0. (4.14)

Como ja dissemos antes, ao considerar a massa um operador da posi¢ao, m(r) e p nao
mais comutam e S nao pode mais ser considerado como em (4.3). Seguindo o trabalho

da ref. [5], podemos escrever duas possibilidades para o operador S:
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1 1
Sy =—- Q) , 4.15
l 1 1
SQ = —Z Wﬁ(‘) + ﬁOW (416)

Ainda em [5], os autores mostram que ambos os operadores S; e Sy, produzem o
mesmo Hamiltoniano transformado para o caso da particula livre, isto é, O = a - p.
Usaremos aqui o operador S para efetuarmos a transformagao de Foldy-Wouthuysen que

nos conduzird ao limite nao-relativistico de (4.14).

Como antes,

/

H =™ He ™ = H +4[Sy, H] + Q[Sl,[sl, H]|+---. (4.17)

No que segue, vamos nos limitar em considerar somente os termos de ordem até (1/m).

O primeiro comutador de 4.17 vale:

2
it = - (S0 ) ©+ ) - ©+ o) (o) |
B 1 1 1 1 1
=2 (T“’ﬁ@ 0 /m07m) ~5 ROV Vo ) - 19
O segundo termo entre parénteses em (4.18) pode ser simplificado quando analisamos

sua atuacgao sobre um spinor arbitrario :

- (%mwm mo%) v = — (Tlmaw—w 00+ V(O =)+ ow)
- 5 { (\/%(oﬂ) + \/E(O\/—m)> + 20} v
1 1
- 1 O(moﬁ) v - 00, (1.19)
Assim, a Eq. (4.18) torna-se:
i1, H = —0+ 2 (im %o 4 o%o%) | (4.20)



4.2 Transformacao de Foldy- Wouthuysen com a massa dependente da Posi¢ao 53

O segundo comutador é dado por:

Clsu S0 H] = (jm jmowjmo;m)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
2\/%0\/%@\/_0\%). (4.22)

Desprezando os termos de ordem superior a 1/m, o Hamiltoniano transformado é

dado por:

H =5 <m(7‘) + %1 (\/%o\/—lmo + o\%o%)) : (4.23)

A inclusao do potencial de Dirac é feita através da substituicao

O =a-(p—im(r)wlr). (4.24)

~ !
Entao, podemos escrever H como

H = 5 {m<r> +5 (Tlﬁ(a (b = imi)) (e (p — imui)

+(a-(p— imwﬁr))\/%(a -(p— imwﬁr))\/—%) } . (4.25)

O segundo termo de (4.25), que denotaremos por Hs, resulta em
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1
p\/m

1
Hy, = ﬁ{ a-pt+toa- o -

v pf
+2mw*(a - r)(a - 1)
+iwf (e 1)(a - p) — (- p)(e-1)]

tiwg [Ma v)(ex )

1
p\/m

(o p)a W}}. (4.26)

g-
i

Da relacao:

(a-A)(a-B)=A -B+iX (A xB), (4.27)
(7 .)
com X = , temos:
0 o

Hy = H_. +§{2 2r? — 3wl — 2wB%E - L

2 = Heinético Ty 1AM w w
. 1 1
i (Vi p) =~ (1))
a0 (Vi x p)= — (o x 1)V | (4.28)

onde Heingtico = 1 {\/Lma ‘Pma-pPta-pra- Pﬁ}
Os dois tltimos termos de (4.28) podem ser simplificados ao analisarmos suas atuagoes

sobre um espinor arbitrario 1. Assim,

VIR D) = el 0 = i V(0 (00
=30 — 2y = O~ 2,0,0)
= i (Vino=) - —=ovim )| v

(4.29)
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Vm(r x p) (p X T)\/ﬁ} v o= —i (\/ﬁ%‘k%@— ) — _52‘%(&%\/%@)

-
3

= 2Ly (4.30)

Substituindo os resultados acima em (4.28), obtemos o Hamiltoniano transformado:

v 1/ 1 1 1 1
- s{mrz (e rme pra v e )
—|—%mw2r2 — gwﬁ —2wphS - L
1 1
+iwfr - (\/E(P—) N

— <pm>) } . (431)

Podemos, entao, observar que duas mudancas significativas ocorreram no Hamiltoni-
ano do oscilador de Dirac no limite nao-relativistico em relagao a Eq. (1.13): uma diz
respeito ao termo cinético na primeira linha de (4.31), que concorda com a expressao
encontrada em [5] e é conseqiiéncia direta da ndo comutatividade de p e m(r). A segunda
e mais interessante diferenga estd na ultima linha de (4.31), que é escrita separadamente

abaixo:

RS
vm' /m

Este termo adicional é anti-Hermitiano e deve-se exclusivamente a escolha do potencial

Huy = iwr - (x/%(p (p\/ﬁ)) : (4.32)

do oscilador, adicionada a condicao de dependéncia espacial da massa. O estudo de
Hamiltonianos nao-Hermitianos é tratado por exemplo, na ref. [41]. No nosso caso, a

relevancia fisica e as propriedades de H,y serao discutidas em trabalhos subseqiientes.



56

5 CONCLUSOES E
PERSPECTIVAS

No presente trabalho, focamos nossa atengao sobre o sistema quantico relativistico
descrito pelo oscilador de Dirac (OD). Submetemos esse sistema a duas situagoes bastante
distintas e que estao atualmente em evidéncia na pequisa em teoria de campo e fisica da

matéria condensada.

Na primeira situagao, analisada no capitulo 2, avaliamos a influéncia da quebra de
simetria de Lorentz no OD, implementada por meio do acoplamento de um background
fixo dos tipos vetorial e axial, CPT-impar na Lagrangiana de Dirac original. O limite
nao-relativistico foi trabalhado e os Hamiltonianos de violagao de Lorentz foram determi-
nados. Em seguida, avaliamos as correcoes de primeira ordem induzidas sobre os niveis
de energia do OD. Essa abordagem da violagao de simetria de Lorentz é recente e tem
sido bastante discutida como meio de alcancar uma compreensao maior dos fenomenos
de altas energias que possam ser visualizados em sistemas de baixas energias, facilmente

testaveis em laboratoério.

Nao se observou nenhuma modificagao nos autovalores de energia do OD para o caso
de quebra vetorial, enquanto que se observou a existéncia de um efeito tipo Zeeman no caso
axial. Nossa principal contribuicao foi aplicar a quebra de Lorentz na equacao de Dirac

acoplada ao potencial do tipo oscilador, que ainda nao tinha sido avaliada na literatura.

A segunda parte desta dissertacao trata do OD com massa dependente da posicao.
De todas as situagoes em que o OD é abordado na literatura, até o presente trabalho,
nao era de nosso conhecimento nenhuma discussao que envolvesse essa idéia. Além disso,
nossa escolha baseia-se também no grande nimero de aplicagoes em fisica da matéria

condensada, onde sistemas de massa efetiva sao usados.

No capitulo 3, consideramos a equacao de Dirac acoplada com o potencial do oscilador

e tornamos a massa variavel m(r). Em vez de usarmos fungoes testes arbitrarias para a
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massa da particula, preferimos prosseguir aplicando uma transformacao canonica que
possibilitasse introduzir um vinculo para eliminar as derivadas de primeira ordem das
componentes radiais na equacao diferencial resultante. Assim, conseguimos determinar
uma forma funcional para distribuicao de massa da particula e, como bonus, recuperamos
a estrutura supersimétrica da equacao de Dirac. Em seguida, aplicamos o formalismo
da mecanica quantica supersimétrica para determinar as autoenergias e autofungoes do
estado fundamental do sistema. Das solugoes radiais encontradas, geramos graficos que

permitiram a comparagao qualitativa com o caso da massa constante visto no capitulo 1.

O quarto capitulo é dedicado a determinacao do Hamiltoniano nao-relativistico do
OD com massa dependente da posicao, via aplicacao do método de Foldy-Wouthuysen.
Encontramos um termo adicional anti-Hermitiano que esta ausente quando consideramos

a massa constante.

Como perspectiva imediata para estudos posteriores a serem seguidos com base em

nosso trabalho, podemos indicar os seguintes caminhos:

1. Analisar a influéncia no OD de diferentes termos de quebra, como por exemplo
termos tensoriais presentes na Lagrangiana de violacao de Lorentz do Modelo Padrao
Estendido;

2. Aplicar a quebra de simetria de Lorentz para sistemas de baixa dimensao (2+1),
associada com acoplamento nao-minimo na presenca de campos eletromagnéticos

externos;

3. Investigacao do comportamento dos Halmitonianos de violagao de Lorentz em bai-
xas energias para outros tipos de acoplamento e também para particulas de spins
diferentes de 1/2;

4. Prosseguir com a analise do papel do termo anti-Hermitiano encontrado no capitulo
4.

Y

5. Analisar o OD na presenca do efeito Aharonov-Casher.
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APENDICE A - A equacao
Hipergeométrica

Confluente

Neste apéndice, faremos uma breve discussao sobre a equagao hipergeométrica con-
fluente cujas solugoes, como vimos no capitulo 1, correspondem as componentes radiais
das autofuncoes do oscilador de Dirac com massa constante. Uma discussao bem mais

completa pode ser encontrada em [42].

A fungao hipergeométrica confluente é definida como a solugao da equacgao diferencial

d>M dM
—2)— —aM = 0. Al
7.2 +(b—2) ity 0 (A.1)

z

A solucao é obtida pelo método da expansao em série de poténcias, que apresenta

como solucgao a série infinita

M(a,b,z):1+“—bz+(;zz)i+--~(;‘!)<—Zi---, (A.2)

onde (a)g =1, (a),=ala+1)(a+2)---(a+n—1).

Ao avaliarmos a convergéncia da série A.2(aplicando por exemplo o teste da razao),
vemos que ela é convergente para todos os valores de z finitos. Entretanto, para z — oo
ela diverge. Para que M (a, b, z) satisfaga a condi¢do de contorno no infinito e permita que
as autofuncoes do oscilador de Dirac sejam normalizadas, devemos impor que a série seja
finita, e isso é facilmente conseguido exigindo-se que o primeiro parametro da func¢ao hi-
pergeométrica seja igual a um inteiro negativo, isto é, a = —m e que o segundo parametro

dado por b, nao seja um inteiro negativo.
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O comportamento assintético de M (a, b, z) é dado por:

r
Zlirrolo M(a,b,z) = %ezz“_b(l +0(|z]™") Rez>0,

Zlirilo M(a,b,z) = %
)

onde I'(b) é a funcdo Gama e O(x) representa os termos de ordem igual ou superior a x.

(=2)""(1+0(l2]™))  Rez<0,

Notamos também que
M(0,b,2) =1, M(a,0,z) = cc.

As funcoes

y1 = M(a,b, z), Yo =21"M(1+a—0b,2—b,2),
ys = eM(b—a,b,—2), ys=2""*M(1 —a,2—b,—2),

sao todas independentes uma das outras.

A.1 Relacoes com outras funcoes

A fungao hipergeométrica confluente (A.2) possui dois parametros livres que, ao as-
sumirem valores convenientes, permitem que representemos diversas funcoes especiais em
termos das hipergeométricas. O caso mais simples é obtido quando tomamos a = b. E
simples verificar que

M(a,a,z) = ée°. (A.3)

Outro exemplo de fungoes que aparecem em uma grande variedade de problemas fisicos
e que podem ser representadas pela fungao hipergeométrica confluente, sao os polinomios

de Laguerre. Eles obedecem a equacao diferencial

d*L> dL;
—d;Z(w) + (a+1— x)% +nL(x) =0. (A.4)

Esta equagao é obviamente um caso especial de (A.1) e nds temos imediatamente
LY(z) = M(—n,a+ 1,x) (A.5)

1/2

Consideremos agora, a mudanga na variavel independente z = 2 em (A.1) que
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produz a equacao diferencial modificada

1d*°M 1 b x\dM
- ==+ ——aM = A.
4 da? (4X 2z * 2> dz 0 (4.6)
Se tomarmos b = 1/2 obtemos a simplificac¢ao
d>*M dM
—2r— —4aM =0 AT
dx? e ¢ (A7)

Lembrando que a equagao diferencial de Hermite é definida como

d*H,(z) dH,()
dx? - dx

4 2nH,(X) =0 (A.8)

Comparando (A.8) com (A.7) chegamos a conclusdo que os polindémios de Hermite

também podem ser escritos em termos das fungoes hipergeométricas confluentes como

Hy(z) = M (—g %ﬁ) (A.9)

Os polinomios de Hermite sao as autofuncgoes do oscilador harmonico quantico nao-

relativistico e, por isso, que constitui um caso particular das solucoes radiais do oscilador

de Dirac no limite de baixas energias, como foi visto no capitulo 1.

Como exemplo final, vamos considerar as funcoes de Bessel. Elas sao as solucoes da

equacao diferencial de Bessel que aparece em muitas areas da fisica e que é definida por

d*J,(z)  1dJ,(z) v?
e (1 _ ﬁ) J(2) =0 (A.10)

Nesta equacao, fazemos a substituicao

J,(2) = 2"e " K(2).
Apo6s alguma algebra, obtemos a seguinte equacao

z

diigz) Yl 2¢z)d[§£”2) ~ (20 + 1)iK(2) = 0. (A.11)
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Fazendo, em seguida, a mudanca de variavel y = 2iz, temos:

Ky 1

LK (z) - “(2v + DK (y) = 0. (A12)

dy?

d
+Q2v+1-y)

[\

Comparando com (A.1), concluimos que K(y) é uma funcao hipergeométrica conflu-

ente, com

. 1
Jo(2) = e M (5(2;/ +1),20 41, 2@2)

Muitas outras fungoes que aparecem em diversas areas da fisica podem ser escritas

em termos das fungoes hipergeométricas.
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APENDICE B - Breve resumo sobre
Mecanica Quantica

Supersimétrica

No presente apéndice, faremos uma breve revisao das idéias de supersimetria (SUSY)
na mecanica quantica. Para maiores detalhes, remetemos o leitor as ref. [43, 44]. O
formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica (MQS) ¢é baseado nos métodos de fa-
toracio do Hamiltoniano do oscilador harménico simples por meio dos operadores a*, que

satisfazem

1 1
H = 5(}93 —i—w2x2) = g{aﬂa*} =w <N + 5) N =a'a", (B.1)
at = L(:I:ip —wz) = (aT)T (B.2)
Vaw T 7
0= at] =1, [H,a*] = +wa®, (B:3)

cujos autovalores de energia sao dados por

1
E:w(n—i—E), (B.4)
com n sendo os autovalores do operador nimero N.

A generalizacao do método acima para um potencial qualquer em uma dimensao é

conseguida com y/wa~™ — A~ e yJwat — AT com

A7 = %mpz _W(2)) = (A%, (B.5)

onde W = W (x), chamado de superpotencial, é uma funcao arbitraria da posicao.



Apéndice B - Breve resumo sobre Mecdnica Quantica Supersimétrica 63

Definimos ainda os operadores nao-Hermitianos autoadjuntos, conhecidos também

como supercargas por meio de

0 At 0 0
Q+:A+U:<O 0 ), Q:Aa+<A 0), (B.6)

Por conseguinte, o Hamiltoniano supersimétrico H assume a forma

d

H=1000) = 5 (R+ 70 -0 W)

( H 0 ) ( ATA- 0 )
— — : (B.7)
0 H, 0 A A

onde oy = %(ax +i0y), 04, 0, € 0, sdo as matrizes de Pauli.

Os Hamiltonianos H_ e H, sao chamados de “parceiros supersimétricos” e sao expli-

citamente dados por

H_ =A"A" = % (p?c + W3(z) — %W@)) : (B.8)
H, =A A" = % (pi + W3(z) + %W(m)) : (B.9)

Observamos que a escolha particular de W (z) = wz, recupera o resultado do oscilador

harmonico simples de modo que

onde
1
¢@ = exp (—wa2) (B.12)

¢ a funcao de onda normalizavel do estado fundamental do Hamiltoniano H_.

De maneira analoga, para o Hamiltoniano supersimétrico (B.7), os operadores A* de

(B.5) podem ser escritos na forma
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o of 1d\ 1
=0 (-55) 5w

141 @Y
= E(—@JFWW), (B.13)

B IR | 1 d 0)
At = (A )T_@(—E%)w

R A T
= E(a—i_@W)’ (B.14)

onde

@ o exp <_ / xw<q)dq) , (B.15)

f) X exp </ff W(q)dq) = zpf) x ﬁ (B.16)

representam os estados fundamentais de H_ e H, respectivamente. Além disso, podemos

escrever as seguintes condicoes de aniquilacdo para os operadores A*:

A9 =0, Atpl® =0 (B.17)

Quando as autofungoes (B.15) e (B.16) sao normalizaveis, elas se tornam as tinicas
autofungdes do Hamiltoniano supersimétrico (B.7) correspondendo ao estado fundamental
de energia zero. Neste caso, a SUSY é considerada “nao quebrada”. Quando nem w(_o) ou
wgo) sao funcoes de onda admissiveis, isto é, nao é possivel normaliza-las, entao os estados
de energia zero nao existem e a SUSY é considerada “quebrada”. De (B.15) e (B.16),
é facil ver que é o comportamento assintético de W (z) que vai definir se existe ou nao

solugoes normalizaveis.
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