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EMANUEL WENDELL DAMASCENO DANTAS
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RESUMO

Neste trabalho iremos mostrar uma nova perspectiva para a gravidade, consequentemente
para a dinâmica do espaço. Faremos uma exposição padrão do tratamento da ação gra-
vitacional e as condições para que obtenhamos as equações de campo. Dáı exploraremos
uma caracteŕıstica notável da Lagrangeana gravitacional, que é o fato de ela dar origem
à equações de segunda ordem mesmo que ela contenha termos de derivada segunda or-
dem. Em seguida mostraremos que, ao impor que a ação gravitacional seja invariante por
uma certa transformação de difeomorfismos, nós conseguimos obter as equações de campo
gravitacional usando o termo de superf́ıcie, ao invés do termo de bulk como é padrão na
literatura. Em seguida mostramos que isso só é posśıvel para o caso de gravidade pura, e
discutimos sua invalidade quando matéria é rigorosamente tratada.

Palavras-chave: termo de superf́ıcie equações de campo



ABSTRACT

In this work we will expose a new perspective on gravity, consequently on the dynamics
of spacetime. We will present a standard treatment on the gravitational action and the
conditions to hold in order to arrive on the field equations. Then we shall investigate
a remarkable gravitational Lagrangean feature: even though the Lagrangean itself has
second order derivatives on the metric, we can still arrive at second order field equations.
After we show that imposing invariance by a special class of diffeomorphisms on the
gravitational action, we can get the field equations when using surface term, rather than
the bulk term as it is standard on literature. Then we show it is possibly only for pure
gravity, and we discuss about it’s validity when matter is rigorously considered.

Keywords: surface term. field equations. . . .



LISTA DE SÍMBOLOS

Adotaremos a notação na qual śımbolos gregos (µ, ν, etc) variam de 0 a 3, onde 0 se

refere ao tempo, enquanto que śımbolos latinos (i, j, etc) variam de 1 a 3.

Usaremos também a notação de soma: quando aparecerem dois ı́ndices iguais, um cova-

riante e outro contravariante, é ind́ıcio de soma. Ex.: Γµµ = Γ0
0 + Γ1

1 + Γ2
2 + Γ3

3

ηµν Métrica do espaço de Minkowsky

gµν Métrica do espaço curvo

xµ Coleção de 4 coordenadas
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1 INTRODUÇÃO

Queremos, de ińıcio, expor as principais ferramentas matemáticas que usaremos no

decorrer do texto. Muita coisa foi deixada de fora pois não temos a intenção de fazer uma

completa exposição matemática, ou nem mesmo muito rigorosa, do que necessitaremos

para tratar a Relatividade Especial e a Geral. Após essa exposição matemática faremos

uma breve revisão da Relatividade Especial.

1.1 Relatividade Especial

O ińıcio do que conhecemos hoje por Relatividade Especial, provavelmente ocorreu

quando a Teoria do Eletromagnetismo de Maxwell (1984) conseguiu explicar a luz como

sendo uma onda eletromagnética. Porém, até então, todas as ondas eram conhecidas por

se propagarem em algum meio, o que levou a crer que as ondas eletromagnéticas também

o faziam. Tal meio foi proposto como sendo éter. Vários foram os que tentaram provar

sua existência, com experimentos se propunham verificar variações na velocidade da luz,

modificações no ı́ndice de refração de certos dielétricos ou efeitos de “arrasto” nas placas

de um condensador. Todas falharam.

Como uma solução para esse problema, Einstein, em 1905, abandona o conceito de éter

e afirma que as ondas eletromagnéticas não necessitam de um meio para se propagarem.

Ele postula o Prinćıpio da Relatividade, que nos diz que nenhum referencial é melhor que

outro para descrever fenômenos f́ısicos. Ele também postula a invariância da velocidade

da luz.

Considerando-se que as transformações entre dois referênciais devem ser lineares, ou

seja, t′ = At+Bx+ Cy +Dz, x′ = Et+ Fx+ · · · , onde A,B, · · · , são constantes que, a

prinćıpio, podem depender de ~v, podemos verificar que, para referenciais que se deslocam
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com velocidade v no eixo-x, as coordenadas espaciais se resumem a

x′ = A(x− vt)

y′ = y (1.1)

z′ = z

e por reversão de eixos

x = A(x′ − vt′)

y = y′ (1.2)

z = z′

Nesse estágio, usaremos a invariância dos sinais de luz em ambos os referênciais, x = ct e

x′ = ct′, o que nos leva a conclusão que A2 = (1− v2/c2)−1. Como x→ 0 implica x′ = x,

devemos usar a raiz positiva, o que nos deixa com

A = γ(v) = (1− v2/c2)−1 (1.3)

conhecido como fator de Lorentz.

Finalmente, substituindo x′ dado por (1.1) em (1.2), as transformações entre referen-

ciais inerciais podem ser escritas como

t′ = γ
(
t− v

c2
x
)

x′ = γ (−vt+ x)

y′ = y

z′ = z


(1.4)

que claramente obedecem à

∆s′2 = ∆s2 (1.5)

onde ∆s2 = −c2∆t2 + ∆x2 + ∆y2 + ∆z2, é chamado de intervalo quadrático. Note que,

para a luz, ∆s2 = 0. As transformações (1.4) são as Transformações de Lorentz (TL).

Podemos reescrever (1.4) em uma maneira mais interessante como

x′µ = Λµ
ν x

ν (1.6)
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onde x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z, e

Λµ
ν =


−γv/c γ 0 0

γ −γv/c 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (1.7)

sujeito a η′αβ = Λµ
αΛν

β ηµν , com ηµν = diag(−1, 1, 1, 1).

Uma caracteŕıstica fundamental das TL é que elas deixam invariante intervalo quadrático

e o tempo próprio, definido por

ds2 = −c2dt2 + ~x · ~x = −c2dτ 2 (1.8)

que define um referencial que se move junto a part́ıcula, chamado de referencial próprio.

Pela forma da equação (1.6), ou (1.4), vemos que essas novas transformações não são

as velhas conhecidas da Mecânica Clássica, portanto, nessa nova visão, a velha Mecânica

falha. É necessária uma nova Mecânica. Porém, ao fazer c → ∞, as TL recaem nas

conhecidas transformações clássicas de Galileu. Com isso, a nova Mecânica deve ser

construida de modo que, a baixas velocidades, re-obtemos a Mecânica de Newton.

Definiremos uma força relativ́ıstica, na linguagem de 4-vetores, em analogia à Lei de

Newton,

fµ = m
d2xµ

dτ 2
(1.9)

e, usando a lei de transformação de 4-vetores para fµ, e, que no referencial próprio, o

tempo próprio e o tempo (coordenada) são o mesmo,

fµ = F µ com F 0 ≡ 0

pois, a força Newtoniana não possui uma componente temporal.

A 4-força é fµ = (f 0, ~f ), e podemos mostrar facilmente que (c = 1)

~f = ~F + (γ − 1)~v
~v · ~F
v2

f 0 = γ~v · ~F = ~v · ~F

A componente temporal da força relativ́ıstica é a própria potência.
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O momento relativ́ıstico, assim como a força, é definido de modo semelhante ao clássico

pµ ≡ m
dxµ

dτ
(1.10)

que tem componentes pµ = (E, ~p ) = mγ(1, ~v ).

Um invariante bastante conhecido, derivado do 4-momento, é −m2 = −E2 + ~p · ~p, que

mostra que uma part́ıcula, mesmo parada, ainda apresenta uma energia interna, chamada

de energia de repouso, E = mc2, reintroduzindo c.

Podemos construir o eletromagnetismo definindo-se um tensor antissimétrico de 2a

ordem, que tem por componentes os campos elétrico e magnético,

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 (1.11)

Com isso, as equações de Maxwell não-homogêneas podem ser reescritas como

∂µF
µν = −Jν

enquanto que as homogêneas ficam da forma

εαβµν∂βFµν = 0

onde Jν é a 4-corrente e obedece à equação da continuidade ∂µJ
µ = 0. As equações

homogêneas nos permitem representar Fµν como o rotacional de algum Aµ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (1.12)

porém temos uma certa liberdade na definição, podemos adicionar ∂αψ e ainda assim

manter Fµν inalterado. Com isso, impomos que Aµ obedeça a ∂µAµ = 0.

1.2 Fundamentos Matemáticos

Temos por objetivo escrever equações que sejam invariantes sob transformações ge-

rais de coordenadas, e para isso devemos conhecer como as quantidades que entrarão nas

equações devem se comportar sob tais transformações. Para tal usaremos objetos tensori-

ais, pois são invariantes. Um tensor é definido como sendo uma função linear de 1-formas

(vetores covariantes) e vetores (contravariantes) em números reais (invariantes). Porém
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não os apresentaremos com rigor matemático exigido para os mesmos. Optaremos por

uma exposição clássica, em termos de como suas componentes se transformam.

Seja x o antigo sistema coordenado, e x′ o novo. Um tensor contravariante de ordem

i e covariante de ordem j, que simbolizaremos por
(
i
j

)
, é um objeto que se transforma de

acordo com

T ′α1···αi
β1···βj =

∂x′α1

∂xµ1
· · · ∂x

′αi

∂xµi
∂xν1

∂x′β1
· · · ∂x

νj

∂x′βj
T µ1···µiν1···νj (1.13)

Essa regra deixa claro que um tensor
(
i
j

)
não muda de ordem após a tranformação. A

transformação mais simples é a de um escalar, que é um tensor
(
0
0

)
, ou seja, ele não se

transform: um número.

De especial importância são os tensores de primeira e segunda ordem. O tensor
(
1
0

)
é

chamado de vetor contravariante, o tensor
(
0
1

)
é um vetor covariante. Os de segunda ordem

tem papel central na teoria eletromagnética, pois as equações de Maxwell são escritas em

termos do tensor eletromagnético Fµν . Porém, talvez o de maior importância seja o tensor

métrico gµν ,

g′αβ =
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
gµν

e definimos gαβ de modo a obedecer

gαβgβγ = δαγ (1.14)

onde δαβ é a delta de Kronecker. A métrica é um tensor simétrico.

O tensor métrico é usado nas operações de contração, como T µν = gαβT
µναβ, e para

abaixamento ou levantamento de ı́ndices, T µν = gανT
µα e T µ

ν = gαµTνα, respectivamente.

Devemos notar que (1.14) é uma operação de levantamento/abaixamento de ı́ndice da

métrica covariante/contravariante, onde, por definição, δµν = gµν .

O processo de derivação em coordenadas gerais é um pouco mais delicado. No sistema

de coordenadas Cartesiano, por exemplo, temos que

∂~v

∂xµ
=
∂(vν êν)

∂xµ
=
∂vν

∂xµ
êν

porém, em coordenadas generalizadas, devemos levar em conta que os vetores base do

espaço variam de ponto a ponto. Queremos construir um operador de derivação ∇ que

obedeça certas imposições: regra da cadeia, linearidade e atue como derivação parcial

quando atuando em funções, ou seja,

∇µ ~v = ∇µ (vν êν) = êν∂µv
ν + vν∇µêν
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Esperamos que ∇µêν seja proporcional aos vetores de base, logo, escreveremos que

∇µêν ≡ Γλνµêλ

∇µf̂
ν ≡ −Γνλµf̂

λ
(1.15)

onde já escrevemos a expressão para os vetores f̂ , duais aos ê, que seguem diretamente

de sua definição, 〈êµ, f̂ ν〉 ≡ δνµ, onde 〈 , 〉 é o produto escalar.

Com isso vemos que a forma para a derivada fica

∇µ~v = (∇µv
ν)êν = (∂µv

ν + Γνλµv
λ)êν

∇µ~v = (∇µvν)f̂
ν = (∂µvν − Γλνµvλ)f̂

ν
(1.16)

Os simbolos Γαµν são objetos não tensoriais que podem ser escritos em função da métrica

como

Γαµν =
1

2
gαβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν) (1.17)

e são chamados de śımbolos de Christoffel, e claramente são simétricos nos ı́ndices co-

variantes. Eles surgem diretamente do fato de que em coordenadas gerais, um campo

tensorial pode variar de ponto a ponto. Com Γαµν dado por (1.17), podemos facilmente

verificar que ∇αgµν = 0.

Diferentemente da diferenciação parcial, a diferenciação covariante em geral não co-

muta. Mas pode ser mostrado que o comutador de duas derivadas covariantes atuando em

algum campo tensorial, sempre pode ser escrito em termos do próprio campo tensorial,

por meio de

[∇µ,∇ν ]A
α = (∂µΓαβν − ∂νΓαβµ + ΓαλµΓλβν − ΓαλνΓ

λ
βµ)Aβ

[∇µ,∇ν ]A
α ≡ Rα

βµνA
β (1.18)

onde definimos o tensor de curvatura, ou de Riemann, Rα
βµν . Ele está diretamente relaci-

onado à curvatura do espaço (dáı seu nome). Uma condição necessária e suficiente para

uma variedade ser flat, ou plana, é que o tensor de curvatura deve ser identicamente nulo

[3].

O tensor de curvatura (Rαβµν , com todos os ı́ndices covariantes) possui algumas si-

metrias:

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ = Rβανµ = Rµναβ (1.19)

Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0

Essas simetrias reduzem o número de componentes independentes de n4 para [n2(n2 −
1)]/12, que em quatro dimensões são 20. Uma outra important́ıssima caracteŕıstica do
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tensor de curvatura é que ele obedece às identidades de Bianchi

∇αRµνβγ +∇βRµνγα +∇γRµναβ = 0 (1.20)

que é por onde, por meio de contrações com a métrica, que chegamos ao tensor Gµν que

descreve o campo gravitacional e obedece à ∇µG
µν = 0. Outros tensores igualmente

importantes são o tensor de Ricci

Rµν = Rα
µαν (1.21)

e o tensor de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (1.22)

definido em termos do tensor de Ricci e do escalar de Ricci R = gµνRµν .

A derivada de Lie de um campo vetorial contravariante está diretamente relacionada

com a variação δvµ(x) desse campo, e é definida como

£uv
µ ≡ uν∂νv

µ − vµ∂νuν = uν∇νv
µ − vµ∇νu

ν (1.23)

A segunda igualdade segue do fato de que os śımbolos de Christoffel se cancelarão. A

derivada de Lie nos será útil na discussão sobre a invariância por difeomorfismo, necessário

para esclarecer alguns aspectos da variação da ação gravitacional.

A forma padrão de se chegar nas equações de campo é por meio de um método

variacional. Definimos a ação como sendo

S =

∫
d4x L (1.24)

onde L = L(φ, ∂νφ;xµ) é uma densidade Lagrangeana (ou seja, Lagrangeana por unidade

de 4-volume) para um único campo e a variáveis independentes são os xµ. Ao variarmos

essa ação estaremos interessados nos “pontos” onde ela será estacionária, logo

δS =

∫
d4x

[
∂L

∂φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)]
δφ+

∫
d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
= 0

e exigiremos que o campo se anule na fronteira. Isso nos permite eliminar o último termo

e ficamos com as equações de movimento para o campo φ como sendo

∂L

∂φ
− ∂µΠµ = 0 (1.25)

onde Πµ =
∂L

∂(∂µφ)
, é momento canônico associado ao campo φ. Mais tarde mostraremos
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que também é posśıvel impor, não que o campo, mas que o momento se anule na fronteira.

Para transformações de coordenadas gerais o elemento de volume não é um invariante,

pois d4x′ = J d4x, onde J é o determinante do Jacobiano da transformação, J =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣.
Porém, se lembrarmos da transformação do tensor métrico,

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ

tomando o determinante concluimos que g′ = J−2g, ou
√
−g′ = J−1

√
−g, onde g é o

determinante da métrica e é negativo, pois tem por assinatura (−,+,+,+). Com isso,

claramente o produto
√
−g d4x é invariante por transformações gerais de coordenadas.

Outro ponto importante é derivada do determinante da métrica, que é dado por

∂µg = ggαβ∂µgαβ = −ggαβ∂µgαβ (1.26)

que vem diretamente da definição de determinante e matriz adjunta, e a última igualdade

vem da definição (1.14).
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2 EQUAÇÕES DE CAMPO

Iremos apresentar a exposição padrão, na literatura, das equações de campo gravita-

cional. Mostramos que é posśıvel separar a ação gravitacional em um termo de bulk, ou

quadrático, e em um termo de superf́ıcie. O que se faz é desprezar o termo de superf́ıcie,

pois é uma derivada total e não contribuirá na ação quando a superf́ıcie for ao infinito,

onde tanto os campos como suas derivadas se anulam , e obter as equações de campo por

meio da ação do bulk. Por fim, mostramos que existe uma interessante relação entre a

Lagrangeana do bulk e da superf́ıcie, permitindo escrever a ação gravitacional em termos

apenas da lagrangeana do bulk e impondo que o momento canônico associado à gµν se

anule na fronteira, diferentemente do usual.

2.1 A Lagrangeana gravitacional

Podemos, de forma rápida e simples, chegar nas equações de campo aplicando dire-

tamente o prinćıpio variacional e desprezando o termo de superf́ıcie, provido da condição

de contorno δgµν = 0|∂U e δ∂αg
µν = 0|∂U . Porém, iremos primeiro mostrar como a

Lagrangeana gravitacional,

16πG Lg = R (2.1)

pode ser dividida em dois termos, o termo de bulk e o termo de superf́ıcie (4-divergência).

O escalar de Ricci é obtido por meio de uma dupla contração da métrica com o

tensor de curvatura, R = gαµgβνRαβµν , então teremos por objetivo procurar uma forma

de escrever o escalar de Ricci como uma combinação do tensor de curvatura

R ≡ QαβµνRαβµν (2.2)

onde o tensor Qαβµν deve ser formado apenas pela métrica e ter as mesmas simetrias de

Rαβµν . Escrevemos

2Qαβµν = Agαβgµν +Bgαµgβν + Cgανgβµ
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e, pelas simetrias impostas, temos que A = 0 e B = −C = 1. Com isso, 2Qαβµν =

gαµgβν − gανgβµ, ou

Qµν
αβ =

1

2
(δµαδ

ν
β − δναδ

µ
β) (2.3)

Devemos notar duas caracteŕısticas neste tensor, como ele é formado pela métrica sua

derivada covariante é nula, ∇λQ
αβµν = 0, em particular a divergência, ou seja, quando λ

for igual à qualquer um dos ı́ndices de Q, e por ser escrito em termos do tensor alternante(
Qµν
αβ =

1

2
δµναβ

)
, podemos tratá-lo como um tensor de componentes constatntes (∂λQ

µν
αβ =

0).

Afim de alcançar nosso objetivo, queremos expressar Rα
βµν em termos dos śımbolos

de Christoffel. Para isso, consideremos o objeto

Rα
βµν ≡ ∂µΓαβν + ΓαλµΓλβν

onde claramente sua parte antissimétrica é o tensor de curvatura. O reescreveremos como

soma de suas componentes simétricas e antissimétricas. Com isso chegamos a

Rα
βµν = Rα

β(µν) + Rα
β[µν] = Rα

β(µν) +
1

2
Rα

βµν

Agora seja

R = 2Q βµν
α Rα

βµν = 2Q βµν
α

(
Rα

β(µν) +
1

2
Rα

βµν

)
(2.4)

Como Q βµν
α é antissimétrico no par µν, somos levados a concluir que R = R. Isso nos

permite escrever R = 2Q βµν
α Rα

βµν .

Verifiquemos como a expressão para
√
−gR ficará.

√
−gR = R = 2Q βµν

α Rα
βµν = 2

√
−gQ βµν

α (∂µΓαβν + ΓαλµΓλβν) (2.5)

= 2
√
−gQ βµν

α ΓαλµΓλβν + 2∂µ(
√
−gQ βµν

α Γαβν)− 2Γαβν∂µ(
√
−gQ βµν

α )

= 2
√
−gQ βµν

α ΓαλµΓλβν + 2∂µ(
√
−gQ βµν

α Γαβν)

−2Γαβν(
√
−g∂µQ βµν

α +Q βµν
α ∂µ

√
−g)

= 2
√
−gQ βµν

α ΓαλµΓλβν + 2∂µ(
√
−gQ βµν

α Γαβν)

−2
√
−gΓαβν∂µQ

βµν
α − 2

√
−gΓαβνQ

βµν
α

(
1

2
gλσ∂µgλσ

)
√
−gR = 2

√
−gQ βµν

α ΓαλµΓλβν + 2∂µ(
√
−gQ βµν

α Γαβν)

−2
√
−gΓαβν∂µQ

βµν
α − 2

√
−gΓαβνQ

βµν
α Γλµλ

(2.6)

Agora faremos uso do fato já discutido acima de que a divergente covariante de Q βµν
α é
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nulo, ou seja

∇µQ
βµν
α = ∂µQ

βµν
α − ΓλαµQ

βµν
λ + ΓβλµQ

λµν
α + ΓµλµQ

βλν
α + ΓνλµQ

βµλ
α = 0 (2.7)

Usando (2.7) em (2.6), chegamos a

√
−gR = 2

√
−g ΓαβνΓ

β
λµQ

λµν
α + 2∂µ(

√
−g Q λµν

α Γαβν)

= 2
√
−g ΓαβνΓ

β
λµQ

λµν
α + ∂µ

(
2
√
−ggβεQµν

αεΓ
α
βν

)
=
√
−gLquad + LS

(2.8)

respectivamente. Chegamos à uma expressão com um termo que claramente é quadrática

em ∂µgαβ e outro termo com uma divergência total, que leva a um termo de superf́ıcie.

Explicitamente, Lquad fica

Lquad = 2ΓαβνΓ
β
λµQ

λµν
α = 2ΓαβνΓ

β
λµ

1

2
(δµαg

λν − δναgλµ)

Lquad = gµν(ΓαβνΓ
β
αµ − ΓαβαΓβµν) (2.9)

Para termos uma visão mais clara sobre (2.9), podemos reescrever os śımbolos de Chris-

toffel (1.17) como

Γαβµ =
1

2
(gακδρµδ

σ
β + gακδρβδ

σ
µ + gαρδσβδ

κ
µ)∂ρgσκ (2.10)

e por substituição em (2.9), temos

Lquad =
1

4
gµν∂ρgσκ∂%gςτ

(
gακgβτδρνδ

σ
βδ

%
αδ

ς
µ + gακgβτδρνδ

σ
βδ

%
µδ

ς
α − gακgβ%δρνδσβδςµδτα+

+gακgβτδρβδ
σ
ν δ

%
αδ

ς
µ + gακgβτδρβδ

σ
ν δ

%
µδ

ς
α − gακgβ%δ

ρ
βδ

σ
ν δ

ς
µδ

τ
α − gαρgβτδσβδκν δ%αδςµ+

−gαρgβτδσβδκν δ%µδςα + gαρgβ%δσβδ
κ
µδ

ς
νδ
τ
α

)
− 1

4
gµν∂ρgσκ∂%gςτ

(
gακgβτδραδ

σ
βδ

%
νδ
ς
µ+

+gακgβτδραδ
σ
βδ

%
µδ

ς
ν + gακgβ%δραδ

σ
βδ

ς
µδ

τ
ν + gακgβτδρβδ

σ
αδ

%
νδ
ς
µ + gακgβτδρβδ

σ
αδ

%
µδ

ς
ν+

−gακgβ%δρβδσαδςµδτν − gαρgβτδσβδκαδ%νδςµ − gαρgβτδσβδκαδ%µδςν + gαρgβ%δσβδ
κ
αδ

ς
µδ

τ
ν

)
Que, após simplificação, se torna

Lquad =
1

4
∂ρgσκ∂%gςτ [(g%σgςκgρτ − gςρgτκgσ%) + (g%σgςκgρτ + gςσg%κgρτ ) +

−gςσgτκgρτ ]− 1

4
∂ρgσκ∂%gςτ [2gς%gσκgρτ − gςτgσκgρ%]

=
1

4
∂ρgσκ∂%gςτ (2g%σgςκgρτ − gςσgτκgρ% − 2gς%gσκgρτ + gςτgσκgρ%)

Com isso, chegamos a

Lquad =
1

4
Mαβγµνλ∂αgβγ∂µgνλ (2.11)

onde

Mαβγµνλ = 2gµβgνγgαλ − gνβgλγgαµ − 2gνµgβγgαλ + gνλgβγgαµ (2.12)
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Com isso temos explicitamente Lquad, mostrando que é realmente quadrático nas derivadas

da métrica.

Analisemos agora o termo de superf́ıcie,

LS = ∂µ
(
2
√
−ggβεQµν

αεΓ
α
βν

)
= ∂µ

[√
−ggβε (δµαδ

ν
ε − δναδµε ) Γαβν

]
= ∂µ

[√
−g
(
gβνΓµβν − gβµΓνβν

)]
= ∂µ [

√
−gV µ]

(2.13)

onde definimos o objeto não-tensorial

V µ = gβνΓµβν − g
βµΓνβν (2.14)

Invocando (2.10) obtemos

LS = ∂µ

[
√
−g
(

1

2
gβν∂ρgσκ

(
gµκδρνδ

σ
β + gµκδρβδ

σ
ν − gµρδσβδκν

)
+

− 1

2
gβµ∂ρgσκ

(
gνκδρνδ

σ
β + gνκδρβδ

σ
ν − gνρδσβδκν

))]
= ∂µ [

√
−g (gρσgκµ∂ρgσκ − gµρgσκ∂ρgσκ)]

= ∂µ

[
√
−g
(
−δρκ∂ρgκµ − gµρ

∂ρg

g

)]
e finalmente

LS = −∂µ
[√
−g
(

1

g
∂ρ(gg

ρµ)

)]
(2.15)

Com objetivos futuros, iremos destacar s seguinte forma para o termo de superf́ıcie

LS = ∂µ
[√
−g ∂ρgσκ (gρσgκµ − gµρgσκ)

]
(2.16)

As equações (2.11) e (2.15) nos mostram explicitamente que a Lagrangeana gravita-

cional (2.1) pode ser decomposta em um termo de bulk e um termo de superf́ıcie.

A maneira padrão de prosseguir é desprezar o termo de superf́ıcie, pois é uma derivada

total e seus termos remanescentes se anulam na fronteira (condições de contorno), e usar

somente o termo de bulk para chegarmos as equações de campo. Então, a ação total fica

Stot = Squad + Sm =
1

2C

∫
U

√
−gd4xLquad(g, ∂g) +

∫
U

√
−gd4xLm(φ,∇φ; g) (2.17)

onde C = 8πG, Lm é a Lagrangeana de matéria e φ descrevem as variáveis referentes a

matéria.
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2.2 Variação da ação gravitacional

Já temos uma forma expĺıcita para Lquad, equação (2.11), e podeŕıamos optar por

fazer sua variação diretamente, porém não conseguiŕıamos chegar à uma forma tenso-

rial simples, dificultando o tratamento. O que faremos é trabalhar com Lquad de forma

indireta, ou seja, reescrevendo (2.1) como
√
−gLquad =

√
−gR− LS e fazendo a variação

δ
(√
−gLquad

)
= δ

(√
−gR

)
− δLS (2.18)

Olhemos primeiramente para δ (
√
−gR),

δ (
√
−gR) = R δ(

√
−g) +

√
−g δR = R δ(

√
−g) +

√
−g δ(gαβRαβ)

= R

(
−δg

2
√
−g

)
+
√
−g
(
Rαβδg

αβ + gαβδRαβ

)
= −1

2

√
−gRgαβδgαβ +

√
−g
(
Rαβδg

αβ + gαβδRαβ

)
=
√
−gGαβδg

αβ +
√
−ggαβδRαβ

δ
(√
−gR

)
=
√
−gGαβδg

αβ + δLsur (2.19)

onde definimos δLsur =
√
−ggαβδRαβ. Para facilitar o cálculo de δLsur iremos trabalhar

no referencial inercial local, ou seja, onde ∂µgαβ = 0 e gαβ → ηαβ, por definição. Com isso

gαβδRαβ = gαβδ
(
δνµR

µ
ανβ

)
= gαβδ

[
δνµ
(
∂νΓ

µ
αβ − ∂βΓµαν

)]
= gαβ∂µδΓ

µ
αβ − gαβ∂βδΓµαµ

= ∂µ
(
gαβδΓµαβ

)
− ∂µ

(
gαµδΓβαβ

)
gαβδRαβ = ∂µ

(
gαβδΓµαβ − g

αµδΓβαβ

)
≡ ∂µw

µ (2.20)

com

wµ = gαβδΓµαβ − g
αµδΓβαβ (2.21)

Para nossos propósitos devemos mostrar que wµ é um genúıno tensor. Embora Γµαβ

não seja um tensor, δΓµαβ o é. Olhemos para a variação da derivada covariante avaliada

em um mesmo ponto,

δ (∇µA
ν) = ∂µδA

ν + δ
(
ΓνλµA

λ
)

= ∇µ (δAν) + δΓνλµA
λ

δ (∇µA
ν)−∇µ (δAν) = δΓνλµA

λ

Como a diferença δ (∇µA
ν)−∇µ (δAν) é um tensor, avaliado em um mesmo ponto, segue

que δΓνλµA
λ também é um tensor, logo δΓνλµ é um tensor.
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Agora podemos reescrever (2.20) em qualquer sistema de coordenadas, usando o

prinćıpio da covariância geral, simplesmente fazendo ∂µw
µ → ∇µw

µ, o que nos fornece

gµνδRµν = ∇µw
µ = ∂µw

µ + Γµνµw
ν = ∂µw

µ +
∂µg

2g
wµ = ∂µw

µ +
∂µ
√
−g√
−g

wµ

gµνδRµν =
1√
−g

∂µ
(√
−gwµ

)
O que, finalmente, nos dá

δLsur =
√
−ggµνδRµν = ∂µ

(√
−gwµ

)
= ∂µ

[√
−g
(
gαβδΓµαβ − g

αµδΓβαβ

)]
Olhando para (2.3), podemos reescrever a expressão acima como

δLsur = ∂µ
(√
−ggβγQµν

αγδΓ
α
βν

)
(2.22)

E, finalmente chegamos à expressão final para (2.19),

δ
(√
−gR

)
=
√
−g Gαβδg

αβ + ∂µ
(√
−ggβγQµν

αγδΓ
α
βν

)
(2.23)

Agora olhemos para o termo restante em (2.18), δLS, olhando para a definição dada

(2.8). Temos

δLS = ∂µδ
(
2
√
−ggβγQµν

αγΓ
α
βν

)
= ∂µ

[
2
√
−ggβγQµν

αγδΓ
α
βν + 2Qµν

αγΓ
α
βν δ

(√
−ggβγ

)]
Notamos que o primeiro termo na última igualdade acima é exatamente a variação do

termo de superf́ıcie, δLsur, que surgiu quando avaliamos δ (
√
−gR). Então iremos nos

preocupar somente em obter uma expressão para o segundo termo acima.

2Qµν
αγΓ

α
βν δ

(√
−ggβγ

)
= 2Qµν

αγΓ
α
βν

(
ggρσδg

ρσ

2
√
−g

gβγ +
√
−gδgβγ

)
= 2
√
−gQµν

αγΓ
α
βν

(
−1

2
gβγgρσδg

ρσ + δgβγ
)

= 2
√
−gQµν

αγΓ
α
βνδg

ρσ

(
−1

2
gβγgρσ + δβρ δ

γ
σ

)
= 2
√
−gQµν

αγΓ
α
βνδg

ρσBβγ
ρσ

Na expressão acima definimos um tensor Bβγ
ρσ = −1

2
gβγgρσ + δβρ δ

γ
σ. Definimos também o
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objeto não-tensorial Mµ
ρσ = 2Qµν

αγΓ
α
βνB

βγ
ρσ . Olhemos explicitamente para Mµ

ρσ,

Mµ
ρσ = 2Qµν

αγΓ
α
βνB

βγ
ρσ =

(
δµαδ

ν
γ − δναδµγ

)
ΓαβνB

βγ
ρσ = ΓµβγB

βγ
ρσ − ΓνβνB

βµ
ρσ

= Γµβγ

(
δβρ δ

γ
σ −

1

2
gβγgρσ

)
− Γνβν

(
δβρ δ

µ
σ −

1

2
gβµgρσ

)
ou seja,

Mµ
ρσ = Γµρσ − δµσΓνρν −

1

2
gρσV

µ (2.24)

onde fizemos uso de (2.14). Com nossas definições e identificações acima, chegamos a

conclusão que

δLS = δLsur + ∂µ
(√
−gMµ

ρσδg
ρσ
)

(2.25)

Com isso, usando nossos resultados de (2.23) e (2.25) em (2.18), chegamos que

δ (
√
−gLquad) =

√
−g Gαβδg

αβ + δLsur − δLsur − ∂µ
(√
−gMµ

ρσδg
ρσ
)

=
√
−g Gαβδg

αβ − ∂µ
(√
−gMµ

ρσδg
ρσ
) (2.26)

A variação da ação então fica

δSquad =
1

2C

∫
U

d4xδ
(√
−gLquad

)
δSquad =

1

2C

∫
U

d4x
(√
−g Gαβδg

αβ − ∂µ
(√
−gMµ

ρσδg
ρσ
))

δSquad =
1

2C

∫
U

d4x
√
−g Gαβδg

αβ − 1

2C

∫
∂U

d3x
√
hMµ

ρσnµδg
ρσ (2.27)

onde integramos o termo de divergência usando o teorema de Gauss. A normal à superf́ıcie

é nµ e h é o determinante da métrica induzida hαβ = gije
i
αeβ em ∂U , onde eiµ = ∂xi

∂xµ
. Então,

considerando as variações da métrica tal que δgαβ = 0 na fronteira ∂U mas não no bulk,

o termo de superf́ıcie se anula e ficamos com

δSquad =
1

2C

∫
U

d4x
√
−g Gαβδg

αβ (2.28)

Consideremos uma transformação infinitesimal de coordenadas xµ → x′µ = xµ + ξµ,

de tal modo que ξ e suas derivadas se anulem em ∂U . Pela transformação da métrica,

temos

g′αβ(x′) =
∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
gµν(x) '

(
δαµ + ∂µξ

α
) (
δβν + ∂νξ

β
)
gµν(x)

g′αβ(x+ ξ) '
(
δαµδ

β
ν + δαµ∂νξ

β + δβν ∂µξ
α
)
gµν(x) ' g′αβ(x) + ξµ∂µg

αβ
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g′αβ(x) + ξµ∂µg
αβ = gαβ(x) + ∂µξ

βgαµ(x) + ∂µξ
αgβµ(x)

δgαβ(x) ≡ g′αβ(x)− gαβ(x) = ∂µξ
βgαµ(x) + ∂µξ

αgβµ(x)− ξµ∂µgαβ(x) (2.29)

A equação (2.29) já nos diz que δgαβ = 0 em ∂U . Porém, queremos escrevê-la em uma

forma mais conhecida. Examinemos a seguinte equação

∇αξβ +∇βξα = gαµ
(
∂µξ

β + Γβµνξ
ν
)

+ gβµ
(
∂µξ

α + Γαµνξ
ν
)

= ∂αξβ +∂βξα+ξν
[

1

2
gαµgβλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) +

1

2
gβµgαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν)

]
= ∂αξβ + ∂βξ

α + ξνgαµgβλ∂νg
µλ = ∂αξβ + ∂βξ

α − ξνgαµgµλ∂νgβλ

∇αξβ +∇βξα = ∂αξβ + ∂βξ
α − ξν∂νgαβ (2.30)

Comparando (2.29) e (2.30), podemos concluir que

δgαβ = ∇αξβ +∇βξα (2.31)

Então, (2.28) fica, com Gαβδg
αβ = Gαβ

(
∇αξβ +∇βξα

)
= 2Gαβ∇αξβ

δSquad =
1

C

∫
U

d4x
√
−gGαβ∇αξβ =

1

C

∫
U

d4x
√
−g
[
∇α
(
Gαβξ

β
)
− (∇αGαβ) ξβ

]
como ∇αGαβ = 0, temos que

δSquad =
1

C

∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Gαβξ

β
)

δSquad =
1

C

∫
∂U

d3x
√
h Gαβξ

βnα (2.32)

que deverá se anular pois ξµ = 0 em ∂U . Com isso temos que δSquad = 0 para trans-

formações infinitesimais, ou seja, permanece invariante para as mesmas.

2.3 Variação da ação de matéria

A forma expĺıcita para a variação da matéria só é posśıvel se for dada a ação, embora

sempre podemos definir o tensor momento-energia de modo que

δSm ≡ −
1

2

∫
d4x
√
−gTµνδgµν (2.33)

que é de segunda ordem, simétrico e é a fonte do campo gravitacional.

O tensor energia-momento definido dessa forma tem a propriedade de que ∇µT
µν = 0,

independente da particular forma do Lagrangeano de matéria. Para provar isso conside-
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remos a mesma transformação infinitesimal de coordenadas mencionada anteriomente,

xµ → x′µ = xµ + ξµ. (2.31). Sob essa transformação um escalar, Q(x), não sofre trans-

formação, ou seja,

Q′(x′) = Q′(x+ ξ) ' Q′(x) + ξµ∂µQ(x) = Q(x)

δQ(x) = Q′(x)−Q(x) = −ξµ∂µQ(x) = −ξµ∇µQ(x) (2.34)

Analisemos a seguinte variação

δ (Q
√
−g) =

√
−gδQ+Qδ (

√
−g) = −

√
−gξµ∇µQ−

1

2

√
−ggαβδgαβQ

= −
√
−g
[
ξµ∇µQ+

1

2
Qgαβ

(
∇αξβ +∇βξα

)]
= −
√
−g
[
ξµ∇µQ+

1

2
Q
(
∇αξ

α +∇βξ
β
)]

= −
√
−g [ξµ∇µQ+Q∇αξ

α]

δ
(
Q
√
−g
)

= −
√
−g∇µ (Qξµ) (2.35)

De volta para a Lagrangeana de matéria, sua variação total é

δSm =

(
δSm
δφ

)
g

δφ+

(
δSm
δgµν

)
φ

δgµν (2.36)

Se as equações para as variáveis de matéria são satisfeitas, sabemos que

(
δSm
δφ

)
g

= 0.

Sabemos também que a Lagrangeana de matéria Lm é um escalar, e por (2.35) temos

δSm =

∫
d4xδ

(√
−gLm

)
= −

∫
d4x
√
−g∇µ (Lmξ

µ) (2.37)

Novamente, impondo que ξα se anule na fronteira, teremos que δSm = 0. Com isso, segue

que

δSm = 0 = −1

2

∫
U

d4x
√
−gTαβδgαβ = −1

2

∫
U

d4x
√
−gTαβ

(
∇αξβ +∇βξα

)
0 =

∫
U

d4x
√
−gTαβ∇αξβ =

∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Tαβξ

β
)
−
∫
U

d4x
√
−g∇α (Tαβ) ξβ

0 =

∫
∂U

d3x
√
hTαβξ

βnα −
∫
U

d4x
√
−g∇α (Tαβ) ξβ (2.38)

como ξα se anula em ∂U , somos levados a concluir que ∇αTαβ = 0, que é caracteŕıstica

de qualquer tensor energia-momento aceitável.
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Juntando nossas informações, chegamos a

δStot = δSquad + δSm =
1

2C

∫
d4x
√
−gGαβδg

αβ − 1

2

∫
d4x
√
−gTαβδgαβ = 0 (2.39)

Como δgαβ é arbitrário no bulk, conclúımos que

Gαβ − CTαβ = 0 (2.40)

que são as equações de campo da relatividade geral.

2.4 Forma alternativa da ação gravitacional

Iremos rapidamente mostrar uma interessante relação entre Lquad e LS. Primeira-

mente, consideremos o seguinte exemplo de Mecânica Clássica. Dado um Lagrangeano

Lq(q, q̇), podemos obter as equações do movimento variando q na ação e tomando δq = 0

na fronteira. Agora consideremos um Lagrangeano diferente, definido por

LA(q, q̇, q̈) = Lq(q, q̇)−
d

dt
f(q, q̇) (2.41)

onde adicionamos uma derivada total, sabendo que isso não altera as equações do movi-

mento. Esse Lagrangeano, diferentemente de Lq, apresenta termos com q̈. Iremos mostrar

que é posśıvel obter as mesmas equações do movimento para LA variando q, porém man-

tendo A = A(q, q̇) fixo na fronteira, ao invés de q, e obteremos a forma de f(q, q̇) para

que isso seja posśıvel.

Fazendo a variação de (2.41) obtemos

δLA =

(
∂Lq
∂q
− d

dt
p

)
δq +

d

dt
(pδq − δf) ,

∂Lq
∂q̇

= p

Invertendo a relação A(q, q̇)→ q̇ = q̇(q, A), e consequentemente f = f(q, A), obtemos

δLA =

(
∂Lq
∂q
− d

dt
p

)
δq +

d

dt

(
pδq − ∂f

∂q
δq − ∂f

∂A
δA

)

δSA =

∫
dt

(
∂Lq
∂q
− d

dt
p

)
δq +

∫
dt

(
pδq − ∂f

∂q
δq − ∂f

∂A
δA

)
δSA =

∫
dt

(
∂Lq
∂q
− d

dt
p

)
δq +

∫
dt

(
pδq − ∂f

∂q
δq

)
− ∂f

∂A
δA

∣∣∣∣t2
t1

(2.42)

Como dito anteriormente, queremos zerar a função A = A(q, q̇) na fronteira, com isso o
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último termo de (2.42) se anula, e na a expressão restante

δSA =

∫
dt

(
∂Lq
∂q
− d

dt
p

)
δq +

∫
dt

(
pδq − ∂f

∂q
δq

)
obtemos as equações do movimento se o último termo se anular, ou seja

p− ∂f

∂q
= 0

f(q, A) =

∫
dq p(q, A) + g(A) (2.43)

Com isso, vemos que as equações do movimento para Lp e Lq são as mesmas, embora Lp

contenha termos de derivada segunda em q. Um exemplo de tal Lagrangeano seria

LA(q, q̇, q̈) = Lq(q, q̇)−
d

dt

(
q
∂Lq
∂q̇

)
(2.44)

A generalização para campos é direta. Seja φI(x) um campo com ı́ndices tensoriais

I (denotados coletivamente) em um espaço, de coordenadas xµ. Supondo que o La-

grangeano Lq(qI , ∂qI) dê as equações de campo quando qI é mantido fixo na fronteira

∂U . Introduziremos uma divergência ∂µv
µ à esse Lagrangeano de modo que obtenha-

mos as mesmas equações quando fizermos a variação da ação mantendo alguma função

F µ
I = F µ

I (qI , ∂qI)nµ fixa na fonteira, onde nµ é um unitário normal a ∂U .

LF (qI , ∂qI , ∂
2qI) = Lq(qI , ∂qI)− ∂µV µ(qI , ∂qI) (2.45)

δLF =

(
∂Lq
∂qI
− ∂µ

∂Lq
∂(∂µqI)

)
δqI + ∂µ

(
∂Lq

∂(∂µqI)
δqI − δV µ

)
Procedemos com a inversão, F µ

I (qI , ∂qI)→ ∂µqI = ∂µqI(qI , F
µ
I ) e V µ = V µ(qI , F

µ
I ), logo

δLF =

(
∂Lq
∂qI
− ∂µπµI

)
δqI + ∂µ

(
πµI δqI −

∂V µ

∂qI
δqI −

∂V µ

∂F ν
I

δF ν
I

)
Então a variação da ação fica

δSF =

∫
U

d4x

(
∂Lq
∂qI
− ∂µπµI

)
δqI +

∫
U

d4x∂µ

(
πµI −

∂V µ

∂qI

)
δqI −

∫
∂U

d3x nµ
∂V µ

∂F ν
I

δF ν
I

Como impomos que F µ
I se anule na fronteira, a condição para que as equações sejam as

mesmas implica que

πµI −
∂V µ

∂qI
= 0

V µ(qI , F
ν
I ) =

∫
dqIπµI (qI , F

ν
I ) +Bµ(F ν

I ) (2.46)
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A ação gravitacional apresenta a mesma estrutura os exemplos apresentados acima.

Analisemos a seguinte expressão

∂Lquad
∂(∂λgµν)

=
1

4
Mαβγρσκ ∂

∂(∂λgµν)
(∂αgβγ∂ρgσκ) (2.47)

∂Lquad
∂(∂λgµν)

=
1

4
Mαβγρσκ∂ρgσκδ

λ
α(δµβδ

ν
γ + δνβδ

µ
γ ) +

1

4
Mαβγρσκ∂αgβγδ

λ
ρ (δµσδ

ν
κ + δνσδ

µ
κ)

=
1

4

(
Mλµνρσκ +Mλνµρσκ

)
∂ρgσκ +

1

4

(
Mαβγλµν +Mαβγλνµ

)
∂αgβγ

Façamos a contração de gµν com a expressão acima

gµν
∂Lquad
∂(∂λgµν)

=
1

4

(
gµνM

λµνρσκ + gµνM
λνµρσκ

)
∂ρgσκ +

1

4

(
gµνM

αβγλµν+

+gµνM
αβγλνµ

)
∂αgβγ

gµν
∂Lquad
∂(∂λgµν)

=
1

2
gµνM

λµνρσκ∂ρgσκ +
1

2
gµνM

αβγλµν∂αgβγ (2.48)

que, após simplificação, se torna

gµν
∂Lquad
∂(∂λgµν)

= 2∂αgβγ
(
gαλgβγ − gαβgλγ

)
(2.49)

Devemos fazer um comentário sobre a equação (2.49). As equações do movimento

são obtidas por variação da ação em relação às variáveis independentes, que no caso

gravitacional são as componentes da métrica. Porém, a métrica é simetrica, ou seja, a

variação com respeito a gµν , µ 6= ν, é a mesma obtida para gνµ. Da mesma forma, em

(2.49), fizemos derivação em relação a gµν e contráımos com o próprio, ou seja, estaremos

contando duas vezes alguns termos. Uma forma mais correta de se fazer seria separar

em duas partes, uma contendo só os termos diagonais, e outra contendo só os termos

não-diagonais (que são simétricos) e mantendo em mente o explicado acima.

Ora,
√
−g não depende de ∂λgµν , logo podemos reescrever (2.49) como

∂λ

[
gµν

∂
√
−gLquad

∂(∂λgµν)

]
= 2∂λ

[√
−g∂αgβγ

(
gαλgβγ − gαβgλγ

)]
(2.50)

que é exatamente (2.16) a menos de um sinal (lembremos que há termos contados duas

vezes). Ou seja, a ação gravitacional é escrita como

√
−gR =

√
−gLquad + LS =

√
−gLquad − ∂λ

[
gµν

∂
√
−gLquad

∂(∂λgµν)

]
(2.51)
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que tem a mesma estrutura de (2.44) e (2.45).

Se ainda existem dúvidas na veracidade da explicação acima, vamos tratar o problema

de maneira diferente. Seja o Lagrangeano L(qI , ∂µqI), onde qI são as variáveis dinâmicas

e I denotam um conjunto de ı́ndices (no caso da gravidade qI → gµν). Definimos a função

Euler-Lagrange como

F I ≡ ∂L

∂qI
− ∂µ

[
∂L

∂(∂µqI)

]
(2.52)

Assumimos que L é função homogênea de ordem i em qI e homogênea de ordem j em

∂µqI .

Antes de prosseguirmos notemos que se uma função f = f(x) é homogênea de ordem

m, então, por definição f(λx) = λmf(x). Derivação em relação à λ nos dá

d

dλ
f(λx) = xi

∂

∂xi
f(λx) =

d

dλ
λmf(x) = mλm−1f(x)

Fazendo λ = 1 obtemos

xi
∂

∂xi
f(x) = mf(x) (2.53)

Voltando à (2.52) e contraindo com qI , temos

qIF
I = qI

∂L

∂qI
− qI∂µ

[
∂L

∂(∂µqI)

]
= qI

∂L

∂qI
+ ∂µqI

∂L

∂(∂µqI)
− ∂µ

[
qI

∂L

∂(∂µqI)

]
Fazendo o uso de (2.53), concluimos que

qIF
I = (i+ j)L− ∂µ

[
qI

∂L

∂(∂µqI)

]
(2.54)

No caso da gravidade, se reescalarmos gµν → fgµν (gµν → f−1gµν), o determinante g,

como é o produto de 4 métricas, muda com f 4, consequentemente
√
−g → f 2

√
−g. Se as

derivadas da métrica forem mantidas fixas,
√
−gLquad mudará por um fator f 2f−3 = f−1,

pois em (2.11), Mαβγµνλ é produto de três gµν , ou seja,
√
−gLquad é de ordem i = −1

em gµν . Mantendo agora a métrica fixa e reescalando suas derivadas pelo mesmo fator f ,

novamente por (2.11),
√
−gLquad mudará por um fator f 2, ou seja,

√
−gLquad é homogênea

de ordem j = 2. Para a gravidade F I = −
√
−gGµν , e logo

qIF
I = −

√
−ggµνGµν = −

√
−ggµν

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
=
√
−g (R− 2R) =

√
−gR

Com
√
−gLquad = L, homogênea de grau −1 em gµν e grau +2 em ∂λgµν , temos que (2.54)

se torna exatamente (2.51).
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Prosseguindo, vamos reescrever a variação do termo Lquad em termos da variação δgµν

das componentes covariantes da métrica, usando gµνgνλ = δµλ .

δ (
√
−gLquad) =

√
−gGαβδg

αβ − ∂µ
[√
−gMµ

αβδg
αβ
]

= −
√
−gGαβg

αµgβνδgµν + ∂λ
[√
−gMλ

αβg
αµgβνδgµν

]
Olhando a definição (2.24), obtemos a expressão

Mλ
αβg

αµgβν = gαµgβνΓλαβ − gαµgβνδλβΓραρ −
1

2
gαβg

αµgβνV λ

= gαµgβνΓλαβ − gαµgνλΓραρ −
1

2
gαβV λ ≡Mλαβ

(2.55)

Logo,

δ (
√
−gLquad) = −

√
−gGαβδgαβ + ∂µ

[√
−gMµαβδgαβ

]
= −
√
−gGαβδgαβ + δ∂µ

[√
−gMµαβgαβ

]
− ∂µ

[
δ
(√
−gMµαβ

)
gαβ
]

(2.56)

Notemos que

Mµ
αβg

αβ = gαβΓµαβ − gαµΓβαβ −
1

2
gαβg

αβV µ

= V µ − 2V µ = −V µ

onde usamos o que Mµ
αβg

αβ = Mµαβgαβ. Então (2.56) fica

δ
(√
−gLquad

)
= −
√
−gGαβδgαβ − δ∂µ

[√
−gV µ

]
− ∂µ

[
δ
(√
−gMµαβ

)
gαβ
]

δ (
√
−gLquad) + δ∂µ [

√
−gV µ] = −

√
−gGαβδgαβ − ∂µ

[
δ
(√
−gMµαβ

)
gαβ
]

= δ (
√
−gR)

(2.57)

onde usamos (2.13).

Agora se torna óbvio que podemos desenvolver um prinćıpio variacional para a gravi-

dade, mantendo
√
−gMµαβ, que está diretamente relacionado com o momento canônico

associado a gµν [2], fixo na fronteira do espaço. Isso leva à

δ

∫
U

d4x
(√
−gR

)
= −

∫
U

d4xGαβδgαβ −
∫
U

d4xgαβδ
(√
−gMµαβ

)
δ

∫
U

d4x
(√
−gR

)
= −

∫
U

d4xGαβδgαβ −
∫
t=cte

d3~xgαβδ
(√
−gM0αβ

)
onde escolhemos a fronteira ∂U como sendo duas superf́ıcies tipo-espaço em t = t1 e

t = t2, uma superf́ıcie tipo-tempo no infinito espacial e consideramos que o campo não

contribui no infinito.
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3 EQUAÇÕES DE CAMPO POR
TERMO DE SUPERFÍCIE

Apresentaremos a exposição holográfica para a ação gravitacional publicada por [4],

que trata essencialmente em substituir toda a contribuição do campo gravitacional no

bulk para a fronteira, obviamente supondo que se possa fazer isso. Aqui veremos que as

equações de campo podem ser obtidas a partir do termo de superf́ıcie, antes desprezado,

e com isso dando à gravidade uma perspectiva holográfica, ou seja, podemos considerar

todos os efeitos gravitacionais como provenientes da fronteira. Por fim [5] mostra que tal

visão holográfica é inconsistente e que as equações de campo só podem ser obtidas para

gravitação pura.

3.1 A nova perspectiva

Nosso objetivo agora é mostrar uma nova perspectiva para a gravidade e a dinâmica do

espaço(-tempo). Intencionamos mostrar que as equações de campo gravitacional surgem

da imposição de que S ′tot = Ssur+Sm sejam invariantes sob deslocamentos virtuais normais

à fronteira.

Consideremos, novamente, nossa transformação de coordenadas xµ → x′µ = xµ +

ξµ(x), onde agora consideramos ξµ(x) 6= 0 somente na fronteira (diferente de anteri-

ormente) e além disso, o vetor ξµ é nulo (explicação dada na próxima seção). Essa

transformação induz um deslocamento na direção normal à fronteira.

A métrica muda de acordo com (2.31) e a ação de matéria como

δSm = −1

2

∫
U

d4x
√
−gTαβδgαβ = −

∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Tαβξ

β
)

(3.1)

que vem de (2.38), onde usamos que ∇αTαβ = 0. Devemos agora encontrar uma ex-

pressão para δSsur, sob tais transformações. Para isso, faremos uso da expressão (2.35),
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previamente demonstrada.

δ
[√
−gR

]
= −
√
−g∇µ (Rξµ) =

√
−g
(
Gαβδg

αβ + gαβδRαβ

)
(3.2)

onde usamos (2.19). Novamente fazendo uso de (2.31), (3.2) se torna

−
√
−g∇µ (Rξµ) =

√
−g
(
Gαβδg

αβ + gαβδRαβ

)
=
√
−g
(
2Gαβ∇αξβ + gαβδRαβ

)
= 2
√
−g∇α

(
Gαβξ

β
)

+
√
−ggαβδRαβ

= 2
√
−g∇α

[(
Rαβ −

1

2
gαβR

)
ξβ
]

+
√
−ggαβδRαβ

= 2
√
−g∇α

(
Rαβξ

β
)
−
√
−g∇α (Rξα) +

√
−ggαβδRαβ

ou seja,
√
−ggαβδRαβ = 2

√
−g∇α

(
Rαβξ

β
)

(3.3)

Com isso podemos escrever a variação δSsur como

δSsur =
1

2C

∫
U

d4x
√
−ggαβδRαβ =

1

C

∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Rαβξ

β
)

(3.4)

Procedemos como anteriormente. Usamos a lei de Gauss para transformar as integrais

(3.1) e (3.4), de U para ∂U , já que ξµ só é diferente de zero na fronteira.

δS ′tot = δSsur + δSm =
1

C

∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Rαβξ

β
)
−
∫
U

d4x
√
−g∇α

(
Tαβξ

β
)

(3.5)

δS ′tot =

∫
∂U

d3x
√
−g
(

1

C
Rαβ − Tαβ

)
ξβnα = 0 (3.6)

Como ξβ é um vetor nulo, suas componentes espaciais formam um vetor unitário, de modo

que (Rαβ − CTαβ) ξαξβ = 0. Como ξµ é arbitrário, temos que Rαβ − CTαβ = F (g)gαβ,

onde F é uma função da métrica. Usando por último a lei de conservação para o tensor

energia-momento ∇αTαβ = 0, temos que

∇αRαβ − gαβ∇αF = 0⇒ F =
1

2
R + Λ

onde R é o escalar de curvatura e Λ uma constante indeterminada.

A equação resultante é

Rαβ −
1

2
gαβR + Λgαβ = CTαβ (3.7)

que nada mais é do que a equação de campo para a gravidade, que foi obtida sem nenhuma

menção ao termo de bulk (Lquad). Esta é (ou seria) uma perspectiva totalmente nova sobre
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as equações de campo gravitacionais.

3.2 A correção sobre a “nova perspectiva”

Para um melhor esclarecimento da exposição, vamos considerar novamente a Lagran-

geana δLquad = δLg−δLS =
√
−gGαβδ

αβ e trabalhar com as transformações acima citadas.

Para não repetirmos mais uma vez todo o procedimento ,iremos pular diretamente para

a seguinte equação

δSquad =

∫
U

d4x
√
−g∇αGαβξ

β −
∫
∂U

d3x
√
hGαβξ

αnβ = 0 (3.8)

As duas integrais devem se anular separadamente. A anulação da primeira não é nada

mais do que a afirmação da identidade de Bianchi contráıda, ∇αGαβ = 0. O anulamento

do segundo é não-trivial, e surge do fato de, ao invés de considerarmos a transformação

como definida acima, usaremos uma outra classe dessa transformação.

Um ponto importante sobre as transformações acima citadas é que elas mapeiam U

nele mesmo, ou seja, são difeomorfismos. Durante essa variação não podemos cruzar a

fronteira e os campos devem ficar inalterados lá. Por isso, a maneira padrão de escolha

de ξµ é de tal modo que ele se anule na fronteira (ξµ|∂U = 0). Porém, existe uma classe de

difeomorfismos no qual a fronteira não é cruzada e ξµ não se anula. São as transformações

nas quais ξµ é paralelo à superf́ıcie, ou seja, perpendicular à normal nµ. Ainda temos que

a equação (2.31) é válida em ∂U , o que implica que ξµ deve satisfazer a equação de Killing

na fronteira, para que os campos permaneçam inalterados lá.

Impondo que essa condição permaneça válida para um fronteira arbitrária, significa

que a métrica admite um vetor de Killing, e consequentemente uma simetria. A equação

(2.31) é uma condição sobre a fronteira e requer uma simetria local. Tal condição é satis-

feita por um horizonte de Killing (No caso do espaço flat da Relatividade Especial, vetores

de Killing se anulam sobre todo o espaço e não podem formar uma superf́ıcie, portanto

nunca teremos um horizonte de Killing nessa situação. Se considermos o horizonte de um

buraco negro de Schwarzchild a condição de horizonte de Killing é trivialmente satisfeita!).

Então se considerarmos uma região U com fronteira ∂U que é um horizonte de Killing,

então (3.8) deve nos dar ∫
∂U

d3x
√
hGαβξ

αξβ = 0 (3.9)

onde ξα é um vetor normal e ao mesmo tempo tangencial, que é uma caracteŕıstica

de vetores nulos, à fronteira, que agora é implicitamente um horizonte de Killing. Em
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geral, não podemos definir um horizonte de Killing globalmente, porém ainda podemos

considerar uma pequena região do espaço ao redor de algum ponto P como sendo flat e

tratar esse horizonte definido apenas localmente, sendo zero no resto da fronteira. Com

isso a integral (3.9), que cobre toda a fronteira, pode ser transformada em uma integral

sobre um horizonte de Killing. Essa é a explicação dada por [5] para a passagem de ξαnβ

para ξαξβ pouco explicada em [4].

Com isso em mente, podemos extender a validade do descrito acima para todos os

pontos do espaço. Se considerarmos ξα como sendo arbitrário então (3.9) nos dá

Gαβ − Λgαβ = 0 (3.10)

onde a constante indeterminada vem do fato de que sempre podemos adicionar um escalar

dependente da métrica vezes a métrica ao integrando de (3.9) sem alterá-lo, pois ξα é um

vetor nulo.

Para obtermos as equações do movimento a partir do termo de superf́ıcie, definimos

a ação

SS ≡ −
1

2C

∫
U

d4x
√
−gLS (3.11)

e Sg ≡ Squad − SS. Veja que apesar do sinal trocado em relação à dedução no caṕıtulo

anterior, nós também trocamos o sinal de LS por consistência. Novamente fazendo uso

de (2.35), podemos reescrever (3.2)

δSg = − 1

2C

∫
U

d4x
√
−g∇µ (ξµR) =

1

2C

∫
∂U

d3x
√
hRξµnµ = 0 (3.12)

Como discutido anteriormente, ξµ pode tanto se anular na fronteira como ser paralela à

ela, ξµnµ = 0. Com isso deduzimos que δSquad = δSS, ou seja, a imposição de que a

ação do bulk Lquad seja invariante sob essa classe especial de difeomorfismo, leva à mesma

invariância para a ação da fronteira LS.

Até agora vimos que foi posśıvel obter as equações de campo para o caso gravitacional

puro. Vamos incluir a matéria no nosso tratamento e tentar achar uma ação, Sg =

Squad+Sm ou Sg = SS+Sm, que nos forneça as equações de campo com matéria. Devemos

lembrar que a ação é constrúıda de um escalar e, para qualquer difeomorfismo que preserve

a fronteira (ξµnµ = 0), temos

δSm = −
∫
∂U

d3x
√
hLmξ

µnµ = 0 (3.13)

Contudo, escrevemos no ińıcio a equação (3.1), que está em clara contradição com (3.13).
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A maneira de chegar à equação (3.1) é, como já explicado anteriormente, por meio de

(2.36) e usando o fato de que os campos de matéria satisfazem suas equações de movimento

para que o termo

(
δLm
δφ

)
g

se anule identicamente. Contudo, a Lagrangeana de matéria,

em geral, contém termos da ordem de (∇φ)2, ou maiores, que levam à termos de suferf́ıcie.

Tais termos, normalmente, se anulam devida ao fato que δφ = 0 na fronteria na variação

padrão. Porém, não estamos impondo nenhuma condição sobre φ ou suas derivadas, então

tais termos não vão necessariamente se anular. Essa é aorigem da diferença entre (3.1) e

(3.13). A (correta) validade de (3.13) claramente indica que (3.1) está errado.

Para esclarecer, consideremos a seguinte ação de matéria para um único campo simples

Sφm =

∫
U

d4x
√
−gLm(φ, ∂φ; gµν) (3.14)

que, sobre nosso difeomorfismo, nos dá

δSφm =

∫
U

d4x

√
−gδLm
δgµν

δgµν+

∫
U

√
−g
[
∂Lm
∂φ
−∇µ

(
∂Lm

∂(∇µφ)

)]
δφ+

∫
∂U

d3x
√
h

∂Lm
∂(∇µφ)

nµδφ

e a relação de difeomorfismo para o campo φ é δφ = −ξµ∂µφ. Como usual o tensor energia-

momento é definido por T φµν = − 2√
−g

√
−gδLm
δgµν

. Usando as equações de movimento para

as variáveis de matéria
∂Lm
∂φ
−∇µ ∂Lm

∂(∇µφ)
= 0, ficamos com

δSφm = −1

2

∫
U

d4xT φµνδg
µν +

∫
∂U

d3x
√
h

∂Lm
∂(∇µφ)

nµδφ (3.15)

que, sobre nosso difeomorfismo fica

δSφm = −
∫
U

d4xT φµν∇µξν −
∫
∂U

d3x
√
h

∂Lm
∂(∇µφ)

nνξµ∇µφ (3.16)

que após integração por partes se torna

δSφm =

∫
U

d4x∇µT φµνξ
ν −

∫
∂U

d3x
√
h

(
∂Lm

∂(∇µφ)
∇µφ+ T φµν

)
nνξµ (3.17)

que claramente não concorda com (3.1).

Relembremos o tensor canônico

T canµν =
∂Lm
∂∂µφ

∂νφ− Lmgµν =
∂Lm
∂∇µφ

∇νφ− Lmgµν (3.18)

Com (3.18) podemos reescrever o termo de superf́ıcie de (3.17) como(
T canµν + Lmgµν + T φµν

)
ξµnν =

(
T canµν + T φµν

)
ξµnν



35

pois gµνξ
µnν = 0. Contudo, para qualquer campo escalar T canµν = −T φµν , o que nos leva ao

anulamento do termo de fronteira, nos deixando apenas com

δSφm =

∫
U

d4x∇µT φµνξ
ν (3.19)

que é obviamente zero, pois temos a conservação do tensor energia-momento ∇µT φµν = 0.

No final conseguimos que a ação de matéria é invariante por difeomorfismos que preservem

a fronteira, sempre que as equações de campo para a matéria e a conservação do tensor

energia- momento possam valer.

A validade da equação (3.13) é inquestionável e e mostramos que (3.1) não é valida.

O tratamento feito em [4] não leva tal fato em conta o que causa sua discrepância e,

consequentemente, a invalidade da nova perspectiva, pois toda a discussão é baseada na

fronteira.
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4 CONCLUSÃO

Vimos que, apesar de parecer tentador uma nova visão para as equações de campo

como emergendo inteiramente da superf́ıcie, essa visão é falha devido pois o termo de

superf́ıcie não gera nenhuma novo informação sob invariância por difeomorfismo. Porém

ainda podemos descrever a gravidade pura como um fenômeno emergente. Mostramos

também que podemos obter as equações de campo impondo que o momento canônico de

anule na fronteira, e também mostramos a relação entre a lagrangeana do bulk e a Lagran-

gean da superf́ıcie. Como continuação da pesquisa queremos adentrar na correspondência

entre as equações de campo gravitacional e a segunda lei da Termodinâmica, pois é sabido

que espaços com horizontes mostram uma semelhança com istemas termodinâmicos e é

posśıvel associar noções de temperatura e entropia à ele (horizonte). Tais aspectos ter-

modinâmicos dos horizontes podem ser obtidos de prinćıpios gerais e permanecem válidos

independentemente da descrição microscópica (estat́ıstica) do sistema.
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