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RESUMO

Neste trabalho iremos mostrar uma nova perspectiva para a gravidade, consequentemente
para a dinamica do espago. Faremos uma exposicao padrao do tratamento da agao gra-
vitacional e as condigoes para que obtenhamos as equacoes de campo. Dai exploraremos
uma caracteristica notavel da Lagrangeana gravitacional, que é o fato de ela dar origem
a equacgoes de segunda ordem mesmo que ela contenha termos de derivada segunda or-
dem. Em seguida mostraremos que, ao impor que a agao gravitacional seja invariante por
uma certa transformacao de difeomorfismos, nds conseguimos obter as equagoes de campo
gravitacional usando o termo de superficie, ao invés do termo de bulk como é padrao na
literatura. Em seguida mostramos que isso s6 é possivel para o caso de gravidade pura, e
discutimos sua invalidade quando matéria é rigorosamente tratada.

Palavras-chave: termo de superficie equagoes de campo



ABSTRACT

In this work we will expose a new perspective on gravity, consequently on the dynamics
of spacetime. We will present a standard treatment on the gravitational action and the
conditions to hold in order to arrive on the field equations. Then we shall investigate
a remarkable gravitational Lagrangean feature: even though the Lagrangean itself has
second order derivatives on the metric, we can still arrive at second order field equations.
After we show that imposing invariance by a special class of diffeomorphisms on the
gravitational action, we can get the field equations when using surface term, rather than
the bulk term as it is standard on literature. Then we show it is possibly only for pure
gravity, and we discuss about it’s validity when matter is rigorously considered.

Keywords: surface term. field equations. . . .



LISTA DE SIMBOLOS

Adotaremos a notacdo na qual simbolos gregos (u, v, etc) variam de 0 a 3, onde 0 se
refere ao tempo, enquanto que simbolos latinos (i, j, etc) variam de 1 a 3.
Usaremos também a notagao de soma: quando aparecerem dois indices iguais, um cova-
riante e outro contravariante, ¢ indicio de soma. Ex.: I =T§ 4T} + 13 + T
un Métrica do espago de Minkowsky
G Métrica do espaco curvo

xt Colecao de 4 coordenadas
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1 INTRODUCAO

Queremos, de inicio, expor as principais ferramentas matematicas que usaremos no
decorrer do texto. Muita coisa foi deixada de fora pois nao temos a intengao de fazer uma
completa exposicao matematica, ou nem mesmo muito rigorosa, do que necessitaremos
para tratar a Relatividade Especial e a Geral. Apds essa exposigao matematica faremos

uma breve revisao da Relatividade Especial.

1.1 Relatividade Especial

O inicio do que conhecemos hoje por Relatividade Especial, provavelmente ocorreu
quando a Teoria do Eletromagnetismo de Maxwell (1984) conseguiu explicar a luz como
sendo uma onda eletromagnética. Porém, até entao, todas as ondas eram conhecidas por
se propagarem em algum meio, o que levou a crer que as ondas eletromagnéticas também
o faziam. Tal meio foi proposto como sendo éter. Varios foram os que tentaram provar
sua existéncia, com experimentos se propunham verificar varia¢oes na velocidade da luz,
modificacoes no indice de refracao de certos dielétricos ou efeitos de “arrasto” nas placas

de um condensador. Todas falharam.

Como uma solugao para esse problema, Einstein, em 1905, abandona o conceito de éter
e afirma que as ondas eletromagnéticas nao necessitam de um meio para se propagarem.
Ele postula o Principio da Relatividade, que nos diz que nenhum referencial é melhor que
outro para descrever fenomenos fisicos. Ele também postula a invariancia da velocidade

da luz.

Considerando-se que as transformacgoes entre dois referénciais devem ser lineares, ou
seja, ' = At + Bx +Cy+ Dz, 2’ = Et+ Fr+---, onde A, B, ---, sdo constantes que, a

principio, podem depender de ¥, podemos verificar que, para referenciais que se deslocam



com velocidade v no eixo-z, as coordenadas espaciais se resumem a

¥ = Az —ot)

y =y (1.1)

e por reversao de eixos

y =y (1.2)

Nesse estagio, usaremos a invariancia dos sinais de luz em ambos os referénciais, = ct e
x' = ct’, o que nos leva a conclusao que A? = (1 —v?/c?)~!. Como x — 0 implica 7’ = z,

devemos usar a raiz positiva, o que nos deixa com
A=) =1 -0/ (1.3)

conhecido como fator de Lorentz.

Finalmente, substituindo 2’ dado por (1.1) em (1.2), as transformagoes entre referen-

ciais inerciais podem ser escritas como

, v 3
t = v (t — gl’)
¥ = v (—vt+x)
/ (1.4)
y =Y
/ — z
Vs
que claramente obedecem a
As”? = As? (1.5)

onde As? = —c2At? + Ax? + Ay? + Az?, é chamado de intervalo quadrdtico. Note que,

para a luz, As? = (. As transformacoes (1.4) sdo as Transformagoes de Lorentz (TL).

Podemos reescrever (1.4) em uma maneira mais interessante como

=AY (1.6)
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onde 2’ =ct, vl =2, 22 =y, 2> = 2, e

—yv/c y 0 0
— 0 0

A= g 7(;}/0 1 0 17)
0 0 0 1

sujeito a 1,5 = A*, A5y, com 0y, = diag(—=1,1,1,1).

Uma caracteristica fundamental das TL é que elas deixam invariante intervalo quadratico

e o tempo proprio, definido por
ds* = —*dt* + 7 - T = —c*dr? (1.8)

que define um referencial que se move junto a particula, chamado de referencial proprio.

Pela forma da equagao (1.6), ou (1.4), vemos que essas novas transformacgoes nao sao
as velhas conhecidas da Mecanica Classica, portanto, nessa nova visao, a velha Mecanica
falha. E necessdria uma nova Mecanica. Porém, ao fazer ¢ — oo, as TL recaem nas
conhecidas transformacoes classicas de Galileu. Com isso, a nova Mecanica deve ser

construida de modo que, a baixas velocidades, re-obtemos a Mecanica de Newton.

Definiremos uma forca relativistica, na linguagem de 4-vetores, em analogia a Lei de

Newton,
Pt
fr=mst (1.9)

dr?

e, usando a lei de transformacao de 4-vetores para f*, e, que no referencial préprio, o

tempo préprio e o tempo (coordenada) sdo o mesmo,
fr=r com F'=0

pois, a forca Newtoniana nao possui uma componente temporal.

A 4-forga é f* = (f°, f), e podemos mostrar facilmente que (¢ = 1)

A componente temporal da forga relativistica é a propria poténcia.
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O momento relativistico, assim como a forca, é definido de modo semelhante ao cléssico

dxt
H = — 1.10
pr=m— (1.10)

que tem componentes p* = (E,p ) = m~y(1,7).

Um invariante bastante conhecido, derivado do 4-momento, ¢ —m? = —E? 4+ 9" p, que

mostra que uma particula, mesmo parada, ainda apresenta uma energia interna, chamada

de energia de repouso, E = mc?, reintroduzindo c.

Podemos construir o eletromagnetismo definindo-se um tensor antissimétrico de 22

ordem, que tem por componentes os campos elétrico e magnético,

0 —-F, —-E, —FL,
E. O B, -B
E,, = Y (1.11)
E, -B, 0 B,
E. B, —-B, 0
Com isso, as equacoes de Maxwell nao-homogéneas podem ser reescritas como
O " = —=J"
enquanto que as homogéneas ficam da forma

e F = 0

onde J” é a 4-corrente e obedece & equagao da continuidade 9,J* = 0. As equacoes

homogéneas nos permitem representar £, como o rotacional de algum A,
F,=0,A,-0A, (1.12)

porém temos uma certa liberdade na definicao, podemos adicionar d, e ainda assim

manter F),, inalterado. Com isso, impomos que A, obedeca a 0*A, = 0.

1.2 Fundamentos Matematicos

Temos por objetivo escrever equagoes que sejam invariantes sob transformacoes ge-
rais de coordenadas, e para isso devemos conhecer como as quantidades que entrarao nas
equacgoes devem se comportar sob tais transformagoes. Para tal usaremos objetos tensori-
ais, pois sao invariantes. Um tensor é definido como sendo uma fungao linear de 1-formas

(vetores covariantes) e vetores (contravariantes) em nimeros reais (invariantes). Porém
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nao os apresentaremos com rigor matematico exigido para os mesmos. Optaremos por

uma exposicao classica, em termos de como suas componentes se transformam.

Seja x o antigo sistema coordenado, e ' 0o novo. Um tensor contravariante de ordem
1 e covariante de ordem j, que simbolizaremos por (JZ), é um objeto que se transforma de

acordo com

1 fa; .
P 2 000 00 00 08 (113
i Ozt Oxti Qx'Br Qx'B — VI

Essa regra deixa claro que um tensor (;) nao muda de ordem apos a tranformacao. A

0

0), ou seja, ele nao se

transformacao mais simples é a de um escalar, que é um tensor (
transform: um ntmero.

Lo ~ . ~ . . 1\ -
De especial importancia sao os tensores de primeira e segunda ordem. O tensor (0) é

0

1) é um vetor covariante. Os de segunda ordem

chamado de vetor contravariante, o tensor (
tem papel central na teoria eletromagnética, pois as equagoes de Maxwell sao escritas em
termos do tensor eletromagnético F},,. Porém, talvez o de maior importancia seja o tensor

métrico g,,, S 5
zH Oz
I
9o = e 78 I

e definimos ¢*? de modo a obedecer

9*% g5y = 65 (1.14)
onde 55‘ é a delta de Kronecker. A métrica é um tensor simétrico.

O tensor métrico é usado nas operagoes de contragao, como TH’ = gaﬁT"”aﬁ , e para
abaixamento ou levantamento de indices, 7", = g, T"* e T " = g**T,,, respectivamente.
Devemos notar que (1.14) é uma operagao de levantamento/abaixamento de indice da

métrica covariante/contravariante, onde, por definigao, §* = g~.

O processo de derivagao em coordenadas gerais é um pouco mais delicado. No sistema

de coordenadas Cartesiano, por exemplo, temos que

o5 e, .

oxH oxH oxH v

porém, em coordenadas generalizadas, devemos levar em conta que os vetores base do
espaco variam de ponto a ponto. Queremos construir um operador de derivacao V que
obedeca certas imposicoes: regra da cadeia, linearidade e atue como derivacao parcial

quando atuando em fungoes, ou seja,

- VA oA v v ~
V,7=V, (vé) =¢,0,0" +v"V,é,
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Esperamos que V¢, seja proporcional aos vetores de base, logo, escreveremos que

~ - A A
Ve, = Fwe)\

. N 1.15
V.Y = —FKMf)‘ (1.15)

onde ja escrevemos a expressao para os vetores f, duais aos €, que seguem diretamente

de sua definicao, (e,, f”> = d,,, onde (,) é o produto escalar.

Com isso vemos que a forma para a derivada fica

V0= (V,0")eé, = (00" + Ff\uv’\)éy (1.16)
Vi = (Vo) f* = (Guvy — T 00) 7
Os simbolos I'}, sdo objetos nao tensoriais que podem ser escritos em fungao da métrica

Ccomo

1
FZV = égaﬁ(augﬁv + 01/9;1[3 - aﬁg;w) (117)

e sao chamados de simbolos de Christoffel, e claramente sao simétricos nos indices co-
variantes. Eles surgem diretamente do fato de que em coordenadas gerais, um campo
tensorial pode variar de ponto a ponto. Com I'y;, dado por (1.17), podemos facilmente

verificar que Vg, = 0.

Diferentemente da diferenciacao parcial, a diferenciacao covariante em geral nao co-
muta. Mas pode ser mostrado que o comutador de duas derivadas covariantes atuando em
algum campo tensorial, sempre pode ser escrito em termos do préprio campo tensorial,
por meio de

V.. V,JA* = (9,15, — 0,15, + I5,T%, — T%,T3,) A

V,.,V,]A* = R%, AP (1.18)

Buv
onde definimos o tensor de curvatura, ou de Riemann, R?%,,,. Ele esta diretamente relaci-
onado & curvatura do espago (dai seu nome). Uma condi¢ao necesséria e suficiente para

uma variedade ser flat, ou plana, é que o tensor de curvatura deve ser identicamente nulo
[3].

O tensor de curvatura (R,p,,, com todos os indices covariantes) possui algumas si-

metrias:

Ropuw = —Rpapw = —Rapuy = Rpavp = Ruvas (1.19)
Raﬁuu + Roa;w,@ + Ral/,@p, =0
Essas simetrias reduzem o nimero de componentes independentes de n* para [n?(n? —

1)]/12, que em quatro dimensoes sao 20. Uma outra importantissima caracteristica do
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tensor de curvatura é que ele obedece as identidades de Bianchi
vaRMV@y + V5R/“,7a + Vlewag =0 (1.20)

que ¢ por onde, por meio de contracoes com a métrica, que chegamos ao tensor G, que
descreve o campo gravitacional e obedece a V,G* = 0. Outros tensores igualmente

importantes sao o tensor de Ricci

R, =R, (1.21)
e o tensor de Finstein,
1
GMV - R,ul/ - igMVR (122)

definido em termos do tensor de Ricci e do escalar de Ricci R = g R,,,,.

A derivada de Lie de um campo vetorial contravariante estd diretamente relacionada

com a variagao dv*(z) desse campo, e é definida como
£t =u o 0" — oo u” = u'V,y ot — oV u” (1.23)

A segunda igualdade segue do fato de que os simbolos de Christoffel se cancelarao. A
derivada de Lie nos sera 1util na discussao sobre a invariancia por difeomorfismo, necessario

para esclarecer alguns aspectos da variagao da acao gravitacional.

A forma padrao de se chegar nas equacoes de campo é por meio de um método

variacional. Definimos a acdo como sendo

S = /d4x L (1.24)

onde L = L(¢, 0,¢; x") é uma densidade Lagrangeana (ou seja, Lagrangeana por unidade
de 4-volume) para um unico campo e a variaveis independentes sao os x*. Ao variarmos

essa acao estaremos interessados nos “pontos” onde ela serd estacionaria, logo
)

5S = /d4x B—g—au (%)} 5¢+/d4:c 0, <%5¢> =0

e exigiremos que o campo se anule na fronteira. Isso nos permite eliminar o iltimo termo

e ficamos com as equagoes de movimento para o campo ¢ como sendo

oL
— —0,JI* =0 1.25
a (b I ( )
oL
onde IT" = ———, é momento canonico associado ao campo ¢. Mais tarde mostraremos
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que também é possivel impor, nao que o campo, mas que o momento se anule na fronteira.

Para transformacoes de coordenadas gerais o elemento de volume nao é um invariante,

. . . N ox’
pois d*x’ = J d*x, onde J é o determinante do Jacobiano da transformacao, J = |
x
Porém, se lembrarmos da transformacao do tensor métrico,
,  Oz® 02
Gy = oz’ Ox'v Yop
tomando o determinante concluimos que ¢’ = J 2¢, ou v/—¢ = J'y/—g, onde g é o

determinante da métrica e é negativo, pois tem por assinatura (—,+,+,4+). Com isso,

claramente o produto \/—g d*z ¢ invariante por transformacoes gerais de coordenadas.

Outro ponto importante é derivada do determinante da métrica, que é dado por

a‘ug = ggaﬁaﬂgaﬂ - _ggaﬁa‘ugaﬂ (126)

que vem diretamente da definicao de determinante e matriz adjunta, e a tltima igualdade
vem da defini¢ao (1.14).
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2 EQUACOES DE CAMPO

Iremos apresentar a exposi¢ao padrao, na literatura, das equagoes de campo gravita-
cional. Mostramos que é possivel separar a acao gravitacional em um termo de bulk, ou
quadratico, e em um termo de superficie. O que se faz é desprezar o termo de superficie,
pois é uma derivada total e nao contribuird na acao quando a superficie for ao infinito,
onde tanto os campos como suas derivadas se anulam , e obter as equagoes de campo por
meio da acao do bulk. Por fim, mostramos que existe uma interessante relacao entre a
Lagrangeana do bulk e da superficie, permitindo escrever a acao gravitacional em termos
apenas da lagrangeana do bulk e impondo que o momento canonico associado a g, se

anule na fronteira, diferentemente do usual.

2.1 A Lagrangeana gravitacional

Podemos, de forma rapida e simples, chegar nas equagoes de campo aplicando dire-
tamente o principio variacional e desprezando o termo de superficie, provido da condigao
de contorno g = 0|spy e 00,g"" = 0|gy. Porém, iremos primeiro mostrar como a
Lagrangeana gravitacional,

167G L, = R (2.1)

pode ser dividida em dois termos, o termo de bulk e o termo de superficie (4-divergéncia).

O escalar de Ricci é obtido por meio de uma dupla contracao da métrica com o
tensor de curvatura, R = go‘“gﬁ”Ragw, entao teremos por objetivo procurar uma forma

de escrever o escalar de Ricci como uma combinacao do tensor de curvatura
— NaBuv
R=Q Ropuw (2.2)

onde o tensor Q*** deve ser formado apenas pela métrica e ter as mesmas simetrias de
Rogu. Escrevemos

2@04/3/1” — Agaﬁguu + Bgoaugﬁy + Cgoa/gﬁu
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e, pelas simetrias impostas, temos que A = 0 e B = —C = 1. Com isso, 2Q% =
99" — g* g’ ou
a/B = ((5 0p — 5;5’5) (2.3)

Devemos notar duas caracteristicas neste tensor, como ele é formado pela métrica sua
derivada covariante é nula, V,Q*?* = 0, em particular a divergéncia, ou seja, quando \

for igual é qualquer um dos indices de @), e por ser escrito em termos do tensor alternante
( aﬂ = —5“ , podemos trata-lo como um tensor de componentes constatntes (GAQQB =

0).

Afim de alcancar nosso objetivo, queremos expressar R 5 €M termos dos simbolos

de Christoffel. Para isso, consideremos o objeto
«a A
R%,, = 0,15, + 15,15,

onde claramente sua parte antissimétrica é o tensor de curvatura. O reescreveremos como

soma de suas componentes simétricas e antissimétricas. Com isso chegamos a
R%u = R% () + R = R% () + R Buv
Agora seja
— 2Q BuvRa S = 2@ Buv <Ra + R B;w) (24)

Como Q* ¢ antissimétrico no par uv, somos levados a concluir que R = R. Isso nos

permite escrever R = 2Q fH'R" S

Verifiquemos como a expressao para /—gR ficara.
V=gR = R =2Q,"R%,, = 2/=9Q " (9,15, + T,I,) (2.5)

= 2v/=9Q M TS Th, + 20,(vV=9Q,*T5,) — 2I'4,0,(V—9Q.*)
— 2y/TGQ,TS, T, + 20,(/7FQTY,)
_2ng< \% _gaﬂQaBuy + Qaﬁlﬁ”a‘u V _g>
= 2/ TGQITY, T, + 20,(VGQTS,)
-9 /_grayaﬂQaﬁlw 9 /_FaVQ Buv ( )\oaﬂgAa)

V=9R = 2=gQLmT¢T}, +20,(y—9Q " T4,)
TR 2T

Agora faremos uso do fato ja discutido acima de que a divergente covariante de Q # é

(2.6)
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nulo, ou seja

VMQQBHV = 8#@026“” - Fi\w )\ﬁ#” + Ff,uQaAMV + Fl){uQaﬂ)\V + FK,U,QO(BIJ)\ =0

(2.7)
Usando (2.7) em (2.6), chegamos a
/_gR — 2\/__9 Fo&yrqua)\yu + 2(%(\/—_9 QaA;wFaV)
= 2y/=g T4,T%, QM + 9, (2/=99"Q1eTs, ) (2.8)

Y, _quuad + LS

respectivamente. Chegamos a uma expressao com um termo que claramente é quadratica

em 0,gap € outro termo com uma divergéncia total, que leva a um termo de superficie.
Explicitamente, Lyqq fica

1
Lauaa = 205, T3,Q" = 205,15, 5 (96™ = 829™)

Lf]uad = g/“/( gyrgp - gar;ﬂu/) (29)
Para termos uma visao mais clara sobre (2.9), podemos reescrever os simbolos de Chris-
toffel (1.17) como

B = E(ga”ézég + g™ 0505 + 9*°0567,)0pGon (2.10)
e por substituigdo em (2.9), temos

Lguaa = 79" 09or009sr (9°" 970005088, + 997761050405 — g9 20050},07+
+9° g 65050205, + g*rgPT 05070205, — gt 97005000507 — g* g T 0G0 0205+
—g°Pg 65050805 + g 9065056507, ) — %lg’”@pgan@ggq (9°7g°7 60656265+
+9° 97760650205 4 g g°°84,0505,07, + g7 g°T6505,020¢ + 979" 650,
—grgPea5070507 — g** 9T 05050805, — g gPT0505088s + 9P g e65616507)

75255+

a”u v

Que, apds simplificagao, se torna

1

Lquad = Zapgmagggf (9% 95" g"" — 997 g7°) + (97 g°"g"" + g*7g®"g"") +
1

—g7g™"g"T] — Zapgm@ggw 2g°297" "™ — g*7 g7" g"°]

43p9m399¢ (292797 g"™ — g°7g™" g — 29°°g7" 9" + 9" 97" g"?)

Com isso, chegamos a

1
L(Iuad = ZMaﬁvuyAaagﬁ’YaugV)\ (211)
onde

MeBrmvA 2guﬁgwga>\ _ giJgMgOéM _ 29%95”/9@)\ + g”AgBVLq‘W (2.12)
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Com isso temos explicitamente Lg,qq, mostrando que é realmente quadratico nas derivadas
da métrica.
Analisemos agora o termo de superficie,
0u (2v/=99°QAT3,) = 0 [V=99° (507 — 8401 T4, ]

0, [V=g (9"T%4, — g°T%,)] (2.13)
O [V/=gV"]

onde definimos o objeto nao-tensorial

Ls

Vi = g?Th, — g%'T%, (2.14)

Invocando (2.10) obtemos

1
Ls =0, {«/—g (5‘616”67,)90,i (g“”é,’jég + g““égég — 9“95255) +
1
— 507Dy (970005 + 4550T gvpégés))}
= 0u V=9 (99" 0pGor — 9"° 97" DpGor)]

B e
e finalmente
L= -0, |v=3 (Sapt0m) )] (215

Com objetivos futuros, iremos destacar s seguinte forma para o termo de superficie

Ls =0, [V=9 0,9or (9" 9™ — 9" ¢"")] (2.16)

As equagoes (2.11) e (2.15) nos mostram explicitamente que a Lagrangeana gravita-

cional (2.1) pode ser decomposta em um termo de bulk e um termo de superficie.

A maneira padrao de prosseguir é desprezar o termo de superficie, pois é uma derivada
total e seus termos remanescentes se anulam na fronteira (condigoes de contorno), e usar

somente o termo de bulk para chegarmos as equacoes de campo. Entao, a acao total fica

1
Stot = Squad + Sm = %/ Vv _gd4quuad(ga 89) + / \% _gd4me<¢> V¢>g) (217)
U U

onde C' = 8n(G, L,, é a Lagrangeana de matéria e ¢ descrevem as varidaveis referentes a

matéria.
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2.2 Variacao da acao gravitacional

Ja temos uma forma explicita para Lgu.q, equacao (2.11), e poderfamos optar por
fazer sua variacao diretamente, porém nao conseguiriamos chegar a uma forma tenso-
rial simples, dificultando o tratamento. O que faremos é trabalhar com Lg,qq de forma

indireta, ou seja, reescrevendo (2.1) como v/—¢Lgued = v/—9gR — Lg e fazendo a variacao

6 (V=9Lquad) = 6 (V—9gR) — 6Ls (2.18)
Olhemos primeiramente para § (v/—gR),
S(VTGR) = R A(y79) + VG R = R 6(/75) + v/ 66" Rag)
6 (0% o
R(2 _> + V=9 (Rapdg®® + g*P6 Rap)

= _5\/__9Rga659a6 + /=9 (Rapdg™ + g*? 6 Rap)

= \/—_gG’agégo‘ﬁ —+ \/—_ggo‘ﬁéRaﬁ
5 (V=gR) = vV=9Gasdg™” + 0 Leu (2.19)

onde definimos 0L, = /—gg*? OR,p5. Para facilitar o célculo de 0Ly, iremos trabalhar

no referencial inercial local, ou seja, onde 9,903 = 0 € gos — 7ap, por definicao. Com isso
90 Rap = g0 (G, R",,5) = 9°70 [0y, (OuT0 5 — OsTh,)] = 970,005 — g™ 90T,
= 0, (9°70T%5) = B, (9°0T5,)
9?6 Rop = 0, (go‘ﬁéf‘gﬁ - ga“5F§ﬁ> = J,w" (2.20)

com

wh = g*PoTh ; — ga“éfgﬂ (2.21)

Para nossos propésitos devemos mostrar que w” é um genuino tensor. Embora F“
nao seja um tensor, oI op 0 €. Olhemos para a variagao da derivada covariante avaliada

em um mesmo ponto,
§ (V,AY) = 9,6A" +6 (T§,AY) =V, (6A") + 6T% A

§(V,AY) =V, (0A") = éT%, A

Como a diferenga ¢ (V,A”) =V, (0A”) é um tensor, avaliado em um mesmo ponto, segue

que 5F§MA’\ também é um tensor, logo 0I'y, é um tensor.
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Agora podemos reescrever (2.20) em qualquer sistema de coordenadas, usando o

principio da covariancia geral, simplesmente fazendo 0,w* — V,w", o que nos fornece

v v 0,9 0ur/—g
gu 5ij - V‘uw“ - a”wu + F'lj#w = aﬂw# + 2ug wh = a,uw‘u + “/_g wh

g oR,, = O (\/—gw“)

1
v—9
O que, finalmente, nos da

Lo = /=945 Ry = 0, (V=gu") = 9, |V=4 (470T%; — 9oL, )|
Olhando para (2.3), podemos reescrever a expressao acima como

6 Lsur = 0 (V=997 Q1 6T5,) (2.22)

E, finalmente chegamos a expressao final para (2.19),

5 (V=9R) = V= Gupdg™ + 0, (V=397 Q16T,) (2.23)

Agora olhemos para o termo restante em (2.18), 6 Lg, olhando para a defini¢ao dada

(2.8). Temos
L = 0, (2750 QUT,) = 0, (2350 " QUEATS, + 2QUT5, 0 (V5™

Notamos que o primeiro termo na iltima igualdade acima é exatamente a variacao do
termo de superficie, §Lg,., que surgiu quando avaliamos d (y/—gR). Entao iremos nos

preocupar somente em obter uma expressao para o segundo termo acima.

/T, 5 (v7F _ 99ps99" =
1
=2y=gQT3, <—§gmgpa5g” +dg™
1
= 92./= Quura 599‘7 (_égﬁvgpa + 555;/

= 2\/=gQUTS,39" B

1
Na expressao acima definimos um tensor Bg;* = —§gﬁvgpg + 5553. Definimos também o
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objeto nao-tensorial M*, = QQ%F%‘VBP@ . Olhemos explicitamente para M*,

M» - =2QmT5 BYY = (oh8Y — 646r) TG, B0y = T By — 1%, Bow

Bv = po Bv=po By~ po Bv = po
1 1
- ng (555; - 59579170) - Fﬁy (5§5fi - igﬁugpo)

ou seja,
Y 1
M, =10, —opl,, — §gng“ (2.24)

o pv

onde fizemos uso de (2.14). Com nossas definigoes e identificagoes acima, chegamos a

conclusao que

0Lg = 0 Lgur + 8, (V—gM",69") (2.25)

Com isso, usando nossos resultados de (2.23) e (2.25) em (2.18), chegamos que

0 (v/=9Lguad) =V—9g Gagégaﬁ +0Lgyr — 0Lgyr — 0, (\/—gM*;m(Sgp")

(2.26)
= V=9 Gapdg™® — 8, (vV—gM",,69")
A variacao da acao entao fica
1
S guad = — / d*z6 (v/=9Lguad)
2C" Jy
1
55(1uad = %/ d4£IZ' (V -9 Gaﬁdgaﬁ - aﬂ (V —ngng(Sng))
U
1 1
§Squad = = [ d*z/—g G’agégo‘ﬁ - — BV hM" »109"7 (2.27)
2C Jy 2C Jau r
onde integramos o termo de divergéncia usando o teorema de Gauss. A normal a superficie
én,, e hé o determinante da métrica induzida hag = gijel,e5 em OU, onde ¢!, = 3796;. Entao,

considerando as variacoes da métrica tal que §¢g*® = 0 na fronteira OU mas nao no bulk,

o termo de superficie se anula e ficamos com

1
0Squad = 20 /U d4:r;\/—g Gagdgaﬁ (2.28)

Consideremos uma transformacao infinitesimal de coordenadas z* — x'* = z# + &+,
de tal modo que ¢ e suas derivadas se anulem em QU. Pela transformacao da métrica,
temos

/o / ax,a ax/ﬁ v (0% (0% 174
g ) = S (o) = (63 + 0,6%) (0] + 0,67) 9 (0)

9P (@ +€) = (8,0] + 6,0,6” + 8)0,67) g (w) = ¢ (w) + €D, g*”
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g/aﬂ(x) + gua“gaﬂ = gaﬂ(x) + aﬂgﬂgau(:p) + augagﬂu(x)

3g°7 () = g*%(2) — g°°(2) = 0,79 (x) + 9,6 9g™ (2) — €"0,9°" () (2.29)

A equacdo (2.29) ja nos diz que 6g*° = 0 em OU. Porém, queremos escrevé-la em uma

forma mais conhecida. Examinemos a seguinte equagao
VI VI = g (9,87 + T + g™ (0,67 + TR

1 1
= 0" 0% +£" | 509" (Ouun + 0gan = Orgw) + 5979 (Dugor + Dugau — Orgyw)
= 0" + 0" + £ g9 09" = 07 + 056" — €7 g gur0ug™
VP 4 VP = 9768 4 056 — €70, (2.30)
Comparando (2.29) e (2.30), podemos concluir que
6g™F = veh + vhee (2.31)
Entao, (2.28) fica, com G509*° = Gap (V“éﬁ + Vﬁf"‘) = 2G5 VEP

1 1
OS et = /U d'e/—gG Ve = e /U d'v/=g [V* (Gag’) — (V*Gap) €]

como V*Gap = 0, temos que

1
68 quad = e /U d'v/=gV* (Gast”)

1
OSquad = /a ) PPrvVh Goptn® (2.32)

que devera se anular pois £¥ = 0 em OU. Com isso temos que 0S4,,¢ = 0 para trans-

formacoes infinitesimais, ou seja, permanece invariante para as mesmas.

2.3 Variacao da acao de matéria

A forma explicita para a variacao da matéria so é possivel se for dada a acao, embora

sempre podemos definir o tensor momento-energia de modo que
— 1 4 uv
0Sy, = ) d*zy/—gT,.,09 (2.33)

que é de segunda ordem, simétrico e é a fonte do campo gravitacional.

O tensor energia-momento definido dessa forma tem a propriedade de que V,T*" = 0,

independente da particular forma do Lagrangeano de matéria. Para provar isso conside-
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remos a mesma transformacao infinitesimal de coordenadas mencionada anteriomente,
ot — ot = gt + E*. (2.31). Sob essa transformacao um escalar, Q(z), nao sofre trans-

formacao, ou seja,

Q') = Q'(x +§) = Q'(z) + £"9,Q(z) = Q)

0Q(z) = Q'(x) — Q) = ="0,Q(z) = —§"V,Q(x) (2.34)
Analisemos a seguinte variagao
§(QVG) = V3Q + Q5 (V7G) = —/GEV,Q — 5\ 0a0e™Q

=—V/=9 |&"V,uQ + %anﬂ (Ve + Vﬁéa)j
= —/=g [§"V,.Q + %Q (Vo™ + vﬁgﬁ)]
= —V=9["VuQ + QVa&?]
3 (QV=9) = —vV=9V, (Q¢") (2.35)

De volta para a Lagrangeana de matéria, sua variagao total é

08, 08,
S, = —2) & —I—( m) ogh” 2.36
(5) g0+ (508, o (230

. o T e 0Sm
Se as equagoes para as variaveis de matéria sao satisfeitas, sabemos que W = 0.
g

Sabemos também que a Lagrangeana de matéria L, é um escalar, e por (2.35) temos

8Sm = / d*z6 (v/=gLn) = — / d*y/=gV , (Ln€") (2.37)

Novamente, impondo que £* se anule na fronteira, teremos que 9.5, = 0. Com isso, segue

que
1

1
0SS, =0= —5/ d4x\/—gTa5690‘5 = —5/ d4x\/—gTa5 (Vo‘fﬁ + Vﬂﬁo‘)
U U

0= [ doy=gTasve = [ dey=gv (Tue) - [ day=gv" (L.0)¢
U U U
0= /8 Ud?’x\/ﬁTa@gﬂna— /U d*x/—gV* (Tag) £° (2.38)

como £* se anula em JU, somos levados a concluir que V*T, 3 = 0, que ¢ caracteristica

de qualquer tensor energia-momento aceitavel.
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Juntando nossas informacoes, chegamos a

5St0t = 0S o + 5Sm = = | A2/ =GGrsbg™® / oy =gTsdg™ =0 (2.39)

20

Como 6¢*? ¢ arbitrario no bulk, concluimos que
Gap —CTop =0 (2.40)

que sao as equacoes de campo da relatividade geral.

2.4 Forma alternativa da acao gravitacional

Iremos rapidamente mostrar uma interessante relacao entre Lgy.q € Lg. Primeira-
mente, consideremos o seguinte exemplo de Mecanica Classica. Dado um Lagrangeano
L,(q,q), podemos obter as equagoes do movimento variando ¢ na acao e tomando dg = 0

na fronteira. Agora consideremos um Lagrangeano diferente, definido por

La(4,4,4) = Lq(a,4) — —f(q q) (2.41)

onde adicionamos uma derivada total, sabendo que isso nao altera as equagoes do movi-
mento. Esse Lagrangeano, diferentemente de L,, apresenta termos com ¢. Iremos mostrar
que ¢é possivel obter as mesmas equagoes do movimento para L4 variando ¢, porém man-
tendo A = A(q, ¢) fixo na fronteira, ao invés de ¢, e obteremos a forma de f(q,{) para

que isso seja possivel.

Fazendo a variagao de (2.41) obtemos

oL,

oL, d d
L = _— — =
6L 4 ( p) 5Q+dt (pog —46f), 9 P

dqg dt

Invertendo a relagao A(q,q) — ¢ = 4(q, A), e consequentemente f = f(q, A), obtemos

(oL, d d of . Of
(5LA = (a—q Ep) 5(] + E (p5q a—q&q ﬂdA)

B oL, d 8f of
0S4 = /dt ( 94 dtp> (5q+/dt (p(Sq 2 0q aA(SA)

B oL, d 0f 8f
5SA_/dt(8q dtp> (5q+/dt (pdq 24 Q> 8A

Como dito anteriormente, queremos zerar a funcao A = A(q,¢) na fronte1ra, com iSso o

(2.42)
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ultimo termo de (2.42) se anula, e na a expressao restante

B oL, d of
0S4 = /dt ( 9 dtp> 5q+/dt (péq aqéq)

obtemos as equagoes do movimento se o ltimo termo se anular, ou seja

of
~ %= 0
f(g, A) = / dg pl(q, 4) + g(A) (2.43)

Com isso, vemos que as equacoes do movimento para L, e L, sao as mesmas, embora L,

contenha termos de derivada segunda em ¢. Um exemplo de tal Lagrangeano seria

d

Lalg,4.9) = Lo(a,:4) = = (qaa_l(;) (2.44)

A generalizagdo para campos é direta. Seja ¢r(z) um campo com indices tensoriais
I (denotados coletivamente) em um espago, de coordenadas z*. Supondo que o La-
grangeano L,(qr,0qr) dé as equagdes de campo quando ¢; é mantido fixo na fronteira
OU. Introduziremos uma divergéncia d,v" a esse Lagrangeano de modo que obtenha-
mos as mesmas equagoes quando fizermos a variagao da agao mantendo alguma fungao

F}' = F{'(qr,0qr)n, fixa na fonteira, onde n, é um unitario normal a 9U.
Le(qr,8q1,0%q1) = Ly(ar, 9ar) — 8,V"(ar, 9ar) (2.45)

OL OL OL

OLp = 19 2 )5 +0 < 5 —5V“)
’ (aqf “0@,ar)) "\ 0@

Procedemos com a inversao, I (qr, 0qr) — 0,qr = 0,q1(qr, F}') e V* = V*#(qy, F}'), logo

(0L, p i oVH ove .,
SLp = (3(]1 @ﬂz) dqr + 0y, (7r15q1 3ar dqr OFY 5FI>

Entao a variacao da acao fica

oL oV H oV H
0Sp= | dz =2 —-9,7" )6 /d4a b ) —/ d> ——0F"
" /U ! <aQI MWI) e U o\ q1 i ou ! nuaFly !

Como impomos que F}' se anule na fronteira, a condi¢ao para que as equagoes sejam as

mesmas implica que

B ave
dqr

Vi(qr, FY) = / dg' 7 (q1, F¥) + B(FY) (2.46)

o
Ty

0
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A acao gravitacional apresenta a mesma estrutura os exemplos apresentados acima.

Analisemos a seguinte expressao

OLguad 1

— AfaBypok 9

Pquad (D405 2.47
a(a}\gwj> 4 a(a}\gul/) ( 9/37 Pg ) ( )

0L quad 1 1
— — Ajapypok A SH SV VS ~ AgaBypok AN SpSv VS
Toe = T e MO+ 88 + M Daga 05045, + 6 0L)

_ Zl (M)\;wpon + M)\Z/,upcm) apggﬂ + }l (Maﬁy)\;w + Maﬁ'y)\z/u) aag,é"y

Facamos a contragao de g,,, com a expressao acima

OLpuaa 1 1
, ua _ VM)\/,wpcm 5 A {)\Vp,pcm o ok - y “[aﬂ'yk;w

+ G M) Dogay

OLgued 1
P o0ng) 2

que, apos simplificagao, se torna

1
Mkuup(mapg(m + igMVMa/B’MHVaagB'V (248)

0L quad
y o2 90095y (97197 — g g 2.49

Devemos fazer um comentério sobre a equagao (2.49). As equagoes do movimento
sao obtidas por variacao da acao em relagao as variaveis independentes, que no caso
gravitacional sao as componentes da métrica. Porém, a métrica é simetrica, ou seja, a
variacao com respeito a g,,, it # v, é a mesma obtida para g,,. Da mesma forma, em
(2.49), fizemos derivacao em relacdo a g, e contraimos com o préprio, ou seja, estaremos
contando duas vezes alguns termos. Uma forma mais correta de se fazer seria separar
em duas partes, uma contendo sé os termos diagonais, e outra contendo sé os termos

nao-diagonais (que sao simétricos) e mantendo em mente o explicado acima.

Ora, y/—g nao depende de 03g,,, logo podemos reescrever (2.49) como

a - L U (o4 (€7
Or | g LIZ 1) 90, [V =g0agss (97297 — g*°g™)] (2.50)
6<a>\guu>

que é exatamente (2.16) a menos de um sinal (lembremos que ha termos contados duas

vezes). Ou seja, a a¢do gravitacional é escrita como

a\/ - L U
. /_gR = \/—quuad + LS = V_quuad — 8)\ {guyﬁ} (251)
ny
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que tem a mesma estrutura de (2.44) e (2.45).

Se ainda existem duvidas na veracidade da explicacao acima, vamos tratar o problema
de maneira diferente. Seja o Lagrangeano L(q;, 0,qr), onde ¢; sao as variaveis dinamicas

e I denotam um conjunto de indices (no caso da gravidade ¢g; — g,,,). Definimos a funcao

oL oL
Fl=—"2"_9 [—} 2.52
0~ % |90 (2.52)

Assumimos que L é funcao homogénea de ordem ¢ em ¢; e homogénea de ordem j em

Euler-Lagrange como

quI.

Antes de prosseguirmos notemos que se uma fungao f = f(z) é homogénea de ordem

m, entao, por definigdo f(Ax) = N f(x). Derivacao em relagao a A nos dé

d ) 8 _ d m _ m—1
T F0) = ' f () = A" (@) = mA™ L (a)
Fazendo A = 1 obtemos 5
v f(@) = m (2) (2.53)

Voltando a (2.52) e contraindo com ¢, temos

oL oL oL oL
r_ = _ -
qF" =qp D1 (I[au {8(8,@1)]

Fazendo o uso de (2.53), concluimos que

Y L [ 8_L]
_QIan ,uC_IIa(anI) " QIa(anI)

(2.54)

L oL
aF"=(i+j)L -0, {C]l }

9(Ouar)

No caso da gravidade, se reescalarmos g, — fg,. (¢ — f~'g""), o determinante g,
como ¢ o produto de 4 métricas, muda com f%, consequentemente \/—g — f%,/—g. Se as
derivadas da métrica forem mantidas fixas, v/—¢Lgues mudard por um fator f2f=2 = f=1,
pois em (2.11), M2 & produto de trés g, ou seja, \/—gLquad ¢ de ordem i = —1
em ¢,,,. Mantendo agora a métrica fixa e reescalando suas derivadas pelo mesmo fator f,
novamente por (2.11), \/=¢Lguaq mudard por um fator f2, ou seja, /=g Lguea ¢ homogénea
de ordem j = 2. Para a gravidade F'l = —/=gG*, e logo

1
P! = 06 =~ (R = 30 R) = V=5 (R—21) = V=g

Com \/—¢Lguaa = L, homogénea de grau —1 em g, e grau +2 em 0)¢,,,,, temos que (2.54)

se torna exatamente (2.51).
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Prosseguindo, vamos reescrever a variagao do termo Lg,qq em termos da variacao dg,,

das componentes covariantes da métrica, usando g"’ g, = d5.

0 (V/=9Lquaa) = /=9Gapdg™® — 9 [V=gM",509°"]
= —/=9Gapg™g? g, + O [V/—9M, 59°" 9 5 g,

Olhando a defini¢ao (2.24), obtemos a expressao

1
M5g™g™ = g™ g™ Ty — 9™ g™ 0518, — 5 9asg™ g™ V? 2.55)
= 99" s — 9™ TG, — %g“ﬁ VA= M |

Logo,

0 (V=9Lquad) = —V=9G*"0gap + 0 [\/=gM"*?gag]
= —V/=9G*0gap + 00, [V=gM" P gag] — 0 [6 (V=9gM"*") gas]

(2.56)
Notemos que
1
MM a a,BFH _ aul—‘ﬂ — —q, aBy/u
Y 9" ap = 9" L ag = 59089 14
=VHF_2VF =_-V*#
onde usamos o que M*, ;9% = M#*?g,5. Entao (2.56) fica
6 (V=9Lguaa) = —vV/—=9G** 5905 — 60, [V/—gV"] — 9, [0 (V=g M"*") gag]
) (\/ _quuad) + 68# [\/ —QV“] Y _gGa’B(Sgozﬂ — aﬂ [(5 (\/ —QMWB) gaﬁ} (2 57)

— 5(/=9R)

onde usamos (2.13).

Agora se torna ébvio que podemos desenvolver um principio variacional para a gravi-
dade, mantendo /—gM*"*? que estd diretamente relacionado com o momento canonico

associado a g, [2], fixo na fronteira do espaco. Isso leva a
(5/ dz (\/—gR) = —/ d4mGa’35ga5 — / d*2gas0 (\/—gM”O"B)
U U U

5/ d*z (\/—gR) = —/ d*rG*?S g, —/ A>T Gap0 (\/—gMOO‘B)
U U t

=cte

onde escolhemos a fronteira AU como sendo duas superficies tipo-espaco em t = t; e
t = to, uma superficie tipo-tempo no infinito espacial e consideramos que o campo nao

contribui no infinito.
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3 EQUACOES DE CAMPO POR
TERMO DE SUPERFICIE

Apresentaremos a exposigao holografica para a acdo gravitacional publicada por [4],
que trata essencialmente em substituir toda a contribuicao do campo gravitacional no
bulk para a fronteira, obviamente supondo que se possa fazer isso. Aqui veremos que as
equacgoes de campo podem ser obtidas a partir do termo de superficie, antes desprezado,
e com isso dando a gravidade uma perspectiva holografica, ou seja, podemos considerar
todos os efeitos gravitacionais como provenientes da fronteira. Por fim [5] mostra que tal
visao holografica é inconsistente e que as equagoes de campo s6 podem ser obtidas para

gravitagao pura.

3.1 A nova perspectiva

Nosso objetivo agora é mostrar uma nova perspectiva para a gravidade e a dinamica do
espago(-tempo). Intencionamos mostrar que as equagoes de campo gravitacional surgem
da imposicao de que S}, = Ssur+ S, sejam invariantes sob deslocamentos virtuais normais

a fronteira.

Consideremos, novamente, nossa transformacao de coordenadas x* — z'* = z +
&*(z), onde agora consideramos £*(x) # 0 somente na fronteira (diferente de anteri-
ormente) e além disso, o vetor & é nulo (explicagdo dada na proxima segao). Essa

transformacao induz um deslocamento na dire¢ao normal a fronteira.

A métrica muda de acordo com (2.31) e a agao de matéria como

1
58, = _5/ d*1\/=gTop09"" = _/ d'oy/=gV* (Tas”) (3.1)
U U

que vem de (2.38), onde usamos que V*T,5 = 0. Devemos agora encontrar uma ex-

pressao para 0Sg,., sob tais transformagoes. Para isso, faremos uso da expressao (2.35),
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previamente demonstrada.

6 [V=gR| = —V/=gV,. (R") = /=g (Gapdg®® + g°"6 Rap) (3.2)
onde usamos (2.19). Novamente fazendo uso de (2.31), (3.2) se torna

V=9V (RE") = /=g (Gapdg®® + g°0Ras) = /=9 (2GasVE" + g*?0 Ras)
=2y=gV* (Gast’) + V=99""0 Rap
=273V | (Rus = 50u0R) €| + Va0 08
= 2y/=gV* (Rap€”) = V=9V (RE®) + /=99** Rag
ou seja,
V=99"%0Rus = 2,/=gV* (Rapt”) (3.3)

Com isso podemos escrever a variacao 0.9, como

5S = = / /=g 6 Ry = — / oGV (Rost”) (3.4)
2C U C U

Procedemos como anteriormente. Usamos a lei de Gauss para transformar as integrais

(3.1) e (3.4), de U para dU, ja que & s6 é diferente de zero na fronteira.

8S),, = 6Sgu + 0S5, = é / d*v/=gV® (Rasé") — / d*a/=gV* (Top8”) (3.5)
U U

1
5S2/£ot = / dgx\/ -9 (_Raﬁ - Taﬁ) fﬁna =0 (36)
oU C

Como &7 é um vetor nulo, suas componentes espaciais formam um vetor unitario, de modo
que (Rup — CT,p) £4€P = 0. Como &* é arbitrdrio, temos que Rag — CTug = F(9)gap,
onde F' é uma funcao da métrica. Usando por ultimo a lei de conservagao para o tensor

energia-momento V¥1,g = 0, temos que
1
VaRaﬁ - gagvaF =0=F = §R+A

onde R é o escalar de curvatura e A uma constante indeterminada.

A equacao resultante é

1
Raﬁ — §gaﬁR + Agaﬁ = CTaﬁ (37)

que nada mais é do que a equagao de campo para a gravidade, que foi obtida sem nenhuma

mencao ao termo de bulk (Lguqq). Esta é (ou seria) uma perspectiva totalmente nova sobre
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as equacoes de campo gravitacionais.

3.2 A correcao sobre a “nova perspectiva”

Para um melhor esclarecimento da exposicao, vamos considerar novamente a Lagran-
geana 0 Lyyaq = 0L,—0Ls = /—gGop0°" e trabalhar com as transformagdes acima citadas.
Para nao repetirmos mais uma vez todo o procedimento ,iremos pular diretamente para
a seguinte equacao

0 quad = / d* /=g VG apt? — / BPavVhGasen® =0 (3.8)

U oU
As duas integrais devem se anular separadamente. A anulagao da primeira nao é nada
mais do que a afirmacao da identidade de Bianchi contraida, V¢G,3 = 0. O anulamento
do segundo é nao-trivial, e surge do fato de, ao invés de considerarmos a transformacao

como definida acima, usaremos uma outra classe dessa transformacao.

Um ponto importante sobre as transformacoes acima citadas é que elas mapeiam U
nele mesmo, ou seja, sao difeomorfismos. Durante essa variacao nao podemos cruzar a
fronteira e os campos devem ficar inalterados la. Por isso, a maneira padrao de escolha
de & é de tal modo que ele se anule na fronteira (£#|sy = 0). Porém, existe uma classe de
difeomorfismos no qual a fronteira nao é cruzada e £ nao se anula. Sao as transformagcoes
nas quais & é paralelo a superficie, ou seja, perpendicular a normal n*. Ainda temos que
a equagao (2.31) é valida em OU, o que implica que &* deve satisfazer a equacao de Killing

na fronteira, para que os campos permanecam inalterados la.

Impondo que essa condicao permaneca valida para um fronteira arbitraria, significa
que a métrica admite um vetor de Killing, e consequentemente uma simetria. A equacao
(2.31) é uma condigao sobre a fronteira e requer uma simetria local. Tal condigdo ¢ satis-
feita por um horizonte de Killing (No caso do espago flat da Relatividade Especial, vetores
de Killing se anulam sobre todo o espaco e nao podem formar uma superficie, portanto
nunca teremos um horizonte de Killing nessa situacao. Se considermos o horizonte de um
buraco negro de Schwarzchild a condic@o de horizonte de Killing é trivialmente satisfeital).
Entao se considerarmos uma regiao U com fronteira OU que é um horizonte de Killing,

entao (3.8) deve nos dar

/ BPrVhG e =0 (3.9)
oU

onde £* é um vetor normal e ao mesmo tempo tangencial, que é uma caracteristica

de vetores nulos, a fronteira, que agora ¢ implicitamente um horizonte de Killing. Em
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geral, nao podemos definir um horizonte de Killing globalmente, porém ainda podemos
considerar uma pequena regiao do espaco ao redor de algum ponto P como sendo flat e
tratar esse horizonte definido apenas localmente, sendo zero no resto da fronteira. Com
isso a integral (3.9), que cobre toda a fronteira, pode ser transformada em uma integral
sobre um horizonte de Killing. Essa é a explicacao dada por [5] para a passagem de £%n/

para £2€° pouco explicada em [4].

Com isso em mente, podemos extender a validade do descrito acima para todos os

pontos do espago. Se considerarmos £* como sendo arbitrario entao (3.9) nos da
Gag — Agag =0 (310)

onde a constante indeterminada vem do fato de que sempre podemos adicionar um escalar
dependente da métrica vezes a métrica ao integrando de (3.9) sem alterd-lo, pois £&* é um

vetor nulo.

Para obtermos as equacoes do movimento a partir do termo de superficie, definimos

a acao
1
Sg=—— [ d*z\/—gLs (3.11)
2C" Jy
e Sy = Squaa — Ss. Veja que apesar do sinal trocado em relacao a dedugao no capitulo

anterior, nés também trocamos o sinal de Lg por consisténcia. Novamente fazendo uso

de (2.35), podemos reescrever (3.2)

1 1
5, = —— [ d'ay/=gV, (€"R) = — / &aVhRE n, = 0 (3.12)
2C U 2C oUu

Como discutido anteriormente, £# pode tanto se anular na fronteira como ser paralela a
ela, {#n, = 0. Com isso deduzimos que 0Sgq = 0Ss, ou seja, a imposicao de que a
acao do bulk Lg,.q seja invariante sob essa classe especial de difeomorfismo, leva a mesma

invariancia para a acao da fronteira Lg.

Até agora vimos que foi possivel obter as equagoes de campo para o caso gravitacional
puro. Vamos incluir a matéria no nosso tratamento e tentar achar uma acao, S, =
Squad +Sm ou Sy = Sg+.S,,, que nos fornega as equacoes de campo com matéria. Devemos
lembrar que a acao é construida de um escalar e, para qualquer difeomorfismo que preserve

a fronteira (£/n, = 0), temos
5, = — / d*zVhLyEn, =0 (3.13)
ouU

Contudo, escrevemos no inicio a equagao (3.1), que estd em clara contradigao com (3.13).
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A maneira de chegar a equagao (3.1) é, como ja explicado anteriormente, por meio de

(2.36) e usando o fato de que os campos de matéria satisfazem suas equagoes de movimento
oL

m . . s, .
para que o termo (—) se anule identicamente. Contudo, a Lagrangeana de matéria,
g

em geral, contém termos da ordem de (V¢)2, ou maiores, que levam a termos de suferficie.
Tais termos, normalmente, se anulam devida ao fato que d¢ = 0 na fronteria na variagao
padrao. Porém, nao estamos impondo nenhuma condicao sobre ¢ ou suas derivadas, entao
tais termos nao vao necessariamente se anular. Essa é aorigem da diferenca entre (3.1) e

(3.13). A (correta) validade de (3.13) claramente indica que (3.1) estd errado.

Para esclarecer, consideremos a seguinte agao de matéria para um tinico campo simples

S¢ = / d*ar/=gLy (¢, 0¢; g") (3.14)

que, sobre nosso difeomorfismo, nos da

- 1 V=99 L mv _ [8[’_’”_ #( OLm, )] 3 OLm I
659 /de S Sg +/U\/_g 5 v ) 5¢+/dx\/_ (V¢)n5¢

e a relacao de difeomorfismo para o campo ¢ é 6¢ = —£#0,,¢. Como usual o tensor energia-

2 /—g0L,,

’ . Qb - ~ .
momento é definido por T}, =7 Ggv Usando as equacoes de movimento para
o . m OLy,
as variaveis de matéria — V# = 0, ficamos com

99 O(Vrg)

1 oL
558% = d*xT? 5™ / dxvh M nhs 1
Se 2/U aT}5,09" + . I\/_E)(V#gb)n o (3.15)

que, sobre nosso difeomorfismo fica

§S% = / d*zT),Vre” — / d* n'&"V . (3.16)
v ou ( )
que apos integracao por partes se torna
6S% = / d*zVrTH " — / dPzvVh < “¢+ij> n’er (3.17)
U au o(Vr ¢)

que claramente nao concorda com (3.1).

Relembremos o tensor canoénico

oL, oL,
au¢ - ng,uz/ = avl‘qﬁ 1/¢ ng/w (318)

Tean
T 90mg

Com (3.18) podemos reescrever o termo de superficie de (3.17) como

(T + Lingu + T5,) 0" = (Ta" + T5,) €n”
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pois g,,,§"n” = 0. Contudo, para qualquer campo escalar T;;" = —Tfy, o que nos leva ao

anulamento do termo de fronteira, nos deixando apenas com
589 = / d*zVrTH € (3.19)
U

que é obviamente zero, pois temos a conservacao do tensor energia-momento VAT }‘fy =0.
No final conseguimos que a agao de matéria é invariante por difeomorfismos que preservem
a fronteira, sempre que as equacoes de campo para a matéria e a conservacao do tensor

energia- momento possam valer.

A validade da equagao (3.13) é inquestiondvel e e mostramos que (3.1) nao ¢é valida.
O tratamento feito em [4] ndo leva tal fato em conta o que causa sua discrepancia e,
consequentemente, a invalidade da nova perspectiva, pois toda a discussao é baseada na

fronteira.
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4 CONCLUSAO

Vimos que, apesar de parecer tentador uma nova visao para as equagoes de campo
como emergendo inteiramente da superficie, essa visao é falha devido pois o termo de
superficie nao gera nenhuma novo informacao sob invariancia por difeomorfismo. Porém
ainda podemos descrever a gravidade pura como um fenomeno emergente. Mostramos
também que podemos obter as equagoes de campo impondo que o momento canonico de
anule na fronteira, e também mostramos a relacao entre a lagrangeana do bulk e a Lagran-
gean da superficie. Como continuacgao da pesquisa queremos adentrar na correspondéncia
entre as equacoes de campo gravitacional e a segunda lei da Termodinamica, pois ¢ sabido
que espagos com horizontes mostram uma semelhanca com istemas termodinamicos e é
possivel associar nogoes de temperatura e entropia a ele (horizonte). Tais aspectos ter-
modinamicos dos horizontes podem ser obtidos de principios gerais e permanecem validos

independentemente da descri¢ao microscopica (estatistica) do sistema.
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