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Resumo

Nesta tese abordamos alguns aspectos relacionados com teorias de Gravidade. Essen-
cialmente existem duas partes principais neste trabalho:1) mecanismos de localizagao de
campos em membranas e 2) nova interpretagao para a teoria de gravitagao.

No que concerne aos mecanismos de localizacao de campos em membranas dois as-
suntos sao colocados: a construcao de modelos de gravidade topolégica no contexto de
teorias contendo membranas e localizacao de campos de gauge tensoriais em membranas
finas (o denominado campo de Kalb-Ramond. No primeiro destes assuntos, a questiao
importante é a tentativa de se obter resultados semelhantes aqueles provindos do mod-
elo de Randall-Sundrum, isto é, a solucao do problema de hierarquia e localizacao do
campo gravitacional na membrana. No entanto, o caminho escolhido estd associado
com modelos de gravitacao topologica, modelos estes onde a métrica do espago-tempo
nao é a quantidade fundamental da teoria. Existe na literatura uma corrente de pensa-
mento baseada em um formalismo de quantizagao de gravidade que necessita do ponto
de vista onde a mesma pode ser tratada por meio de uma teoria topoldgica de cam-
pos vinculada. Portanto, perguntar da validade dos resultados de Randall-Sundrum no
contexto de gravidade topoldgica pode servir de teste para se construir resultados estrita-
mente quanticos. Neste sentido, fazemos uma analise primeiramente classica de modelos
possiveis, discutindo diversos aspectos (quebras de simetrias, simetrias de gauge, etc.).
Primeiramente mostramos que pode-se obter de fato, no contexto acima citado, equagoes
semelhantes aquelas obtidas nos modelos de Randall-Sundrum para explicar a existéncia
da hieraquia entre as massas dos bosons de Higgs. No entanto, nao se faz uma analise
detalhada de como deve ser descrita gravidade em D = 5. Nesta linha de raciocinio,
construimos varios modelos com forma matematica semelhante a modelos de gravidade
topologica (modelos equivalentes), tentando fazer a "localizagao"sobre as membranas de

modo a linkar estes resultados ao primeiro citado logo acima. Por tltimo, construimos
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efetivamente gravidade topoldgica em membranas nos moldes de modelos de gravidade
topologica, fazendo a analise dos vinculos no espago-tempo ortogonal & membrana.

No segundo assunto, estudamos modelos de campos escalares que suportam defeitos
tipo kink embutidos em espaco-tempo D = 5. Tais modelos podem ser utilizados para
se simular membranas finas. Neste caso analisamos a localizacao de campos de gauge
tensoriais, principalmente o campo de Kalb-Ramond, no background de varias geometrias
que nao apresentam singularidades, como no caso do modelo de Randall-Sundrum. O
resultado é que o modo-zero do campo de Kalb-Ramond pode ser localizado somente em
background gravitacional onde o dilaton tem papel importante.

A segunda parte da tese é um pouco mais especulativa. Trata de uma nova abordagem
de interpretacao da gravitagao. A idéia, em suma, é comparar o proprio espaco-tempo
a um soOlido deforméavel. Neste sentido, busca-se identificar quem sao os componentes
microscopicos do solido do espacgo-tempo, em analogia com os s6lidos cristalinos reais, os
quais sao compostos por uma rede contendo uma miriade de atomos e moléculas. Para tal
empresa, a equacao de Landau-Raychaudhuri tem papel importante. No total, discute-se
trés sinais apontando para esta idéia: a) as deformagoes do volume do espago-tempo,
b) a origem eléastica da acdo de Einstein-Hilbert e ¢) a relagdo entre a Lei de Hooke da
Elasticidade e a equacao de Einstein da gravitacao. A idéia principal é que as equacoes

de Einstein parecem "emergir", sendo bastante naturais neste contexto.
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Abstract

In this thesis we study some aspects related with Gravity Theories. Essentially there are
two main pieces in this work: (1) mechanisms of field localization on membranes and (2)
a new interpretation for the gravity theory.

Related to the field localization mechanisms two subjects are discussed: the con-
struction of topological gravity models in the context of membranes and localization
of tensorial gauge fields in thin membranes (the so called Kalb-Ramond field). In the
first of these subjects, the important question is try to obtain results compared to those
coming from the Randall-Sundrum models, i.e., the solution to the hierarchy problem
and the localization of the gravitational field in the membrane. Nevertheless, the way
chosen is related to topological gravity, such models where the space-time metric is not
the fundamental entity. There is in the academy a way of thinking which basis is a
quantization formalism for gravity. Such searches need the viewpoint in which gravity
can be described by constrained topological field theories. Therefore, to ask about the
results of the Randall-Sundrum model in the context of topological gravity may be useful
as a test for strictly quantum theory results. In this sense, we make firstly a classical
analysis of the possible models, discussing several aspects (symmetry breaking, gauge
symmetries, etc.). Firstly we show that in fact we can obtain, in the lines cited above,
equations very similar to the Randall-Sundrum results to explain the hierarchy between
the masses of the Higgs bosons. Nevertheless, an detailed analysis of how to describe
gravity in D = 5 is not made. In this line of reasoning, we construct several models with
the same mathematical form of the models of topological gravity (equivalent models),
trying to do "localization"over the membranes in order to link this result to the first cited
above. Lastly, we construct effectively topological gravity on a membrane, regarding the
constraints in the space-time orthogonal to the membrane.

In the second subject, we study scalar field models that support kink-like defects em-
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bedded in a D = 5 space-time. Such models can be utilized to simulate thin membranes.
In this case we analyze the localization of tensor gauge fields, mainly the Kalb-Ramond
field, in the background of several non-singular geometries, unlike those presented in the
original Randall-Sundrum model. The result is that the zero-mode for the Kalb-Ramond
field can be localized only in the special background where the dilaton plays an important
rule.

The second part of this thesis is a little bit speculative. It is about a different in-
terpretation of gravitation. The idea is to compare the own space-time to a physical
deformable solid. In this sense, we look for the microscopic components of this solid, just
like the real crystalline solids which are made of a network containing a myriad of atoms
and molecules. For such, we make use of the Landau-Raychaudhuri equation, which is
crucial in this discussion. It is discussed a set of tree signs pointing to this idea: (1) the
deformation of the space-time volume, (2) the elastic origin of the Einstein-Hilbert action
and (3) the relation between Hooke’s law and the Einstein’s equation for gravitation. An
important idea is that the Einstein’s equation seems to "emerge"quite naturally in this

context.
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Introducao

De que maneira aprendemos a respeito da validade de uma teoria fisica? A licao que
temos, as custas de muitos erros, é que dada uma boa teoria, estabelecida segundo
os critérios do método cientifico, devemos expo-la ao maximo nimero de novos testes
possiveis. Este fato ir4 nos garantir saber exatamente quais sao os limites de aplicacao
desta teoria. No caso desta falhar, recorremos aos mais variados tipos de "remendos",
buscando sempre manter intacta a linguagem construida pela teoria em questao. No
entanto, também h& um limite no nimero de "remendos"a serem feitos. Nao se pode
forcar um tipo de linguagem se esta realmente foge ao entendimento puro de determinado
fenomeno: a coisa toda pode ficar deselegante, mesmo inaplicavel. E como se tentassemos
tapar um grande buraco usando um alfinete: sempre nos parece que falta algo! Essa
sensacao de "faltar algo"é também guia para se compreender os limites de uma teoria.
Tal é o caso do Modelo Padrao de Particulas. Ele tem seus enormes sucessos. Exemplo
claro ¢ a previsao das massas dos bosons W e Z, responsaveis pela intermediacao da forca
fraca. Nao tardou muito para surgirem novas observacoes e novos testes para o modelo.
Muitos "remendos"foram feitos. Apesar destas correcoes, existem problemas ainda sem
respostas plausiveis, impossiveis até de serem pejorativamente "remendados". Este é o
ponto onde se deve discutir realmente a criacao de uma nova linguagem, novas teorias
fisicas. Este trabalho fala um pouco sobre as novas linguagens.

O Modelo Padrao de Particulas Elementares é um modelo descrito em um espago-

tempo plano quadri-dimensional. Contém basicamente dois tipos de particulas (e muitos



exemplares delas): bosons e férmions. Além do mais, uma peca fundamental em sua
estrutura ¢ o denominado mecanismo de quebra espontanea de simetria, sendo um
"ator"importante neste mecanismo o famoso béson de Higgs. Tal particula é incluida
no modelo com o Gnico propdésito de gerar massa para algumas particulas elementares.
Suas previsoes concordam bastante bem com as experiéncias, nos limites por ela propos-
tos. Entretanto, existem novas experiéncias e novos enfoques que trazem consigo novos
testes. E por nem todos o Modelo Padrao é aprovado. Vejamos alguns exemplos: os-
cilagoes de neutrinos, o problema de hierarquia de massas de quarks e 1éptons, hierarquia
de gauge, grande unificacao, confinamento de quarks, renormalizacao, o boson de Higgs,
etc. Pode-se ainda perguntar a respeito da teoria de gravidade. Tal teoria nao esti no
esquema geral do Modelo Padrao. Possui caracteristicas bastantes diferentes das teorias
de gauge usuais. Nao é renormalizavel... resumindo, existe uma série de questoes sem re-
spostas satisfatorias. Se simplesmente assumimos que o Universo possui mais dimensoes
além das quatro descritas pela teoria da relatividade, temos uma surpresa. Tal quadro
possui um poder de simplificagao muito grande e permite responder rapidamente muitas
das questoes acima citadas. O fato de assumirmos esta nova idéia nos traz também novos
problemas. Se vivemos em um Universo n-dimensional, como podemos observar somente
quatro destas dimensoes? Dai surgem os mecanismos de reducao dimensional. Novos
efeitos fisicos em D = 4 sao calculados com base nestes mecanismos.

A idéia de dimensdes extras nao é nova. Ja em meados da década de 20 (no Séc.
20) T. Kaluza e O. Klein haviam proposto que poderiamos unificar Gravidade e Eletro-
magnetismo simplesmente adicionando uma dimensao a mais no Universo. Tal dimensao
seria invisivel aos nossos olhos por ser muitissimo pequena e enrolada sobre si mesma.
Rapidamente tal teoria caiu em descrédito, apesar de ser revolucionaria, por também
prever a existéncia de uma particula escalar que na época nao foi observada (o dilaton).

Apos alguns anos de calmaria uma tempestade abalou a Fisica. Surgiram teorias que



somente faziam sentido se o espago-tempo possuisse 10 dimensoes: Supergravidade e teo-
rias de Cordas. Mais tarde (1995) o nimero aumentou para 11 com a idéia da "Teoria
M"(sem falar da "Teoria F"que vive em um espago-tempo D = 10 + 2). O formalismo
de dimensoes compactas voltou a tona como peca fundamental nestes tipos de teorias.
No que diz respeito a teoria de cordas pode-se mostrar que existem objetos extensos
denominados "D-branas"em seu espectro. Tais objetos forneceram novas alternativas de
se pensar em dimensoes extras. Se antes apenas pensavamos em dimensoes finitas, agora
podemos incluir o caso onde as dimensoes extras sao infinitas: basta imaginarmos que
nosso Universo esta contido em uma hipersuperficie quadridimensional embutida em um
Universo de dimensao maior que D = 4. Muitas sao as consequéncias deste tipo de
interpretacao. Uma delas, que estd tornando-se famosa, é a interpretagao do Big-Bang
como uma colisao de Membranas (o Universo Equipirdtico). De fato, este € um novo tipo
de linguagem que esta sendo contruida na atualidade.

No que diz respeito a teoria da Gravitacao, também observa-se o mesmo tipo de prob-
lema de linguagem discutido no primeiro paragrafo. Na atualidade existem trés enfoques
em forte discussao. O primeiro é o mais aceito: a teoria de Gravidade no formalismo pro-
posto por Einstein rediscutida nos moldes de teorias de dimensoes extras. Em particular,
os grandes problemas de nao-renormalizacao, uniao da Fisica Quantica com a Relativi-
dade Geral, Unificacao das forcas, etc., sao todos aceitos como praticamente resolvidos
no contexto de teorias de Supercordas. O segundo enfoque é completamente ortogonal
as idéias associadas com dimensoes extras (na verdade, pode-se dizer que os partidarios
desta linha sao mais "conservadores"). Para seus defensores nao ha sentido em se pen-
sar em um numero de dimensdes maior que 4 para o Universo. A razao desta "crenca",
dizem seus partidarios, estd baseada no simples fato de existirem outras alternativas para
se tratar os problemas que assolam a teoria da Relatividade Geral. Estas alternativas

sao teorias de gravidade topologica (este tipo de formalismo é base para "Loop Quan-



tum Gravity"e "Spin Foam Models"). Em principio, pode-se construir o procedimento
de quantizacao para estes tipos de teorias em D = 4 sem a necessidade de extensoes
para modelos de dimensoes extras. No entanto, o formalismo apenas trata de gravidade,
nao citando nada a respeito de outros problemas do Modelo Padrao. Neste sentido, a
ambicao de modelos tipo gravidade topoldgica é menor que o caso de teorias de Super-
cordas. O terceiro e ultimo enfoque é "mais ortogonal ainda". Seus partidarios defendem
que talvez nao seja nem mesmo correto quantizar Gravidade da forma como feita nos
ultimos anos: esta seria a razao fundamental para os muitos problemas que surgem com
a teoria da Gravidade. A idéia é que a métrica do espacgo-tempo nao é a quantidade mais
fundamental na teoria e sim uma quantidade secundéaria, emergente (aqui parece surgir
um link entre teorias topologicas e este formalismo). Uma das realizagoes desta idéia
mostra que se apenas quantizamos uma teoria de matéria, obtemos como subresultado
uma teoria de gravidade [1]. A questao toda esta associada com a pergunta "o que é
realmente o espaco-tempo?". Existe, por exemplo, uma linha de pesquisa que relaciona
as caracteristicas do espaco-tempo com as caracteristicas de meios continuos especiais,
ou seja, meios onde se pode estudar fenomenos andlogos aqueles previstos pela teoria
da Relatividade Geral. Com base nisso pode-se contruir modelos chamados "analogos"a
Gravidade [2]. Tais tipos de idéias permeiam também os circulos de discussoes em teorias
de Supercordas, teorias onde o espaco-tempo por si ainda nao é bem compreendido.

Em suma esta tese trata de varios aspectos relacionados com a teoria de Gravidade.
Passaremos a discutir desde assuntos relacionados com fisica de dimensoes extras e temas
relacionados, onde em modelos usuais a teoria da Gravidade de Einstein tem papel im-
portante, até modelos onde adicionamos novos formalismos de Gravidade. Concatenamos
aqui de maneira simples estas formas de se trabalhar com Gravitagao.

Os trés primeiros capitulos desta tese sao capitulos de revisao. O restante dos capi-

tulos descreve todos os resultados obtidos durante os anos do doutoramento. O primeiro



capitulo desta tese trata de uma introducao mais detalhada ao formalismo de Kaluza-
Klein. Mostra-se como obter sinais da existéncia de dimensoes extras em teorias efetivas
em D = 4. Discute-se também a "unificacao"entre Gravidade e Eletromagnetismo nos
moldes de uma teoria de Gravidade em D = 5.

O segundo capitulo trata de um formalismo alternativo ao de Kaluza-klein: modelos
de Membranas. Neste discute-se o modelo de Randall-Sundrum e suas implicagoes para
a fisica em D = 4, inclusive localizacao de campos em membranas.

O terceiro capitulo trata dos formalismos de Gravitagao. Discute-se o formalismo de
Einstein, onde a métrica é a quantidade fundamental, formalismo de Palatini, onde en-
tram as tetradas e a conexao de spin, e, por tltimo, o formalismo de gravidade topologica
de Plebanski.

O quarto capitulo é primeiro que discute resultados. Analisa-se o problema de hier-
arquia de gauge no contexto de gravidade topologica. No modelo de Randall-Sundrum
utiliza-se uma meétrica do espaco-tempo bastante especial para se tratar este problema.
Pode um modelo independente de métrica produzir uma solucao analoga para o problema
de hierarquia? E esta a questao discutida nesta parte.

O quinto capitulo trata de colocar em termos mais rigorosos a idéia de gravidade
topologica em membranas. No quarto capitulo analiza-se apenas gravidade topologica
supostamente localizada na membrana do modelo. Neste, introduzimos a idéia de se
primeiramente entender gravidade em D = 5. Para tal estudamos modelos equivalentes
em membranas. Tais modelos em muito se parecem com o modelo de Plebanski. A idéia
geral é tentar produzir termos topologicos em membranas.

O sexto capitulo descreve efetivamente como produzir gravidade topologica em mem-
branas. A questao importante é analizar os vinculos da teoria de maneira correta: eles
devem ser impostos em D =4 ou em D = 57 A resposta é que se os impomos em D =5

obtemos o resultado a que se quer chegar. No entanto, a conclusao maior é o formalismo



nao mais ser independente da métrica.

Obs.: Os capitulos que se seguem sao associados com outras linhas de pesquisa abor-
dadas no decorrer da construcao desta tese.

O sétimo capitulo tem um objetivo diferente. Trata de localizacao do campo de Kalb-
Ramond em membranas. Neste caso discute-se o formalismo onde a dimensao extra é
infinita. Incluimos a discussao para varios tipos de membranas e modelos de gravidade
com a presenca do dilaton.

O oitavo e tltimo capitulo trata de um modelo do espaco-tempo como um soélido
deforméavel. Apo6s uma breve discussao sobre o significado de modelos deste tipo, mostra-
se um total de trés sinais que apontam para a possibilidade de realizagao daquela idéia.
Neste caso a equacao de Landau-Raychaudhuri tem papel extremamente importante.

Por tultimo fazemos uma discussao geral de conclusoes e perspectivas.



Capitulo 1

Fisica de Dimensoes Extras

Iniciaremos agora a discussao fazendo uma breve introdugao aos métodos da fisica de
dimensoes extras. Neste capitulo serao abordados o modelo de Kaluza-Klein, o problema
de hierarquia de gauge no Modelo Padrao de particulas elementares e a proposta do
modelo de Randall-Sundrum para se resolver este problema especifico. Esta discussao
inicial é extremamente importante porque serve de guia para construcao de um modelo

de gravidade topologica no contexto de fisica de dimensoes extras.

1.1 Introducao

A linguagem matemaética é peca fundamental no jogo da Fisica. Ja& em assuntos de fisica
bésica a nocao de "vetor'"surge como elemento importante no método matematico. Em
Mecanica temos varios exemplos de grandezas classificadas como vetoriais: a forca, ve-
locidade, aceleracao,etc. No Eletromagnetismo os campos elétricos e magnéticos também
sao grandezas vetoriais. A caracteristica importante a ser notada aqui é que a construcgao
matematica do objeto "vetor"toca diretamente na idéia que fazemos do espaco: o niimero
de componentes de um vetor nos fornece a dimensao do espaco em que os fenomenos fisi-

cos ocorrem. Isto significa que idéias estritamenete geométricas estao na base das teorias



fisicas mais conhecidas. Esta é uma facilidade que o método vetorial nos traz: se quis-
ermos estender uma teoria para dimensoes maiores, é suficiente aumentar o nimero de
componentes das quantidades vetoriais utilizadas para se construir uma lei fisica. Este
procedimento nao é nada mais que a formulacao de uma hipoétese a respeito do Universo:
o fato de que este pode possuir mais dimensoes além das quatro entao discutidas pela
teoria da relatividade. A pergunta importante a ser feita é: se o Universo possui mais
dimensoes além de quatro, como esperamos enxerga-las? Existem pelo menos duas re-
spostas possiveis a esta pergunta. A primeira é que pode-se "apostar'na validade das
leis fisicas conhecidas em D = 4 para dimensoes maiores. Verifica-se, entao, as correcoes
produzidas por esta "aposta"em dimensoes mais baixas (corre¢oes para massas e con-
stantes de acoplamento, etc.), ou seja, faz-se um procedimento de reduc¢do dimensional.
A segunda opgao é admitir que as leis fisicas em Universos de dimensoes maiores sao
completamente diferentes das leis que conhecemos. Neste caso, nao teriamos senso de
dire¢do de pensamento e seria extremamente dificil se chegar em alguma conclusao util.
A primeira resposta, entao, é mais aceita pela comunidade, embora nao seja garantia de
exclusao da segunda resposta (a qual causaria grande espanto!).

As leis fisicas sao tensoriais, uma caracteristica que lhes garante grande grau de sime-
tria. Além do mais, da mesma maneira que vetores, pode-se estender tais tipos de leis
para espacos de dimensoes maiores que quatro, sem se perder as simetrias mais impor-

tantes. Como exemplo, pode-se citar o caso da equagao de Einstein para a gravitagao:
1
R“V — igm,R = kTuy. (11)

Nesta equagao, R, é o tensor de curvatura de Ricci, construido com o tensor métrico
9, B € o escalar de curvatura de Ricci, T, ¢ o tensor energia-momento e k é uma
constante de proporcionalidade que depende da constante gravitacional de Newton. Em

D = 4, os indices p e v adquirem valores entre 0 e 3. No entanto, vé-se claramente



que nada nos impede de aumentar os valores admissiveis para tais indices, incorrendo
apenas no aumento do nimero de componentes dos tensores que compoe a equacao
acima. A simetria por detras da equagao de Einstein é a de tranformacoes gerais de
coordenadas, a qual ndo ¢é alterada quando se aumenta o nimero de dimensoes (é claro
que a transformacao geral de coordenadas muda com a dimensao, mas o que se fala
aqui é que o "tipo"de simetria nao muda). As componentes adicionais produzidas pelo
aumento da dimensao do espaco serao a fonte das corre¢oes em dimensoes mais baixas
como mostraremos em alguns casos. Além do mais, o fato de se aumentar o niimero de
dimensoes do espaco-tempo tem caracteristicas de teorias de unificacao.

Existe mais um ingrediente a ser discutido relacionado com caracterisiticas geométri-
cas e topologicas dos espacos em questao. A verdade é que o espago-tempo n-dimensional
mais geral é descrito em termos de uma variedade diferenciavel com curvatura nao nula.
Esta variedade pode ainda possuir varias caracteristicas de topologias as mais variadas:
pode ser compacta ou nao, pode ou nao possuir fronteira, etc. Considera-se entao duas al-
ternativas de se tratar as dimensoes extras: 1) elas podem ser muito pequenas e enroladas
sobres si mesmas (variedades compactas sem fronteiras) e 2) podem possuir tamanho
infinito (caso de variedades nao compactas). No primeiro caso ndo observamos as dimen-
soes extras pelo simples fato de estas possuirem um tamanho extremamente inacessivel
aos nossos olhos, embora possamos "caminhar"ao longo das mesmas. No segundo caso
nao observamos as dimensoes extras porque estamos presos em uma hipersuperficie 4-
dimensional embutida em um espago-tempo de dimensionalidade maior. Estas duas situ-
acoes, do ponto de vista da fisica, produzem efeitos bastante distintos. O primeiro caso é
usualmente considerado em modelos de compactificacao de Kaluza-Klein, enquanto que
o segundo caso, mais moderno, é considerado em modelos inspirados em teorias de cordas
(0 modelo de Randall-Sundrum, por exemplo). Estes serao, em suma, os assuntos desta

discussao.



1.2 O Formalismo de Kaluza-Klein

Nesta secao discutiremos o formalismo de redugao dimensional chamado de formalismo
de Kaluza-Klein [3|. Discutiremos como os parametros fisicos (massas, constantes de
acoplamento, etc.) importantes em uma teoria efetiva em baixas dimensoes dependem
da geometria das dimensoes extras. Considera-se o primeiro caso discutido logo acima,
ou seja, o caso de variedades compactas sem fronteiras. Comecaremos por descrever os
resultados provindos da fisica de dimensoes extras discutindo um caso bastante simples:
um campo escalar real e nao massivo em D = 5 livre de interacoes. Considera-se que a
dimensao extra é compacta e representada pelo circulo S; de raio R e as quatro dimensoes
restantes sao extensas e constituem o espaco-tempo de Minkowski. A meétrica deste
espago-tempo ¢ dada por gyn = diag(n,,, —R?) com inversa g™ = diag(n*", ]_%—%), Ny =

n*. As coordenadas serdo representadas por z = (z# 2zt = %) e, usando a métrica

M

dada acima, 2" = (z,,x4 = —yR). As coordenadas x* serdo representadas por z. O

campo escalar ¢(x,y) é periodico na variavel y com periodo L = 27 R, ou seja,

o,y + L) = ¢(,y) (1.2)

e pode ser, por conta disto, expresso em termos de uma expansao de Fourier naquela

variavel:
1

(L)?

Or,y) = — Y 6u() exp(2min ). (1.3)

A acao que descreve a dinamica para este campo escalar é dada por

1
SZE/V% 99(016)0™ ¢ (1.4)

onde ¢® = R? ¢ o determinante da métrica do espaco-tempo 5-dimensional. O termo

cinético pode ser decomposto de tal maneira que (0y¢)0Mp = (0,¢)0 ¢ — (9,9)>.
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Substituindo-se a expansao de Fourier para o campo ¢ e fazendo-se a integracao na

acao da variavel y obtem-se a teoria efetiva de campos escalares em D = 4

1 . M,c., .
S =33 [ dal@uonoron— (260, (15)
onde M, = %in ¢ a massa dos campos remanescentes do procedimento de reducao

dimensional. O resultado do procedimento é que obtem-se uma teoria contendo um
numero infinito de campos escalares complexos, massivos e livres de interacao. Nota-se
claramente que no limite de L muito pequeno, a massa destes campos é muito grande
(estes sao os denominados modos massivos de Kaluza-Klein). Se L ¢ da ordem do com-
primento de Planck 10™33¢cm, as massas serao da ordem de 10'°GeV (a massa de Planck),
uma escala tao enorme que impossibilita a observacao destes tipos de particulas em es-
calas de energias comuns ao modelo padrao de particulas. Portanto, no limite de baixas
energias, simplesmente ignora-se os modos de Kaluza-Klein, restando apenas um modo
nao-massivo e real (o modo-zero de Kaluza-Klein) na ac¢ao efetiva em D = 4. O resultado
importante aqui é que as massas dos modos de Kaluza-Klein dependem explicitamente do
volume da dimensao extra, caracteristica tal que nos permite fazer o limite para baixas
energias. Vejamos agora o que acontece com uma teoria contendo interacao. Considera-
se ainda campos escalares. A interacao usual é de um potencial quartico nos campos

escalares, ou seja,

L
Sinter. = /d4$/ dy/\(5)¢4 (16)
0

onde \®) ¢ a constante de acoplamento para esta auto-interacdo em D = 5. Se substitu-
imos a decomposicao de Fourier para o campo ¢ (considerando apenas o modo zero) na

acao acima obtemos
A6
Sinter. = /d4x<L)7¢é(x) (]_7)
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A conclusao é que a constante de acoplamento efetiva em D = 4 também depende
da dimenséo extra, sendo a relacio dada por \®* = % O esquema geral considera que
as constantes fundamentais na verdade estao na teoria contendo dimensoes extras. As
constantes em D = 4 sao efetivas e dependem do volume da dimensao extra. Outro efeito
bastante interessante da interacao é a producao de pares de modos de Kaluza-Klein na
teoria efetiva. Este efeito pode ser visto analisando-se os termos da decomposicao em
modos de Fourier do potencial quértico na equagao (1.6) acima. A decomposicao é feita
como acima:

o (z,y) = il[qbo + Z ¢ €XP 27Tm£]4 = i[gbé + 4¢% Z Gn €XP omin (1.8)
L2 L2 L

L
n#0 n#£0

667 D Gudw exp2mi(n+ 1) 7 +.. ]
n,n’'#0

O primeiro termo quando integrado na variavel y forneceré a interacao efetiva em D = 4
para o modo-zero. Os termos seguintes fornecerao interagoes entre o modo-zero e 0s
modos de Kaluza-Klein. Em particular, somente o terceiro termo da equagao (1.8) sera
importante na acao efetiva apos a integracao da variavel y. A parte da acao efetiva que

mostra a producao de pares de modos de Kaluza-klein ¢ dada por

Smte'r. ~ /d4x}\(4)z¢g¢n¢—n (19)
n#0
Estes em suma sao os efeitos esperados em uma teoria efetiva em D = 4 devido a

existéncia de uma dimensao extra apenas. Além do mais este é um resultado para uma
teoria somente de campos escalares. E natural esperar uma riqueza maior de informacoes
quando se estuda uma teoria envolvendo campos tensoriais de "rank"maior.

O fato mais importante de teorias de dimensoes extras ¢ que naturalmente elas en-
globam, de maneira bastante simples, a idéia de unificagao em fisica. Pode-se ilustrar

este resultado utilizando-se a teoria de Gravitacao de Einstein. A teoria gravitacional é
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estritamente geométrica. Toda a informacao a respeito de fisica esta contida no chamado
tensor métrico gyn. E este objeto que nos diz como se deve medir distancias no espaco-
tempo, informando se este ¢ ou nao um espaco curvo. Vamos supor que estamos tratando
gravidade em um espaco-tempo D = 5, onde a dimensao extra é compacta como ja dis-
cutido. Neste caso o indices M, N tomam valores variando de 1 a 5. E facil ver que a

métrica pode ser decomposta da seguinte maneira:
ds* = gun (2, y)dedz™ = g, (z,y))da"dz” + Au(z,y)dz"dy + o(z,y)dy®.  (1.10)

Vé-se claramente que um campo tensorial de dois indices em D = 5 é decomposto em um
campo tensorial de dois indices, um vetor e um escalar em D = 4. Porém a dependéncia
de cada um deles ainda contém a variavel y. Se quisermos construir uma teoria efetiva em
D = 4, devemos escrever cada um destes campos em termos de uma expansao de Fourier
especifica, substituir na acao para o campo gravitacional em D = 5 e fazer a integracao
desta variavel. O passo seguinte, como foi mostrado para o campo escalar , é desprezar
os modos de Kaluza-Klein que, neste novo caso, terao novos representantes tensoriais,
vetoriais e escalares. Apos todo este processo (efetivamente, a compactificagao) obtem-se
como resultado uma teoria somente com modos-zeros. Resumindo em termos de equacgoes,

tem-se que:

Seran. = KO [ ay/=gR = 8,0 = KO [ atey/=OR (111

1 _ 1

—Zle \/§<PF‘LWF/U/ — iauwa“go]

Na equacao acima, F,, = d,A, — 0, A, ¢ um tensor intensidade de campo para o campo
vetorial A, K () ¢ a constante de acoplamento para o campo gravitacional em D = 5.
Como que por um milagre a agao efetiva (1.11) possui uma simetria de gauge para o

campo vetorial A,,, ou seja, a transformagao A, (r) — A,(z)+ J,a(z) ndo muda a forma
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da acao referida. Este resultado é suficiente para declarar que o segundo termo da agao
acima citada representa o termo cinético para o campo eletromagnético. O milagre é
que obtem-se uma unificagao do campo gravitacional com o campo eletromagético em
D = 5. Simetrias do espago-tempo em D = 5 (neste caso, tranformacoes gerais de
coordenadas) geram simetrias internas de gauge em D = 4. Entretanto, esta discussao
é apenas classica. A discussao quantica é a continuacao natural desta historia e nao
serd abordada aqui. Também obtem-se um campo escalar ¢ como grau de liberdade
remanescente do procedimento de compactificacao. Tal campo é intitulado "dilaton"e,
em discussoes mais técnicas, é responsavel por processos de estabilizacao do tamanho da
dimensao extra.

Para finalizar, deve-se citar aqui um mecanismo de compactificacaio denominado
"compactificacao espontanea". O mecanismo de Kaluza-Klein, da forma como foi ex-
plicado, nao é um mecanismo natural. Precisamos forcar os célculos nas teorias da
maneira como foram expostos. O mecanismo de compactificacao espontanea nao neces-
sita desta caracteristica pois as equacoes do modelo naturalmente guiam o processo de
reducao dimensional. Passemos agora para o estudo de um novo formalismo de reducao

dimensional.
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Capitulo 2

O Modelo de Randall-Sundrum

Comecaremos agora a discutir modelos que contém membranas embutidas em espagos
de dimensionalidade maior que 4. Tais modelos sao alternativos aos de Kaluza-Klein no
que diz respeito a mecanismos de reducao dimensional. Antes de efetivamente entramos
em detalhes, discutiremos uma motivacao fisica para se considerar modelos de dimensoes

extras: o problema de hierarquia de gauge.

2.1 A Hierarquia de Gauge

O Modelo Padrao de particulas descreve bastante bem as interacoes conhecidas. No
entanto, este possui um nimero grande de parametros livres, niimeros colocados a mao
no modelo de modo a ajustar a teoria a experiéncia. Um exemplo bastante simples é o
conjunto de massas dos quarks. Nao se sabe porque as massas destas particulas possuem
os valores que tem, isto ¢, nao existe teoria que explique a "hierarquia"de massas apre-
sentadas por estas particulas. Tudo o que se tem é um modelo de previsao fisico onde
usamos valores de massas medidos em uma experiéncia. Este é apenas um exemplo de
problema de hierarquia (existem mais!). O problema em que estamos interessados refere-

se as massas dos bosons de Higgs em modelos de grande unificagao. Sabe-se que para
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se construir o cenario decrito pelo Modelo Padrao sao necessarios mecanismos de quebra
espontanea de simetria. Em tais modelos se faz necessario postular a existéncia de uma
particula, denominada "boson de Higgs", que tem o simples objetivo de gerar massa para
algumas particulas do Modelo Padrao. No entanto, o proprio boson de Higgs deve pos-
suir massa para se adequar o modelo & experiéncia (a massa da particula de Higgs é um
parametro livre). Em particular, em modelos de grande unificagao, sdo necessérias duas
transigoes de fase (duas quebras de simetrias) e, portanto, dois bosons de Higgs com suas
respectivas massas. E justamente neste ponto que o problema comeca a surgir. Um dos
bosons deve possuir massa da ordem de M., ~ 1 TeV enquanto que o outro deve possuir
massa da ordem de M,; ~ 10'6 TeV. As razoes para esta disparidade de massas sao im-
posicoes experimentais, isto é, a hierarquia A]\f—"i ~ 10 deve existir desta maneira para se
reproduzir efeitos fisicos observaveis em baixas energias: assimetria de niimero barionico,
tempo de vida do proton, constante de acoplamento da interacao forte, etc. Esta é uma
forma de se apresentar o problema de hierarquia de gauge. A questao a ser respondida é
"como gerar esta hierarquia de massas?". Existem pelo menos trés modelos onde se apre-
senta uma solucao. O primeiro é chamado de cenario "technicolor", um cenéario de fisica
de particulas onde ndo existem campos escalares como particulas fundamentais (se nao
existem escalares, nao existem particulas de Higgs e, portanto, o problema nao existe!).
No entanto, este tipo de cenéario foi desconsiderado devido a observacoes experimentais
no LEP. Atualmente estes tipos de modelos voltaram a tona com possiveis resultados a
serem discutidos com o LHC (sigla para "Large Hadron Collider"). O segundo cenario
envolve teorias contendo "supersimetria". Nestes modelos, pode-se resolver o problema
de hierarquia as custas de se acrecentar mais particulas no modelo teorico (tais tentativas
ainda esperam por comprovagoes experimentais). Por tltimo, existem modelos baseados
em fisica de dimensoes extras. Em particular, discutiremos dois modelos que tratam

nosso Universo em D = 4 como membranas (hipersuperficies) embutidas em espacos de
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dimensoes maiores. O primeiro é o denominado cenario de Arkani-Hamed-Dimopoulos-
Dvali (ADD)[4]. O segundo, chamado de cenario de Randall-Sundrum (RS)[5]. Modelos
de dimensoes extras também carecem de comprovacoes experimentais no estagio atual

de pesquisas. Vejamos cada um deles com certo detalhe.

2.2 O Cenario de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD)

A primeira observacao importante no cenario ADD é o fato de se considerar M., como a
escala fundamental do modelo . A escala de Planck M,; deve ser gerada a partir de M.
A razao para tal é que o eletromagnetismo foi testado com sucesso até escalas energéticas
desta ordem de grandeza. Entretanto, a teoria gravitacional (onde a massa de Planck
possui estrita relagdo com a constante gravitacional) ndo possui tal grau de certeza. A lei
do "inverso do quadrado das distancias"somente foi testada até distancias da ordem de
1 ecm. A segunda observacao é que este cenario contem apenas um membrana que simula
o Universo D = 4. Neste caso admite-se a existéncia de d dimensoes extras pequenas e
compactas. A pergunta importante ¢ "como calcular a dependéncia de M, em D = 4
em termos da geometria das dimensoes extras?".

O primeiro passo é considerar que a geometria do espaco é fatorizavel da seguinte

maneira;

ds? = ds3 — ds>_,. (2.1)

Pode-se ver claramente que separamos a métrica do espaco-tempo d-dimensional em
duas partes, sendo uma a métrica do Universo D = 4 e a outra parte a métrica do espago
que constitui as dimensoes extras, um espago (d — 4)-dimensional. O passo seguinte é

considerar a acao de Einstein-Hilbert para a gravidade em d dimensodes:
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167er /da; V9@ R (2.2)

Nesta agao acima, G4 ¢ a constante gravitacional em d dimensoes e ¢ é a velocidade
da luz. Como as dimensoes extras sao compactas pode-se integra-las na equagao (2.2)

para se obter

— o / da* /=g Ren (2.3)

onde G4y = VG;% ¢ a constante gravitacional em D =4, Vi4_4) é o volume do espaco
(d — 4)-dimensional. Considera-se agora que V(q_4) = L4 onde L é o comprimento
fundamental da dimensao extra. Usando a relagao entre a constante gravitacional e a
constante de Planck em D = 4 pode-se encontrar a seguinte relacao:

My = (y2agi, (2.4)

cL P

Se fizermos Mpy@y ~ 1 TeV, My ~ 10'6 TeV substituir os valores da constante de
Planck e da velocidade da luz, pode-se ter uma idéia do tamanho da dimensao extra se
fizermos a escolha certa para o ntmero de dimensoes extras. Por exemplo, se d = 6,
obtemos L ~ 100um, o que é razoavel. Se d = 10, L ~ 1 Fermi um valor ainda razoavel
do ponto de vista fenomenoldgico. Entretanto, se d = 5, teremos L > 1 mm, ou seja,
uma distancia que poderia ser observada facilmente e, portanto, refutada por simples
observacoes. A conclusao é que pode-se gerar a hierarquia entre M, e M., usando
a geometria do espaco-tempo. O proximo passo é garantir que os campos do Modelo
Padrao fiquem presos (localizados) na membrana que simula nosso Universo. A razao
por tras disso esta no simples fato de que a "espessura'"da membrana garante que os
campos no maximo terao massas da ordem da "espessura". De outra forma, deve-se

garantir que "espessura''~ M,,. Tal caracteristica pode ser obtida quando se simula a
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membrana por meio de defeitos topologicos. Todos os outros efeitos devido a dimensoes
extras (associados a modos massivos de Kaluza-Klein) surgem ainda em um modelo que
considera membranas.

O resultado desta discussao é que o problema de hierarquia entre massas parece
desaparecer. No entanto, uma anélise mais cuidadosa revela que apenas o problema foi
substituido. Se agora nao existe uma hierarquia entre massas, existe entre uma massa e
o tamanho L da dimensao extra. Como evitar isto? A resposta estd em outro cenario de

dimensoes extras: o cenario de Randall-Sundrum.

2.3 O Cenario de Randall-Sundrum (RS)

O cenério de Randall-Sundrum é comumente apresentando em duas partes na literatura.
Na primeira parte, chamada cenario de Randall-Sundrum tipo-I (RS-I) apresenta-se a
solucao do problema de hierarquia de gauge. A segunda parte, denominada cenario de
Randall-Sundrum tipo-II (RS-II), demonstra-se como se pode localizar gravita¢do em
uma das membranas do modelo. Nesta secao discutiremos o cenario RS-1. Neste cenario,
considera-se que o espaco-tempo tem dimensao D = 5. A escala fundamental agora é a
escala de Planck M. Existem duas membranas (hipersuperficies quadri-dimensionais)
no modelo que sao fontes de gravidade em D = 5. A dimensao extra é descrita em
termos do "orbifold"S; /Z; e as membranas estao localizadas sobres os pontos fixos deste
"orbifold". Cada membrana possui seu Universo especifico com caracteristicas distintas
(constante cosmologica, por exemplo). Pode-se resolver as equagbes de Einstein neste
background de forma a se obter a geometria do espaco-tempo. O requisito importante é
garantir as simetrias normais do Universo em D = 4 (simetria de Lorentz, por exemplo)

sobre as membranas. A solucao das equacoes de Einstein nestas condides é dada em
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termos de uma métrica agora nao-fatorizavel
ds? = e ¢y datda” — d2?, (2.5)

onde k? = sendo A a constante cosmologica em uma das membranas. Agora analisa-se

1Al
6 ?

a acao efetiva de Einstein-Hilbert em D = 4 (mudamos os nomes das contantes funda-

mentais aqui envolvidas)

M?
S = _167T /dl’5 ’9(5)|R(5), (26)

onde M, ¢é a escala de massa fundamental da teoria em D = 5. Pode-se agora fazer a

integracao da dimensao extra da seguinte maneira

= dx?
167T v

dZG Qk‘z| (4) + .. ) = (27)

—TeT

- / dr'y Mg | (Rey + (2.8)

onde encontra-se a relacao entre as constantes fundamentais do modelo:

6 _ —2kremw 3
ME =, | A [1— e 2Frem) M3, (2.9)

Vé-se entao que o fator exponencial entra apenas como uma constante multiplicativa
nesta formula. Se colocarmos M, ~ \/W em D = 5, obteremos que My ~ M, ~ \/|A|,
mesmo para o caso de r. muito grande ou possuindo um valor relativamente pequeno .
E o que acontece com M,,? De que maneira ela surge neste contexto? A resposta esta

associada com a teoria efetiva de campos na membrana. Vamos supor que a teoria que
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descreve campos de Higgs massivos é dada pela seguinte agao sobre uma das membranas:

Shiggs = /mr dz0(z — rem) /d%M[%gMNDMH(x, 2)DyH(x,z) — %Mgl]:ﬂ(x, )]
7 (2.10)
A massa do campo H é da ordem da massa de Planck M, (a escala fundamental do
modelo, como ja dito). Quando substitui-se a métrica dada pela equagao (2.5), obtém-se

a acao efetiva sobre a membrana, ou seja,

1 1
S ~ /d‘lx, /|g(4)|[§g‘“’DMHDVH -3 2 H?, (2.11)

Mew
My,

—rckm

de onde obtem-se a relacao =e ~ 106, Voltando com este resultado na equacao

(2.9) vé-se que seu efeito é praticamente desprezivel. Desta relacao obtemos também que
% ~ %. A conclusao é que pode-se resolver o problema de hierarquia definitivamente,
sem deixar novas substitui¢goes como no caso do cenario ADD. Da mesma forma que o
cenario ADD, deve-se construir os campos do modelo padrao de forma que estes fiquem
presos a membrana, mas agora apenas por requisitos fenomenolégicos.

O passo seguinte deste trabalho é analisar outros formalismos de gravidade, de forma

a se testar se em todos os casos podemos chegar as mesmas conclusoes.
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Capitulo 3

Gravidade Topologica

Neste capitulo faremos uma discussao a respeito de varias interpretacoes da teoria da
Relatividade Geral, a teoria que descreve a "interagao'"gravitacional em termos de espagos
curvos. Para tal, se faz necessario discutir a estrutura bésica da teoria em termos do
tensor métrico g,,, isto ¢, discutir primeiramente a interpretacdo mais comum (a do
proprio Einstein). Apos esta fase, passa-se a discussao do denominado formalismo de
Palatini, um formalismo onde a métrica do espaco-tempo nao é mais fundamental, mas
uma quantidade derivada de outros campos. Por tultimo, discute-se o formalismo de

teorias de campos topologicas aplicadas a gravitacao.

3.1 A Gravidade de Einstein

O modelo de espago-tempo na formulagao métrica é bastante simples. O espaco-tempo
é considerado como uma variedade riemaniana, munida de uma conexao compativel com
a métrica, isto é, livre de torcao.

A quantidade fundamental da teoria ¢ a métrica do espago-tempo g,,,. Se impomos a

relacao de compatibilidade

Vaguw =0, (3.1)
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onde V denota derivacao covariante, pode-se definir a quantidade fundamental necesséaria
para se fazer deslocamentos paralelos nesta variedade: a conexdo afim (o simbolo de
Christoffel ) Fl’)y. O deslocamento paralelo é o meio pelo qual se testa se determinada
variedade é ou nao curva. Com base na conexao afim pode-se construir um tensor de
quatro indices, o tensor de curvatura R, que diz efetivamente a respeito da curvatura

de uma variedade. Este tensor é dado por
a _ a o A a A «
Rﬁuy — aurﬂy - a,,F v + Fﬁl/ )\M - Fﬁu/ vt (32)

Este tensor d& origem a novos objetos relacionados com a a curvatura: o tensor de
Ricci Ry = Rj,, € o escalar de Ricci R = ¢g"' Ry, E justamente o escalar de Ricci
que entra na formulagao lagrangeana da teoria gravitacional, como ja foi mostrado em
secoes anteriores. A dinamica do campo gravitacional puro pode, entao, ser obtida partir
da acao de Einstein-Hilbert. Se quisermos acrescentar matéria na teoria, é suficiente
adicionar a lagrangeana de Einstein-Hilbert uma nova lagrangeana contendo a parte
devido & novos campos, por exemplo. Este novo termo darad origem ao tensor energia-
momento na equacao de Einstein.

A simetria por tris da teoria de Einstein é representada pelo grupo de transformacoes
gerais de coordenadas. Esta simetria é estritamente uma simetria do espaco-tempo. A
teoria também possui auto-interagiao (a teoria é altamente nao-linear). Neste aspecto,
ela lembra teorias de gauge tipo Yang-Mills, embora neste caso nao existam simetrias
internas.

Em suma, estas sao as informagoes basicas associadas ao formalismo métrico. A
questao importante agora é tentar descobrir se podemos adicionar mais informagoes asso-

ciadas ao espaco-tempo, informacoes "escondidas'"na estrutura da variedade riemaniana

em questao.
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3.2 O Formalismo de Palatini

Quando escrevemos uma lagrangeana de uma teoria de campos qualquer no espago curvo
(e mesmo no espago plano), devemos garantir que a mesma seja uma fun¢do escalar.
Desta maneira sabemos que a ela serd invariante sob transformagoes gerais de coorde-
nadas. O problema é que existem campos bosonicos, descritos por lagrangeanas onde o
termo cinético possui um niamero par de derivadas (apenas duas, na verdade), e campos
fermionicos, com lagrangeanas apresentando termos cinéticos contendo uma derivada. O
fato é que no caso de campos bosonicos, sempre podemos contrair a métrica (um objeto
de dois indices espago-tempo) com as derivadas contidas no termo cinético. O mesmo
nao acontece em uma teoria contendo férmions. Por conta disto precisa-se construir um
novo objeto para se garantir a invariancia por transformacoes gerais de coordenadas da
teoria. Tal objeto é denominado "tetrada"em D =4 . A tetrada aparece como um novo

campo e pode ser usado para se compor a métrica do espaco-tempo,

g" =n""enen (3-3)

Nesta equagao e representa a tetrada, o indice p é um indice de espago curvo e o indice
m é de espaco plano. A idéia contida nesta subdivisao de indices esta relacionada com
a algebra de Clifford das matrizes de Dirac. Sabe-se que, no espaco plano, as matrizes
de Dirac obedecem & algebra de Clifford, uma regra que dita quais tipos de matrizes
devem ser utilizadas na construcao de uma teoria contendo férmions. A pergunta é
"Como devemos transportar a algebra de Clifford para o espaco curvo?". Isto deve
estar em pleno acordo com o principio de equivaléncia: devemos obter a algebra usual
com suas representagoes usuais quando fazermos a passagem do espaco curvo ao espacgo
plano. Em suma, a tetrada nos oferece justamente um meio de se "trocar"indices de

espaco curvo com indices de espaco plano e vice-versa. Em outras palavras, é o proprio
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principio de equivaléncia que nos diz que podemos fazer isto, ou seja, quando trabalhamos
no espago curvo temos a liberdade de fazer transformacoes gerais de coordenadas e,
quando no espago plano, temos a liberdade de fazer simples transformacoes de Lorentz
(eis o papel dos indices de espago plano). As transformagoes de Lorentz sdo, em certo
sentido, tranformagoes locais do espago-tempo (no sentido de serem "internas", como as
transformagoes de gauge).

O passo importante agora é descrever deslocamento paralelo neste contexto. Temos
agora duas maneiras diferentes de se fazer deslocamento paralelo. Uma delas é represen-
tada pelo deslocamento usual de objetos entre pontos do espaco-tempo curvo e descrito
em termos da conexao de Christoffel. A outra forma de deslocamento agora inclui mu-
dancas locais, associadas as transformacoes de Lorentz, e deve ser descrita em termos de
uma nova conexao, esta sendo denominada "conexao de spin". Em suma, define-se uma
derivada covariante que seja invariante sob transformacoes locais de Lorentz, da mesma
maneira que o caso da derivada covariante de gauge. O resultado é dado por
B0, — S X ] (3.4)
S O
onde w™ & a conexao de spin (analogo dos campos de Yang-Mills) e X, sdo os geradores
do grupo de Lorentz em D = 4.

Com base na derivada covariante podemos construir o tensor de curvatura associado

mn

.. Neste caso, tem-se que o tensor de "Riemann'sera dado por

a conexao dada por w

RO, = e em iy (3.5)

m-n|T pp?

onde F}1 = J,whi—wPwi . A formulagao lagrangeana segue facilmente quando se constroi

q
P w “or:

o escalar de Ricci associado. A agao associada a este formalismo é denominada acao de
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Palatini|6|:
S = k/d%ee“ en b (3.6)

[m

Agora a caracteristica mais importante. Na acdo acima existem dois campos: a tetrada
e a conexao de spin. Quando calculamos as equagoes de movimento, devemos tomar os
dois campos como independentes. O fato é que a conexao de spin depende da tetrada
por meio das equagoes do movimento. O resultado é que a equacao de movimento para a
tetrada é equivalente a equacao de Einstein, quando levamos em consideracao a equacao
de movimento para a conexao de spin. Por conta disto, este formalismo é dito de primeira
ordem pois termos de derivadas de primeira ordem aparecem somente na parte da acao
(3.6) contendo conexdes de spin. Esta caracteristica pode ser importante na analise de
vinculos deste modelo. Este comportamento nao é observado no formalismo de Einstein.

A conclusao é que a teoria de gravidade ganha agora "ares"de uma teoria de gauge.
Este fato pode ser importante por varios motivos: as outras interagoes da natureza
sao descritas por teorias de gauge; este fato pode mudar a interpretacao dos vinculos
no formalismo hamiltoniano; etc. Embora a métrica do espaco-tempo pareca nao ser
a quantidade fundamental, todo o formalismo de Einstein pode ser reobtido. O que
escreveu-se aqui foi a respeito de uma simples "troca de roupas", pois que a esséncia
da teoria é a mesma nos dois casos. As duas teorias sao equivalentes classicamente e,
quanticamente, apresentam os mesmo tipos de problemas. Passemos agora ao estudo de
um link ainda mais estranho entre dois tipos de teorias: Relatividade Geral e Teorias de

Campos Topolégicas.

3.3 O Formalismo de Plebanski

Nesta secao mostraremos, de maneira bastante sucinta, como construir uma relacao entre

teorias de campos topologicas e vinculadas e a teoria gravitacional. Tal formalismo é con-
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hecido como formalismo de gravidade topologica. Sua utilidade maior esta relacionada
com formalismos alternativos de quantizacao de gravidade. Vamos direto ao assunto.
Aqui seguiremos as convengoes dadas na referéncia [7]. O formalismo leva em consider-
acao as caracteristicas de teorias de gauge apresentadas pelo formalismo de Palatini na
secao anterior. De fato, pode-se mostrar que as transformacgoes gerais de coordenadas no
formalismo de métrica sao transformacoes de gauge no formalismo de Palatini. Vamos

postular a seguinte acao em D dimensoes:
S[A,B,®] = [ d°z[B" Fi + lq) glmlidht guv Boo) (3.7)
T ij STy [m]puvpo ij Pl 1 .

Esta acao, denominada agao de Plebanski, é um funcional de campos de gauge Ai{ (a
serem identificados com as conexoes de spin), campos Egy (que serdo relacionados as
tetradas em dimensoes maiores) e campos multiplicadores de lagrange P avpo (um vin-
culo imposto na teoria). O grupo de gauge da teoria ¢ o SO(D) (trabalha-se no espago
euclidiano). A ac@o acima possui invariancia por transformagoes gerais de coordenadas.
Para se ver isto basta notar que o campo B é uma densidade tensorial de peso 1, en-
quanto que o campo multiplicador de Lagrange ® possui peso —1 (representado por um
til sobre o campo). De maneira a se estabelecer uma relagdo com gravidade, o campo

multiplicador de Lagrange deve satisfazer a seguinte propriedade:

Plm)fuvpo) = 0 (3.8)

Vejamos como esta ligacao acontece. A variagao da acao (3.7) com relagdo ao campo

multiplicador de Lagrange leva & equacao de vinculos abaixo, isto é,

E[m]z’jklég}/gl[;; _ g{a]uvwg{[g}b]’ (3.9)
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para alguns coeficientes E{[Zf]} Aqui, [m], [@] sao indices cumulativos de tamanho D — 4,
respectivamente, indices de grupo e de espaco-tempo. O significado destes vinculos sobre
os campos B acima ¢ traduzido no seguinte teorema: Um campo nao-degenerado B sat-
isfaz os vinculos (3.9) se e somente se existe ef' tal que Eg” = i]e|e£“e?]. Se substituimos
este resultado de volta na agao de Plebanski (3.7) obtemos a acao de Palatini (3.6) para
a gravidade. Por conta deste resultado, pode-se definitivamente dizer que a métrica nao
¢ mais a quantidade fundamental neste tipo de modelo para gravitacao. Se deformarmos
a variedade do espacgo-tempo de alguma maneira, mudando a métrica, nao observare-
mos efeitos neste tipo de teoria por esta ser de natureza puramente topologica. Esta é a
grande vantagem deste modelo. A formulac¢ao hamiltoniana muda com esta interpretacao
e propicia uma maneira de quantizar este tipo de teoria. Porém, discutiremos apenas
aspetos classicos desta equivaléncia.

Agora, a questoes a serem discutidas neste trabalho tem a ver com a uniao das
idéias de teorias de dimensoes extras contendo membranas com esta interpretacao de
gravidade topologica. As conclusoes do modelo de Randall-Sundrum sao as mesmas
quando utilizamos o formalismo de Gravidade Topolégica? FEsta é a pergunta chave

deste trabalho.

28



Capitulo 4

Hierarquia de Gauge de um ponto de

vista topolégico

4.1 Introducao

Neste capitulo exploramos uma alternativa ao ponto central do modelo de Randall-
Sundrum, ou seja, a métrica particularmente nao-fatorizavel. Usando uma teoria par-
cialmente topolégica mostra-se que o fator exponencial, crucial no modelo de Randall-
Sundrum, aparece somente devido & existéncia da membrana, independente de se trabal-
har com uma métrica em especial. As discussoes contidas neste capitulo sao resultados do
trabalho "Gauge Hierarchy from a topological viewpoint?", publicado na revista Physics
Letters B-600(2004) 151 — 156.

Algumas pesquisas tém sido feitas no sentido de se implementar membranas em
termos de defeitos topologicos de maneira a se resolver o problema de Hierarquia [8].
Aqui a membrana é simulada por um hiperplano de dominio 3-dimensional embutido em
espago-tempo 5-dimensional. Paredes de dominio (parentes em D = 3 dos hiperplanos de
dominio) sdo simples solitons, objetos que possuem grande estabilidade devido & topolo-

gia nao-trivial do espago de parametros de uma teoria especifica [9]. Elas apenas surgem
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em modelos onde ha transicoes de fase, ainda quando simetrias discretas sao quebradas.

Para se estudar o problema de hierarquia escolhemos trabalhar com gravidade topolog-
ica. Motivando-se em recentes pesquisas no contexto de gravidade quantica [10, 11], estu-
damos gravidade do tipo B A F' |12, 13]. Entdo pode-se afirmar que nosso modelo possui
caracteristica basicamente topologica porque 1) a membrana existe devido & topologia do
espago de parametros deste modelo e 2)Gravidade é independente de métrica. Veremos
que tais caracteristicas fornecerao interessantes resultados quando comparados aqueles

originaros do modelo de Randall-Sundrum.

4.2 O Modelo

O modelo é baseado na seguinte agao:

vat p\

1
S = / 2 50,80"0 + Kepapd Hpo s — V (0)]. (4.1)

Nesta acao o campo # é um campo real e pseudo-escalar que esta relacionado com o hiper-
plano de dominio. Neste contexto, a presenga do termo cinético para o campo 6 (jun-
tamente com o potencial de quebra de simetria), é requerido para se construir o defeito
topoldgico (hiperplano de dominio). Nos fazemos a observacao aqui de que o campo 6 atua
como campo de background de maneira a gerar a membrana onde construiremos uma teo-
ria efetiva do tipo BF. Os campos H;,, e )\ sao tensores de tensoes associados a campos
de gauge nao-abelianos e serao relacionados a graus de liberdade gravitacionais. Eles sao
definidos como, em teorias de gauge puras, Hy,,, = 9, Bg, +0,B%,+ 0. B, + g f**“ A, B,
e Fj, =0,A; —0,A; + g’fabCAZAf,. O segundo termo desta acao é um termo topologico
que generaliza para D = 5 o termo 6 da QCD. Para se ver este fato, é suficiente fazer uma
simples redugao dimensional, isto é, define-se Bg5 = —Bgu = V¥, AS = ¢, Esvapr = Evapx

e 0;G(z") = 0, onde G é qualquer campo deste modelo. Entao, o termo 6 surge como re-
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sultado do procedimento de redugao dimensional (compactificagdo) definido acima como

/ d*wke yapr0H o Foy — / A Tk e, apr OV Foh, (4.2)

onde V2 = 9,V¢ — 0,V + gfVPVe. Identificando V¢ com A2 obtem-se o termo
discutido. Por conta deste fato, o campo 6 pode ainda ser pensado como representando o
axion. O axion surgiu como uma proposta parase resolver o problema de violagao CP em
interagoes fortes [14]. A presenca de instantons na teoria resulta em novo termo efetivo
na acao da QCD, ou seja, ~ fd%s”ap)‘@FfaFgA, termo o qual viola a simetria CP. O
problema ¢ resolvido quando adiciona-se na teoria o campo axionico com a imposigao de
uma nova simetria, a simetria de Peccei-Quinn, que é § — 6 + a (a é uma constante que

contem os termos que violam a simetria CP na QCD). A ac¢do (4.2) é invariante sob uma

transformacao de simetria de Peccei-Quinn

0 — 0+ 2mn. (4.3)

O potencial axiénico é dado por

V(0) = A(1 — cosb), (4.4)

o qual preserva a simetria de Peccei-Quinn. Entretanto, esta simetria é espontaneamente
quebrada em escalas de energia da ordem de Mpg ~ 10" —10'2GeV. Este valor é obtido a
partir de vinculos cosmologicos e experimentais [15]. O potencial (4.4) ndo é interessante
para nossos propositos. O fato é que paredes de dominio surgiram pela primeira vez
no universo na era da transicdo de fase da QCD, isto é, quando Top ~ 100MeV [16],
uma escala relativamete proxima da escala da teoria eletrofraca M., ~ 103GeV. Nesta
situacao, a simetria de Peccei-Quinn é quebrada explicitamente por efeitos de instantons

((Upg(1) — Z(N))). E possivel simular esta quebra explicita por meio de um simples
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modelo tedrico. Para tal, escrevemos V(6) como um potencial em termos de poténcias
de 0, o que é equivalente a tomar termos somente até segunda ordem na expansao da Eq.
(4.4). Propomos o seguinte potencial

A
4

V() = 2(6° — v?)?, (4.5)

o qual quebra explicitamente a simetria Upg(1) de Peccei-Quinn, de maneira a gerar
a membrana em uma energia proxima da escala da teoria eletrofraca. Entretanto, este
mecanismo leva a uma grande disparidade de escalas, isto é, existe uma disparidade entre
a massa de Planck Mp;, ~ 10'8GeV e a escala de quebra explicita de Upg(1): assumimos
esta disparidade como a nossa versao do problema de hierarquia.

A equagao de movimento para o campo 6 considerando o potencial (4.5) é dada por:

0+ A0P — A0*0 = keapn HY o FE (4.6)

vt pA*

Esta equagao é facilmente resolvida. Supondo uma configuracao estatica e que 6§ =

0(x4), a solugao é:

O(zy) = vtanh(\/gvm). (4.7)

Esta solu¢ao define uma 3-brane embutida em um espago-tempo (4 + 1)-dimensional.
A escala de massa deste modelo é m = Vv e a espessura da membrana ¢ dada por
m~t. Com estas informacoes podemos agora discutir a teoria efetiva na membrana. Uma

integracao por partes do termo topologico na acao (4.1) resultard em
Epvaprd (1) Zua ,;l/\ = —3€wapr9u By, ;/\ T (4.8)

onde nao consideramos interagoes mais complicadas e termos lineares em 6 (a fungao
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(4.7) é impar). Pelo fato de § = 6(z4) a soma no indice p resultard somente em um
termo de derivada com relacao a coordenada 4. Entao, o tensor de Levi-Civita €,,apx
serd um auténtico tensor quadridimensional: €4papy = Evapr. Assumimos aqui que os
tensores Bjj, e A, sao fracamente dependentes da coordenada z4. Entao, o segundo

termo da agdo (4.1) é reescrito como

Sw/d4l’€yap)\Bzana)\[ lim k'// da;4(946’(a:4)], (49)
0

Te—+00

onde 7. representa a extensao maxima da dimensao extra. Este altimo resulado mostra a
contribuic¢ao do hiperplano de dominio para a teoria efetiva em quatro dimensoes. Pode-
se ver que, efetivamente no hiperplano a teoria é descrita por um termo topologico nao
abeliano do tipo B A F. A importancia deste resultado reside no fato de existirem varios
tratamentos de gravidade topologica que se utilizam de modelos tipo BA Fem D =4e
modelos de Chern-Simons em D = 3. Na referéncia [12|, os autores constroem gravidade
BF em termos de uma teoria de gauge SU(2), D = 4 de maneira independente de base.
O ponto fundamental que consideramos nesta referéncia é que o campo tensorial B é uma
1-forma de gauge. Reforcamos aqui que a estrutura do termo BF em nosso trabalho é a
mesma que a discutida na referéncia [12|, ou seja, nossa gravidade BF na membrana é
do tipo SU(2), D = 4.

Nota-se que esta discussao abre a possibilidade de se tratar gravidade topologica "lo-
calizada'na membrana. Nestes tipo de modelos, os campos fundamentais sao conhecidos.
Por exemplo, as tetradas em D = 4 geram a métrica do espago-tempo, sendo esta agora
um objeto secundario. As simetrias de gauge desta teorias sao, na realidade, as simetrias
da Relatividade Geral [13|. Pode-se mostrar que, usando campos de tetradas, uma agao

do tipo B A F' nos fornece
/ d*wke"* Bl Fo — k / d*z\/gR, (4.10)
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a qual é a acao de Einstein-Hilbert para o campo gravitacional, onde R é o escalar de
curvatura e g é a métrica do espago-tempo [12]. Nao se sabe ao certo se a Eq. (4.9) pode
realmente descrever a dinamica do campo gravitacional [17]. Em um modelo deste tipo,
a constante k tem uma relacao direta com a massa de Planck. Das Eqs. (4.9) e (4.10)
pode-se ver a relacao entre a massa de Planck ky em D = 4 e a dimensao extra:

re—+00 0

O limite r. — +o00 garante a estabilidade topologica do hiperplano de dominio. Substi-
tuindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.11), considerando um valor finito para r. (o que significa

que o hiperplano de dominio é um objeto finito), pode-se mostrar que
ky=Kv(l—e ) (1+e )1 (4.12)

onde y = \/gvrc é a dimensao extra multiplicada por um fator de escala. Este resultado
é bastante interessante: como o modelo é topologico, o fator exponencial nao deve surgir
de uma métrica em especial. Aqui o fator exponencial surge apenas devido a existéncia
da membrana. Como no modelo de Randall-Sundrum, mesmo para o limite r. — 400,
a constante de Planck 4-dimensional tem valor especifico. Esta é a razao pela qual
acreditamos que este modelo pode ser usado para tratar o problema de hierarquia.
Pode-se fazer uma estimativa da ordem de grandeza da dimensao extra considerando
que a espessura do hiperplano de dominio é da ordem de M,,, ~ 103GeV . Isto significa
que os campos confinados ao hiperplano nao percebem a existéncia da dimensao extra, a
menos que sofram interacoes que envolvam energias maiores que M,,,. Neste caso, podem
escapar para fora da membrana, vivendo agora no espaco-tempo de dimensdes maiores
[18]. Pelo calculo da energia por unidade de volume o do hiperplano de dominio pode-se

encontrar uma simples equac¢ao polinomial de grau trés na variavel z = 6(r.) contendo
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todas as informacoes a respeito da transicao de fase:
mlo = V2vz — V2m 128, (4.13)

Para o caso do modelo de Randall-Sundrum, o tamanho da dimensao extra é calculada
por meio do campo denominado radion [19], ou seja, existe um mecanismo de estabiliza-
¢ao da dimensao extra por meio de quebra de simetrias envolvendo campos que vivem
especificamente nas dimensoes extras [20].

Discutiremos agora a respeito de matéria confinada na membrana. E fato bastante
conhecido que paredes de dominio possuem estados ligados de campos [18]. Para o caso de
campos escalares, foi mostrado usando aproximacao WKB que um particular modo-zero

vivendo vivendo na membrana ¢ descrito pelo seguinte campo:

4
(2%, 2t) = %exp(—'k -z +iE2°); E? = (k-k)* (4.14)
T

Na tltima equacao, dfig) = C’e’2Am4(1+e’Am4)’2, C e A sao parametros constantes. Em

particular, resultado similar é valido para férmions. Entao os modos-zero, bosonicos ou
fermionicos, aparecem multiplicados por um fator de escala exponencial, caracteristica
que lembra o resultado do modelo de Randall-Sundrum. Apesar do fato dos campos
escalares serem nao-massivos, existem mecanismos envolvendo varios campos escalares
em interagao [21| que geram quebra esponténea de simetria no nticleo de um defeito
topologico. Desta maneira, os campos confinados podem adquirir massas diferentes de
zero. Para se mostrar este resultado para campos escalares, usamos um modelo de dois
campos escalares reais: ¢(z° z,z*) and n(2°,z). Consideramos o primeiro campo como
um campo confinado 4-dimensional, isto &, (2%, z, 2%) = f(2*)p(2°,x), onde f(x*) o fator

exponencial que surge devido a presenca da dimensao extra. O segundo campo é nao-
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massivo e puramente quadridimensional. Constroi-se a seguinte densidade lagrangeana
1 " 1 " 9 9
L= S0,0"n + 50,00"6 — g&'n® — V(9), (4.15)

onde V(¢) = —m?¢? + %9254 é um potencial que quebra espontaneamente a simetria
¢ — —¢ apresentada por este modelo em particular. Neste caso, se a dimensao extra
¢ finita e constante, entao, durante a transicao de fase, somente o campo ¢ iré oscilar,
isto &, & = f(xt)p — f(z")[v + x], onde v é o valor esperado de vacuo para o campo
¢ e x é a flutuacao em torno do vacuo. Trabalhando esta idéia na lagrangeana acima
pode-se mostrar que, depois da transicao de fase, o campo 1 adquire uma massa da ordem
de f(z*)v ~ e 24%4(1 + ¢=4%4)~ly. Esta expressido é bastante semelhante ao resultado
do modelo de Randall-Sundrum [5], o qual produz uma massa fisica para os campos
do modelo padrao corrigidas pelo fator exponencial devido a métrica do espago-tempo.
A conclusao é que este mecanismo pode gerar escalas de massas a partir de campos
confinados na membrana, sem o requerimento de uma métrica particular.

Existe uma observacao final que deve ser feita a respeito de gravidade no contexto
discutido aqui neste trabalho: os modos-zero de campos de matéria vivem efetivamente
em D = 4 e, portanto, devem contribuir para o tensor energia-momento efetivo em
D = 4. Estes campos sao, de fato, fontes de curvatura no espaco-tempo do hiperplano de
dominio. Consequentemente pode-se construir um termo de propagacao para o campo
gravitacional em D = 4 (na membrana). Entretanto, como pode ser visto a partir da Eq.
(4.10) é possivel construir um termo de propagagao para gravidade a partir de um termo
topologico. Portanto é interessante discutir se é possivel usar a Eq.(4.9) como um termo
de propagacao auténtico para tais graus de liberdade gravitacionais. Tais observagoes

serao discutidas nos proximos capitulos [22].
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4.3 Conclusoes e Perspectivas

Em resumo, mostrou-se que um simples modelo topologico de teoria de campos tem car-
acteristicas bastante interessantes para se resolver o problema de hierarquia de gauge de
maneira bastante similar ao resultado produzido por L. Randall e R. Sundrum. Com este
modelo construimos uma 3-brana estével (um hiperplano de dominio) que simula nossso
universo quadri-dimensional e argumentamos a respeito da possibilidade de localizacao
de gravidade topologica. Por conta destes fatos, o fator exponencial aparece somente
devido a existéncia da membrana e nao de uma métrica especial. Entao, calculamos a
massa de Planck efetiva em D = 4, apontando a semelhanca entre este resultado e aquele
do modelo de Randall-Sundrum. Calculou-se uma equacao polinomial para o tamanho da
dimensao extra usando somente caracteristicas de modelos contendo paredes de dominio.
Finalmente, fez-se um comentario a respeito de modos-zero ligados a membrana, obser-
vando o fato de que tais modos sao multiplicados por um fator de escala exponencial.
Esta caracteristica torna possivel a emergéncia da escala da teoria eletrofraca.

Nao foi feito comentario algum a respeito de constante cosmologica neste modelo. De
fato, no modelo de Randall-Sundrum a constante cosmologica é bastante importante por
ser responsavel pela forma final da métrica dada por Eq. (4.1). Outro fato interessante
é que modelos de membranas podem responder a seguinte questao: Por que a constante
cosmoldgica € tao pequena? Estes sao alguns problemas interessantes a serem estudados
nesta abordagem topologica.

A analise de modelos contendo varias paredes de dominio é também interessante.
Neste caso, o potencial que implementa a transicao de fase possui muitos vacuos estaveis.
Paredes de dominio interpolando estes pontos de vacuo irao surgir em posicoes bastante
definidas: a distancia entre duas paredes é constante devido a estabilidade topologica do

modelo. Pode-se ver este fato como alternativa de se resolver o problema de estabiliza¢ao

de "moduli"?
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Capitulo 5

Modelos Equivalentes em Membranas

5.1 Introducao

Neste capitulo discutimos como se obter teorias parcialmente topolégicas em membranas.
Os modelos sao ditos parcialmente topologicos pelo simples fato de que somente alguns
termos da acao sao invariantes topologicos, ou seja, nao mudam sua forma matemaéatica
depois de uma deformacao do espaco-tempo. Faz-se uso de modelos equivalentes (BF-
Maxwell, B¢p-Maxwell, etc.) bastante conhecidos na literatura. O objetivo principal é
fazer a analise de teorias tipo BF no contexto de membranas de maneira a se aplicar os
resultados posteriormente em modelos de Gravidade Topolégica. As discussoes contidas
neste capitulo sao resultados do trabalho "Topological and equivalent models on brane-

worlds"publicado na revista Modern Physics Letters A22:1503-1511, 2007.
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5.2 Teorias Topoldgicas em Membranas Soliténicas (caso
abeliano)

Implementamos a teoria através da seguinte acao em D =5 + 1:

S = / dSx (—ﬁHMNpHMNP + geMNPRES o () HynpHors + %8M¢8M¢> +V (gb))

(5.1)
Nesta acao, Hynp = OuBnp + OnBpy + OpByn (M, N, P =0,...,5) é o tensor in-
tensidade de campo para o campo de Kalb-Ramond Bj;y. O campo Bj;y tem uma
importante funcao em teoria de cordas: ele acopla-se de maneira matematicamente cor-
reta a folha-mundo da corda de maneira bastante similar ao acoplamente entre o campo
vetorial de gauge Ajs e a linha de universo de uma particula pontual. O campo ¢ é real

e pseudoescalar, e V (¢) é o termo de energia potencial que fornece um mecanismo de

transicao de fase:

V(p) = A (1 —coso) (5.2)

De fato, a solucao para o campo ¢ para o potencial especificado acima é
¢(z) = 7 + 2arcsin(tanh V/\2) (5.3)

para ¢ € (0,27) quando z — £o0o. Esta solu¢ao corresponde ao setor topoldgico que
possui apenas um soliton [23, 24]. O segundo termo na agao (5.1) é um termo que
generaliza o acoplamento que surge da anomalia da simetria de Peccei-Quinn [25] em
D =341, isto é, ¢ — ¢ + a. Esta simetria ¢ quebrada pelo termo de potencial escrito
em termos do campo ¢. Em uma transicao de fase, apenas este tltimo campo adquire
valor esperado de vacuo (VEV) diferente de zero. Para o caso da agdo (5.1) a transigao

de fase favorece o surgimento de dominios contendo diferentes fases do campo ¢: de fato,
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o vacuo da teoria contém varios minimos desconectados, isto é, o potencial é minimizado
quando ¢ygeuuwm = 27N, onde n é um nimero inteiro. Os dominios criados sao separados
por hipersuperficies solitonicas dinamicas topologicamente estéveis. Neste sentido, estes
objetos podem decrever o comportamento de membranas |26]. Para que isto acontega
corretamente, a dimensao do espaco-tempo é D = 5 + 1 e a hipersuperficie descreve um
mundo de dimensao D =4 + 1. Agora pode-se entender mais o segundo termo em (5.1)
(considerando que ¢ apenas depende da coordenada z |23]|) de maneira a obter novos
termos via integracao por partes. O primeiro termo obtido é um termo de derivada
total e pode ser desconsiderado. O termo seguinte ¢ identicamente nulo por causa da
antissimetria do simbolo de Levi-Civita. Pode-se escolher um sistema de coordenadas
adequado de maneira a obter ¢ = ¢(z). Esta é uma simplificagdo padrao em estudos
de modelos contendo paredes de dominios [27]. Como o campo ¢ depende apenas da

coordenada z. O termo topoldgico pode ser reescrito como segue:
StOp. = 3a/d5l’d2 (83NPQR583¢ (Z) BNPHQRS) (54)

Considera-se agora que o campo Bj;n depende fracamente da coordenada z. A dis-
cussao a respeito da fraca dependéncia dos campos deste modelo na coordenada z esté
relacionada com método de separagao de variaveis e finitude das integrais envolvidas.
De maneira a entender melhor este aspecto pode -se analisar um exemplo. Toma-se a
seguinte agao

SN/dZ/d5ZL’€MNPQR38Z¢ (Z) BMNﬁpBQR

e faz-se a separagao usual de variaveis Byny = by n (2) a(z) para obter
S ~ /dza2 (Z) az¢ (Z) /d5x€MNPQR3bMN (l’) 8prN (.T) .

De maneira a obter uma acao efetiva em dimensionalidades menores para o campo
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by (x) deve-se garantir que a integral acima na variavel z seja finita. Isto dependera
da forma de a/(z). Entdo, o significado da dependéncia fraca na coordenada z é que no
limite de parede fina a (z) — 1 pois sabe-se que [ dz0.¢ (z) — [ dz0 (z) é finita. Se nao
é feito tal requerimento tem-se que [ dza?(2) 0,9 (z) ~ [dza? (2) 0 (z) ~ a? (0) deve ser
finita.

Portanto, considerando que Bj/n depende fracamente da coordenada z, eq. (5.4)

pode ser reescrita como:
StopA = /dSJI (]ngNPQRSBNPHQRS) (55)

Esta ultima equagao mostra que sobre a hipersuperficie surge um termo topolégico efetivo
com uma constante de acoplamento k que possui dimensao candnica de massa. Esta
constante de acoplamento é quantizada de varias maneiras [23, 28]. A teoria efetiva
sobre a hipersuperficie é completamente 5-dimensional. Este termo é bastante similar ao
termo de Chern-Simons [28|, que é escrito em D = 2+ 1 com o campo vetorial de gauge

A .

e

S.s = g/d?’a:s“bcAanc (5.6)

Entretanto, o termo em (5.5) é escrito somente com o campo tensorial antissimétrico
By Tal tipo de termo foi usado para se estudar algumas peculiaridades da Radiacao
Cosmica de Fundo (CMBR) [29] no contexto do cenario de Randall-Sundrum [5]. E
interessante agora estudar as propriedades da a¢ao (5.1) em espagos-tempos de dimensao
menor usando métodos de reducao dimensional. O método de reducao dimensional usado
neste artigo concorda com o método usual de reducao de Kaluza-Klein se restringimos
o estudo somente aos modos-zero quando o raio da dimensao extra ¢ muito pequeno.
Nesta situacao obtemos teorias efetivas contendo apenas campos nao-massivos. Entao,

supondo que os campos da ac¢ao (5.1) sao independentes da coordenada z); = 5 a qual
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nao é a coordenada argumento do campo ¢ (z) e definindo

BPG = VP

Bsp = —Vp

Viun = OV — OnVir

a acao (5.1) torna-se:
1 1 1
S = /d5$ <_ZVMNVMN - mHMNPHMNP + geMNPRRG (N ViynHpor + 56M¢8M¢ +V (¢))

Esta acao em D = 4+ 1 possui agora um campo vetorial de gauge V), proveniente da
reducao, e contem ainda o campo real e pseudoescalar ¢, que novamente pode gerar novas
membranas solitonicas em dimensoes menores. Neste caso, a dimensao do espago-tempo
¢ D =4+ 1 e a hipersuperficie ¢ um universo D = 3 + 1. Se observamos a teoria efetiva
sobre a hipersuperficie obtemos que, reescrevendo o termo topoldgico da acdo (5.8) como
em (5.4) e (5.5),

Shop. = / d*z (ke™ " Vo Byy) (5.8)

Pode-se notar que a teoria sobre a hipersuperficie é estritamente quadri-dimensional. Se
o campo V,, é identificado com o quadri-vetor potencial A, entdo obtemos a agao para o
modelo B A F sobre a membrana [30]. Esta acao, sob certas condi¢oes pode fornecer um
mecanismo de geracao de massa topologica para o campo A, ou para o campo B,,.

Partindo de (5.8), a discussao para dimensdes mais baixas (D = 3+1 and D = 2+1),
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usando os mesmos passos, levard a seguinte acao topologica:
Srop. = / dhzk [0 (2) 0,00, Bap + 70 (2) Fyus W) (5.9)

Os campos ¢ and W,, = 0,W, — 9,W,, surgem como graus de liberdade provenientes
da redugdo dimensional. Estes campos sdo definidos da mesma forma que em (5.7).
Se trabalhamos com o primeiro termo de (5.9) na membrana, encontra-se uma teoria
topologica diferente [31]:

S = /de (gs“bcﬁachbc) (5.10)

Identificando novamente em (5.9), no segundo termo, o vetor W, com o campo vetorial
de gauge A,, obtem-se a interacao anomala entre o campo pseudoescalar ¢ e o campo de
gauge A,. Este termo, rearranjado na membrana, se reduz ao termo de Chern-Simons

escrito na equagao (5.6), com uma constante de acoplamento quantizada [23].

5.3 Teorias Topoldgicas em Membranas Solitonicas (caso
nao-abeliano)

Teorias nao-abelianas fornecem mecanismos alternativos de tratamento e quantizacao
de Gravidade |28]. Recentemente, o estudo de teorias de gravitagdo independentes da
métrica do espago-tempo ganhou for¢a [32]. Como aplica¢oes dos resultados discuti-
dos acima, mostraremos como obter termos topologicos nao-abelianos induzidos sobre
hipersuperficies solitonicas. Estes tipos de estudos podem ser importantes no contexto
de gravidade topologica em membranas. Neste caso, a membrana emerge a partir do

mesmo mecanismo de transicao de fase ja discutido. Nesta descricao, considera-se a
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seguinte agao:
1 o
S = /d4x <§8u¢8“¢ + V (¢) + ket ¢ (2) F;Z,F;p> (5.11)

Nesta acao, Fﬁl, = 0,A, — 8,,AL + gfijkAﬂAﬁ, onde i,j,k = 1,....,m e ¢ é uma campo

pseudoescalar real. Como discutido antes, escrevendo o terceiro termo de 5.11) sobre a

hipersuperficie, obtem-se a seguinte agao efetiva:
S=k / APzt (8MAZAZ + gfabcAZAl;Ag) (5.12)

Este termo é bastante similar ao termo de Chern-Simons nao-abeliano. Como discutido
por Deser e Jackiw |28], o termo de Chern-Simons nao-abeliano nao é invariante sob "large
gauge transformations". Entretanto, este comportamento pode ser evitado se considera-
se a quantizacao da constante de acoplamento desta teoria. O termo encontrado em
(5.12) pode ser usado para se descrever gravidade em D = 3 da mesma maneira que nas
referéncias [32, 28|.

Outro modelo pode ser obtido partindo da seguinte acao em D = 5:
1 . .
S = / dx (§8M¢8M¢ +V () + keMNPRE (1) H&NPQFC@R) (5.13)

onde H¢np = Oy By p+0n By +0pBiyn+9 f9* AL By p (M, N, ... =0, ...,5). Neste tl-
timo caso, depois de simples calculos obtem-se uma acao que possui um termo topologico

nao-abeliano efetivo do tipo B A F":
pv* ap

S =k / 'z P B° FO (5.14)

esta acao ¢ considerada a base para tratamento de gravidade independente de métrica

em D = 4 como teorias de campos topologicas e vinculadas.
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5.4 Teorias Equivalentes em Membranas Solitonicas

Nesta se¢ao discute-se um procedimento de construcao de teorias equivalentes em mem-

branas. Parte-se da seguinte acao em D = 5:
5.1 M k unpor K oun P
S = d x[§8M¢8 ¢ — V(¢) — 55 gbaMBNpFQR — EB BMNapV ] (515)

O campo ¢ ainda é responsavel pelo surgimento da membrana solitonica, neste caso, uma
3-brane. O campo Fj;y é o tensor intensidade para o campo vetorial de gauge A/, ou
seja, Fyn = Oy An — OvApr (estamos tratando o caso abeliano) e Byy € um campo
tensorial antissimétrico, o campo de Kalb-Ramond. O objeto vetorial VM no quarto
termo representa um parametro adicional no modelo, isto é, representa mais liberdades
de gauge na teoria. Esta liberdade pode ser fixada escolhendo uma diregao preferencial
para a qual VM aponta. Com uma escolha deste tipo pode-se quebrar a simetria SO(1, 4)
de Lorentz do modelo. Procedimentos similares foram feitos no contexto de gravidade
topologica [33]. Outras linhas interesantes deste procedimento foram feitas em cenarios
com quebra de simetria de Lorentz [34].

No background da membrana solitonica tem-se que ¢ = ¢(x4), e escolhe-se V# =

(0,0,0,0,¢) de tal maneira que os tltimos termos da agao (5.15) podem ser rearranjados:

/

k k
S ~ /d5x[§54NPQR04¢($4)BNpFQR + 504¢(1B4)BMNBMN] (516)

Nota-se que esta tultima equacao ainda é invariante sob ¢ — ¢+a. Fazendo a aproximacgao

de parede fina, ou seja, s¢(x4) = §(x4) e definido ¢* = %l obtem-se
4 1 vafB\ 1 2 paf
S~k [ desd(xy) | d x[§€ B,oFay\ + 59 B* B,g], (5.17)

dva A = guaﬁA )

onde foi feita a identificacao ¢ A conclusao é que obtem-se o modelo
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B A F-Maxwell em D = 4
4 1 vafS\ 1 2 pap
S ~ d I[§€ Bl/aFB)\ + Qg B Bag]. (518)

Este modelo, como sabe-se, é equivalente a uma teoria de campo vetorial de gauge livre
e nao-massivo [35]. Em suma, chega-se neste resultado por uma quebra explicita da
simetria de Lorentz SO(1,4) para a simetria menor SO(1, 3) por meio da escolha de V*
apontando para uma dire¢ao preferencial e a suposicao de que ¢ = @(x4).

O procedimento explicado acima pode ser aplicado a outros tipos de teorias. Em
particular, pode-se obter resultados similares para teorias em baixa dimensionalidade. A

titulo de exemplo, considera-se os seguintes modelos em D = 4:
1
S = /d%[éaﬂgba“(b —V(p) — ka“”aﬂgzﬁa#WVFaﬁ + k’W“W/ﬁAV’\] (5.19)

g = / d4x[%8ﬂ¢3“¢ — V(¢) — ke"*®$3, B,adpp — %BO‘BBQ[;&AVA] (5.20)

nestes casos existem mais campos: W# é um campo de gauge abeliano no primeiro
modelo e ¢ é um campo escalar real no segundo modelo. Estas duas teorias tem simetria
de Lorentz SO(1,3). Novamente , escolhendo V* = (0,0,0,¢) e ¢ = ¢(x3) quebra-se a

simetria SO(1,3) para SO(1,2). No limite de parede fina obtem-se as seguintes teorias:

S ~ / B r[e W, Fy. — g*WW,] (5.21)
1
S~ /d?’x[eachabacgo+ §ngabBab] (5.22)

O primeiro modelo é chamado BA F-Maxwell em D = 3 o qual é equivalente a uma teoria
de Maxwell livre e ndo-massiva. O tltimo modelo é denominado By-Klein-Gordon [31]

o qual é equivalente a uma teoria de Maxwell livre e nao-massiva ou ainda equivalente a
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uma teoria de Klein-Gordon livre e nao-massiva.
E interessante agora estudar as simetrias de gauge apresentadas por estes tipos de
modelo. E bastante claro, por exemplo, que a acdo (5.15) ndo é invariante sob as trans-

formagoes de gauge usuais (considerando Vs como um campo de gauge):

De maneira a recobrar a simetria de gauge pode-se fazer uso do formalismo de Stuckelberg

[36] simplesmente redefinindo os campos do modelo:
1 1 .=
9 g
Definindo novas transformacoes de gauge

(qu = 0, 5AM = 8Ma, 00 = —ga, 5VM = 6ME, (525)

55 = —g’a, 5BMN = 8[MAN], 5FN = —AN,

recobra-se a simetria de gauge do modelo. Uma caracteristica importante do modelo é
que a agao (5.15) contem dois campos de gauge, Ay e Vi e, portanto, a simetria de
gauge para este modelo é do tipo U(1) x U(1). Simetrias deste tipo foram discutidas no
contexto de modelos de supercondutores [37]. O ponto importante aqui é que quando
se faz a escolha da dire¢do para o campo VM quebra-se também a simetria U(1) x U(1)
para somente U(1),ou seja, o formalismo de Stuckelberg pode ser aplicado na membrana
para restaurar a simetria de gauge U(1) residual. Os mesmos argumentos sao validos

para outros tipos de teorias.
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5.5 Discussoes e Perspectivas

Nesta secao foi discutido como construir teorias topologicas e teorias equivalentes em
membranas em varias dimensoes do espaco-tempo. Na primeira parte, discutiu-se o surg-
imento de varios termos topologicos tipo Chern-Simons, no caso abeliano e nao-abeliano,
por meio de procedimentos de reducao dimensional. Viu-se que a membrana quebra
a simetria de Lorentz destes tipos de modelos. De maneira a produzir este resultado,
a membrana solitonica do modelo foi simulada por um soliton tipo kink embutido em
espacos-tempos de varias dimensoes. Tais tipos de solitons aparecem no modelo dev-
ido uma quebra espontanea de uma simetria discreta especifica, neste caso em questao,
uma simetria do tipo Peccei-Quinn. Algumas outras caracteristicas relacionados a estes
tipos de modelos foram discutidas: quantizacao de constante de acoplamento, geracao
topologica de massa, gravidade topologica e relacbes com modelos B A F, etc.

Na segunda parte deste trabalho, foi desenvolvido um procedimento de construcao de
modelos equivalentes em membranas. Foi construido, a partir de uma teoria em D = 5, o
modelo B A F-Maxwell em D = 4 e, a partir de uma teoria em D = 4, os modelos B A F-
Maxwell e By-Klein-Gordon ambos em D = 3. O procedimento adotado consiste em
quebrar explicitamente a simetria de Lorentz do modelo por meio de uma escolha de uma
direcdo preferencial no espaco-tempo para o vetor V* presente no modelo. E interessante
notar que no caso do modelo B A F-Maxwell, pode-se implementar através do formalismo
de Stuckelberg uma simetria de gauge do tipo U(1) x U(1) que é quebrada para U(1)
na membrana devido a escolha da direcao preferencial. Outra caracteristica importante
é que sempre se obtem na membrana teorias que sao duais a modelos de campos livres e
nao massivos. De fato, este resultado é compativel com a idéia de localizacao de campos
em membranas, onde os modos-zero (descritos por teorias nao-massivas) descrevem os
campos do Modelo Padrao de Particulas. Uma andlise completa desta idéia deve ser

interessante. Considera-se também importante a generalizacao destes resultados para o
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caso de teorias nao-abelianas. Neste caso, aplicagoes a estudos de gravidade e sistemas

de quarks seriam possiveis.
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Capitulo 6

Gravidade Topologica em Membranas

6.1 Introducao

Neste capitulo, mostra-se como construir Gravidade Topoldgica em um cenério contendo
uma dimensao extra infinita e uma membrana fina do tipo fun¢ao-9. No formalismo de
Plebanski, a conexao entre Teorias de Campos Topologicas e Relatividade Geral ¢ feita
por meio de vinculos expressos em termos de campos multiplicadores de Lagrange ®. O
detalhe importante aqui é que os vinculos sao validos para um espaco-tempo sem qualquer
tipo de fronteira. No caso em questao neste trabalho, tem-se duas regioes distintas do
espaco-tempo: a regiao D = 5 ("bulk") e o hiperplano D = 4 (3-brane) embutido em
D = 5. Em qual regiao devem ser implementados os vinculos citados acima? A resposta é
que se impomos o vinculos em D = 5 entao pode-se obter a agao de Palatini nesta porcao
do espacgo-tempo e também na membrana D = 4. O plano desta secao se resume em,
primeiramente, introduzir uma modificacao na acao de Plebanski de forma a adaptéa-la
ao contexto de membranas e discutir suas simetrias. Entao revemos alguns aspectos da
formulagao de Plebanski de Gravidade Topologica e fazemos uma analise dos vinculos de
nosso modelo. Finalmente, obtem-se a acao de Palatini para gravidade D = 5 juntamente

com um novo termo. Este novo termo pode ser interpretado como a acao de Palatini
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para Gravidade em D = 4 na membrana tipo funcao-delta. As discussoes contidas neste
capitulo sao resultados do trabalho "Topological gravity localization on a delta-function

like Brane'"publicado na revista Modern Physics Letters A22: 2939-2946, 2007.

6.2 O Modelo

Gravidade topologica pode ser estudada por meio de teorias de campos topologicas e
vinculadas. Aqui seguimos convengoes introduzidas por Freidel et al. |7|. Portanto,
considera-se caracteres gregos como indices de espaco-tempo, caracteres latinos represen-
tam indices internos de grupos, e "til"sobre ou sob os campos representa o fato destes
serem densidades tensorias. O modelo é baseado na seguinte acao em D = 5 dimensdes:

= [ [ BB+ a7 B 0

onde Lygne = %@gp@“(p —V(p). Esta agao é um funcional que depende de campos de

gauge Afj com grupo de gauge SO(4, 1), campos bivetorias B campos multiplicadores

ij
de Lagrange ®,,,,,, € um campo real escalar ¢. Os dois primeiros termos definem a acao
de Plebanski em D = 5. O segundo e o terceiro termos representam a parte da agao que
gera a membrana do modelo (3-brane). De fato, esta 3-brane é uma parede de dominio
embutida em um espago-tempo D = 5. Para isto, nos supomos ¢ = @(r4) e usamos
V(p) = M1 — cosg). O ultimo termo na equagao Eq.(6.1) é um termo topologico que
fornecera uma acdo do tipo BF efetiva sobre a 3-brane em D = 4. E justamente este
termo o responsavel por gravidade topoldgica na membrana.

Feitas as primeiras apresentacoes é importante agora discutir as simetrias deste mod-
elo. A primeira simetria tem caracteristica discreta: a agao é invariante sob a transfor-

magao ¢ — ¢ + 27 (esta simetria é do tipo Peccei-Quinn). Esta simetria é importante

porque, se quebrada espontaneamente, produzird defeitos tipo kink. O defeito corre-
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spondente ao setor topologico contendo somente um soliton sera a 3-brane do modelo (o
modelo de campos escalares tratado aqui é o modelo de Sine-Gordon e, como se sabe,
possui varias solugoes solitonicas). O segundo tipo de simetria é relacionada com transfor-
magoes gerais de coordenadas. Neste caso, esta simetria faz o papel da simetria SO(4, 1)
de gauge. A menos dos termos responsaveis pela membrana, a acao acima descrita é in-
variante por transformacoes gerais de coordenadas: os campos El’j” se transformam como
densidades tensoriais de peso 1, enquanto que os campos multiplicadores de Lagrange se
transformam como densidades de peso —1 (representado pelo "til"sobre o simbolo ‘®*).
O papel feito pela membrana é quebrar a simetria SO(4, 1) em D = 5 de forma a induzir
a simetria SO(3,1) em D = 4. Este fato ndo é surpresa se lembrarmos que em teorias de

cordas tais caracteristicas sao naturais em modelos contendo D-branes.

6.3 Analise dos Vinculos

Antes de estudar a idéia principal deste trabalho, vamos rever rapidamente alguns aspec-
tos da formulagao de Plebanski de Gravidade Topologica. Detalhes mais rigorosos podem
ser encontrados na referéncia [7]. Os campos éz‘;" sao definidos da seguinte maneira:

Eij = Euyaﬁ)\Baﬁ)\ij (6.2)

| =

De maneira a escrever uma acao para Gravidade deve-se computar a variacao da acao
(6.1) com relagdo ao campo multiplicador de Lagrange ®. Para tal, postula-se também

a seguinte propriedade a ser obedecida pelo multiplicador de Lagrange:

s - (6.3)
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Portanto, a varia¢ao da acao (6.1) fornece

5¢)mwpa ijkl pUY 1

mIR B BT = 0. 6.4
5(1)71&67)\ € ij Tkl ( )
Comparando a variacao da Eq. (6.3) com a Eq. (6.4) obtem-se, para alguns coeficientes

m
cht, que

mijkl DU DPT _ m apvpo
"IN B By = cae : (6.5)

Os coeficientes ¢}’ entao satisfazem:
m o__ i mijklé/wépa (6 6)
Co = 5,€auvpcr€ ij Pt - .

A maior importancia da Eq. (6.6) pode ser vista em termos de um teorema introduzido
por Freidel et. al. |7]: *Theorem: Em D > 4, um campo B geral satisfaz os vinculos
escritos na Eq. (6.6) se e somente se ele for contruido em termos de tetradas. Em outras

palavras, se B é nao-degenerado e satisfaz a Eq. (6.6), entdo existem tetradas e’ tais que
Efj” = :|:|e|e£“e§]. (6.7)

Na tltima equagdo, |e| é o determinante da tetrada e!'. Agora, é importante notar que
os vinculos na Eq. (6.6) fornecem campos el 5-dimensionais, ou seja, estamos impondo
os vinculos no espaco-tempo em D = 5. Veremos agora as consequéncias para a fisica na
membrana. Deve-se considerar que nas proximidades da membrana a métrica do espaco-
tempo pode ser escrita em termos das coordenadas £% e w (w é a distancia medida partir

do hiperplano) da seguinte maneira:

ds? = yd€deb — duw?. (6.8)
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Na tltima equagao v = gz’ € a métrica induzida na hipersuperficie D = 4 (esta
métrica é construida com as tetradas discutidos no teorema acima). A equacao do movi-
mento para o campo ¢, considerado estatico e possuindo somente dependéncia na coor-
denada z° = w (p = p(w)), é dada por:

o d

~qwr T 3 V9~ K Gae)” B F | = 0. (6.9)

Substituindo V(@) = A(1 — cos ) e desconsiderando flutuagoes devido aos campos EZ’;”
e F}J, conclui-se que
d2

—d—wﬁ 4 Asing =0, (6.10)

cuja solu¢ao é a membrana solitonica do modelo (neste passo, a simetria ¢ — ¢ + 27
é espontaneamente quebrada, favorecendo o surgimento de hiperplanos de dominio, ou
seja:

o(w) = 4tg texp (\/XU)) (6.11)

6.4 Teoria BF na Membrana

Vamos retornar para a discussao sobre a a¢ao (6.1) e observar o seu tltimo termo, isto &,

dp(w) 2 .
5 I nl)
SbTane ~ k/d X [(W) Bl; Fp,{/

No limite de membrana fina temos % ~ 6(w). Entao, a partir da Eq. (6.12) obtem-se

(6.12)

uma ac¢ao do tipo BF efetivamente 4-dimensional:

Sig — K / d*x [Efj”Fﬁﬂ : (6.13)
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A interpretacao é que, dentro das condi¢oes discutidas, uma teoria do tipo BF deve descr-
ever a fisica no mundo 4-dimensional. E conveniente notar que a quebra espontanea da
simetria discreta discutida aqui induz uma quebra explicita da simetria de gauge SO(4, 1)
para a simetria SO(3,1) na membrana. Os indices gregos e latinos sao enumerados de 0
a4em D = 5. Pelo teorema declarado na Eq. (6.7) pode-se substituir na acao (6.1) o

campo B pela decomposicao em termos de tetradas reescrevendo-a efetivamente como
Serp = j:/d% [‘6(5)’6[IM€JJ]F]{/[JN + k’é(w)]e(A‘)\eE“e;]FZ{, . (6.14)

Aqui escrevemos indices latinos maitsculos de maneira a distinguir entre indices do
espago-tempo em D = 5 e indices do espaco-tempo em D = 4 (a mesma convengao
é seguida para indices internos de grupo). O resultado é justamente a agdo de Palatini
para Gravidade D = 5 juntamente com um novo termo. Este novo termo é a agao de
Palatini para Gravidade na 3-brane (uma membrana tipo funcao delta). A constante
k' na acdo acima carrega consigo informacoes respeito da dimensdo extra, uma carac-
teristica possivelmente tutil para se entender neste contexto o problema de hierarquia de
gauge. A semelhanca entre o resultado (6.14) e aquele obtido por Dvali et. al. [3§]
deve ser notada. De fato, nosso resultado ¢ uma interpretagao topologica do trabalho
de Dvali [38]. Naquele trabalho a agdo (6.14) pode ser obtida por corre¢oes radiativas
devido & matéria pre-existente localizada na membrana ou por especificos acoplamentos
entre Gravidade e campos escalares. Esta tltima é a linha abordada aqui.

Existe outra maneira de obter o resultado (6.14). Considera-se a seguinte a¢ao

~ g 1 e ~ |
S = / da® {BZ”F;J + 5 Pmurpr €™ B B + Lirane + kOa@Cl " Fll |, (6.15)
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onde o campo Cf"* & definido como

e 1 va,
a5t =5 PAChaij- (6.16)

As simetrias desta ultima acao sao as mesmas que as ja discutidas no primeiro modelo.
A membrana ird aparecer devido ao mesmo mecanismo também ja discutido. Pode-se

analisar o ultimo termo da acao (6.15), ou seja,

d ~ -
Sprane ~ k / d%%cg”‘*%. (6.17)

Considerando novamente o limite de membrana fina obtem-se novo termo tipo BF
Sia > K / d'z [5;;.”4533;} . (6.18)

Agora, o detalhe mais importante. Se identificamos os graus de liberdade de 51”].”4 com

aqueles provindos da Eq. (6.7), ou seja, se

4 — D 5)[ V]
Cl lp=a = Bl = £[eef"e}| s, (6.19)
pode-se reobter a agao (6.14). O procedimento de identificacdo estabelecido logo acima
depende exclusivamente de |e®|. Felizmente, um determinante 4-dimensional pode ser
construido a partir deste. Aqui deve-se considerar que a nova constante &’ na Eq. (6.14)
depende da dimensao extra e novamente, esta caracteristica pode ser de grande importan-

cia para se entender novos efeitos fisicos em D = 4 no contexto de gravidade topologica.
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6.5 Conclusoes e Perspectivas

A conclusao mais importante deste trabalho é que pode-se construir um cenario de mem-
branas no contexto de gravidade topologica por meio de teorias de campos topologicas
e vinculadas. Por outro lado, usamos um mecanismo de quebra espontanea de simetria
para gerar a 3-brane do modelo. O procedimento introduzido aqui depende exclusiva-
mente de vinculos impostos no espaco-tempo D = 5. Entao, obtem-se gravidade em
D = 4 partindo da agdo (6.1). em discussoes a respeito da realidade fisica do formalismo
de gravidade topologica, a natureza nao-dinamica dos graus de liberdade neste tipo de
teoria é sempre citada. Ainda nestes termos, o modelo descrito aqui assemelha-se a outros
modelos de localizagao de gravidade. Nestes outros modelos, alguns graus de liberdade
fisicos sao efetivamente aprisionados na 3-brane. Entretanto, no contexto de gravidade
topologica, é dificil afirmar se o mesmo mecanismo pode acontecer ou nao. O tnico
sinal que garante a existéncia de uma teoria 4-dimensional na membrana é matematico:
simetria de gauge SO(3,1) = teoria em D = 4.

Uma questao interessante ¢ a constante cosmologica. Uma generalizacao da acao de
Plebanski resulta na acao de Palatini para Relatividade Geral juntamente com um termo
que representa constante cosmologica [39]. Um termo de constante cosmologica pode ser
adicionado em D = 5. Entretanto, tal termo nao é gerado na membrana por meio dos
calculos desenvolvidos aqui, o que nao é razao suficiente para se concluir que o mundo
em D = 4 nao apresenta este tipo de interacao. Do ponto de vista da teoria classica
tal resultado pode ser correto mas é bastante possivel que correcoes quanticas facam
surgir a constante cosmologica na membrana. Tal fato somente pode ser corretamente
estudado por meio de tratamento quantico adequado. Nas linhas discutidas aqui, a
geracao, se possivel, de constante cosmoldgica na membrana deve ser investigada. No
contexto de gravidade topologica outro assunto interessante é o denominado "parametro

de Immirzi"[40] e consequéncias relacionadas dentro do formalismo de membranas.
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Um passo natural a ser seguido (motivagao fisica) seria a tentativa de se construir uma
versao topologica para o modelo de Randall-Sundrum [5]. As motivagoes por tras deste
passo sao varias: a possibilidade de quantizacao do cenéario; alternativas para se resolver
problemas do modelo padrao tais como o problema de hierarquia,etc;. A importancia
destes resultados esta no fato de que é perfeitamente possivel quantizar completamente
modelos de gravidade topologica (embora novos problema aparegam!). Até onde se sabe,
consequéncias fisicas relacionadas com existéncia de dimensoes extras tem sido formu-
ladas no contexto teorias de gravidade semi-classica, nao no contexto de modelos pura-
mente quanticos. As consequéncias quanticas sao bem-vindas e devem ser estudadas pelo
menos por duas boas razdes: i) resultados importantes e modernos podem ser refor¢ados
(como os provindos do modelo de Randall-Sundrum) e ii) pode-se decidir a favor ou nao
dos formalismos de gravitacao topologica. Acreditamos que estes que nossos resultados
podem ser titeis em investigagoes futuras a respeito de gravidade quantica no background

de membranas.
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Capitulo 7

Mecanismos de Localizacao em

Membranas

7.1 Introducao

Outro assunto extremamente importante em modelos de membranas esté relacionado com
mecanismos de localizacao de campos. Se o Universo vive em uma membrana embutida
em um espagco-tempo onde D > 4 devemos ser capazes de construir todo o Modelo Padrao
de particulas a partir de uma teoria de dimensoes extras. Deste modo, o formalismo de
membranas é completamente alternativo ao de Kaluza-Klein, inclusive até mais natural.
Natural no sentido de se poder fornecer toda uma interpretacao fisica ao processo de re-
ducao dimensional, coisa que nao acontece no formalismo de Kaluza-Klein. Nesta parte
faremos uma breve introducao ao processo de localizacao. Discutiremos essencialmente
como se construir campos escalares e férmions quirais localizados na membrana. O mod-
elo aqui apresentado trata apenas uma membrana, diferentemente do modelo de Randall-
Sundrum. Além do mais, consideraremos que a membrana é um defeito topoldgico tipo
kink embutido em um espaco-tempo onde D = 5. Tal tipo de discussao torna o modelo

de membranas mais realistico, como foi dito acima, além de produzir um espago-tempo
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sem singularidades, como no caso do modelo de Randall-Sundrum [41].
A membrana é introduzida partindo da seguinte acao, onde se procura uma solucao

das equagoes de Einstein neste background:
1
S = /d5x\/—G[2M3R — 5(8@2 — V(e)]. (7.1)

Na acao acima M é a constante de Planck em D = 5 e o campo ¢ gera a membrana
do modelo. A equacao do movimento para o campo ¢ suporta uma solucao tipo kink
mesmo em um background gravitacional. Para este caso, o ansatz para a métrica do
espaco-tempo é:

ds?* = Wy, datda” + dy?. (7.2)

A menos do fator exponencial, a métrica acima preserva a invariancia de Lorentz em
D = 4. De maneira a simplificar este modelo supoe-se que que o campo ¢ e a funcao A
como dependentes apenas da dimensao extra .

Para uma situagao sem o background gravitacional é facil mostrar que, para a funcao
potencial V(¢) = 3(¢* — v?)?%, o kink que modela a membrana ¢ dado por @(y) =
vtanh(ay) onde a? = 72 Esta é uma solucao para a equacao do movimento para o

campo escalar. As equagoes de Einstein para a métrica (7.2) sdo dadas por:
(¢')? = V(¢) = 24M*(A')?, (7.3)

1
2

%(qﬁ’)Q + V(p) = —12M3 A" — 24M3(A")2 (7.4)

Somando as duas ultimas equagoes e integrando duas vezes pode-se obter a fungao A(y)
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considerando a solucao de kink escolhida. O resultado é
_ 2 B 2
A(y) = —fIncosh(ay)” — 5 tanh(ay)*, (7.5)

2 . P ~ 2
onde 3 = g537. Pode-se mostrar que o fator exponencial construido com esta fungao é

localizado em torno da membrana e para grandes valores de y se aproxima da solugao de
Randall-Sundrum |[5].

A idéia agora é analisar a acao efetiva de varios tipos de campos no background dado
pela métrica (7.2). Comegaremos por um campo escalar real sem massa em D = 5. A
questao é "O que acontece quando integramos a dimensao extra y?". Em outras palavras,
estamos interessados em fazer uma reducao dimensional neste tipo de modelo. A acao

para o campo escalar é dada por
S = /d5$\/ —GGMN0M<I>8NCI> (76)

onde ® = &(x,y) depende da dimensio extra como também das quatro dimensoes tan-
gentes 4 membrana. Para a métrica (7.2) a agdo acima pode ser escrita da seguinte

maneira:

S = /dyd4xe4’4(y) [e” AW p ), 0,® + .. ]. (7.7)

Faz-se agora uma separagao de variaveis no campo ®, ou seja, ®(x,y) = p(z)a(y). A

acao efetiva agora torna-se

S = /dyeQA(y)a(y)Q/d%n“”@mp&,gp. (7.8)

Nota-se claramente que existe uma parte da acao que apenas depende das dimensoes
tangentes & membrana. Somente pode-se interpretar esta parte como descrevendo a

fisica em D = 4 de um campo escalar localizado na membrana (o fator exponencial é

61



localizado em torno da membrana) se a parte da integral acima dependente da dimensao
extra for finita. Para tal devemos saber o comportamento da fun¢iao a(y). Isto pode ser

feito por meio da equacao do movimento para o campo ® que é dada por
O (V—GGM"Nond) = 0. (7.9)

Neste caso faz-se novamente a separagao de variaveis no campo ® considerando a métrica
(7.2). Também considera-se que o campo ¢(x) oriundo da separagao de variaveis satisfaga
and,0,0(x) = —m*p(z), a equagao de Klein-Gordon em D = 4. Deste modo mostra-se

que a fungao a(y) satisfaz a seguinte equagao diferencial:

& d
d—y‘;‘ + 4A’d—z‘ = e Mp2a. (7.10)

As solucoes desta equacao para qualquer m? serdo interpretadas como os modos massivos
de Kaluza-Klein se tornarem a agao efetiva (7.8) finita. Em particular, para m* = 0 (o
modo-zero), a equagao (7.10) possui a(y) = cte como uma solu¢do. Neste caso a agao
efetiva (7.8) ¢ finita e diz-se que existe um modo nao-massivo de um campo escalar
localizado ("preso") na membrana.

Para o caso de férmions, deve-se analizar a equacao de Dirac

V¥ + fol =0, (7.11)

onde Vy; = Oy + twapy P ¢ a derivada covariante espinorial para o background (7.2)
e ¢ representa a solugao de kink (a membrana) descrita acima. O parametro f representa
o peso do acoplamento tipo Yukawa entre U (um espinor de Dirac em D = 5) e ¢. As

uinicas componentes da conexao de spin w4pys Sao

Wsp = —€ A (7.12)
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Escrevendo V(z,y) = n(y)v(z) e considerando modos nao-massivos encontra-se a equagao

de Dirac I'*9,7) = 0 em D = 4. Neste caso 7 satisfaz

n' +2A"+ fén =0, (7.13)
para %9 = +1) e
n + 24— fén =0, (7.14)
para Iy = —1). As solucoes das equacoes acima sao
1 = (cosh(ay))*0—Tv/eef tanh (@) (7.15)
para 51 = +4) e
n= (cosh(ay))4ﬁ+f”/aeﬁtanh2(“y), (7.16)
para I'>1) = —. Portanto, o modo de quiralidade negativa nao pode ser localizado na

membrana. Ja o modo de quiralidade positiva, na condigao de f > 4af/v, pode ser
localizado (a fungao 7 é localizada em torno da membrana). Esta é a maior importan-
cia deste tipo de mecanismo: a producao natural de férmions quirais no processo de
reducao dimensional. No caso do mecanismo de Kaluza-Klein, tal fato nao ocorre, sendo
o problema de quiralidade resolvido quando a dimensao extra é considerada como um
"Orbifold".

O processo de localizagao para outros tipos de campos segue as mesmas regras aqui
discutidas. O campo gravitacional é também localizavel neste tipo de cenario |5]. No
entanto, campos de gauge em geral nao sao passiveis de localizacao, sendo necessério

dispor de mecanismos mais apropriados para tal.
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7.2 Campos tensoriais antissimétricos em membranas

7.2.1 Introducao

Em cenarios contendo dimensoes extras no background de membranas um assunto bas-
tante importante esta relacionado com mecanismos de localizacao de varios campos com
os mais variados spins. Tal importancia é devida a uma simples motivacao: baseando-
se nesta idéia todas as caracteristicas de um modelo efetivo em baixa dimensionalidade
devem ser obtidas. Caracteristicas tais como constantes de acoplamento e massas das
particulas fundamentais dependem do tamanho da dimensao extra e este fato pode pode
gerar novos insights para se entender alguns problemas apresentados pelo Modelo Padrao.

Existem pelo menos dois cendrios diferentes de dimensoes extras. O primeiro consid-
era dimensoes extras muito pequenas e compactas cujos efeitos em baixas energias nao
sao observaveis. O segundo cenéario considera dimensoes extras com tamanho infinito que
nao sao observéaveis simplesmente pelo fato de ndo termos "permissdo'(uma permissao
energética) para caminhar ao longo das mesmas. a idéia é que nosso Universo D = 4 vive
em uma hipersuperficie embutida em um espago-tempo de dimensionalidade maior que 4.
E interessante comparar estes dois cenarios no que diz respeito a modelos de localizacio
de campos. Por exemplo, relacionado aos campos vetoriais de gauge do Modelo padrao
sabe-se que a localizagao deste tipo de campos em um cenério onde a dimensao extra
é compacta nao é favorecida devido a vinculos fenomenologicos impostos pelo Modelo
Padrao [42]|. No caso onde a dimensdo extra ¢ infinita ndo ha localiza¢do de a menos que
o campo de gauge acople-se com o dilaton [41].

O objetivo deste trabalho esta relacionado com o campo Kalb-Ramond. Este campo
aparece em teorias efetivas de modelos de supercordas em baixas energias e pode descr-
ever tanto fisica de axions quanto torcao em uma variedade Riemanniana. Sabe-se que

este campo quando estudado no background de Randall-Sundrum possui um modo-zero
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localizado extremamente suprimido pelo tamanho da dimensao extra [43]. Tal resulta-
dos levou aqueles autores a especular sobre torcao do espaco-tempo em nosso Universo,
mesmo com efeitos bastantes diminuidos. Relacionado com campos tensoriais de rank
maior, sabe-se que sao objetos bastante comuns em teorias contendo dimensoes extras.
Em procedimentos de reducao dimensional tais campos devem surgir nas teorias efetivas
em baixa dimensionalidade.

Por outro lado, em teorias de cordas o tratamento de axions utilizando campos ten-
soriais antissimétricos é bastante natural [44|. O axion é um bo6son neutro de spin nulo
bastante leve cuja comprovacao de existéncia recebeu forte impulso depois de recentes
resultados da colaboracao PVLS [45] (ver entretanto Ref. [46]). Por conta disto tudo é
importante estudar mecanismos de localizacao de campos tensoriais antissimétricos de
gauge.

O objetivo deste trabalho é analisar mecanismos de localizacao de um campo de
gauge tensorial em um cenario onde a dimensao extra tem tamanho infinito. De maneira
a se impor tal condigao se faz necessario implementar a membrana do modelo de uma
maneira realistica. Para tal, usamos defeitos tipo kink embutidos em um espacgo-tempo
de dimensao maior que 4. Utilizamos modelos contendo varios campos reais escalares
cujas solugoes descrevem membranas finas e membranas com estruturas internas [47].

A organizacao deste trabalho é a seguinte: na segunda secao solugoes descrevendo
membranas no background gravitacional sao estudadas; na segao seguinte o campo de
Kalb-Ramond é incluido no cenario; a quarta secao introduz a dinamica do dilaton no
modelo e, na quinta sec¢ao, o acoplamento entre o dilaton e o campo de Kalb-Ramond é
estudado; entao voltamos a tratar mecanismos de localizacao em mebranas com estru-
turas internas na sexta secao e generalizamos os resultados para campos tensoriais de

rank qualquer na sétima secao. No final discutimos resultados e perspectivas.
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7.2.2 O Kink como Membrana

Nesta secao estudamos as solugoes das equagoes de Einstein no background de uma mem-
brana fina. A membrana é um kink embutido no espago-tempo D = 4 + 1. Procuramos
por solucoes de espaco-tempo que preservam a simetria de Lorentz em D = 4. Estas

solugbes em geral descrevem espagos tipo AdS. A acao para o modelo é [41]:
1
S = / d°rv/—G2M*R — 5(0¢)2 —V(9)]. (7.17)

Na acao acima M ¢ a constante de Planck em D = 5 e o campo ¢ gera a membrana do
modelo. A equacao do movimento para o campo ¢ suporta uma solucao tipo kink mesmo
em um background gravitacional como veremos. Para este caso o ansatz para a métrica
do espaco-tempo é:

ds?* = Wy, datdx” + dy?, (7.18)

Mesmo com a presenca do fator exponencial, a métrica acima preserva a simetria de
Lorentz em D = 4. Como o usual, indices representados por letras maitsculas latinas
tomam os valores 0, 1, 2, 3, 4 enquanto que indices gregos tomam os valores 0, 1, 2, 3.
Para se simplificar o modelo assumimos que o campo ¢ e a funcao A dependem apenas
da dimensao extra y.

Para uma situacao sem a presenca do campo gravitacional é facil mostrar que, para
a funcdo potencial V(@) = 2(¢? — v?)?, o kink que modela a membrana é dado por
¢(y) = vtanh(ay) onde a® = X% Fgta 6 a solucao para a equacao do movimento do
campo escalar. As equacoes do movimento para um espaco-tempo tipo AdS descrito

acima sao dadas por:

S0 = V() =200, (7.19)
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%((b’)Q + V(p) = —12M3 A" — 24M3(A")% (7.20)

Note-se que a linha significa derivagao com relacao a dimensao extra. E facil ver que

para a solucao de kink obtida a fun¢ao A(y) deve ser
A(y) = —B1ncosh(ay)* — gtanh(ay)Q, (7.21)

onde [ Nota-se que o fator exponencial construido com esta funcao é local-

R U2

= s
izado em torno da membrana para grandes valores de vy, aproximando-se da solucao de
Randall-Sundrum [5]. Uma caracteristica importante desta solugdo é que para pequenas

perturbagoes da métrica descrita aqui é possivel mostrar que existe um modo gravita-

cional ndo-massivo que vive na membrana [41].

7.2.3 O Campo de Kalb-Ramond

Nesta secao estudamos o comportamento do campo de Kalb-Ramond no background
gravitacional descrito na ultima secao. O principal objetivo é tentar detectar modos-
zeros nao-massivos do campo de Kalb-Ramond localizados na membrana descrita neste
modelo. E importante notar que a dimensio extra tem tamanho infinito, um detalhe

importante para se chegar a conclusao deste trabalho. A agao para o modelo é dada por
1
S = / d°xv/—G2M*R — 5(a¢)2 —V(¢) — Hynp HMNE) (7.22)

onde Hyny, = OB € o tensor intensidade para o campo de Kalb-Ramond. A equacao
do movimento para o campo By € facilmente obtida. Primeiramente obtemos a seguinte
equacao:

0 (VgHunrg" 99" g"%) = 0. (7.23)
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Agora considera-se a escolha de gauge B,s; = 0,B" = 0. Explicitando a parte depen-

dente da dimensao extra pode-se reescrever a equacao acima como

e 240, H""? — 9,H"® = 0. (7.24)

Aqui pode-se separa as varidveis por meio do seguinte ansatz:

B (2%, y) = 0" (a*)U(y) = 0" (0)e™ " U(y), (7.25)
onde p> = —m?. Portanto pode-se reescrever HMVL como h**U(y), e a equacido do
movimento torna-se

d*U N
8ﬂh‘“')‘U(y) — eQA—d (Qy) prAeiPet® — (), (7.26)
Y

A fungao U(y) carrega todas as informagoes relacionadas a dimensao extra e obedece a

seguinte equacao:
*U(y)
dy?

= —m2e AW (y). (7.27)

Para o caso onde m? = 0 sua solucdo & bastante simples: U(y) = ¢y + d, onde c e d
sao constantes. Outra possivel solugao é U(y) = cte. Agora é importante analisar a
acao efetiva em D = 4 para o campo de Kalb-Ramond. O caminho escolhido é baseado
em um procedimento simples de reducao dimensional. Focamos nossa atengao ao modo

nao-massivo apenas. Para a métrica descrita na se¢ao acima temos o seguinte:
S ~ / dx(Hynp HYNVE) = / dyU (y)?e” W / d*z(hyah™®). (7.28)

Dada uma solugao para o fator, A(y) (7.21), pode-se ver que para ambos os tipos de
solugbes para U(y) obtidas acima, a integral na variavel y na agao efetiva para o modo-
zero de Kalb-Ramond nao é finita. Isto pode ser facilmente visto se analisamos os

seguintes graficos: para a solugdo U(y) = cy + d temos a Fig.(7-1) e para a solugdo
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Figura 7-1: Plot de U(y)%e?>4® com A(y) dadas pela eq.(7.21) e U(y) = cy + d.

-2 -1 0 1 2

Figura 7-2: Plot de U(y)?e**®) com A(y) dada pela eq.(7.21) e U(y) = cte.

U(y) = cte temos a Fig.(7-2). Em ambos os casos a integral em y nao é convergente.
Portanto, nao ha localizagao do campo de Kalb-Ramond na membrana nas condig¢oes

citadas aqui.

7.2.4 O dilaton

Devido ao resultado da ultima secao é natural perguntar se existe algum tipo de acopla-
mento entre o campo de Kalb-Ramond e algum outro tipo de campo de maneira a se
obter localizagao de um modo-zero tensorial. Em analogia com trabalho de Kehagias e

Tamvakis [41], onde mostra-se que o acoplamento do dilaton e o campo vetorial de gauge
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produze localizacao deste, introduzimos aqui o acoplamento entre o dilaton e o campo de
Kalb-Ramond. O acoplamento é motivado em teorias de supercordas em baixas energias
[48]. No entanto, antes de se analisar a contribui¢ao deste acoplamento deve-se obter
uma solucao das equagoes do movimento para o campo gravitacional no background do

dilaton e da membrana. para tal, introduzimos a seguinte a¢ao [41]:
1 1
S = /d%\/—G[ZM?’R - 5(8¢)2 — §(a7r)2 — V(g,m)). (7.29)

Note-se aqui que estamos trabalhando em um modelo com dois campos escalares reais. O
campo ¢ novamente faz o papel de gerar a membrana enquanto que o campo 7 representa
o dilaton. A funcao potencial agora depende de dois campos escalares. Assume-se um

novo ansatz para a métrica do espago-tempo:
ds?* = Wy, datdr” + e2BWdy?, (7.30)

As equacoes do movimento sao dadas por

%(gb')Q + %(w’ﬁ — 2BV (¢, 1) = 24M3(A')?, (7.31)
%(gb')Q + %(w’)‘ﬁ’ + 2BWV (¢, 1) = —12M3 A" — 24M3(A")? + 12M3A'B’, (7.32)
O+ (44— B¢ = 0,V. (7.33)
e
7" 4+ (4A' — B = 0,V. (7.34)

De maneira resolver este sistema, usamos o denominado método do superpotencial
W (¢) onde define-se ¢’ = %—IZ, seguindo o caminho de Kehagias e Tamvakis [41]. A solu¢ao

particular considerada segue partindo da escolha do potencial V (¢, ) e o superpotencial
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W(¢) como

‘/ZQJEm{ﬁ(&ﬁy_kﬁmPM“¢fL (7.35)
W(¢) = vap(l — ;—;) (7.36)

Desta maneira é facil obter as equacoes diferenciais de primeira ordem cujas solucoes sao

solucoes das equacoes do movimento acima citadas:

T =—V3M3A, (7.37)
A T
B=_-__°- 7.38
4 4/3M3’ (7.38)
w
A= .
TIWE (7.39)

As solugoes para este novo conjunto de equacoes sao dadas por:

é(y) = vtanh(ay), (7.40)
A(y) = —B1Incosh(ay)* — gtanh(ay)Q, (7.41)
(y) = fm?’ (In cosh(ay)?* + %tanh(ay)Q). (7.42)

Da mesma forma como argumentado na Ref. [41], é possivel mostrar que a lineariza-
¢ao da geometria descrita nesta secao pode suportar modo-zero nao massivo do campo

gravitacional localizado ao longo da membrana, ainda no background do dilaton.
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7.2.5 Revisando o campo de Kalb-Ramond

O principal objetivo desta secao é verificar se o acoplamento entre o dilaton e o campo de
Kalb-Ramond é capaz de produzir localizacao deste tipo de campo de gauge. O acopla-
mento com o dilaton introduz a seguinte modificagao na acao para o campo tensorial de
gauge [49, 50|:

S ~ / dx(e M Hynp HMVE). (7.43)

Portanto, devemos analisar as equagoes do movimento do campo tensorial no background

do dilaton. As novas equacoes do movimento sao:

O (v—=g9""g" g e " Hpgr) = 0. (7.44)

Com a escolha de gauge B,s = OuB" = 0 e com a separacao de variaveis B (z®,y) =
b (z)U (y) = b (0)e=*"U(y) where p*> = —m?, obtemos equacoes diferenciais que nos
fornecem as caracteristicas associadas com a dimensao extra:

d*U(y)
dy?

- (W () + B () 5L = B0 (), (7.45)

Para o modo-zero, m = 0, uma solucao particular da equacao acima é simplesmente
U(y) = cte. Este resultado é suficiente para a discussao seguinte. A acao efetiva para o

modo-zero em D =5 é
S ~ / Pa(e ™ Hyn, HYNVL) = / dyU (y)2e-2AWD+Bu)-Ar(y) / d*z(hype ™). (7.46)

Para U(y) constante e dadas as solugoes para A(y), B(y) e w(y) como descritas na ultima
se¢ao, é possivel mostrar claramente que a integral na variavel y é finita se A > N%W’
resultado que fornece a possibilidade de localizacao do modo-zero associado ao campo de

Kalb-Ramond no background do dilaton.

72



E interessante analisar casos mais gerais. De fato, podemos tratar localizacdo do
campo de Kalb-Ramond introduzindo outra solu¢ado mais geral para U(y). Partindo da
eq. (7.45) com m = 0, temos a seguinte equagao:

d*U(y)
dy?

~ w4 B')%}y) 0. (7.47)

Se fazemos a seguinte mudanca de varidveis na equagao acima

- = g(y)a (748)

podemos escrever uma solugao para a nova fun¢ao g(y) na forma
gly) = Le W) +B(y)

onde

Lk — g(o)e—)ﬂr(O)—B(O).

Entao temos a seguinte solugao para U(y):
y ! /
Uly) = / ATWIFBW) gy (7.49)

Usando as solugoes para 7(y) (Eq. 7.40), A(y) (Eq. 7.41) e B(y) (Eq. 7.42), chegamos
em

Y 2 /
Uly) = k/ cosh®(ay')e2t (@) gy (7.50)

Yo
com

a = (AV3M? — i)ﬁ. (7.51)

Podemos observar as caracteristicas de U (y) estudando o grafico para cosh®*(ay’ )e%m"hz(“y/)
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Figura 7-3: Plot de cosh?(y)eztanh*®)

Figura 7-4: Plot de [ cosh?(y')ez"""*®)dy/,

apresentado na Fig.(7-3),

onde analisamos somente a dependéncia na variavel y adotando valores unitarios para
as constantes k, o e a. Para a a¢io efetiva devemos estudar o comportamento de U(y)?2.
Na Fig. (7-4) mostramos o comportamento de U(y). Na Fig. (7-5) temos o grafico de
Uly)®.

A acao efetiva para o modo-zero tensorial em D = 4 é dada por

/d5x(6_)‘“HMNLHMNL) = /dyU(y)26_2A(y)+B(y)_’\”(y)/d%humh"”)‘. (7.52)
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Figura 7-5: Plot de U(y)>.
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Figura 7-6: Mostrando a convergéncia da parte da acao efetiva dependente de y.

Devido as relagoes guardadas entre B(y), m(y) e A(y), a agao efetiva é reescrita como
/dyU(y)%A(’\V?’MB_Z) /d4$hw,\h“l”\. (7.53)

A integral na varidvel y é convergente se e somente se a constante A assume valores tais

7
que A > s

Combinando esta fungio exponencial com U(y)? na agio efetiva pode-se construir a
Fig. (7-6). Deste dado pode-se inferir sobre a convergéncia da agao efetiva (7.53). Dentro
destas condicoes podemos garantir a localizacao de um modo-zero tensorial associado ao

campo tensorial de gauge de Kalb-Ramond.
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7.2.6 Membrana com estruturas internas

Membranas com estruturas internas podem ser descritas por meio de modelos de dois
campos escalares reais. De fato, na ref. [51], Bazeia et. al. introduziu um modelo
que suporta paredes de Bloch, objetos que sao presentes em sistemas ferromagnéticos
[52], e que ja possuem estruturas internas. Seguindo idéias onde paredes de dominio
sao utilizadas para simular membranas em cenérios onde o campo escalar acopla-se com
o campo gravitacional, Bazeia e Gomes propuseram a membrana de Bloch [47]. Este
modelo de membrana pode ser uma alternativa ao modelo de membrana infinitamente
fina que, como comentando em [53], é uma construcao bastante artificial.

Pelo que sabemos, nao existe estudo prévio sobre localizacao de campos neste tipo de
membrana. Mas podemos citar, entretanto, recente trabalho de autoria de Gomes [54],

o qual estuda localizacao de gravidade na membrana de Bloch.

7.2.7 Localizacao do campo de Kalb-Ramond em membranas

com estruturas internas

Nesta secao deixamos de lado a discussao associada ao dilaton e voltamos a atencao ao
estudo de um modelo de dois campo escalares no espaco-tempo ds? = eZA(y)anx“dx” +
dy?. A questdo é a mesma: este modelo aprisiona modos nao massivos do campo de Kalb-
Ramond? A diferenca aqui é que a membrana possui estruturas internas com explicado
na Ref. [47]. Pode-se ver na Fig. (7-7) as formas das solu¢oes para um modelo contendo
dois campos escalares. Obtem-se uma membrana que contém estruturas internas devido
ao campo escalar y. Esta estrutura pode gerar novos tipos de defeitos no interior da
membrana gerada pelo campo ¢ [51]. O modelo é basicamente descrito pela seguinte
acao:

11 1
S = / d*zdy/—g lZR + 502006 + 50.x9"X = V(9. )| (7.54)
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Figura 7-7: Mostrando a convergéncia da parte da acao efetiva dependente de y.

onde a métrica é

ds?* = Wy, dat de” + dy? (7.55)

As solucoes das quais necessitamos para se simular a membrana sao dadas por:

o(x) = tanh(2rzx) (7.56)
x(x) = j:\/% — 2sech(2rx) (7.57)

Seguindo os mesmos passos ja discutidos nas secoes anteriores podemos encontrar o

fator exponencial como dado por (r é um parametro do modelo)
2
exp2A(y)] = cosh_4(2ry)exp[9—(1 — 3r) tanh?(2ry)]. (7.58)
T

Para a acao efetiva em D = 4 do campo de Kalb-Ramond devemos tomar a inversa deste
fator. Para a funcao U(y) constante ja discutida obtemos o resultado de nao-localizagao

do modo tensorial nao-massivo.
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7.3 Conclusoes

Neste trabalho fizemos um estudo de localizacao de modos-zeros de campos de gauge
tensoriais em varios tipos de membranas. Iniciamos o estudo analisando o campo de
Kalb-Ramond. Em um primeiro caso, observamos a contribui¢cao da geometria do espacgo-
tempo no comportamneto de um possivel modo-zero. Escolhemos uma geometria tipo
AdS (no limite onde |y| — o0) gerada por um modelo de campos escalares reais em
D = 5. Mostramos que as solugoes obtidas para este modelo nao garantem a existéncia
de modos-zero presos na membrana. A razao por tras deste fato esta relacionada ao
tamanho infinito da dimensao extra, caracteristica que faz com que a acao efetiva pra o
campo de Kalb-Ramond nao seja convergente em D = 4.

No passo seguinte, adicionamos o campo do dilaton através de um acoplamento com
o campo de Kalb-Ramond de maneira se avaliar se este novo ingrediente produz modos-
zero normalizaveis. A resposta que encontramos é positiva dentro de certas imposicoes
feitas sobre a constante de acoplamento .

Depois desta parte, fizemos um estudo rapido de localizacao do campo de Kalb-
Ramond em membranas de Bloch, objetos que possuem estrutura interna naturalmente.
Encontramos novamente resposta negativa na tentativa de se localizar modos nao-massivos
tensoriais.

Na presenca do background do dilaton temos localizacao de modos-zeros. De certa
maneira, os resultados para o campo de Kalb-Ramond sem a contribuicao do dilaton sao
corroborados por estudos anélogos no cenario de Randall-Sundrum onde a dimensao extra
é compacta [43]. Neste caso existe localizagdo de modos tensoriais ndo-massivos, mas
extremamente suprimidos pelo tamanho da dimensao extra. Efetivamente, no cenario de

Randall-Sundrum nao ha dinamica para o campo de Kalb-Ramond em D = 4.
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Capitulo 8

O Espaco-tempo como um Sélido

Deformavel

8.1 Introducao

A idéia descrevendo algumas semelhancas entre o espago-tempo e a dinamica dos cor-
pos deformados nao é nova. Existem autores que discutiram estas observacoes algumas
décadas atras. a idéia geralmente discutida estd relacionada com o real significado do
espaco-tempo: pode este ser quantizado em termos dos mesmos moldes em que se trabalha
nestes dias modernos (o método canonico e outros métodos)? Se o espago-tempo pode ser
pensado como um tipo de fluido, como podemos identificar seus constituintes fundamen-
tais (um cristal real, de um ponto de vista macroscopico, parece-se com um continuum,
mas de um ponto de vista microscopico é constituido de pequenas partes mais fundamen-
tais: atomos e moléculas)? Se estas idéias de algum modo fazem sentido entao talvez nao
seja correto quantizar o espaco-tempo usando os procedimentos padroes. Neste sentido,
o espaco-tempo tal como observamos e tentamos decrever seria uma entidade secundéria,
originario de uma coletividade de objetos mais fundamentais. A primeira tentativa de

realizagao destas idéias surgiu com o trabalho de Sakharov [1] relacionado com o que
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se conhece atualmente como "Gravidade Emergente". Seguindo esta linha, a teoria de
Einstein surge ap6s uma quantizacao direta de uma teoria que contém apenas campos
de matéria. A dinamica do campo gravitacional é gerada (um efeito ja considerado se-
cundéario) por meio de corre¢oes radiativas na expansao perturbativa da teoria. Varias
linhas de pesquisa foram iniciadas através dos anos derivadas do trabalho de Sakharov
(um exemplo ¢é o formalismo denominado "Gravidade Estocastica"[55]). Por outro lado,
mais recentemente, Ted Jacobson fez uma contribuicao no sentido de se entender as
equagoes de Einstein de um ponto de vista termodinamico [56]: as equagoes de Einstein
sao equacoes de estado para o espaco-tempo. Esta conclusao sugere fortemente que o
espaco-tempo pode ser realmente comparado a um tipo especial de corpo deformavel. E
justamente com base nestas linhas de pensamento que propomos neste trabalho analisar
trés sinais apontando nesta dire¢ao, ou seja, que o espaco-tempo ¢ um tipo de solido
deformavel. O primeiro sinal esta relacionado com as deformacoes do espaco-tempo. O
segundo uma possivel origem "eldstica"para a acao de Einstein-Hilbert, e o terceiro sinal
mostra uma relacao a Lei de Newton da Gravitagao e a Lei de Hooke da Elasticidade. De
maneira se discutir estes sinais modelamos o espago-tempo por meio de uma congruéncia
de curvas bastante especifica em cada caso discutido: por cada ponto do espago-tempo
passa uma curva que compoe a congruéncia. As caracteristicas destas curvas podem
ser estudadas por meio da Equacao de Landau-Raychaudhuri [57, 58, 59] o que pode
revelar se o espaco-tempo, como modelado acima, é ou nao é uma variedade que possui
curvatura. E importante notar que é bastante comum em Fisica o estudo de sistemas
continuos por meio de métodos de discretizacao. No processo de quantizacao canonica de
uma teoria de campos, por exemplo, tratamos o campo como uma colecao de osciladores
harmonicos em constante interagao e postulamos algumas regras para se construir o es-
pectro fisico da teoria. Como realizar o mesmo procedimento para o espaco-tempo? O

procedimento usual é baseado na métrica do espaco-tempo g, que é um campo tensorial.
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Novamente tenta-se justamente o mesmo procedimento de discretizagao para este campo.
O resultado é bastante conhecido pela comunidade: gravidade é nao-renormalizavel. En-
tretanto, nota-se que g,, nao representa o espaco-tempo por ele mesmo. A métrica é
um campo que depende das coordenadas do espaco-tempo. Um exemplo pode ajudar.
Considere um s6lido com uma rede cristalina bem definida. Sabe-se que existem algumas
excitacoes deste solido denominadas "fonons". Estas excitacbes podem ser estudadas
por meio de uma teoria de campos escalares no limite do continuo. Neste caso o que é o
"espaco-tempo"? Podemos escolher um simples &tomo da rede cristalina para servir de
sistema de referéncia para se medir distancias e tempos. O campo escalar como excitacao
coletiva ird depender do espaco-tempo de acordo com a escolha de referéncial feita. Por
conta disso, declaramos que o espaco-tempo é a propria rede cristalina e do ponto de
vista microscopco é discretizado porque a rede é constituida de "atomos". A conclusao a
que se quer chegar é que modelar o espaco-tempo por meio de uma congruéncia de cur-
vas requer associar a cada curva uma "particula fundamental". As linhas-mundo de tais
particulas irao compor a congruéncia que preenche a variedade do espago-tempo. Vamos
continuar a discussao ainda usando o exemplo de um sélido real e sua rede cristalina
associada. Por causa do fato da rede cristalina ser composta de varios atomos sabemos
como computar distancias, ou seja, temos uma meétrica definida em todos os pontos no
limite do continuo. Agora, qual campo é mais fundamental neste limite? O campo es-
calar descrevendo as excitacoes da rede ou a métrica do espaco-tempo? Declaramos que
o campo mais fundamental é o campo escalar porque ele estd relacionado diretamente
com os atomos componentes da rede cristalina. Estes atomos sao verdadeiros sistemas de
referéncia no sentido de que sao sitemas de referéncia associados & matéria: a nocao fisica
de distancia vem depois da nocao fisica de matéria, sendo a métrica do espaco-tempo um
objeto secundario, portanto. Na discussao que se segue iremos considerar o espago-tempo

como um tipo de so6lido para o qual pode-se definir uma rede de "particulas". Em teorias
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de campos ja fazemos isto. Nos consideramos campos de gauge, a métrica e campos
espinoriais como campos fundamentais definidos em todos os pontos do espacgo-tempo. O
método que seguiremos aqui considera qualquer tipo de campo com fundamental, exceto
a métrica do espaco-tempo. Estes campos fundamentais nos fornecerao a nocao fisica de
"espago-tempo" (a no¢do de métrica) no sentido discutido acima. A consequéncia desta
é que se queremos estudar como se dao as deformacoes do espago-tempo acabamos por
fazer emergir as equacoes de Einstein. A organizacao deste trabalho é a seguinte: na
primeira secao fazemos uma revisao da equacao de Landau-Raychaudhuri. A segunda
parte trata dos sinais mostrando que o espaco-tempo se comporta como um corpo que

possui "elasticidade". Finalmente, discutimos os significados destes sinais e perspectivas.

8.2 A Equacao de Landau-Raychaudhuri

A equacao de Landau-Raychaudhuri é uma equacao que descreve o comportamento de
uma congruéncia de curvas. Ela é usualmente utilizada para se estudar e estabelecer
singularidades no espaco-tempo. Considere uma congruéncia de curvas preenchendo a
variedade do espaco-tempo. Se existe expansao, distorcao e rotacao relativa entre as
curvas da congruéncia entao a variedade descrita pela congruéncia possui curvatura.
Para os propositos deste trabalho usaremos a equacao de Landau-Raychaudhuri para
estudar curvas tipo tempo ou tipo luz, dependendo do sinal discutido neste texto. Entao,

temos respectivamente

d(—) 1 a 2 a 2 (6

E = —g@z - (U b) + (w b) - Rcdé é'd (81)
e

@ — _1 2 _ (nab)? ~ab\2 _ c, .d

T 2@ (%) + (&™) — Rear“k", (8.2)
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onde 7, A sao os parametros usados para descrever as curvas que compoem a congruéncia.
€° e K® 820 0s vetores tangentes as curvas (geradores da congruéncia) e sdo, naquela ordem,
vetores tipo tempo e tipo luz. © é um escalar e descreve a expansao do volume gerado
pela congruéncia, 0% /5% mede a distor¢ao do volume e @™ /@ mede a rotacio relativa
entre as curvas. No caso deste trabalho, estaremos interessados em pequenas distorcoes
de volume de tal maneira que os termos quadraticos na equacao de Landau-Rayhaudhuri
podem ser desconsiderados (sdo como correcoes de segunda ordem). Nestas condi¢oes, a
equacao de Landau-Raychaudhuri pode ser facilmente integrada fornecendo o escalar de

expansao em funcao do tensor de Ricci:

O = —TR 46 = —\Ryr°K% (8.3)

Os objetos que aparecem na equacao de Landau-Raychaudhuri podem ser obtidos a
partir de uma decomposicao cinematica de tensores gerais. Um tensor geral pode ser

decomposto em uma parte simétrica mais uma parte antissimétrica:

Bay, = Bap) + Blay)- (8.4)

A parte antissimétrica é associada com a medida da rotacdo da congruéncia. A parte
simétrica pode ainda ser decomposta em um trago (o escalar de expansao) e uma parte
simétrica sem traco associada com a medida da distor¢cao do volume. A parte simétrica
inteira serd identificada com o tensor de deformacao do espaco-tempo, em analogia com

o método da Mecanica dos Corpos Deformaveis.
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8.3 Primeiro sinal: as deformacoes do espaco-tempo

Considere uma pequena regiao do espaco-tempo contendo o ponto P. Esta regiao define
o elemento de volume dV. A questao aqui é como estudar as deformagoes deste volume
causadas por algum agente externo. Uma maneira de se fazer isto é por meio da derivada
de Lie. De fato, se tomamos o voluve V e o propagamos usando uma congruéncia
de curvas integrais obteremos o volume modificado V’. A diferenca entre estas duas
configuracoes nos fornece uma maneira de se medir a deformacao total. Com isto em

mente postulamos a seguinte agao para pontos do espago-tempo:

S—k / qv. (8.5)

O volume descrito acima é justamente a forma de volume Riemanniana, invariante sob
transformoe gerais de coordenadas. A constante k£ tem a dimensdo necessaria para
fornecer a dimensao correta para a agao descrita acima, que é "energiaxtempo". Esta
acao é batante dieferente das acoes usuais estudadas em teoria de campos porque nen-
huma densidade lagrangeana foi assumida "a priori". As ac¢bes usuais carregam infor-
magcoes de energia associada aos campos dstribuidos ao longo de todo o espago-tempo e
parece que isto nao acontece com nossa acao proposta acima. Este fato nao é problema
se nos lembramos da discussao feita na introducao acima: o volume na realidade encobre
parte da rede associada com algum campo especifico. Isto significa que o volume deste
espaco-tempo carrega energia associada com a rede. Agora minimizamos a agao pro-
posta da seguinte maneira: tomamos sua derivada de Lie e requeremos que o resultado
seja estaciondrio, como no procedimento usual. Logo, a equacao do movimento para o

espago-tempo associado com a regiao especificada é

S1ieS — k / OdV =0, (8.6)
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onde © é o escalar de expansao associado ao volume dV. Usando a equacao de Landau-
Raychaudhuri nas condicoes citadas na primeira secao, ou seja, em uma situacao onde
0% = @™ = 0, entdo temos © = —AR,k%k". Substituindo este resultado de volta na

equacao de movimento acima obtemos
—k / ARk kP dV = 0. (8.7)

Podemos estabeleer a igualdade acima para todo e qualquer vetor nulo k% (estamos
assumindo aqui que a congruéncia é composta de curvas tipo luz, ou seja, as particulas

fundamentais da rede nao possuem massa), isto é,

Ray, = f(9)9ab, (8.8)

onde f(g) é uma fungao que apenas depende da métrica do espago-tempo. Esta fungao
pode ser facilmente encontrada requerendo o anulamento da divergéncia covariante da

ultima equagao (uma espécie de conservagao da deformagao) o que leva ao resultado
1
Rab - iRgab + Agab = 07 (89)

o qual é justamente o lado da equacao de Einstein correspondente a geometria. Conclusao:
quando deformamos o volume do espaco-tempo, a equacao de Einstein nos fornece um

meto para entender tais deformagoes.
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8.4 Segundo sinal: A origem elastica da acao de Einstein-

Hilbert

Considere agora o seguinte funcional o qual sera identificado com uma acao:

S = k/d4x\/§@. (8.10)

Pode-se ver claramente que este funcional obedece ao requerimento de ser invariante sob
transformacoes gerais de coordenadas pelo fato do volume especificado ser o volume Rie-
manniano e a quantidade © é um escalar, neste caso, o escalar de expansao de volume.
O significado deste funcional é o seguinte: ele tem a mesma forma matematica da de-
formacao linear do volume de um determinado "sélido". Agora, o escalar de expansao é
dado por © = —7R,;,£%€" nas condicoes ja citadas (agora para uma congruéncia de curvas
tipo tempo, ou seja, para o caso onde as aprticulas fundamentais da rede sdo massivas).
A métrica do espaco-tempo pode ser decomposta como gup = hap + £,&. Entao, o escalar
de expansao pode ser reescrito como © ~ —7Ry,g% = —7R. Substituindo este resultado

no funcional definido acima chega-se a

S ~ —k:/d‘*m\/gR, (8.11)

que é justamente a agao de Einstein-Hilbert multiplicada pelo fator 7 (parametro das
curvas). Entretanto, no procedimento de minimizacao padrao faz-se uma variacao fun-
cional da acao para se chegar as equacoes do movimento. O parametro 7 nao possui
variacao funcional e, portanto, as equagoes do movimento nao sao alteradas. A con-
clusao desta secao é que a minimizacao da acao de Einstein-Hilbert esta relacionada com
a minimizagao das deformacoes de volume de um solido especifico, ou seja, o "sélido"do

espaco-tempo.
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8.5 Terceiro sinal: A lei de Newton e a lei de Hooke

Considerando as conclusoes das secoes acima é natural perguntar se o espaco-tempo
obedece a alguma relacao matematica similar as equagoes que descreve fendmenos rela-
cionados com corpos deforméveis. A resposta é positiva como veremos. Considere que
0 espaco-tempo é um tipo especial de corpo deformavel. Postularemos que para defor-
magoes lineares (para pequenos deslocamentos dos "constituintes"deste corpo) podemos

escrever uma lei de Hooke que conecta o tensor de deformacio € as tensoes 7% aplicadas

b b

sobre o corpo em discussao (o espago-tempo). Os tensores €™ e 7% sdo simétricos, em
analogia com as definicoes destes objetos em Mecanica dos corpos deformaveis. Entao a
lei de Hooke é:

TP = ke, (8.12)

O tensor de deformacdo €% & definido, neste caso, em termos da parte simétrica da
decomposicao cinemética do tensor B% = V°k?, importante na construcdo da equacao

de Landau-Raychaudhuri. Desta maneira, seu traco obedecera a seguinte regra:

Tre® =& = © = — AR,k (8.13)

Note-se aqui o tipo de relacdo entre o tensor de deformacio € e o tensor de Ricci R:
é o traco do tensor de deformacao que esté relacionado com o tensor de Ricci. Este fato,
em certo sentido, denota que o tensor de deformacao é um objeto "maior'"que o tensor

de Ricci. Tomando o trago na expressao para a lei de Hooke obtemos

Ta = kARGR K, (8.14)

onde usamos a relacao para o traco do tensor de deformacao. Nota-se agora que o lado

das deformacoes na Lei de Hooke é relacionado com a geometria do espago-tempo. O
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lado das tensoes deve ser, portanto, relacionado o conteido material atuando sobre o
espaco-tempo. Esta afirmacao é razoavel no sentido de que se queremos equacionar da
mesma maneira os dois lados da lei de Hooke devemos requerer que o trago do tensor
de tensoes obedeca a 7 = MT,px%kb. Este fato ndo é dificil de aceitar se nos lembramos
da relacao entre o tensor de deformacao e o tensor de Ricci discutida anteriormente. De
outra maneira, pode chegar nesta conclusdo pela substituicio de xk®<” pela métrica do
espaco-tempo juntamente com as quantidades que definem projecoes no espacgo-tempo.
Isto resultard em um traco, como queremos. O parametro A entra na expressao por
razoes dimensionais. Por conta disto, vé-se que o tensor de tensao é, da mesma maneira
que o tensor de deformacdes, um objeto "maior"que T%. Equacionando desta maneira

deformacgoes e tensoes chegamos em
(Rap — k™' Tp) 6°k" = 0, (8.15)
que é valida para todo vetor nulo k%, ou seja,

Rab - k_lTab = f(g)gab' (816)

A fungao f(g) novamente depende somente da métrica g,, do espago-tempo e pode ser
determinada pelo requerimento de se fazer nula a divergéncia covariante da parte ge-
ométrica. No entanto, isto somente acontece se requeremos em adicao a validade de
VT, = 0, ou seja, a quantidade Ty, deve satisfazer uma equacao de conservacao. Note-
se que assumimos uma congruéncia formadas por curvas tipo luz na discussao deste sinal.

Concluindo, obtemos a equacao

1
Rab - §Rgab + Agab = kilTab, (817)
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a qual é justamente a equacao de Einstein se identificamos Ty, com o tensor energia-
momento. A identificacao é correta porque T, é um objeto simétrico devido a simetria
de R, e obedece a uma lei de conservacao. Se tomamos seriamente esta analogias somos
forcados a declarar que a lei de Hooke para o espaco-tempo é, neste ponto de vista,
mais fundamental que a equacao de Einstein. Em outras palavras, a lei de Newton da

gravitagao surge da lei de Hooke que descreve as deformacoes do espago-tempo.

8.6 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho discutimos as relacoes entre a idéia de curvatura do espago-tempo e de-
formacoes de solidos. Sinais interessantes podem ser construidos mostrando analogias
com fisica de corpos materiais. O primeiro sinal mostra que se deformamos o volume
do espago-tempo usando propagacao de Lie através de curvas integrais obtemos a parte
geométrica da equacao de Einstein. No segundo sinal provamos uma relagao entre acao
de Einstein-Hilbert e deformacao de volume de um soélido. No terceiro sinal postu-
lamos a validade de uma lei de Hooke para o espaco-tempo e mostramos que a lei de
Newton da gravidade surge através da equacao de Einstein. Em todos estes sinais a
equacao de Landau-Raychaudhuri tem importante papel na descricao do espaco-tempo
como preenchido por uma congruéncia de curvas. Além do mais, fizemos uso de uma
congruéncia tipo tempo em apenas um dos sinais enquanto que nos outros usamos con-
gruéncias tipo luz. Isto significa que é importante decidir se as particulas fundamentais
da rede sao massivas ou nao massivas de maneira a se estabelecer a caracterizacao to-
tal deste modelo. Por enquanto nao ha razao fundamental para se escolher um tipo
de congruéncia em detrimento de outra. Consideramos todos estes sinais como passos

importantes para se compor a idéia deste trabalho.
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Conclusoes e Perspectivas (Gerais

8.7 Conclusoes Gerais

Aqui apresentamos as conclusoes gerais desta tese. Estas sao divididas em termos dos

assuntos discutidos, na mesma ordem em que foram apresentados.

Gravidade Topolégica em Membranas

1.1 Mostrou-se que um simples modelo topologico de teoria de campos tem caracteris-
ticas bastante interessantes para se resolver o problema de hierarquia de gauge de
maneira bastante similar ao resultado produzido por L. Randall e R. Sundrum. Com
este modelo construimos uma 3-brane estavel (um hiperplano de dominio) que sim-
ula nosso universo quadri-dimensional e argumentamos a respeito da possibilidade
de localizacao de gravidade topolégica. Por conta destes fatos, o fator exponencial
aparece somente devido & existéncia da membrana e nao de uma métrica especial.
Entao, calculamos a massa de Planck efetiva em D = 4, apontando a semelhanca
entre este resultado e aquele do modelo de Randall-Sundrum. Calculou-se uma
equacao polinomial para o tamanho da dimensao extra usando somente caracteris-
ticas de modelos contendo paredes de dominio. Finalmente, fez-se um comentéario
a respeito de modos-zero ligados & membrana, observando o fato de que tais modos
sao multiplicados por um fator de escala exponencial. Esta caracteristica torna

possivel a emergéncia da escala da teoria eletrofraca.
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1.2 Foi discutido como construir teorias topologicas e teorias equivalentes em membranas
em varias dimensoes do espaco-tempo. Na primeira parte, discutiu-se o surgimento
de varios termos topologicos tipo Chern-simons, no caso-abeliano e nao-abeliano,
por meio de procedimentos de reducao dimensional. Viu-se que a membrana que-
bra a simetria de Lorentz destes tipos de modelos. De maneira a produzir este
resultado, a membrana solitonica do modelo foi simulada por um soliton tipo kink
embutido em espacos-tempos de varias dimensoes. Tais tipos de solitons apare-
cem no modelo devido uma quebra espontanea de uma simetria discreta especifica,
neste caso em questao, uma simetria do tipo Peccei-Quinn. Algumas outras car-
acteristicas relacionados a estes tipos de modelos forma discutidas: quantizacao
de constante de acoplamento, geracao topolégica de massa, gravidade topologica e

relacoes com modelos B A F, etc.

1.3 Foi desenvolvido um procedimento de construcao de modelos equivalentes em mem-
branas. Foi construido, a partir de uma teoria em D = 5, o modelo B A F-Maxwell
em D = 4 e, a partir de uma teoria em D = 4, os modelos B A F-Maxwell e
By-Klein-Gordon ambos em D = 3. O procedimento adotado consiste em que-
brar explicitamente a simetria de Lorentz do modelo por meio de uma escolha de
uma direcdo preferencial no espaco-tempo para o vetor V> presente no modelo.
No caso do modelo B A F-Maxwell, pode-se implementar através do formalismo
de Stuckelberg uma simetria de gauge do tipo U(1) x U(1) que é quebrada para
U(1) na membrana devido a escolha da dire¢ao preferencial. Outra caracteristica
importante é que sempre obtem-se na membrana teorias que sao duais modelos de
campos livres e nao massivos. De fato, este resultado é compativel com a idéia de
localiza¢do de campos em membranas, onde os modos-zero (descritos por teorias

nao-massivas) descrevem os campos do Modelo Padrao de Particulas.

1.4 Construimos um cenario de membranas no contexto de gravidade topologica por
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meio de teorias de campos topoldgicas e vinculadas. Por outro lado, usamos um
mecanismo de quebra espontanea de simetria para gerar a 3-brane do modelo. O
procedimento introduzido aqui depende exclusivamente de vinculos impostos no
espago-tempo D = 5. Entdo, obtém-se gravidade em D = 4 partindo da a¢ao (6.1).
Em discussoes a respeito da realidade fisica do formalismo de gravidade topologica,
a natureza nao-dinamica dos graus de liberdade neste tipo de teoria é sempre citada.
Ainda nestes termos, o modelo descrito aqui assemelha-se a outros modelos de
localizacao de gravidade. Nestes outros modelos, alguns graus de liberdade fisicos
sao efetivamente aprisionados na 3-brane. Entretanto, no contexto de gravidade
topologica, é dificil afirmar se o mesmo mecanismo pode acontecer ou nao. O
unico sinal que garante a existéncia de uma teoria 4-dimensional na membrana é

matemaético: simetria de gauge SO(3,1) = teoria em D = 4.
Mecanismos de Localizacao

2.1 Foi feito um estudo de localizacao de modos-zeros de campos de gauge tensoriais
em véarios tipos de membranas. Iniciamos o estudo analisando o campo de Kalb-
Ramond. Em um primeiro caso, observamos a contribui¢ao da geometria do espaco-
tempo no comportamneto de um possivel modo-zero. Escolhemos uma geometria
tipo AdS gerada por um modelo de campos escalares reais em D = 5. Mostramos
que as solucgoes obtidas pare este modelo nao garantem a existéncia de modos-zeros
presos na membrana. A razao por tras deste fato esta relacionada ao tamanho
infinito da dimensao extra, caracteristica que faz com que a acao efetiva pra o

campo de Kalb-Ramond nao seja convergente em D = 4.

2.2 Adicionamos o campo do dilaton através de um acoplamento com o campo de Kalb-
Ramond de maneira se avaliar se este novo ingrediente produz modos-zeros normal-
izaveis. A resposta que encontramos é positiva dentro de certas imposicoes feitas

sobre a constante de acoplamento .
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2.3 Fizemos um estudo rapido de localizacao do campo de Kalb-Ramond em membranas
de Bloch, objetos que possuem estrutura interna naturalmente. Encontramos nova-

mente resposta negativa na tentativa de se localizar modos nao-massivos tensoriais.

2.4 Na presenca do background do dilaton mostramos que temos localizacao de modos-
zeros. De certa maneira, os resultados para o campo de Kalb-Ramond sem a con-
tribuicao do dilaton sao corroborados por estudos analogos no cenario de Randall-
Sundrum onde a dimensao extra é compacta [43]. Neste caso existe localiza¢ao
de modos tensoriais nao-massivos, mas extremamente suprimidos pelo tamanho da
dimensao extra. Efetivamente, no cenario de Randall-Sundrum nao ha dinamica

para o campo de Kalb-Ramond em D = 4.

Espacgo-Tempo como Sélido Deforméavel

3.1 Discutimos as relacoes entre a idéia de curvatura do espaco-tempo e deformacoes
de solidos. Sinais interessantes podem ser construidos mostrando analogias com
fisica de corpos materiais. O primeiro sinal mostra que se deformamos o volume
do espaco-tempo usando propagacao de Lie através de curvas integrais obtemos a
parte geométrica da equagao de Einstein. No segundo sinal provamos uma relagao
entre acao de Einstein-Hilbert e deformacgao de volume de um soélido. No terceiro
sinal postulamos a validade de uma lei de Hooke para o espaco-tempo e mostramos
que a equacao de Einstein para o espaco-tempo surge. Em todos estes sinais a
equacao de Landau-Raychaudhuri tem importante papel na descricao do espaco-
tempo como preenchido por uma congruéncia de curvas. Além do mais, fizemos uso
de uma congruéncia tipo tempo em apenas um dos sinais enquanto que nos outros

usamos congruéncias tipo luz.
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8.8 Perspectivas Gerais

Seguem agora as perspectivas gerais associadas a cada um dos temas discutidos nesta

tese. Também separamos por assunto segundo a ordem seguida no decorrer deste texto.
Gravidade Topolégica em Membranas

1.1 O passo seguinte é justamente tentar a quantizacao do modelo. Para tal se faz
necessaria a analise da estrutura hamiltoniana da teoria. Com estes resultados em
maos pode-se partir para a construcao de varios modelos de espaco-tempo quantico,
sendo um destes o modelo de "Espuma Quantica"(Spin Foam). Entao pode-se

testar e comparar resultados relativos ao modelo de Randall-Sundrum.

1.2 Um caso importante a ser estudado estd relacionado com a inclusao de modelos
contendo a constante cosmologica. Além do mais, modelos supersimétricos também

podem ser, pelo menos em principio, implementados.
Mecanismos de Localizagao

2.1 Uma continuacao natural deste tipo de trabalho é fazer a analise da localizacao de
modos massivos de Kaluza-Klein para as varias geometrias discutidas. Também a
mudanga do tipo de membrana pode ser interessante. A geometria produzida por
um defeito de codimensao 2 ("cosmic string") produz uma membrana embutida em
um espaco-tempo D = 6, uma hipotese bastante considerada na literatura. Gen-
eralizacoes para mais dimensoes também sao possibilidades bastante interessantes,

embora o trabalho associado seja mais numérico.
Espacgo-Tempo como Sélido Deformavel

3.1 Uma idéia bastante interessante é tentar reproduzir as equacgoes de Supergravidade

utilizando as deformacoes de um supervolume. No entanto, uma primeira inicia-
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tiva seria generalizar para modelos contendo supersimetria a equacao de Landau-
Raychaudhuri. Para tal empresa é importante um aprendizado de como se define

derivadas de Lie para entidades espinorias definidas em uma determinada variedade.

3.2 Somente existe um tipo de modelo teérico baseado em agoes proporcionais a volumes
em geral: teorias de cordas e membranas. Portanto, uma questao é bastante natural
aqui: existe alguma ligacao entre as deformagoes de volume do espaco-tempo e
modelos deste tipo? A equagao de Landau-Raychaudhuri pode ser generalizada
para descrever congruéncias de hipersuperficies definidas em uma variedade. Qual
o significado deste tipo de resultado, o de generalizar o solido do espaco-tempo
descrito em termos de uma rede de particulas fundamentais, para uma rede de
cordas abertas? Na literatura existem modelos que descrevem redes de cordas
abertas. No entanto, nenhum modelo faz mencao de como gerar as equagoes de

Einstein: pode uma rede de cordas suportar abertas vibracoes gravitacionais?
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Apéndice A

As relacoes de Pluecker

Neste apéndice mostraremos pelo menos o primeiro passo para se transformar uma teo-
ria topologica de campos vinculada em uma teoria de gravidade. Uma discussao mais
detalhada pode ser encontrada na referéncia [7]. O link esta associado com os vinculos
impostos sobre o campo ijl’ na acao de Plebanski. Os vinculos citados sao escritos em

termos da seguinte equacao:
ik g1y pr7 — elelivea il (A1)

Nesta equagao, [m| e o] sdo indices cumulativos antissimétricos de tamanho (D — 4)
(o resultado aqui discutido é valido para D-dimensoes) respectivamente de grupo e de
espaco-tempo. O objetivo é interpretar o campo BZ-” em termos de tetradas em D-
dimensoes com a ajuda dos vinculos acima. Os vinculos podem ser subdivididos nas
seguintes categorias: 1) Simplicidade, que significa a validade de B[‘;;BZ;]' = 0 para ju, v
distintos; 2) Intersegao, ou seja, Bﬁ;BZﬁ = 0 para u, v, p distintos; 3) Normalizacao, isto
é, BE;;B,’;Z = ngBgI’]’ para j, vpo distintos.

A primeira proposicao declara que a imposicao da condicao de simplicidade em uma

2-forma B;; nao-nula é equivalente a demandar que a mesma pode ser fatorada em um
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produto externo de 1-formas:

B[ijBkl] =0& Bz‘j = U[Vy). (A2)

A segunda proposi¢ao declara que a condicao de intersecao aplicada sobre um par de

2-formas simples for¢ca que estas possuem em comum uma l-forma fatorando ambas:

Byij By = 0 < Bij = ujivj (A-3)

A condi¢ao de normalizacao quando imposta sobre dois pares de 2-formas simples, cada
par destes construido com diferentes produtos externos de 4 1-formas, fixa a normalizacao

relativa de duas 2-formas. Em outras palavras, dadas duas 2-formas simples

Bij = Nujvy (A.5)
Bj; = N'wyzj) (A.6)
B = N"ujwy (A7)
Bg;-’ = N"zv5), (A.8)
as condicoes
Byi; By = Byi; By (A.9)

implicam em NN’ = N”N" na situacdo dos vetores acima citados serem linearmente
independentes.

Discutiremos agora a prova da condi¢ao de simplicidade. A discussao das demais
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condig¢oes pode ser encontrada na referéncia |7]. Considere uma 2-forma B;;. A condicao
necessaria e suficiente para esta forma ser fatorizada em um produto antisimetrizado de

1-formas é a seguinte:

Nota-se que a condicao acima é equivalente a condicao mais fraca

1
§Bz’[jBk:l] = BBy + BB + ByBji, = 0. (A.11)

Agora se B;; nao ¢ identicamente nula pode-se encontrar vetores a’ e &’ tais que B;;a'h?! =
1. Vamos definir agora 1-formas u; e v; como u; = B;ji € v; = Bijbj . Portanto, usando

o resultado acima, obtemos

U; V5 — YUy = (Bikle — BilBjk)CLkbl = BijBleLkbl = Bij7 (A12)

que é o resultado ao qual queriamos chegar. Relagoes deste tipo sao conhecidas como

relagoes de Pluecker.
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Apéndice B

A equacao de Landau-Raychaudhuri

Neste apéndice mostraremos como obter a equacao de Landau-Raychaudhuri, equacao de
fundamental importancia para o entendimento do comportamento de uma congruéncia
de curvas definidas em uma dada variedade. Seguiremos aqui as mesmas convengoes
adotadas na referéncia [59|. Discutiremos apenas o caso onde a congruéncia é constituida
de curvas tipo-tempo. O caso de congruéncias tipo-luz ¢é discutido também na referéncia
acima citada.

Consideremos uma congruéncia suave de geodésicas tipo-tempo. Pode-se assumir a
parametrizacao deste conjunto de curvas como sendo dada pelo tempo proprio 7, de
modo que o campo vetorial £* (vetores tangentes as geodésicas compondo a congruéncia)
é normalizado de tal maneira que obedeca a £*¢, = —1. Desta maneira, o campo tensorial
B, definido por

Bab = vbga (Bl)

é puramente espacial, ou seja,

Baupé" = Byt = 0. (B.2)

A interpretacao fisica de B,, pode ser vista da maneira que se segue: considere uma

subfamilia suave de geodésicas vs(7) pertencentes a congruéncia definida acima, e seja
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n® o vetor de desvio ortogonal de 7 a essa subfamilia. Entao n® representa um desloca-
mento espacial bastante pequeno a partir de 7y a uma dada geodésica pertencente aquela

subfamilia. Temos entao que a derivada de Lie deste vetor desaparece, ou seja,

Len® =0, (B.3)

e portanto obtemos

§be77“ = nbvb£“ = Bgnb. (B4)

Portanto, By mede a falha com a qual 7 é transportado paralelamente. Um observador
ao longo da geodésica vy, vé as geodésicas a sua volta distorcidas e rotacionadas pelo
mapeamento Bj'.

Definamos agora a métrica hg, = gap + {ap- Pode-se mostrar que a quantidade hj =
g““he € um operador de projecao sobre o subespaco do espaco tangente perpendicular ao

vetor £%. Define-se a expansao 0, a distor¢io oq € a rotagao wy, da congruéncia por

0 = B®hg, (B.5)

1
Oagb — B(ab) - §9hab7 (BG)
Wab = Blap)- (B.7)

Deste modo, B, pode ser decomposto da seguinte maneira:
1
Bab = g@hab + Oab + Wab- (BS)

E importante notar que da eq.(B.2) pode-se mostrar que o), € Wy, S0 puramente espaci-
ais, ou seja, o’ = wupc® = 0. Segue da eq.(B.4) que ao longo de qualquer geodésica da

congruéncia, 6 de fato mede a expansao média infinitesimal de geodésicas vizinhas; wgy,
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sendo antissimétrico, mede a rotacao relativa entre geodésicas vizinhas; e o,, mede sua

distorcao, isto é, uma esfera pode ser deformada num elipséide quando transportada ao

longo da congruéncia.

E importante agora obter a taxa de variacdo de 6 ao longo da congruéncia. Tem-se

que:

fcchab = gcvcvbfa = gcvbvcga + R?bafcgd
= —ByB,. + R?baécgd-
Tomando o traco desta tltima equacao obtemos

db 1
V.0 = e = —502 — o0 + W™ — R.q6°¢d

que é a equacao de Landau-Raychaudhuri, objetivo desta pequena discussao.
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