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Resumo

Nesta tese abordamos alguns aspectos relacionados com teorias de Gravidade. Essen-

cialmente existem duas partes principais neste trabalho:1) mecanismos de localização de

campos em membranas e 2) nova interpretação para a teoria de gravitação.

No que concerne aos mecanismos de localização de campos em membranas dois as-

suntos são colocados: a construção de modelos de gravidade topológica no contexto de

teorias contendo membranas e localização de campos de gauge tensoriais em membranas

�nas (o denominado campo de Kalb-Ramond. No primeiro destes assuntos, a questão

importante é a tentativa de se obter resultados semelhantes aqueles provindos do mod-

elo de Randall-Sundrum, isto é, a solução do problema de hierarquia e localização do

campo gravitacional na membrana. No entanto, o caminho escolhido está associado

com modelos de gravitação topológica, modelos estes onde a métrica do espaço-tempo

não é a quantidade fundamental da teoria. Existe na literatura uma corrente de pensa-

mento baseada em um formalismo de quantização de gravidade que necessita do ponto

de vista onde a mesma pode ser tratada por meio de uma teoria topológica de cam-

pos vinculada. Portanto, perguntar da validade dos resultados de Randall-Sundrum no

contexto de gravidade topológica pode servir de teste para se construir resultados estrita-

mente quânticos. Neste sentido, fazemos uma análise primeiramente clássica de modelos

possíveis, discutindo diversos aspectos (quebras de simetrias, simetrias de gauge, etc.).

Primeiramente mostramos que pode-se obter de fato, no contexto acima citado, equações

semelhantes àquelas obtidas nos modelos de Randall-Sundrum para explicar a existência

da hieraquia entre as massas dos bósons de Higgs. No entanto, não se faz uma análise

detalhada de como deve ser descrita gravidade em D = 5. Nesta linha de raciocínio,

construímos vários modelos com forma matemática semelhante a modelos de gravidade

topológica (modelos equivalentes), tentando fazer a "localização"sobre as membranas de

modo a linkar estes resultados ao primeiro citado logo acima. Por último, construímos
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efetivamente gravidade topológica em membranas nos moldes de modelos de gravidade

topológica, fazendo a análise dos vínculos no espaço-tempo ortogonal à membrana.

No segundo assunto, estudamos modelos de campos escalares que suportam defeitos

tipo kink embutidos em espaço-tempo D = 5. Tais modelos podem ser utilizados para

se simular membranas �nas. Neste caso analisamos a localização de campos de gauge

tensoriais, principalmente o campo de Kalb-Ramond, no background de várias geometrias

que não apresentam singularidades, como no caso do modelo de Randall-Sundrum. O

resultado é que o modo-zero do campo de Kalb-Ramond pode ser localizado somente em

background gravitacional onde o dilaton tem papel importante.

A segunda parte da tese é um pouco mais especulativa. Trata de uma nova abordagem

de interpretação da gravitação. A idéia, em suma, é comparar o próprio espaço-tempo

a um sólido deformável. Neste sentido, busca-se identi�car quem são os componentes

microscópicos do sólido do espaço-tempo, em analogia com os sólidos cristalinos reais, os

quais são compostos por uma rede contendo uma miríade de átomos e moléculas. Para tal

empresa, a equação de Landau-Raychaudhuri tem papel importante. No total, discute-se

três sinais apontando para esta idéia: a) as deformações do volume do espaço-tempo,

b) a origem elástica da ação de Einstein-Hilbert e c) a relação entre a Lei de Hooke da

Elasticidade e a equação de Einstein da gravitação. A idéia principal é que as equações

de Einstein parecem "emergir", sendo bastante naturais neste contexto.
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Abstract

In this thesis we study some aspects related with Gravity Theories. Essentially there are

two main pieces in this work: (1) mechanisms of �eld localization on membranes and (2)

a new interpretation for the gravity theory.

Related to the �eld localization mechanisms two subjects are discussed: the con-

struction of topological gravity models in the context of membranes and localization

of tensorial gauge �elds in thin membranes (the so called Kalb-Ramond �eld). In the

�rst of these subjects, the important question is try to obtain results compared to those

coming from the Randall-Sundrum models, i.e., the solution to the hierarchy problem

and the localization of the gravitational �eld in the membrane. Nevertheless, the way

chosen is related to topological gravity, such models where the space-time metric is not

the fundamental entity. There is in the academy a way of thinking which basis is a

quantization formalism for gravity. Such searches need the viewpoint in which gravity

can be described by constrained topological �eld theories. Therefore, to ask about the

results of the Randall-Sundrum model in the context of topological gravity may be useful

as a test for strictly quantum theory results. In this sense, we make �rstly a classical

analysis of the possible models, discussing several aspects (symmetry breaking, gauge

symmetries, etc.). Firstly we show that in fact we can obtain, in the lines cited above,

equations very similar to the Randall-Sundrum results to explain the hierarchy between

the masses of the Higgs bosons. Nevertheless, an detailed analysis of how to describe

gravity in D = 5 is not made. In this line of reasoning, we construct several models with

the same mathematical form of the models of topological gravity (equivalent models),

trying to do "localization"over the membranes in order to link this result to the �rst cited

above. Lastly, we construct e�ectively topological gravity on a membrane, regarding the

constraints in the space-time orthogonal to the membrane.

In the second subject, we study scalar �eld models that support kink-like defects em-
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bedded in a D = 5 space-time. Such models can be utilized to simulate thin membranes.

In this case we analyze the localization of tensor gauge �elds, mainly the Kalb-Ramond

�eld, in the background of several non-singular geometries, unlike those presented in the

original Randall-Sundrum model. The result is that the zero-mode for the Kalb-Ramond

�eld can be localized only in the special background where the dilaton plays an important

rule.

The second part of this thesis is a little bit speculative. It is about a di�erent in-

terpretation of gravitation. The idea is to compare the own space-time to a physical

deformable solid. In this sense, we look for the microscopic components of this solid, just

like the real crystalline solids which are made of a network containing a myriad of atoms

and molecules. For such, we make use of the Landau-Raychaudhuri equation, which is

crucial in this discussion. It is discussed a set of tree signs pointing to this idea: (1) the

deformation of the space-time volume, (2) the elastic origin of the Einstein-Hilbert action

and (3) the relation between Hooke's law and the Einstein's equation for gravitation. An

important idea is that the Einstein's equation seems to "emerge"quite naturally in this

context.
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Introdução

De que maneira aprendemos a respeito da validade de uma teoria física? A lição que

temos, às custas de muitos erros, é que dada uma boa teoria, estabelecida segundo

os critérios do método cientí�co, devemos expô-la ao máximo número de novos testes

possíveis. Este fato irá nos garantir saber exatamente quais são os limites de aplicação

desta teoria. No caso desta falhar, recorremos aos mais variados tipos de "remendos",

buscando sempre manter intacta a linguagem construída pela teoria em questão. No

entanto, também há um limite no número de "remendos"a serem feitos. Não se pode

forçar um tipo de linguagem se esta realmente foge ao entendimento puro de determinado

fenômeno: a coisa toda pode �car deselegante, mesmo inaplicável. É como se tentássemos

tapar um grande buraco usando um al�nete: sempre nos parece que falta algo! Essa

sensação de "faltar algo"é também guia para se compreender os limites de uma teoria.

Tal é o caso do Modelo Padrão de Partículas. Ele tem seus enormes sucessos. Exemplo

claro é a previsão das massas dos bósons W e Z, responsáveis pela intermediação da força

fraca. Não tardou muito para surgirem novas observações e novos testes para o modelo.

Muitos "remendos"foram feitos. Apesar destas correções, existem problemas ainda sem

respostas plausíveis, impossíveis até de serem pejorativamente "remendados". Este é o

ponto onde se deve discutir realmente a criação de uma nova linguagem, novas teorias

físicas. Este trabalho fala um pouco sobre as novas linguagens.

O Modelo Padrão de Partículas Elementares é um modelo descrito em um espaço-

tempo plano quadri-dimensional. Contém basicamente dois tipos de partículas (e muitos
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exemplares delas): bósons e férmions. Além do mais, uma peça fundamental em sua

estrutura é o denominado mecanismo de quebra espontânea de simetria, sendo um

"ator"importante neste mecanismo o famoso bóson de Higgs. Tal partícula é incluída

no modelo com o único propósito de gerar massa para algumas partículas elementares.

Suas previsões concordam bastante bem com as experiências, nos limites por ela propos-

tos. Entretanto, existem novas experiências e novos enfoques que trazem consigo novos

testes. E por nem todos o Modelo Padrão é aprovado. Vejamos alguns exemplos: os-

cilações de neutrinos, o problema de hierarquia de massas de quarks e léptons, hierarquia

de gauge, grande uni�cação, con�namento de quarks, renormalização, o bóson de Higgs,

etc. Pode-se ainda perguntar a respeito da teoria de gravidade. Tal teoria não está no

esquema geral do Modelo Padrão. Possui características bastantes diferentes das teorias

de gauge usuais. Não é renormalizável... resumindo, existe uma série de questões sem re-

spostas satisfatórias. Se simplesmente assumimos que o Universo possui mais dimensões

além das quatro descritas pela teoria da relatividade, temos uma surpresa. Tal quadro

possui um poder de simpli�cação muito grande e permite responder rapidamente muitas

das questões acima citadas. O fato de assumirmos esta nova idéia nos traz também novos

problemas. Se vivemos em um Universo n-dimensional, como podemos observar somente

quatro destas dimensões? Daí surgem os mecanismos de redução dimensional. Novos

efeitos físicos em D = 4 são calculados com base nestes mecanismos.

A idéia de dimensões extras não é nova. Já em meados da década de 20 (no Séc.

20) T. Kaluza e O. Klein haviam proposto que poderíamos uni�car Gravidade e Eletro-

magnetismo simplesmente adicionando uma dimensão a mais no Universo. Tal dimensão

seria invisível aos nossos olhos por ser muitíssimo pequena e enrolada sobre si mesma.

Rapidamente tal teoria caiu em descrédito, apesar de ser revolucionária, por também

prever a existência de uma partícula escalar que na época não foi observada (o dílaton).

Após alguns anos de calmaria uma tempestade abalou a Física. Surgiram teorias que
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somente faziam sentido se o espaço-tempo possuisse 10 dimensões: Supergravidade e teo-

rias de Cordas. Mais tarde (1995) o número aumentou para 11 com a idéia da "Teoria

M"(sem falar da "Teoria F"que vive em um espaço-tempo D = 10 + 2). O formalismo

de dimensões compactas voltou à tona como peça fundamental nestes tipos de teorias.

No que diz respeito à teoria de cordas pode-se mostrar que existem objetos extensos

denominados "D-branas"em seu espectro. Tais objetos forneceram novas alternativas de

se pensar em dimensões extras. Se antes apenas pensávamos em dimensões �nitas, agora

podemos incluir o caso onde as dimensões extras são in�nitas: basta imaginarmos que

nosso Universo esta contido em uma hipersuperfície quadridimensional embutida em um

Universo de dimensão maior que D = 4. Muitas são as consequências deste tipo de

interpretação. Uma delas, que está tornando-se famosa, é a interpretação do Big-Bang

como uma colisão de Membranas (o Universo Equipirótico). De fato, este é um novo tipo

de linguagem que está sendo contruída na atualidade.

No que diz respeito à teoria da Gravitação, também observa-se o mesmo tipo de prob-

lema de linguagem discutido no primeiro parágrafo. Na atualidade existem três enfoques

em forte discussão. O primeiro é o mais aceito: a teoria de Gravidade no formalismo pro-

posto por Einstein rediscutida nos moldes de teorias de dimensões extras. Em particular,

os grandes problemas de não-renormalização, união da Física Quântica com a Relativi-

dade Geral, Uni�cação das forças, etc., são todos aceitos como praticamente resolvidos

no contexto de teorias de Supercordas. O segundo enfoque é completamente ortogonal

às idéias associadas com dimensões extras (na verdade, pode-se dizer que os partidários

desta linha são mais "conservadores"). Para seus defensores não há sentido em se pen-

sar em um número de dimensões maior que 4 para o Universo. A razão desta "crença",

dizem seus partidários, está baseada no simples fato de existirem outras alternativas para

se tratar os problemas que assolam a teoria da Relatividade Geral. Estas alternativas

são teorias de gravidade topológica (este tipo de formalismo é base para "Loop Quan-
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tum Gravity"e "Spin Foam Models"). Em princípio, pode-se construir o procedimento

de quantização para estes tipos de teorias em D = 4 sem a necessidade de extensões

para modelos de dimensões extras. No entanto, o formalismo apenas trata de gravidade,

não citando nada a respeito de outros problemas do Modelo Padrão. Neste sentido, a

ambição de modelos tipo gravidade topológica é menor que o caso de teorias de Super-

cordas. O terceiro e último enfoque é "mais ortogonal ainda". Seus partidários defendem

que talvez não seja nem mesmo correto quantizar Gravidade da forma como feita nos

últimos anos: esta seria a razão fundamental para os muitos problemas que surgem com

a teoria da Gravidade. A idéia é que a métrica do espaço-tempo não é a quantidade mais

fundamental na teoria e sim uma quantidade secundária, emergente (aqui parece surgir

um link entre teorias topológicas e este formalismo). Uma das realizações desta idéia

mostra que se apenas quantizamos uma teoria de matéria, obtemos como subresultado

uma teoria de gravidade [1]. A questão toda está associada com a pergunta "o que é

realmente o espaço-tempo?". Existe, por exemplo, uma linha de pesquisa que relaciona

as características do espaço-tempo com as características de meios contínuos especiais,

ou seja, meios onde se pode estudar fenômenos análogos àqueles previstos pela teoria

da Relatividade Geral. Com base nisso pode-se contruir modelos chamados "análogos"à

Gravidade [2]. Tais tipos de idéias permeiam também os círculos de discussões em teorias

de Supercordas, teorias onde o espaço-tempo por si ainda não é bem compreendido.

Em suma esta tese trata de vários aspectos relacionados com a teoria de Gravidade.

Passaremos a discutir desde assuntos relacionados com física de dimensões extras e temas

relacionados, onde em modelos usuais a teoria da Gravidade de Einstein tem papel im-

portante, até modelos onde adicionamos novos formalismos de Gravidade. Concatenamos

aqui de maneira simples estas formas de se trabalhar com Gravitação.

Os três primeiros capítulos desta tese são capítulos de revisão. O restante dos capí-

tulos descreve todos os resultados obtidos durante os anos do doutoramento. O primeiro
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capítulo desta tese trata de uma introdução mais detalhada ao formalismo de Kaluza-

Klein. Mostra-se como obter sinais da existência de dimensões extras em teorias efetivas

em D = 4. Discute-se também a "uni�cação"entre Gravidade e Eletromagnetismo nos

moldes de uma teoria de Gravidade em D = 5.

O segundo capítulo trata de um formalismo alternativo ao de Kaluza-klein: modelos

de Membranas. Neste discute-se o modelo de Randall-Sundrum e suas implicações para

a física em D = 4, inclusive localização de campos em membranas.

O terceiro capítulo trata dos formalismos de Gravitação. Discute-se o formalismo de

Einstein, onde a métrica é a quantidade fundamental, formalismo de Palatini, onde en-

tram as tetradas e a conexão de spin, e, por último, o formalismo de gravidade topológica

de Plebanski.

O quarto capítulo é primeiro que discute resultados. Analisa-se o problema de hier-

arquia de gauge no contexto de gravidade topológica. No modelo de Randall-Sundrum

utiliza-se uma métrica do espaço-tempo bastante especial para se tratar este problema.

Pode um modelo independente de métrica produzir uma solução análoga para o problema

de hierarquia? É esta a questão discutida nesta parte.

O quinto capítulo trata de colocar em termos mais rigorosos a idéia de gravidade

topológica em membranas. No quarto capítulo analiza-se apenas gravidade topológica

supostamente localizada na membrana do modelo. Neste, introduzimos a idéia de se

primeiramente entender gravidade em D = 5. Para tal estudamos modelos equivalentes

em membranas. Tais modelos em muito se parecem com o modelo de Plebanski. A idéia

geral é tentar produzir termos topológicos em membranas.

O sexto capítulo descreve efetivamente como produzir gravidade topológica em mem-

branas. A questão importante é analizar os vínculos da teoria de maneira correta: eles

devem ser impostos em D = 4 ou em D = 5? A resposta é que se os impomos em D = 5

obtemos o resultado a que se quer chegar. No entanto, a conclusão maior é o formalismo
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não mais ser independente da métrica.

Obs.: Os capítulos que se seguem são associados com outras linhas de pesquisa abor-

dadas no decorrer da construção desta tese.

O sétimo capítulo tem um objetivo diferente. Trata de localização do campo de Kalb-

Ramond em membranas. Neste caso discute-se o formalismo onde a dimensão extra é

in�nita. Incluímos a discussão para vários tipos de membranas e modelos de gravidade

com a presença do dílaton.

O oitavo e último capítulo trata de um modelo do espaço-tempo como um sólido

deformável. Após uma breve discussão sobre o signi�cado de modelos deste tipo, mostra-

se um total de três sinais que apontam para a possibilidade de realização daquela idéia.

Neste caso a equação de Landau-Raychaudhuri tem papel extremamente importante.

Por último fazemos uma discussão geral de conclusões e perspectivas.
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Capítulo 1

Física de Dimensões Extras

Iniciaremos agora a discussão fazendo uma breve introdução aos métodos da física de

dimensões extras. Neste capítulo serão abordados o modelo de Kaluza-Klein, o problema

de hierarquia de gauge no Modelo Padrão de partículas elementares e a proposta do

modelo de Randall-Sundrum para se resolver este problema especí�co. Esta discussão

inicial é extremamente importante porque serve de guia para construção de um modelo

de gravidade topológica no contexto de física de dimensões extras.

1.1 Introdução

A linguagem matemática é peça fundamental no jogo da Física. Já em assuntos de física

básica a noção de "vetor"surge como elemento importante no método matemático. Em

Mecânica temos vários exemplos de grandezas classi�cadas como vetoriais: a força, ve-

locidade, aceleração,etc. No Eletromagnetismo os campos elétricos e magnéticos também

são grandezas vetoriais. A característica importante a ser notada aqui é que a construção

matemática do objeto "vetor"toca diretamente na idéia que fazemos do espaço: o número

de componentes de um vetor nos fornece a dimensão do espaço em que os fenômenos físi-

cos ocorrem. Isto signi�ca que idéias estritamenete geométricas estão na base das teorias
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físicas mais conhecidas. Esta é uma facilidade que o método vetorial nos traz: se quis-

ermos estender uma teoria para dimensões maiores, é su�ciente aumentar o número de

componentes das quantidades vetoriais utilizadas para se construir uma lei física. Este

procedimento não é nada mais que a formulação de uma hipótese a respeito do Universo:

o fato de que este pode possuir mais dimensões além das quatro então discutidas pela

teoria da relatividade. A pergunta importante a ser feita é: se o Universo possui mais

dimensões além de quatro, como esperamos enxergá-las? Existem pelo menos duas re-

spostas possíveis a esta pergunta. A primeira é que pode-se "apostar"na validade das

leis físicas conhecidas em D = 4 para dimensões maiores. Veri�ca-se, então, as correções

produzidas por esta "aposta"em dimensões mais baixas (correções para massas e con-

stantes de acoplamento, etc.), ou seja, faz-se um procedimento de redução dimensional.

A segunda opção é admitir que as leis físicas em Universos de dimensões maiores são

completamente diferentes das leis que conhecemos. Neste caso, não teríamos senso de

direção de pensamento e seria extremamente difícil se chegar em alguma conclusão útil.

A primeira resposta, então, é mais aceita pela comunidade, embora não seja garantia de

exclusão da segunda resposta (a qual causaria grande espanto!).

As leis físicas são tensoriais, uma característica que lhes garante grande grau de sime-

tria. Além do mais, da mesma maneira que vetores, pode-se estender tais tipos de leis

para espaços de dimensões maiores que quatro, sem se perder as simetrias mais impor-

tantes. Como exemplo, pode-se citar o caso da equação de Einstein para a gravitação:

Rµν − 1

2
gµνR = kTµν . (1.1)

Nesta equação, Rµν é o tensor de curvatura de Ricci, construído com o tensor métrico

gµν , R é o escalar de curvatura de Ricci, Tµν é o tensor energia-momento e k é uma

constante de proporcionalidade que depende da constante gravitacional de Newton. Em

D = 4, os índices µ e ν adquirem valores entre 0 e 3. No entanto, vê-se claramente
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que nada nos impede de aumentar os valores admissíveis para tais índices, incorrendo

apenas no aumento do número de componentes dos tensores que compõe a equação

acima. A simetria por detrás da equação de Einstein é a de tranformações gerais de

coordenadas, a qual não é alterada quando se aumenta o número de dimensões (é claro

que a transformação geral de coordenadas muda com a dimensão, mas o que se fala

aqui é que o "tipo"de simetria não muda). As componentes adicionais produzidas pelo

aumento da dimensão do espaço serão a fonte das correções em dimensões mais baixas

como mostraremos em alguns casos. Além do mais, o fato de se aumentar o número de

dimensões do espaço-tempo tem características de teorias de uni�cação.

Existe mais um ingrediente a ser discutido relacionado com caracterísiticas geométri-

cas e topológicas dos espaços em questão. A verdade é que o espaço-tempo n-dimensional

mais geral é descrito em termos de uma variedade diferenciável com curvatura não nula.

Esta variedade pode ainda possuir várias características de topologias as mais variadas:

pode ser compacta ou não, pode ou não possuir fronteira, etc. Considera-se então duas al-

ternativas de se tratar as dimensões extras: 1) elas podem ser muito pequenas e enroladas

sobres si mesmas (variedades compactas sem fronteiras) e 2) podem possuir tamanho

in�nito (caso de variedades não compactas). No primeiro caso não observamos as dimen-

sões extras pelo simples fato de estas possuirem um tamanho extremamente inacessível

aos nossos olhos, embora possamos "caminhar"ao longo das mesmas. No segundo caso

não observamos as dimensões extras porque estamos presos em uma hipersuperfície 4-

dimensional embutida em um espaço-tempo de dimensionalidade maior. Estas duas situ-

ações, do ponto de vista da física, produzem efeitos bastante distintos. O primeiro caso é

usualmente considerado em modelos de compacti�cação de Kaluza-Klein, enquanto que

o segundo caso, mais moderno, é considerado em modelos inspirados em teorias de cordas

(o modelo de Randall-Sundrum, por exemplo). Estes serão, em suma, os assuntos desta

discussão.
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1.2 O Formalismo de Kaluza-Klein

Nesta seção discutiremos o formalismo de redução dimensional chamado de formalismo

de Kaluza-Klein [3]. Discutiremos como os parâmetros físicos (massas, constantes de

acoplamento, etc.) importantes em uma teoria efetiva em baixas dimensões dependem

da geometria das dimensões extras. Considera-se o primeiro caso discutido logo acima,

ou seja, o caso de variedades compactas sem fronteiras. Começaremos por descrever os

resultados provindos da física de dimensões extras discutindo um caso bastante simples:

um campo escalar real e não massivo em D = 5 livre de interações. Considera-se que a

dimensão extra é compacta e representada pelo círculo S1 de raio R e as quatro dimensões

restantes são extensas e constituem o espaço-tempo de Minkowski. A métrica deste

espaço-tempo é dada por gMN = diag(ηµν ,−R2) com inversa gMN = diag(ηµν , −1
R2 ), ηµν =

ηµν . As coordenadas serão representadas por xM = (xµ, x4 = y
R
) e, usando a métrica

dada acima, xM = (xµ, x4 = −yR). As coordenadas xµ serão representadas por x. O

campo escalar φ(x, y) é periódico na variável y com período L = 2πR, ou seja,

φ(x, y + L) = φ(x, y) (1.2)

e pode ser, por conta disto, expresso em termos de uma expansão de Fourier naquela

variável:

φ(x, y) =
1

(L)
1
2

∑
n

φn(x) exp(2πin
y

L
). (1.3)

A ação que descreve a dinâmica para este campo escalar é dada por

S =
1

2

∫
d5x

√
g(5)(∂Mφ)∂Mφ (1.4)

onde g(5) = R2 é o determinante da métrica do espaço-tempo 5-dimensional. O termo

cinético pode ser decomposto de tal maneira que (∂Mφ)∂Mφ = (∂µφ)∂µφ − (∂yφ)2.
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Substituindo-se a expansão de Fourier para o campo φ e fazendo-se a integração na

ação da variável y obtem-se a teoria efetiva de campos escalares em D = 4

Sef. =
1

2

∑ ∫
d4x[(∂µφ

∗
n)∂µφn − (

Mnc

~
)2φ∗nφn], (1.5)

onde Mn = 2π~
Lc

n é a massa dos campos remanescentes do procedimento de redução

dimensional. O resultado do procedimento é que obtem-se uma teoria contendo um

número in�nito de campos escalares complexos, massivos e livres de interação. Nota-se

claramente que no limite de L muito pequeno, a massa destes campos é muito grande

(estes são os denominados modos massivos de Kaluza-Klein). Se L é da ordem do com-

primento de Planck 10−33cm, as massas serão da ordem de 1019GeV (a massa de Planck),

uma escala tão enorme que impossibilita a observação destes tipos de partículas em es-

calas de energias comuns ao modelo padrão de partículas. Portanto, no limite de baixas

energias, simplesmente ignora-se os modos de Kaluza-Klein, restando apenas um modo

não-massivo e real (o modo-zero de Kaluza-Klein) na ação efetiva em D = 4. O resultado

importante aqui é que as massas dos modos de Kaluza-Klein dependem explicitamente do

volume da dimensão extra, característica tal que nos permite fazer o limite para baixas

energias. Vejamos agora o que acontece com uma teoria contendo interação. Considera-

se ainda campos escalares. A interação usual é de um potencial quártico nos campos

escalares, ou seja,

Sinter. =

∫
d4x

∫ L

0

dyλ(5)φ4 (1.6)

onde λ(5) é a constante de acoplamento para esta auto-interação em D = 5. Se substitu-

imos a decomposição de Fourier para o campo φ (considerando apenas o modo zero) na

ação acima obtemos

Sinter. =

∫
d4x(L)

λ(5)

L2
φ4

0(x). (1.7)
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A conclusão é que a constante de acoplamento efetiva em D = 4 também depende

da dimensão extra, sendo a relação dada por λ(4) = λ(5)

L
. O esquema geral considera que

as constantes fundamentais na verdade estão na teoria contendo dimensões extras. As

constantes em D = 4 são efetivas e dependem do volume da dimensão extra. Outro efeito

bastante interessante da interação é a produção de pares de modos de Kaluza-Klein na

teoria efetiva. Este efeito pode ser visto analisando-se os termos da decomposição em

modos de Fourier do potencial quártico na equação (1.6) acima. A decomposição é feita

como acima:

φ4(x, y) =
1

L
1
2

[φ0 +
∑

n 6=0

φn exp 2πin
y

L
]
4

=
1

L2
[φ4

0 + 4φ3
0

∑

n 6=0

φn exp 2πin
y

L
(1.8)

+6φ2
0

∑

n,n′ 6=0

φnφn′ exp 2πi(n + n′)
y

L
+ . . .].

O primeiro termo quando integrado na variável y fornecerá a interação efetiva em D = 4

para o modo-zero. Os termos seguintes fornecerão interações entre o modo-zero e os

modos de Kaluza-Klein. Em particular, somente o terceiro termo da equação (1.8) será

importante na ação efetiva após a integração da variável y. A parte da ação efetiva que

mostra a produção de pares de modos de Kaluza-klein é dada por

Sinter. ∼
∫

d4xλ(4)
∑

n 6=0

φ2
0φnφ−n. (1.9)

Estes em suma são os efeitos esperados em uma teoria efetiva em D = 4 devido à

existência de uma dimensão extra apenas. Além do mais este é um resultado para uma

teoria somente de campos escalares. É natural esperar uma riqueza maior de informações

quando se estuda uma teoria envolvendo campos tensoriais de "rank"maior.

O fato mais importante de teorias de dimensões extras é que naturalmente elas en-

globam, de maneira bastante simples, a idéia de uni�cação em física. Pode-se ilustrar

este resultado utilizando-se a teoria de Gravitação de Einstein. A teoria gravitacional é
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estritamente geométrica. Toda a informação a respeito de física está contida no chamado

tensor métrico gMN . É este objeto que nos diz como se deve medir distâncias no espaço-

tempo, informando se este é ou não um espaço curvo. Vamos supor que estamos tratando

gravidade em um espaço-tempo D = 5, onde a dimensão extra é compacta como já dis-

cutido. Neste caso o índices M,N tomam valores variando de 1 a 5. É fácil ver que a

métrica pode ser decomposta da seguinte maneira:

ds2 = gMN(x, y)dxMdxN = gµν(x, y))dxµdxν + Aµ(x, y)dxµdy + ϕ(x, y)dy2. (1.10)

Vê-se claramente que um campo tensorial de dois índices em D = 5 é decomposto em um

campo tensorial de dois índices, um vetor e um escalar em D = 4. Porém a dependência

de cada um deles ainda contém a variável y. Se quisermos construir uma teoria efetiva em

D = 4, devemos escrever cada um destes campos em termos de uma expansão de Fourier

especí�ca, substituir na ação para o campo gravitacional em D = 5 e fazer a integração

desta variável. O passo seguinte, como foi mostrado para o campo escalar , é desprezar

os modos de Kaluza-Klein que, neste novo caso, terão novos representantes tensoriais,

vetoriais e escalares. Após todo este processo (efetivamente, a compacti�cação) obtem-se

como resultado uma teoria somente com modos-zeros. Resumindo em termos de equações,

tem-se que:

SGrav. = K(5)

∫
d5x

√
−g(5)R(5) ⇒ Sefet. = K(4)

∫
d4x

√
−g(4)[R(4) (1.11)

−1

4
e−

√
3ϕFµνF

µν − 1

2
∂µϕ∂µϕ]

Na equação acima, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é um tensor intensidade de campo para o campo

vetorial Aµ, K(5) é a constante de acoplamento para o campo gravitacional em D = 5.

Como que por um milagre a ação efetiva (1.11) possui uma simetria de gauge para o

campo vetorial Aµ, ou seja, a transformação Aµ(x) → Aµ(x)+∂µα(x) não muda a forma

13



da ação referida. Este resultado é su�ciente para declarar que o segundo termo da ação

acima citada representa o termo cinético para o campo eletromagnético. O milagre é

que obtem-se uma uni�cação do campo gravitacional com o campo eletromagético em

D = 5. Simetrias do espaço-tempo em D = 5 (neste caso, tranformações gerais de

coordenadas) geram simetrias internas de gauge em D = 4. Entretanto, esta discussão

é apenas clássica. A discussão quântica é a continuação natural desta história e não

será abordada aqui. Também obtem-se um campo escalar ϕ como grau de liberdade

remanescente do procedimento de compacti�cação. Tal campo é intitulado "dílaton"e,

em discussões mais técnicas, é responsável por processos de estabilização do tamanho da

dimensão extra.

Para �nalizar, deve-se citar aqui um mecanismo de compacti�cação denominado

"compacti�cação espontânea". O mecanismo de Kaluza-Klein, da forma como foi ex-

plicado, não é um mecanismo natural. Precisamos forçar os cálculos nas teorias da

maneira como foram expostos. O mecanismo de compacti�cação espontânea não neces-

sita desta característica pois as equações do modelo naturalmente guiam o processo de

redução dimensional. Passemos agora para o estudo de um novo formalismo de redução

dimensional.
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Capítulo 2

O Modelo de Randall-Sundrum

Começaremos agora a discutir modelos que contém membranas embutidas em espaços

de dimensionalidade maior que 4. Tais modelos são alternativos aos de Kaluza-Klein no

que diz respeito a mecanismos de redução dimensional. Antes de efetivamente entramos

em detalhes, discutiremos uma motivação física para se considerar modelos de dimensões

extras: o problema de hierarquia de gauge.

2.1 A Hierarquia de Gauge

O Modelo Padrão de partículas descreve bastante bem as interações conhecidas. No

entanto, este possui um número grande de parâmetros livres, números colocados a mão

no modelo de modo a ajustar a teoria à experiência. Um exemplo bastante simples é o

conjunto de massas dos quarks. Não se sabe porque as massas destas partículas possuem

os valores que tem, isto é, não existe teoria que explique a "hierarquia"de massas apre-

sentadas por estas partículas. Tudo o que se tem é um modelo de previsão físico onde

usamos valores de massas medidos em uma experiência. Este é apenas um exemplo de

problema de hierarquia (existem mais!). O problema em que estamos interessados refere-

se às massas dos bósons de Higgs em modelos de grande uni�cação. Sabe-se que para
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se construir o cenário decrito pelo Modelo Padrão são necessários mecanismos de quebra

espontânea de simetria. Em tais modelos se faz necessário postular a existência de uma

partícula, denominada "bóson de Higgs", que tem o simples objetivo de gerar massa para

algumas partículas do Modelo Padrão. No entanto, o próprio bóson de Higgs deve pos-

suir massa para se adequar o modelo à experiência (a massa da partícula de Higgs é um

parâmetro livre). Em particular, em modelos de grande uni�cação, são necessárias duas

transições de fase (duas quebras de simetrias) e, portanto, dois bósons de Higgs com suas

respectivas massas. É justamente neste ponto que o problema começa a surgir. Um dos

bósons deve possuir massa da ordem de Mew ∼ 1 TeV enquanto que o outro deve possuir

massa da ordem de Mpl ∼ 1016 TeV. As razões para esta disparidade de massas são im-

posições experimentais, isto é, a hierarquia Mpl

Mew
∼ 1016 deve existir desta maneira para se

reproduzir efeitos físicos observáveis em baixas energias: assimetria de número bariônico,

tempo de vida do próton, constante de acoplamento da interação forte, etc. Esta é uma

forma de se apresentar o problema de hierarquia de gauge. A questão a ser respondida é

"como gerar esta hierarquia de massas?". Existem pelo menos três modelos onde se apre-

senta uma solução. O primeiro é chamado de cenário "technicolor", um cenário de física

de partículas onde não existem campos escalares como partículas fundamentais (se não

existem escalares, não existem partículas de Higgs e, portanto, o problema não existe!).

No entanto, este tipo de cenário foi desconsiderado devido a observações experimentais

no LEP. Atualmente estes tipos de modelos voltaram à tona com possíveis resultados a

serem discutidos com o LHC (sigla para "Large Hadron Collider"). O segundo cenário

envolve teorias contendo "supersimetria". Nestes modelos, pode-se resolver o problema

de hierarquia às custas de se acrecentar mais partículas no modelo teórico (tais tentativas

ainda esperam por comprovações experimentais). Por último, existem modelos baseados

em física de dimensões extras. Em particular, discutiremos dois modelos que tratam

nosso Universo em D = 4 como membranas (hipersuperfícies) embutidas em espaços de
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dimensões maiores. O primeiro é o denominado cenário de Arkani-Hamed-Dimopoulos-

Dvali (ADD)[4]. O segundo, chamado de cenário de Randall-Sundrum (RS)[5]. Modelos

de dimensões extras também carecem de comprovações experimentais no estágio atual

de pesquisas. Vejamos cada um deles com certo detalhe.

2.2 O Cenário de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD)

A primeira observação importante no cenário ADD é o fato de se considerar Mew como a

escala fundamental do modelo . A escala de Planck Mpl deve ser gerada a partir de Mew.

A razão para tal é que o eletromagnetismo foi testado com sucesso até escalas energéticas

desta ordem de grandeza. Entretanto, a teoria gravitacional (onde a massa de Planck

possui estrita relação com a constante gravitacional) não possui tal grau de certeza. A lei

do "inverso do quadrado das distâncias"somente foi testada até distâncias da ordem de

1 cm. A segunda observação é que este cenário contem apenas um membrana que simula

o Universo D = 4. Neste caso admite-se a existência de d dimensões extras pequenas e

compactas. A pergunta importante é "como calcular a dependência de Mpl em D = 4

em termos da geometria das dimensões extras?".

O primeiro passo é considerar que a geometria do espaço é fatorizável da seguinte

maneira:

ds2
d = ds2

4 − ds2
d−4. (2.1)

Pode-se ver claramente que separamos a métrica do espaço-tempo d-dimensional em

duas partes, sendo uma a métrica do Universo D = 4 e a outra parte a métrica do espaço

que constitui as dimensões extras, um espaço (d − 4)-dimensional. O passo seguinte é

considerar a ação de Einstein-Hilbert para a gravidade em d dimensões:
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S =
c3

16πGd

∫
dxd

√−g(d)R(d) (2.2)

Nesta ação acima, G(d) é a constante gravitacional em d dimensões e c é a velocidade

da luz. Como as dimensões extras são compactas pode-se integrá-las na equação (2.2)

para se obter

S =
c3

16πG4

∫
dx4

√−g(4)R(4) (2.3)

onde G(4) =
G(d)

V(d−4)
é a constante gravitacional em D = 4, V(d−4) é o volume do espaço

(d − 4)-dimensional. Considera-se agora que V(d−4) = L(d−4), onde L é o comprimento

fundamental da dimensão extra. Usando a relação entre a constante gravitacional e a

constante de Planck em D = 4 pode-se encontrar a seguinte relação:

Md−2
pl(d) = (

~
cL

)d−2M2
pl(4). (2.4)

Se �zermos Mpl(d) ∼ 1 TeV, Mpl(4) ∼ 1016 TeV substituir os valores da constante de

Planck e da velocidade da luz, pode-se ter uma idéia do tamanho da dimensão extra se

�zermos a escolha certa para o número de dimensões extras. Por exemplo, se d = 6,

obtemos L ∼ 100µm, o que é razoável. Se d = 10, L ∼ 1 Fermi um valor ainda razoável

do ponto de vista fenomenológico. Entretanto, se d = 5, teremos L À 1 mm, ou seja,

uma distãncia que poderia ser observada facilmente e, portanto, refutada por simples

observações. A conclusão é que pode-se gerar a hierarquia entre Mpl e Mew usando

a geometria do espaço-tempo. O próximo passo é garantir que os campos do Modelo

Padrão �quem presos (localizados) na membrana que simula nosso Universo. A razão

por trás disso está no simples fato de que a "espessura"da membrana garante que os

campos no máximo terão massas da ordem da "espessura". De outra forma, deve-se

garantir que "espessura"∼ Mew. Tal característica pode ser obtida quando se simula a
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membrana por meio de defeitos topológicos. Todos os outros efeitos devido a dimensões

extras (associados a modos massivos de Kaluza-Klein) surgem ainda em um modelo que

considera membranas.

O resultado desta discussão é que o problema de hierarquia entre massas parece

desaparecer. No entanto, uma análise mais cuidadosa revela que apenas o problema foi

substituido. Se agora não existe uma hierarquia entre massas, existe entre uma massa e

o tamanho L da dimensão extra. Como evitar isto? A resposta está em outro cenário de

dimensões extras: o cenário de Randall-Sundrum.

2.3 O Cenário de Randall-Sundrum (RS)

O cenário de Randall-Sundrum é comumente apresentando em duas partes na literatura.

Na primeira parte, chamada cenário de Randall-Sundrum tipo-I (RS-I) apresenta-se a

solução do problema de hierarquia de gauge. A segunda parte, denominada cenário de

Randall-Sundrum tipo-II (RS-II), demonstra-se como se pode localizar gravitação em

uma das membranas do modelo. Nesta seção discutiremos o cenário RS-I. Neste cenário,

considera-se que o espaço-tempo tem dimensão D = 5. A escala fundamental agora é a

escala de Planck Mpl. Existem duas membranas (hipersuperfícies quadri-dimensionais)

no modelo que são fontes de gravidade em D = 5. A dimensão extra é descrita em

termos do "orbifold"S1/Z2 e as membranas estão localizadas sobres os pontos �xos deste

"orbifold". Cada membrana possui seu Universo especifíco com características distintas

(constante cosmológica, por exemplo). Pode-se resolver as equações de Einstein neste

background de forma a se obter a geometria do espaço-tempo. O requisito importante é

garantir as simetrias normais do Universo em D = 4 (simetria de Lorentz, por exemplo)

sobre as membranas. A solução das equações de Einstein nestas condiões é dada em
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termos de uma métrica agora não-fatorizável

ds2 = e−2k|z|ηµνdxµdxν − dz2, (2.5)

onde k2 = |Λ|
6
, sendo Λ a constante cosmológica em uma das membranas. Agora analisa-se

a ação efetiva de Einstein-Hilbert em D = 4 (mudamos os nomes das contantes funda-

mentais aqui envolvidas)

S = −M3
∗

16π

∫
dx5

√
|g(5)|R(5), (2.6)

onde M∗ é a escala de massa fundamental da teoria em D = 5. Pode-se agora fazer a

integração da dimensão extra da seguinte maneira

S = −M3
∗

16π

∫
dx4

√
|g(4)|

∫ rcπ

−rcπ

dze−2k|z|(R(4) + . . .) = (2.7)

= −M2
pl

16π

∫
dx4

√
|g(4)|(R(4) + . . .), (2.8)

onde encontra-se a relação entre as constantes fundamentais do modelo:

M2
pl =

√
6

|Λ| [1− e−2krcπ]M3
∗ . (2.9)

Vê-se então que o fator exponencial entra apenas como uma constante multiplicativa

nesta fórmula. Se colocarmos M∗ ∼
√
|Λ| em D = 5, obteremos que Mpl ∼ M∗ ∼

√
|Λ|,

mesmo para o caso de rc muito grande ou possuindo um valor relativamente pequeno .

E o que acontece com Mew? De que maneira ela surge neste contexto? A resposta está

associada com a teoria efetiva de campos na membrana. Vamos supor que a teoria que
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descreve campos de Higgs massivos é dada pela seguinte ação sobre uma das membranas:

Shiggs =

∫ rcπ

−rcπ

dzδ(z − rcπ)

∫
d4x

√
|g(5)[

1

2
gMNDMH(x, z)DNH(x, z)− 1

2
M2

plH
2(x, z)]

(2.10)

A massa do campo H é da ordem da massa de Planck Mpl (a escala fundamental do

modelo, como já dito). Quando substitui-se a métrica dada pela equação (2.5), obtém-se

a ação efetiva sobre a membrana, ou seja,

S ∼
∫

d4x
√
|g(4)|[1

2
gµνDµHDνH − 1

2
M2

ewH2], (2.11)

de onde obtem-se a relação Mew

Mpl
= e−rckπ ∼ 1016. Voltando com este resultado na equação

(2.9) vê-se que seu efeito é praticamente desprezível. Desta relação obtemos também que
1
rc
∼ Mpl

30
. A conclusão é que pode-se resolver o problema de hierarquia de�nitivamente,

sem deixar novas substituições como no caso do cenário ADD. Da mesma forma que o

cenário ADD, deve-se construir os campos do modelo padrão de forma que estes �quem

presos à membrana, mas agora apenas por requisitos fenomenológicos.

O passo seguinte deste trabalho é analisar outros formalismos de gravidade, de forma

a se testar se em todos os casos podemos chegar às mesmas conclusões.
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Capítulo 3

Gravidade Topológica

Neste capítulo faremos uma discussão a respeito de várias interpretações da teoria da

Relatividade Geral, a teoria que descreve a "interação"gravitacional em termos de espaços

curvos. Para tal, se faz necessário discutir a estrutura básica da teoria em termos do

tensor métrico gµν , isto é, discutir primeiramente a interpretação mais comum (a do

próprio Einstein). Após esta fase, passa-se à discussão do denominado formalismo de

Palatini, um formalismo onde a métrica do espaço-tempo não é mais fundamental, mas

uma quantidade derivada de outros campos. Por último, discute-se o formalismo de

teorias de campos topológicas aplicadas à gravitação.

3.1 A Gravidade de Einstein

O modelo de espaço-tempo na formulação métrica é bastante simples. O espaço-tempo

é considerado como uma variedade riemaniana, munida de uma conexão compatível com

a métrica, isto é, livre de torção.

A quantidade fundamental da teoria é a métrica do espaço-tempo gµν . Se impomos a

relação de compatibilidade

∇αgµν = 0, (3.1)

22



onde ∇ denota derivação covariante, pode-se de�nir a quantidade fundamental necessária

para se fazer deslocamentos paralelos nesta variedade: a conexão a�m (o símbolo de

Christo�el) Γλ
µν . O deslocamento paralelo é o meio pelo qual se testa se determinada

variedade é ou não curva. Com base na conexão a�m pode-se construir um tensor de

quatro índices, o tensor de curvatura Rα
βµν , que diz efetivamente a respeito da curvatura

de uma variedade. Este tensor é dado por

Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓ
α
βν + Γλ

βνΓ
α
λµ − Γλ

βµΓα
λν . (3.2)

Este tensor dá origem a novos objetos relacionados com a a curvatura: o tensor de

Ricci Rµν = Rα
µαν e o escalar de Ricci R = gµνRµν . É justamente o escalar de Ricci

que entra na formulação lagrangeana da teoria gravitacional, como já foi mostrado em

seções anteriores. A dinâmica do campo gravitacional puro pode, então, ser obtida partir

da ação de Einstein-Hilbert. Se quisermos acrescentar matéria na teoria, é su�ciente

adicionar à lagrangeana de Einstein-Hilbert uma nova lagrangeana contendo a parte

devido à novos campos, por exemplo. Este novo termo dará origem ao tensor energia-

momento na equação de Einstein.

A simetria por trás da teoria de Einstein é representada pelo grupo de transformações

gerais de coordenadas. Esta simetria é estritamente uma simetria do espaço-tempo. A

teoria também possui auto-interação (a teoria é altamente não-linear). Neste aspecto,

ela lembra teorias de gauge tipo Yang-Mills, embora neste caso não existam simetrias

internas.

Em suma, estas são as informações básicas associadas ao formalismo métrico. A

questão importante agora é tentar descobrir se podemos adicionar mais informações asso-

ciadas ao espaço-tempo, informações "escondidas"na estrutura da variedade riemaniana

em questão.
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3.2 O Formalismo de Palatini

Quando escrevemos uma lagrangeana de uma teoria de campos qualquer no espaço curvo

(e mesmo no espaço plano), devemos garantir que a mesma seja uma função escalar.

Desta maneira sabemos que a ela será invariante sob transformações gerais de coorde-

nadas. O problema é que existem campos bosônicos, descritos por lagrangeanas onde o

termo cinético possui um número par de derivadas (apenas duas, na verdade), e campos

fermiônicos, com lagrangeanas apresentando termos cinéticos contendo uma derivada. O

fato é que no caso de campos bosônicos, sempre podemos contrair a métrica (um objeto

de dois índices espaço-tempo) com as derivadas contidas no termo cinético. O mesmo

não acontece em uma teoria contendo férmions. Por conta disto precisa-se construir um

novo objeto para se garantir a invariância por transformações gerais de coordenadas da

teoria. Tal objeto é denominado "tetrada"em D = 4 . A tetrada aparece como um novo

campo e pode ser usado para se compor a métrica do espaço-tempo,

gµν = ηmneµ
meν

n. (3.3)

Nesta equação eµ
m representa a tetrada, o índice µ é um índice de espaço curvo e o índice

m é de espaço plano. A idéia contida nesta subdivisão de índices está relacionada com

a álgebra de Cli�ord das matrizes de Dirac. Sabe-se que, no espaço plano, as matrizes

de Dirac obedecem à álgebra de Cli�ord, uma regra que dita quais tipos de matrizes

devem ser utilizadas na construção de uma teoria contendo férmions. A pergunta é

"Como devemos transportar a álgebra de Cli�ord para o espaço curvo?". Isto deve

estar em pleno acordo com o princípio de equivalência: devemos obter a álgebra usual

com suas representações usuais quando fazermos a passagem do espaço curvo ao espaço

plano. Em suma, a tetrada nos oferece justamente um meio de se "trocar"índices de

espaço curvo com índices de espaço plano e vice-versa. Em outras palavras, é o próprio
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princípio de equivalência que nos diz que podemos fazer isto, ou seja, quando trabalhamos

no espaço curvo temos a liberdade de fazer transformações gerais de coordenadas e,

quando no espaço plano, temos a liberdade de fazer simples transformações de Lorentz

(eis o papel dos índices de espaço plano). As transformações de Lorentz são, em certo

sentido, tranformações locais do espaço-tempo (no sentido de serem "internas", como as

transformações de gauge).

O passo importante agora é descrever deslocamento paralelo neste contexto. Temos

agora duas maneiras diferentes de se fazer deslocamento paralelo. Uma delas é represen-

tada pelo deslocamento usual de objetos entre pontos do espaço-tempo curvo e descrito

em termos da conexão de Christo�el. A outra forma de deslocamento agora inclui mu-

danças locais, associadas às transformações de Lorentz, e deve ser descrita em termos de

uma nova conexão, esta sendo denominada "conexão de spin". Em suma, de�ne-se uma

derivada covariante que seja invariante sob transformações locais de Lorentz, da mesma

maneira que o caso da derivada covariante de gauge. O resultado é dado por

Dp = eµ
p [∂µ − 1

2
ωmn

µ Xmn], (3.4)

onde ωmn
µ é a conexão de spin (análogo dos campos de Yang-Mills) e Xmn são os geradores

do grupo de Lorentz em D = 4.

Com base na derivada covariante podemos construir o tensor de curvatura associado

à conexão dada por ωmn
µ . Neste caso, tem-se que o tensor de "Riemann"será dado por

Rpq
mn = eµ

[meρ
n]F

pq
µρ , (3.5)

onde F pq
µρ = ∂µω

pq
ρ −ωrp

µ ωq
ρr. A formulação lagrangeana segue facilmente quando se constrói

o escalar de Ricci associado. A ação associada a este formalismo é denominada ação de
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Palatini[6]:

S = k

∫
d4xeeµ

[meρ
n]F

mn
µρ . (3.6)

Agora a característica mais importante. Na ação acima existem dois campos: a tetrada

e a conexão de spin. Quando calculamos as equações de movimento, devemos tomar os

dois campos como independentes. O fato é que a conexão de spin depende da tetrada

por meio das equações do movimento. O resultado é que a equação de movimento para a

tetrada é equivalente à equação de Einstein, quando levamos em consideração a equação

de movimento para a conexão de spin. Por conta disto, este formalismo é dito de primeira

ordem pois termos de derivadas de primeira ordem aparecem somente na parte da ação

(3.6) contendo conexões de spin. Esta característica pode ser importante na análise de

vínculos deste modelo. Este comportamento não é observado no formalismo de Einstein.

A conclusão é que a teoria de gravidade ganha agora "ares"de uma teoria de gauge.

Este fato pode ser importante por vários motivos: as outras interações da natureza

são descritas por teorias de gauge; este fato pode mudar a interpretação dos vínculos

no formalismo hamiltoniano; etc. Embora a métrica do espaço-tempo pareça não ser

a quantidade fundamental, todo o formalismo de Einstein pode ser reobtido. O que

escreveu-se aqui foi a respeito de uma simples "troca de roupas", pois que a essência

da teoria é a mesma nos dois casos. As duas teorias são equivalentes classicamente e,

quanticamente, apresentam os mesmo tipos de problemas. Passemos agora ao estudo de

um link ainda mais estranho entre dois tipos de teorias: Relatividade Geral e Teorias de

Campos Topológicas.

3.3 O Formalismo de Plebanski

Nesta seção mostraremos, de maneira bastante sucinta, como construir uma relação entre

teorias de campos topológicas e vinculadas e a teoria gravitacional. Tal formalismo é con-
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hecido como formalismo de gravidade topológica. Sua utilidade maior está relacionada

com formalismos alternativos de quantização de gravidade. Vamos direto ao assunto.

Aqui seguiremos as convenções dadas na referência [7]. O formalismo leva em consider-

ação as características de teorias de gauge apresentadas pelo formalismo de Palatini na

seção anterior. De fato, pode-se mostrar que as transformações gerais de coordenadas no

formalismo de métrica são transformações de gauge no formalismo de Palatini. Vamos

postular a seguinte ação em D dimensões:

S[A,B, Φ] =

∫
dDx[B̃µν

ij F ij
µν +

1

2
Φ[m]µνρσε

[m]ijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl ]. (3.7)

Esta ação, denominada ação de Plebanski, é um funcional de campos de gauge Aij
µ (a

serem identi�cados com as conexões de spin), campos B̃µν
ij (que serão relacionados às

tetradas em dimensões maiores) e campos multiplicadores de lagrange Φ[m]µνρσ (um vín-

culo imposto na teoria). O grupo de gauge da teoria é o SO(D) (trabalha-se no espaço

euclidiano). A ação acima possui invariância por transformações gerais de coordenadas.

Para se ver isto basta notar que o campo B é uma densidade tensorial de peso 1, en-

quanto que o campo multiplicador de Lagrange Φ possui peso −1 (representado por um

til sobre o campo). De maneira a se estabelecer uma relação com gravidade, o campo

multiplicador de Lagrange deve satisfazer a seguinte propriedade:

Φ[m][µνρσ] = 0. (3.8)

Vejamos como esta ligação acontece. A variação da ação (3.7) com relação ao campo

multiplicador de Lagrange leva à equação de vínculos abaixo, isto é,

ε[m]ijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl = ε̃[α]µνρσ c̃
[m]
[α] , (3.9)
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para alguns coe�cientes c̃
[m]
[α] . Aqui, [m], [α] são índices cumulativos de tamanho D − 4,

respectivamente, índices de grupo e de espaço-tempo. O signi�cado destes vínculos sobre

os campos B acima é traduzido no seguinte teorema: Um campo não-degenerado B sat-

isfaz os vínculos (3.9) se e somente se existe eµ
i tal que B̃µν

ij = ±|e|e[µ
i e

ν]
j . Se substituimos

este resultado de volta na ação de Plebanski (3.7) obtemos a ação de Palatini (3.6) para

a gravidade. Por conta deste resultado, pode-se de�nitivamente dizer que a métrica não

é mais a quantidade fundamental neste tipo de modelo para gravitação. Se deformarmos

a variedade do espaço-tempo de alguma maneira, mudando a métrica, não observare-

mos efeitos neste tipo de teoria por esta ser de natureza puramente topológica. Esta é a

grande vantagem deste modelo. A formulação hamiltoniana muda com esta interpretação

e propicia uma maneira de quantizar este tipo de teoria. Porém, discutiremos apenas

aspetos clássicos desta equivalência.

Agora, a questões a serem discutidas neste trabalho tem a ver com a união das

idéias de teorias de dimensões extras contendo membranas com esta interpretação de

gravidade topológica. As conclusões do modelo de Randall-Sundrum são as mesmas

quando utilizamos o formalismo de Gravidade Topológica? Esta é a pergunta chave

deste trabalho.
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Capítulo 4

Hierarquia de Gauge de um ponto de

vista topológico

4.1 Introdução

Neste capítulo exploramos uma alternativa ao ponto central do modelo de Randall-

Sundrum, ou seja, a métrica particularmente não-fatorizável. Usando uma teoria par-

cialmente topológica mostra-se que o fator exponencial, crucial no modelo de Randall-

Sundrum, aparece somente devido à existência da membrana, independente de se trabal-

har com uma métrica em especial. As discussões contidas neste capítulo são resultados do

trabalho "Gauge Hierarchy from a topological viewpoint?", publicado na revista Physics

Letters B-600(2004) 151− 156.

Algumas pesquisas têm sido feitas no sentido de se implementar membranas em

termos de defeitos topológicos de maneira a se resolver o problema de Hierarquia [8].

Aqui a membrana é simulada por um hiperplano de domínio 3-dimensional embutido em

espaço-tempo 5-dimensional. Paredes de domínio (parentes em D = 3 dos hiperplanos de

domínio) são simples solítons, objetos que possuem grande estabilidade devido à topolo-

gia não-trivial do espaço de parâmetros de uma teoria especí�ca [9]. Elas apenas surgem

29



em modelos onde há transições de fase, ainda quando simetrias discretas são quebradas.

Para se estudar o problema de hierarquia escolhemos trabalhar com gravidade topológ-

ica. Motivando-se em recentes pesquisas no contexto de gravidade quântica [10, 11], estu-

damos gravidade do tipo B ∧F [12, 13]. Então pode-se a�rmar que nosso modelo possui

característica basicamente topológica porque 1) a membrana existe devido à topologia do

espaço de parâmetros deste modelo e 2)Gravidade é independente de métrica. Veremos

que tais características fornecerão interessantes resultados quando comparados àqueles

origináros do modelo de Randall-Sundrum.

4.2 O Modelo

O modelo é baseado na seguinte ação:

S =

∫
d5x[

1

2
∂µθ∂

µθ + kεµναρλθH
a
µναF a

ρλ − V (θ)]. (4.1)

Nesta ação o campo θ é um campo real e pseudo-escalar que está relacionado com o hiper-

plano de domínio. Neste contexto, a presença do termo cinético para o campo θ (jun-

tamente com o potencial de quebra de simetria), é requerido para se construir o defeito

topológico (hiperplano de domínio). Nós fazemos a observação aqui de que o campo θ atua

como campo de background de maneira a gerar a membrana onde construíremos uma teo-

ria efetiva do tipo BF. Os campos Ha
µνα e F a

ρλ são tensores de tensões associados a campos

de gauge não-abelianos e serão relacionados a graus de liberdade gravitacionais. Eles são

de�nidos como, em teorias de gauge puras, Ha
µνα = ∂µB

a
να +∂νB

a
αµ +∂αBa

µν +gfabcAb
µB

c
να

e F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + g′fabcAb

µA
c
ν . O segundo termo desta ação é um termo topológico

que generaliza para D = 5 o termo θ da QCD. Para se ver este fato, é su�ciente fazer uma

simples redução dimensional, isto é, de�ne-se Ba
µ5 = −Ba

5µ = V µ
a , Aa

5 = ϕ, ε5ναρλ ≡ εναρλ

e ∂5G(xµ) = 0, onde G é qualquer campo deste modelo. Então, o termo θ surge como re-
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sultado do procedimento de redução dimensional (compacti�cação) de�nido acima como

∫
d5xkεµναρλθH

a
µναF a

ρλ →
∫

d4xk′εναρλθV
a
ναF a

ρλ, (4.2)

onde V a
να = ∂νV

a
α − ∂αV a

ν + gfabcV b
ν V c

α . Identi�cando V a
α com Aa

α obtem-se o termo

discutido. Por conta deste fato, o campo θ pode ainda ser pensado como representando o

áxion. O áxion surgiu como uma proposta parase resolver o problema de violação CP em

interações fortes [14]. A presença de instântons na teoria resulta em novo termo efetivo

na ação da QCD, ou seja, ∼ ∫
d4xεναρλθF a

ναF a
ρλ, termo o qual viola a simetria CP. O

problema é resolvido quando adiciona-se na teoria o campo axiônico com a imposição de

uma nova simetria, a simetria de Peccei-Quinn, que é θ → θ + a (a é uma constante que

contem os termos que violam a simetria CP na QCD). A ação (4.2) é invariante sob uma

transformação de simetria de Peccei-Quinn

θ → θ + 2πn. (4.3)

O potencial axiônico é dado por

V (θ) = λ(1− cos θ), (4.4)

o qual preserva a simetria de Peccei-Quinn. Entretanto, esta simetria é espontâneamente

quebrada em escalas de energia da ordem de MPQ ∼ 1010−1012GeV. Este valor é obtido a

partir de vínculos cosmológicos e experimentais [15]. O potencial (4.4) não é interessante

para nossos propósitos. O fato é que paredes de domínio surgiram pela primeira vez

no universo na era da transição de fase da QCD, isto é, quando TQCD ∼ 100MeV [16],

uma escala relativamete próxima da escala da teoria eletrofraca Mew ∼ 103GeV . Nesta

situação, a simetria de Peccei-Quinn é quebrada explicitamente por efeitos de instântons

((UPQ(1) → Z(N))). É possível simular esta quebra explícita por meio de um simples
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modelo teórico. Para tal, escrevemos V (θ) como um potencial em termos de potências

de θ, o que é equivalente a tomar termos somente até segunda ordem na expansão da Eq.

(4.4). Propomos o seguinte potencial

V (θ) =
λ

4
(θ2 − v2)2, (4.5)

o qual quebra explicitamente a simetria UPQ(1) de Peccei-Quinn, de maneira a gerar

a membrana em uma energia próxima da escala da teoria eletrofraca. Entretanto, este

mecanismo leva a uma grande disparidade de escalas, isto é, existe uma disparidade entre

a massa de Planck MPL ∼ 1018GeV e a escala de quebra explícita de UPQ(1): assumimos

esta disparidade como a nossa versão do problema de hierarquia.

A equação de movimento para o campo θ considerando o potencial (4.5) é dada por:

θ + λθ3 − λv2θ = kεµναρλH
a
µναF a

ρλ. (4.6)

Esta equação é facilmente resolvida. Supondo uma con�guração estática e que θ ≡
θ(x4), a solução é:

θ(x4) = v tanh(

√
λ

2
vx4). (4.7)

Esta solução de�ne uma 3-brane embutida em um espaço-tempo (4 + 1)-dimensional.

A escala de massa deste modelo é m =
√

λv e a espessura da membrana é dada por

m−1. Com estas informações podemos agora discutir a teoria efetiva na membrana. Uma

integração por partes do termo topológico na ação (4.1) resultará em

εµναρλθ(x4)H
a
µναF a

ρλ = −3εµναρλ∂µθB
a
ναF a

ρλ + . . . , (4.8)

onde não consideramos interações mais complicadas e termos lineares em θ (a função
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(4.7) é ímpar). Pelo fato de θ ≡ θ(x4) a soma no índice µ resultará somente em um

termo de derivada com relação à coordenada x4. Então, o tensor de Levi-Civita εµναρλ

será um autêntico tensor quadridimensional: ε4ναρλ ≡ εναρλ. Assumimos aqui que os

tensores Ba
µν e Aρa são fracamente dependentes da coordenada x4. Então, o segundo

termo da ação (4.1) é reescrito como

S ∼
∫

d4xεναρλB
a
ναF a

ρλ[ lim
rc→+∞

k′
∫ rc

0

dx4∂4θ(x4)], (4.9)

onde rc representa a extensão máxima da dimensão extra. Este último resulado mostra a

contribuição do hiperplano de domínio para a teoria efetiva em quatro dimensões. Pode-

se ver que, efetivamente no hiperplano a teoria é descrita por um termo topológico não

abeliano do tipo B ∧F . A importância deste resultado reside no fato de existirem vários

tratamentos de gravidade topológica que se utilizam de modelos tipo B ∧ F em D = 4 e

modelos de Chern-Simons em D = 3. Na referência [12], os autores constroem gravidade

BF em termos de uma teoria de gauge SU(2), D = 4 de maneira independente de base.

O ponto fundamental que consideramos nesta referência é que o campo tensorial B é uma

1-forma de gauge. Reforçamos aqui que a estrutura do termo BF em nosso trabalho é a

mesma que a discutida na referência [12], ou seja, nossa gravidade BF na membrana é

do tipo SU(2), D = 4.

Nota-se que esta discussão abre a possibilidade de se tratar gravidade topológica "lo-

calizada"na membrana. Nestes tipo de modelos, os campos fundamentais são conhecidos.

Por exemplo, as tetradas em D = 4 geram a métrica do espaço-tempo, sendo esta agora

um objeto secundário. As simetrias de gauge desta teorias são, na realidade, as simetrias

da Relatividade Geral [13]. Pode-se mostrar que, usando campos de tetradas, uma ação

do tipo B ∧ F nos fornece

∫
d4xkεναρλBa

ναF a
ρλ → k

∫
d4x

√
gR, (4.10)
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a qual é a ação de Einstein-Hilbert para o campo gravitacional, onde R é o escalar de

curvatura e g é a métrica do espaço-tempo [12]. Não se sabe ao certo se a Eq. (4.9) pode

realmente descrever a dinâmica do campo gravitacional [17]. Em um modelo deste tipo,

a constante k tem uma relação direta com a massa de Planck. Das Eqs. (4.9) e (4.10)

pode-se ver a relação entre a massa de Planck k4 em D = 4 e a dimensão extra:

k4 = lim
rc→+∞

k′
∫ rc

0

dx4∂4θ(x4). (4.11)

O limite rc → +∞ garante a estabilidade topológica do hiperplano de domínio. Substi-

tuindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.11), considerando um valor �nito para rc (o que signi�ca

que o hiperplano de domínio é um objeto �nito), pode-se mostrar que

k4 = k′v(1− e−2y)(1 + e−2y)−1, (4.12)

onde y =
√

λ
2
vrc é a dimensão extra multiplicada por um fator de escala. Este resultado

é bastante interessante: como o modelo é topológico, o fator exponencial não deve surgir

de uma métrica em especial. Aqui o fator exponencial surge apenas devido à existência

da membrana. Como no modelo de Randall-Sundrum, mesmo para o limite rc → +∞,

a constante de Planck 4-dimensional tem valor especí�co. Esta é a razão pela qual

acreditamos que este modelo pode ser usado para tratar o problema de hierarquia.

Pode-se fazer uma estimativa da ordem de grandeza da dimensão extra considerando

que a espessura do hiperplano de domínio é da ordem de Mew ∼ 103GeV . Isto signi�ca

que os campos con�nados ao hiperplano não percebem a existência da dimensão extra, a

menos que sofram interações que envolvam energias maiores que Mew. Neste caso, podem

escapar para fora da membrana, vivendo agora no espaço-tempo de dimensões maiores

[18]. Pelo cálculo da energia por unidade de volume σ do hiperplano de domínio pode-se

encontrar uma simples equação polinomial de grau três na variável z = θ(rc) contendo
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todas as informações a respeito da transição de fase:

m−1σ =
√

2vz −
√

2m−1z3. (4.13)

Para o caso do modelo de Randall-Sundrum, o tamanho da dimensão extra é calculada

por meio do campo denominado radion [19], ou seja, existe um mecanismo de estabiliza-

ção da dimensão extra por meio de quebra de simetrias envolvendo campos que vivem

especi�camente nas dimensões extras [20].

Discutiremos agora a respeito de matéria con�nada na membrana. É fato bastante

conhecido que paredes de domínio possuem estados ligados de campos [18]. Para o caso de

campos escalares, foi mostrado usando aproximação WKB que um particular modo-zero

vivendo vivendo na membrana é descrito pelo seguinte campo:

ϕ′(x0,xxx, x4) =
dϕ(x4)

dx4
exp(−ikkk · xxx + iEx0); E2 = (kkk · kkk)2. (4.14)

Na última equação, dϕ(x4)
dx4 = Ce−2Ax4(1+e−Ax4)−2, C e A são parâmetros constantes. Em

particular, resultado similar é válido para férmions. Então os modos-zero, bosônicos ou

fermiônicos, aparecem multiplicados por um fator de escala exponencial, característica

que lembra o resultado do modelo de Randall-Sundrum. Apesar do fato dos campos

escalares serem não-massivos, existem mecanismos envolvendo vários campos escalares

em interação [21] que geram quebra espontânea de simetria no núcleo de um defeito

topológico. Desta maneira, os campos con�nados podem adquirir massas diferentes de

zero. Para se mostrar este resultado para campos escalares, usamos um modelo de dois

campos escalares reais: φ(x0,xxx, x4) and η(x0,xxx). Consideramos o primeiro campo como

um campo con�nado 4-dimensional, isto é, φ(x0,xxx, x4) = f(x4)ϕ(x0,xxx), onde f(x4) o fator

exponencial que surge devido à presença da dimensão extra. O segundo campo é não-

35



massivo e puramente quadridimensional. Constroi-se a seguinte densidade lagrangeana

L =
1

2
∂µη∂µη +

1

2
∂µφ∂µφ− gφ2η2 − V (φ), (4.15)

onde V (φ) = −m2φ2 + λ
4!
φ4 é um potencial que quebra espontaneamente a simetria

φ → −φ apresentada por este modelo em particular. Neste caso, se a dimensão extra

é �nita e constante, então, durante a transição de fase, somente o campo ϕ irá oscilar,

isto é, φ = f(x4)ϕ → f(x4)[v + χ], onde v é o valor esperado de vácuo para o campo

φ e χ é a �utuação em torno do vácuo. Trabalhando esta idéia na lagrangeana acima

pode-se mostrar que, depois da transição de fase, o campo η adquire uma massa da ordem

de f(x4)v ∼ e−2Ax4(1 + e−Ax4)−1v. Esta expressão é bastante semelhante ao resultado

do modelo de Randall-Sundrum [5], o qual produz uma massa física para os campos

do modelo padrão corrigidas pelo fator exponencial devido à métrica do espaço-tempo.

A conclusão é que este mecanismo pode gerar escalas de massas a partir de campos

con�nados na membrana, sem o requerimento de uma métrica particular.

Existe uma observação �nal que deve ser feita a respeito de gravidade no contexto

discutido aqui neste trabalho: os modos-zero de campos de matéria vivem efetivamente

em D = 4 e, portanto, devem contribuir para o tensor energia-momento efetivo em

D = 4. Estes campos são, de fato, fontes de curvatura no espaço-tempo do hiperplano de

domínio. Consequentemente pode-se construir um termo de propagação para o campo

gravitacional em D = 4 (na membrana). Entretanto, como pode ser visto a partir da Eq.

(4.10) é possível construir um termo de propagação para gravidade a partir de um termo

topológico. Portanto é interessante discutir se é possível usar a Eq.(4.9) como um termo

de propagação autêntico para tais graus de liberdade gravitacionais. Tais observações

serão discutidas nos próximos capítulos [22].
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4.3 Conclusões e Perspectivas

Em resumo, mostrou-se que um simples modelo topológico de teoria de campos tem car-

acterísticas bastante interessantes para se resolver o problema de hierarquia de gauge de

maneira bastante similar ao resultado produzido por L. Randall e R. Sundrum. Com este

modelo construímos uma 3-brana estável (um hiperplano de domínio) que simula nossso

universo quadri-dimensional e argumentamos a respeito da possibilidade de localização

de gravidade topológica. Por conta destes fatos, o fator exponencial aparece somente

devido à existência da membrana e não de uma métrica especial. Então, calculamos a

massa de Planck efetiva em D = 4, apontando a semelhança entre este resultado e aquele

do modelo de Randall-Sundrum. Calculou-se uma equação polinomial para o tamanho da

dimensão extra usando somente características de modelos contendo paredes de domínio.

Finalmente, fez-se um comentário a respeito de modos-zero ligados à membrana, obser-

vando o fato de que tais modos são multiplicados por um fator de escala exponencial.

Esta característica torna possível a emergência da escala da teoria eletrofraca.

Não foi feito comentário algum a respeito de constante cosmológica neste modelo. De

fato, no modelo de Randall-Sundrum a constante cosmológica é bastante importante por

ser responsável pela forma �nal da métrica dada por Eq. (4.1). Outro fato interessante

é que modelos de membranas podem responder à seguinte questão: Por que a constante

cosmológica é tão pequena? Estes são alguns problemas interessantes a serem estudados

nesta abordagem topológica.

A análise de modelos contendo várias paredes de domínio é também interessante.

Neste caso, o potencial que implementa a transição de fase possui muitos vácuos estáveis.

Paredes de domínio interpolando estes pontos de vácuo irão surgir em posições bastante

de�nidas: a distância entre duas paredes é constante devido à estabilidade topológica do

modelo. Pode-se ver este fato como alternativa de se resolver o problema de estabilização

de "moduli"?
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Capítulo 5

Modelos Equivalentes em Membranas

5.1 Introdução

Neste capítulo discutimos como se obter teorias parcialmente topológicas em membranas.

Os modelos são ditos parcialmente topológicos pelo simples fato de que somente alguns

termos da ação são invariantes topológicos, ou seja, não mudam sua forma matemática

depois de uma deformação do espaço-tempo. Faz-se uso de modelos equivalentes (BF -

Maxwell, Bφ-Maxwell, etc.) bastante conhecidos na literatura. O objetivo principal é

fazer a análise de teorias tipo BF no contexto de membranas de maneira a se aplicar os

resultados posteriormente em modelos de Gravidade Topológica. As discussões contidas

neste capítulo são resultados do trabalho "Topological and equivalent models on brane-

worlds"publicado na revista Modern Physics Letters A22:1503-1511, 2007.
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5.2 Teorias Topológicas emMembranas Solitônicas (caso

abeliano)

Implementamos a teoria através da seguinte ação em D = 5 + 1:

S =

∫
d6x

(
− 1

2 (3!)
HMNP HMNP + gεMNPQRSφ (z) HMNP HQRS +

1

2
∂Mφ∂Mφ + V (φ)

)

(5.1)

Nesta ação, HMNP = ∂MBNP + ∂NBPM + ∂P BMN (M, N, P = 0, ..., 5) é o tensor in-

tensidade de campo para o campo de Kalb-Ramond BMN . O campo BMN tem uma

importante função em teoria de cordas: ele acopla-se de maneira matematicamente cor-

reta à folha-mundo da corda de maneira bastante similar ao acoplamente entre o campo

vetorial de gauge AM e a linha de universo de uma partícula pontual. O campo φ é real

e pseudoescalar, e V (φ) é o termo de energia potencial que fornece um mecanismo de

transição de fase:

V (φ) = λ (1− cos φ) (5.2)

De fato, a solução para o campo φ para o potencial especi�cado acima é

φ(z) = π + 2 arcsin(tanh
√

λz) (5.3)

para φ ∈ (0, 2π) quando z → ±∞. Esta solução corresponde ao setor topológico que

possui apenas um soliton [23, 24]. O segundo termo na ação (5.1) é um termo que

generaliza o acoplamento que surge da anomalia da simetria de Peccei-Quinn [25] em

D = 3 + 1, isto é, φ → φ + a. Esta simetria é quebrada pelo termo de potencial escrito

em termos do campo φ. Em uma transição de fase, apenas este último campo adquire

valor esperado de vácuo (VEV) diferente de zero. Para o caso da ação (5.1) a transição

de fase favorece o surgimento de domínios contendo diferentes fases do campo φ: de fato,
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o vácuo da teoria contém vários mínimos desconectados, isto é, o potencial é minimizado

quando φvacuum = 2πn, onde n é um número inteiro. Os domínios criados são separados

por hipersuperfícies solitônicas dinâmicas topologicamente estáveis. Neste sentido, estes

objetos podem decrever o comportamento de membranas [26]. Para que isto aconteça

corretamente, a dimensão do espaço-tempo é D = 5 + 1 e a hipersuperfície descreve um

mundo de dimensão D = 4 + 1. Agora pode-se entender mais o segundo termo em (5.1)

(considerando que φ apenas depende da coordenada z [23]) de maneira a obter novos

termos via integração por partes. O primeiro termo obtido é um termo de derivada

total e pode ser desconsiderado. O termo seguinte é identicamente nulo por causa da

antissimetria do símbolo de Levi-Civita. Pode-se escolher um sistema de coordenadas

adequado de maneira a obter φ = φ (z). Esta é uma simpli�cação padrão em estudos

de modelos contendo paredes de domínios [27]. Como o campo φ depende apenas da

coordenada z. O termo topológico pode ser reescrito como segue:

Stop. = 3α

∫
d5xdz

(
ε3NPQRS∂3φ (z) BNP HQRS

)
(5.4)

Considera-se agora que o campo BMN depende fracamente da coordenada z. A dis-

cussão a respeito da fraca dependência dos campos deste modelo na coordenada z está

relacionada com método de separação de variáveis e �nitude das integrais envolvidas.

De maneira a entender melhor este aspecto pode -se analisar um exemplo. Toma-se a

seguinte ação

S ∼
∫

dz

∫
d5xεMNPQR3∂zφ (z) BMN∂P BQR

e faz-se a separação usual de variáveis BMN ≡ bMN (x) α (z) para obter

S ∼
∫

dzα2 (z) ∂zφ (z)

∫
d5xεMNPQR3bMN (x) ∂P bMN (x) .

De maneira a obter uma ação efetiva em dimensionalidades menores para o campo
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bMN (x) deve-se garantir que a integral acima na variável z seja �nita. Isto dependerá

da forma de α (z). Então, o signi�cado da dependência fraca na coordenada z é que no

limite de parede �na α (z) → 1 pois sabe-se que
∫

dz∂zφ (z) → ∫
dzδ (z) é �nita. Se não

é feito tal requerimento tem-se que
∫

dzα2 (z) ∂zφ (z) ∼ ∫
dzα2 (z) δ (z) ∼ α2 (0) deve ser

�nita.

Portanto, considerando que BMN depende fracamente da coordenada z, eq. (5.4)

pode ser reescrita como:

Stop. =

∫
d5x

(
kε3NPQRSBNP HQRS

)
(5.5)

Esta última equação mostra que sobre a hipersuperfície surge um termo topológico efetivo

com uma constante de acoplamento k que possui dimensão canônica de massa. Esta

constante de acoplamento é quantizada de várias maneiras [23, 28]. A teoria efetiva

sobre a hipersuperfície é completamente 5-dimensional. Este termo é bastante similar ao

termo de Chern-Simons [28], que é escrito em D = 2 + 1 com o campo vetorial de gauge

Aµ:

Scs = g

∫
d3xεabcAaFbc (5.6)

Entretanto, o termo em (5.5) é escrito somente com o campo tensorial antissimétrico

BMN . Tal tipo de termo foi usado para se estudar algumas peculiaridades da Radiação

Cósmica de Fundo (CMBR) [29] no contexto do cenário de Randall-Sundrum [5]. É

interessante agora estudar as propriedades da ação (5.1) em espaços-tempos de dimensão

menor usando métodos de redução dimensional. O método de redução dimensional usado

neste artigo concorda com o método usual de redução de Kaluza-Klein se restringimos

o estudo somente aos modos-zero quando o raio da dimensão extra é muito pequeno.

Nesta situação obtemos teorias efetivas contendo apenas campos não-massivos. Então,

supondo que os campos da ação (5.1) são independentes da coordenada xM ≡ x5 a qual
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não é a coordenada argumento do campo φ (z) e de�nindo

BP6 = VP

B6P = −VP

VMN = ∂MVN − ∂NVM

ε3NPQRS ≡ εNPQRS (5.7)

a ação (5.1) torna-se:

S =

∫
d5x

(
−1

4
VMNV MN − 1

2 (3!)
HMNP HMNP + gεMNPQRφ (z) VMNHPQR +

1

2
∂Mφ∂Mφ + V (φ)

)

Esta ação em D = 4+1 possui agora um campo vetorial de gauge VM proveniente da

redução, e contem ainda o campo real e pseudoescalar φ, que novamente pode gerar novas

membranas solitônicas em dimensões menores. Neste caso, a dimensão do espaço-tempo

é D = 4 + 1 e a hipersuperfície é um universo D = 3 + 1. Se observamos a teoria efetiva

sobre a hipersuperfície obtemos que, reescrevendo o termo topológico da ação (5.8) como

em (5.4) e (5.5),

Stop. =

∫
d4x

(
kε4ναρσVναBρσ

)
(5.8)

Pode-se notar que a teoria sobre a hipersuperfície é estritamente quadri-dimensional. Se

o campo Vµ é identi�cado com o quadri-vetor potencial Aµ então obtemos a ação para o

modelo B ∧F sobre a membrana [30]. Esta ação, sob certas condições pode fornecer um

mecanismo de geração de massa topológica para o campo Aµ ou para o campo Bµν .

Partindo de (5.8), a discussão para dimensões mais baixas (D = 3+1 and D = 2+1),

42



usando os mesmos passos, levará à seguinte ação topológica:

Stop. =

∫
d4xk [εµναρφ (z) ∂µϕ∂νBαρ + εµναρφ (z) FµνWαρ] (5.9)

Os campos ϕ and Wαρ = ∂αWρ − ∂ρWα surgem como graus de liberdade provenientes

da redução dimensional. Estes campos são de�nidos da mesma forma que em (5.7).

Se trabalhamos com o primeiro termo de (5.9) na membrana, encontra-se uma teoria

topológica diferente [31]:

S =

∫
d3x

(
gεabc∂aϕBbc

)
(5.10)

Identi�cando novamente em (5.9), no segundo termo, o vetor Wµ com o campo vetorial

de gauge Aµ, obtem-se a interação anômala entre o campo pseudoescalar φ e o campo de

gauge Aµ. Este termo, rearranjado na membrana, se reduz ao termo de Chern-Simons

escrito na equação (5.6), com uma constante de acoplamento quantizada [23].

5.3 Teorias Topológicas emMembranas Solitônicas (caso

não-abeliano)

Teorias não-abelianas fornecem mecanismos alternativos de tratamento e quantização

de Gravidade [28]. Recentemente, o estudo de teorias de gravitação independentes da

métrica do espaço-tempo ganhou força [32]. Como aplicações dos resultados discuti-

dos acima, mostraremos como obter termos topológicos não-abelianos induzidos sobre

hipersuperfícies solitônicas. Estes tipos de estudos podem ser importantes no contexto

de gravidade topológica em membranas. Neste caso, a membrana emerge a partir do

mesmo mecanismo de transição de fase já discutido. Nesta descrição, considera-se a
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seguinte ação:

S =

∫
d4x

(
1

2
∂µφ∂µφ + V (φ) + kεµναρφ (z) F i

µνF
i
αρ

)
(5.11)

Nesta ação, F i
µν = ∂µA

i
ν − ∂νA

i
µ + gf ijkAj

µA
k
ν , onde i, j, k = 1, ..., n e φ é uma campo

pseudoescalar real. Como discutido antes, escrevendo o terceiro termo de 5.11) sobre a

hipersuperfície, obtem-se a seguinte ação efetiva:

S = k

∫
d3xεµνα

(
∂µA

a
νA

a
α + gfabcAa

µA
b
νA

c
α

)
(5.12)

Este termo é bastante similar ao termo de Chern-Simons não-abeliano. Como discutido

por Deser e Jackiw [28], o termo de Chern-Simons não-abeliano não é invariante sob "large

gauge transformations". Entretanto, este comportamento pode ser evitado se considera-

se a quantização da constante de acoplamento desta teoria. O termo encontrado em

(5.12) pode ser usado para se descrever gravidade em D = 3 da mesma maneira que nas

referências [32, 28].

Outro modelo pode ser obtido partindo da seguinte ação em D = 5:

S =

∫
d5x

(
1

2
∂Mφ∂Mφ + V (φ) + kεMNPQRφ (z) H i

MNPQF i
QR

)
(5.13)

onde Ha
MNP ≡ ∂MBi

NP +∂NBi
PM +∂P Bi

MN +g′f ijkAj
MBk

NP (M,N, ... = 0, ..., 5). Neste úl-

timo caso, depois de simples cálculos obtem-se uma ação que possui um termo topológico

não-abeliano efetivo do tipo B ∧ F :

S = k

∫
d4xεµναρBa

µνF
a
αρ (5.14)

esta ação é considerada a base para tratamento de gravidade independente de métrica

em D = 4 como teorias de campos topológicas e vinculadas.
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5.4 Teorias Equivalentes em Membranas Solitônicas

Nesta seção discute-se um procedimento de construção de teorias equivalentes em mem-

branas. Parte-se da seguinte ação em D = 5:

S =

∫
d5x[

1

2
∂Mφ∂Mφ− V (φ)− k

2
εMNPQRφ∂MBNP FQR − k′

2
BMNBMN∂P V P ] (5.15)

O campo φ ainda é responsável pelo surgimento da membrana solitônica, neste caso, uma

3-brane. O campo FMN é o tensor intensidade para o campo vetorial de gauge AM , ou

seja, FMN = ∂MAN − ∂NAM (estamos tratando o caso abeliano) e BMN é um campo

tensorial antissimétrico, o campo de Kalb-Ramond. O objeto vetorial V M no quarto

termo representa um parâmetro adicional no modelo, isto é, representa mais liberdades

de gauge na teoria. Esta liberdade pode ser �xada escolhendo uma direção preferencial

para a qual V M aponta. Com uma escolha deste tipo pode-se quebrar a simetria SO(1, 4)

de Lorentz do modelo. Procedimentos similares foram feitos no contexto de gravidade

topológica [33]. Outras linhas interesantes deste procedimento foram feitas em cenários

com quebra de simetria de Lorentz [34].

No background da membrana solitônica tem-se que φ ≡ φ(x4), e escolhe-se V µ =

(0, 0, 0, 0, φ) de tal maneira que os últimos termos da ação (5.15) podem ser rearranjados:

S ∼
∫

d5x[
k

2
ε4NPQR∂4φ(x4)BNP FQR +

k′

2
∂4φ(x4)B

MNBMN ] (5.16)

Nota-se que esta última equação ainda é invariante sob φ → φ+a. Fazendo a aproximação

de parede �na, ou seja, ∂4φ(x4) = δ(x4) e de�nido g2 = k′
k
obtem-se

S ∼ k

∫
dx4δ(x4)

∫
d4x[

1

2
εναβλBναFβλ +

1

2
g2BαβBαβ], (5.17)

onde foi feita a identi�cação ε4ναβλ ≡ εναβλ. A conclusão é que obtem-se o modelo
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B ∧ F -Maxwell em D = 4

S ∼
∫

d4x[
1

2
εναβλBναFβλ +

1

2
g2BαβBαβ]. (5.18)

Este modelo, como sabe-se, é equivalente a uma teoria de campo vetorial de gauge livre

e não-massivo [35]. Em suma, chega-se neste resultado por uma quebra explícita da

simetria de Lorentz SO(1, 4) para a simetria menor SO(1, 3) por meio da escolha de V µ

apontando para uma direção preferencial e a suposição de que φ ≡ φ(x4).

O procedimento explicado acima pode ser aplicado a outros tipos de teorias. Em

particular, pode-se obter resultados similares para teorias em baixa dimensionalidade. A

título de exemplo, considera-se os seguintes modelos em D = 4:

S =

∫
d4x[

1

2
∂µφ∂µφ− V (φ)− kεµναβφ∂µWνFαβ + k′W µWµ∂λV

λ] (5.19)

S ′ =
∫

d4x[
1

2
∂µφ∂µφ− V (φ)− kεµναβφ∂µBνα∂βϕ− k′

2
BαβBαβ∂λV

λ] (5.20)

nestes casos existem mais campos: W µ é um campo de gauge abeliano no primeiro

modelo e ϕ é um campo escalar real no segundo modelo. Estas duas teorias tem simetria

de Lorentz SO(1, 3). Novamente , escolhendo V µ = (0, 0, 0, φ) e φ ≡ φ(x3) quebra-se a

simetria SO(1, 3) para SO(1, 2). No limite de parede �na obtem-se as seguintes teorias:

S ∼
∫

d3x[εabcWaFbc − g2W aWa] (5.21)

S ′ ∼
∫

d3x[εabcBab∂cϕ +
1

2
g2BabBab] (5.22)

O primeiro modelo é chamado B∧F -Maxwell em D = 3 o qual é equivalente a uma teoria

de Maxwell livre e não-massiva. O último modelo é denominado Bϕ-Klein-Gordon [31]

o qual é equivalente a uma teoria de Maxwell livre e não-massiva ou ainda equivalente a
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uma teoria de Klein-Gordon livre e não-massiva.

É interessante agora estudar as simetrias de gauge apresentadas por estes tipos de

modelo. É bastante claro, por exemplo, que a ação (5.15) não é invariante sob as trans-

formações de gauge usuais (considerando VM como um campo de gauge):

δφ = 0, δAM = ∂Mα, δVM = ∂Mα, δBMN = ∂[MΛN ]. (5.23)

De maneira a recobrar a simetria de gauge pode-se fazer uso do formalismo de Stuckelberg

[36] simplesmente rede�nindo os campos do modelo:

AM → AM +
1

g
∂Mθ, V M → V M +

1

g′
∂Mθ, BMN → BMN + ∂[MΓN ]. (5.24)

De�nindo novas transformações de gauge

δφ = 0, δAM = ∂Mα, δθ = −gα, δVM = ∂Mα, (5.25)

δθ = −g′α, δBMN = ∂[MΛN ], δΓN = −ΛN ,

recobra-se a simetria de gauge do modelo. Uma característica importante do modelo é

que a ação (5.15) contem dois campos de gauge, AM e VM e, portanto, a simetria de

gauge para este modelo é do tipo U(1)× U(1). Simetrias deste tipo foram discutidas no

contexto de modelos de supercondutores [37]. O ponto importante aqui é que quando

se faz a escolha da direção para o campo V M quebra-se também a simetria U(1)× U(1)

para somente U(1),ou seja, o formalismo de Stuckelberg pode ser aplicado na membrana

para restaurar a simetria de gauge U(1) residual. Os mesmos argumentos são válidos

para outros tipos de teorias.
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5.5 Discussões e Perspectivas

Nesta seção foi discutido como construir teorias topológicas e teorias equivalentes em

membranas em várias dimensões do espaço-tempo. Na primeira parte, discutiu-se o surg-

imento de vários termos topológicos tipo Chern-Simons, no caso abeliano e não-abeliano,

por meio de procedimentos de redução dimensional. Viu-se que a membrana quebra

a simetria de Lorentz destes tipos de modelos. De maneira a produzir este resultado,

a membrana solitônica do modelo foi simulada por um soliton tipo kink embutido em

espaços-tempos de várias dimensões. Tais tipos de solitons aparecem no modelo dev-

ido uma quebra espontânea de uma simetria discreta especí�ca, neste caso em questão,

uma simetria do tipo Peccei-Quinn. Algumas outras características relacionados a estes

tipos de modelos foram discutidas: quantização de constante de acoplamento, geração

topológica de massa, gravidade topológica e relações com modelos B ∧ F , etc.

Na segunda parte deste trabalho, foi desenvolvido um procedimento de construção de

modelos equivalentes em membranas. Foi construído, a partir de uma teoria em D = 5, o

modelo B∧F -Maxwell em D = 4 e, a partir de uma teoria em D = 4, os modelos B∧F -

Maxwell e Bϕ-Klein-Gordon ambos em D = 3. O procedimento adotado consiste em

quebrar explicitamente a simetria de Lorentz do modelo por meio de uma escolha de uma

direção preferencial no espaço-tempo para o vetor V λ presente no modelo. É interessante

notar que no caso do modelo B∧F -Maxwell, pode-se implementar através do formalismo

de Stuckelberg uma simetria de gauge do tipo U(1) × U(1) que é quebrada para U(1)

na membrana devido a escolha da direção preferencial. Outra característica importante

é que sempre se obtem na membrana teorias que são duais a modelos de campos livres e

não massivos. De fato, este resultado é compatível com a idéia de localização de campos

em membranas, onde os modos-zero (descritos por teorias não-massivas) descrevem os

campos do Modelo Padrão de Partículas. Uma análise completa desta idéia deve ser

interessante. Considera-se também importante a generalização destes resultados para o
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caso de teorias não-abelianas. Neste caso, aplicações a estudos de gravidade e sistemas

de quarks seriam possíveis.
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Capítulo 6

Gravidade Topológica em Membranas

6.1 Introdução

Neste capítulo, mostra-se como construir Gravidade Topológica em um cenário contendo

uma dimensão extra in�nita e uma membrana �na do tipo função-δ. No formalismo de

Plebanski, a conexão entre Teorias de Campos Topológicas e Relatividade Geral é feita

por meio de vínculos expressos em termos de campos multiplicadores de Lagrange Φ. O

detalhe importante aqui é que os vínculos são válidos para um espaço-tempo sem qualquer

tipo de fronteira. No caso em questão neste trabalho, tem-se duas regiões distintas do

espaço-tempo: a região D = 5 ("bulk") e o hiperplano D = 4 (3-brane) embutido em

D = 5. Em qual região devem ser implementados os vínculos citados acima? A resposta é

que se impomos o vínculos em D = 5 então pode-se obter a ação de Palatini nesta porção

do espaço-tempo e também na membrana D = 4. O plano desta seção se resume em,

primeiramente, introduzir uma modi�cação na ação de Plebanski de forma a adaptá-la

ao contexto de membranas e discutir suas simetrias. Então revemos alguns aspectos da

formulação de Plebanski de Gravidade Topológica e fazemos uma análise dos vínculos de

nosso modelo. Finalmente, obtem-se a ação de Palatini para gravidade D = 5 juntamente

com um novo termo. Este novo termo pode ser interpretado como a ação de Palatini
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para Gravidade em D = 4 na membrana tipo função-delta. As discussões contidas neste

capítulo são resultados do trabalho "Topological gravity localization on a delta-function

like Brane"publicado na revista Modern Physics Letters A22: 2939-2946, 2007.

6.2 O Modelo

Gravidade topológica pode ser estudada por meio de teorias de campos topológicas e

vinculadas. Aqui seguimos convenções introduzidas por Freidel et al. [7]. Portanto,

considera-se caracteres gregos como índices de espaço-tempo, caracteres latinos represen-

tam índices internos de grupos, e "til"sobre ou sob os campos representa o fato destes

serem densidades tensorias. O modelo é baseado na seguinte ação em D = 5 dimensões:

S =

∫
d5x

[
B̃µν

ij F ij
µν +

1

2
Φmµνρσε

mijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl + Lbrane + k (∂αϕ)2 B̃µν
ij F ij

µν

]
, (6.1)

onde Lbrane = 1
2
∂µϕ∂µϕ−V (ϕ). Esta ação é um funcional que depende de campos de

gauge Aij
µ com grupo de gauge SO(4, 1), campos bivetorias B̃µν

ij , campos multiplicadores

de Lagrange Φmµνρσ e um campo real escalar ϕ. Os dois primeiros termos de�nem a ação

de Plebanski em D = 5. O segundo e o terceiro termos representam a parte da ação que

gera a membrana do modelo (3-brane). De fato, esta 3-brane é uma parede de domínio

embutida em um espaço-tempo D = 5. Para isto, nós supomos ϕ = ϕ(x4) e usamos

V (ϕ) = λ(1 − cos ϕ). O último termo na equação Eq.(6.1) é um termo topológico que

fornecerá uma ação do tipo BF efetiva sobre a 3-brane em D = 4. É justamente este

termo o responsável por gravidade topológica na membrana.

Feitas as primeiras apresentações é importante agora discutir as simetrias deste mod-

elo. A primeira simetria tem característica discreta: a ação é invariante sob a transfor-

mação ϕ → ϕ + 2π (esta simetria é do tipo Peccei-Quinn). Esta simetria é importante

porque, se quebrada espontaneamente, produzirá defeitos tipo kink. O defeito corre-
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spondente ao setor topológico contendo somente um sóliton será a 3-brane do modelo (o

modelo de campos escalares tratado aqui é o modelo de Sine-Gordon e, como se sabe,

possui várias soluções solitônicas). O segundo tipo de simetria é relacionada com transfor-

mações gerais de coordenadas. Neste caso, esta simetria faz o papel da simetria SO(4, 1)

de gauge. A menos dos termos responsáveis pela membrana, a ação acima descrita é in-

variante por transformações gerais de coordenadas: os campos B̃µν
ij se transformam como

densidades tensoriais de peso 1, enquanto que os campos multiplicadores de Lagrange se

transformam como densidades de peso −1 (representado pelo "til"sobre o símbolo `Φ`).

O papel feito pela membrana é quebrar a simetria SO(4, 1) em D = 5 de forma a induzir

a simetria SO(3, 1) em D = 4. Este fato não é surpresa se lembrarmos que em teorias de

cordas tais características são naturais em modelos contendo D-branes.

6.3 Análise dos Vínculos

Antes de estudar a idéia principal deste trabalho, vamos rever rapidamente alguns aspec-

tos da formulação de Plebanski de Gravidade Topológica. Detalhes mais rigorosos podem

ser encontrados na referência [7]. Os campos B̃µν
ij são de�nidos da seguinte maneira:

B̃µν
ij =

1

4
ε̃µναβλBαβλij (6.2)

De maneira a escrever uma ação para Gravidade deve-se computar a variação da ação

(6.1) com relação ao campo multiplicador de Lagrange Φ. Para tal, postula-se também

a seguinte propriedade a ser obedecida pelo multiplicador de Lagrange:

εmµνρσΦmµνρσ = 0. (6.3)

52



Portanto, a variação da ação (6.1) fornece

δΦmµνρσ

δΦnαβγλ

εmijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl = 0. (6.4)

Comparando a variação da Eq. (6.3) com a Eq. (6.4) obtem-se, para alguns coe�cientes

cm
α , que

εmijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl = cm
α εαµνρσ. (6.5)

Os coe�cientes cm
α então satisfazem:

cm
α =

1

5!
εαµνρσε

mijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl . (6.6)

A maior importância da Eq. (6.6) pode ser vista em termos de um teorema introduzido

por Freidel et. al. [7]: *Theorem: Em D > 4, um campo B geral satisfaz os vínculos

escritos na Eq. (6.6) se e somente se ele for contruído em termos de tetradas. Em outras

palavras, se B é não-degenerado e satisfaz a Eq. (6.6), então existem tetradas eµ
i tais que

B̃µν
ij = ±|e|e[µ

i e
ν]
j . (6.7)

Na última equação, |e| é o determinante da tetrada eµ
i . Agora, é importante notar que

os vínculos na Eq. (6.6) fornecem campos eµ
i 5-dimensionais, ou seja, estamos impondo

os vínculos no espaço-tempo em D = 5. Veremos agora as consequências para a física na

membrana. Deve-se considerar que nas proximidades da membrana a métrica do espaço-

tempo pode ser escrita em termos das coordenadas ξa e w (w é a distância medida partir

do hiperplano) da seguinte maneira:

ds2 = γabdξadξb − dw2. (6.8)
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Na última equação γab = gµνx
µ
,ax

ν
,b é a métrica induzida na hipersuperfície D = 4 (esta

métrica é construída com as tetradas discutidos no teorema acima). A equação do movi-

mento para o campo ϕ, considerado estático e possuindo somente dependência na coor-

denada x5 ≡ w (ϕ = ϕ(w)), é dada por:

−d2ϕ

dw2
+

d

dϕ

[
V (ϕ)− k (∂αϕ)2 B̃µν

ij F ij
µν

]
= 0. (6.9)

Substituindo V (ϕ) = λ(1 − cos ϕ) e desconsiderando �utuações devido aos campos B̃µν
ij

e F ij
µν conclui-se que

−d2ϕ

dw2
+ λ sin ϕ = 0, (6.10)

cuja solução é a membrana solitônica do modelo (neste passo, a simetria ϕ → ϕ + 2π

é espontaneamente quebrada, favorecendo o surgimento de hiperplanos de domínio, ou

seja:

ϕ(w) = 4tg−1exp
(√

λw
)

(6.11)

6.4 Teoria BF na Membrana

Vamos retornar para a discussão sobre a ação (6.1) e observar o seu último termo, isto é,

Sbrane ∼ k

∫
d5x

[(
dϕ(w)

dw

)2

B̃µν
ij F ij

µν

]
. (6.12)

No limite de membrana �na temos dϕ(w)
dw

∼ δ(w). Então, a partir da Eq. (6.12) obtem-se

uma ação do tipo BF efetivamente 4-dimensional:

S4d 7→ k′
∫

d4x
[
B̃µν

ij F ij
µν

]
. (6.13)
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A interpretação é que, dentro das condições discutidas, uma teoria do tipo BF deve descr-

ever a física no mundo 4-dimensional. É conveniente notar que a quebra espontânea da

simetria discreta discutida aqui induz uma quebra explícita da simetria de gauge SO(4, 1)

para a simetria SO(3, 1) na membrana. Os índices gregos e latinos são enumerados de 0

a 4 em D = 5. Pelo teorema declarado na Eq. (6.7) pode-se substituir na ação (6.1) o

campo B pela decomposição em termos de tetradas reescrevendo-a efetivamente como

Seff. = ±
∫

d5x
[
|e(5)|e[M

I e
N ]
J F IJ

MN + k′δ(w)|e(4)|e[µ
i e

ν]
j F ij

µν

]
. (6.14)

Aqui escrevemos índices latinos maiúsculos de maneira a distinguir entre índices do

espaço-tempo em D = 5 e índices do espaço-tempo em D = 4 (a mesma convenção

é seguida para índices internos de grupo). O resultado é justamente a ação de Palatini

para Gravidade D = 5 juntamente com um novo termo. Este novo termo é a ação de

Palatini para Gravidade na 3-brane (uma membrana tipo função delta). A constante

k′ na ação acima carrega consigo informações respeito da dimensão extra, uma carac-

terística possivelmente útil para se entender neste contexto o problema de hierarquia de

gauge. A semelhança entre o resultado (6.14) e aquele obtido por Dvali et. al. [38]

deve ser notada. De fato, nosso resultado é uma interpretação topológica do trabalho

de Dvali [38]. Naquele trabalho a ação (6.14) pode ser obtida por correções radiativas

devido à matéria pre-existente localizada na membrana ou por especí�cos acoplamentos

entre Gravidade e campos escalares. Esta última é a linha abordada aqui.

Existe outra maneira de obter o resultado (6.14). Considera-se a seguinte ação

S =

∫
dx5

[
B̃µν

ij F ij
µν +

1

2
Φmµνρσε

mijklB̃µν
ij B̃ρσ

kl + Lbrane + k∂αϕC̃µνα
ij F ij

µν

]
, (6.15)
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onde o campo C̃µνα
ij é de�nido como

C̃µνα
ij =

1

12
ε̃µναβλCβλij. (6.16)

As simetrias desta última ação são as mesmas que as já discutidas no primeiro modelo.

A membrana irá aparecer devido ao mesmo mecanismo também já discutido. Pode-se

analisar o último termo da ação (6.15), ou seja,

Sbrane ∼ k

∫
d5x

dϕ(w)

dw
C̃µν4

ij F ij
µν . (6.17)

Considerando novamente o limite de membrana �na obtem-se novo termo tipo BF

S4d 7→ k′
∫

d4x
[
C̃µν4

ij F ij
µν

]
. (6.18)

Agora, o detalhe mais importante. Se identi�camos os graus de liberdade de C̃µν4
ij com

aqueles provindos da Eq. (6.7), ou seja, se

C̃µν4
ij |D=4 ≡ B̃µν

ij = ±|e(5)|e[µ
i e

ν]
j |D=5, (6.19)

pode-se reobter a ação (6.14). O procedimento de identi�cação estabelecido logo acima

depende exclusivamente de |e(5)|. Felizmente, um determinante 4-dimensional pode ser

construído a partir deste. Aqui deve-se considerar que a nova constante k′ na Eq. (6.14)

depende da dimensão extra e novamente, esta característica pode ser de grande importân-

cia para se entender novos efeitos físicos em D = 4 no contexto de gravidade topológica.
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6.5 Conclusões e Perspectivas

A conclusão mais importante deste trabalho é que pode-se construir um cenário de mem-

branas no contexto de gravidade topológica por meio de teorias de campos topológicas

e vinculadas. Por outro lado, usamos um mecanismo de quebra espontânea de simetria

para gerar a 3-brane do modelo. O procedimento introduzido aqui depende exclusiva-

mente de vínculos impostos no espaço-tempo D = 5. Então, obtem-se gravidade em

D = 4 partindo da ação (6.1). em discussões a respeito da realidade física do formalismo

de gravidade topológica, a natureza não-dinâmica dos graus de liberdade neste tipo de

teoria é sempre citada. Ainda nestes termos, o modelo descrito aqui assemelha-se a outros

modelos de localização de gravidade. Nestes outros modelos, alguns graus de liberdade

físicos são efetivamente aprisionados na 3-brane. Entretanto, no contexto de gravidade

topológica, é difícil a�rmar se o mesmo mecanismo pode acontecer ou não. O único

sinal que garante a existência de uma teoria 4-dimensional na membrana é matemático:

simetria de gauge SO(3, 1) ⇒ teoria em D = 4.

Uma questão interessante é a constante cosmológica. Uma generalização da ação de

Plebanski resulta na ação de Palatini para Relatividade Geral juntamente com um termo

que representa constante cosmológica [39]. Um termo de constante cosmológica pode ser

adicionado em D = 5. Entretanto, tal termo não é gerado na membrana por meio dos

cálculos desenvolvidos aqui, o que não é razão su�ciente para se concluir que o mundo

em D = 4 não apresenta este tipo de interação. Do ponto de vista da teoria clássica

tal resultado pode ser correto mas é bastante possível que correções quânticas façam

surgir a constante cosmológica na membrana. Tal fato somente pode ser corretamente

estudado por meio de tratamento quântico adequado. Nas linhas discutidas aqui, a

geração, se possível, de constante cosmológica na membrana deve ser investigada. No

contexto de gravidade topológica outro assunto interessante é o denominado "parâmetro

de Immirzi"[40] e consequências relacionadas dentro do formalismo de membranas.
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Um passo natural a ser seguido (motivação física) seria a tentativa de se construir uma

versão topológica para o modelo de Randall-Sundrum [5]. As motivações por trás deste

passo são várias: a possibilidade de quantização do cenário; alternativas para se resolver

problemas do modelo padrão tais como o problema de hierarquia,etc;. A importância

destes resultados está no fato de que é perfeitamente possível quantizar completamente

modelos de gravidade topológica (embora novos problema apareçam!). Até onde se sabe,

consequências físicas relacionadas com existência de dimensões extras tem sido formu-

ladas no contexto teorias de gravidade semi-clássica, não no contexto de modelos pura-

mente quânticos. As consequências quânticas são bem-vindas e devem ser estudadas pelo

menos por duas boas razões: i) resultados importantes e modernos podem ser reforçados

(como os provindos do modelo de Randall-Sundrum) e ii) pode-se decidir a favor ou não

dos formalismos de gravitação topológica. Acreditamos que estes que nossos resultados

podem ser úteis em investigações futuras a respeito de gravidade quântica no background

de membranas.
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Capítulo 7

Mecanismos de Localização em

Membranas

7.1 Introdução

Outro assunto extremamente importante em modelos de membranas está relacionado com

mecanismos de localização de campos. Se o Universo vive em uma membrana embutida

em um espaço-tempo onde D > 4 devemos ser capazes de construir todo o Modelo Padrão

de partículas a partir de uma teoria de dimensões extras. Deste modo, o formalismo de

membranas é completamente alternativo ao de Kaluza-Klein, inclusive até mais natural.

Natural no sentido de se poder fornecer toda uma interpretação física ao processo de re-

dução dimensional, coisa que não acontece no formalismo de Kaluza-Klein. Nesta parte

faremos uma breve introdução ao processo de localização. Discutiremos essencialmente

como se construir campos escalares e férmions quirais localizados na membrana. O mod-

elo aqui apresentado trata apenas uma membrana, diferentemente do modelo de Randall-

Sundrum. Além do mais, consideraremos que a membrana é um defeito topológico tipo

kink embutido em um espaço-tempo onde D = 5. Tal tipo de discussão torna o modelo

de membranas mais realístico, como foi dito acima, além de produzir um espaço-tempo
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sem singularidades, como no caso do modelo de Randall-Sundrum [41].

A membrana é introduzida partindo da seguinte ação, onde se procura uma solução

das equações de Einstein neste background:

S =

∫
d5x

√
−G[2M3R− 1

2
(∂φ)2 − V (φ)]. (7.1)

Na ação acima M é a constante de Planck em D = 5 e o campo φ gera a membrana

do modelo. A equação do movimento para o campo φ suporta uma solução tipo kink

mesmo em um background gravitacional. Para este caso, o ansatz para a métrica do

espaço-tempo é:

ds2 = e2A(y)ηµνdxµdxν + dy2. (7.2)

A menos do fator exponencial, a métrica acima preserva a invariância de Lorentz em

D = 4. De maneira a simpli�car este modelo supõe-se que que o campo φ e a função A

como dependentes apenas da dimensão extra y.

Para uma situação sem o background gravitacional é fácil mostrar que, para a função

potencial V (φ) = λ
4
(φ2 − v2)2, o kink que modela a membrana é dado por φ(y) =

v tanh(ay) onde a2 = λv2

2
. Esta é uma solução para a equação do movimento para o

campo escalar. As equações de Einstein para a métrica (7.2) são dadas por:

1

2
(φ′)2 − V (φ) = 24M3(A′)2, (7.3)

e
1

2
(φ′)2 + V (φ) = −12M3A′′ − 24M3(A′)2. (7.4)

Somando as duas últimas equações e integrando duas vezes pode-se obter a função A(y)
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considerando a solução de kink escolhida. O resultado é

A(y) = −β ln cosh(ay)2 − β

2
tanh(ay)2, (7.5)

onde β ≡ v2

36M3 . Pode-se mostrar que o fator exponencial construído com esta função é

localizado em torno da membrana e para grandes valores de y se aproxima da solução de

Randall-Sundrum [5].

A idéia agora é analisar a ação efetiva de vários tipos de campos no background dado

pela métrica (7.2). Começaremos por um campo escalar real sem massa em D = 5. A

questão é "O que acontece quando integramos a dimensão extra y?". Em outras palavras,

estamos interessados em fazer uma redução dimensional neste tipo de modelo. A ação

para o campo escalar é dada por

S =

∫
d5x

√
−GGMN∂MΦ∂NΦ (7.6)

onde Φ = Φ(x, y) depende da dimensão extra como também das quatro dimensões tan-

gentes à membrana. Para a métrica (7.2) a ação acima pode ser escrita da seguinte

maneira:

S =

∫
dyd4xe4A(y)[e−2A(y)ηµν∂µΦ∂νΦ + . . .]. (7.7)

Faz-se agora uma separação de variáveis no campo Φ, ou seja, Φ(x, y) = ϕ(x)α(y). A

ação efetiva agora torna-se

S =

∫
dye2A(y)α(y)2

∫
d4xηµν∂µϕ∂νϕ. (7.8)

Nota-se claramente que existe uma parte da ação que apenas depende das dimensões

tangentes à membrana. Somente pode-se interpretar esta parte como descrevendo a

física em D = 4 de um campo escalar localizado na membrana (o fator exponencial é
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localizado em torno da membrana) se a parte da integral acima dependente da dimensão

extra for �nita. Para tal devemos saber o comportamento da função α(y). Isto pode ser

feito por meio da equação do movimento para o campo Φ que é dada por

∂M(
√
−GGMN∂NΦ) = 0. (7.9)

Neste caso faz-se novamente a separação de variáveis no campo Φ considerando a métrica

(7.2). Também considera-se que o campo ϕ(x) oriundo da separação de variáveis satisfaça

à ηµν∂µ∂νϕ(x) = −m2ϕ(x), a equação de Klein-Gordon em D = 4. Deste modo mostra-se

que a função α(y) satisfaz a seguinte equação diferencial:

d2α

dy2
+ 4A′dα

dy
= e−2Am2α. (7.10)

As soluções desta equação para qualquer m2 serão interpretadas como os modos massivos

de Kaluza-Klein se tornarem a ação efetiva (7.8) �nita. Em particular, para m2 = 0 (o

modo-zero), a equação (7.10) possui α(y) = cte como uma solução. Neste caso a ação

efetiva (7.8) é �nita e diz-se que existe um modo não-massivo de um campo escalar

localizado ("preso") na membrana.

Para o caso de férmions, deve-se analizar a equação de Dirac

ΓM∇MΨ + fφΨ = 0, (7.11)

onde ∇M = ∂M + 1
4
ωABMΓAB é a derivada covariante espinorial para o background (7.2)

e φ representa a solução de kink (a membrana) descrita acima. O parâmetro f representa

o peso do acoplamento tipo Yukawa entre Ψ (um espinor de Dirac em D = 5) e φ. As

únicas componentes da conexão de spin ωABM são

ω5µν = −eAA′ηµν . (7.12)
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Escrevendo Ψ(x, y) = η(y)ψ(x) e considerando modos não-massivos encontra-se a equação

de Dirac Γµ∂µψ = 0 em D = 4. Neste caso η satisfaz

η′ + 2A′η + fφη = 0, (7.13)

para Γ5ψ = +ψ e

η′ + 2A′η − fφη = 0, (7.14)

para Γ5ψ = −ψ. As soluções das equações acima são

η = (cosh(ay))4β−fv/aeβ tanh2(ay), (7.15)

para Γ5ψ = +ψ e

η = (cosh(ay))4β+fv/aeβ tanh2(ay), (7.16)

para Γ5ψ = −ψ. Portanto, o modo de quiralidade negativa não pode ser localizado na

membrana. Já o modo de quiralidade positiva, na condição de f > 4aβ/v, pode ser

localizado (a função η é localizada em torno da membrana). Esta é a maior importân-

cia deste tipo de mecanismo: a produção natural de férmions quirais no processo de

redução dimensional. No caso do mecanismo de Kaluza-Klein, tal fato não ocorre, sendo

o problema de quiralidade resolvido quando a dimensão extra é considerada como um

"Orbifold".

O processo de localização para outros tipos de campos segue as mesmas regras aqui

discutidas. O campo gravitacional é também localizável neste tipo de cenário [5]. No

entanto, campos de gauge em geral não são passíveis de localização, sendo necessário

dispor de mecanismos mais apropriados para tal.
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7.2 Campos tensoriais antissimétricos em membranas

7.2.1 Introdução

Em cenários contendo dimensões extras no background de membranas um assunto bas-

tante importante está relacionado com mecanismos de localização de vários campos com

os mais variados spins. Tal importância é devida a uma simples motivação: baseando-

se nesta idéia todas as características de um modelo efetivo em baixa dimensionalidade

devem ser obtidas. Características tais como constantes de acoplamento e massas das

partículas fundamentais dependem do tamanho da dimensão extra e este fato pode pode

gerar novos insights para se entender alguns problemas apresentados pelo Modelo Padrão.

Existem pelo menos dois cenários diferentes de dimensões extras. O primeiro consid-

era dimensões extras muito pequenas e compactas cujos efeitos em baixas energias não

são observáveis. O segundo cenário considera dimensões extras com tamanho in�nito que

não são observáveis simplesmente pelo fato de não termos "permissão"(uma permissão

energética) para caminhar ao longo das mesmas. a idéia é que nosso Universo D = 4 vive

em uma hipersuperfície embutida em um espaço-tempo de dimensionalidade maior que 4.

É interessante comparar estes dois cenários no que diz respeito a modelos de localização

de campos. Por exemplo, relacionado aos campos vetoriais de gauge do Modelo padrão

sabe-se que a localização deste tipo de campos em um cenário onde a dimensão extra

é compacta não é favorecida devido a vínculos fenomenológicos impostos pelo Modelo

Padrão [42]. No caso onde a dimensão extra é in�nita não há localização de a menos que

o campo de gauge acople-se com o dilaton [41].

O objetivo deste trabalho está relacionado com o campo Kalb-Ramond. Este campo

aparece em teorias efetivas de modelos de supercordas em baixas energias e pode descr-

ever tanto física de axions quanto torção em uma variedade Riemanniana. Sabe-se que

este campo quando estudado no background de Randall-Sundrum possui um modo-zero
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localizado extremamente suprimido pelo tamanho da dimensão extra [43]. Tal resulta-

dos levou aqueles autores a especular sobre torção do espaço-tempo em nosso Universo,

mesmo com efeitos bastantes diminuidos. Relacionado com campos tensoriais de rank

maior, sabe-se que são objetos bastante comuns em teorias contendo dimensões extras.

Em procedimentos de redução dimensional tais campos devem surgir nas teorias efetivas

em baixa dimensionalidade.

Por outro lado, em teorias de cordas o tratamento de axions utilizando campos ten-

soriais antissimétricos é bastante natural [44]. O axion é um bóson neutro de spin nulo

bastante leve cuja comprovação de existência recebeu forte impulso depois de recentes

resultados da colaboração PVLS [45] (ver entretanto Ref. [46]). Por conta disto tudo é

importante estudar mecanismos de localização de campos tensoriais antissimétricos de

gauge.

O objetivo deste trabalho é analisar mecanismos de localização de um campo de

gauge tensorial em um cenário onde a dimensão extra tem tamanho in�nito. De maneira

a se impor tal condição se faz necessário implementar a membrana do modelo de uma

maneira realística. Para tal, usamos defeitos tipo kink embutidos em um espaço-tempo

de dimensão maior que 4. Utilizamos modelos contendo vários campos reais escalares

cujas soluções descrevem membranas �nas e membranas com estruturas internas [47].

A organização deste trabalho é a seguinte: na segunda seção soluções descrevendo

membranas no background gravitacional são estudadas; na seção seguinte o campo de

Kalb-Ramond é incluido no cenário; a quarta seção introduz a dinâmica do dílaton no

modelo e, na quinta seção, o acoplamento entre o dilaton e o campo de Kalb-Ramond é

estudado; então voltamos a tratar mecanismos de localização em mebranas com estru-

turas internas na sexta seção e generalizamos os resultados para campos tensoriais de

rank qualquer na sétima seção. No �nal discutimos resultados e perspectivas.
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7.2.2 O Kink como Membrana

Nesta seção estudamos as soluções das equações de Einstein no background de uma mem-

brana �na. A membrana é um kink embutido no espaço-tempo D = 4 + 1. Procuramos

por soluções de espaço-tempo que preservam a simetria de Lorentz em D = 4. Estas

soluções em geral descrevem espaços tipo AdS. A ação para o modelo é [41]:

S =

∫
d5x

√
−G[2M3R− 1

2
(∂φ)2 − V (φ)]. (7.17)

Na ação acima M é a constante de Planck em D = 5 e o campo φ gera a membrana do

modelo. A equação do movimento para o campo φ suporta uma solução tipo kink mesmo

em um background gravitacional como veremos. Para este caso o ansatz para a métrica

do espaço-tempo é:

ds2 = e2A(y)ηµνdxµdxν + dy2. (7.18)

Mesmo com a presença do fator exponencial, a métrica acima preserva a simetria de

Lorentz em D = 4. Como o usual, índices representados por letras maiúsculas latinas

tomam os valores 0, 1, 2, 3, 4 enquanto que índices gregos tomam os valores 0, 1, 2, 3.

Para se simpli�car o modelo assumimos que o campo φ e a função A dependem apenas

da dimensão extra y.

Para uma situação sem a presença do campo gravitacional é fácil mostrar que, para

a função potencial V (φ) = λ
4
(φ2 − v2)2, o kink que modela a membrana é dado por

φ(y) = v tanh(ay) onde a2 = λv2

2
. Esta é a solução para a equação do movimento do

campo escalar. As equações do movimento para um espaço-tempo tipo AdS descrito

acima são dadas por:
1

2
(φ′)2 − V (φ) = 24M3(A′)2, (7.19)
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e
1

2
(φ′)2 + V (φ) = −12M3A′′ − 24M3(A′)2. (7.20)

Note-se que a linha signi�ca derivação com relação à dimensão extra. É fácil ver que

para a solução de kink obtida a função A(y) deve ser

A(y) = −β ln cosh(ay)2 − β

2
tanh(ay)2, (7.21)

onde β ≡ v2

36M3 . Nota-se que o fator exponencial construído com esta função é local-

izado em torno da membrana para grandes valores de y, aproximando-se da solução de

Randall-Sundrum [5]. Uma característica importante desta solução é que para pequenas

perturbações da métrica descrita aqui é possível mostrar que existe um modo gravita-

cional não-massivo que vive na membrana [41].

7.2.3 O Campo de Kalb-Ramond

Nesta seção estudamos o comportamento do campo de Kalb-Ramond no background

gravitacional descrito na última seção. O principal objetivo é tentar detectar modos-

zeros não-massivos do campo de Kalb-Ramond localizados na membrana descrita neste

modelo. É importante notar que a dimensão extra tem tamanho in�nito, um detalhe

importante para se chegar à conclusão deste trabalho. A ação para o modelo é dada por

S =

∫
d5x

√
−G[2M3R− 1

2
(∂φ)2 − V (φ)−HMNLHMNL] (7.22)

onde HMNL = ∂[MBNL] é o tensor intensidade para o campo de Kalb-Ramond. A equação

do movimento para o campo BMN é facilmente obtida. Primeiramente obtemos a seguinte

equação:

∂Q(
√

gHMNLgMQgNRgLS) = 0. (7.23)
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Agora considera-se a escolha de gauge Bα5 = ∂µB
µν = 0. Explicitando a parte depen-

dente da dimensão extra pode-se reescrever a equação acima como

e−2A∂µH
µγθ − ∂yH

yγθ = 0. (7.24)

Aqui pode-se separa as variáveis por meio do seguinte ansatz:

Bµν(xα, y) = bµν(xα)U(y) = bµν(0)eipαxα

U(y), (7.25)

onde p2 = −m2. Portanto pode-se reescrever HMNL como hµνλU(y), e a equação do

movimento torna-se

∂µh
µνλU(y)− e2A d2U(y)

dy2
bνλeipαxα

= 0. (7.26)

A função U(y) carrega todas as informações relacionadas à dimensão extra e obedece a

seguinte equação:
d2U(y)

dy2
= −m2e−2A(y)U(y). (7.27)

Para o caso onde m2 = 0 sua solução é bastante simples: U(y) = cy + d, onde c e d

são constantes. Outra possível solução é U(y) ≡ cte. Agora é importante analisar a

ação efetiva em D = 4 para o campo de Kalb-Ramond. O caminho escolhido é baseado

em um procedimento simples de redução dimensional. Focamos nossa atenção ao modo

não-massivo apenas. Para a métrica descrita na seção acima temos o seguinte:

S ∼
∫

d5x(HMNLHMNL) =

∫
dyU(y)2e−2A(y)

∫
d4x(hµναhµνα). (7.28)

Dada uma solução para o fator, A(y) (7.21), pode-se ver que para ambos os tipos de

soluções para U(y) obtidas acima, a integral na variável y na ação efetiva para o modo-

zero de Kalb-Ramond não é �nita. Isto pode ser facilmente visto se analisamos os

seguintes grá�cos: para a solução U(y) = cy + d temos a Fig.(7-1) e para a solução
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Figura 7-1: Plot de U(y)2e2A(y) com A(y) dadas pela eq.(7.21) e U(y) = cy + d.

-2 -1 0 1 2

Figura 7-2: Plot de U(y)2e2A(y) com A(y) dada pela eq.(7.21) e U(y) ≡ cte.
.

U(y) ≡ cte temos a Fig.(7-2). Em ambos os casos a integral em y não é convergente.

Portanto, não há localização do campo de Kalb-Ramond na membrana nas condições

citadas aqui.

7.2.4 O dílaton

Devido ao resultado da última seção é natural perguntar se existe algum tipo de acopla-

mento entre o campo de Kalb-Ramond e algum outro tipo de campo de maneira a se

obter localização de um modo-zero tensorial. Em analogia com trabalho de Kehagias e

Tamvakis [41], onde mostra-se que o acoplamento do dilaton e o campo vetorial de gauge
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produze localização deste, introduzimos aqui o acoplamento entre o dilaton e o campo de

Kalb-Ramond. O acoplamento é motivado em teorias de supercordas em baixas energias

[48]. No entanto, antes de se analisar a contribuição deste acoplamento deve-se obter

uma solução das equações do movimento para o campo gravitacional no background do

dilaton e da membrana. para tal, introduzimos a seguinte ação [41]:

S =

∫
d5x

√
−G[2M3R− 1

2
(∂φ)2 − 1

2
(∂π)2 − V (φ, π)]. (7.29)

Note-se aqui que estamos trabalhando em um modelo com dois campos escalares reais. O

campo φ novamente faz o papel de gerar a membrana enquanto que o campo π representa

o dilaton. A função potencial agora depende de dois campos escalares. Assume-se um

novo ansatz para a métrica do espaço-tempo:

ds2 = e2A(y)ηµνdxµdxν + e2B(y)dy2. (7.30)

As equações do movimento são dadas por

1

2
(φ′)2 +

1

2
(π′)2 − e2B(y)V (φ, π) = 24M3(A′)2, (7.31)

1

2
(φ′)2 +

1

2
(π′)2 + e2B(y)V (φ, π) = −12M3A′′ − 24M3(A′)2 + 12M3A′B′, (7.32)

φ′′ + (4A′ −B′)φ′ = ∂φV, (7.33)

e

π′′ + (4A′ −B′)π′ = ∂πV. (7.34)

De maneira resolver este sistema, usamos o denominado método do superpotencial

W (φ) onde de�ne-se φ′ = ∂W
∂φ

, seguindo o caminho de Kehagias e Tamvakis [41]. A solução

particular considerada segue partindo da escolha do potencial V (φ, π) e o superpotencial
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W (φ) como

V = e
π√

12M3 {1

2
(
∂W

∂φ
)2 − 5

32M2
W (φ)2}, (7.35)

e

W (φ) = vaφ(1− φ2

3v2
). (7.36)

Desta maneira é fácil obter as equações diferenciais de primeira ordem cujas soluções são

soluções das equações do movimento acima citadas:

π = −
√

3M3A, (7.37)

B =
A

4
= − π

4
√

3M3
, (7.38)

A′ = − W

12M3
. (7.39)

As soluções para este novo conjunto de equações são dadas por:

φ(y) = v tanh(ay), (7.40)

A(y) = −β ln cosh(ay)2 − β

2
tanh(ay)2, (7.41)

π(y) =
β√
3m3

(ln cosh(ay)2 +
1

2
tanh(ay)2). (7.42)

Da mesma forma como argumentado na Ref. [41], é possível mostrar que a lineariza-

ção da geometria descrita nesta seção pode suportar modo-zero não massivo do campo

gravitacional localizado ao longo da membrana, ainda no background do dilaton.
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7.2.5 Revisando o campo de Kalb-Ramond

O principal objetivo desta seção é veri�car se o acoplamento entre o dilaton e o campo de

Kalb-Ramond é capaz de produzir localização deste tipo de campo de gauge. O acopla-

mento com o dilaton introduz a seguinte modi�cação na ação para o campo tensorial de

gauge [49, 50]:

S ∼
∫

d5x(e−λπHMNLHMNL). (7.43)

Portanto, devemos analisar as equações do movimento do campo tensorial no background

do dilaton. As novas equações do movimento são:

∂M(
√−ggMP gNQgLRe−λπHPQR) = 0. (7.44)

Com a escolha de gauge Bα5 = ∂µBµν = 0 e com a separação de variáveis Bµν(xα, y) =

bµν(xα)U(y) = bµν(0)eipαxα
U(y) where p2 = −m2, obtemos equações diferenciais que nos

fornecem as características associadas com a dimensão extra:

d2U(y)

dy2
− (λπ′(y) + B′(y))

dU(y)

dy
= −m2e2(B(y)−A(y))U(y). (7.45)

Para o modo-zero, m = 0, uma solução particular da equação acima é simplesmente

U(y) ≡ cte. Este resultado é su�ciente para a discussão seguinte. A ação efetiva para o

modo-zero em D = 5 é

S ∼
∫

d5x(e−λπHMNLHMNL) =

∫
dyU(y)2e(−2A(y))+B(y)−λπ(y)

∫
d4x(hµναhµνα). (7.46)

Para U(y) constante e dadas as soluções para A(y), B(y) e π(y) como descritas na última

seção, é possivel mostrar claramente que a integral na variável y é �nita se λ > 7

4
√

3M3
,

resultado que fornece a possibilidade de localização do modo-zero associado ao campo de

Kalb-Ramond no background do dilaton.
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É interessante analisar casos mais gerais. De fato, podemos tratar localização do

campo de Kalb-Ramond introduzindo outra solução mais geral para U(y). Partindo da

eq. (7.45) com m = 0, temos a seguinte equação:

d2U(y)

dy2
− (λπ′ + B′)

dU(y)

dy
= 0. (7.47)

Se fazemos a seguinte mudança de variáveis na equação acima

dU(y)

dy
= g(y), (7.48)

podemos escrever uma solução para a nova função g(y) na forma

g(y) = keλπ(y)+B(y)

onde

k = g(0)e−λπ(0)−B(0).

Então temos a seguinte solução para U(y):

U(y) = k

∫ y

y0

eλπ(y′)+B(y′)dy′. (7.49)

Usando as soluções para π(y) (Eq. 7.40), A(y) (Eq. 7.41) e B(y) (Eq. 7.42), chegamos

em

U(y) = k

∫ y

y0

cosh2α(ay′)e
α
2

tanh2(ay′)dy′, (7.50)

com

α = (λ
√

3M3 − 1

4
)β. (7.51)

Podemos observar as características de U(y) estudando o grá�co para cosh2α(ay′)e
α
2

tanh2(ay′)
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Figura 7-3: Plot de cosh2(y)e
1
2
tanh2(y)
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Figura 7-4: Plot de
∫ y

0
cosh2(y′)e

1
2
tanh2(y′)dy′.

apresentado na Fig.(7-3),

onde analisamos somente a dependência na variável y adotando valores unitários para

as constantes k, α e a. Para a ação efetiva devemos estudar o comportamento de U(y)2.

Na Fig. (7-4) mostramos o comportamento de U(y). Na Fig. (7-5) temos o grá�co de

U(y)2.

A ação efetiva para o modo-zero tensorial em D = 4 é dada por

∫
d5x(e−λπHMNLHMNL) =

∫
dyU(y)2e−2A(y)+B(y)−λπ(y)

∫
d4xhµνλh

µνλ. (7.52)
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Figura 7-5: Plot de U(y)2.
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Figura 7-6: Mostrando a convergência da parte da ação efetiva dependente de y.

Devido às relações guardadas entre B(y), π(y) e A(y), a ação efetiva é reescrita como

∫
dyU(y)2eA(λ

√
3M3− 7

4
)

∫
d4xhµνλh

µνλ. (7.53)

A integral na variável y é convergente se e somente se a constante λ assume valores tais

que λ > 7

4
√

3M3
.

Combinando esta função exponencial com U(y)2 na ação efetiva pode-se construir a

Fig. (7-6). Deste dado pode-se inferir sobre a convergência da ação efetiva (7.53). Dentro

destas condições podemos garantir a localização de um modo-zero tensorial associado ao

campo tensorial de gauge de Kalb-Ramond.

75



7.2.6 Membrana com estruturas internas

Membranas com estruturas internas podem ser descritas por meio de modelos de dois

campos escalares reais. De fato, na ref. [51], Bazeia et. al. introduziu um modelo

que suporta paredes de Bloch, objetos que são presentes em sistemas ferromagnéticos

[52], e que já possuem estruturas internas. Seguindo idéias onde paredes de domínio

são utilizadas para simular membranas em cenários onde o campo escalar acopla-se com

o campo gravitacional, Bazeia e Gomes propuseram a membrana de Bloch [47]. Este

modelo de membrana pode ser uma alternativa ao modelo de membrana in�nitamente

�na que, como comentando em [53], é uma construção bastante arti�cial.

Pelo que sabemos, não existe estudo prévio sobre localização de campos neste tipo de

membrana. Mas podemos citar, entretanto, recente trabalho de autoria de Gomes [54],

o qual estuda localização de gravidade na membrana de Bloch.

7.2.7 Localização do campo de Kalb-Ramond em membranas

com estruturas internas

Nesta seção deixamos de lado a discussão associada ao dilaton e voltamos a atenção ao

estudo de um modelo de dois campo escalares no espaço-tempo ds2 = e2A(y)ηµνdxµdxν +

dy2. A questão é a mesma: este modelo aprisiona modos não massivos do campo de Kalb-

Ramond? A diferença aqui é que a membrana possui estruturas internas com explicado

na Ref. [47]. Pode-se ver na Fig. (7-7) as formas das soluções para um modelo contendo

dois campos escalares. Obtem-se uma membrana que contém estruturas internas devido

ao campo escalar χ. Esta estrutura pode gerar novos tipos de defeitos no interior da

membrana gerada pelo campo φ [51]. O modelo é basicamente descrito pela seguinte

ação:

S =

∫
d4xdy

√−g

[
1

4
R +

1

2
∂aφ∂aφ +

1

2
∂aχ∂aχ− V (φ, χ)

]
, (7.54)

76



-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

Figura 7-7: Mostrando a convergência da parte da ação efetiva dependente de y.

onde a métrica é

ds2 = e2A(y)ηµνdxµdxν + dy2. (7.55)

As soluções das quais necessitamos para se simular a membrana são dadas por:

φ(x) = tanh(2rx) (7.56)

χ(x) = ±
√

1

r
− 2sech(2rx) (7.57)

Seguindo os mesmos passos já discutidos nas seções anteriores podemos encontrar o

fator exponencial como dado por (r é um parâmetro do modelo)

exp[2A(y)] = cosh−4(2ry)exp[
2

9r
(1− 3r) tanh2(2ry)]. (7.58)

Para a ação efetiva em D = 4 do campo de Kalb-Ramond devemos tomar a inversa deste

fator. Para a função U(y) constante já discutida obtemos o resultado de não-localização

do modo tensorial não-massivo.
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7.3 Conclusões

Neste trabalho �zemos um estudo de localização de modos-zeros de campos de gauge

tensoriais em vários tipos de membranas. Iniciamos o estudo analisando o campo de

Kalb-Ramond. Em um primeiro caso, observamos a contribuição da geometria do espaço-

tempo no comportamneto de um possível modo-zero. Escolhemos uma geometria tipo

AdS (no limite onde |y| → ∞) gerada por um modelo de campos escalares reais em

D = 5. Mostramos que as soluções obtidas para este modelo não garantem a existência

de modos-zero presos na membrana. A razão por trás deste fato está relacionada ao

tamanho in�nito da dimensão extra, característica que faz com que a ação efetiva pra o

campo de Kalb-Ramond não seja convergente em D = 4.

No passo seguinte, adicionamos o campo do dilaton através de um acoplamento com

o campo de Kalb-Ramond de maneira se avaliar se este novo ingrediente produz modos-

zero normalizáveis. A resposta que encontramos é positiva dentro de certas imposições

feitas sobre a constante de acoplamento λ.

Depois desta parte, �zemos um estudo rápido de localização do campo de Kalb-

Ramond em membranas de Bloch, objetos que possuem estrutura interna naturalmente.

Encontramos novamente resposta negativa na tentativa de se localizar modos não-massivos

tensoriais.

Na presença do background do dilaton temos localização de modos-zeros. De certa

maneira, os resultados para o campo de Kalb-Ramond sem a contribuição do dilaton são

corroborados por estudos análogos no cenário de Randall-Sundrum onde a dimensão extra

é compacta [43]. Neste caso existe localização de modos tensoriais não-massivos, mas

extremamente suprimidos pelo tamanho da dimensão extra. Efetivamente, no cenário de

Randall-Sundrum não há dinâmica para o campo de Kalb-Ramond em D = 4.
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Capítulo 8

O Espaço-tempo como um Sólido

Deformável

8.1 Introdução

A idéia descrevendo algumas semelhanças entre o espaço-tempo e a dinâmica dos cor-

pos deformados não é nova. Existem autores que discutiram estas observações algumas

décadas atrás. a idéia geralmente discutida está relacionada com o real signi�cado do

espaço-tempo: pode este ser quantizado em termos dos mesmos moldes em que se trabalha

nestes dias modernos (o método canônico e outros métodos)? Se o espaço-tempo pode ser

pensado como um tipo de �uido, como podemos identi�car seus constituintes fundamen-

tais (um cristal real, de um ponto de vista macroscópico, parece-se com um continuum,

mas de um ponto de vista microscópico é constituído de pequenas partes mais fundamen-

tais: átomos e moléculas)? Se estas idéias de algum modo fazem sentido então talvez não

seja correto quantizar o espaço-tempo usando os procedimentos padrões. Neste sentido,

o espaço-tempo tal como observamos e tentamos decrever seria uma entidade secundária,

originário de uma coletividade de objetos mais fundamentais. A primeira tentativa de

realização destas idéias surgiu com o trabalho de Sakharov [1] relacionado com o que
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se conhece atualmente como "Gravidade Emergente". Seguindo esta linha, a teoria de

Einstein surge após uma quantização direta de uma teoria que contém apenas campos

de matéria. A dinâmica do campo gravitacional é gerada (um efeito já considerado se-

cundário) por meio de correções radiativas na expansão perturbativa da teoria. Várias

linhas de pesquisa foram iniciadas através dos anos derivadas do trabalho de Sakharov

(um exemplo é o formalismo denominado "Gravidade Estocástica"[55]). Por outro lado,

mais recentemente, Ted Jacobson fez uma contribuição no sentido de se entender as

equações de Einstein de um ponto de vista termodinâmico [56]: as equações de Einstein

são equações de estado para o espaço-tempo. Esta conclusão sugere fortemente que o

espaço-tempo pode ser realmente comparado a um tipo especial de corpo deformável. É

justamente com base nestas linhas de pensamento que propomos neste trabalho analisar

três sinais apontando nesta direção, ou seja, que o espaço-tempo é um tipo de sólido

deformável. O primeiro sinal está relacionado com as deformações do espaço-tempo. O

segundo uma possível origem "elástica"para a ação de Einstein-Hilbert, e o terceiro sinal

mostra uma relação a Lei de Newton da Gravitação e a Lei de Hooke da Elasticidade. De

maneira se discutir estes sinais modelamos o espaço-tempo por meio de uma congruência

de curvas bastante especí�ca em cada caso discutido: por cada ponto do espaço-tempo

passa uma curva que compõe a congruência. As características destas curvas podem

ser estudadas por meio da Equação de Landau-Raychaudhuri [57, 58, 59] o que pode

revelar se o espaço-tempo, como modelado acima, é ou não é uma variedade que possui

curvatura. É importante notar que é bastante comum em Física o estudo de sistemas

contínuos por meio de métodos de discretização. No processo de quantização canônica de

uma teoria de campos, por exemplo, tratamos o campo como uma coleção de osciladores

harmônicos em constante interação e postulamos algumas regras para se construir o es-

pectro físico da teoria. Como realizar o mesmo procedimento para o espaço-tempo? O

procedimento usual é baseado na métrica do espaço-tempo gµν que é um campo tensorial.
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Novamente tenta-se justamente o mesmo procedimento de discretização para este campo.

O resultado é bastante conhecido pela comunidade: gravidade é não-renormalizável. En-

tretanto, nota-se que gµν não representa o espaço-tempo por ele mesmo. A métrica é

um campo que depende das coordenadas do espaço-tempo. Um exemplo pode ajudar.

Considere um sólido com uma rede cristalina bem de�nida. Sabe-se que existem algumas

excitações deste sólido denominadas "fónons". Estas excitações podem ser estudadas

por meio de uma teoria de campos escalares no limite do contínuo. Neste caso o que é o

"espaço-tempo"? Podemos escolher um simples átomo da rede cristalina para servir de

sistema de referência para se medir distâncias e tempos. O campo escalar como excitação

coletiva irá depender do espaço-tempo de acordo com a escolha de referêncial feita. Por

conta disso, declaramos que o espaço-tempo é a própria rede cristalina e do ponto de

vista microscópco é discretizado porque a rede é constituída de "átomos". A conclusão a

que se quer chegar é que modelar o espaço-tempo por meio de uma congruência de cur-

vas requer associar a cada curva uma "partícula fundamental". As linhas-mundo de tais

partículas irão compor a congruência que preenche a variedade do espaço-tempo. Vamos

continuar a discussão ainda usando o exemplo de um sólido real e sua rede cristalina

associada. Por causa do fato da rede cristalina ser composta de vários átomos sabemos

como computar distâncias, ou seja, temos uma métrica de�nida em todos os pontos no

limite do contínuo. Agora, qual campo é mais fundamental neste limite? O campo es-

calar descrevendo as excitações da rede ou a métrica do espaço-tempo? Declaramos que

o campo mais fundamental é o campo escalar porque ele está relacionado diretamente

com os átomos componentes da rede cristalina. Estes átomos são verdadeiros sistemas de

referência no sentido de que são sitemas de referência associados à matéria: a noção física

de distância vem depois da noção física de matéria, sendo a métrica do espaço-tempo um

objeto secundário, portanto. Na discussão que se segue iremos considerar o espaço-tempo

como um tipo de sólido para o qual pode-se de�nir uma rede de "partículas". Em teorias
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de campos já fazemos isto. Nós consideramos campos de gauge, a métrica e campos

espinoriais como campos fundamentais de�nidos em todos os pontos do espaço-tempo. O

método que seguiremos aqui considera qualquer tipo de campo com fundamental, exceto

a métrica do espaço-tempo. Estes campos fundamentais nos fornecerão a noção física de

"espaço-tempo"(a noção de métrica) no sentido discutido acima. A consequência desta

é que se queremos estudar como se dão as deformações do espaço-tempo acabamos por

fazer emergir as equações de Einstein. A organização deste trabalho é a seguinte: na

primeira seção fazemos uma revisão da equação de Landau-Raychaudhuri. A segunda

parte trata dos sinais mostrando que o espaço-tempo se comporta como um corpo que

possui "elasticidade". Finalmente, discutimos os signi�cados destes sinais e perspectivas.

8.2 A Equação de Landau-Raychaudhuri

A equação de Landau-Raychaudhuri é uma equação que descreve o comportamento de

uma congruência de curvas. Ela é usualmente utilizada para se estudar e estabelecer

singularidades no espaço-tempo. Considere uma congruência de curvas preenchendo a

variedade do espaço-tempo. Se existe expansão, distorção e rotação relativa entre as

curvas da congruência então a variedade descrita pela congruência possui curvatura.

Para os propósitos deste trabalho usaremos a equação de Landau-Raychaudhuri para

estudar curvas tipo tempo ou tipo luz, dependendo do sinal discutido neste texto. Então,

temos respectivamente

dΘ

dτ
= −1

3
Θ2 − (

σab
)2

+
(
$ab

)2 −Rcdξ
cξd (8.1)

e
dΘ

dλ
= −1

2
Θ2 − (

σ̂ab
)2

+
(
$̂ab

)2 −Rcdκ
cκd, (8.2)
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onde τ , λ são os parâmetros usados para descrever as curvas que compõem a congruência.

ξc e κc são os vetores tangentes às curvas (geradores da congruência) e são, naquela ordem,

vetores tipo tempo e tipo luz. Θ é um escalar e descreve a expansão do volume gerado

pela congruência, σab/σ̂ab mede a distorção do volume e $ab/$̂ab mede a rotação relativa

entre as curvas. No caso deste trabalho, estaremos interessados em pequenas distorções

de volume de tal maneira que os termos quadráticos na equação de Landau-Rayhaudhuri

podem ser desconsiderados (são como correções de segunda ordem). Nestas condições, a

equação de Landau-Raychaudhuri pode ser facilmente integrada fornecendo o escalar de

expansão em função do tensor de Ricci:

Θ = −τRcdξ
cξd ≡ −λRcdκ

cκd. (8.3)

Os objetos que aparecem na equação de Landau-Raychaudhuri podem ser obtidos a

partir de uma decomposição cinemática de tensores gerais. Um tensor geral pode ser

decomposto em uma parte simétrica mais uma parte antissimétrica:

Bab = B(ab) + B[ab]. (8.4)

A parte antissimétrica é associada com a medida da rotação da congruência. A parte

simétrica pode ainda ser decomposta em um traço (o escalar de expansão) e uma parte

simétrica sem traço associada com a medida da distorção do volume. A parte simétrica

inteira será identi�cada com o tensor de deformação do espaço-tempo, em analogia com

o método da Mecânica dos Corpos Deformáveis.
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8.3 Primeiro sinal: as deformações do espaço-tempo

Considere uma pequena região do espaço-tempo contendo o ponto P . Esta região de�ne

o elemento de volume dV . A questão aqui é como estudar as deformações deste volume

causadas por algum agente externo. Uma maneira de se fazer isto é por meio da derivada

de Lie. De fato, se tomamos o voluve V e o propagamos usando uma congruência

de curvas integrais obteremos o volume modi�cado V ′. A diferença entre estas duas

con�gurações nos fornece uma maneira de se medir a deformação total. Com isto em

mente postulamos a seguinte ação para pontos do espaço-tempo:

S = k

∫
dV. (8.5)

O volume descrito acima é justamente a forma de volume Riemanniana, invariante sob

transformõe gerais de coordenadas. A constante k tem a dimensão necessária para

fornecer a dimensão correta para a ação descrita acima, que é "energia×tempo". Esta

ação é batante dieferente das ações usuais estudadas em teoria de campos porque nen-

huma densidade lagrangeana foi assumida "a priori". As ações usuais carregam infor-

mações de energia associada aos campos dstribuidos ao longo de todo o espaço-tempo e

parece que isto não acontece com nossa ação proposta acima. Este fato não é problema

se nos lembramos da discussão feita na introdução acima: o volume na realidade encobre

parte da rede associada com algum campo especí�co. Isto signi�ca que o volume deste

espaço-tempo carrega energia associada com a rede. Agora minimizamos a ação pro-

posta da seguinte maneira: tomamos sua derivada de Lie e requeremos que o resultado

seja estacionário, como no procedimento usual. Logo, a equação do movimento para o

espaço-tempo associado com a região especi�cada é

δLieS = k

∫
ΘdV = 0, (8.6)
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onde Θ é o escalar de expansão associado ao volume dV . Usando a equação de Landau-

Raychaudhuri nas condições citadas na primeira seção, ou seja, em uma situação onde

σab = $ab = 0, então temos Θ = −λRabκ
aκb. Substituindo este resultado de volta na

equação de movimento acima obtemos

−k

∫
λRabκ

aκbdV = 0. (8.7)

Podemos estabeleer a igualdade acima para todo e qualquer vetor nulo κa (estamos

assumindo aqui que a congruência é composta de curvas tipo luz, ou seja, as partículas

fundamentais da rede não possuem massa), isto é,

Rab = f(g)gab, (8.8)

onde f(g) é uma função que apenas depende da métrica do espaço-tempo. Esta função

pode ser facilmente encontrada requerendo o anulamento da divergência covariante da

última equação (uma espécie de conservação da deformação) o que leva ao resultado

Rab − 1

2
Rgab ± Λgab = 0, (8.9)

o qual é justamente o lado da equação de Einstein correspondente à geometria. Conclusão:

quando deformamos o volume do espaço-tempo, a equação de Einstein nos fornece um

meio para entender tais deformações.
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8.4 Segundo sinal: A origem elástica da ação de Einstein-

Hilbert

Considere agora o seguinte funcional o qual será identi�cado com uma ação:

S = k

∫
d4x

√
gΘ. (8.10)

Pode-se ver claramente que este funcional obedece ao requerimento de ser invariante sob

transformações gerais de coordenadas pelo fato do volume especi�cado ser o volume Rie-

manniano e a quantidade Θ é um escalar, neste caso, o escalar de expansão de volume.

O signi�cado deste funcional é o seguinte: ele tem a mesma forma matemática da de-

formação linear do volume de um determinado "sólido". Agora, o escalar de expansão é

dado por Θ = −τRabξ
aξb nas condições já citadas (agora para uma congruência de curvas

tipo tempo, ou seja, para o caso onde as aprtículas fundamentais da rede são massivas).

A métrica do espaço-tempo pode ser decomposta como gab = hab + ξaξb. Então, o escalar

de expansão pode ser reescrito como Θ ∼ −τRabg
ab ≡ −τR. Substituindo este resultado

no funcional de�nido acima chega-se a

S ∼ −k

∫
d4xτ

√
gR, (8.11)

que é justamente a ação de Einstein-Hilbert multiplicada pelo fator τ (parâmetro das

curvas). Entretanto, no procedimento de minimização padrão faz-se uma variação fun-

cional da ação para se chegar às equações do movimento. O parâmetro τ não possui

variação funcional e, portanto, as equações do movimento não são alteradas. A con-

clusão desta seção é que a minimização da ação de Einstein-Hilbert está relacionada com

a minimização das deformações de volume de um sólido especí�co, ou seja, o "sólido"do

espaço-tempo.
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8.5 Terceiro sinal: A lei de Newton e a lei de Hooke

Considerando as conclusões das seções acima é natural perguntar se o espaço-tempo

obedece a alguma relação matemática similar às equações que descreve fenômenos rela-

cionados com corpos deformáveis. A resposta é positiva como veremos. Considere que

o espaço-tempo é um tipo especial de corpo deformável. Postularemos que para defor-

mações lineares (para pequenos deslocamentos dos "constituintes"deste corpo) podemos

escrever uma lei de Hooke que conecta o tensor de deformação εab às tensões τab aplicadas

sobre o corpo em discussão (o espaço-tempo). Os tensores εab e τab são simétricos, em

analogia com as de�nições destes objetos em Mecânica dos corpos deformáveis. Então a

lei de Hooke é:

τab = −kεab. (8.12)

O tensor de deformação εab é de�nido, neste caso, em termos da parte simétrica da

decomposição cinemática do tensor Bab = ∇aκb, importante na construção da equação

de Landau-Raychaudhuri. Desta maneira, seu traço obedecerá à seguinte regra:

Trεab = εa
a ≡ Θ = −λRabκ

aκb. (8.13)

Note-se aqui o tipo de relação entre o tensor de deformação εab e o tensor de Ricci Rab:

é o traço do tensor de deformação que está relacionado com o tensor de Ricci. Este fato,

em certo sentido, denota que o tensor de deformação é um objeto "maior"que o tensor

de Ricci. Tomando o traço na expressão para a lei de Hooke obtemos

τa
a = kλRabκ

aκb, (8.14)

onde usamos a relação para o traço do tensor de deformação. Nota-se agora que o lado

das deformações na Lei de Hooke é relacionado com a geometria do espaço-tempo. O
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lado das tensões deve ser, portanto, relacionado o conteúdo material atuando sobre o

espaço-tempo. Esta a�rmação é razoável no sentido de que se queremos equacionar da

mesma maneira os dois lados da lei de Hooke devemos requerer que o traço do tensor

de tensões obedeça a τa
a = λTabκ

aκb. Este fato não é difícil de aceitar se nos lembramos

da relação entre o tensor de deformação e o tensor de Ricci discutida anteriormente. De

outra maneira, pode chegar nesta conclusão pela substituição de κaκb pela métrica do

espaço-tempo juntamente com as quantidades que de�nem projeções no espaço-tempo.

Isto resultará em um traço, como queremos. O parâmetro λ entra na expressão por

razões dimensionais. Por conta disto, vê-se que o tensor de tensão é, da mesma maneira

que o tensor de deformações, um objeto "maior"que T ab. Equacionando desta maneira

deformações e tensões chegamos em

(
Rab − k−1Tab

)
κaκb = 0, (8.15)

que é válida para todo vetor nulo κa, ou seja,

Rab − k−1Tab = f(g)gab. (8.16)

A função f(g) novamente depende somente da métrica gab do espaço-tempo e pode ser

determinada pelo requerimento de se fazer nula a divergência covariante da parte ge-

ométrica. No entanto, isto somente acontece se requeremos em adição a validade de

∇aTab = 0, ou seja, a quantidade Tab deve satisfazer uma equação de conservação. Note-

se que assumimos uma congruência formadas por curvas tipo luz na discussão deste sinal.

Concluindo, obtemos a equação

Rab − 1

2
Rgab ± Λgab = k−1Tab, (8.17)
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a qual é justamente a equação de Einstein se identi�camos Tab com o tensor energia-

momento. A identi�cação é correta porque Tab é um objeto simétrico devido a simetria

de Rab e obedece a uma lei de conservação. Se tomamos seriamente esta analogias somos

forçados a declarar que a lei de Hooke para o espaço-tempo é, neste ponto de vista,

mais fundamental que a equação de Einstein. Em outras palavras, a lei de Newton da

gravitação surge da lei de Hooke que descreve as deformações do espaço-tempo.

8.6 Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho discutimos as relações entre a idéia de curvatura do espaço-tempo e de-

formações de sólidos. Sinais interessantes podem ser construídos mostrando analogias

com física de corpos materiais. O primeiro sinal mostra que se deformamos o volume

do espaço-tempo usando propagação de Lie através de curvas integrais obtemos a parte

geométrica da equação de Einstein. No segundo sinal provamos uma relação entre ação

de Einstein-Hilbert e deformação de volume de um sólido. No terceiro sinal postu-

lamos a validade de uma lei de Hooke para o espaço-tempo e mostramos que a lei de

Newton da gravidade surge através da equação de Einstein. Em todos estes sinais a

equação de Landau-Raychaudhuri tem importante papel na descrição do espaço-tempo

como preenchido por uma congruência de curvas. Além do mais, �zemos uso de uma

congruência tipo tempo em apenas um dos sinais enquanto que nos outros usamos con-

gruências tipo luz. Isto signi�ca que é importante decidir se as partículas fundamentais

da rede são massivas ou não massivas de maneira a se estabelecer a caracterização to-

tal deste modelo. Por enquanto não há razão fundamental para se escolher um tipo

de congruência em detrimento de outra. Consideramos todos estes sinais como passos

importantes para se compor a idéia deste trabalho.
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Conclusões e Perspectivas Gerais

8.7 Conclusões Gerais

Aqui apresentamos as conclusões gerais desta tese. Estas são divididas em termos dos

assuntos discutidos, na mesma ordem em que foram apresentados.

Gravidade Topológica em Membranas

1.1 Mostrou-se que um simples modelo topológico de teoria de campos tem caracterís-

ticas bastante interessantes para se resolver o problema de hierarquia de gauge de

maneira bastante similar ao resultado produzido por L. Randall e R. Sundrum. Com

este modelo construímos uma 3-brane estável (um hiperplano de domínio) que sim-

ula nosso universo quadri-dimensional e argumentamos a respeito da possibilidade

de localização de gravidade topológica. Por conta destes fatos, o fator exponencial

aparece somente devido à existência da membrana e não de uma métrica especial.

Então, calculamos a massa de Planck efetiva em D = 4, apontando a semelhança

entre este resultado e aquele do modelo de Randall-Sundrum. Calculou-se uma

equação polinomial para o tamanho da dimensão extra usando somente caracterís-

ticas de modelos contendo paredes de domínio. Finalmente, fez-se um comentário

a respeito de modos-zero ligados à membrana, observando o fato de que tais modos

são multiplicados por um fator de escala exponencial. Esta característica torna

possível a emergência da escala da teoria eletrofraca.
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1.2 Foi discutido como construir teorias topológicas e teorias equivalentes em membranas

em várias dimensões do espaço-tempo. Na primeira parte, discutiu-se o surgimento

de vários termos topológicos tipo Chern-simons, no caso-abeliano e não-abeliano,

por meio de procedimentos de redução dimensional. Viu-se que a membrana que-

bra a simetria de Lorentz destes tipos de modelos. De maneira a produzir este

resultado, a membrana solitônica do modelo foi simulada por um soliton tipo kink

embutido em espaços-tempos de várias dimensões. Tais tipos de solitons apare-

cem no modelo devido uma quebra espontânea de uma simetria discreta especí�ca,

neste caso em questão, uma simetria do tipo Peccei-Quinn. Algumas outras car-

acterísticas relacionados a estes tipos de modelos forma discutidas: quantização

de constante de acoplamento, geração topológica de massa, gravidade topológica e

relações com modelos B ∧ F , etc.

1.3 Foi desenvolvido um procedimento de construção de modelos equivalentes em mem-

branas. Foi construído, a partir de uma teoria em D = 5, o modelo B ∧F -Maxwell

em D = 4 e, a partir de uma teoria em D = 4, os modelos B ∧ F -Maxwell e

Bϕ-Klein-Gordon ambos em D = 3. O procedimento adotado consiste em que-

brar explicitamente a simetria de Lorentz do modelo por meio de uma escolha de

uma direção preferencial no espaço-tempo para o vetor V λ presente no modelo.

No caso do modelo B ∧ F -Maxwell, pode-se implementar através do formalismo

de Stuckelberg uma simetria de gauge do tipo U(1) × U(1) que é quebrada para

U(1) na membrana devido à escolha da direção preferencial. Outra característica

importante é que sempre obtem-se na membrana teorias que são duais modelos de

campos livres e não massivos. De fato, este resultado é compatível com a idéia de

localização de campos em membranas, onde os modos-zero (descritos por teorias

não-massivas) descrevem os campos do Modelo Padrão de Partículas.

1.4 Construímos um cenário de membranas no contexto de gravidade topológica por
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meio de teorias de campos topológicas e vinculadas. Por outro lado, usamos um

mecanismo de quebra espontânea de simetria para gerar a 3-brane do modelo. O

procedimento introduzido aqui depende exclusivamente de vínculos impostos no

espaço-tempo D = 5. Então, obtém-se gravidade em D = 4 partindo da ação (6.1).

Em discussões a respeito da realidade física do formalismo de gravidade topológica,

a natureza não-dinâmica dos graus de liberdade neste tipo de teoria é sempre citada.

Ainda nestes termos, o modelo descrito aqui assemelha-se a outros modelos de

localização de gravidade. Nestes outros modelos, alguns graus de liberdade físicos

são efetivamente aprisionados na 3-brane. Entretanto, no contexto de gravidade

topológica, é difícil a�rmar se o mesmo mecanismo pode acontecer ou não. O

único sinal que garante a existência de uma teoria 4-dimensional na membrana é

matemático: simetria de gauge SO(3, 1) ⇒ teoria em D = 4.

Mecanismos de Localização

2.1 Foi feito um estudo de localização de modos-zeros de campos de gauge tensoriais

em vários tipos de membranas. Iniciamos o estudo analisando o campo de Kalb-

Ramond. Em um primeiro caso, observamos a contribuição da geometria do espaço-

tempo no comportamneto de um possível modo-zero. Escolhemos uma geometria

tipo AdS gerada por um modelo de campos escalares reais em D = 5. Mostramos

que as soluções obtidas pare este modelo não garantem a existência de modos-zeros

presos na membrana. A razão por trás deste fato está relacionada ao tamanho

in�nito da dimensão extra, característica que faz com que a ação efetiva pra o

campo de Kalb-Ramond não seja convergente em D = 4.

2.2 Adicionamos o campo do dilaton através de um acoplamento com o campo de Kalb-

Ramond de maneira se avaliar se este novo ingrediente produz modos-zeros normal-

izáveis. A resposta que encontramos é positiva dentro de certas imposições feitas

sobre a constante de acoplamento λ.
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2.3 Fizemos um estudo rápido de localização do campo de Kalb-Ramond em membranas

de Bloch, objetos que possuem estrutura interna naturalmente. Encontramos nova-

mente resposta negativa na tentativa de se localizar modos não-massivos tensoriais.

2.4 Na presença do background do dilaton mostramos que temos localização de modos-

zeros. De certa maneira, os resultados para o campo de Kalb-Ramond sem a con-

tribuição do dilaton são corroborados por estudos análogos no cenário de Randall-

Sundrum onde a dimensão extra é compacta [43]. Neste caso existe localização

de modos tensoriais não-massivos, mas extremamente suprimidos pelo tamanho da

dimensão extra. Efetivamente, no cenário de Randall-Sundrum não há dinâmica

para o campo de Kalb-Ramond em D = 4.

Espaço-Tempo como Sólido Deformável

3.1 Discutimos as relações entre a idéia de curvatura do espaço-tempo e deformações

de sólidos. Sinais interessantes podem ser construídos mostrando analogias com

física de corpos materiais. O primeiro sinal mostra que se deformamos o volume

do espaço-tempo usando propagação de Lie através de curvas integrais obtemos a

parte geométrica da equação de Einstein. No segundo sinal provamos uma relação

entre ação de Einstein-Hilbert e deformação de volume de um sólido. No terceiro

sinal postulamos a validade de uma lei de Hooke para o espaço-tempo e mostramos

que a equação de Einstein para o espaço-tempo surge. Em todos estes sinais a

equação de Landau-Raychaudhuri tem importante papel na descrição do espaço-

tempo como preenchido por uma congruência de curvas. Além do mais, �zemos uso

de uma congruência tipo tempo em apenas um dos sinais enquanto que nos outros

usamos congruências tipo luz.
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8.8 Perspectivas Gerais

Seguem agora as perspectivas gerais associadas a cada um dos temas discutidos nesta

tese. Também separamos por assunto segundo a ordem seguida no decorrer deste texto.

Gravidade Topológica em Membranas

1.1 O passo seguinte é justamente tentar a quantização do modelo. Para tal se faz

necessária a análise da estrutura hamiltoniana da teoria. Com estes resultados em

mãos pode-se partir para a construção de vários modelos de espaço-tempo quântico,

sendo um destes o modelo de "Espuma Quântica"(Spin Foam). Então pode-se

testar e comparar resultados relativos ao modelo de Randall-Sundrum.

1.2 Um caso importante a ser estudado está relacionado com a inclusão de modelos

contendo a constante cosmológica. Além do mais, modelos supersimétricos também

podem ser, pelo menos em princípio, implementados.

Mecanismos de Localização

2.1 Uma continuação natural deste tipo de trabalho é fazer a análise da localização de

modos massivos de Kaluza-Klein para as várias geometrias discutidas. Também a

mudança do tipo de membrana pode ser interessante. A geometria produzida por

um defeito de codimensão 2 ("cosmic string") produz uma membrana embutida em

um espaço-tempo D = 6, uma hipótese bastante considerada na literatura. Gen-

eralizações para mais dimensões também são possibilidades bastante interessantes,

embora o trabalho associado seja mais numérico.

Espaço-Tempo como Sólido Deformável

3.1 Uma idéia bastante interessante é tentar reproduzir as equações de Supergravidade

utilizando as deformações de um supervolume. No entanto, uma primeira inicia-
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tiva seria generalizar para modelos contendo supersimetria a equação de Landau-

Raychaudhuri. Para tal empresa é importante um aprendizado de como se de�ne

derivadas de Lie para entidades espinorias de�nidas em uma determinada variedade.

3.2 Somente existe um tipo de modelo teórico baseado em ações proporcionais a volumes

em geral: teorias de cordas e membranas. Portanto, uma questão é bastante natural

aqui: existe alguma ligação entre as deformações de volume do espaço-tempo e

modelos deste tipo? A equação de Landau-Raychaudhuri pode ser generalizada

para descrever congruências de hipersuperfícies de�nidas em uma variedade. Qual

o signi�cado deste tipo de resultado, o de generalizar o sólido do espaço-tempo

descrito em termos de uma rede de partículas fundamentais, para uma rede de

cordas abertas? Na literatura existem modelos que descrevem redes de cordas

abertas. No entanto, nenhum modelo faz menção de como gerar as equações de

Einstein: pode uma rede de cordas suportar abertas vibrações gravitacionais?
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Apêndice A

As relações de Pluecker

Neste apêndice mostraremos pelo menos o primeiro passo para se transformar uma teo-

ria topológica de campos vinculada em uma teoria de gravidade. Uma discussão mais

detalhada pode ser encontrada na referência [7]. O link está associado com os vínculos

impostos sobre o campo Bµν
ij na ação de Plebanski. Os vínculos citados são escritos em

termos da seguinte equação:

ε[m]ijklBµν
ij Bρσ

kl = ε[α]µνρσc
[m]
[α] . (A.1)

Nesta equação, [m] e [α] são índices cumulativos antissimétricos de tamanho (D − 4)

(o resultado aqui discutido é válido para D-dimensões) respectivamente de grupo e de

espaço-tempo. O objetivo é interpretar o campo Bµν
ij em termos de tetradas em D-

dimensões com a ajuda dos vínculos acima. Os vínculos podem ser subdivididos nas

seguintes categorias: 1) Simplicidade, que signi�ca a validade de Bµν
[ij B

µν
kl] = 0 para µ, ν

distintos; 2) Interseção, ou seja, Bµν
[ij Bνρ

kl] = 0 para µ, ν, ρ distintos; 3) Normalização, isto

é, Bµν
[ij Bρσ

kl] = Bµρ
[ij B

σν
kl] para µ, νρσ distintos.

A primeira proposição declara que a imposição da condição de simplicidade em uma

2-forma Bij não-nula é equivalente a demandar que a mesma pode ser fatorada em um
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produto externo de 1-formas:

B[ijBkl] = 0 ⇔ Bij = u[ivj]. (A.2)

A segunda proposição declara que a condição de interseção aplicada sobre um par de

2-formas simples força que estas possuem em comum uma 1-forma fatorando ambas:

B[ijB
′
kl] = 0 ⇔ Bij = u[ivj] (A.3)

e

B′
ij = v[iwj]. (A.4)

A condição de normalização quando imposta sobre dois pares de 2-formas simples, cada

par destes construído com diferentes produtos externos de 4 1-formas, �xa a normalização

relativa de duas 2-formas. Em outras palavras, dadas duas 2-formas simples

Bij = Nu[ivj] (A.5)

B′
ij = N ′w[izj] (A.6)

B′′
ij = N ′′u[iwj] (A.7)

B′′′
ij = N ′′′z[ivj], (A.8)

as condições

B[ijB
′
kl] = B′′

[ijB
′′′
kl] (A.9)

implicam em NN ′ = N ′′N ′′′ na situação dos vetores acima citados serem linearmente

independentes.

Discutiremos agora a prova da condição de simplicidade. A discussão das demais

97



condições pode ser encontrada na referência [7]. Considere uma 2-forma Bij. A condição

necessária e su�ciente para esta forma ser fatorizada em um produto antisimetrizado de

1-formas é a seguinte:

B[ijBkl] = 0. (A.10)

Nota-se que a condição acima é equivalente à condição mais fraca

1

2
Bi[jBkl] = BijBkl + BikBlj + BilBjk = 0. (A.11)

Agora se Bij não é identicamente nula pode-se encontrar vetores ai e bj tais que Bija
ibj =

1. Vamos de�nir agora 1-formas ui e vj como ui = Bijaj e vi = Bijb
j. Portanto, usando

o resultado acima, obtemos

uivj − viuj = (BikBjl −BilBjk)a
kbl = BijBkla

kbl = Bij, (A.12)

que é o resultado ao qual queriamos chegar. Relações deste tipo são conhecidas como

relações de Pluecker.
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Apêndice B

A equação de Landau-Raychaudhuri

Neste apêndice mostraremos como obter a equação de Landau-Raychaudhuri, equação de

fundamental importância para o entendimento do comportamento de uma congruência

de curvas de�nidas em uma dada variedade. Seguiremos aqui as mesmas convenções

adotadas na referência [59]. Discutiremos apenas o caso onde a congruência é constituída

de curvas tipo-tempo. O caso de congruências tipo-luz é discutido também na referência

acima citada.

Consideremos uma congruência suave de geodésicas tipo-tempo. Pode-se assumir a

parametrização deste conjunto de curvas como sendo dada pelo tempo próprio τ , de

modo que o campo vetorial ξa (vetores tangentes às geodésicas compondo a congruência)

é normalizado de tal maneira que obedeça a ξaξa = −1. Desta maneira, o campo tensorial

Bab de�nido por

Bab = ∇bξa (B.1)

é puramente espacial, ou seja,

Babξ
a = Babξ

b = 0. (B.2)

A interpretação física de Bab pode ser vista da maneira que se segue: considere uma

subfamília suave de geodésicas γs(τ) pertencentes à congruência de�nida acima, e seja
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ηa o vetor de desvio ortogonal de γ0 a essa subfamília. Então ηa representa um desloca-

mento espacial bastante pequeno a partir de γ0 à uma dada geodésica pertencente àquela

subfamília. Temos então que a derivada de Lie deste vetor desaparece, ou seja,

Lξη
a = 0, (B.3)

e portanto obtemos

ξb∇bη
a = ηb∇bξ

a = Ba
b η

b. (B.4)

Portanto, Ba
b mede a falha com a qual ηa é transportado paralelamente. Um observador

ao longo da geodésica γ0 vê as geodésicas à sua volta distorcidas e rotacionadas pelo

mapeamento Ba
b .

De�namos agora a métrica hab = gab + ξaξb. Pode-se mostrar que a quantidade ha
b =

gachcb é um operador de projeção sobre o subespaço do espaço tangente perpendicular ao

vetor ξa. De�ne-se a expansão θ, a distorção σab e a rotação ωab da congruência por

θ = Babhab, (B.5)

σab = B(ab) − 1

3
θhab, (B.6)

ωab = B[ab]. (B.7)

Deste modo, Bab pode ser decomposto da seguinte maneira:

Bab =
1

3
θhab + σab + ωab. (B.8)

É importante notar que da eq.(B.2) pode-se mostrar que σab e ωab são puramente espaci-

ais, ou seja, σabξ
b = ωabξ

b = 0. Segue da eq.(B.4) que ao longo de qualquer geodésica da

congruência, θ de fato mede a expansão média in�nitesimal de geodésicas vizinhas; ωab,
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sendo antissimétrico, mede a rotação relativa entre geodésicas vizinhas; e σab mede sua

distorção, isto é, uma esfera pode ser deformada num elipsóide quando transportada ao

longo da congruência.

É importante agora obter a taxa de variação de θ ao longo da congruência. Tem-se

que:

ξc∇cBab = ξc∇c∇bξa = ξc∇b∇cξa + Rd
cbaξ

cξd (B.9)

= −Bc
bBac + Rd

cbaξ
cξd.

Tomando o traço desta última equação obtemos

ξc∇cθ =
dθ

dτ
= −1

3
θ2 − σabσ

ab + ωabω
ab −Rcdξ

cξd (B.10)

que é a equação de Landau-Raychaudhuri, objetivo desta pequena discussão.
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