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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar as propriedades estruturais e dinamicas de um
sistema bindrio classico consistindo de particulas carregadas que estao confinadas em um
canal bidimensional. Tal sistema é descrito na literatura como quasi-unidimensional,
e esta relevancia apoia-se na possibilidade de aplicagoes tecnologicas, como tem sido
mostrado recentemente na literatura cientifica, bem como no interesse e entendimento
em propriedades da Fisica da matéria condensada. Apesar do carater tedrico do presente
estudo, diversos sistemas experimentais podem ser descritos pelo modelo aqui considerado.
O resumo do contetido deste trabalho é apresentado em cada capitulo. No capitulo 1,
¢ dada uma visao geral do presente trabalho. O conceito da cristalizacao de Wigner
é introduzido e sao dados exemplos de sistemas experimentais, que exibem uma fase
ordenada sob circunstancias apropriadas. Discute-se a Fisica dos plasmas complexos, das
suspensoes coloidais e aplicacoes em sistemas biologicos. Uma descricao do método de
simulacao é dada no capitulo 2. As transformacoes de escalas sao introduzidas a fim
de construir um modelo geral, isto é, nao dependente das caracteristicas particulares
do sistema, mas somente das quantidades relevantes gerais. Apresenta-se a técnica de
simulagao por Dindmica Molecular (DM), focalizando também a Dinamica de Langevin.
A competicao entre a interacao entre particula, na forma de repulsao eletrostatica, e
o confinamento externo, que é suposto parabdlico e age somente em uma direcao, gera
uma estrutura de cadeias no sistema. Uma descricao do modelo, bem como a aproximacao
harmonica utilizada para o calculo dos modos normais e o calculo da energia por particula
das vérias estruturas de cadeias sao dadas no capitulo 3. A configuracao do estado
fundamental, as transicoes estruturais de fase e modos normais para o sistema binario de
cadeias sao examinadas no capitulo 4. Para baixas densidades as particulas cristalizam-se
em uma unica cadeia; com o aumento da densidade uma transicao zig — zag ocorre e a
unica cadeia se parte em duas. Observa-se que esta transicao estrutural é caracterizada
por uma quebra espontanea de simetria. Com o aumento da densidade, o sistema passa
para quatro cadeias (caso 1) (particulas nao alinhadas na vertical), onde a transicao de
duas para quatro cadeias (caso 1) ocorre com uma transi¢cdo zig — zag, em cada uma
das cadeias, acompanhadas por um deslocamento ao longo da direcao da cadeia. Entao
com um aumento da densidade conduzird a uma nova estrutura de quatro cadeias (caso 2)
(particulas alinhadas na vertical). As propriedades dinamicas aqui consideradas resumem-
se ao espectro de fonons, no qual o nimero de modos normais ¢ igual ao dobro do ntimero
de particulas na célula unitaria. As conclusoes e perspectivas sao apresentadas no capitulo

d.



Abstract

The aim of this work is to study the structural and dynamical properties of a classical
binary system of charged particles confined in a two dimensional channel. Such a system
is described in the literature as quasi-unidimensional, and its relevance is supported by
the possibility of technological applications, shown recently in the scientific literature, and
also the interest and understanding of properties in condensed matter physics. Although
the theoretical and numerical character of the present work, several experimental systems
can be described by the present model. The summary of the contents of this work is pre-
sented in each chapter. In chapter 1, a general overview is given. The concept of Wigner
crystallization is introduced, and examples of experimental systems, which exhibit such
an ordered phase under proper conditions are given. We discuss the physics of complex
plasmas, colloidal suspensions and applications in biological systems. A description of the
simulation method is given in chapter 2. Scale transformations are introduced in order to
construct a general model, i.e. no longer depending on particular features of the system,
but only on relevant parameters of a general model. The Molecular Dynamics simula-
tion technique (MD) is presented, focusing on the Langevin Dynamics. The competition
between the inter-particle interaction, in the form of the electrostatic repulsion, and the
external confinement, which is assumed to be parabolic and act only in one direction, ge-
nerates a chain-like strutural pattern. A description of the model, the harmonic approach
used in the analytical calculations of the normal modes spectrum, and the analytical cal-
culation of the energy per particle of the different chain-configutations are given in chapter
3. The ground state configurations, the structural phase transitions and normal modes of
the present chain-like binary system are presented in Chapter 4. In the low density regime
particles crystallize in a single chain. When the density is increased a zig-zag transition
occurs and the single chain splits into two chains. Such a transition is characterized by a
spontaneous symmetry breaking. With the increase of the density the system changes to
the four-chains configuration (case 1) (particles not aligned vertically), where the two —
four chains (case 1) transition occurs through a zig-zag transition accompanied by a shift
along the chain direction. A further increase of the density will lead the system to a new
ground state configuration with four chains (case 2) (particles aligned vertically). The
dynamical properties are related to the phonon spectrum, in which the number of normal
modes is two times the number particle in the unit cell. The conclusions and perspectives
are presented in chapter 5.
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1 Introducao

1.1 Abordagem Geral

Varias pesquisas tedricas e experimentais ja foram dedicadas aos cristais classicos de
Wigner. A maioria das tentativas se concentraram nas propriedades de cristais de Wigner
bidimensional e tridimensional finitos ou infinitos. O objetivo deste trabalho ¢é estudar de-
talhadamente como propriedades estruturais e dinamicas de uma classica rede de Wigner
(2D) infinita mudam pela redugao da dimensionalidade, com a aplicagdo de um potencial
de confinamento externo. Este potencial reduz o movimento no plano de uma direcao,
resultando em uma direcao finita, devido ao confinamento externo; e infinita na outra com
a formacao de um canal. As diferentes caracteristicas do sistema com respeito as duas
direcoes, bem como os diferentes aspectos entre um sistema estritamente unidimensional
(1ID) e um sistema quasi-unidimensional (Q1D), sao discutidos. As influéncias da in-
teracao entre particulas e o potencial de confinamento sao examinadas. Esta dissertagao
¢ motivada por resultados experimentais em elétrons confinados na superficie de hélio
liquido [1, 2, 3, 4, 5], sistemas coloidais [6, 7, 8], plasmas complexos (“dusty” plasma)

[9, 10, 11, 12, 13, 14], sistemas bioldgicos[15, 16] e outros sistemas[17, 18].

O que é esperado ocorrer com particulas carregadas, interagindo através de um poten-
cial Coulombiano, é a cristalizacao de Wigner, onde a energia potencial é muito maior que
a energia cinética. A maneira como um fluido de particulas interagentes ira se solidificar
dentro do que é conhecido como cristal de Wigner foi considerada primeiramente por
Eugene Wigner em seu trabalho pioneiro em 1934 [19]. Wigner mostrou, teoricamente,
que elétrons, podem cristalizar em uma forma ordenada quando atingem determinadas
condigoes de temperatura e densidade. Os elétrons, num sélido de Wigner, formam um
arranjo espacial periédico com repulsoes Coulombianas mutuas e energia minima. Um
exemplo de cristais de Wigner é mostrado na Figura 1, onde microesferas coloidais de
polistireno sao pressas em pequenas gotas de éleo solvente de tolueno. Entao aquece-se

a mistura de forma que as gotas de solvente evaporem, aglomerando as particulas em
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Figura 1: A figura mostra microesferas coloidais de polistireno presas em pequenas gotas de
6leo solvente de tolueno. Da referéncia [20].

diminutos cachos. Finalmente, utilizando uma centrifuga, separa-se os cachos de acordo

com o numero de particulas.

Para um regime classico, a importancia da interagao Coulombiana é determinada pelo
parametro de acoplamento I' =< V > / < K >, onde < V > = < ¢?/ca > é a energia
potencial média (onde q é a carga, ¢ é a constante dielétrica do meio e a é a distancia
média entre as particulas) e < K > = kg7 é a energia cinética média do sistema (depende
do nimero de graus de liberdade), onde kp é a constante de Boltzmann. De acordo com o
parametro I', podemos ter diferentes regimes a ser distinguidos. Para I' < 1, que ocorre em
sistemas de elevada temperatura, o sistema se comporta quase como um gas ideal. Para
1 < T < 100, os elétrons sao correlacionados, e o sistema se comporta como um liquido.
Para I' > 100, que é um regime de baixa temperatura, a energia potencial Coulombiana
é muito maior que a energia cinética, havendo uma forte correlacao entre os elétrons, que

se espera levar o sistema para um estado organizado.

Embora a original cristalizacao de Wigner (CW) seja relatada com elétrons, hoje
em dia, fisicos chamam de cristais de Wigner varios sistemas de particulas interagentes
fortemente acopladas. Estes sistemas geralmente encontram-se nos estados liquido e ga-
s0so, e sobre condigoes especificas de temperatura e densidade. Um exemplo de sistema
de particulas acopladas foi encontrado em experimentos com elétrons confinados na su-
perficie de Hélio liquido, onde os elétrons foram adicionalmente confinados por “caminhos”
metalicos e exibiram ordenamento dinamico na forma de filamentos [21]. A cristalizagao
de Wigner estritamente unidimensional e no regime quantico foi estudada por Schultz [22].

Alguns exemplos significantes de cristais de Wigner serao ilustrados na préxima secao.
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Em um sistema clédssico de particulas carregadas, a formacao de um cristal ocorrera
se a energia cinética média das particulas for suficientemente menor comparado a ener-
gia potencial média de interacao. Tipicamente, a cristalizacao de Wigner de elétrons é
observada em dois sistemas experimentais: elétrons acima da superficie do hélio liquido e

elétrons em heteroestruturas de semicondutor, tipicamente GaAs e Al,Gay_,As [23].

Em 1971, quase quarenta anos depois do trabalho original de Wigner, Crandall e Wil-
liams [24] propuseram procurar tal rede de Wigner no sistema bidimensional de elétrons
acima de uma superficie de hélio liquido. Aqui, as condi¢bes para a cristalizacao po-
dem ser conseguidas facilmente por causa das caracteristicas quase ideais do sistema, por
exemplo a auséncia de impurezas e imperfeicoes, e da baixa temperatura inerente. Apds
um prognédstico tedrico da possibilidade da existéncia de uma rede de Wigner no hélio
liquido, examinou-se por oito anos até que a cristalizagao de Wigner estivesse observada

experimentalmente e relatada em 1979 por Grimes e por Adams [1].

Desde entao, investigacoes experimentais fizeram progresso consideravel, e novos sis-
temas apresentaram as caracteristicas de um sélido de Wigner. Os modernos processos
técnicos permitiram a criagao artificial de tais redes de Wigner no laboratorio. Particulas
confinadas em plasma [25] e em suspensoes coloidais [26] podem exibir a cristalizagao.
Os plasmas complexos e os sistemas coloidais sao cristais macroscépicos, com o tamanho
de particula que varia de micrometro a fracao de milimetro. H& diversas vantagens no
uso de cristais macroscépicos para estudar as propriedades gerais de cristais de Wigner,
tendo em vista que sao relativamente faceis de controlar e, sobretudo, que visualizacao e

medidas em tempo real sao possiveis.

O estudo de propriedades dinamicas em sistemas binarios é também muito importante,
pois, nestes sistemas, a resposta a excitacoes externas se da na forma de modos normais
de vibracao, que nem sempre é uma oscilagao coletiva, em fase e na mesma direcao, como
no caso das ondas. O estudo das ondas e dos modos normais de vibragao é importante,

desde que possa revelar o mecanismo de interagao entre as particulas.

1.2 Sistemas Experimentais

1.2.1 Sistemas Coloidais

O campo dos coldides tem uma longa historia e abraca varios assuntos cientificos.

As particulas coloidais sao importantes em uma larga escala de aplicacoes tecnologicas e
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em processo de material. Os coldides sao pequenas particulas dispersadas em um liquido
que podem ser encontradas nos estados: gasoso, liquido ou sélido. Nesta dissertacao se
estar interessado em particulas coloidais s6lidas de diferentes materiais suspensas em uma
variedade de solventes. O tamanho tipico das particulas coloidais varia de nandémetros
a micrometros. Os primeiros coldides estudados eram gelatinas e colas, e foi assim que
Graham, em seu estudo, usou a palavra grega “kolla”, significando a colagem, como raiz
para seu termo recentemente inventado. O campo dos coldides esta atraindo um interesse
crescente, e novas técnicas experimentais permitem a medida e a compreensao melhor da
estrutura, das propriedades, e do comportamento das suspensoes coloidais. As proprieda-
des reolégicas (referente a teoria dos fluidos e fluxo de materiais) foram tradicionalmente
do interesse em suas aplicacoes tecnologicas, porque os coléides podem ser produzidos de
uma maneira controlada. Os coldides representam um sistema modelo classico muito inte-
ressante por ser convenientemente acessivel experimentalmente. A seguir, serao discutidas

algumas experiéncias.

A primeira experiéncia, que serd discutida, foi realizada por Tatarkova[6], que criou
com sucesso uma cadeia de particulas coloidais microscopicas Q1D. Nesta experiéncia,
um laser de ”Ti-sapphire” de onda continua fornece luz que serve de confinamento ex-
terno. O feixe foi expandido e dividido em duas componentes iguais que se propagam em
direcoes opostas que confinam, em uma célula de vidro retangular, microesferas coloidais
de diametro entre 2.3 e 3 pm. As particulas foram diretamente observadas utilizando-se
um microscopio. Os dois feixes de laser criam um pocgo de potencial, que confina o movi-
mento dos coléides em uma direcao. Para os feixes colineares com as picos ligeiramente
deslocados (ao longo da linha central ética), resultam em potenciais de confinamento
Gticos parabdlicos com uma tnica posigdo de menor equilibrio entre os picos (ver Figura
2). A separagao dos picos dos feixes nesta geometria permite que esferas sejam confinadas
no pogo de potencial entre eles. A experiéncia fornece a possibilidade de investigar as pro-
priedades do sistema em forma de cadeia, configuracoes de baixas energias, estabilidade

e os modos normais.

A segunda experiéncia interessante em que os coldides formam cristais em forma
de cadeias é apresentada na referéncia [7]. Aqui, um potencial periédico foi sobreposto
a um sistema quasi unidimensional Q1D por interferéncia entre dois feixes linearmente
polarizados, obtidas de um laser Nd : YV O,. Esta interferéncia age como um potencial
de confinamento externo para as particulas com amplitude V; escalada linearmente com
a poténcia do laser. Com o crescimento de V do substrato, as particulas tornam-se mais

localizadas ao longo das franjas de interferéncia. Devido a interagao repulsiva entre as
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Figura 2: (1) forgas axiais para a geometria onde os feixes propagam em sentidos opostos. As
forgas de ambos os feixes (F1 e F2) sao positivas. A forga axial resultante AF é a diferenca entre
as duas forgas. A inser¢ao mostra como as particulas residem no pogo potencial resultante; (2)
dados experimentais para disposigoes de (a) dois, (b) trés, e (c) sete esferas (cada uma 3um de
tamanho). O diagrama da direita explica como enchemos o pogo potencial aproximadamente
harmonico criado pelos dois feixes propagando em sentidos opostos. Da Referéncia [6].

particulas, o sistema primeiramente responde, em elevado Vj, com a formacao de um
liquido modulado [27] e depois com a formagao de uma fase cristalina, como mostrado na

Figura 3.

Uma terceira experiéncia consiste de suspensoes coloidais carregadas de macroions
mesoscopicos e fons microscopicos com cargas opostas, onde um campo elétrico externo
de corrente continua (CC) ou alternada (CA) induz diferentes efeitos acoplando todas as
particulas carregadas[28; 29]. Esses efeitos qualitativos induzidos por campos elétricos
aparecem numa mistura bindria de coldides que possuem cargas diferentes. Um campo
elétrico de CA acelera o movimento relativo das duas espécies de particulas. Com
aplicagao do campo elétrico, as particulas ficam ordenadas na direcao do campo con-
duzindo a formagao de uma calha [30]. Os resultados de simula¢ao computacional de uma
mistura binaria bidimensional exposta a um campo externo de agitagao sao mostrados na
Figura 4. Finalmente, os coldides sao direcionados sobre um substrato periddico forne-
cendo um modelo de sistema 1til para estudar fenomenos de agregacao, desagregacao e

atrito.
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Figura 3: Trajetérias de particulas e fungao de correlagao de pares para: fase sélida (a, b), fase
liquida modulada (c, d) e fase liquida (e, f). Da Referéncia [7].

1.2.2 Plasmas Complexos (Dusty Plasma)

Desde 1994, o campo de pesquisa de plasmas complexos tem tido um crescimento
continuo. Os plasmas complexos consistem de particulas de “poeira” de tamanho micrometro
imersas num plasma gasoso. As particulas de “poeira” adquirem tipicamente uma carga
negativa de milhares de cargas elementares, assim elas interagem uma com as outras

através de sua forga repulsiva.

O estado de plasma, consistindo de um gés ionizado de elétrons e fons, é geralmente
referido como o quarto estado da matéria. Além de sélido (cristalino), liquido e gasoso,
¢ também o estado mais desordenado. A formacao de cristais de Wigner em plasmas
complexos atraiu interesse e agora é um assunto de intensa pesquisa no contexto da
Fisica e Quimica dos plasmas, gases ionizados, Fisica espacial, astrofisica e ciéncia de
materiais. Este estado da matéria se encontra em todos os lugares no espago, por exemplo,
no meio interplanetario. Por outro lado, o crescimento, o transporte, e a deposicao de
nanoparticulas é o objetivo central de muitas técnicas de deposicao de plasma, por exemplo

na produgao das pilhas solares amorfas [9)].
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Figura 4: Os resultados de simula¢do computacional para um liquido bindrio bidimensional
de Yukawa. A cavidade e as esferas cinzentas representam as duas espécies de particulas. O
campo externo é ao longo do eixo z, como indicado pela seta. (a) O fluido no estado homogéneo
sem um campo externo. (b) Formacao estruturada da calha induzida por um campo externo,
diferenciando as duas espécies de particulas. Da Referéncia [28].
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Figura 5: Instalagao experimental tipica de uma experiéncia de plasma complexo. Da Referéncia
[12].

Um plasma complexo é um sistema de uns quatro componentes, isto €, elétrons,
ions, atomos neutros e particulas de poeira com cargas elevadas que sao responsaveis por
propriedades incomuns. Serao descritas algumas experiéncias em que cristais de plasma

1D ou Q1D foram realizados e suas propriedades foram estudadas.

As caracteristicas de uma cadeia unidimensional finita sao descritas na referéncia [10].
A possibilidade de obter um arranjo Q1D em um cristal de plasma est4 relacionada a re-
alizacao de um potencial de confinamento Q1D. Isto é executado essencialmente de duas
maneiras na experiéncia: (i) pondo uma barreira retangular estreita sobre o eletrodo in-
ferior, que permite que as particulas se movam pricipalmente em uma diregao [13], (ii)
formando um canal no elétrodo inferior ao longo de uma direcao onde as particulas se
acomodam [10, 11]. Através do uso de um feixe de laser, é possivel investigar a resposta de
um cristal de plasma a uma forga externa direcionada. Um outro experimento interessante
é realizado focalizando-se a luz de um laser em uma unica particula, sendo até possivel
excitar seu movimento e investigar como esse afeta o sistema inteiro [31]. A organizagao
experimental de uma experiéncia de plasma ¢ ilustrada na Figura 5. Para isso serao da-
dos alguns detalhes sobre as experiéncias da referéncia [10, 14], que sdo bem descritas
pelos modelos tedricos discutidos nos capitulos posteriores dessa dissertacao. Nestas ex-
periéncias, as configuracoes de equilibrio de uma cadeia linear formada por um pequeno
nimero de particulas foram determinadas e os modos normais estudados. O plasma foi
produzido a partir de uma descarga capacitivamente acoplada de radio-frequéncia com
gas de Xenonio de baixa pressao. Um canal é formado acima do elétrodo inferior. As
particulas, entao, sao introduzidas e confinadas externamente por campos elétricos no
canal do elétrodo inferior. O canal é ilustrado na Figura 6(a). Isto produziu em volta um

arranjo de particulas em forma de cadeia quasi-unidimensional. O canal tem uma forma
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Figura 6: (a)Fotografia do eletrodo inferior em forma de canal e (b) a formagcao da cadeia 1D
no canal. Da Referéncia [10, 14].

parabdlica com um comprimento de 80 mm e de uma profundidade de 2 mm (ver Figura
6(b)). O confinamento na diregdo vertical era forte o bastante para impedir qualquer
desvio vertical da cadeia. As particulas foram iluminadas com um laser e vistas com uma
camera de video que permitisse a medida das posicoes e das velocidades das particulas

em tempo real.

Encontrou-se que introduzindo de 10 até 28 particulas, a configuracao de equilibrio é
uma cadeia 1D. Quando este nimero é aumentado, a estrutura submete-se a uma transicao
estrutural com a bifurcacao da cadeia, produzindo, conseqiientemente, um sistema Q1D
(veja a Figura 7). O afastamento entre as particulas, mostrado na Figura 7 nao é uniforme:
¢ 15% menor no centro do que na extremidade da cadeia, por causa dos efeitos intrinsecos
de borda. Aumentando o nimero de particulas, espera-se que um numero maior de
cadeias seja formado. Isto nao foi possivel experimentalmente devido a dificuldade de
estabilizar mais de duas cadeias no canal. Para superar estas dificuldades e obter um
sistema de multi-cadeia, os mesmos autores propuseram escavar mais de um canal no

elétrodo inferior.

Os plasmas complexos fornecem um sistema adicional para o estudo da dinamica

cristalina e liquida e processos de melting.
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Figura 7: (a) Configuracoes de uma cadeia para numeros diferentes de particulas e (b) a
bifurcacao da cadeia. Da Referéncia [14].

1.2.3 Sistemas Bioldgicos

Se 0 século XX foi o ”século da fisica”, com a descoberta e desenvolvimento de dois
blocos de estruturas do conhecimento humano, isto é, a teoria quantica e da relatividade,
o século 21 é a ”idade da biologia”, como reivindicam muitos observadores. O uso da
fisica em pesquisa de biologia é crescente. Bidlogos estao trabalhando em areas de estudo
onde eles precisam de ferramentas que sao tradicionalmente relacionadas a Fisica. Alguns
exemplos sao: laser para sondar metabolismo de células, dinamica molecular para analisar
moléculas organicas complexas, como o DNA. Aqui, sem a pretensao de uma avaliacao
detalhada, vamos descrever alguns sistemas bioquimicos nos quais estruturas cristalinas

de Wigner Q1D estao presentes e determinam fendmenos interessantes.

Na experiéncia detalhada na referéncia [15] foi encontrada evidéncia para a formagao
de um cristal de Wigner Q1D de fons opostos que gera atragao entre duas hastes de actina
filamentosa. Usando difracao de raio-X sincroton foi possivel observar as hastes de actina
e o arranjo de fons. Foi encontrado que aumentando a concentracao de ions, eles sofrem
uma transicao de fase a uma fase ordenada cristalina de Wigner, formando um “ziper” ele-
trostatico que firma as hastes de actina, como ilustrado na Figura 8. Surpreendentemente,
os fons nao formam uma rede que segue a simetria helicoidal de actina simplesmente; mais
propriamente, eles sao modulados em ondulacoes “congeladas” paralelos aos filamentos

de actina, assemelhando a ondas unidimensionais de densidade de carga.

Um outro exemplo de sistema bioldogico é aquele composto por matrizes magnéticas
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Figura 8: As respresentagoes esqueméticas de F-actina ndo condensada e condensada. (A) Em
baixas concentragdes multivalentes de fon, dois filamentos de F-actina estao soltos. (B) Em
elevadas concentragoes multivalentes de fon, os fons formam coletivamente um cristal de Wigner
e pacotes de filamentos de F-actina. Além disso, o cristal de Wigner forma um modo acoplado
com distorcoes de tor¢ao de F-actina. Da Referéncia [15].

montadas por microplaquetas da separa¢ao do DNA apresentada na referéncia [16]. Neste
sistema particulas superparamagnéticas sao suspensas por um campo magnético uniforme
e homogéneo e confinadas em uma fina abertura perpendicular ao campo, onde essas
particulas se organizam em uma disposigao fixa quasi—regular de colunas (veja a Figura
9).

Os sistemas apresentados sao classificados como sistemas mesoscopicos, ou seja, sis-
temas que tém uma escala estrutural de comprimento entre micrometro e nanoémetro. A
vantagem ¢ que esses sistemas permitem o uso de video-microscopia, podendo visualizar
as trajetorias das particulas e obter as propriedades estruturais e dinamicas em tempo

real.

O sistema estudado nessa dissertacao pode servir de modelo para os sistemas que
foram apresentados como, por exemplo, um plasma complexo. Os plasmas complexos
téem recebido grande atencao nos ultimos anos devido a sua ampla aplicagao tecnolégica
e pela investigacao de propriedades fundamentais em sistemas fortemente carregados.
Uma das vantagens observadas nesse sistema ¢ que os processos dinamicos sao fracamente
amortecidos e as escalas espacial e temporal tipicas envolvidas sao perfeitas para o uso
de video-microscopia [14]. Assim sendo, investigacoes envolvendo, por exemplo, o tipo
de interagoes entre particulas sao convenientes pois podem ser diretamente comparadas
com simulagoes numéricas e/ou célculos analiticos. O sistema de plasma complexo pode

ser descrito por um modelo quasi-unidimensional no qual um nidmero finito de particulas
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Figura 9: (A) Diagrama esquematico do microcanal e da bobina magnética. (B) A estrutura
de coluna formada por uma suspensao de particulas superparamagnéticas. Da Referéncia [16].

sao representadas por cargas pontuais interagindo entre si através de um potencial tipo

Yukawa e confinadas por um potencial parabédlico em uma direcao que forma um canal.

Nesta dissertacao estou principalmente interessado nas propriedades estruturais e
dinamicas do sistema bidimensional de particulas interagindo fortemente, que exibem
a cristalizacao de Wigner e que tém uma dimensao linear que seja muito maior do que ou-
tra, assim chamados de sistemas quasi-unidimensionais (Q1D). Serao analisadas algumas
propriedades estruturais e dinamicas de um sistema mais simples que aqueles comenta-
dos anteriomente. Trata-se de conjunto contendo particulas, que possuem mesma massa
e diferentes cargas. Do ponto de vista numérico, o sistema serd estudado através de

simulagdes computacionais, utilizando-se a técnica de Dinamica Molecular (DM).

No Capitulo 2, sera descrito o método de simulacao que é utilizado para obter as
propriedades relevantes do sistema estudado. Sera introduzida a técnica de simulagao
de Dinamica Molecular que, conforme comentado, foi utilizada para investigar o sistema

descrito nesta dissertacgao.

No Capitulo 3, estard exposto o modelo tedrico, calculos analiticos da energia por
particulas das configuracoes de menor energia e da aproximacao harmonica no estudo das

propriedades estruturais e dinamicas.

No Capitulo 4, serao mostrados os resultados e discussoes para um sistema com
particulas de cargas diferentes. A influéncia da razao entre as cargas (a) de um sistema
binario no perfil de densidade serd explorado e um diagrama de fase sera construido.
Inicialmente sera observada a configuracao que o sistema pode atingir quando a energia

atinge um valor minimo; em seguida, a classificacao das transicoes estruturais de fase do
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sistema a partir do estudo da energia por particula e sua derivada; e por fim, o estudo
dos modos normais de um sistema classico Q1D de particulas carregadas que interagem

através de um potencial tipo Yukawa.

No Capitulo 5, serao apresentadas as conclusoes e comentérios finais do trabalho, bem

como, as perspectivas para pesquisas futuras.
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2 Método de Simulacao

2.1 Simulacoes por Dinamica Molecular

2.1.1 Introducao

A simulacao computacional foi desenvolvida com o rapido crescimento e modernizagao
do computador, seguindo sua primeira atuacao em grande escala durante o projeto Ma-
nhattan, na segunda guerra mundial, para modelar o processo de detonacao nuclear. Uma
simulacao de 12 esferas duras, usando um algoritmo de Monte Carlo. A simula¢ao compu-
tacional é usada freqiientemente como um auxilio a, ou como substituicao para, modelos
de sistemas. H& muitos tipos diferentes de simulagao computacional; a caracteristica
comum ¢ a tentativa de gerar uma “amostra”’ com artificios representativos para um mo-
delo em que uma especificacao completa de todos os estados possiveis do modelo seria
impedida ou impossivel. Os modelos computacionais foram usados inicialmente como um
suplemento para outros argumentos, mas seu uso tornou-se mais tarde difundido. Assim,
o método permite calcular médias de quantidades fisicas uma vez que se estabelece uma

estatistica bastante eficiente.

Os modelos computacionais podem ser classificados de acordo com diversos critérios:
estocastico ou deterministico, estado estacionario ou dinamico, continuo ou discreto e lo-
cal ou distribuido. As simula¢bes computacionais sao usadas em uma grande variedade
de contextos praticos, como por exemplo a andlise da dispersao do poluente do ar usando
modelagem de dispersao atmosférica; o projeto de sistemas complexos, tal como ciéncia
da navegacao aérea e também os sistemas logisticos; o projeto de barreiras de ruido e
outros. Um outro aspecto importante da simulacao computacional é a reproducibilidade
dos resultados, significando que um modelo de simulagao nao deve dar uma resposta dife-
rente para cada execucao. Embora isto possa parecer 6bvio, este é um ponto especial da
atencao nas simulagoes estocasticas, onde ha dificuldade em se gerar computacionalmente

numeros aleatorios.
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Os primeiros estudos acerca da matéria condensada através de simulagoes computa-
cionais foram iniciados por Metropolis et al [32], que usaram uma primeira versao do
atualmente conhecido método de Monte Carlo. Um outro método conceitualmente di-
ferente, denominado Dinamica Molecular (DM), consiste em determinar explicitamente
as trajetérias de pontos representativos do espaco de fase através da solu¢ao numérica
das equacoes do movimento. As primeiras simulacoes de DM foram realizadas por Alder
e Wainwright [33]. Eles mostraram que a distribui¢ao de velocidades de um sistema de
100 esferas impenetraveis convergia rapidamente ao equilibrio. A primeira aplicagao do
método de DM ao estudo de materiais foi feita por Gibson et al [34] através da inves-
tigacao do processo de dano em materiais por radiagao, usando um potencial repulsivo
de curto alcance e um potencial responsavel pela coesao do cristal. Em seguida, Rahman
[39] foi o primeiro a investigar sistemas descritos por potenciais continuos simulando o
argonio liquido. Neste capitulo serao discutidas algumas técnicas utilizadas em simulagoes
de Dinamica Molecular (DM).

Simulacoes computacionais podem fornecer informacoes sobre situacoes nas quais os
resultados analiticos sao dificeis de serem obtidos e também para caso em que os dados
experimentais sao carentes. As propriedades calculadas nas simulacoes, obtidas a partir
de um dado modelo tedrico, podem ser comparadas com os resultados experimentais,
quando disponiveis, a fim de confirmar o modelo. Caso haja desacordo, deve-se rever
o modelo ou buscar novas aproximacoes. Dessa forma, essas simulagoes sao de grande

interesse tanto no campo tedrico quanto no experimental.

Novamente, o grande desenvolvimento tecnologico na area de computacao nas tltimas
décadas permitiu que problemas fisicos mais complexos sejam tratados. Além disso, as
simulagdes podem ser realizadas em situagoes fisicas extremas (como alta pressao e/ou
temperatura); condig¢bes, muitas vezes, dificeis de serem obtidas experimentalmente. Uma
area que claramente se beneficia desse desenvolvimento é o estudo de sistemas fisicos
a temperatura finita (diferente do zero absoluto). Comumente as técnicas empregadas
nessas simulagoes sao os métodos de Monte Carlo (MC) e de Dinamica Molecular (DM),
sendo o primeiro, estocédstico e o segundo, deterministico (Figura 10). Nesta dissertagao,

os resultados numéricos foram obtidos através de métodos de DM.

Foram realizadas simulagoes computacionais - DM com o objetivo de compreender as
propriedades estruturais e dinamicas de um conjunto de particulas num plano, onde uma
das direcoes é confinada e a outra é livre, formando assim um canal. Este modelo serve

como um complemento as experiéncias convencionais, permitindo-nos explorar proprie-
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Principais métodos
de simulagao

computacional
. Dindmica
Monte Carlo molecular
Probabilistico Deterministico

(utiliza mecéanica estatistica)] [(ufiliza mecénica classica)

Figura 10: Vista esquemética dos métodos por Monte Carlo e Dinamica Molecular.

dades ainda nao abordadas ou estudadas em tal sistema. O modelo considerado neste

trabalho serd mostrado em detalhes no capitulo 4.

2.1.2 O Método de Dinamica Molecular

A base tedrica para DM engloba varios dos importantes resultados produzidos por
grandes nomes da mecanica analitica - Fuler, Hamilton, Lagrange, Newton. Suas contri-
buigoes agora podem ser encontradas em textos introdutorios de mecanica. Alguns desses
resultados contém observacoes fundamentais sobre o funcionamento aparente da natureza;

outros, sao reformulagoes elegantes que geram além do desenvolvimento tedrico [42].

O objetivo basico da técnica de DM, assim como de Monte Carlo, é observar a evolucao
do sistema dado através da determinacao do movimento individual das particulas cons-
tituintes. Devido as interacoes entre particulas, o sistema é capaz de manter tanto o
equilibrio mecanico quanto térmico, e no caso de perturbagoes externas, o sistema pode
atingir uma nova configuracao de equilibrio. A diferenca essencial entre DM e MC esta
na natureza da evolucao do sistema. Em DM, calculamos a trajetoria de fase do sistema
que obedece a dinamica de Newton-Hamilton, enquanto que em MC o sistema evolui
de acordo com uma dinamica estocastica, mesmo que a energia do sistema seja especi-
ficada pela mesma Hamiltoniana. A partir de uma configuracio inicial [7;(to), v'i(to)],
i =1,..,N, para um dado instante ¢, (6N condigdes iniciais - 3N posigdes 7 e 3N mo-
menta p ), as soluces das equacdes cldssicas do movimento das N particulas interagindo
através de potencial conhecido, tornam possivel conhecer todas as configuragoes sucessivas
[7:(t;), Vi(t;)], t; = jAt, com j = 1,...,N para uma seqiiéncia de instantes posteriores ;.

Se a Hamiltoniana do sistema for invariante por translacao e rotacao e for explicitamente
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independente do tempo, entao as correspondentes componentes dos momentos linear e
angular, bem como a energia total do sistema, sao conservadas. Esta lei de conservacao
de energia se aplica independentemente da existéncia ou nao de um campo externo. A
condicao essencial é que a forca que atua no sistema nao dependa explicitamente do
tempo ou da velocidade. O procedimento tradicional na resolucao das equagoes de New-
ton consiste em discretizar as equacgoes diferenciais acopladas, ou seja, transforma-las em
diferencas finitas. Partindo do pressuposto de que o potencial de interagao, e portanto as
forcas entre particulas, sao fungoes continuas e diferencidaveis, dadas as condigoes iniciais
em um instante ¢y, a posicao, a velocidade e qualquer outra varidvel dinamica, pode ser
obtida em um instante de tempo posterior ¢ + At com a precisao adequada. A escolha
de At é fundamental: nao deve ser tao pequeno que o sistema demore muito tempo para
evoluir, mas também nao tao grande de modo que as constantes de movimento nao se
mantenham invariantes. Portanto DM é uma técnica deterministica, no sentido que dado
um conjunto inicial das posigoes e das velocidades, a evolugao temporal subseqiiente estéd,
em principio, completamente determinadoa. Existe uma variedade imensa de algoritmos
para a solucao das equacoes de movimento, todos baseados em expansoes do tipo da série
de Taylor. Os mais empregados sdo os de Beeman, Runge-Kutta, Verlet, Gear (predictor-
corrector). O compromisso entre a precisdo e o armazenamento de dados na memoria do
computador, na maioria das vezes, é determinante na escolha do algoritmo. Se o sistema
a ser simulado for infinito torna-se necessario o uso de condi¢oes de contorno periddicas.
Um dos passos mais importantes, e que consome mais tempo computacional, é o calculo
das forgas de interagao entre as particulas. O leitor interessado pode consultar o livro de

Allen e Tildesley [43] para se familiarizar com procedimentos 1teis (truques) na simulagao.

Uma vez conhecidas as trajetorias das particulas no espaco de fase, o proximo passo
consiste em obter as propriedades macroscépicas do sistema. Para isto, baseamo-nos na
hipétese ergédica . Ou seja, a média de uma grandeza f(r",p") sobre um ensemble

estatistico determinado pela funcao densidade p(rV, p™)

gy =1 F pM)p(r®, p )& d®p™
J o, pN)d3rNdipN
¢ equivalente a média temporal

() = lims o /0 F(t)di 2.1)

Dado que, com a solucao das equagoes do movimento, podemos realizar com facilidade
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médias temporais e as grandezas macroscopicas podem assim ser calculadas. A técnica de
DM fornece um conjunto de configuragoes distribuidas de acordo com alguma funcao de
distribuicao estatistica ou um ensemble estatistico, dependendo das equacoes especificas de
movimento que descrevem o sistema. Conseqiientemente, as medidas de uma quantidade
fisica G por simulacoes de DM sao obtidas simplesmente como uma média aritmética dos

varios valores instantaneos suposto por essa quantidade durante a simulacao:

1 Tobs

(G) = — Gi[T(to+ TAL), T (tg + TAL)]

T
obs —

onde ty é o intante inicial e 7,5 ¢ 0 nimero total de “observacoes”. No limite de tempo
muito longo da simulagao, para sistemas em equilibrio, poder-se-ia esperar da hipdtese
ergética que o espago de fase seja assumido inteiramente, e que o processo do céalculo
de valores médios forneca resultados “corretos”. Deste modo, podemos determinar, a
temperaturas finitas, a estrutura microscépica do sistema bem como as propriedades ter-
modinamicas. Com relacao a estrutura, podemos obter, por exemplo, a distancia entre
primeiros vizinhos. Quanto a dinamica, podemos determinar o coeficiente de difusao,
o espectro de estados vibracionais, o fator de estrutura dinamico. Com respeito a ter-
modinamica, a capacidade térmica, a energia livre, a entropia e pressao, entre outras

grandezas, podem ser explicitamente calculadas.

DM é uma ferramenta muito util e hoje em dia é indispensavel para estudar as propri-
edades de sistemas nos estados liquido e gasoso, defeitos em cristais, superficies e outros.

Em geral, uma simulagao de DM integra as equacoes diferenciais:

— — —
37, = R dry d7r’ N
m; = Z‘(Tl,..., T Nyeery dt yeeny dt

dt?

)

_>
para cada particula i do sistema temos m; sendo a sua massa e F'; é a forca que atua em
cada particula. Quando as forcas forem independentes da velocidade e quando puderem

ser obtidas como gradiente de um potencial:

Fi= —VV(T1, o, )

a energia mecanica é conservada ou, expressado de forma diferente, o sistema de N
particulas evolui no ensemble microcanonico. Em alguns casos, algumas forcas sao deri-
vadas de um potencial e outros efeitos adicionais sao incluidos. Portanto, a escolha do
potencial é um ponto chave em cada simulagao de DM. Junto com a estratégia da inte-

gragao temporal, eles serao o coragao de técnicas de DM. O desenvolvimento de potenciais
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exatos representa uma linha importante da pesquisa.

2.1.3 Algoritmos para a Integracao das Equacoes de Newton

Os algoritmos de integracao temporal das equacoes de movimento podem ser divididos
em duas classes principais: Verlet e predictor-corrector. As caracteristicas basicas de
cada um deles serao apresentadas nessa se¢ao. A primeira classe (Verlet) inclui esquemas
simples e largamente usados em DM. Nesta forma simples, os métodos darao coordenadas

que sao exatas para terceira ordem em At.

2.1.3.1 O Algoritmo de Verlet

Na Dinamica Molecular, um algoritmo geralmente usado da integracao temporal é
o algoritmo de Verlet. A idéia basica é escrever duas expansoes da série de Taylor de
. .« o~ —_ . ’
terceira ordem para as posi¢oes 7 (t), uma progressiva e uma retrégrada no tempo, e

soma-las a fim de cancelar os termos impares, ou seja:

T(t+ At) = T(t) + dZt(t)At - ; dd + O(At?) + O(At) (2.2)
T(t— At) = T (t) — dz(t)At + é d;t At* — O(At7) + O(Ath) (2.3)

dr(t)  d>7(
dt dt2 )

onde Q(At‘? ) sdo, respectivamente, a velocidade, a aceleracao e a derivada
terceira da posicao com relagao ao tempo. Adicionando-se as tultimas duas expressoes,

tem-se que:

()

(1
WAt? +O(Ath) (2.4)

que fornece a forma bésica do algoritmo. A estratégia é calcular as posigoes, subseqiien-

T(t+ At) =27 (1) — T (t — At) +

temente as forcas e repetir o procedimento. A utilizacdo de 7 (¢ — At) no calculo das
posicoes no instante (t + At) torna o método reversivel temporalmente. Observa-se que a
velocidade nao aparece explicitamente na féormula acima de modo que nao se pode calcu-
lar a energia cinética e temperatura do sistema diretamente, o que representa um ponto
fraco do algoritmo. Para superar estas dificuldades, o algoritmo pode ser melhorado. A
variante mais comum do algoritmo basico é o “esquema da velocidade de Verlet” que tem

a seguinte forma:
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U(t+ At)2) =V (t) + EE’(t)At,
a(t+ At) = _EV V(7 (t+ At)),
T(t+ At) =T (t+ At/2) + éﬁ’(t + At) At

Um dos principais problemas do algoritmo é a utilizacdo das posigoes em (¢t — At)
na equacao (2.4) dificulta o calculo em ¢ = 0, sendo necessario utilizar o artificio de se

truncar a equacdo (2.3) a partir do termo de primeira ordem, obtendo 7 (0 — At) =
7(0) — T A,

2.1.3.2 O Algoritmo de Leap-frog

O algoritmo “Leap-frog” (altamente intuitivo) é simples de se deduzir. No algoritmo
“Leap-frog”, as velocidades s@o calculadas primeiramente no instante (¢t + At/2), e entéo
usadas para calcular as posi¢oes no tempo (¢ + At). Este método recebe esse nome porque
as posicoes e as velocidades sao calculadas em uma seqiiéncia alternada: as velocidades
alternam sobre as posigoes, a seguir as posicoes alternam sobre as velocidades. Reescre-

vendo a equagao (2.2) e desprezando os termos de ordem 3 e 4, tem-se:

d7r(t 1d°7(t
T+ At) =T (1) + Zt( ) At 2 d;( PYE (2.5)
Ajustando a equagao (2.5), tem-se:
dr(t)  1d*7(t
T(t+ At) = 7 () + At | Zt( ) +5 d;( ) At (2.6)

~
d7 (t+At/2)
dt

Portanto:

A7 (t+ At/ 2)

At
dt

T(t+ At) =7 (t) +

Para saber a relagao da velocidade, considera-se a relacdo dada na equagao (2.4)

(expansao de Taylor):
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d7r (t+ At/2) _ d7 (t) N 17 (t)

dt dt 2 dt? Aat,
d7r(t— At/2) dr(t) ldQ?’(t)At
dt o dt 2 dit?

subtraindo as duas relagoes, tem-se:

dr(t+ At/2)  dr(t—At/2) &7 (t)
dt B dt T At (2.7)

O esquema “leap-frog” pode, conseqiientemente, ser visto como uma outra variante
do algoritmo basico de Verlet. As vantagens desse algoritmo incluem o fato de que a
velocidade é calculada explicitamente, permitindo assim a obtencao da energia cinética.
Outra vantagem é que nenhuma das equacoes é obtida a partir da adicao de termos pe-
quenos e grandes (auséncia de At?), evitando perda de precisao, como ocorre no algoritmo
de Verlet. Uma caracteristica que pode ser considerada com desvantagem é o fato das
posicoes e velocidades estarem sempre defasadas no tempo, o que implica que a energia
cinética nao pode ser calculada no mesmo tempo que a energia potencial. Para resolver
esse problema, sem perda de precisao, a velocidade deve ser calculada no tempo ¢, dado

pela média das velocidades nos meio passos: anterior e posterior, ou seja:

T Tt At/?); Tt — At/2)

(2.8)

2.1.3.3 O Algoritmo Predictor-Corrector

O algoritmo predictor-corrector forma uma grande classe de métodos gerais para a
integracao numeérica de equagoes diferenciais ordinarias. Os métodos sao de ordem maior

que o de leap-frog. Aqueles mais usados na dinamica Molecular sdo devido a Gear [43].

A primeira etapa deste algoritmo consiste da avaliacao das posicoes e velocidades das
particulas no tempo t + At para as posigoes e (t — iAt) para as velocidades , onde i =
0,...,k — 2, sendo k a ordem do algoritmo, isto é, o passo “predictor” para t + At. A

deducao sera dada por:

P(7) — 7T (t+ At) = 7 (1) + V(1) At + At? X_:ai7(t +[1 —i]At),

i=1
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k—1
P(T) = T(t+ A0 At = T (t+ A1) = T () + A2 o, F (4 [1 — i) At)
i=1
para um dado valor de k. Para as posigoes da particula e para as velocidades, respecti-

— — —
vamente, onde f esta relacionado a forca F' = m f. Os coeficientes «; e o 3; satisfazem

ao conjunto de k — 1 equagoes:

Ea

-1

'qa.:—l
e = Ty

%

k—1

1
2 (1= = (q+2)

i=1

onde, q = 0,...,k — 2. Os coeficientes sao todos fracao racional. Depois de computar o
ﬁ
valor de f (t 4 At), usando o valor "predictor” de 7" e v, estes valores sdo corrigidos,

usando as expressoes:

C(7) — 7T (t+ At) = 7 (1) + V(1) At + At? i@?(t +[2 — i]At),

T(t+ At) — T () + A2 i@?u 12 — At

1=1

C(V) — WV (t+ At)At

. / . ~ . . !
onde os coeficientes [3; e 3; satisfazem as equagoes similares de «; e «;.

O algoritmo predictor-corrector é ajustado a problemas mais complexos como um
corpo rigido ou dinamica com vinculos, onde a grande exatidao em cada passo de tempo
¢ desejavel, ou onde as equagoes de movimento inclui velocidade dependente da forca. O
algoritmo do predictor-corrector é computacionalmente mais dificil de ser executado do
que o Verlet ou a aproximacao de leap-frog e requerem também mais armazenamento.
Esta podia ser uma desvantagem importante no exemplo de cédlculos de grande escala.
Entretanto, da a possibilidade para calcular velocidades e, posi¢oes com erro menor do

que no algoritmo de Verlet.

2.1.4 Condicoes de Contorno Periédicas

Sistemas infinitos e finitos sao bastante diferentes em relacao ao comportamento fisico,
e esta diferenca é basicamente devido aos efeitos de borda ou contorno presentes em siste-
mas finitos. Em simulagao computacional uma questao que surge freqiiéntemente é: como

um sistema relativamente pequeno produz resultados que se assemelha ao comportamento
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de sistema infinito?

Uma caracteristica comum de Dinamica Molecular é o uso de condicoes periddicas de
contorno. Quando se deseja simular um sistema real, é necessario tratar com um ntimero
de particulas da ordem do niimero do Avogadro (N~ 10%*). Esta é uma tarefa impossivel
do ponto de vista pratico, e este problema também aparece quando o sistema simulado é

por definicao infinito.

A solucao deste problema reside no uso de condigoes periddicas de contorno (CCP).
Ao usar CCP, apenas em numero finito de particulas é necessario e estas devem estar
contidas dentro de uma caixa bésica de simulacao. Esta caixa é copiada infinitamente pela
traducao rigida em todas as direcoes das particulas, enchendo completamente o espaco.
Quando uma particula sai de um lado da caixa de simulacgao, esta é substituida por sua
particula “imagem” que vem do lado oposto. Como conseqiiéncia desta periodicidade,
atomos que estao a uma distancia r. (raio de corte) do contorno interagem com &tomos
na copia adjacente do sistema ou ainda, com atomos préximos ao contorno oposto (efeito

de borda).

O ponto chave é que, desta maneira, cada particula esta interagindo nao somente
com outras particulas na caixa da simulacao, mas também com suas imagens em caixas
, . . , . . " ” . .
proximas, isto é, as interacoes podem “atravessar” os limites da caixa. Desde que o
alcance do potencial nao seja longo demais, é possivel adotar “a conven¢ao minima de
imagem”, na qual cada particula interage apenas com as particulas, ou as imagens, mais

proximas na disposicao periodica das cépias. Isto é mostrado na Figura 11.

Naturalmente, é importante ter a periodicidade artificial imposta ao considerar pro-
priedades que sao influenciadas por correlagoes de longo alcance. No entanto, atencao
especial deve ser dada aos casos onde o potencial de interacao é de longo alcance como
por exemplo, sistemas carregados e dipolar. Nestes casos, “o critério minimo de imagem”
deve ser melhorado com outros métodos de calculo, como, por exemplo, a técnica da soma
de Ewald [35].

2.1.5 Dinamica de Langevin

Os modelos lagrangianos de particulas ou modelos estocédsticos lagrangianos estao
baseados na equacao de Langevin. Os primeiros trabalhos na abordagem estocastica do
processo de difusao molecular em um fluido comecaram no inicio do século XX por Einstein

(1905, 1906), Smoluchowski (1906) e Langevin (1908). Langevin introduziu a abordagem
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Figura 11: Condigoes periédicas de contorno. Enquanto uma particula se move para fora da
caixa de simulagdo, uma particula imagem move-se para dentro da caixa de simulagao para
substitui-la. Calculando as interacoes das particulas dentro de raio de corte, ambos real e
imagem vizinha sao incluidos.

estocéastica lagrangiana considerando o movimento browniano como resultante da acao
das forcas aleatorias e de arrasto sobre um conjunto de particulas imersas em um fluido

€111 repouso.

Outro exemplo foi 0 movimento irregular dos graos de pélen imerso em um fluido des-
coberto e caracterizado pelo botanico inglés Robert Brown em 1827. Neste movimento,
conhecido como movimento browniano, as particulas sao continuamente bombardeadas
pelas moléculas do fluido. Einstein (1905; 1906) publicou a primeira explicagao satis-
fatéria do movimento browniano, considerando-o um processo aleatério. Os principais
pontos de sua proposta foram: (1) o movimento é ocasionado por freqiientes impactos
das moléculas do fluido sobre os graos de pélen suspensos nesse meio; (2) a complexidade
do movimento das moléculas somente pode ser descrita probabilisticamente considerando
os impactos com as particulas independentes e com grande freqiiéncia de ocorréncia; (3)
cada particula executa um movimento independente das outras particulas presentes no
meio; e (4) os movimentos de uma particula em diferentes e consecutivos intervalos de
tempo sao processos independentes. A hipotese 4 é valida desde que estes intervalos de
tempo sejam suficientemente grandes em relacao ao tempo médio entre dois impactos
consecutivos com moléculas. Uma explicacao similar foi desenvolvida independentemente

por Smoluchowski (1906).

As equagoes de movimento na forma Newtoniana preservam a energia mecanica; o
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sistema de particulas nao troca energia com o ambiente, descrevendo corretamente sua
evolugao; quando o sistema pode trocar energia com o ambiente ou diferentes graus de
liberdade estao presentes, as equacgoes de movimento devem ser modificadas a fim de cor-
rigir a dinamica. A evolucao do sistema esta representada por uma distribui¢ao canonica
de probabilidade, que significa que o sistema esta no equilibrio térmico com um banho
de calor. Essas caracteristicas descrevem corretamente o movimento das particulas por
equacoes de Langevin. A dinamica de Langevin é um mecanismo de aproximacao que
usam modelos simplificados e equagoes diferenciais estocasticas para esclarecer graus de
liberdade omitidos. Dois termos sao acrescentados a segunda lei de Newton: um termo
representa uma forca de atrito, proporcional a velocidade, e o outro, uma forga aleatoria.
O atrito remove a energia cinética do sistema, enquanto que a forca aleatoria adicionar a

energia cinética ao sistema.

Langevin (1908) publicou uma proposta alternativa a de Einstein, onde aparece o
primeiro exemplo de equagao diferencial estocédstica e pode ser apresentada da seguinte

forma:

du;
dt

— . , . , . ~ ,
onde u; (i = 1,2,3) é a velocidade da particula nas diregdes x1,72 € x3 e t é o tempo.

=a(u;) + A(t) (2.9)

A equacao descrita, conhecida como equacao de Langevin, indica que a velocidade de
uma particula sofre um decaimento exponencial resultante da perda de momento (quan-
tidade de movimento) para o meio turbulento, e adquire uma certa aceleracao através
de um impulso determinado pela natureza aleatéria do escoamento turbulento. Assim, a
aceleracao de uma particula em um escoamento turbulento é constituida por uma parte
deterministica, a(w;), que é funcdo de u; , e de uma parte aleatéria, A(t) , independente

de ;. A(t) possui as seguintes propriedades:

(A@®)) =0 (2.10)

pois, em média, a forca devida as moléculas é nula, e
((A(t)A(t2)A(Ls) - .- A(tn))) = Tnd(ts — t2)d(tr — t3) ... 6(t1 — tn) (2.11)

uma vez que os impactos sao assumidos independentes. I'n , é um conjunto de coeficientes
obtidos a partir das propriedades estatisticas da velocidade de fluido e n = 1, 2, ...
No geral um sistema de Langevin surge de um sistema classico removendo os graus de

liberdade. Os graus de liberdade que sao removidos exercem forgas conservadoras e de



2.1 Simulagoes por Dinamica Molecular 26

atrito no resto do sistema. Todas as forcas restantes sao somadas a uma forca aleatéria.
Um exemplo tipico é uma particula coloidal em um solvente. Quando somente os graus
de liberdade da particula coloidal sao considerados, o sistema pode ser representado pela
dinamica de Langevin. As forcas de atrito e aleatérias sao causadas por colisoes de

moléculas solventes com a particula coloidal.

2.1.6 Funcao Distribuicao Radial

O estado do fluido é caracterizado pela auséncia de qualquer estrutura permanente.
Ha&, no entanto, estruturas correlacionadas bem definidas que podem ser medidas expe-
rimentalmente para fornecer detalhes importantes sobre a organizagao molecular média.
O tratamento da correla¢do estrutural (num ensemble canénico) se inicia com a fungao

distribuicao radial de pares:

T ) = N(N =1) [d75... T nexp(=U(T1,..., T n)/kpT)

JaTs- . 2.12
P2 [d7 ... T nexp(=U(71,..., 7 n)/ksT) (2.12)

onde a integral no denominador representa a funcao particao!, e a integral no numerador
difere apenas em 71 e 75 que sdo excluidos da integracdo. Caracteristicas da estrutura
de um liquido podem ser obtidas através das fungoes distribuicao radial de pares. Como
estrutura de um liquido entende-se a disposicao relativa média entre as moléculas. A
funcao distribuicao radial, g;;(r), entre os dtomos i e j de um par de moléculas distintas,

pode ser definida por,

— —> —
g(?y:NMT’T+AT) (2.13)
Y 4T 2AT p;
onde 7 é a separacio entre os atomos, Nij(7>, 7 + A7) é o nimero médio de dtomos j

- -  — — , . —S9A— o
encontrados na camada esférica entre 7 e 7 4+ A7 centrada no dtomo i, 47 7 2A7T é o

elemento de volume da camada esférica, e p; é a densidade numérica média de atomos j

no liquido.

'Em mecanica estatistica, a funcdo Z particdo é uma quantidade importante usada no calculo das
propriedades estatisticas de um sistema no equilibrio termodinamico. E uma funcao da temperatura e de
outros parametros, tais como o volume que confina um gas. A maioria das varidveis termodindmicas do
sistema, tais como a energia total, a energia livre, entropia, e pressao, podem ser expressas em termos da
fungao particao ou de suas derivadas. H& realmente diversos tipos diferentes de funcgoes particao, cada
uma correspondente aos diferentes tipos de ensembles estatistico (ou, equivalente, aos diferentes tipos de
energia livre). A fungdo partigdo canonica se aplica a um ensemble candnico, em que o sistema permite
trocar calor com o ambiente em temperatura, volume, e nimero de particulas fixos. A fungao partigao
grand canoénica aplica-se ao ensemble grand candnico, em que o sistema pode trocar calor e particulas
com o ambiente, em temperatura e volume fixos.
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Figura 12: func¢ao distribuicao radial.

A definigao de g(r) implica que pg(r)dr é proporcional a probabilidade de encontrar
um dado atomo num elemento de volume dr numa distancia r de um outro atomo, e
(no caso tridimensional) 47pg(r)72A7 é um nimero médio de dtomos numa casca de
raio r e espessura Ar ao redor do atomo. Pode-se dizer que g;;(r) descreve a variacao
na distribuicao dos dtomos j em relacao a distribuicao que seria encontrada no liquido,
para estes atomos, se o liquido fosse uniforme. Se a distribuicao dos atomos j é a mesma
que seria esperada de uma distribuicao uniforme, [Ny; (7", 7 + A7) /4r 7 2AT ] — p;, de
modo que g;;(r) — 1. Esse comportamento é verificado para distancias de separacao r

grandes, tipicamente da ordem de 10 Ansgrons.

Experimentalmente, as funcoes distribuicao radial podem ser determinadas a partir
de técnicas de difracao de raios-X, espalhamento de néutrons e difracao de elétrons. Em
uma simulagdo computacional, o célculo de g;;(r) envolve, basicamente, o calculo das
distancias r entre os atomos i e j. O numero de vezes que ocorre o par de atomos em
funcao da distancia r é armazenado em um histograma. Esse histograma ¢é incrementado
ao longo da simulagao, e por fim, é normalizado para o nimero N de moléculas utilizadas

na caixa de simulagao e para o nimero de passos usados no célculo de g;;(r) (Figura 12).
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3 Modelo Teorico

3.1 Modelo do Sistema

Nesta dissertagao, estuda-se um sistema binario quasi-unidimensional (Q1D) consis-
tindo de um nimero de particulas, que interagem entre si através de um potencial repulsivo

e sao confinadas paralelamente ao eixo x por um potencial externo na direcao y.

Mais especificamente, o sistema é descrito por um nimero de particulas classicas car-
regadas com metade delas com carga ¢; = 1.0 e a outra metade com carga ¢, = 2.0,
movendo-se em um plano com coordenadas 7 = (x,y). O potencial repulsivo de in-
teracao entre as cargas é do tipo Yukawa (Debye-Hiickel), que é uma interacdo encon-
trada normalmente em sistemas como plasmas complexos ou suspensoes coloidais. Este
tipo de interacao, em geral, esta relacionado com a presenca de um sal contido numa
solugdo onde se encontra as particulas (parametro de blindagem k) e tém a forma:
exp(—k | Ty — 7, )/ | 7i— 7, |. O potencial de confinamento é parabélico e li-
mita o movimento das particulas na direcdo y. A energia potencial do sistema é dada

por:

— 2 — —
C_I1Q2ZZ€1']9 7‘1—7’]|/)\) Q1Z€xp(_|7’1i_7“1j|//\)+
?z_?| 5i>A |?1i_?}1j|
8~ eop(— | Tu— T | /2 ] o
P R et

1>]

onde m ¢é a massa de cada particula, € é a constante dielétrica do meio onde as particulas
= : : . — — p
estao se movendo, w, mede a intensidade do potencial de confinamento, | 7, — 77, | ¢ a
. ~ . , — — , . A~ . ,
distancia entre as particulas com carga ¢; e g2, | 7'1; — 7’1, | € a distancia entre particulas
—_ —_ , . A . z - 3
com carga q; e | 179 — 79 | é a distancia entre particulas com carga go. E conveniente

reescrever a equacao (3.8) na forma adimensional. Para isso, considera-se as unidades da
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energia (Fy) e distancias (1) como,

2q2 1/3
— 3.2
1o (mewg) (3:2)
2 4\ 1/3
mwoq
E0:< 522 ) . (3.3)

Além disso, define-se o parametro o como razao entre as cargas dos dois tipos de

particulas, & = ¢2/q;. Assim sendo, a energia pode ser reescrita na forma adimensional

como:
— — — —
i :O‘ZZ 637P(|—E;’ 7”/1‘_7— ‘T/j ) +Z€l’p(|—i’ 7"11_/)— 7’|'1j \)Jr
i=1 j=1 ri— 1 i>j 1 — Ty
sy eap(—k [ o=y ) | Y
Z rd — +Zyz
i>j | 9 — 7"’2; | i

onde U'=U/Ey, k = ro/A, t’g = r/ro. Esta transformacao é particularmente interessante
porque agora a energia potencial se transforma em uma fungao somente da densidade, do
parametro de blindagem (k) e da razio entre as cargas (a). E também possivel definir
uma temperatura adimensional com T'= T/Ty com Ty = (mwiq*/2e?)/2k5". Note que
o modelo estudado na referéncia [35] é um caso particular do sistema considerado neste

trabalho, quando o = 1.0.

A andlise numérica do sistema foi realizada através da técnica de Dinamica Molecular
(DM). Conforme comentado no capitulo anterior, trata-se de uma técnica de simulagao
computacional onde a evolugao temporal de um conjunto de particulas interagindo entre
si é seguida pela integracao de suas equagoes de movimento. Inicialmente, considera-se
uma distribuicao aleatéria de particulas com um determinado valor de temperatura, em
torno de Ty =< K >, e seguimos a evolugao temporal com passo de tempo na escala
At. Em seguida, a temperatura do sistema é diminuida sucessivamente a temperatura
até que ela alcance o valor T (da ordem de 10~7). Depois que o sistema é termalizado,
as quantidades fisicas sao obtidas calculando a média sobre um grande ntimero de passos,
tipicamente da ordem de 10° ou 107. As linguagens de programacao C e FORTRAN foram
utilizadas nas simulacoes e, tipicamente, uma quantidade entre 100 e 200 particulas foi
usada para representar o sistema infinito. Isto é possivel pela utilizacao de condigoes de

contorno periddicas, como comentado no capitulo 2.

Conforme serda mostrado adiante, as particulas se auto-arrajam numa estrutura de

cadeias (T = 0), onde o numero de cadeias depende basicamente da interagao entre as
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cargas (parametro de blindagem do potencial de interacao - ) e do niimero de particulas.
Por estar-se interessado em um sistema “infinito” é conveniente introduzir aqui uma

densidade linear n. Esta é definida como:

N
n=—

L

onde N é o numero de particulas da célula unitaria do sitema quasi-unidimensional e L é

o comprimento da caixa de simulacao na dire¢ao perpendicular a dire¢ao de confinamento.

Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos nao somente através de si-
mulagao computacional, mas também através de célculos analiticos. As estruturas de
minima energia foram alcangadas pela minimizagao da expressao da energia por particula
em relagao a alguns parametros (distancia entre as cadeias) e em funcao da densidade

linear do sistema.

Num sistema coloidal, é sabido que a interacao entre os coldides pode ser alterada
de acordo com a concentragao de sal na solugao. Este fato serviu de motivagao para
estudar o presente sistema em fungao do parametro de blindagem da interacao (k), que
estd associado com o alcance de interagao repulsiva entre os coldides [8, 28]. De acordo

com a equagao (3.9):

v/ Se k = 0, as particulas interagem através de um potencial Coulombiano de longo

alcance.

v/ Quando k # 0, o potencial torna-se de alcance finito e é esperado que as proprie-

dades fisicas do sistema sejam alteradas significativamente.

v/ No limite k >> 1, o potencial usado em (3.9) torna-se do tipo “esfera dura”. Ou
seja, a interacao entre as particulas ocorre somente durante uma possivel colisao entre as

mesimas.

3.2 Modos Normais - Aproximacao Harmoénica

Uma vez que a configuracao de equilibrio é conhecida, a etapa seguinte é estudar as
pequenas oscilagoes das particulas em torno de suas respectivas posicoes de equilibrio, isto
é, os modos normais de oscilagao do sistema. Os modos normais sao excitagoes coletivas
resultantes das interacoes entre as particulas que compoem o sistema. O estudo dessas
excitagoes pode revelar propriedades importantes, além de fornecer informagoes sobre a

estabilidade das estruturas. Os modos normais do sistema estudado neste trabalho foram
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calculados através da aproximacao harmonica. Como ilustracao, os detalhes do célculo
nos casos de uma cadeia linear com um sé tipo de particula e das estruturas de uma e duas
cadeias, do sistema binario sao apresentados nas secoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3. As curvas de
dispersao (w em funcao de £*), onde w é a freqiiéncia de oscila¢do e k* é o vetor de onda,
apresentam ramos que estao associados com oscilacoes de particulas nas direcoes paralela
e perpendicular a cadeia. No primeiro caso, o modo ¢é dito longitudinal, enquanto que
no segundo, é dito transversal. Os modos podem ainda ser classificados como acusticos
(com oscilagoes em fase) e Gticos (com oscilagoes fora de fase). Observa-se que o niimero

de modos acusticos e 6ticos sao iguais.

3.3 Calculo Analitico dos Modos Normais

Nesta secao apresenta-se o método usado nos calculos das freqiiéncias dos modos
normais de vibragao do sistema. O espectro dos modos normais foi obtido através da
aproximacao harmonica [44, 45]. Os cdlculos dos modos normais so ilustrados em trés
casos especificos. Inicialmente, apresenta-se o calculo da relacao de dispersao de uma
cadeia linear com um s6 tipo de particula, mas em duas situagoes: (i) o movimento
da particula é limitado na diregdo perpendicular a cadeia; (ii) as particulas podem se
mover tanto ao longo da cadeia quanto perpendicularmente a ela. A seguir, aplica-se
o procedimento ao caso do sistema bindrio (particulas com cargas distintas), quando a

estrutura de maior estabilidade é um arranjo linear de uma e duas cadeias.

3.3.1 Configuragao Linear com um tipo de Particula (a = 1.0)

Considera-se uma cadeia linear de particulas idénticas, igualmente espacadas, intera-
— —
gindo entre si com um potencial V(R; — R;) e confinadas por um potencial parabélico
na diregao perpendicular a cadeia (Figura 13).
a*

i

Figura 13: configuracao linear com um tipo de particula.

Inicialmente, considere-se que as particulas podem se mover apenas ao longo da cadeia.

Seja R, a posicao de equilibrio da enésima particula. Ao oscilar em torno da sua posicao
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de equilibrio, a particula passa a ser descrita pela posicao:
R, =R,0+ R, (3.5)

onde 0 R,, é o deslocamento em relacao ao equilibrio. O sistema unidimensional é descrito

pelo Hamiltoniano:

2
D; 1 — —
H:;%qLE;V(Ri—Rj) (3.6)

Expandindo o Hamiltoniano até o termo de segunda ordem em relagao a separagao

de equilibrio ;o — R; o, temos:

1
H = constante + 5 Zéﬁl : 71-]- : (5]_%>j (3.7)
1]

,onde

—  OV(R,- R, .

A ij = = — y 7& J

OROR,

e oV(H - B

711 = Z ( ;; j)

i 0 R;
) =2 o . - . OV(R;—Rj)

O termo linear em ¢ R; nao contribui devido a condigao de equilibrio ——* =0 (a

forga em qualquer particula é nula no equilibrio).

A equacao de movimento para a i-ésima particula é dada por:

ot OR
0*R

onde p; é o momento linear da i-ésima particula. Assumindo uma solucao oscilatéria:
- y - y |- * . . .« . . ~ . .
SRi(t) = e ™' R;; onde JR; = ue®™ ™ devido a periodicidade na direcao x. Substituindo

na equagao (3.8), tem-se:
mw2 _ Z anjeik"(j—n)a*7
J

onde —:—* <k < al define a primeira zona de Brillouin. Observe o seguinte:
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Se k* — 0, tem-se que:
mw? = Z A
J
mw? = A, + Z Apj
J#n
w=20
pois A, = —A,;; obtendo-se o ramo actstico.
Se k* # 0, tem-se:
mw? = ZAnjeik*(j—n)a*
J
mw?® = ZAnj[cos(k‘*(j —n)a") +isen(k*(j — n)a”)]
J
sendo A,; = Aj, e a parte imagindria se anule, obtém-se:
mw? = App + Z A, jlcos(k* (5 —n)a™)]
T
s L V(R Ry i (39)
w :EZ e [1—cos(k*(j —n)a™)]

i#n

A relacao de dispersao dada em (3.9) tem a forma mostrada na figura abaixo:

o/®

Ql|a

k*
Figura 14: Relagao de dispersao.

Incluindo a caracteristica Q1D no sistema, ou seja, permitindo que as particulas

também oscilem na direcao perpendicular a cadeia, tem-se:
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H = —|— meoyl%— ZVﬁ é

O movimento na direcao perpendicular é limitado, devido a presenca do potencial de
confinamento parabdlico considerando um deslocamento pequeno em torno das posigoes

de equilibrio e expandindo a expressao acima até segunda ordem, tem-se:

2m QmeOle—i‘ meoyz—i— ZV i,0 — +%Z(5§>271’35§J’

1#£] i,J
(3.10)

onde:

—meOle—i‘ ZV 10_ )

i#J

>
representa a energia do estado fundamental da configuracao de equilibrioe A ; ; serd dada

por:
9?v 9%V
7) _ Ox;0x; Ox;0x; ¥ 7& .
9%V 9%V ’ J
0y;0y; 0y;0y;

ou ainda numa notagao mais compacta:

T _ ai’ aff
onde:
vr o*V
aij a 8%8%
vr 0V
Ay = a_ng

O tltimo termo da equagao (3.10) é da forma:

TT Y 0
SRi- A 0R; = [ Svi oy } [ azjm a;]y ] [ Yi ]
az] azg 5y]

Considerando as equagoes (3.10) e (3.11), as equagoes de movimento serao dadas por:

o) 0H
o 900w

oz 9oy,
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82 51’1 o T
" étQ IR > _afow; +affoy;)

82 5%
8(152 ) _ —mw?Sy; — Z(afj’éy] + a; ox;)

J

J

— =
Assumindo uma solugao oscilatéria: d R, (t) = e“*d R,, e levando em consideracao a
. . . . . ~ - —  ik*na* [— . ~
riodici istema na dir X, on = qre represen ir
eriodicidade do sistema na direcao x, onde d R, & ¢ representa a direcao

de polarizagao da oscilagao— amplitude), as equagoes acima, podem ser escritas como:
2 _ TT Y ik(j—n)a*
MGz = 32 ;(a57 ke + o Qi )e (5—n)

m(w? — w(%)Qk:,y = Zj(azgqhy + agqu’y)em(j—n)a*

que podem ser representadas na forma matricial:

Azz Azy 7 B 7 B .
~ Qk,x 0
mw? — § amc ik(j—n)a* . § :aivy ik(j—n)a*
AV Ayy -

’Vl
_§ :ayw ik(j—n)a* w _wo § ayy ik(j—n)a*

| ky | 0

observe que ao reescrever o Hamiltoniano na forma adimensional percebe-se que:

St

1
LI (3.12)
2

2 _
mwy = 2

Portanto, ao resolver o determinante considerando a expressao (3.11), obtém-se o seguinte

resultado para as freqiiéncias dos modos normais:

2

2
1 1 1
(“’_i) =3 15+ A \/ [1 oA - A ATAT, (3.13)

Wo

onde a representacao grafica da expressao acima é dada na figura abaixo: que representa

as expressoes dos ramos 6tico e acustico da relagao de dispersao.



3.3 Cdlculo Analitico dos Modos Normais 36

—— modo transversal
—— modo longitudinal

o_\

o/®

al=

k*
Figura 15: Ramos ético e acustico da relacdo de dispersdao de um sistema Q1D.

3.3.2 Sistema Binario - Configuracao de uma Cadeia

No sistema binério, quando as densidades de particulas com carga ¢; e ¢ sao iguais,
a configuracdo de minima energia para o arranjo de uma cadeia é caracterizada por
particulas com cargas distintas localizadas em posicoes alternadas e igualmente espacadas

(Figura 16).

Figura 16: Configuracao de 1 cadeia. Observe que as particulas com cargas distintas se arrajam
de forma alternada.

Seguindo o procedimento da secao anterior, mas considerando que as particulas tém
liberdade de se mover nas direcoes x e y, calcula-se agora as relagoes de dispersao para
um sistema bindrio, no caso em que as densidades de ambos os tipos de particulas sao
iguais. Na aproximagao harmonica, expande-se a energia do sistema numa série de Taylor

até a segunda ordem. Assim a energia pode ser escrita como:

1 1
H = constante + 3 Z mwody; + 3 Z 5?%:» : ?Z’j . 5]_%>j, (3.14)

]
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onde:

SR, A 6R: = a""6x,6 Y 5§ vrs, 8 VY5 § 3.15
i Ay OR; = a;; dxi0x; + a;0x0y; + af dyidxy + af’ oyi0y; (3.15)

As somas, no ultimo termo da equagao (3.13), s@o sobre todas as particulas. No

entanto, é conveniente separar essas somas da seguinte forma:

1 2 1,2
1 - 1 - 1 s = -
5> $Ri-Ay0R, = 5> SR Aij~5§j+§ Y 0 R; Aij-5§j+§ N 0R- A0 R,

0] ]

(3.16)
onde o primeiro somatorio, no lado esquerdo do sinal de igualdade, é sobre todas as
particulas, o segundo é somente sobre as particulas com carga ¢, o terceiro é somente
sobre as particulas com carga ¢» e o quarto é sobre as particulas com carga ¢; e ¢go. A

equacao de movimento para a i-ésima particula é dada por:

P(ox)  OH
"o T T o(om) 317
0*(dy:) _ OH ‘
o2 (53,

Assumindo inicialmente as coordenadas de uma particula com carga ¢; e usando as
equagoes (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16), obtém-se:

82 5Iz 1 - X T 1 : TL ¢
m% T3 > (affdx; + agldy;) - 2 (0550 + a3 5ym)
§ m
(530 2 I . A ) (3.18)
m o —mwy0Y; — 9 Z(a’ij oyj + a;; ox;) — 9 Z(aiméym + 0% m)
j m

Na aproximacao harmonica, assume-se que os deslocamentos dessas particulas, em
torno de suas posigoes de equilibrio, sao pequenos. Isto significa que, no caso de um
equilibrio, as particulas oscilam em torno dessas posi¢oes em um movimento harmonico,
de modo que uma solucao oscilatéria do tipo 5}_%)i(t) = 5]_%26*"“” pode ser assumida. Dessa

forma, as equagoes (3.17); tornam-se:

1 2
2mw oz = (aff0z; + alloy;) + Y (alhoT, + afhoyn)
j m
1 2
2m(w?® — wi)dy; = Z(aijéxj + af; 0y;) + Z(a:ﬂémm + aly Sym)
Ji m

O sistema ¢é periddico ao longo da direcao x. Essa caracteristica esta presente, por
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. - — k) — . ~
exemplo, quando considera-se que § R,, = ¢ e** "*"; onde ¢, representa a direcao de po-
larizagao da oscilagao (amplitude). Nota-se que, dessa forma, o movimento de particulas
distantes entre si por uma distancia multipla do comprimento da célula unitaria (2na) va-

— —
. — K — 7 .
ria apenas por uma fase. Os vetores ¢y e ¢’ (¢'r e ¢ 1 representam, respectivamente, as
amplitudes e direcdo do movimento das particulas com cargas ¢; e ¢o) devem, a principio,
ter magnitudes distintas, visto que representam amplitudes dos movimentos de particulas

diferentes. Assim as equacoes acimas tornam-se:

1 2
2P Qe = Y (af G+ 45 4y )TV Y (Al g + a0 (3.190)
J m
1 2
2m(w? — W)y = O (0¥ o + 0l gy )X T Y (g + 0l ry) X
j m (3.19b)
eQin(j—n)a*

Equacoes similares sao obtidas para uma particula com carga ¢s. As equagoes podem

ser representadas na forma matricial, ou seja:

2mw? — i1 _Aﬁ@ —AjT, _Aj':,ym Gk.x
_A?ﬁ’l 2mAw? AJ 11 _Aiﬁﬁ _Ag,ylﬂ Uy ~
— A5, AJ 2,1 2mw® — G2 _A?g 2 Qk,z/
i —A?E,l _A?;,yll A]22 ZmAw A]22 i i qk,y ] i
onde Aw? = (w? — wj) e AZ" = Y af%e"U~me A matriz acima ¢ chamada de ma-

triz dindmica. Os termos A7f |, A7) I,AJM,A]1 , representam os elementos devido as
interagoes entre as particulas com carga q1, A7%,, A7Y,, Ay ,, A%, representam os ele-
mentos devido as interagoes entre as particulas com carga ¢s e os demais elementos devido
as interacoes entre particulas cargas ¢ e ¢o. Esses termos sao explicitamente calculados

mais adiante

Ao

contrario do segundo somatério da mesma equacao que nao apresenta esse termo. Isso

. - - . .
O primeiro somatério que aparece na equagao (3.19a) possui o termo a** = (%2 .
significa que os termos A,, da matriz dinamica nao sao todos iguais em relagao a presenca
do termo (1 — coskja), que no caso é sempre presente no sistema com um sé tipo de

particula [veja a equagao (3.9)].

o O o O
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Ao reescrever o Hamiltoniano na forma adimensional percebe-se que:

WA e

(3.20)

Portanto, ao resolver o determinante da expressao (3.19), obtém-se os seguinte resultados:

wi = { [(Aﬁ 1+ ATT0) + \/ ATT )+ AFT9)? — A[ATT AT 5 — (Af,af,z)Q]J } (3.21)

1 xrx Txr rx xrxr xrxr rxr
o = {5 [Ca5n. + ) - O A — AT A, - (AT | (322

w§ = { [(Ay% o+ A?yl 9) + \/ ygg + A?ﬁ 2)? 4[14%71,4%72 — (A?ﬁg)Q]J } (3.23)

1
u)Z = {1 + 3 [(Ayyg ot Ag 1 2) \/(Ayyg o+ Aj 1 2) 4[A?’34171A?7y272 — (A]y,’ymy]J } (3.24)

que representam as expressoes das freqiiéncias dos modos normais do sistema binério
para a configuracao de uma cadeia. Apresenta-se agora o calculo dos termos da matriz

dindmica [equagao (3.9)]

O potencial de intera¢do de uma configuragdo de uma cadeia serd dado por: V(1) =

Vi+ Vo + V3 + Vy, onde:
Vi — é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢;
Vo — € o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢
V3 — € o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; e ¢
Vy — é o potencial de confinamento
Para o cédlculo dos elementos da matriz dinamica, considera-se:
O calculo da derivada primeira para o calculo da forca:

1 - Para a interacao da particula com carga ¢; com todas as outras:

—KTjn

oV 1 e*"“”ﬂ
— ==Y (k+—) —zi)—a) (k+—
8xj ; Tji sz»i Z jn

(x; —xp) (3.25)
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e
8‘/ 1 6*/4}7']1 K’I"Jn
T mwiy; — Z </<; + —) 5 — ;) — az (Iﬁ? + —) (yj — yn) (3.26)
Yi oy Tji/ T T'jn Tjn
2 - Para a interacao da particula com carga ¢, com todas as outras:
K/T'jz —KTjn
axj——a Z(H—l— ) —aZ(H—i—n—n) o (x; —x,)  (3.27)
i#j Jn
e
oV 9 1 e"‘"ﬂ e~ "Tin
o = MmwyY; — & ; </~€ + r_ﬂ> r]zi — — o Z </€ + 7’]_n> Tjn (yj - yn) (3-28)

Em seguida, obtém a derivada segunda para o calculo da matriz dinamica:

1 - Para a interacao da particula com carga ¢; com todas as outras:

2

N e | B R R R |

2
(r; — x,)? 1 1 2z —x,)? (3:29)
B BT CRE A L=t |
n T]'” T'jn jn Tjn

o = {0l (g Y[ a4y~ 2SI ey

2
ayj o Tiq T'jq ja "jq
(5 = yn)? 1 o . 1 20y —9)* 1w (3.30)
D o)) L I sl | L
+ muwy

02V _ {—(a:j - )’ (n N i) [K(xj el iz B 2(33]71—:961)2} }e—mﬂ- (3.31)

Oxjx; T Tji Ji ji
92V T — xp,)? 1 1 2x; —xn)? .
= —a{# + (K + —> |:l€<l’j - I’n)Q - 5 + #] }e_len (332)
al‘jl‘n Tin Tjn Tin Tin
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92V _ Z { (x; — -’Ez‘)s('yj — Vi) (R + i) [_ k(x; — ) (y; — yi)+

axjyj i T]z Tji
1 Qx_xl y_y’b —RKT yn
R e T e SR
ji ji
1 1 2(x; — 2p)(Yj — Yn —KT;
(54 ) [ = o, = ) = ) + - — 2 Z“ hersn
Tj” in Tjn

o £ v (3.34)
i _ 2(mj fL’Z)(y] yl):| }efm'ﬂ
0*V i — Tn)(Yi — Yn 1
TV — om0 (LY (e - )~ )~
i L o (3.35)
1 2(1'] B In)(?J] — yn] } —KTjn
= T 1 €
T Tin
2 - Para a interacao da particula com carga ¢, com todas as outras:
0*V 0*Vi1 O*V 0*Viy O*V 0*Vi4
=« : =« ; =«
o3 Oz " OyF o3 " Oxjw; oxjx; (3.36)

Vo1  0*Vip 32‘/2,2 B 5’ V1 1 0%Vay 5’2‘/1,2_ Vo1  0*Vis
Oxjx, Oz, Orjj; &%’Jjj Oz Oxjyi’ 0xjyn  OTjyn

Apo6s a descricao das expressoes acima e fazendo o uso da notacgao:

V(R - R;)
fjmz axQ fm_ 11Jr 3,2,2 ff2+f
—>
fyy _ 82V(R ) fyy vy
J aym J,20

que as posigoes de equilibrio das particulas sdo em y = 0, x; = 2ja (para as particulas com
carga qi) e Ta = (2j —1)a (para as particulas com carga ¢2), ou seja, ¥j —Yn = Yj — Ym = 0
ex; —x, = —2ja*;x; — T, = —(2j — 1)a*, onde j = —o0,...,00 e que distancia entre
particulas, densidade e vetor de onda sao dados, em unidades adimensionais, por: a* =
Q. _ 210

int = = 2.k = “;obtém—se:
70 a a
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w(2j—-1)/n* 2k(27 — 1 27 —1)2
A;ﬁxll_oézn [2+ H(.] )_i_/i(j )]

(25 —1)3 n* n*2
3.37)
—2Kj/n* Ak i Ik i)2 (
*36 K] ( ’{j) <%
+ ; n OhE [2 + . + 2 } [1 — cos(2kja")]
—r(2j=1)/n* 26(2] — 1 2j — 1)?
Tr x3€ "i( J ) H’( J )
Az ozzj:n (25 —1)3 [2 n* * n*2 ]
, 3.38)
—2kj/n* AKi 257 )2 (
2N, 3€ rj o, (2]) .-
+a ;n @) [2~|— e + - ][1 — cos(2kja")]
—k(2j-1)/n* -
yy *36 H(QJ 1)
AN, = —aZn —(2j BEE [1 + — }_
i . (3.39)
Zn*3e : ,J/g [1 + 2/?] [1 — cos(2kja")]
- (27) n
—k(25—1)/n* y
vy *36 H(QJ 1)
Ajza =@ z]:” (2j — 1) [ ne 1
) " 6—2nj/n* o ] (340)
a Z]:n OHE [1 + - ] [1 — cos(2kja™)]
A =AY = (3.41)

pois y; —y; =0

K(2j—1)/n* 2k(27 — 1 25 —1)?
Afﬁfazn o 2020 =) | WO = U (2 — 1)) (3.49)

(25 —1)3 n* n*?

poisS Y; — Ym = 0



3.3 Cdlculo Analitico dos Modos Normais 43

K(25-1)/n” k(27 —1 ) .
Ai’fi,z—azn g [ S eosthzy - ) (3.44)

Al = Ajiai Ajor = Aja, (3.45)

3.3.3 Sistema Binario - Configuracao de duas Cadeias

O calculo das freqtiéncias dos modos normais da configuracao de duas cadeias é similar
ao apresentado na secao anterior. A diferenca estd apenas nos termos da matriz dinamica.

Por essa razao apresenta-se nesta secao apenas o calculo desses termos.
De acordo com a configuracao da Figura 17, Tem-se o seguinte potencial de in-

teracao:V = V) + Vo 4+ V5 + Vj, onde:

célula unitaria
? ? @ 9.9,

Figura 17: Configuragao de 2 cadeias. Observe que hd uma quebra de simetria

V) — ¢é o potencial de interacao entre particulas com carga de valor ¢;

Vy — € o potencial de interacao entre particulas com carga de valor ¢

V3 — ¢é o potencial de interacao entre particulas com cargas de valor ¢; e ¢
Vy — € o potencial de confinamento

O procedimento para a configuracao de duas cadeias é semelhante ao de uma cadeia
com algumas diferencas: Primeiro, que na configuracao de duas cadeias as posicoes de
equilibrio das particulas mudam apenas na posicao y, onde as particulas com carga ¢; e

¢z se localizam na posi¢ao y # 0, obtendo assim uma distancia d entre as cadeias (ver
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Figura 17). Segundo, que os termos da matriz dinamica sdo todos nao nulos. A matriz

dinamica nesse caso, contém os termos:

- Z e il (25 = 1) n’ k(2 — 1) 2(2j —1)°
Aj=a w { r? B (H—i_r_j)[_ n*2 B n*r;
o (3.46)
72mj/n Ak i I i)2
*36 KJ ( ,ij) <%
+ gj n OhE [2 + - + 3 }[1 — cos(2kja")]
n) [ K212 2025 - 1)

—krj/n* (2 - 1)2

e J ¥

AT — %3 { _ (
522 O‘Z” Tj sz s r; n*2 n*r;
(3.47)

—2kj/n* Ak i 247)2
+ a? Zn*3 ehE [ + % + ( :i) ] [1 — cos(2kja™)]
J

nrj/n 2 n
y R _
ll—aZn {r2_<ﬁ+rj)[ n*2  nfr;ont
(3.48)

* kP 2¢2 T } }

2 j] (1 — cos(2kja*)]

—2nj/n
+Zn [ +

2 n*>[ ke 202 N rj}}

HZT]/TL
%Q—ag n*? {2—</<a+— -
") "

n*2  n*r;  n*
(3.49)

2 j] (1 — cos(2kja™)]

25]/11
+Zn [ +—

- e~"mi/m (25 — 1)? n*\ r£(2j — 1)?
Ata =m0 ot g (e ) [
( ) (3.50)
2(27 -1 Tj }} ,
_ - - k*(27 — 1)a”
e e leos(h 25 = a)]
fm"]/n 2 * 2 2¢2 .
o B (e D)+ - 2
J: r; r;/ n*2 " nrr; o on* (3.51)

[cos(K™(2) — 1)a”)]
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Ajle = Afip = Ajl = Ajae =0 (3.52)

TY _ ATY . AYT . AYT Ty . AYT Ty . AYT
Aj,1,2 o Aj,271 o AJ}L? o Aj,2,1’ Ajll,l o AJ,LI’ Aj,2,2 o Aj,272’

onde: Rj =+/(25)2 + c%r; =/ (2 — 12+ e = C%

3.4 Energia por particula em configuracao de multi-
cadeias

As expressoes analiticas para a energia minima do sistema nas configuragoes de uma,
duas, quatro, sete e oito cadeias sao apresentadas abaixo. Essas configuracoes apresenta-
das sao as observadas neste sitema. Todas as distancias estao normalizadas em unidades
da distancia entre particulas a. A estrutura de uma cadeia é ilustrada na Figura 16.
Observe que a configuracao de menor energia ocorre quando particulas distintas estao

dispostas alternadamente. A energia por particula serda dada por:
Ey=Vi+VWV+V;+V)

onde:
(n* = 2/a*) é a densidade do sistema
V) é o potencial de interacao entre particulas com carga de valor ¢;
V45 é o potencial de interacao entre particulas com carga de valor go
V3 é o potencial de interagao entre particulas com cargas de valores ¢; e go

V, é o potencial de confinamento (que nesse caso é nulo, uma vez que as particulas

estao em y = 0)

Célculo de V;

onde a é a distancia entre particulas de mesma carga. O primeiro somatoério representa o
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numero de particulas com carga ¢;, ou seja, metade das particulas. Portanto:

n oo
:ZZ

72.‘@]/71

Célculo de V,

—nja

heey Y

i=1 j=i+1
Agora o primeiro somatério representa o nimero de particulas com carga ¢;. Portanto:

00 _9ui/n*
e 2Kj/n

Calculo de V3

Substituindo os cédlculos de Vi, V5 e V3 na expressao de F, temos:

—2H (j—0.5)/n*

n o0
= 3.53
22 (j —0.5) ( )

]:1 =1

n* o 6—253/71

El 1—|—CY Z

M

Para as outras cadeias, o procedimento dos célculos é semelhante ao de uma cadeia.

Portanto, para a configuracao de duas cadeias (ver Figura 17)temos:
Ey=Vi+Va+Vz+V}

A densidade da configuracao de minima energia no caso de duas cadeias é igual ao

caso anterior de uma cadeia, ou seja, (n* = 2/a*)

V1 ¢é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢
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—an/n

n oo
:Zz::

V5 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢

V3 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* = exp| 2/<;\/ (7 —0.5)2 4+ % /n’|
“2 = V(j—0.5)2 + 2

onde ¢ = d/a* (d é a distancia entre as cadeias para o meio do canal, que é um parametro
variacional).

V4 é o potencial de confinamento

c2

"/'4:

n*2

Substituindo os cédlculos de Vi, V5, V3 e V) na expressao de Es, temos:

*

5 n_ie_%]/" n_i exp| 2/<a\/j—05) +c/n] 2
2 4 2 V(i —0.5)2+ n*?

(3.54)

J=1

Para a estrutura da quatro cadeias temos duas situacoes:
e Caso 1 - Particulas nao alinhadas na vertical (ver Figura 18)

a energia por particula é dada por:

Bl =Vi+Vat Vs + Vit Vs+Vo+ Vi

A densidade neste caso é dada por: (n* =4/a*)
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célula unitaria

? @
y %/ :
IS E Id2
@ |9 @ 9 @ 7
; : a*/o
' * d
. ' 1
: : —p
‘ol @ @ '\o @+
) : a*
1 ’ 1—";” [dz
@ ? Y Y ?

Figura 18: Configuragao de 4 cadeias caso 1.

V1 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; na mesma

cadeia

74&]/7),

n oo
zgz

V5 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢s na mesma

cadeia

*

n > €
2@2

J=1

—4Kkj/n*

V3 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes.

*

2 exp| 4/<;\/ (j —0.25)2 + (¢ + ¢3)?/n’|
<Z V(G —0.25)2 + (1 + ¢3)2 -

J

= exp| 4/{\/ Jj—0.75)2 4+ (¢1 + ¢3)?/n*]
Z V(G —0.75)% + (c1 + c3)? )

Jj=1

onde ¢; = dy/a e c3 = ds/a (dy e d3 sdo as distancias entre as cadeias e o eixo y=0, que
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sdo parametros variacionais).

V4 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes.

Vi 21’ (Z exp[—4rr/(j — 0.25)2 + (c1 + c2 + 3 + ¢4)2 /]
16 = VG —0.25)2 + (¢1 + o + ¢3 + C4)?
exp| 4r<;\/ (j—0.75)2+ (c1 4+ ca + 3+ 04)2/n*]>
=1 ] — 075) (Cl +co+c3+ C4)2

onde ¢o = dy/a* e ¢y = dyfa* (dy e dy sdao as distancias entre as cadeias com cargas

diferentes).

V5 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores q; e ¢ em

cadeias diferentes e nao alinhadas na vertical.

_ (o erpl=4n /(- 05 + B/n'] | eapl—4ry/(j — 05)° + ci/n’]
e 8<Z VU-Eed | Ju-0ea )

Vs € o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores q; e ¢ em

cadeias diferentes e nao alinhados na vertical.

o enp /G OB (e ket ]
Yo = (]Z_; V(G —0.25)2 4 (c1 + ¢y + c3)?
=~ exp[—4k\/(j — 0.75)% + (c1 + ca + ¢3)2/n*]
jzl V(G = 0.75)2 4 (c1 + c2 + ¢3)? -
=~ exp|—4r/(j — 0.25)2 + (c1 + c3 + 4)?/n]
- V(G = 0.25) + (e + c3 + )
i exp| 4n\/ (7 —0.75)2 + (c1 + ¢35+ 04)2/n*]>

J=1 j — 075) (Cl + c3 + 04)2

J

V7 é o potencial de confinamento

4
Vi = W(ch + 26105 + €2 + 265 + 2c304 + €3)
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Substituindo os calculos de Vi, Va, Vs, Vi, Vi, Vs e V7 na expressao de Ef, temos:

Ey=(1+a%)—

* x O

n —4kj/n

(& n

exp|—dr+/(j — 0.25)2 + ¢}/n*

>

=1

_|_

D

j=1

8 j 16

V(j —0.25)2 + ¢

exp[—4r\/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢9)%/n"]

V(5 — 0.25)2 + (1 + 2¢9)?

expl—4ry/(j — 057 + & /"]

V(i —0.5)2 + ¢

exp|—4r+/(j — 0.25)2 + (c1 + c2)2/n%]

N n* i exp[—4rr/(j — 0.75)2 + 2 /n*] o n* f:
16 j=1 V(i —0.75)2 + ¢ 16 ey
PP S e i EA TR a IS
16 <= V(G —0.75)2 + (c; + 2¢y)? 8 =
an_* expl—4ry/(j — 0.5)2 + ¢} /n"] n* < i
8 V(=052 +3 16\ = V-
N i exp[—4r+/(j — 0.75)2 + (c1 + 02)2/n*]> N 4
i=1 V(I = 0.75)2 + (c1 + ¢2)? n*?

e Caso 2 - Particulas alinhadas na vertical (ver Figura 19)

celula unitaria

0.25)2 + (c1 + ¢2)?

(0.5¢% + ciep + ¢3)

(3.55)

.x.
2 4 9 » ®
_ Bl
@ @ 9 @ 9
ar/2 d
E EES B 1
@ o -9 -9 @
d
? ? @ Y @

Figura 19: Configuragao de 4 cadeias caso 2.

a energia por particula é dado por:

Ef' =Vi+ Vot Va+ Vi+Vs+ Vs + V7

A densidade neste caso é dada por: (n* =4/a*)

V1 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; na mesma

cadeia
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—4nj/n

n oo
:§;

V5 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢go na mesma

cadeia

* O —dkj/n*

‘/22042%26

=

V3 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes.

x X _ o 2 2 [m*
v, = n_ze:cp[ 4/1\/‘(3 0.5) —1—201/71]
8 j=1 \/(J —0.5)2 +c

onde ¢; = dj/a* e ¢ = dy/a* (dy e dy sao as distancias entre as cadeias para o meio do

canal, que sdo parametros variacionais).

V4 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes.

21" i capl—4k\/(j = 0.5)2 + (c1 + 2¢5)° /0]

Vi=a
8 VG =052+ (c1 + 262)?

V5 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores q; e ¢ em

cadeias diferentes e na mesma vertical.

n exp[—4r\/j2 + (c1 + )2 /n*] n* exp[—4k(ci + c2)/n’]
‘/5—Oé<42 \/]+Cl+02) +8 (Cl+02) )

7j=1

Vs € o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢ em

cadeias diferentes e nao alinhados na vertical.
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n* o~ eap[—4ry/(j — 0.5)2 + 3 /n’]
; V(=052 +3

onde ¢; = dy/a* e co = dy/a* (dy e dsy sdo as distancias entre as cadeias para o meio

do canal, que sdo parametros variacionais).

V2 é o potencial de confinamento

2
Vi = W(QC% + 4eycy + 4cd)

Substituindo os calculos de Vi, Vo, Vs, Vi, Vs, Vs e Vz na expressao de Ef!, temos:

n* = e~/ exp|—4r/(j — 0.5)% + 3 /n*]
EiI=(1+O‘2)§; ; _Z \/ — n
Qn* =< exp[—4r+/(j — 0.5)2 (01 + 2¢9)? /n ]
SN VU0 -
(n_* S copl-Any P @t P ] | o enpl—dn(cr + c2>/n*1> .
4 = V2 + (e + )2 8 (c1 + ¢2)
nz i o 4FL\/ U0 5) il CQ/n ] 22 (2¢2 + 4cycy + 4cd)

Para a estrutura de sete cadeias (ver Figura 20), tem-se a energia por particula dada

por:

Er=Vi+Vot+Vs+Vi+Vs+Vo+Vi+Vs+Vo+ Vig+ Vir + Via + Vig + Viy

A densidade neste caso ¢ dada por: (n* = 8/a*)

Vi é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; na mesma

cadeia

n* 0 6—8/$j/n* n* oo €—8ﬁ(j—2/3)/n* n*  _—8k(j—1/3)/n*

e
Vi = — nNhe © T N T T
! 16Z j +64j:1 j—2/3 +128; j—1/3
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célula unitaria

a*/2 ds
@47/ @ 9 Y @
p; |,
Te e—fY-e 9 9
ax/3 2a*/3 Id
@ 0O 09 0 o0 !
Y Y @ @ @
d 9 ® ) o

Figura 20: Configuracao de 7 cadeias.

V5 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; na mesma

cadeia

* 0 6—8/{j/n*

szaﬂf—(jz

J=1

J

V3 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

16\ & VGi—1/32 12 = V=232 +d

v, — n* <i exp|—8k+/(j — 1/3)% + & /n*] N i exp[—8k+/(j — 2/3)? +C%/n*])

V4 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes

[e.e]

v, — 042n—* Z exp[—8k+/(j — 0.5)2 + c2/n]
16 V(5 —0.5)? + 3

V5 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢ em cadeias

diferentes
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[e.o]

V=t 3 exp[=8k\/(j = 0.5)2 + (2c1 + 203 + ¢5)° /]
10 VG =057+ (261 + 262 + cs)?

j=1

Vs é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

Ve — n* i exp[—8k/j? + 42 /n*] N n* exp[—16kc1/n’]
T\ 4L Vi + 43 128 o1

V2 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

V- a2n_*<i exp[—8k\/j2 + 4(c1 + c2 + ¢3)2/n*] N
32 o V2 +4(cr + ca + c3)?
i exp[—8k+/j* +4(c1 + 02)2/”*])+
ey V2 +4(cr + )2
on* (exp[—l&a(cl + o+ c3)?/n*]  exp[—16k(c) + cz)z/n*]>
64 2(01 + co + C3)2 2(61 + 62)2

Vs é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

exp|—8k+/j% + (c2 + ¢3)%/n*] n* exp[—8k(cx + 03)2/n*]>

=«
h ( 1 \/]2 + (CQ + 03)2 32 (C2 + 03)2

x O

16

J

Vy € o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* i exp[—8k+\/(j — 0.5)? + 3 /n]

Vo = a ,
16 j=1 \/<J —0.5)2 4¢3

Vio € o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢
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. exp| 8,%\/ (7 —1/3)24 (c1 + 2+ ¢3)?/n*]
Vm—a (; V(i = 1/3)2 + (c1 4 ca + c3)?
i exp| 8/<o\/ J—2/3)2+(a+c+ C3>2/n*]>

=1 j — 2/3) (Cl -+ Co -+ 03)2

Vi1 € o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

RS S %¢J—um N

(Z; Vo1t @tar
% ep] %¢J—ww CEXOILY
; V(I = 5/6)2 + (c1 + c2)? )

J

V1o é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

x OO0

v a( Z exp[—8k\/j2 + (2¢1 + c2 + ¢3)2/n*]
12 =0 ,
16 j=1 \/]2 + (261 +co + 03)2
n* exp|—8k(2c; + co + 63)2/n*]>
32 (2¢1 4 2 + ¢3)?

3

Vi3 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* Z exp[—8k+/(j — 0.5)2 + (2¢; + ¢2)2/n"]

Vis = a—
AT VU~ 057 + 261 + )?

V14 € o potencial de confinamento.

16
Vie=—3 (cf +(a+e)+(a+et 03)2>

onde ¢; = di/a*, co = dy/a*, c3 = dz/a* e ¢y = dy/a* (dy, da, d3 e dy sdo as distancias
entre as cadeias para o meio do canal, que sdo parametros variacionais).Substituindo os
calculos de ‘/17 ‘/27 VE’); ‘/47 ‘/57 V%a ‘/77 ‘/87 V;)a ‘/107 Vvlla ‘/127 ‘/13 € ‘/14 na eXPreSSéO de E77

temos:
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n* o0 e—SHj/n* n* o e—Sn(j—Q/B)/n* n* OO e—&%j/n*
B= L T 1L
7 16; ] +64§ j—2/3 +O‘16; I
n el =8k (G — 132 + /] | n” i exp[=8r+/(j — 0.5)% + /n’]
16 j=1 \/(J —1/3)? + i 16 j=1 \/(J —0.5)? +¢3
a2n_* i exp[—8ky/(j — 0.5)2 + c3/n"] N n* = e 8U=1/3)/n
16 = \/(j —0.5)2 + ¢ 128 perd 1/3
azn_* i exp[—8k+/(j — 0.5)2 + (2¢1 + 2¢9 + ¢3)2/n*] n n* exp[—16kc /n’] n
16 <= V(G = 0.5)2 + (2¢; + 2c5 + ¢3)? 128 a

n* = exp|—8k+/j% + 4¢3 /n’] N 16
325 V244 n

o

on* ( Z exp|—8ky/j2 + 4(c1 + o + ¢3)2/n*] N

32\ Vit +4(cr +ca +c3)?

(C% + (C1 + 02)2 + (61 + Co + 03)2>+

(67

o0

Z exp[—8k+/j2 + 4(c1 + )2 /n*] ) N

) Vi2+4(c + c)?

a2n—* (exp[—16/<;(cl + o + c3)?/n’] N exp|—16k(cy + 02)2/71*])
64 2(c1 + 2+ ¢3)? 2(c1 + c2)?

x OO

a(” Z exp[=8r+\/j% + (c2 + c3)*/n’] n” exp[—8k(ca + 63)2/n*]>+

163 V2 + (c2 4 ¢3)? 32 (c2 4 ¢3)?

n* =< exp[—8k/(j — 1/3)2 + (1 + co + ¢3)2 /n*]
@16(2 V(= 1/3)2 4 (c1 4 c2 + c3)? "

(3.57)

o0

exp[—8k+/(j — 2/3)2+ (c1 + ca + ¢3)2/n*]
N s e

o0

(g eapl=8y/G = 6P + (o2 + /]
O Ve e B

o0

exp[=8k+/(J = 5/6)2 + (c1 + )?/n*]\ | 0" = exp[—=8ry/(j — 2/3)* + &3 /n’]
j; V(7 =5/6) + (c1 + ¢2)? >+16j; V(i —2/3) + !

x OO

a(n— Z exp[—8k+/j2 + (2¢1 + ca + ¢3)2/n”] n* exp[—8rk(2c1 + ca + 03)2/n*])+
16 j=1 \/‘72 —+ (2C1 + co + C3)2 32 (201 + co + C3)2
NG i exp[—8kr/(j — 0.5)2 + (2¢1 + ¢3)%/n"]

16 <= V(i =052+ (2¢1 + )2

(%

Para a estrutura de oito cadeias(ver Figura 21), tem-se a energia por particula dada

por:
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célula unitaria

4
? o ? e“ Io d
? @ Qo @ a” oI
o o ? 9 o\
2
dI
® ® @ @ @
@ & @ @ 9
& @ o @ a’ o
+—>
Q Y Y o Y

Figura 21: Configuragao de 8 cadeias.

Es=Vi+Vo4+Va+V,+Vs+ Ve +Vo+Vs+ Vo + Vip+
Vit + Vig + Vig + Vig + Vis + Vig + Vir + Vis + Vig

A densidade neste caso ¢ dada por: (n* = 8/a*)

V1 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢; na mesma

cadeia

*

—8nj/n

S

T

CTJ

V5 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢go na mesma

cadeia

V3 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes
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n* i exp[—8kr/(j — 0.5)2 + 2 /n*]

Vs = ,
16 j=1 \/(J —0.5)? +¢c3

V4 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

n* i exp[—8k+/(j — 0.5)2 + 3 /n*]

Vi= .
32 j=1 \/(J —0.5)? + ¢}

V5 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

x OO

S el Sey P al] | o S =S+ oo/’
16 \/32 + (Cl + C2)2 32 j=1 (Cl + C2

Vs

j=1

Vs é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢; em cadeias

diferentes

n* i exp|—8k+/(j — 0.5)2 + (c1 + 2¢2)?/n*]

Ve = —
T3 \/(j —0.5)2 4+ (1 + 2¢2)?

Jj=1

V7 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes

oo

Vi g2t S eapl=8ny/G =05 +
16 j=1 \/(J —0.5)? +¢f

Vs é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes.
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x 0

(n_ Z exp[—8k\/j2 + (c1 + 22 + 2¢3 + ¢4)% /]

16 j=1 \/]2 + (Cl -+ 262 -+ 203 + 64)2
n_*exp[—S/f(cl + 2¢9 + 2c5 + 04)/n*]>
32 (Cl + 262 + 263 + 64)

Vg é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valor ¢, em cadeias

diferentes.

2n* = exp| 85\/ (7 —0.5)2 4+ (c1 + 2¢2 + 2¢3 + 2¢4)% /0]
32 = j —0.5)2 4+ (¢1 + 2¢9 + 2¢3 + 2¢4)?

Vio é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valor ¢o em cadeias

diferentes.

Vip = o*(

n* i exp[—8k+/(j — 0.5)2 + (c1 + 2¢o + 2¢3)2 /n*]
32 = V(7 =0.5)% + (c1 4 2¢5 + 2c3)?

Vi1 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

V= a(n_* i exp[—8k\/j2 + (c3 + c4)? /0] N
16 = V2 + (c3 +cy)?
v pl e )
32 (c3+cq)

V15 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* exp[—8k+/(j — 0.5)%2 + (c2 + c3 + ¢4)2/n"]
jz; \/( —0.5)2 + (c2 + c3 + ¢4)?

Vi3 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢
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x O

v a( Z exp[—8k\/j2 + (c1 + o + 3 + ¢4)2/n*]
13 =0 = ,
16 <= Vit + (14 o+ c3+cy)?
n* exp[—8k(ci + 2 + 3+ 04)/n*]>
32 (Cl +co t+c3+ C4)

3

V14 € o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

Z exp| 8/-@\/ (7 —0.5)2 4 (c1 + 2c2 + ¢35+ ¢4)? /0]

Vig = Oé—
\/( - 05) (Cl + 262 + C3 + 04)2

16

Vi5 é o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n exp[—8k+\/(j — 0.5)2 + c2/n’]

Vis =
16“ VG —052+a

Vig € o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* o= exp|—8k+/72 + (cg + ¢3)2/n*
Vlﬁ:o‘(ﬁz p[=8k+/3% + (c2 + c3)% /1]

— Vit + (e2 +c3)?
n* exp[—8k(c: + 03)/"*])
32 (€2 + c3)

V17 é o potencial de interacao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

*

B i exp| 8/£\/ J—0.5)2+ (1 + c2 + ¢3)%/n’]
“1 V(G —0.5)2+ (c1 + ¢ + c3)?

3

D

Jj=1

Vig € o potencial de interagao entre as particulas com carga de valores ¢; e ¢

n* i exp[—8k+/j2 + (c1 + 2¢o + ¢3)2/n*]
V3% + (a1 + 2es + ¢3)?

n* exp[—8k(cy + 2¢o + ¢3)/n’|
32 (c1 + 2¢0 + ¢3) )

_|_
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Vig € o potencial de confinamento.

16 /c2 c c
Vi = — (—1+(21+02+03) +(51+c2+c3+c4)2>

onde ¢; = dy/a*, cg = dy/a*, c3 = d3/a* e ¢y = dy/a* (dy, da, d3 e dy sdo as distancias
entre as cadeias para o meio do canal, que sdo parametros variacionais).Substituindo os
CalCU.lOS de ‘/17 ‘/27 %7 ‘/217 ‘/57 ‘/67 ‘/7a ‘/87 ‘/9; ‘/107 ‘/117 ‘/127 ‘/137 ‘/147 ‘/15a ‘/167 ‘/177 ‘/18 € ‘/19

na expressao de Eg, temos:

W I s eapl sy G 0RF ]

16 = 16 i V(j —0.5)2 + 2

n* o= exp[—8ky/(j — 0.5)2 + 2 /n*]  n* o= exp[—8k\/j2 + (c1 + c2)2/n*

ry p| /(J 2) 21/ ]+EZ Pl \é] (a1 22)/ I
= V(i—05)2+¢ V2 + (c1 + ¢2)

n* . exp[—8k(cy + co/n*] io: exp| 8/<;\/ (7 —0.5)2 4+ (c1 + 2¢2)%/n*] N

32 = (c1+co s V(G —0.5)2+ (1 + 2¢2)?

T i expl-8r\/( —05) + &/n]
16 < V(i —05)2+ 3

o2 (n_* i exp[—8k+/72 + (c1 + 2co + 2¢3 + ¢4)? /07 N
16 V2 + (c1 + 2c9 + 23 + ¢4)?

n* exp[—8k(c1 + 2¢2 + 2¢3 + 04)/n*]>+

32 (€1 + 2¢o + 2¢3 + ¢4)

2 f: exp[—8k\/(j — 0.5)2 + (c1 + 2¢o + 2c3 + 2¢4)% /1]

32 = \/(j — 05)2 + (Cl + 202 + 203 + 204)2

n* — exp[—8/<;\/(j —0.5)2 + (1 + 2¢2 + 2¢3)2 /0]

(3.58)

2
a{ JRN—
<32 ; V(G —0.5)2+ (c1 + 2¢5 + 2c3)?
a(n_* i exp|—8k+/j% + (c3 + c4)?/n*] n* exp[—8k(cs + 04)/n*]>+
165 V%4 (e3 + ca)? 32 (c3 + ca)
f e —8k/(j — 0.5)2 + (c2 + c3 + ¢4)?/n*
a”_z exp| H/(J )2+ (2 +c3+ca)?/n ]+
16 j=1 \/(] - 05)2 + (CQ +c3+ C4)2

S eapl= T (e e o]
V2 + (e1+ e+ cs+cy)?
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N Z czp| 8*@\/ (J = 0.5)% + (c1 + 2¢2 + e3 + ca)? /"]
16 < V(G =0.5)2 + (c1 + 202 + ¢3 + ¢4)?

exp[—8k+/(j — 0.5)2 + 2 /n’] + n* exp[—8k(c1 + c2 + c3 + cy) /0]

T [0
16 = V=052 +¢ 32 (1 + 2+ ¢35+ ca)
a<n_* i capl =8/ + (ea + ca)?/n'] | eapl=8n(ca + 63)/n*]>+
16 j=1 \/]2 + (CQ + 03)2 32 (CQ + 03)

*

D Y Vi ) R PR
V(i —0.5)2+ (c1 + o+ ¢3)?

(n* i exp[—8k1/j? + (c1 + 202 + c3)/n*] | n” exp[—8k(ci + 2¢2 + ¢3) /]
Vit + (e1 4 2ca + ¢3)? 32 (c1 + 2¢5 + c3)
16

(0 25¢7 + (0.5¢; + ¢y + ¢3)* + (0.5¢1 + ¢ + c3 + c4)2>

)+
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4 Resultados e Discussoes

4.1 Introducao

Neste Capitulo, apresentam-se os resultados do sistema descrito no capitulo ante-
rior. O objetivo desse trabalho é estudar a estrutura de um sistema quasi-unidimensional
composto por dois tipos de particulas carregadas. Para isso, considerou-se um método
analitico, no qual a energia do sistema é calculada para diversos arranjos das particulas. A
comparacgao das energias das varias estruturas analisadas permite a determinacao daquela

que representa o estado fundamental.

O procedimento analitico nao foi o tnico considerado. Simulagoes computacionais,
através do método de Dinamica Molecular, foram também utilizadas. Em muitos casos,
principalmente naqueles em que a densidade do sistema é elevada, a configuracao obtida
serviu de base para determinar, analiticamente, a configuracao de minima energia. Isto
se deve ao fato de que em sistemas com um grande niimero de particulas, caso estudado
nesta dissertacao, a ocorréncia de diversas estruturas ou configuragoes estaveis com energia
ligeiramente maior que a configuracao do estado fundamental é bastante comum. Muitas
vezes, uma mistura de estruturas pode ser observada. Os resultados apresentados neste
capitulo sao uma extensao daqueles mostrados na referéncia [35], onde apenas um tipo de

particula foi considerado.

A combinacao da interacao repulsiva entre particulas e o potencial externo atrativo
conduz a um rico diagrama de fase em funcao do parametro de blindagem x e da densidade
n* do sistema. Em geral, a estrutura do sistema consiste de cadeias paralelas, onde o
numero dessas cadeias depende dos valores de k e de n*. A mudanca de uma configuragao

para outra ocorre através de uma transicao de primeira ou de segunda ordem.
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4.2 Propriedades Estruturais

4.2.1 Configuragoes de Equilibrio

Em geral, devido ao potencial de confinamento externo, as particulas carregadas
cristalizam-se em uma configuracao de cadeias alinhadas pependicularmente a direcao
de confinamento. Como comentado na secao 3.1, o niumero de cadeias depende do alcance
de interacao entre as particulas, doa densidade e das cargas das particulas. Na maioria dos
casos estudados, cada cadeia possui a mesma densidade linear n* (nimero de particulas
por unidade de comprimento). No entanto, a configuragao de sete cadeias apresenta uma
anisotropia na distribuicao de particulas. Neste caso,cadeias internas possuem densidade
maior que as cadeais localizadas na extremidade do sistema. Esse resultado sera discutido
em detalhes mais adiante. A fim de determinar a configuracao do estado fundamental, a

energia por particula foi obtida analiticamente.

Os céalculos das energias para as varias configuracoes de minima energia observadas
foram apresentados no capitulo 3. Para determinar a configuracao de minima energia,
diversos arranjos foram considerados. As energias de todas as configuragoes foram obtidas
analiticamente e os valores, comparados. A estrutura de menor valor de energia sera aqui
denominada de estado fundamental, enquanto que as outras configuracoes serao definidas
como configuragoes metaestaveis. As expressoes da energia por particula para todas as

outras estruturas consideradas sao apresentadas no apéndice A

Os resultados apresentados aqui sao para um sistema bindrio com cargas ¢; = 1.0 e
¢z = 2.0, de modo que o parametro a@ = 2.0. Todas as particulas tém o mesmo valor
de massa. As energias por particula das varias configuragoes sao obtidas em funcao da
densidade linear do sistema e, em funcao do parametro de blindagem do potencial de

interagao entre as particulas (k).

Na caso de cadeias multiplas, para minimizar a energia de interagao, uma tendeéncia
natural do sistema é maximizar a separacao entre particulas em cadeias diferentes. No caso
em que as particulas se cristalizam em uma tnica cadeia (Figura 16), a energia minima
sera obtida quando as particulas sao colocadas no eixo x, onde o potencial de confinamento
é zero. Neste caso, a densidade linear é n = 2ry/a, e a coordenada x das particulas com
carga ¢, ¢ x; = 2ia e com carga ¢o ¢ x; = (2 — 1)a, com 7 = 0,+1,42,..., +00, ou seja,
particulas distintas estao alinhadas em posi¢coes alternadas. A energia por a particula

foi mostrada no capitulo anterior (ver capitulo 3 - equagao (3.53)).



4.2 Propriedades Estruturais 65

Na configuracao de duas cadeias, as particulas cristalizam-se em duas linhas paralelas
separadas por uma distancia d e deslocadas por uma distancia a*/2 ao longo do eixo x. As
duas linhas de particulas sao formadas da seguinte maneira: uma linha s6 com particulas
com cargas ¢, e a outra linha com carga ¢o (Figura 17). A energia por a particula foi
mostrada no capitulo anterior (ver capitulo 3 - equagao (3.54)), onde n = 2/a* e (¢ =
d/a*). O primeiro termo da Eq. (3.54) é a energia potencial de interagao entre particulas
em uma mesma cadeia com carga, o segundo termo é a energia devido a interacao entre
particulas localizadas em cadeias distintas e o ultimo termo representa a energia devido ao
potencial de confinamento. De forma similar, calcula-se cuidadosamente a energia para as
outras estruturas de cadeias. Pela simetria, ha duas distancia entre cadeias na estrutura
de quatro cadeias , trés na estrutura de sete cadeias e quatro na estrutura de oito cadeias.

As expressoes correspondentes da energia por particula foram apresentadas no capitulo 3.

Em cada expressao obtida, minimiza-se a energia de cada configuracao com respeito
a separacao entre as cadeias, obtendo-se assim a energia do estado fundamental (confi-
guracao de equilibrio). Como exemplo, mostra-se na Figura 23, a energia por particula
E em funcdo da densidade n* para k = 1.54 (por exemplo). As configuragbes corres-
pondentes ao estado de minima energia também sao mostradas. O sistema passa pela
seguinte seqiiéncia de transi¢oes de fase: lcadeia — 2 cadeias — 4 cadeias (caso 2) —
7 cadeias — 8 cadeias com o aumento da densidade. Essa seqiiéncia foi observada para
diferentes valores de n* e k, conforme serd comentado mais adiante. Com excegao da
transicao de uma para duas cadeias, todas as outras transicoes estruturais de primeira
ordem, caracterizadas aqui por uma descontinuidade na derivada primeira da energia em

relacao a densidade.

Um fato bastante interessante pode ser observado na transicao de uma para duas
cadeias. Ocorre uma surpreendente separacao dos diferentes tipos de carga em cadeias
distintas. Essa quebra espontanea de simetria na distribuicao de cargas do sistema foi ob-
servada para diferentes valores do parametro . Na literatura cientifica, podemos também
observar esta segregagao de particulas com cargas diferentes [41]. Essa experiéncia contém
dois tipos de graos (vermelho e azul) com cargas diferentes, onde esses graos, inicialmente
misturados, sao jogados em um recipiente e segregam espontaneamente devido as in-

teragoes eletrostaticas (Ver Figura 22).

Na Figura 24, as curvas da energia por particula em funcao da densidade obtidas
analiticamente sao comparadas com a curva obtida das simulacoes numéricas. Como

pode ser observado, os resultados, em ambas aproximacoes, sao bastante consistentes.
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Figura 22: (A) Graos de areia azul e vermelho misturados em um funil. (B) Os graos caindo
em um recipiente e segregando-se espontaneamente devido as interagoes eletrostaticas. Os graos
azul e vermelho tem cargas diferentes. Da referéncia [41]

Nos “insets” (1), (2), (3), (4), (5) e (6) da Figura 24, observa-se apenas uma parte
da configuragao final obtida na simulacao que serviu como direcao para encontrar as
configuragoes de menor energia através dos calculos analiticos. Esse procedimento foi
usado, porque as configuragoes obtidas das simulagoes eram coexisténcia de configuragoes.
Na Figura 24, mostra-se também que para determinados valores de densidade, mais de
uma configuracao pode ser estdvel. Por exemplo, no “no inset” (a), a configuragao de
uma cadeia aparece com energia um pouco maior que a energia da configuracao de duas
cadeias na regiao n* >0.82544. O mesmo pode ser observado nos “insets” (b), (c), (d) e

(e) em termos dos valores da densidade 1.05, 1.77, 3.44 e 5.04, respectivamente.

No “inset” (2) da Figura 24, foi observado que esta nao era a configura¢ao de minima
energia. A configuracao de minima energia para esta configuracao foi observado quando
as particulas de mesma carga se arranjavam em cadeias distintas (Figura 25). Na Figura
25(a), a configuracao inicial é aleatéria e apds a simulacdo, as particulas se arranjam em
duas cadeias com mistura de particulas nas cadeias. A energia por particula nesse caso
foi de 0.37112. J& na Figura 25(b), a configuragao inicial é um arranjo de duas cadeias
com particulas de mesma carga em cadeias distintas e apés a simulacao, ela permanecem

nessa configuragdo com uma energia por particula de 0.37097 que é menor que o caso (a).
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densidade (n*)

—— 1 cadeia 1
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Figura 23: Configuragoes de cadeias de menor energia por particula em fungao da densidade
para k = 1.54, g1 = 1.0 e carga ¢q» = 2.0.
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2.88

| 7 cadeias
—0— simulacéao

1 cadeia

2 cadeias

4 cadeias caso1
4 cadeias caso2
7 cadeias

282}

8 cadeias

2.76 -

. 270 4‘9 5‘0 5‘1 5.2
8 cadeias «=154 o=2 I ' \
3.0 [ T T T T 105|' i T T "|_I_'|_I_'<|_I_ T T T T T T -O
05 : 0.98} / :
m i 0.91 / |
— [ —— ]
8 2.0 |- 0.84/ (C) 1 7 cadeias -
Z.E _'0‘32 | 1.é§ 174 1.80 . 186 1
© [ 4 cadeias 195
E 1.5 026 1 caso 2 1592— -
© I E ' ]
O .0‘24/ : 1'89// ]
| - R : .
Q1.0 [ ) e (d)
L L 0.75 0.80 0.85 0.56f 3.35 3.40 345 3.50 -
E : @QQ " os2} / E
05 | ‘ 48/ ) a
1 cadeia ! 4 cadeias ous (b) ]
I N caso 100 105 140 115 ]
OO 1 N\ 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0.0 0.5 1.0\ 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 50
2 cadeias .
densidade (n*) eq =1.0

Configuracoes obtidas da simulagdo 9,= 2-0
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Figura 24: A energia por particula como funcao da densidade, obtida analiticamente, para
o caso com k = 1.54 e a = 2.0. As correspondentes configuragoes, obtidas da simulacao, de
minima energia também sao mostradas.
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Figura 25: Configuragoes de duas cadeias obtidas em duas situaggoes: (a)configurag ao inicial
aleatéria e (b)configuragao inicial de duas cadeias com particulas de mesma carga em cadeias
distintas. Simulacoes obtidas com x = 1.54 e @ = 2.0.
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Figura 26: diagrama de fase para q; = 1.0 e carga ¢ = 2.0.

Conforme comentado anteriormente, calcula-se as configuracoes de minima energia
em funcao da densidade do sistema para diversos valores de k (sempre considerando o =
2.0); ou seja, em funcao do alcance do potencial de intera¢ao. De acordo com os resultados
obtidos, a influéncia do alcance da interacao repulsiva entre as particulas nao é relevante
a ponto de produzir novas configuracoes de equilibrio. Quando x é variado, observa-se
modificagoes apenas na densidade na qual ocorrem as transicoes entre as varias estruturas
obtidas. Os resultados analiticos para diferentes valores de k e n* sao sumarizadas em um
diagrama de fase, mostrado na Figura 26. Observe que quando o valor de xk aumenta, o
ponto de transicao se desloca para valores maiores de n*. Isso ocorre porque o aumento
de k torna o potencial de curto alcance e, conseqiientemente, uma particula s sofrera
influéncia da repulsao eletrostatica da outra particula quando estiverem suficientemente
proximas e para que isso ocorra é necessario aumentar a densidade. A figura 27 mostra
a relacao da densidade de transicao entre uma e duas cadeias em funcao do parametro
de blindagem k. Os pontos foram ajustados por uma fun¢ao dada por n* = (0.61377 £

0.006) + (0.13964 £ 0.002)x. Observe que a densidade varia linearmente com & e o erro
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Figura 27: Densidade em fungao do pardmetro de blindagem x para a= 2.0

apresentado é menor que 1%. A relagao foi feita para o valor de @ = 2.0 e confirma o
resultado da Figura 26. De acordo com a Figura 26, observa-se a seguinte seqiiéncia das
transicoes em funcao da densidade: de uma para duas estruturas de cadeias depois para
configuragao de quatro cadeias (caso 1), onde as particulas de carga ¢; estao deslocadas
por uma distancia de a*/4 (onde a* é a distancia entre duas particulas vizinhas da mesma
cadeia) com as particulas de carga ¢, depois mais uma configuragdo de quatro cadeias
(caso 2), onde agora as particulas estdo alinhadas na vertical, depois para sete cadeias e

finalmente, oito cadeias.

A posigao lateral relativa das diferentes cadeias é descrita na Figura 28 em funcgao da
densidade n*. No caso de quatro cadeias ( caso 1 e caso 2), a distancia entre cadeias cresce
com a da densidade, com algumas diferencas. No primeiro regime de quatro cadeias do
diagrama de fase, a distancia entre as duas cadeias internas é maior do que a distancia

entre as cadeias internas e externas; no segundo regime, acontece o contrario.
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Figura 28: A posigao lateral das cadeias no estado de cristal de Wigner em fungao da densidade
linear para x = 1.54. Resultado obtido analiticamente.
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Figura 29: A derivada da energia com relacao a densidade para x = 1.54. A transigao de 1—2
cadeias é continua (segunda ordem) o resto é primeira ordem.

4.2.2 Transicoes Estruturais

Nesta secao sera apresentada uma discussao mais detalhada das transicoes de fase
observadas no sistema. Em geral, o sistema sofre mudancas na sua configuracao, ou seja,
a uma transicao estrutural com a variacao da densidade. E uma questao natural estudar a
ordem destas transigoes. Para esta finalidade, a derivada da energia por particula (célculo
analitico), com respeito a densidade, foi calculada, como mostrado na Figura 29 para k =
1.54, conforme comentado anteriormente, com excec¢ao da transicao 1 cadeia — 2 cadeias.
Este resultado estd de acordo com aqueles mostrados na Figura 28, onde a posicao lateral
das cadeias é mostrada em funcao da densidade. Note que apenas na transicao de uma
para duas cadeias ocorre uma variagao continua nas posicoes das cadeias. Em todas as

outras trasicoes observa-se uma modificacao abrupta nas posicoes laterais das cadeias.

A transicao de 1 cadeia para 2 cadeias é uma transicao do tipo “zig-zag” [40] (ver
Figura 30 (a)). A transi¢do 2 cadeias para 4 cadeias caso 1 ocorre com uma transigao
“zig-zag” de cada uma das duas cadeias acompanhadas de um deslocamento de a*/4 ao
longo da cadeia, fazendo ser uma transi¢ao discontinua (ver Figura 30 (b)). Em principio,
este tipo de transicao “zig-zag”’ é possivel para outras configuracoes encontradas nas

simulagoes.
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Para finalizar, vale comentar que foram testadas varias configuragoes como mostrado
na Figura 31, com o objetivo de encontrar a configuracao de menor energia. Quando
a densidade aumenta, o nimero de cadeias torna-se maior pelo fato de que particulas
carregadas tendem a maximizar a distancia, entre as particulas, a fim de minimizar a
repulsao coulombiana. Nos casos acima de quatro cadeias, torna-se um tanto complicado
propor a configuracao do estado fundamental. Nesse casos, recorremos as simulagoes
numéricas através do método de dinamica molecular. Pelo fato do sistema ser composto
por um grande numero de particulas, um grande ntimero de configuracoes estaveis é
possivel. Dessa forma, mesmo usando simulagoes computacionais, é dificil achar a real

configuracao de minima energia do sistema.

Os resultados nimericos muitas vezes apresentam misturas de configuracoes, ou seja,
em determinadas regioes do sistema, observa-se mais de um tipo de configuracao coexis-
tindo. Essas configuracoes serviram de base para os cédlculos analiticos considerados nesse
trabalho. Exemplos de configuracoes obtidas numericamente, para diferentes niimeros de
cadeias, sao mostradas na Figura 31. Todas essas configuracoes sao metaestaveis. As
expressoes para a energia por particula de cada uma dessas estruturas sao mostradas no

apéndice A.

4.3 Propriedades Dinamicas

4.3.1 Modos Normais

Uma vez que a configuracao de equilibrio é conhecida, o préximo passo € estudar as
pequenas oscilagoes das particulas em torno de suas respectivas posicoes de equilibrio:
os modos normais de vibracao do sistema. Os modos normais sao excitagoes coletivas
resultantes das interacoes entre as particulas que compoem o sistema. O estudo dessas
excitagoes pode revelar propriedades importantes, além de fornecer informacoes sobre
a estabilidade das estruturas. Os modos normais do sistema estudado neste trabalho
foram calculados analiticamente através da aproximacao harmoénica. Como ilustracao, os
detalhes do método e do calculo nos casos das estruturas de uma e duas cadeias do sistema
bindrio foram apresentados no capitulo anterior. As curvas de dispersao (w em funcao de
k*), onde w é a freqiiéncia de vibragad da rede e k* é o vetor de onda, apresentam ramos
que estao associados com oscilacoes de particulas nas direcoes paralela e perpendicular a
cadeia. No primeiro caso, o modo ¢é dito longitudinal, enquanto que no segundo, ¢ dito

transversal. Os modos podem ainda ser classificados como acusticos (com oscilagbes em
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Figura 30: Mecanismo das transi¢oes estruturais de 1 para 2 cadeias e de 2 para 4 cadeias.
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Figura 31: As possiveis configuracoes consideradas para duas,trés, quatro, seis, sete e oito
cadeias. A cadeia “preta” representa as particulas de carga q; = 1.0 e a cadeia “vermelha” a

carga g2 = 2.0.
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Figura 32: Relacao de dispersao para densidades 0.2, 0.4, 0.6 ¢ 0.75. Os ramos éticos e acisticos
correspondem ao movimento na direcdo confinada e ndo confinada respectivamente. O compri-
mento de onda estd em unidades de 7/2a, onde a é o comprimento da célula unitaria. O mo-
vimento das particulas para a estrutura uma cadeia corresponde as diferentes autofreqiiéncias.
LO, LA, TO, TA significa, respectivamente, longitudinal 6tico, longitudinal acistico, transversal
6tico e transversal actistico

fase) e dticos (com oscilagoes fora de fase). Observa-se que o nimero de modos acusticos

e Oticos sao iguais.

Cada modo é definido por um autovetor e por sua autofreqiiéncia correspondente. No
presente sistema binario Q1D, o niimero de ramos acusticos e 6ticos, é um numero que
esta relacionado a quantidade de particulas na célula unitaria. O ramo transversal é uma
conseqiiéncia do fato que o sistema nao ¢ estritamente 1D mas Q1D, e que um potencial
de confinamento na direcao y estd presente. A Figura 32 mostra a relacao de dispersao

para varias densidades na configuracao de uma cadeia.

Observe que a autofreqiiéncia do modo transversal 6tico diminui com o aumento da

densidade. A explicacao para esse fato é mostrada na Figura 33. Observe que para bai-
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xas densidades (Figura 33(a)), as particulas estdao mais separadas ao longo da cadeia.
Portanto, quando essas particulas oscilam fora de fase, a forca de repulsao eletrostatica
tem, em cada particula, uma resultante na direcao perpendicular a cadeia (dire¢ao con-
finada). Essa forca resultante é maior a medida que a separagao entre as cargas diminui
(aumento da densidade)(Figura 33(b)). Logo, para uma pequena perturbacao na posigao
vertical das particulas, a oscilacao sera favorecida devido a forga de repulsao eletrostatica

na diregao perpendicular a cadeia.

Qo Qo ")
F'e
B\ | /F
o o o o

Figura 33: Esquema para densidade n} e ny (n): < nj). Observe que a forca de repulsdo
eletrostética resultante em (a) é menor que em (b).

O modo longitudinal 6tico sofre o comportamento inverso do modo transversal 6tico,
ou seja, a sua autofreqiiéncia aumenta com o aumento da densidade. Isto significa que para
baixas densidades e especialmente altos valores de x, uma particula sofre uma pequena
influéncia da repulsao eletrostatica da particula vizinha, ou seja, as particulas oscilam na
horizontal sem dificuldades. Quando a densidade aumenta, a forca eletrostatica é mais
intensa e, conseqiientemente, as particulas tém mais dificuldade de oscilar na direcao
nao confinada. O modo transversal actstico sempre tem autofreqiiéncia 1 para um vetor
de onda (k*) nulo. Isto indica que este é determinado basicamente pelo confinamento

parabdlico.
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Para o sistema estudado nesta dissertacao, o parametro de blindagem s tem um valor
elevado (potencial de curto alcance). Isso significa que, para baixas densidades, o modo
transversal 6tico coincide com o transversal actstico, pois a distancia entre particulas é
grande. Como conseqiiéncia disso, os modos de vibragao transversais dependem, nesse

caso, basicamente, do confinamento externo.

Uma caracterisitica interessante ocorre no ponto de transicao de uma para duas ca-
deias, o modo transversal dtico se transforma em longitudinal acustico (ver Figura 34).
Observe que, a medida que a densidade cresce, o modo transversal 6tico diminui, mas nao
se torna nulo no limite £* — 0. Isso s6 ocorre no valor de densidade correspondente a

transicao de uma para duas cadeias, confimando os resultados anteriores.
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Figura 34: Relagao de dispersao para a transi¢cdo de uma para duas cadeias.
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Nos limites da zona de Brillouin, observa-se um comportamento muito interessante

com relagao a velocidade de um pacote de ondas (velocidade de grupo), que é dada por:

dw

== (4.1)

Vg

A velocidade de grupo é a velocidade da transmissao de energia do meio. Nos limites da
zona de Brillouin, a velocidade de grupo é nula. Este comportamento é o esperado para
uma onda estaciondria. Portanto, para a equagao (3.9), por exemplo, a velocidade de

grupo seré dada por:

vy, = ycos(k*a®), (4.2)

v= [2a Z a%’?
J#n

e k = m/2a*. A curva esperadoa para essa espressao serd dado na Figura 35. Observe

onde v é uma constante dada por:

1.0
\Y
g
— 0.5+
Y
0.0 : } :
0.0 0.5 1.0

k*

Figura 35: Velocidade de grupo em fungao do vetor de onda.

que a Figura 35 descreve o que é esperado nos limites da zona de Brillouin, ou seja, surge

uma onda estacionéria.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, foram estudadas e analisadas as propriedades estruturais e dinamicas
de um sistema cléassico binario consistindo de particulas carregadas confinadas em um
canal bidimensional (temperatura Ta0). Particularmente, o sistema é composto de
particulas com carga q; = 1.0 e ¢ = 2.0 interagindo através de um potencial do tipo
Yukawa. A configuracao de equilibrio (menor energia), as transi¢oes de fase e o espectro
de fonons para tal sistema foram estudados. A configuracao de menor energia, bem como
os espectros de fonons sdo dependentes da densidade (n*) e do parametro de blindagem
(k). As estruturas que se formam surgem da competigao entre a repulsao eletrostatica e o
confinamento externo. Para baixas densidades e temperatura, as particulas se cristalizam
em uma Unica cadeia e com o crescimento da densidade ocorre uma transicao “zig-zag”,
(continua) e a tunica cadeia se divide em duas cadeias e uma surpreendente quebra es-
pontanea de simetria ocorre no sistema. As particulas com cargas ¢; e go se agrupam

em cadeia distintas. Com o aumento da densidade, outras configuragoes, com diferentes

nimeros de cadeias (quatro, sete e oito), sdo observados.

A configuracao de quatro cadeias foi observada em duas configuragoes distintas: no
primeiro caso, as particulas ndao estavam alinhadas na vertical (caso 1); no segundo,
estavam alinhadas na vertical (caso 2). Com relagdo a transi¢ao estrutural, observou-se
que a modificacao de duas cadeias para quatro cadeias (caso 1) ocorre através de uma
transicao “zig-zag” de cada uma das cadeias, acompanhadas por um deslocamento de a/4
ao longo do eixo X. As transigoes estruturais sao todas descontinuas (isto é de primeira

ordem), exceto a transigdo de 1 para 2 cadeias, a qual é continua (segunda ordem).

As varias estruturas observadas em funcao da variacao do alcance do potencial de
interacao e da densidade do sistema, poderam ser sumarizadas em um diagrama de fases

(k x n*).

Os modos normais do sistema foram calculados analiticamente e consistem em ra-

mos longitudinais e transversais. O numero de ramos acusticos é igual ao nimero de
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ramos Oticos e, por sua vez, ¢ igual ao niimero de particulas da célula unitaria no sistema.
Observou-se que a autofreqiiéncia do modo transversal ético diminui com o aumento da
densidade, pois para baixas densidades, as particulas se encontravam mais separadas ao
longo da cadeia e, com isso, a intensidade da forca de repulsao eletrostatica em cada
particula era pequena na dire¢ao perpendicular a cadeia (dire¢ao confinada). A inten-
sidade dessa forca resultante é maior a medida que a separacao entre as cargas diminui
(aumento da densidade). Logo, para uma pequena perturbagdo na posigao vertical das
particulas, a oscilagao era favorecida devido a forca de repulsao eletrostatica na direcao

perpendicular a cadeia.

A importancia do sistema apresentado neste trabalho serve como base na possibilidade
de aplicacoes tecnolégicas, como tem sido mostrado recentemente na literatura cientifica,
bem como no interesse e entendimento de transicoes de fase em fisica da matéria con-
densada. Apesar do carater tedrico e numérico do presente trabalho, diversos sistemas

experimentais podem ser descritos pelo modelo aqui considerado.
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APENDICE A - Energia por Particula das
configuracoes

metaestdvers

As expressoes da energia por particula dos arranjos propostos sao descritas abaixo.
Para configuragoes de duas, trés, quatro, seis, sete e oito cadeias foram propostos mais
de uma configuragao (como foi ilustrado na Figura 31). As distancias entre as cadeias
para o meio do canal, que sdo parametros variacionais), usados nos cédlculos da energia

por particulas das configuragoes metaestaveis sao:

G
ondei =1, 2, 3 e4. As densidades para as configuracoes de duas, trés, quatro, seis, sete
e oito cadeias sdo, respectivamente, dadas por: n = 2/a*, n = 2/a*, n =4/a*, n = 8/a*,

n = 8/a* e n = 8/a*.Portanto obtém-se o seguinte:

A.1 Duas Cadeias

Caso 2
n* = eI/ n* = exp|—2k4/(27 — 1)2 + c2/n*]
Eorr = (1+a%)— — +(1+a%)— +
217 ( )8]21 j ( )4]21 (2]—1)2+02
(A.1)

2

* —2k(27 — 1)/n*
an_z exp| H( j—1/n] ¢
2 — (25 — 1) n*2



A.2 Trés Cadetas 4

Caso 3

n* — 6_4"‘j/” * = exp] 2/4;\/ (25 — 1.5)2 + 2 /n*|
By = (1+a?)™% (1 n (
a1 = ( +Oz)8z j + a? 82 ]_1‘5> o +

7j=1 7=1

* 2

i exp| 2/4;\/ j — 0.5)2 cQ/n]) n Z exp[—2k(2j — 1) /n*n* ] c (A2)

+a— :
—0.5)2 + 2 (27 —-1) I

2 4
7j=1

n* = sexp|— 2%\/ (2 — 1.5)2+2/n]  exp[—2k+/(2j — 0.5)% + 2 /n]
Ty Z( V(2 — 1.5)2 + ¢ N V(25 —0.5)? + ¢2 >

J=1

Jj=1

n* i @—4f$j/n n* i exp| 4/1\/ Jj—0.5)2 4+ 2/n*|
= E j= V(=05 +¢
2

n* = [exp[—4r(j — 0.25)/n*] exp[—4k(j — 0.75)/n*] c
g 2 ( (G —0.25) * ]Zl G —0.75) )+ 2 (A.3)

* o= fexp[—4k\/(j — 0.25)2 4+ 2 /n*]  exp[—4k\/(j — 0.75)% + 2 /n*]
Z_; ( V(j —0.25)2 + 2 i V(j —0.75)2 + 2 >+

A.2 Trés Cadeias

Para trés cadeias, obtém-se:

n 0 e—4nj/n* n* a 6—253/71 exp 25\/ 2]—1 +402/n]
E3I:§Z . ? Z _Z +

‘= (25 —1)2 4+ 4c?

n* = [exp[—2r+/(j — 0.5)2 + c2/n*| . exp[—2k —1.5)24+c%/n*
O‘_Z< al \/(23_0.5)) / +Z o[ \/zjj_11.5)) /]+(A_4)

=< exp[—2r+/(2j — 0.5)2 + 2 /n*] 2c?
2 (2j —05) )+

Jj=1

J=1

n* exp|—4rc/n* n* = rerp[—2k+/(j — 0.5)2 + 2 /n*

<_ p[—4kc/ ])+a?;( Pl \/8_0,5)) + e/ (A5)
=~ exp[—2k+/(2) — 1.5)2 + 2/n*] = exp[—2k+4/(2) — 0.5)2 + 2 /n"] 2c?
2 (2j —1.5) 2 2/ —05) )+

j=1



A.8 Quatro Cadeias 85

A.3 Quatro Cadeias

Para quatro cadeias, obtém-se:

Caso 3

B N 0 p—Akj/n” n* L exp[—dr\/(j — 0.5)2 + 3 /n*]
Eyr=(1+ )8 ; ; + 3 ; N BT 4
i exp[—4f€\/(j —0.5)2 + (c1 4 2¢2)2 /n*]

s VG —05)2+ (¢ + 2¢5)?

N (eapl—4ry/( = 025) + &/n]

; ( Jo-0mrra

00 exp[—llfi\/(j —0.75)% + Z/n*]

jzl V02 + 3 )+

n* — exp[—4ry/(j — 0.5)% + 3/n"] n_*ea,‘p[—lll'i\/(j —0.5)% + 2 /n*]

i ; V= 05) 43 i VG052 + & )+

(20? -+ 401C2 -+ 402)

(A.6)

*2

S

A.4 Seis Cadeilas

Para seis cadeias, Obtém-se:
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n* = e~ 4Ki/n" n* = e 88/ 2 eap[—8ky/(27 — 1)2/16 + 2 /n*
Ey =& 2 Z ‘ _Z pl \/(J )?*/ 21/ ]
J 16 ey V(25 —1)2/16 + ¢3

& capl—8y /(% — 1PJAT G/
16; V(25— 1)2/4 + ¢
= rexp[—8k+/(j — 0.25)2 + (c1 + 2ca + c3)2/n*]
2 ( VG —0.25)2 4 (c1 + 2¢5 + ¢3)? "
exp[—8k+/(j — 0.75)2 + (c1 + 2¢o + 03)2/n*]>+

V(G —0.75)2 + (c1 + 2¢y + c3)?
agn_* = (exp[—Sf@\/(j —0.25)2 + (¢1 + 2¢2 + 2¢3)? /n’|

64 < V(5 —0.25)2 + (1 + 2c2 + 2c3)?

exp[—8k+/(j — 0.75)2 + (c1 + 2¢9 + 2¢3)%/n*]

V(§ — 0.75)2 + (1 + 2c2 + 2c3)?
exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢9)%/n*]

VG —025)% + (o1 + 2c3)?
exp[—8k+/(j — 0.75)2 + (c1 + 262)2/n*]>+

V(=075 + (&1 + 20)°

n* =1 sexp[—8ky/(j — 0.25)% + (ca + ¢3)%/n"]
“32 ; < V(G —0.25)2 + (¢ + c3)? i
exp[—8k+/(j — 0.75)2 + (c2 + 63)2/n*]>+
V(G —0.75)% + (ca + c3)?
Nl (ef’““p[—sw U —0257+ (a+a+aP/n],
32 = V(i —0.25)2 + (c1 + ¢ + ¢3)?

exp[—8ky/(j — 0.75)2 + (c1 + 2 + c;»,)Q/n*])+
\/<j —0.75)2 4 (¢1 + o + ¢3)?

n* — (cxp[=8r\/(j — 0.25)/4 + ¢ /n”]
"52 ; ( N -
exp[—8k\/(j — 0.75)? /4 + c%/n*])_'_

VG — 07524+ &

n* =L sexp[—8ky/(j — 0.25)2 + (c1 + ¢2)%/n"]
"3 ; < VG — 0252+ (c1 + 2)? "
exp[—8k\/(j — 0.75)2 + (c1 + 02)2/n*]>+

V(G —0.75)2 + (1 + ¢2)?

8
W(C% +2(0.5¢1 + ¢2)* 4+ 2(0.5¢1 + 5 + ¢3)?)

(A7)
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ot 2, e—4ki/n ,n* i e—8ri/n’ n* i exp[—8k\/(2j — 1)2/4 + 2 /n*]
j=1 J 16 j=1 \/(Zj —1)?/4+ ¢
o 5 e G ]
6 ‘= (25 —1)2+¢3
2" 3 (exp[_&f\/(J' —0.25)* 4 (c1 + 2¢2 + ¢3)* /] 4
32 ‘= V(j —0.25)2 + (1 + 22 + ¢3)?

exp[—8r\/(j — 0.75)2 + (¢ + 2¢2 + 5)°/n"] )+
VG — 0752 + (c1 + 2¢5 + c3)?
22N (ea:p[—&a/ (j — 0.25)2 + (c1 + 22 + 2¢3)%/n’"]
6445 V(G =025+ (e + 22 + 2¢5)?

exp[—8k+/(j — 0.75)2 + (c1 + 2¢9 + 2¢3)%/n] N
VG — 0.75)2 + (c1 + 2¢5 + 2¢3)2 (A.8)
exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢2)%/n*]
V(j —0.25)2 + (c1 + 2¢9)?
exp[—8k\/(j — 0.75)2 + (c1 + 262)2/n*]>+
VG = 0.75)2 + (c1 + 265)2
n* o= ferp[—8k+/(j — 0.5)2/4 + (ca + ¢3)2/n*]
D ey

exp[—8k+\/(j — 0.5)% + 3 /n’] n* =~ rexp[—8kr\/72/4 + (c1 + ca + c3)2/n’]
\/<j_0~5)2+cg ) +a16jzl< \/j2+<01+02+03)2 i
1 exp[—8k(ci +co + 03/n*]> S = <exp[—8/§\/j2/4 + (1 + ¢2)?/n*]

2 (1 + 2+ cs 16 = \/j2/4 + (c1 + ¢2)?

8
> + W(C% + 2(0501 + 62)2 + 2(0501 + co + 63)2)

Jj=1

J=1

1exp[—8k(ci + ) /n7]
2 (c1+ )
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Caso 3
n* = e85/ n* = e 8 g SN eap[—8ky/(j — 0.5)2 + 3 /n*
EMH_E +OPEZ ' 1_62 pl \/(J 2) 21/ ]+
~ J p VG =052+
o i exp[=8k+/(j — 0.5)* + 3/n’|
16 < V(i —0.5)2 + 3
-8 —0.5 2 2/n*
**aw_zefﬂp /(G —05) + (e 20 + ) /]

16 o V(G —0.5)2+ (c1 + 2¢ + ¢3)?

a2n_* f: (exp[—Sfi\/jQ + (1 + 2¢2 + 2¢3)2 /n| N exp[—8k+/72 + (c1 + 2¢2)2 /n*]
16 <= V72 =+ (c1 + 2c3 + 2¢3)? Vi (1 + 2¢9)?

1exp[—8k(ci + 2¢5 + 2¢3)/n"] | 1eap[—8k(cr + 202)/n*]>

2 (Cl + 262 + 203) 2 (Cl + 202)

n exp[—8k —0.5 co +c3)2/n*
N Z ( %f SnEIvEmL N
exp| —8f-@\/j2 + (a1 +@)?/n*]  1exp[—8k(ci + cz)/n*]>
V32 + (e1+ e)? 2 (1 +¢2)
n* o exp[=8k+/(j — 0.5)2 + (c1 + 2¢5)? /7]
16 < VG —0.5)2 + (¢1 + 26,)?
<e:cp[—8/£\/j2 + (c1+ e +¢3)*/n] | Leap[—8k(er + 2+ 63)/n*]>+
- V72 + (e + oo+ c3)? 2 (c1+ ¢2 + c3)
<exp[—8w (j =052 +d/n]
1 j=1 \/(] —0.5)2 +¢3
exp[—8k~/j2 + & /n*] 1 exp| 8/103/n*]>+
\/JT 2 C3
n* o= exp[—8ky/j2 + & /n’] 1 exp[—8kcy/n*|

o—

163,:1 \/ 72 —|—c 2 C2

(A.9)

5?3* <
Nar ]

<
Il

«

N
K

(]

a”—* > (exp[—8n\/ J—0.5)2+ (¢ + cz)z/n*])_i_
16 < V(i —05)2 + (1 + c2)?
20 i exp[—8k\/(j — 0.5)% + (c1 + 2¢2)2/n*]
16 V(G —0.5)2+ (1 + 2¢2)2
02 S copl=8my /G 08P o + 2oa 200
=1 V(7 = 0.5)2 + (c1 + 2¢2 + 2¢3)?
S =85/ G U (et 3o 2|
16 V(G —0.5)2 + (c1 + 22 + 2¢3)?
16

m(o 2561 + 2(0 501 -+ CQ) + 2(0501 + co + 63)2)



A.5 Sete Cadeias

A.5 Sete Cadeias

89

Para sete cadeias, obtém-se

Caso 2
n* e—Snj/n* n* 0 6—8n(j—2/3)/n* n* 0 e—&%j/n*
E E _— - 27
T 16; J +32; j—2/3 +0‘162 I
n* i exp[—8k+\/(j — 0.25)2 + 2 /n] N n* Z exp[—8k\/(j — 0.75)2 + c%/n ]
G4 jompeq 1 VG0
¥ — —8  —0.5)2 + 2 *"" -8 —0.5)2 + 4¢3
O‘2T6Zexp[ “\/‘(J 2) —1—203/n]+7§_2zexp Ky (j )? + Cl/”]
o V(i —0.5)2 + ¢ o
,n*

VG —05)2 + 48
2 Z exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (2¢1 + 2¢2 + ¢3)%/n*]

32 = \/(j — 025)2 + (201 + 202 + 63)
on* — exp[—8k/(j — 0.75)% +
+ « 3 Z

(2¢1 + 265 + ¢3)%/n”]
=1 vV (j = 0.75)% + (2¢1 + 2¢2 + ¢3)?
a5 eapl5ey/ TP e T e ]
64 <

VG —0.25)2 + 4(c; + 2 + c3)
(i cxpl 8%\/ R CE R
j=1 V(= 0.75)% +4(cr + cp + ¢3)? 10
wp[—8k+/(j — 0.25)2 + 4(cy + ¢2)2 /n]+ (A.10)
VG — 0252 + 4(c; + c5)?

(55 e GO (o o]
2\ & VG — 01252 + (cz + c3)

Mg

= L

WE

o

w

x 0

n

32
+ (c1+ o+ c3)?/nt
N i <c1(+1 0 03>23) .
exp[—8k+/(j — 0.625)2 + (c1 + o + c3)2/n*]>+
V(j —0.625)%2 + (c1 + o + ¢3)2
n*

— exp[—8ky/(j — 0.375)?
55102

Q
VR
]
Q)

zp[—8k~/(j — 0.875)
= V(5 — 0.875)2

-+ (CQ —+ 03)2/71*]
+ (CQ + 03>2 >+
zp[—8k+/(j — 0.375)?
; V(i —0.375)2

*

Dﬁmg

3

j_

J=1

+ (Cl + 02)2/n*]+

= VG = 03752 + (c1 + 2)2

= exp| S/Q\/ (7 —0.625)%2 + (c1 + c2)%/n’|
; j — 0625) + (Cl + 02)2 >+
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g_; i exp[—S\/;E/(i ;;;75)2 4'203/”*] . a% i exp[—&i\/‘(i — 0.62;5)2 _zcg/n*] i
j=1 J 375)% + ¢35 j=1 \/(J 0.625)% + ¢
o i exp[—8k\/(j — 0.625)% + (21 + 2 + ¢3)? /n”]
16 < vV (j —0.625)% + (2¢1 + ¢2 + ¢3)?
an—* i exp[—8k+/(j — 0.375)2 + (2c1 + ¢3 + ¢3)* /n]
3245 V= 0.375)2 + (2c1 + ¢3 + c3)?
o1 capl—8ry/G — 0T+ der T /],
64 V(i —0.75)2 + 4(c1 + ¢9)?

16
(c% + (e1 4+ ca)® + (e1 4+ ca + 03)2>

A.6 Oito Cadeias

Para oito cadeias, obtém-se:

Caso 2
Buur = (14 0*) % fj S S = A
J = V(j —0.5)2 + ¢
n* = exp| —8/1\/ (j—0.25)2+c2/n*]  n* = exp[—8k\/(j — 0.75)% + (1 + c2)2/n’]
32 = V(j —0.25)2 4 ¢ 32 ; V(G —0.75)2 + (1 + ¢2)?
n* o exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢2)? /n*]
64 = VG —0.25)2 4 (¢1 + 2¢,)?
n* = exp| 8/<o\/ J—0.75)2 4 (¢1 + 2¢9)%/n*]
64 ; V(G —0.75)2 + (c1 + 2¢)?

(A.11)

2" Z exp[—8k\/(j — 0.5)% + ci/n]
16 VG =052+

2 i exp[—8k+\/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢2 + 23 + c4)?/n*]
32 = V(5 —0.25)2 + (1 + 202 + 2c3 + ¢4)?

2 Z exp[—8k\/(j — 0.75)2 + (c1 + 2¢o + 2c3 + 04)2/n*]+
32 V(G —0.75)2 + (1 + 2¢9 + 2¢3 + ¢4)?

2n* = exp| 8/<o\/ J —0.25)2 + (¢1 4 2¢2 + 2¢5 + 2¢4)% /0]

64 j=1 j — 025) (Cl —+ 262 -+ 203 -+ 2(34)2
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e}

215 explo8n /G = TSP (o 200 + 3y 1 2007 ]

64

j=1
o0

V(G = 0.75)2 + (1 + 2¢2 + 2¢3 + 2¢4)?

Rl expl—8k1/(j — 0.25)2 + (c1 + 2¢5 + 23)% /0]

64

=1

\/(] - 025)2 + (Cl -+ 202 —+ 203)2

n* exp[—8k\/j2 + (c3 + c4)?/n*]

21" i eap[—8k+/(j — 0.75)% + (c1 + 2c5 + 2¢5)° /0]

\/(J' —0.75)2 + (¢1 + 2¢9 + 2¢3)?

J=1

e erplSiea + o))
N/ e 2 (ata)

“16

j=1

x* OO

i i exp[=8ry/(j — 0.5)° + (2 + e + ca)?/n’] +

V= 05)2+ (c2 + c3 + ¢4)?

“16

j=1

n Z exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (c1 + c2 + 3 + ¢4)?/n’]

+

V(G —0.25)2+ (¢; + c2 + c3 + ¢4)?

n* = exp[—8k+\/(j — 0.75)% + (c1 + ca + c3 + c4)%/n*]

“16
6=

\/(] - 075)2 -+ (Cl + Co + C3 + 04)2

n* — e:Cp[—S/i\/(j —0.25)2 4 (c1 + 2¢2 + c3 + ¢4)? /0]

a_
32

V(G = 0.25)% + (e1 + 22 + ¢3 + c4)?

“32

j=1

n* i exp[—8k\/(j — 0.75)2 + (c1 + 2¢2 + ¢3 + ¢4)2 /0] N

\/<] - 075)2 + (Cl -+ 202 + C3 + C4>2

“16

Jj=1

n* i exp[—8k\/(j — 0.5)% + 3 /n’]

V=052 +4

a(n* i exp[—8k+/j2 + (c2 + 3)%/n*]

16

j=1

n* capl-8n(cs + c5) /]
V2 + (ca + c3)? 32 (co + c3) >+

16

=1

x OO

R L VL ) R CEPR T

V(5 = 0.25)2 + (e1 + c2 + ¢3)?

“T6

j=1

¥ OO

n Z exp[—8k\/(j — 0.75)2 + (c1 + c2 + ¢3)%/n’] i

V(= 0.75)2 + (c1 + c2 + ¢3)?

“16

Jj=1

n Z exp[—8k+/(j — 0.25)2 + (1 + 2¢2 + ¢3)2/n*]

+

V(G —0.25)2 + (1 + 2¢o + c3)?

n* — exp[—&f\/(j —0.75)%2 + (c1 + 2¢2 + ¢3)?/n’]

“16
6 =

\/(.] - 075)2 + (Cl + 202 —+ 63)2

16
W <0.25C% + (0.501 + Cco + Cg)2 + (0.501 +co +c3+ 64)2>
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