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Resumo

Neste trabalho investigamos diversos fenomenos de transporte tendo lugar através de
meios irregulares por meio de simulacao computacional. Inicialmente, tratamos do efeito
da desordem critica em redes percolantes de poros sujeitas & difusao e reacao quimica.
Verificamos a existéncia de trés regimes distintos, determinados pelo parametro adimen-
sional ¢ = D/(K1?), onde D ¢é a difusdo molecular, K o coeficiente de rea¢ao quimica e [
um comprimento caracteristico. Para valores baixos de &, o fluxo de reagente que penetra
a rede obedece & relacdo de escala classica, ® ~ LEY/2. Para valores intermedirios de
¢, a influéncia da morfologia fractal do agregado de percolacao resulta em um regime
anémalo, ® ~ L*2¢° com um expoente 3 ~ 0.34. Para valores altos de &, o fluxo de
reagente atinge um limite de saturacao, ®g,;, € escala com o tamanho do sistema na forma
Dy ~ L, onde a ~ 1.89 corresponde & dimensao fractal do agregado incipiente de per-
colagdo. Em uma segunda etapa do trabalho, analisamos o efeito da geometria irregular
na desativagao seqiiencial de uma interface acessada por difusdo. Aplicando o conceito
de zona ativa, propomos uma, conjectura que se constitui numa extensao do teorema de
Makarov. Na terceira parte deste trabalho, investigamos o transporte estacionario de
calor no escoamento de um fluido através de um tubo bidimensional, cujas paredes sao
interfaces irregulares. Mais uma vez, utilizando o conceito de zona ativa, investigamos o
efeito da geometria da interface na eficiéncia de troca térmica do sistema em diferentes
condicoes difusivo-convectivas. Em condig¢oes nas quais o mecanismo de transporte domi-
nante é a conducao, a comparacao entre os resultados dos tubos liso e rugosos indica que
o efeito da rugosidade é quase desprezivel sobre a eficiéncia de dispositivos de transporte
de calor. Por outro lado, quando a convecgao torna-se dominante, a rugosidade passa a
ter um papel importante e, em geral, o fluxo de calor e o comprimento da zona ativa au-
mentam com a rugosidade da interface de troca. Finalmente, mostramos que esse iltimo
comportamento estd relacionado com as zonas de recirculacao, presentes nas reentrancias
da geometria fractal.



Abstract

In this work, we investigate different transport phenomena through irregular media
by means of numerical simulations. Initially, we study the effect of the critical percolation
disorder on pore networks under diffusion-reaction conditions. Our results indicate the
existence of three distinct regimes of reactivity, determined by the dimensionless parame-
ter ¢ = D/(KI?), where D is the molecular diffusivity of the reagent, K is its chemical
reaction coefficient, and [ is the length scale of the pore. At low values of £, the flux
of the reacting species penetrating the network follows the classical scaling behavior, na-
mely & ~ LEY2. At intermediate values of £, the influence of the fractal morphology of
the percolating cluster results in an anomalous behavior, ® ~ L®/2¢% with an exponent
0 ~ 0.34. At high values of £, the flux of the reagent reaches a saturation limit, ®g,,
that scales with the system size as &g, ~ L, with an exponent o ~ 1.89, correspon-
ding to the fractal dimension of the sample-spanning cluster. In the second part of this
work, we study how the irregularity of the geometry influences the sequential deactivation
of an interface accessed by diffusion. By using the notion of active zone, we propose a
conjecture which constitutes an extension of Makarov theorem. In the third part, we
investigate the steady-state heat transport in a fluid flowing through a two-dimensional
channel whose walls are irregular interfaces. Once more, we apply the notion of active
zone to investigate the effect of the interface geometry on the heat exchange efficiency of
the system for different conductive-convective conditions. Compared with the behavior
of a channel with smooth interfaces and under conditions in which the mechanism of heat
conduction dominates, the results indicate that the effect of roughness is almost negligible
on the efficiency of the heat transport system. On the other hand, when the convection
becomes dominant, the role of the interface roughness is to generally increase both the
heat flux across the wall as well as the active length of heat exchange, when compared
with the smooth channel. Finally, we show that this last behavior is closely related with
the presence of recirculation zones in the reentrant regions of the fractal geometry.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, o estudo de fendmenos de transporte em meios irregulares (natu-
rais ou artificiais) é considerado um tema de pesquisa de grande relevancia por causa
de suas iniimeras aplicagoes tecnoldégicas e industriais, que abrangem areas tao distintas
como meio ambiente, engenharia quimica e civil, biomedicina, geofisica, etc [1, 2]. O
desenvolvimento de técnicas de modelagem para a descricao de fen6menos de transporte
em meios irregulares representa hoje um verdadeiro desafio cientifico, principalmente de-
vido as limitagOes inerentes dos paradigmas classicos pseudo-homogéneos |3, 4]. Esses
modelos macroscopicos podem incorporar somente de maneira implicita as caracteristi-
cas geométricas dos meios desordenados reais [1|. Por exemplo, em catélise, o método
de modelagem padrao encontrado na literatura é considerar a particula catalitica como
um sistema homogéneo, onde reagentes e produtos podem se difundir (difusdo molecular

ou de Knudsen) e reagir de acordo com um dado coeficiente de transporte efetivo e um

mecanismo intrinseco de reacao quimica.

O formalismo difusivo classico, valido somente para geometrias ditas Euclidianas, nao
pode ser utilizado como uma representacdo macroscopica para fendmenos de transporte
em alguns tipos de sistemas desordenados. No caso de certas espécies de meios porosos,
as limitacoes dessa teoria de transporte tradicional podem ser explicadas em termos de
um heterogeneidade estrutural intrinseca da geometria complexa do espago de poros,
causando modificagoes relevantes no comportamento difusivo do sistema. Esse desvio
com relagao ao comportamento cléssico é comumente conhecido como difusao anémala
e ocorre usualmente na forma de regime subdifusivo [5, 6]. Em um estudo recente [7],
por exemplo, o problema de difusdo e reacdo quimica em redes percolativas criticas [6]
foi investigado. Os resultados provenientes de simulagdes em larga escala indicam que,
no regime de escala associado ao processo reativo-difusivo, a efetividade de catalisadores
porosos reais pode ser largamente subestimada se o aspecto auto-similar do espago de

poros nao for levado em consideragao.
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Sob um prisma conceitual mais abrangente, o problema de difusao e reacao quimica em
geometrias irregulares (como, por exemplo, em redes de poros desordenadas, agregados
e superficies fractais e espagos de poros fractais) e suas conseqiiéncias imediatas sobre
as propriedades reativas de catalisadores porosos, tém sido amplamente estudados [8,
9, 10, 11, 12|. Ao nivel mesoscopico, em particular, o papel da forma do poro ou da
morfologia da superficie reativa sobre as difusividades e reatividades globais do catalisador
tém também sido objeto de interesse da comunidade cientifica [13, 14]. Vale citar que
modelos fractais tém sido freqiientemente utilizados como uma descricao mais realistica
de geometrias rugosas complexas, principalmente no estudo de difusividade de Knudsen
e na reatividade de poros irregulares [15, 16, 17]. O conceito de fractalidade tem também
aplicacoes na modelagem da geometria de superficies de varios materiais desordenados,

incluindo suportes cataliticos e adsorventes porosos |18].

Apesar de todos esses estudos, ainda hé controvérsias acerca do efeito da acessibilidade
nao-uniforme de sitios ativos em uma superficie irregular. Devido a efeitos de screening,
mesmo se considerassemos os sitios ativos espacialmente distribuidos de maneira uniforme
na superficie, as regioes correspondentes a protuberancias apresentariam alta eficiéncia
em detrimento das partes profundas dos fiordes que sao de acesso muito mais dificil. Em
conseqiiéncia, sob certas condicoes controladas por difusao, a eficiéncia da superficie pode
ser substancialmente diferente daquela esperada levando-se em conta somente sua ativi-
dade nominal. E o que se verifica, por exemplo, em eletroquimica, com o beneficio da
disponibilidade de evidéncias experimentais diretas. A atividade nao-uniforme durante
o transporte linear através de interfaces irregulares de eletrodos é passivel de explicacao
em termos de um efeito de screeming. A pesquisa nessa drea vem se desenvolvendo in-
tensamente em anos recentes [19, 20| e tem se voltado fundamentalmente & introducao,
ao calculo e a aplicacao do conceito de zona ativa em transporte Laplaciano através de

interfaces irregulares.

Portanto, o presente estudo justifica-se pelas enormes potencialidades das técnicas
computacionais de modelagem e simulacao que desenvolvemos, testamos com sucesso e
pretendemos utilizar e estender. E importante salientar o grande interesse fundamental e
aplicado (tecnologico) acerca dos materiais e temas que selecionamos. Sob um ponto de
vista mais macroscopico, o nosso interesse neste estudo é investigar o efeito da desordem
critica em redes de poros sujeitas a difusao e reacao quimica. Subseqiientemente, em uma,
escala mais microscopica, procuraremos elucidar o efeito da geometria irregular sobre a

atividade de superficies absorvedoras em sistemas Laplacianos.
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No capitulo 2, introduzimos conceitos basicos tradicionalmente utilizados como fer-
ramentas na investigacao dos fenomenos de transporte em meios irregulares, a saber, a
teoria da percolacao, leis de escala e fractais. Além disso, apresentamos ainda uma breve

discussao sobre o expoente de difusao anomala.

No capitulo 3, investigamos as propriedades de escala da eficiéncia catalitica de redes
porosas bidimensionais no ponto critico de percolagao. Mostramos, com o uso de simula-
¢oes computacionais, que a anélise de escala de tamanho finito do sistema percolativo é
compativel com um argumento de escala que descreve a dependéncia da eficiéncia com o

tamanho do sistema e as condicoes reativo-difusivas.

No capitulo 4, investigamos a desativacao seqiiencial de uma interface irregular aces-
sada por difusao. Aplicando o conceito de zona ativa, propomos entao uma conjectura

que se constitui numa extensao do teorema de Makarov.

No capitulo 5, aplicamos o conceito de zona ativa para investigar o transporte esta-
cionario de calor no escoamento de um fluido através de um tubo bidimensional, cujas
paredes sao interfaces irregulares. Por meio de simulagoes computacionais, investigamos
o efeito da geometria da interface na eficiéncia de troca térmica do sistema em diferentes
condicbes difusivo-convectivas. Quando comparados ao comportamento de um tubo liso e
em condicoes nas quais o mecanismo dominante é a convecgao, nossos resultados mostram
que a atividade da interface pode ser consideravelmente subestimada, se as particularida-

des da geometria irregular nao forem consideradas adequadamente.

Por fim, no capitulo 6 apresentamos conclusoes gerais acerca do trabalho que desen-

volvemos, bem como sugestoes e perspectivas para trabalhos futuros.
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2  CONCEITOS BASICOS

No presente capitulo, pretendemos revisar alguns dos aspectos béasicos das técnicas que
foram empregadas na abordagem dos problemas de fendémenos de transporte em meios
irregulares, temas dos capitulos seguintes. Na secao 2.1, tratamos dos fractais, dando
énfase as propriedades que os distinguem dos objetos tradicionais da geometria Fuclidiana.
Na secao 2.2, discorremos sobre a teoria da percolacao e as leis de escalas envolvidas em

tal processo. Por fim, na secao 2.3, abordamos brevemente a difusao anémala.

2.1 Fractais

O termo fractal foi criado por Mandelbrot inspirado na palavra latina fractus, que
significa fragmentado ou irregular, para designar objetos que sdo demasiadamente "rugo-
sos" para serem adequadamente descritos pelas formas regulares da geometria Fuclidiana.
Em seu célebre livro Les Objects Fractals, Mandelbrot descreveu um fractal como "um
conjunto para o qual a dimensao de Hausdorff-Besicovitch é estritamente superior a sua
dimensao topologica". Embora a definicao de dimensao de Hausdorff-Besicovitch s6 seja
abordada mais adiante, o que importa aqui é que essa definicao, apesar de correta e
precisa do ponto de vista matematico, acaba nao sendo satisfatoria por excluir alguns
fractais. Assim, posteriormente, Mandelbrot tentou outra defini¢do, pouco rigorosa e que
simplesmente faz referéncia ao aspecto auto-similar de tais objetos: "um fractal é uma
forma composta por partes que, de alguma forma, sdo similares ao todo" [21]. Mesmo
sem uma definicao definitiva para o termo, é certo que as defini¢oes anteriores abordam
duas propriedades caracteristicas dos fractais: (i) dimensao fractal, em geral, ndo-inteira

e (ii) auto-similaridade ou invariincia de escala.

Para ilustrar tais propriedades, apresentamos na Fig. 1 a curva de Koch. A simples

observacao do esquema de construcao desse fractal evidencia o seu aspecto auto-similar,
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Figura 1 As seis primeiras geracdes da curva de Koch. O iniciador (ndo mostrado) é um segmento
de reta unitario. Em cada iteracdo, o terco intermediario de cada segmento de reta é substituido pelos
outros dois lados de um tridngulo equilatero, de tal forma que, na n-ésima geracido, o comprimento
da curva é dado por L(n) = (4/3)"™. O fractal matematico é obtido quando n — oo e tem um
comprimento infinito.
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uma vez que torna-se evidente que ele é formado por quatro copias dele mesmo, reduzidas
em 1/3, cada uma delas também consistindo de outras quatro copias menores e assim
sucessivamente. Outro aspecto interessante desse objeto é que, ao contrario de um seg-
mento de reta, que é liso, o seu contorno é extremamente rugoso, exibindo irregularidades
que persistem até escalas de comprimento arbitrariamente pequenas. Como conseqiiéncia,
mesmo ocupando uma porcao finita do plano, esse fractal mateméatico tem um compri-
mento infinito. Mais adiante, veremos que essa propriedade, incompativel com um objeto
Euclidiano, esta relacionada ao fato de sua dimensao fractal ser superior a sua dimensao

topologica.

Convém ainda acrescentar que a curva de Koch pertence a uma categoria de fractais
denominados fractais deterministicos. Esses objetos sdao auto-similares no sentido mais
rigoroso da palavra, sendo claramente compostos por partes que sao réplicas menores de
si mesmos. Entretanto, existe ainda outra categoria de fractais, denominados de fractais
estatisticos, para os quais a auto-similaridade se manifesta apenas de forma estatistica, nao
podendo ser "visualizada" como no exemplo da curva de Koch. Um exemplo de fractal
estatistico é o agregado incipiente de percolacao, que seré discutido na secao 2.2.1. Fractais
estatisticos sao extremamente tteis na modelagem de fendmenos naturais, pois o mundo
em que vivemos é rico em formas fractais (naturais ou produzidas pelo ser humano), a
grande maioria das quais possui algum grau de desordem aleatéria. Sdo quase incontéaveis
os exemplos dessa categoria de fractais, dentre os quais podemos citar: o contorno de um
litoral, a trajetéria de uma particula em movimento Browniano, montanhas, precos de

comodites, os bréonquios, o sistema circulatorio, etc.

2.1.1 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

Essencial ao estudo dos fractais é o conceito de dimensao fractal. A fim de se obter
tal dimensao, é de fundamental importancia a nocao de medida de um conjunto de pontos
no espago. Uma forma simples de se obter essa medida ¢ dividindo o objeto a ser medido
em pequenos compartimentos de tamanho 9, conforme exemplificado na Fig. 2. Podemos,
por exemplo, associar um comprimento a essa curva, se encontrarmos o numero N (9) de
compartimentos unidimensionais em que a mesma pode ser dividida. Para uma curva

"lisa" (sem irregularidades), esperamos que N(J) = Ly/J, onde Ly é o comprimento da
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Figura 2 Medidas de uma curva "lisa" por compartimentos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais de tamanho 0 (Feder 1988).

curva. Portanto, o comprimento dessa curva pode ser obtido pela expressao

6—0 6—0

L =lim N(§)§ = lim <%) § = Lod° = Ly.

Assim, no limite 6 — 0, a medida L tende assintoticamente ao comprimento da curva e

torna-se independente de 9.

Seguindo o mesmo raciocinio, se considerarmos a area 02 dos compartimentos bidi-
mensionais, conforme mostrado na Fig. 2, verificaremos que a &rea desse objeto é dada

por

6—0

A= N(6) 6* = lim (%) 6 = lim Lod = 0.

De forma semelhante, temos para seu volume

V = N(6) 6° = lim (%) 5 = lim Lod* =0

6—0

Assim, para uma curva bem comportada, a inica medida de interesse é o seu comprimento,

pois a sua area e o seu volume sao nulos.

Se considerarmos agora o conjunto de pontos representado pela superficie mostrada
na Fig. 3, verificaremos, utilizando um procedimento semelhante, que a medida de sua

area pode ser expressa por

A= N(§) 6 =lim (—0) 0* = lim Agd” = Ap.
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Figura 3 Medidas de uma superficie "lisa" empregando-se compartimentos unidimensionais, bidi-
mensionais e tridimensionais de tamanho ¢ (Feder 1988).

Por outro lado, a medida de seu volume é dada por

A
= 3_ 1 —0 3: 1 1:
V = N(0) o _(1513(1] (52) 0 (lsli%Ao(s 0,

que, como esperado, é nula para 6 — 0. Da mesma forma, podemos associar um compri-

mento a essa superficie, o qual pode ser expresso por

. BERT AO T —1
L=N(5)§ =lim <§) 6 = lim Agd ™.

Tal comprimento diverge quando J se torna arbitrariamente pequeno, o que é um resultado
aceitavel, ja que é impossivel cobrir uma superficie com um niimero finito de segmentos
de reta. Conseqiientemente, a tinica medida 1til para uma superficie bem comportada,

como a apresentada na Fig. 3, é a sua area.

A nocao de medida que acabamos de discutir contempla apenas os casos usuais em que
a dimensao do conjunto medido é inteira. Essa dimensao inteira é a chamada dimensao
topolégica (Dr) e intuitivamente a associamos ao nimero de varidveis independentes
necessarias para descrever um dado conjunto, sendo, por exemplo, Dy = 1 para um
segmento de reta, Dy = 2 para um retangulo e Dy = 3 para um cubo. No entanto,
a existéncia de objetos dotados de uma estrutura complexa, como é o caso da curva de
Koch, a qual tem dimensao topologica 1 mas um comprimento que diverge, nos sugere a
necessidade de buscar uma generalizacao do conceito de medida e, conseqiientemente, de

dimensao.

A dimensao de Hausdorff-Besicovitch (D) de um conjunto S é a dimensao critica para
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a qual a medida M; muda de zero para infinito:

My(S) = lim N(5) 6% = { 0, d>D (2.1)
=0 oo, d<D

onde N(0) é o nimero de compartimentos de tamanho § em que o conjunto S ¢ dividido

[21]. A quantidade M,(S) é denominada a medida d do conjunto S e seu valor, em geral,

é finito, mas pode assumir qualquer valor real ndo-negativo, ou mesmo infinito. Devemos

notar ainda que a dimensao DD é uma propriedade local, pois mede a propriedade do

conjunto S no limite em que o tamanho § dos compartimentos tende a zero.

Retornando ao exemplo da Fig. 3, podemos verificar que, para uma superficie "lisa" ,
D = 2. De igual modo, D = 1 para uma curva "lisa" e D = 3 para um cubo ou
uma esfera, por exemplo. Portanto, para objetos Fuclidianos, a dimensao de Hausdorff-
Besicovitch coincide sempre com a dimensao topologica. Contudo, veremos a seguir que,

para fractais, em geral, D é um niimero nao-inteiro e superior a Dy.

2.1.2 Auto-similaridade e dimensao de similaridade

Conforme ja comentado anteriormente, a auto-similaridade designa a proprie-
dade pela qual um conjunto é formado por partes que tenham alguma semelhanca com
o todo. De acordo com Mandelbrot [22], uma maneira mais formal de expressar a auto-
similaridade, é a seguinte: "Um conjunto finito de pontos S do espaco Fuclidiano é dito
auto-similar em relacdo aos fatores r;, se puder ser repartido em N subconjuntos §;, tais
que cada um dos S; seja congruente a S por um fator ;". A palavra congruente significa
que, além de reduzido, o conjunto pode ser girado, transladado ou refletido para obter os
S;.

Um exemplo ¢ a curva de Koch, mostrada na Fig. 1, pois pode ser dividida em N =4
partes congruentes, reduzidas por um fator » = 1/3. Mas a auto-similaridade ndo é uma
propriedade exclusiva dos fractais, pois os objetos Fuclidianos também podem ser auto-
similares. Um quadrado, por exemplo, pode ser dividido em N = 9 partes congruentes,
reduzidas por um fator »r = 1/3. E ainda importante ressaltar que a operacio de auto-
similaridade nao é tinica para cada conjunto. Considerando o quadrado novamente, é ficil
verificar que podemos dividi-lo em qualquer nimero inteiro N = (1/r)? de partes, onde
r & o fator de redugdo. O mesmo acontece com um cubo, para o qual N = (1/r)3, e um

segmento de reta, para o qual N = (1/r).

A propésito, o fato de existir uma relacao entre o fator de escala r e o nimero N
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de partes congruentes em que o objeto original pode ser dividido, enseja a defini¢ao de
uma dimensdo propria para tais objetos, a chamada dimensao de similaridade (Dg). De
fato, a generalizacao da relagao entre r e N para objetos auto-similares nos conduz a uma

expressao na forma N = (1/r)Ps, de onde podemos encontrar que
Dgs =1log(N)/log(1/r). (2.2)

Para fractais auto-similares (deterministicos), a dimensao de Hausdorff-Besicovitch é igual
a dimensao de similaridade, razao pela qual passaremos a representar a dimensao de

similaridade simplesmente por D.

Agora, aproveitando a simplicidade da Eq. (2.2), podemos prontamente calcular a
dimensao fractal de alguns objetos auto-similares. Comecemos pelos objetos tradicionais.
Conforme ja comentado, um segmento de reta pode ser dividido em N partes congruentes,
cada uma das quais reduzidas por um fator » = 1/N, logo, sua dimensdo fractal é D =
logN/logN = 1. Analogamente, podemos verificar que para um quadrado D = 2 e para

um cubo D = 3. Como esperado, para esses objetos D = Dr.

Para o caso dos fractais, podemos comecar examinando o triangulo de Sierpinski,
mostrado na Fig. 4. Como podemos observar, esse objeto pode ser dividido em N = 3
partes congruentes, reduzidas por um fator » = 1/2, logo, tem dimensao fractal D =
log3/log2 ~ 1.58. Analogamente, para o conjunto de Cantor, mostrado na Fig. 5, podemos
encontrar D = log2/log3 =~ 0.63, enquanto que para a curva de Koch, D = log4/log3 ~
1.26.

Apobs esses calculos, é possivel ter uma idéia intuitiva do significado da dimensao
fractal. Podemos entendé-la como uma medida de quao irregular o conjunto é, ou de
quanto ele preenche o espaco em que estd imerso. A dimensdao do conjunto de Cantor,
por exemplo, esta entre 0 e 1, o que significa que, embora ele nao seja capaz de preencher
completamente uma reta, é ainda mais denso do que um conjunto de pontos. Por outro
lado, a curva de Koch, cuja dimensao topolégica é 1, tem um contorno tao irregular
que, embora nao preencha o plano, é certamente mais denso do que um segmento de
reta liso, portanto, é esperado que sua dimensao fractal seja intermediaria entre o valor

correspondente a uma reta e um plano.

Uma extensdo da auto-similaridade é o conceito de auto-afinidade [22]. Nessa situagio
mais geral, as contragoes podem ser nao-isotropicas, i.e., os fatores de contragao r; podem
ser diferentes ao longo de cada direcdo ortogonal. Conseqiientemente, a Eq. (2.2) deixa

de ser valida e a dimensdo de similaridade passa a ser definida [21] como o valor Dg para
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Figura 4 Esquema de constru¢do do tridngulo de Sierpinski. O iniciador € um tridngulo "cheio". O
gerador elimina o tridngulo central. O mesmo procedimento deve ent3o ser aplicado recursivamente
aos trés triangulos restantes. No limite em que o nimero de iteracdes tende a infinito, obtemos o
fractal matematico com D = log3/log2 ~ 1.58.

Figura 5 Construcdo do conjunto de Cantor. O iniciador é um segmento de comprimento unitario. O
gerador elimina o terco central do segmento. O procedimento se repete em cada um dos segmentos
resultantes, até que, no limite em que o nimero de iteracdes tende a infinito, obtemos o fractal
matematico para o qual D = log2/log3 ~ 0.63.
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o qual
d orPe=1 (2.3)

Se os fatores de contracdo forem iguais, ou seja, r; = r, para todo i, a Eq. (2.2) pode ser

recuperada da Eq. (2.3).

2.1.3 Meétodo de contagem de caixas

Embora a definicao de dimensao de Hausdorff-Besicovitch nos capacite a deter-
minar a dimensao de fractais matematicos, como é o caso dos fractais deterministicos,
precisamos recorrer a métodos numeérico-computacionais para encontrar a dimensao dos
fractais envolvidos em fenémenos naturais, uma vez que a complexidade maior dos frac-
tais estatisticos torna inviavel, na pratica, o uso direto da definicao matematica. Com
esse proposito, varios métodos ja foram propostos, sendo um dos mais utilizados o mé-
todo de contagem das caixas (box counting method) que baseia-se na divisdo do objeto em

pequenos compartimentos de tamanho § [21].

Primeiramente, vamos reexaminar a Eq. (2.1). E facil constatar que, no limite assin-
totico em que 6 — 0, para que a medida M, tenha um valor finito em d = D, o fator

N(J) deve crescer na mesma velocidade em que o fator 1/6” diminui, ou seja,
N(§) x —. (2.4)

A dimensao fractal pode entdo ser determinada por meio da inclinacao do grafico logarit-

mico do namero de caixas N(J) em fungdo do espagamento .

Um exemplo cléssico que pode ser abordado por tal método é o problema da medida
do comprimento de um litoral [22]. Na Fig. 6, mostramos uma parte do litoral da Noruega
e uma das malhas quadradas empregadas no processo de medida. A idéia é utilizar valores
de espagamento 0 cada vez menores e, para cada um deles, contar o niamero N (4) de caixas
necessarias para sobrepor todos os pontos que formam o contorno do litoral. O resultado
correspondente ao litoral da Noruega é apresentado na Fig. 7, onde constatamos que esse

litoral tem uma dimensao fractal D ~ 1.52.
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Figura 6 Contorno do litoral sul da Noruega. A figura foi retirada de um atlas e digitalizada em
uma resolucdo de aproximadamente 1800x1200 pixels. A malha quadrada que & mostrada tem um
espacamento & ~ 50 km (Feder 1988).
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Figura 7 Grafico logaritmico do nimero de caixas de tamanho § necessérias para cobrir o litoral
mostrado na Fig. 6 em funcdo do espacamento 0 da malha utilizada. A linha reta corresponde ao
melhor ajuste & funcdo N(8) < §—1. A dimensdo fractal encontrada é D ~ 1.52 (Feder 1988).
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2.2 Percolacao

O estudo da desordem estrutural é imprescindivel para uma melhor compreensao de
muitos processos fisicos. Devido as suas inimeras aplicacoes e grande interesse cienti-
fico, sistemas desordenados vém sendo investigados ha muito tempo [1, 6, 23]. Muitos
experimentos foram feitos para melhor entender essa classe de sistemas e novos métodos
tedricos foram desenvolvidos para a interpretacao dos resultados experimentais. Entre
esses métodos encontra-se uma poderosa ferramenta para modelagem de desordem que é

a teoria da percolagao.

A teoria da percolagao foi primeiramente introduzida por Broadbent e Hammersley
[24] em 1957 com o objetivo de estudar um fluido escoando através de uma estrutura
desordenada. O termo percolacao faz referéncia a um modelo de desordem binaria no
qual a aleatoriedade esta na distribuicao de tipos de elementos numa rede, por exemplo,
condutores ou isolantes. Uma caracteristica bastante peculiar no modelo de percolacao
é a presenca de um ponto critico p., quando se faz variar a probabilidade de ocupacao.
Esse valor critico da probabilidade corresponde ao limiar abaixo do qual h& perda global
de conectividade da estrutura formada. Em p. ocorre uma transi¢do de fase de segunda

ordem, por exemplo, na probabilidade de um sitio pertencer ao agregado infinito.

2.2.1 O modelo de Percolacao

Em decorréncia de sua generalidade, o modelo de percolagao pode ser implemen-
tado de muitas formas. As mais conhecidas sao a percolacdo de sitios e a de ligacGes.
Nos deteremos aqui a descricao do modelo de percolacao de sitios, sendo a extensao para
ligacoes imediata. Consideremos o processo de alocacao de sitios em uma rede com uma
determinada probabilidade de ocupacao p. A probabilidade de um sitio existir na rede é
entdo dada por p e a desse mesmo sitio ndo existir é dada por (1—p). Se os sitios forem dis-
tribuidos aleatoriamente na rede, existe a possibilidade de diversos sitios serem alocados
proximos uns dos outros, ou seja, serem vizinhos formando um agregado de percolagao.
Esse agregado deve assim ocupar uma parte cada vez maior da rede, & medida que essa
probabilidade vai aumentando. Em um determinado valor de probabilidade p., o agregado
apresenta ramificacoes que conseguem atingir quase todas as regides da rede e dessa forma
conectar lados opostos da mesma. Nesse ponto, caracteriza-se a formagao de um agregado

percolante. A condicdo de percolacao é que o transporte nao esteja confinado, ou seja, que
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exista um agregado condutor que atravesse toda a rede. Na probabilidade critica, o pro-
cesso de percolagao sofre uma transicao de um estado apenas localmente conectado para
um estado onde a conexao se estende indefinidamente por toda rede. Mais precisamente,
simulacoes com redes de tamanho suficientemente grande, indicam que a probabilidade de
existir um agregado percolante vai a zero com L — oo quando p < p.. No caso de trans-
porte elétrico, considerando que os sitios sejam conectados com seus primeiros vizinhos
através de ligages (condutoras) no ponto critico, p. = 0.5927 [6], o agregado percolante
formado permitird que haja corrente elétrica fluindo através da rede quando aplicada uma
diferenca de potencial entre os extremos da mesma. Essa propriedade do agregado perco-
lante justifica a sua utilizagao, por exemplo, como um paradigma para geometria de meios
porosos quando se tem interesse em estudos envolvendo fendmenos de transportes através
de estruturas porosas desordenadas. A Fig. 8 mostra alguns agregados gerados utilizando
o modelo de percolagao de sitios para valores distintos da probabilidade p. Para baixos
valores de p formam-se apenas pequenos agregados. Quando a probabilidade atinge o seu
valor critico p = p., surge entdo um agregado percolante tipico. Com a probabilidade
acima de p. temos o agregado percolante ocupando quase toda a extensao da rede. Em
p = p., além do agregado percolante observam-se varios outros agregados de tamanho me-
nor. A distribui¢do de tamanho dos agregados no ponto critico de percolagao segue uma
lei de poténcia caracterizando a existéncia de agregados de todos os tamanhos possiveis
|21]. Podemos ilustrar esse fato com o auxilio da Fig. 9, onde mostramos para uma rede
de tamanho L = 500 varios agregados com diferentes tamanhos. As cores correspondem

aos diferentes intervalos de tamanhos.

No estudo de percolag¢do podemos definir P(L, p) como a fracdo de sitios pertencentes
ao agregado percolante numa rede de tamanho L e probabilidade de ocupagao p. Para
valores muito grandes de L, a probabilidade P(L, p) converge para um valor limite

P.(p) = lim P(L,p). (2.5)

L—o0

Se P (p) # 0, o agregado percolante existe e ocupa uma fragao finita da rede determinada
pela razdo entre o tamanho M (L,p) do agregado, quantificado pelo nimero de sitios
pertencente a esse agregado, e o niimero total de sitios na rede, L?. Portanto, podemos

escrever que

. M(L,p)
Poo(p) = lim —-=— (2.6)
onde d é dimensao topologica da rede. Como resultado desta tltima equacao, é facil
perceber que

Pyo(p) #0 < M(L,p) < L ; L — oo, (2.7)
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Figura 8 Efeito do aumento da probabilidade de ocupacdo p para uma rede de tamanho L = 100.
Os valores de probabilidades sdo (a) p = 0.4, (b) p = p. e (c) p = 0.65. Nas figuras os agregados
isolados estdo em azul e o agregado percolante em vermelho.
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500 no ponto critico, p. = 0.593. As cores

ipica de tamanho L
indicam o intervalo de tamanho do agregado em ordem decrescente, comecando com vermelho, verde

ot
oliva, cinza, preto, verde claro, verde escuro, azul claro e azul escuro.

igura 9 Rede de percolac

F
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Figura 10 Probabilidade de um sitio pertencer ao maior agregado em uma rede de tamanho L em
funcdo da probabilidade de ocupacdo da rede p. A curva continua foi obtida para L = 100 enquanto
que a pontilhada para L = 1000. A linha vertical indica o valor de p = p. ~ 0.59.

ou seja, o agregado percolante escala da mesma forma que o nimero total de sitios da rede
indicando que, para grandes tamanhos de rede, o agregado percolante é homogeneamente
distribuido, ocupando igualmente toda rede. Para valores de ocupacao préximos de 1,
o agregado percolante ocupa toda a rede, indo a zero a medida que a probabilidade de
ocupacao diminui. A probabilidade critica pode entao ser redefinida como o maior valor
de p para o qual P, (p) = 0. Em torno de p. observa-se um comportamento em lei de
poténcia para P (p),

|B

Po(p) < [p—pel” i p— pes (2.8)

com [ =5/36 parad=2e = 0.41 para d = 3 [6].

Para ilustrar o comportamento da fun¢ao P (p), determinamos por meio de simulagao
computacional o nimero de sitios M (L) pertencente ao maior agregado em uma rede de
tamanho L x L e estimamos o valor de Pr(p) como sendo igual a M (L)/L? [21]. Fazendo
uma média sobre 10 000 realizagoes obtemos o grafico mostrado na Fig. 10. Para baixos
valores da probabilidade p, a probabilidade Py (p) é desprezivel. Aumentando-se o valor de
p, a probabilidade P;(p) permanece praticamente nula até observarmos um crescimento
abrupto nas proximidades de p = p.. Pp(p) cresce rapidamente proximo de p. = 0.593.
Para valores de p acima de p., Py, cresce quase que linearmente até atingir o valor unitario
Pr(p=1) = 1. A transicdo vai tornando-se ainda mais abrupta a medida que aumentamos

o tamanho da rede, atingindo o seu valor critico para redes de tamanho L. — oo, sendo
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esse limite o correspondente ao limite termodindmico definido na mecéanica estatistica.

Ao estudarmos o modelo de percolagao podemos verificar que a estrutura do agregado
percolante apresenta um comportamento interessante com relacao a variacao da probabi-
lidade de ocupacao da rede. Uma questao importante neste tema diz respeito a maneira
como a massa ou o nimero sitios M (L) do agregado percolante cresce com o tamanho da
rede L para diferentes valores da probabilidade p. Para uma probabilidade de ocupacao
p > p., a massa do agregado em duas dimensdes obedece a relagio M (L) ~ Py(p) x L2,
ou seja, a massa se apresenta como sendo proporcional ao produto da probabilidade de
ocupacdo pelo niimero total de sitios na rede. A medida que p cresce, a massa do agre-
gado aproxima-se do valor encontrado para uma rede homogénea. Para p < p., nao
existe agregado percolante, mas pode-se interpretar M (L, p) como sendo o tamanho do
maior agregado. Observa-se que nesse caso M (L, p) cresce de forma logaritmica. Quando
P = pe, OU seja, no ponto critico, a massa do agregado percolante, normalmente chamado
de agregado incipiente, comporta-se de forma anémala com relagao ao tamanho da rede.
Na criticalidade, a massa M (L, p) cresce na forma de uma lei de poténcia, cujo expoente é
a dimensao fractal D do agregado incipiente. Esse expoente depende apenas da dimensao
da rede d, sendo D ~ 1.89 e 2.53 em duas e trés dimensoes, respectivamente. Em sintese,

é possivel expressar a dependéncia de M (L, p) para grandes tamanhos de rede na forma

InL , p<p.
M(L,p)x§ LY | p=p.. (2.9)
LY p>p,

Como mostrado nas Figs. 11 e 12, podemos confirmar esses comportamentos com o uso
de um grafico em escala logaritmica de M (L) como fun¢do de L para uma rede quadrada

de sitios, tomando-se a medida sobre 10° realizacoes para cada tamanho da rede.

Dessa forma, podemos afirmar que o agregado de percolacao no ponto critico apre-
senta uma estrutura geométrica fractal que pode ser expressa quantitativamente na forma
M ~ LP, sendo o expoente D = 1.89. Conforme visto na secao anterior, o agregado de
percolacao esté classificado dentro de outra categoria de fractais denominados estatisticos.
Isso significa que esses sistemas sao auto-similares e conseqiientemente fractais, apenas
quando considerados sob o ponto de vista de uma média. Assim, certamente nao perce-
beremos a caracteristica auto-similar do sistema se considerarmos, por exemplo, apenas
uma realizacdo do meio desordenado. Entretanto, como fizemos para obter os resultados
mostrados na Fig. 11, se encontrarmos uma meédia sobre vérias realizagoes, ou seja, se

sobrepusermos varias estruturas de agregados diferentes, o sistema parecerd auto-similar
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Figura 11 A massa do maior agregado M (L, p) como fun¢do da dimens&o linear L da rede quadrada
em p = p.. A linha sélida é o ajuste linear com o expoente dado por D ~ 1.89.
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Figura 12 A massa do maior agregado M (L, p) como funcdo do logaritmo do tamanho L da rede
quadrada, para p < p., com p = 0.5. A linha s¢lida foi construida ajustando-se os dados numéricos

a expressdo M (L) = A+ Bln(L), com A= —455.6 0.3 e B =148.7+0.1
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e sua dimensao fractal poderé ser determinada por meio do método de finite-size scaling.
Esse método é uma forma de calcular valores de expoentes criticos, observando como as

quantidades medidas variam com o tamanho do sistema estudado.

O fato da auto-similaridade gerar uma invariancia de escala no agregado de percolacao
no ponto critico nos leva a concluir que a relagao encontrada para o nimero de sitios
pertencente ao agregado incipiente, ou seja a massa M (L,p) do agregado, também é
valida para uma fragdo da massa do agregado obtida através do escalonamento do mesmo
por um fator b, isto é,

M(L) = b” M(L/b) . (2.10)

Esse comportamento é vilido apenas assintoticamente, no limite de grandes valores de L
e L/b. Entretanto, essa relagdao é valida para todos os valores de b consistentes com esse
limite. Supondo que M (L) seja uma func¢do homogénea' e notando que o lado esquerdo
da equacao (2.10) independe de b, a tnica forma possivel para o comportamento de M (L)
é uma lei de poténcia, M(L) ~ LP. Portanto, a geometria fractal exibida pelo agregado
incipiente e sua caracteristica auto-similar estao quantitativamente relacionadas por meio

da equacdo (2.10).

Com base em estudos realizados sobre a teoria da percolacao, observa-se que dife-
rentes modelos de percolagao (sitio ou ligagio) em diversas topologias de redes (triangular,
quadrada, Voronoi, etc) apresentam pontos criticos p. diferentes. Se a dimensdo for a
mesma, no entanto, tais sistemas comportam-se segundo os mesmos expoentes criticos.
Diz-se entao que esses modelos pertencem a mesma classe de universalidade. Porém, é
importante lembrar que um sistema pode ser fractal acima, abaixo ou entre um limite
inferior e superior de um determinado comprimento de escala e Euclidiano para os demais

comprimentos de escalas. Na proxima estudaremos o comprimento de escala associado ao

agregado incipiente.

2.2.2 O comprimento de correlacao &

Diferentemente de funcées como a exponencial e o logaritmo, nao ha como definir
para uma lei de poténcia um comprimento caracteristico que adimensionalize o seu argu-
mento. O comportamento em lei de poténcia, tipico de fractais, vem da auto-similaridade
e da invariancia de escala, onde nao existe comprimento caracteristico. No caso do mo-

delo de percolacao, a distancia entre os sitios € um comprimento intrinseco evidente. No

'Uma funcdo é dita homogénea quando satisfaz 3 relacdo de homogeneidade,
f(At) = A> f(t), para todos os valores positivos do fator de escala A.
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entanto, a forma fractal do agregado percolante impoe a inexisténcia de uma escala ca-
racteristica. Essa aparente contradicao é explicada pelo fato de que a distancia entre os
sitios ¢ uma escala microscopica do modelo enquanto que a auto-similaridade do agregado

percolante esta relacionada a escala macroscopica.

Uma propriedade fundamental do modelo de percolacao é a existéncia de apenas uma,
escala caracteristica no nivel macroscépico, ou seja, o comprimento de correlagao £&. Em
Pe, € diverge para infinito, dai a invariancia de escala do agregado percolante. Para uma
rede cujo tamanho é inferior ao comprimento de correlagao, L. < &, ndo é possivel perceber
a existéncia da escala caracteristica. Até a escala de &, o agregado percolante comporta-se
exatamente como o agregado incipiente em p.. Podemos, com isso, definir £ como a escala

em que ocorre a transicao do comportamento critico para o nao-critico,

(

InL , L>¢
P < DPc
>, L<¢
M(L,p) LP : pP=pe - (2.11)
. L>¢
P> P
L2 <

Pode-se observar que, préoximo ao ponto critico, ¢ diverge como uma lei de poténcia,

£(p) o< |p—pe|™ (2.12)

onde o expoente de correlagdo é v = 4/3 para percolacdo em duas dimensoes e v = .88

para trés dimensoes [6].

A auséncia de uma escala caracteristica é a condigdo que leva ao regime critico [23].
No caso em que o tamanho da rede é menor que o comprimento de correlacao, L < &,
o comportamento critico torna-se preponderante. Por outro lado, se L > &, podemos
partir a rede em (L/¢)? sub-redes de tamanho £, cada qual com um niimero de sitios no

agregado da ordem de &7,

p(e) = M) _ o (5) =P (L>¢:p>p). (2.13)
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Substituindo as equagoes (2.6) e (2.12) na equagdo (2.13), obtemos

p—pel’ < |p—p| ™Y = ——=D-d, (2.14)

e introduzindo a Eq. (2.14) em Eq. (2.13), podemos afirmar que préximo a p. é vilida a

seguinte relacao:

_B
HLO&{L;’L>&

2.15
v LKE. ( )

<

2.2.3 Esqueleto condutor

Quando estudamos, na secao 2.2.1, a estrutura do agregado de percolagao, nao
foi mencionada nenhuma propriedade de transporte associada a qualquer um dos subcon-
juntos que fazem parte da estrutura desse agregado. Podemos definir um subconjunto
do agregado incipiente de percolacao mediante a aplicacao de uma diferenca de potencial
entre os extremos da rede, supondo que as ligagoes entre os sitios presentes alocados com
probabilidade p sao resistores 6hmicos. Por conta deste potencial aplicado, surge na rede
uma corrente que percorre o sistema através do agregado percolante. Entretanto, nem
todos os sitios participam da condugao, pois algumas partes do agregado sao caminhos
sem saida, que nao fecham o circuito. Essas partes sao chamadas de zonas mortas ou
estagnadas. A parte do agregado que efetivamente participa da condugao é chamada de
esqueleto condutor. A forma do esqueleto condutor depende da posicao dos polos onde
é aplicada a diferenca de potencial. A Fig. 13 mostra o agregado percolante de uma
rede quadrada de tamanho L = 512 com o esqueleto condutor em destaque. Para gerar
essa figura utilizamos um algoritmo de identificacao de agregados. O esqueleto condutor
é constituido de todos aqueles caminhos que nao cruzam a si mesmos, chamados self-
avoiding-walks, que partem de um pdlo e chegam ao outro. Sabendo que o agregado de
percolagdo é composto de vérios subconjuntos de sitios (ligacoes) e que, em p,., ndo existe
um comprimento de escala caracteristico, é de se esperar que a massa de cada um desses
subconjuntos também se relacione com L na forma de uma lei de poténcia. Resultados
de simulag¢oes numéricas indicam que a massa Mpg(L) do esqueleto condutor que conecta
os extremos de uma caixa de lado L é dada por 6]

Mg(L) < LP?, com D32{164’d:2 (2.16)
1.8 ,d=3
Para confirmar esse comportamento fractal, mostramos na Fig. 14 o grafico em escala

log-log da variacao da massa Mp do esqueleto condutor com o tamanho L da rede. Essas



2.2 Percolagao 38

Figura 13 O agregado incipiente de percolacdo e, em destaque, o esqueleto condutor (vermelho).
A rede tem topologia quadrada e tamanho L = 512 e o agregado foi gerado com uma probabilidade
p = pe. = 0.589. As partes em cinza representam as ilhas isoladas.
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Figura 14 Grafico em escala logaritmica da massa do esqueleto condutor em funcdo do tamanho L
da rede. Com o ajuste linear obtemos o expoente que corresponde a dimensio fractal do agregado
condutor, D = 1.64 & 0.02.

simulacoes representam uma média obtida sobre 10* realizacoes de estruturas de percola-
¢ao. Feito o ajuste linear, obtemos Dy = 1.64 +0.02 como sendo o valor para a dimensao

fractal do esqueleto condutor. O valor recente mais preciso encontrado para a dimensao
fractal do esqueleto condutor é dado por Dg ~ 1.6432 £ 0.0008 |25].

O fato de D < D implica que na condicao critica, quanto maior a rede, menor seré
a fracao do agregado que efetivamente participa da condugao. A maior parte do agregado
é constituida de zonas mortas. Podemos definir Pg(L, ) como sendo a probabilidade de
um sitio pertencer ao esqueleto condutor. Seguindo o mesmo procedimento utilizado para

determinar P(L, ), pode-se chegar a uma expressdo para descrever Pg(L,¢) na forma,

LDB_d 7L>>£

(2.17)
¢hoe—d L€

Pp(L,§) = {
O esqueleto condutor é uma estrutura critica imersa em outra estrutura critica, o agregado
percolante. Da mesma forma, o esqueleto condutor também possui subconjuntos com
diferentes propriedades criticas. Um exemplo sao as ligagoes por onde passa a corrente
total fluindo no sistema, denominadas liga¢des vermelhas. Uma vez cortada uma ligacao
do tipo vermelha, interrompe-se o fluxo total de corrente através do sistema. Sabe-se
que as ligagoes vermelhas possuem dimensao fractal diferente do esqueleto condutor; o

nimero de ligagdes vermelhas cresce com L'/* [6]. Como conseqiiéncia, a maior parte do
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Figura 15 Exemplo de caminhada aleatéria bidimensional, composta por 1000 passos.

esqueleto condutor esta nos blobs, como sao chamadas as demais ligagoes, que se removidas
individualmente nao interrompem o processo condutivo. Acima do ponto critico, espera-
se que o esqueleto condutor seja formado por sitios que distam & entre si, conectados por

conexoes que contém tanto ligagoes vermelhas como blobs [23].

2.3 Difusao An6tmala

Nesta secao, discutiremos brevemente a difusao em meios desordenados, especifica-
mente no caso em que essa desordem é de natureza percolativa. Esse fendmeno é de grande
importancia cientifica [5], tendo em vista a imensa variedade de materiais com algum tipo
de desordem presentes na natureza e o fato de que, usualmente, tal fenémeno nao obedece
as leis cléassicas validas em sistemas homogéneos. Como ferramenta de investigagao, em-
pregaremos o processo de caminhada aleatoria (random walk), que tradicionalmente tem
sido utilizado na modelagem de fendmenos difusivos. Um exemplo de sua aplicabilidade
pode ser visto na Fig. 15, em que uma caminhada aleatéria num espaco bidimensional

simula o movimento Browniano de uma particula.

Em sua versao mais simples, a caminhada aleatéria é um processo estocastico que se

desenvolve nos sitios de uma rede discretizada, de dimensao Fuclidiana d, em intervalos
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de tempo também discretos. Em cada passo de simulacao, o caminhante se desloca de sua
posicao atual para um de seus primeiros vizinhos, com igual probabilidade. Tratando-se,
portanto, de um processo Markoviano, no qual cada passo independe da historia prévia
da caminhada. Nessas circunstancias, o deslocamento resultante, apos n passos, é dado

simplesmente por
n
r(n) = Z u; ,
i=1

onde u; é o i-ésimo passo da caminhada e corresponde a um vetor de magnitude igual ao
espacamento ¢ da rede, apontando na direcao de um dos primeiros vizinhos da posicao
1 — 1. Uma vez que todas as direcoes sao igualmente provaveis, a média do deslocamento
em uma grande quantidade de realizagGes é nula, ou seja, (r(n)) = 0, no entanto, a sua
variancia ndo o é. De fato, o deslocamento quadratico médio do caminhante, (r?(n)),

pode ser expresso como

n n n
2 2
(P = (O w)?) = (w-w)+ > (- w).
i=1 i=1 i#j
Analisando a expressio acima, vemos que (u; - u;) = £, pois esse produto escalar é
simplesmente o quadrado da distancia ao vizinho mais préximo. Por outro lado, (u;-u;) =
0, j& que, no caso de nao se anular, esse produto escalar terd a mesma probabilidade de

resultar em +¢2 ou -¢?. Conseqiientemente, o deslocamento quadratico médio reduz-se a

(r*(n)) = n*.

Assim, podemos expressar a distancia R percorrida pelo caminhante, apds n passos,

R(n) = (r*(n))V2 = /n ¢. (2.18)

Se considerarmos que, na Eq. (2.18), os passos ocorrem a intervalos de tempo regulares,

7, a dependéncia do deslocamento R com o tempo toma a forma
R(t) ~ tY/2, (2.19)

onde t = n7. Uma caracteristica interessante da Eq. (2.19) é que, nela, a dependéncia
do deslocamento com o tempo é universal, i.e., independe da dimensao Fuclidiana d do
substrato homogéneo no qual a caminhada acontece. Além disso, considerando espaco e
tempo continuos, e tomando o limite em que o comprimento dos passos e o intervalo de
tempo entre estes se tornam arbitrariamente pequenos, a caminhada aleatéria resulta no

fenomeno de difusdo classico, para o qual a Eq. (2.19) permanece valida.
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Outro aspecto relevante acerca da caminhada aleatéria é que sua trajetoria é um
fractal estatistico [5]. De fato, se associarmos a cada posi¢ao visitada pelo caminhante uma
unidade de massa, a massa total M de sua trajetoria sera, evidentemente, proporcional
ao tempo t de caminhada, ou seja,

M(t) ~t,

o que, com o uso da Eq. (2.19), resulta em
M(R) ~ R?, (2.20)

onde R é a distancia tipica percorrida em um intervalo de tempo t.

Como a trajetoria da caminhada aleatéria é um fractal estatistico, esperamos uma
relacdo entre a sua massa M e seu tamanho R tipicamente da forma M ~ R%, onde d,
é sua dimensdo fractal. Portanto, comparando com a Eq. (2.20), obtemos para a difusio
classica d,, = 2. Seguindo o mesmo raciocinio, podemos ainda reescrever a Eq. (2.19)
como

R(t) ~ tY/% (2.21)

onde, novamente, d,, = 2 para a difusao classica.

A seguir, investigaremos o processo de difusdo em um meio desordenado, representado
por um agregado de percolacao, um problema que ficou conhecido como "a formiga no

labirinto" e que foi inicialmente proprosto por de Gennes [26, 27| da seguinte forma:

"Uma formiga é colocada em um sitio ocupado de um agregado infinito de percolagao.
Em cada unidade de tempo, a formiga tenta dar um passo em direcio a um de seus
primeiros vizinhos. Se esse sitio estiver ocupado, a formiga move-se para la. Se estiver
vazio, a formiga permanece em seu sitio original. Qual o deslocamento quadréatico médio

da formiga ap6s um intervalo de tempo ¢?"

Na Fig. 16, mostramos o grafico logaritmico da distancia R = (r?(n))'/? percorrida
pela formiga em funcgéo do tempo ¢, resultado de simulagbes computacionais [6] em uma
rede quadrada para diferentes valores da probabilidade de ocupacao p. Para cada um
dos diferentes valores de p apresentados, a curva obtida é o resultado da média sobre
diferentes realizacoes, nas quais a formiga inicia a sua caminhada em uma posi¢ao ale-
atoria do agregado percolativo. Decorrido um intervalo de tempo suficientemente longo,
o comportamento das curvas tende aquele expresso na Eq. (2.21), segundo trés regimes
difusivos distintos que dependem da probabilidade de ocupacao p da rede: (i) p > p,

no qual o expoente é d, = 2; (ii) p < p., no qual a distancia percorrida pela formiga
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Figura 16 Grafico logaritmico do deslocamento quadratico médio, R(n) = (r?(n))!/2, de uma
caminhada aleatéria sobre agregados de percolacio de uma rede bidimensional. A linha pontilhada
serve como referéncia para uma inclinagdo 1/2, i.e., diz respeito ao caso em que d,, = 2. (Stauffer
1994)

tende assintoticamente a um valor constante, i.e., d,, — oo; e (iii) p = p., para o qual
a curva exibe um comportamento intermedidrio em relacao aos dois regimes anteriores,

denominado difusdo anémala [28|, no qual o expoente é d,, ~ 2.87 [5, 29].

Com o auxilio da teoria da percolacao, é possivel elucidar o porqué da existéncia
desses trés regimes. Acima do ponto critico (p > p.), sabemos que o agregado infinito é
homogéneo em escalas de comprimento suficientemente longas (R > £(p)), o que significa
que o comportamento da curva tende assintoticamente aquele da difusao usual, no qual
d,, = 2. Para p < p., nao existe um agregado infinito que se estenda de um lado a outro da
rede, logo, a extensao da caminhada fica limitada pelo comprimento dos maiores agregados
finitos (R ~ £(p)). Finalmente, no ponto critico (p = p. =~ 0.59), a estrutura fracamente
conectada do agregado incipiente faz com que a formiga se desloque mais lentamente do
que no caso da difusdao usual. Ao longo de sua caminhada, a formiga se "atrasa'", por
exemplo, ao entrar em uma zona estagnada ou, entdao, ao tentar atingir outra por¢ao do
agregado s6 acessivel por meio de uma ligacio vermelha (ver secio 2.2.3). E esperado,

portanto, um expoente maior do que aquele da difusao classica, d,, > 2.

Uma outra possibilidade para o problema da difusao em agregados percolativos é
considerar, para p > p., que a formiga possa iniciar sua caminhada em quaisquer dos
agregados da rede, e ndo apenas no agregado infinito, como foi considerado no caso an-
terior. Em tal circunstancia, a caminhada acontece de forma ainda mais lenta pois, em
algumas das vezes, a formiga ficara "presa" a um dos agregados finitos da rede. De fato,

verifica-se que o expoente d,, dessa caminhada é maior e vale d,, ~ 3.02 [5].
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Por fim, convém notar que a difusdo andémala nao é exclusiva de redes percolativas,
sendo comum a sistemas fractais. A caminhada aleatoéria sobre o tridngulo de Sierpinski,

por exemplo, tem um expoente de caminhada d,, ~ 2.32 [5].
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3 COMPORTAMENTO DE
ESCALA EM PROCESSOS DE
DIFUSAO E REACAO EM
MEIOS POROSOS
PERCOLATIVOS

3.1 Introducao

Em decorréncia de suas intimeras aplicagoes tecnolbgicas, a catélise heterogénea tem
sido intensamente estudada em diversas areas da quimica, engenharia e fisica [4, 30, 31].
Em particular, o desenvolvimento de modelos que descrevem a difusao e a reagao em meios
desordenados representa um passo importante no projeto de catalisadores porosos reais.
Por exemplo, o tamanho do pellet de catalisador é freqiientemente usado como um para-
metro no desenvolvimento de reatores de leito empacotado quando limitacoes difusionais
ao transporte de massa restringem o livre acesso das espécies reagentes as regioes mais
profundas do substrato poroso. Essa é uma situagao tipica em que a difusao aparece como
um mecanismo indesejavel, ja que pode reduzir significativamente a reatividade da area
da superficie catalitica disponivel. De acordo com esse ponto de vista, pequenos pellets
seriam o material preferido para o preenchimento de um reator de leito fixo, se os empa-
cotamentos resultantes nao fossem tao densos, requerendo um grande consumo de energia
a fim de bombear as espécies reagentes através dos espacos vazios extra-particulas (ver
Fig. 17). Certamente, esse importante balango entre a eficiéncia catalitica e o consumo
de energia deve ser investigado cuidadosamente sob o ponto de vista de modelos realistas

para sistemas reativo-difusivos.

Dois aspectos sao essenciais para a compreensao de processos fisicos em catalisadores

porosos: o estrutural e o fenomenologico. O primeiro estd intimamente relacionado com
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- alta eficiéncia - baixa eficiéncia
- alto consumo de energia - baixo consumo de energia

Figura 17 Empacotamentos distintos quanto ao tamanho de pellet utilizado. O empacotamento a
esquerda resulta em uma alta eficiéncia, mas tem o inconveniente de consumir grande quantidade de
energia no bombeamento do reagente através do reator. A direita, embora o consumo de energia seja
baixo, a eficiéncia também é baixa. O design ideal é aquele que proporciona alta eficiéncia, aliada a
um baixo consumo de energia.

as caracteristicas morfologicas do espaco intersticial formado pelos poros e o segundo
com os mecanismos de transporte e interagoes fisico-quimicas que acontecem ao nivel de
poro (no interior de cada poro). A abordagem tradicional a esse problema é considerar
o catalisador como um meio pseudohomogéneo e modelar matematicamente o fendmeno

reativo-difusivo no estado estacionario como
DgV’C+R=0, (3.1)

onde C' é a concentracao do reagente, D.g 0 coeficiente de difusao efetivo, e R representa a
cinética intrinseca ao mecanismo de reacao, expressando a taxa de criagao ou aniquilagao
por unidade de volume da espécie reagente. Embora valido para a maioria das geometrias
Euclidianas e meios homogéneos, esse formalismo de difusdo classico falha como descri-
¢ao macroscopica de fendomenos de transporte em materiais desordenados com geometria
heterogénea. Por exemplo, anomalias na forma de um regime de transporte subdifusivo
através de estruturas complexas de materiais fractais tém sido observadas em experimen-
tos e intensamente investigadas por meio de simulagées numéricas [5, 32|. Poucos estudos,
entretanto, tém se dedicado a investigacao da difusao e reacao em meios fractais e as suas

conseqiiéncias nas propriedades reativas de catalisadores porosos [9, 12, 15, 18, 33].

Extrapolando as caracteristicas descritivas da representacao pseudohomogénea dada

pela Eq. (3.1), modelos de redes capilares sdo baseados em uma descrigdo detalhada
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da estrutura e fenomenologia e, assim, podem fornecer uma interpretacao mais realista
dos fendomenos reativo-difusivos em catalisadores porosos [1, 8, 35, 34]. Em um estudo
anterior [7], essa classe de modelos foi usada para investigar o problema da difusdo e
reacao em catalisadores porosos submetidos & desordem de percolacao. Imediatamente
acima do ponto critico, o agregado incipiente infinito de percolagdo é um exemplo de
fractal aleatorio que pode ser usado como modelo conceitual de catalisadores porosos
reais. Algumas vantagens da escolha de uma estrutura percolante como representacao de
um meio poroso sdo: (a) a grande quantidade de trabalhos existentes caracterizando tal
morfologia e (b) o amplo conjunto de expoentes criticos disponiveis para descrever suas
caracteristicas fractais. Resultados de simulacoes no estado estacionario tém revelado a
forte influéncia da fractalidade dos poros na eficiéncia global do sistema reativo-difusivo.
Ademais, como conseqiiéncia do comportamento de escala observado em um intervalo
especifico das condigoes reativo-difusivas, foi mostrado que a eficiéncia do catalisador
poroso pode ser superestimada se o aspecto auto-similar do espaco vazio nao for levado

em conta de forma apropriada.

No presente estudo, investigamos as propriedades de escala da eficiéncia catalitica de
redes de poros bidimensionais no ponto critico de percolagao. Mostramos, por meio de
simulagoes numeéricas, que a analise de escala de tamanho finito do sistema percolativo é
compativel com um argumento de escala que descreve a dependéncia da eficiéncia com o

tamanho do sistema e as condi¢oes reativo-difusivas.

3.2 Formulagcao do Modelo

Primeiramente, descreveremos a geometria do sistema desordenado estudado aqui.
Os fundamentos do nosso modelo de catalisador poroso tém suas origens em uma rede
quadrada bidimensional da qual um agregado de percolagao de ligagao é extraido no ponto
critico (p. = 0.5) [6, 32]. Consideramos que a superficie interna de cada poro aberto, de
comprimento [ e raio r, tem uma distribuicio homogénea de sitios ativos, onde uma
reagdo de primeira ordem (A — B) acontece. Além disso, se as moléculas do reagente
e do produto forem consideravelmente menores do que o raio capilar r, uma descricao

continua da difusao e reagao é representativa do fendmeno catalitico ao nivel de poro.

O perfil de concentragao c(z) do tragador reativo A, que se difunde dentro de um poro
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aberto tipico unindo dois nés adjacentes i e j, satisfaz & equacdo de difusao-reagao

e

i Kec, (3.2)

onde x é a coordenada ao longo do eixo do poro, D o coeficiente de difusao molecular, e
a constante K a taxa de reagdo intrinseca. Como sabemos, a solucdo da Eq. (3.2) é da

forma

c(x) = Cysinh(x/A) + Cycosh(z/A) | (3.3)

onde A = (D/K )1/ 2; e as constantes C; e C sao determinadas com o uso das seguintes

condicoes de contorno:
c(0) =¢ e c(l) =¢;, (3.4)
de onde obtemos que

¢j — ¢;cosh(l/N)
sinh(l/\)

01 = CQ =C; . (35)

Substituindo os valores acima na Eq.(3.3), obtemos para o perfil de concentracdo da
espécie reagente

_ [¢j = cicosh(l/))
o(z) = { sinh(i/\)

] sinh(z/A) + ¢; cosh(z/A) . (3.6)

Sendo o fluxo molar do tracador para o interior de um poro dado por

mzo)i’j , (3.7)

podemos, utilizando a Eq. (3.6), escrever .J; ; como uma funcao das duas concentracoes

dc
Ji; = —mr*D <%

nos nos vizinhos:

Ji = D [(Cj —Slcri}(liz)lS/h)\()l/A)) cosh(z/\) + ¢ sinh(x/)\)} . (%)

Jij = —mr*(KD)V? [tanh(il/)\) N sinh(jl/)\)} ' (3:8)

No entanto, a expressdo acima nao é valida para os poros que formam a face de saida da

rede, pois, nesse caso, as condigoes de contorno as quais a Eq. (3.3) esta submetida sao

d
¢ ) ~ 0, (3.9)
z=l/ i ,saida

c(0)=c e <%
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de modo que as contantes C'; e C5 sdo agora dadas por
Cy = —c¢; tanh(I/\) e Cy=c¢ . (3.10)
Entao, para tais tubos, o perfil de concentracao é dado por
c(x) = [—¢;tanh(l/N)] sinh(z/X) + ¢; cosh(xz/A) . (3.11)

Conseqiientemente, utilizando as Egs. (3.7) e (3.11), encontramos que a expressao do fluxo

molar do tracador ao longo dos tubos de saida fica dada por

1
Ji.saida = —7r2D{ [—c; tanh(I/\)] cosh(z/\) + ¢; sinh(z/)) }.=o <X)
e, por conseguinte, obtemos que
Ji saida = [7r*(KD)? tanh(I/\)] ¢; . (3.12)

E importante ressaltar que a aproximacdo de difusdo molecular usada nos célculos
acima s6 é valida localmente se o livre caminho médio do reagente que se difunde for
suficientemente menor do que o raio do poro. O livre caminho médio molecular constitui-
se num limite de corte inferior para a validade de nossa descri¢ao. Se a superficie porosa
possuir caracteristicas geométricas menores do que o livre caminho médio, resultara em
uma reatividade intrinseca equivalente determinada pelo regime de difusao de Knudsen
[15, 17]. Considerando os n6s como pontos de mistura perfeita sem reagdo nem acumulagao

de tracadores, a conservagao de massa nos fornece

Jij =0, (3.13)

M-

j=1

onde a soma é composta pelos 6 nés j = 1,...,0 conectados ao nd ¢ da rede de capila-
res. Adicionalmente, impomos uma concentragao constante C; a entrada dos poros de
entrada da rede, condicoes de contorno periddicas na dire¢ao transversa e gradiente de

concentragao nulo & saida dos poros de saida.

A titulo de ilustracao, vejamos a aplicagao do balan¢o de massa aos sitios do sistema
3x3, mostrado na Fig. 18. Para simplificar, consideraremos que nessa pequena rede todos
os tubos estdo abertos, ou seja, p = 1. Utilizando as Eqgs. (3.8) e (3.12), o balango de

massa para o sitio 2, fica

J2 entrada + J21 + Jo3 + Jas =0,
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1) ) 7
entrada saida
da Co 5 8 de| - da
dx x=l
rede rede
(v (v (‘_!

Il Il
11 11
11 11 11
contorno periodico

Figura 18 Exemplo de rede porosa de tamanho 3x3 contendo apenas poros abertos (p = 1). Na
direcdo vertical o contorno é periédico.

(ACQ —+ BC(]) —+ (ACQ -+ BCl) —+ (ACQ —+ BCg) -+ (ACQ -+ BC5) =0 s

que pode ser convenientemente reagrupado como
41402 + B(01 + C3 + 05) = BCO s

—7r / r "
onde A = t;(h+%);2 e B= % . Analogamente, para o sitio 6, o balanco de massa

resultard em

4Ace+ B(es+cy+c5+¢c9) =0 .

E, para o sitio 8, obteremos:
(3A+ C)Cg -+ B(C5 + Cr +Cg) =0 s

onde C' = mr?(KD)Y?tanh(l/)\) . E facil verificar que, escrevendo o balanco de massa

para todos os sitios que constituem o sistema desse exemplo, teremos ao final um sistema,
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algébrico linear de 9 equagoes, o qual pode ser expresso na seguinte forma matricial:

(4A B B B 0 0 0 0 0 ¢ BC,
B 44 B 0 B 0 0 0 0 Co BC,
B B 44 0 0 B 0 0 0 cs BC,
B 0 0 4A B B B 0 0 ca 0
0 B 0 B 44 B 0 B 0 | = 0
0 0 B B B 44 0 0 B Co 0
0O 0 0 B 0 0 34+C B B cr 0
0O 0 0 0 B 0 B 3A+C B cs 0
0 0 0 0 0 B B B 3A+C] o] | 0

De forma geral, o balanco de massa aplicado aos nés de uma rede porosa NxN,
resultara no sistema matricial

G-c=b, (3.14)

onde G & uma matriz N°>xN? composta pelos coeficientes de condutancia, ¢ um vetor
de tamanho N2 contendo as concentracoes nodais, e b um vetor de tamanho N? com as
condi¢oes de contorno as quais a rede estd submetida. A solugdo do sistema matricial
dado pela Eq. (3.14), sujeito aos vinculos supracitados, é calculada em fun¢ao do campo
das concentracoes nodais por meio de uma rotina padrao para matrizes esparsas. Aqui
utilizamos a subrotina LINBCG, proveniente da biblioteca Numerical Recipes. Uma vez
obtida a solucao c das concentragoes nodais, computamos o fluxo total que penetra o

sistema como
p)

& = —mr?(KD 1/22

j=1

Cj

{tanh (I/A)  sinh(I/X)] °

(3.15)

onde a soma se dé sobre os d nés conectados por meio de um poro aberto a face de entrada

da rede, a qual é mantida a uma concentracao constante Cj,.

3.3 Resultados

Antes de relacionar qualquer propriedade de transporte do sistema com suas carac-
teristicas fractais de forma quantitativa, é ttil visualizar o efeito do aumento do parametro
¢ = D/(KI?) = (\/1)? sobre o transporte do reagente dentro de um volume poroso tipico.
As Figs. 19(a)-19(d) foram geradas a partir da solu¢do da Eq. (3.14) para uma tnica rea-
lizacao aleatéria da rede em p = p,., representando todos os poros abertos que compoem

0 meio e atribuindo a cada um deles uma espessura que é proporcional ao fluxo de massa
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Figura 19 Campos do fluxo de massa em uma realizacdo tipica de uma rede quadrada percolante
de tamanho 200x200 sujeita a diferentes condi¢des reativo-difusivas especificadas pelo pardmetro
¢ = D/(KI?) = (M1)2 (a) € =102, (b) £ = 10%, (c)¢ = 10%, (d)¢ = 108. A espessura de cada
ligacdo é proporcional a magnitude do fluxo de massa do reagente através da mesma.
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J;,j correspondente.

Para valores baixos de &, duas situagoes equivalentes podem ser representativas do
fenomeno reativo-difusivo: (i) ou o reagente se difunde muito lentamente para o interior
do espago poroso do catalisador, (ii) ou ele é rapidamente consumido na 4rea da superficie
ativa dos capilares de acesso. Conseqiientemente, o fluxo de massa do tracador reativo
fica totalmente confinado aos poros de entrada da rede [Fig. 19(a)]. A medida que au-
mentamos o valor de £, as moléculas do reagente passam a penetrar mais profundamente
no meio poroso antes de serem consumidas nas superficies dos poros [Figs. 19(b)-19(c)].
Finalmente, na auséncia de limitacoes difusionais & transferéncia de massa ou, equivalen-
temente, para valores muito altos do parametro £, a espécie reagente tem livre acesso as
superficies ativas de todos os poros pertencentes ao agregado percolante [Fig. 19(d)]. Nes-
sas circunstancias, podemos facilmente identificar as regides da rede nas quais o transporte

e a reacao podem ocorrer.

E interessante notar que, diferentemente do problema de transporte elétrico em redes
de resistores no ponto critico de percolacdo, as "zonas estagnadas" [6] sao agora uma
parte ativa do agregado incipiente "infinito", i.e., o agregado maior que se estende de um
lado a outro da rede. Além disso, todos os agregados isolados em contato com a face de

entrada da rede sao também acessiveis ao fenomeno de difusdo e reacao dos tragadores.

O papel ativo das zonas estagnadas sob condigoes reativo-difusivas nos fornece uma
explicacao plausivel para o seguinte problema nao esclarecido no campo da catélise hete-
rogénea. Ha uma quantidade substancial de trabalhos experimentais apresentando fortes
evidéncias de que a medida macroscopica do coeficiente de difusdao em alguns catalisa-
dores sob condicoes inertes pode ser significativamente diferente do valor "reativo" desse
parametro de transporte [36, 37, 38]. Com base em nossas simulagoes, podemos argumen-
tar que tal discrepancia advém da draméatica mudanca no volume ativo que acontece ao
alterarmos a condic¢ao de inerte para reativa. Assim, a difusividade na auséncia de reacao
é equivalente a condutividade numa rede de resistores analoga, onde nao ha fluxo através
das zonas estagnadas. Podemos prontamente comparar essas duas situagoes com o auxilio
da Fig. 20, onde as ligacoes ativas de uma realizacao reativa do sistema sem limitacoes
difusionais [alto £, ver Fig. 19(d)| foram tragadas destacando-se o esqueleto condutor da

rede de resistores percolante.

As implicagbes que os fatos acima tém no comportamento de escala do sistema podem,
entdo, ser analisados de forma quantitativa. Executamos simulag¢oes com 3200, 1600,

800, 400 e 200 realizacoes em redes de ligacoes de tamanho L = 32, 64, 128, 256 e 512,
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Figura 20 Diagrama esquematico de uma realizagcdo reativa do sistema para alto £. O volume ativo
é formado pelo esqueleto condutor (linhas espessas) e pelas demais ligagcdes ativas disponiveis para
difusdo e reacdo (linhas finas). Em contraste, o volume ativo do caso inerte difere drasticamente do
volume reativo, sendo composto apenas pelas ligacdes pertencentes ao esqueleto condutor.

respectivamente, geradas no ponto critico de percolacao, p. = 0.5, e em um amplo intervalo
de valores do parametro £&. Em cada realizacdo, computamos o fluxo ® e calculamos entao
a sua média sobre as realizagoes correspondentes. A Fig. 21 é um grafico logaritmico
mostrando a dependéncia do fluxo de massa médio com &, em diferentes tamanhos de
rede. Para efeito de comparacao, também mostramos o comportamento reativo de uma
rede completamente ocupada (p = 1), de tamanho L = 512, no mesmo intervalo de valores
de £. Trés regimes reativo-difusivos distintos podem ser claramente identificados no caso
de redes na criticalidade. Primeiro, uma tipica regiao de escala, para valores baixos de
&, passa para outra, também em lei de poténcia, mas com menor expoente. A segunda
regiao de escala estende-se por um intervalo intermediério de valores de £ e eventualmente
satura, passando a uma terceira regiao caracterizada pela formagdao de um patamar, ao

se atingir um fluxo de massa maximo, que depende fortemente do tamanho do sistema.

No caso da primeira regiao, uma vez que o fluxo de massa do reagente permanece

confinado aos poros de entrada da rede, recuperamos o comportamento de escala cléssico
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Figura 21 Grafico em escala logaritmica do fluxo de massa do reagente ® que penetra a rede de
poros contra o parametro reativo-difusivo £. De baixo para cima, as linhas sélidas correspondem a
redes no ponto critico de percolagdo (p. = 0.5) com tamanhos L = 32, 64, 128, 256 e 512. Para
efeito de comparacdo, mostramos também a linha pontilhada que & o resultado da simulacdo para
uma rede completamente ocupada (p = 1).

da difusao e reacao em um tnico poro liso,
o ~ LEV? (3.16)

onde £'/? ¢ uma medida local do comprimento de penetracio difusivo limitado pela reacio
quimica. O fator L esta relacionado ao fato de que um nimero médio de pL capilares
estao acessiveis para difusao e reacao a entrada da rede, embora alguns desses tubos
nao pertencam ao agregado percolante. Com o propoésito de assegurar a validade da
nossa abordagem continua ao nivel de poro em termos da descri¢cao da difusao molecular
|[Eq. (3.2)], consideraremos que o valor minimo usado para A em todas as simulagdes,
Amin = (Emin)?1l 2 0.031, é muito grande comparado ao livre caminho médio da espécie

reagente.

Na regiao de altos valores do parametro &, o fluxo de massa atinge um valor de
saturacao g, que é estritamente reativo e, por conseguinte, proporcional ao volume
acessivel total da rede de poros. Em particular, para o caso de uma reacao de primeira

ordem acontecendo em uma rede percolativa na criticalidade, segue que
Dy ~ LY, (3.17)

onde o ~ 1.89 é a dimensao fractal do agregado incipiente infinito [6, 32]. Na Fig. 22,
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Figura 22 Grafico logaritmico do fluxo de saturacdo ®g,¢ versus o tamanho do sistema L para redes
no ponto critico de percolacdo (circulos). A linha reta é o ajuste linear aos dados pelo método dos
minimos quadrados e o nimero indica a inclinagdo v = 1.89 £ 0.03.

mostramos, em escala logaritmica, como ®g,; varia com o tamanho do sistema L. O
melhor ajuste linear aos dados é bastante consistente com o comportamento em lei de
poténcia dado pela Eq. (3.17) e o expoente resultante o« = 1.89 & 0.03 esta em excelente

concordancia com o resultado esperado.

Para valores intermediarios do parametro &, todas as curvas na Fig. 21 correspon-
dendo a redes na criticalidade (linhas sélidas) exibem um crossover para uma segunda
zona de escala, que comeca em ¢ ~ 1 e perdura por mais de quatro ordens de magni-
tude. Conforme mostrado na Fig. 23, essa mudanca é melhor visualizada se simplesmente
reescalonarmos o fluxo ® pelo fator pL. Além do colapso dos perfis na primeira regiao
de escala, essa transformacgao também nos revela um efeito de tamanho finito tipico na
segunda regiao de escala, que é reminiscente do "enrugamento dinamico" observado em
alguns modelos de crescimento de superficies [39]. Nessa regido intermediaria de valores
de &, a espécie reagente experimenta a estrutura fractal do agregado incipiente infinito.
Como conseqiiéncia, podemos identificar uma regiao bem definida na qual o fluxo pene-
trante segue a lei de escala

d ~ L3P (3.18)

onde [ é o expoente de escala. A partir do ajuste linear aos dados correspondentes a
L = 512 pelo método dos minimos quadrados na regiao de escala, obtemos 5 = 0.34+0.02.

Esse valor é consistente com o expoente de difusdo anémala, 1/d,, ~ 0.348, observado num
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Figura 23 Grafico logaritmico do fluxo reescalonado ®/(pL) versus o parametro reativo-difusivo £
em redes percolativas na criticalidade de tamanhos L = 32,64, 128, 256 e 512, quando vistas de baixo
para cima. As linhas retas s3o as regresstes lineares aos dados pelos minimos quadrados nas regides
reativo-difusivas tradicional e anémala, com os nimeros indicando as respectivas inclinacdes: 0.5 e
B = 0.34 £ 0.02. Para efeito de comparacdo, a insercio mostra os resultados para redes de poros
critica (linha sélida) e n3o critica (linha pontilhada), ambas de tamanho L = 512.

processo de caminhada aleatoéria sobre o agregado incipiente infinito em duas dimensoes
|5]. Tal correspondéncia pode ser explicada por meio do seguinte argumento de escala
[7]. Se considerarmos que a penetracio A, nesse regime, escala como A ~ (Dt)Y4x,
onde dp é o expoente critico da reacdo-difusdo, e fizermos uso das relacdes ® ~ L%\ e
K ~ t~!, obteremos a relacio independente do tempo ® ~ L®/2¢Y/4r - Conseqiientemente,
o expoente critico dr deve ser igual ao expoente de uma caminhada aleatoéria bidimensional
no agregado incipiente, d,, = 2.87, o que, de fato, é consistente com o expoente obtido
nas nossas simulagoes, ou seja, dgp = 1/ ~ 2.94. A inser¢ao na Fig. 23 refor¢a o fato
de que o comportamento do sistema na criticalidade é notadamente diferente da resposta

reativo-difusiva da rede homogénea (p = 1) para £ > 1.

O valor &, no qual o fluxo ® passa do comportamento em lei de poténcia descrito
pela Eq. (3.18) para o regime de saturacdo dado pela Eq. (3.17), fornece outro registro
da presenca de lei de escala no processo reativo-difusivo. De fato, o grafico logaritmico
mostrado na Fig. 24 indica claramente que £ depende do tamanho do sistema de acordo
com

Ex ~ L7, (3.19)

com um expoente z = 2.69 + 0.03. Nesse ponto, sugerimos que o fluxo ¢ segue a relagao
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Figura 24 Grafico em escala logaritmica do crossover £x versus o tamanho do sistema L para redes
no ponto critico de percolagdo (circulos). A linha reta é o ajuste linear aos dados pelos minimos
quadrados com o nimero indicando a inclinagdo z = 2.69 + 0.03.

de escala [40]

®~ LOf <L£> , (3.20)

onde f(u) é uma fungdo de escala [39]. Conforme mostrado na Fig. 25, o colapso dos
dados obtido ao reescalonarmos ® e £ por L* e L?, respectivamente, confirma a validade
da forma de escala (3.20). Além disso, uma relagao direta entre os expoentes «, 3 e z pode
ser obtida [39]. Se nos aproximarmos do ponto de crossover pela esquerda, encontraremos
P(&y) ~ LY 252, enquanto que, pela direita, teremos ®(£,) ~ L% Assim, comparando
essas duas relacoes, verificamos que L/ 255 ~ L* e, usando a Eq. (3.19), é possivel escrever
a seguinte lei de escala:

a=20z. (3.21)

Substituindo na Eq. (3.21) os valores encontrados para [3 e z, obtemos o ~ 1.83, um valor
que é consistente com a dimensao fractal calculada para o agregado incipiente infinito,
a=1.89+0.03.

3.4 Conclusoes

A teoria da percolagao certamente nos fornece uma abordagem por modelagem tutil

ao estudo de uma enorme variedade de sistemas que exibem tanto desordem estrutural
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Figura 25 Colapso dos dados obtidos apds o reescalonamento de ¢ e £ com L* e L?, respectiva-
mente.

quanto auto-similaridade estatistica. Em particular, a geometria percolativa tem sido
usada freqiientemente como paradigma conceitual para fen6menos de transporte em meios
porosos fracamente conectados. Conforme mencionado na Introducao 3.1, o presente
estudo tem especial relevancia no campo da catalise heterogénea. Por exemplo, por causa
da deposicao de coque (residuos carbonicos provenientes de rea¢oes quimicas secundarias),
a gradual perda de conectividade no espaco ativo de catalisadores porosos pode impor
severos prejuizos a eficiéncia global do processo de rea¢do quimica desejado [41, 42]. A
situagao pode tornar-se ainda mais grave se a conversao de reagente ao nivel de poro
é limitada por mecanismos difusivos de transporte de massa. Portanto, é importante

elucidar o efeito da geometria porosa sobre a atividade catalitica num estado marginal de

conectividade critica (e.g., no limiar de percolagio).

Em resumo, discutimos o problema que envolve os processos de difusao e reacao em
redes bidimensionais de poros na criticalidade. Nossos resultados mostram que numa
regiao de valores intermedidrios do parametro £, na qual a competicao entre difusdo e
reagao quimica torna-se relevante, a reatividade do meio catalitico é bastante sensivel a
detalhes estruturais do espago de poros. Precisamente nessa regiao, o fluxo de massa ®
do reagente que penetra o sistema exibe o comportamento de escala ® ~ L/2¢% com um
expoente (5 ~ (.34 que pode ser identificado como o inverso do expoente da caminhada
aleatoria no agregado incipiente infinito, 1/d,. Além disso, a anélise de tamanho finito
dos dados de nossa simulagao, nos regimes de escala andémalo e de saturagao do processo

reativo-difusivo, revelam que é possivel descrever o comportamento de ® para valores
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moderados e altos de £ em termos da relagio de escala dada pela Eq. (3.20).

Sao inumeras as implicacoes de nossos resultados. Uma delas estd relacionada a
enorme discrepancia verificada entre os comportamentos reativo-difusivos critico (p = p.)
e nao-critico (p = 1) da rede de poros, especialmente no intervalo de valores de £ no
qual a geometria fractal da estrutura percolante critica tem uma influéncia evidente em
seus aspectos difusivos. Nossos resultados fornecem uma evidéncia inquestionéavel de que
os detalhes da morfologia do espago de poros podem ter uma influéncia decisiva na efi-
ciéncia do catalisador poroso. Por exemplo, se o aspecto auto-similar do material nao
for devidamente considerado na representagao geométrica do espago de poros, 0 consumo
de reagentes pode ser extremamente superestimado por qualquer tentativa de modelar o
fenémeno reativo-difusivo empregando, por exemplo, modelos pseudo-homogéneos tradi-

cionais.

Outro ponto de potencial interesse diz respeito & possibilidade de desenvolver substra-
tos porosos para aplicagoes especificas em catélise heterogénea. Evidentemente, apresen-
tamos aqui um estudo de caso tipico no qual a geometria da percolacao na criticalidade
tem um efeito prejudicial & performance do catalisador. Entretanto, podem surgir outras
situacoes nas quais esse tipo de morfologia e um mecanismo reativo-difusivo particular po-
dem se combinar a fim de melhorar o rendimento de uma espécie quimica desejada. Esse
pode ser o caso, por exemplo, quando efeitos de seletividade de forma associados com me-
canismos de difusao dificultada sao capazes de influenciar uma determinada seqiiéncia de
reagoes acontecendo no espago poroso do catalisador [43, 44, 45]. Finalmente, esperamos
que este estudo possa representar uma contribuicao 1til no que diz respeito a interpretacao

do comportamento de catalisadores reais.
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4 TRANSPORTE LAPLACIANO
ATRAVES DE INTERFACES
IRREGULARES 2D
PARCIALMENTE PASSIVADAS:
UMA EXTENSAO
CONJECTURAL DO TEOREMA
DE MAKAROV

4.1 Introducao

O conceito matematico de medida harmoénica, ou moédulo da derivada normal de
um campo Laplaciano em uma interface, esta presente em inimeros fen6menos naturais
e industriais, desempenhando um papel particularmente importante em eletroquimica,
catélise heterogénea e processos de difusao relacionados a fisiologia animal. O conceito de
medida harmonica pode representar, por exemplo, a distribuicao de carga elétrica em um
capacitor irregular (possivelmente fractal) ou a distribuicao de corrente em um eletrodo
irregular de uma célula eletroquimica. Do mesmo modo, pode descrever a densidade
de probabilidade de particulas em difusao para alcancar uma superficie, no caso de um

catalisador com geometria irregular.

O transporte Laplaciano, submetido a condicoes de contorno de Dirichlet, foi resolvido
por Makarov no caso bidimensional [46]. Em um importante teorema de sua autoria,
foi demonstrado que a dimensao de informacdo da medida harmoénica em um conjunto
conectado, fractal ou nao, € igual a 1, em D = 2, onde D é a dimensao de imersao do
sistema (embedding dimension). O significado fisico desse resultado é que o comprimento

da zona ativa - a zona que recebe a maioria do fluxo Laplaciano - deve ser da ordem
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Figura 26 Atividade de trés interfaces distintas, submetidas a um campo Laplaciano e CC's de
Dirichlet, representada pela espessura da camada na cor vermelha. A fracdo ativa L,:/L, diminui
com o aumento da irregularidade da interface. A direita, uma representacio idealizada da distribuicio
de atividade na interface, na qual a atividade é considerada nula fora da zona ativa.

do tamanho ou diametro L da menor esfera que engloba a interface. Esse resultado é
uma medida de como a acessibilidade nao uniforme da interface a caminhantes aleatorios
determina a atividade do sistema. Em catélise, por exemplo, a eficiéncia da interface pode
ser significantemente menor do que o esperado de sua atividade intrinseca, pois particulas
em difusao alcancam preferencialmente as protusoes ou regioes mais expostas da interface
irregular. Tais efeitos, chamados comumente de screening, sao responsaveis por diferencas
substanciais de comportamento entre as partes profundas da interface, que exibem baixa
atividade, e as mais expostas, que sao extremamente ativas. Devemos ressaltar que o
teorema de Makarov s6 é valido para a condi¢ao de contorno (CC) de Dirichlet, nas quais
a interface nao oferece resisténcia ao transporte ou, equivalentemente, possui reatividade

ou permeabilidade infinitas.

A eficiéncia de screening pode ser caracterizada de forma simples por meio do quoci-
ente S = L,/L, onde L, é o perimetro e L o didmetro da interface irregular. Uma vez
que, de acordo com o teorema de Makarov, o comprimento da zona ativa é funcao apenas

do diametro da interface e independe de sua rugosidade (L, ~ L), podemos escrever que

Lp
La = o
T g

e o fator 1/5 pode ser considerado como a "eficiéncia de screening" da interface devido
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as irregularidades geométricas. Para ilustrar o fenomeno de screening, utilizamos o dia-
grama da Fig. 26 , onde a atividade dos sitios das interfaces é proporcional a espessura
da camada em vermelho. Como esperado, na interface lisa, a camada em vermelho se
distribui uniformemente ao longo de todo seu comprimento. Contudo, com a introdugao
de rugosidade, passamos a observar o fendomeno de screening: a interface passa a funcionar
de forma nao uniforme. Mais importante, a fragao ativa da interface se torna progressiva-
mente menor, & medida que sua irregularidade aumenta. Inspirado pelo resultado obtido
por Makarov, foi proposto um método coarse-graining que permite estender as conseqiién-
cias do teorema de Makarov a interfaces “resistivas” que nao necessariamente obedecam
a CC’s de Dirichlet [19]. Esse método permite que se determine o fluxo através de uma
interface irregular arbitraria, apenas com o conhecimento de sua geometria, evitando a
solucao do problema de Laplace em um dominio de contornos complexos, podendo ser

aplicado com sucesso a intimeros problemas de relevancia tecnologica e cientifica.

Um problema relacionado, que surge no campo da catalise heterogénea, é o processo
de desativacao catalitica, no qual uma diminui¢do progressiva da atividade da superficie
do catalisador é observada com o passar do tempo. Tal diminuicao de atividade se deve
ao fato de que, juntamente com a reacao quimica principal, acontece uma reacao secun-
daria que gradualmente “passiva” a superficie reativa da zona ativa. Logo, uma questao
naturalmente surge: o que vem a seguir? Depois da desativacao, as particulas em difusao
que colidem com as zonas ja passivadas sao refletidas e podem eventualmente alcancgar
e reagir em zonas da superficie que nao foram passivadas ainda, mas que inicialmente
estavam pouco ativas por causa do screening. Esse processo é o tema do presente capi-
tulo. Embora os resultados que apresentamos sejam obtidos em D = 2, onde o teorema
de Makarov ¢ valido, o conceito de zona ativa permanece essencialmente valido em D = 3
[47, 48]. Assim, nosso trabalho constitui-se num passo tedrico-computacional preliminar
para o entendimento do problema de desativacao catalitica em interfaces rugosas, tema
que representa um assunto pratico importantissimo, uma vez que os custos envolvidos
na troca de catalisadores e processos de parada programada na industria por causa da

desativacao podem ser altissimos, alcancando a ordem de bilhoes de doélares por ano.

No que diz respeito a desativagao catalitica, a caracteristica dinamica desse fendmeno
deve ser considerada no desenvolvimento de sistemas reativo-difusivos, bem como na ope-
racdo de processos e em estratégias de otimizacao [41, 49|. Ao nivel de pellet catalitico,
o papel da geometria do espaco de poros na dindmica do processo de desativacao foi o
foco de alguns estudos anteriores [50, 51, 52, 53]. Em um trabalho recente, a dindmica de

desativagao por meio de fouling paralelo de uma interface catalitica irregular operando em
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condigoes de difusdo limitada foi investigada [54]. Para o caso particular de uma reacao de
primeira ordem, uma abordagem analitica geral foi desenvolvida confirmando que, mesmo
para uma superficie parcialmente absorvente, o comprimento ativo num poro liso desa-
tivado progressivamente permanece constante em fungao do tempo. Em outro trabalho
[55] foi investigada, com o uso de dindmica molecular, a transi¢do do regime de Knudsen
para o molecular no transporte difusivo através de interfaces absorventes bidimensionais,
dotadas de geometria irregular. De acordo com os resultados obtidos, o comprimento
da zona ativa decresce continuamente com a densidade, enquanto o transporte difusivo
muda do regime de Knudsen para o molecular. No limite em que a difusdo molecular se
torna dominante, foi verificaddo que esse comprimento tende a um valor constante, que
é da ordem do tamanho do sistema, em concordancia com as predicoes tedricas para o
transporte Laplaciano em geometrias irregulares [46, 56]. Além disso, foi mostrado que
todas essas caracteristicas podem ser descritas qualitativamente empregando a caminhada

aleatoria na modelagem do processo difusivo.

4.2 A célula difusiva

O problema que nos propomos a resolver estd ilustrado na Fig. 27. Consideremos
uma célula bidimensional, onde massa é transportada por difusao através de um fluido
estagnante, a partir de uma linha fonte de comprimento L, em direcao a uma interface
de rugosidade arbitraria, de perimetro L,, com o mesmo didmetro L da linha fonte. No

interior da célula, o transporte de massa é regido pela primeira lei de Fick,
{(7) = —DVC,

onde ¢ representa o campo vetorial de fluxo de massa, C(7') é a concentragdo local na
posicao 7 e D é o coeficiente de difusao molecular. No estado estacionéario, o campo de

concentracgao satisfaz & equacao de Laplace,
V2 =0. (4.1)

Na linha fonte, impomos uma concentracao constante C's, enquanto as paredes late-
rais do espaco de acesso entre a fonte e a interface sao consideradas perfeitamente nao-
absorventes. No regime inicial ndo passivado (parte superior da Fig. 27), a condi¢do de

contorno é de Dirichlet ao longo de toda interface (C' = 0), e a zona ativa é formada pelas



4.2 A célula difusiva 65

00252 eR e e o e e e e e e o e e e e e e e o e o0 oC oo o oo oeogse
I R e R T T R T T T T e I T e e e e
Tt atete:
I e T T T I I T T T I T T T T T T T T T et et
s S S s S S e e e S s et Tt
e e Teaaseatess
D I R R R T S T R T R e s
T T ey S e S e ooy
e e e e e S S T e S S S e e S T Sa sa s s e ]
R 0002029332933
e ST e e s s e T e e
S S S S e e S e S e S S S e S S s S I e S e e
e T e S e T e e Ta s e s T e
ey e e e e o e s s
e e e e e 2259535252582
B S e e S S S s e S S s S I e
BE3535858380800eeaeees ettt $9292925932525%3
S e et et
I T T I T T T N T T T T T e T T e I e e s
RE3353585838580eo2ees ettt
e e e e TS e et
I T R T e R N T T R I N T e e e e
e e tate:
D S e e e e e e e e S e S A e a e s
e S e e s e S S S T e e e ts
e e e e S o g o o S o S S oS0 200000 00o0Seo0s
S S S A T R T T T R T T R T R s
[85358525822520089202882202er hess SORRIREIIIELTT
B3SSSSSsR3R3R383333353Ss 7 Bese SISRES335393935593%3
0S030535393939005005535255Y Boses 2535353535352
[$53525352929<252585290%2 32 PSSSe s Ree
353530353 3 = 353535353
e s R o 333
S RES35355505555555595) 33
R332 s sa st S
53335 \$335355585222532852\
3359 $335259593359)
s R3332353235%2
33 $935935555505¢]
&7 B232353
< 3252352523 ~
3 PS93333S] >
d €2 Be3eees £
v Bespessy B o355
S = 3335358538
ST [$32393938383
€= BI59393333535
=3 (3332333282323
o< PSS90 20 2020
22 5252525552525252\
333 $252503353525252
323 essssa et et
2 =3

4.;?

33933333

3323353839832

2323552525295525%:
33

333333
9e9e35359352523 23

323
23232323

S e e e

93322

255X
255533
$3959335353552 23353535959595959592982¢
332323
2929293393039328535893222 233353939909538803920993282
3 232 2322
533 353553

X
e
0k

994

252525
e

525252525252
3S3535555555555 32
SSETR Resos
seseasy 53

i

0

&

X
XXX

2525252523

Pesetetes
BoSo925ss
B33535>

XXAXXHXX
e
MK

S ITIST IS >< betete il vt 33U <3<
SRRRR o 35 33982 23
eReese 23 5552 3
S3SR355%s 3 5333 35353
353k 3 3% 535323
33BN 3 3 53533
S S22 o3 23 e
3353859535552\ 3 RS 339354
3353323932 23 3
$35345555555%) 33 33534
RSE353595959%9 o3 23
2339303535355] >3 33333
SIS 3 5333
B3S3obsosod] 3 325353
pesebese 22 52525252
p2S2Ses e 3> [25252529]
33558 s (353558
5 33 B335
55 3 PSS £3353533]
53595552 525559

3 BS38353 S5

3 s &3

A

o
BTN
(XX
&KX
)

%

Figura 27 Representacdo esquematica da célula difusiva submetida ao processo de passivacio. A
interface reativa é irregular, a concentracio do reagente obedece 3 equacio de Laplace, e a linha fonte
é mantida a uma concentracdo constante Cs. O mecanismo de passivacido adotado ditard o tipo de
condicdo de contorno num determinado subconjunto da interface, em determinado passo do processo
de iteracdo. (a) Inicialmente, toda a interface obedece a CC de Dirichlet (C' = 0). (b) Apenas as
zonas mais expostas, mostradas em vermelho, entretanto, recebem a quase totalidade do fluxo. Apés
a passivacdo, essas mesmas zonas s3o desativadas (i.e., passam a obedecer a CC’s de Neumann,
0C/0n = 0) e a zona que concentra a maioria da atividade move-se para regides mais profundas
da geometria irregular. O teorema de Makarov sugere que o comprimento cumulativo da regido em
vermelho é da ordem do tamanho do sistema.
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regides mais expostas da geometria (mostradas em vermelho na parte inferior da Fig. 27)
que, segundo o teorema de Makarov, tém um comprimento cumulativo da ordem do com-
primento L do sistema. O problema a ser resolvido é o seguinte: se agora essas mesmas
regides forem passivadas (i.e., as CC’s nessas regioes mudarem para condiges "isolantes",
ou seja, puramente Neumann: 0C'/0n = 0), qual serd a nova zona ativa? Serd mostrado
na secao seguinte que o comprimento da nova zona ativa é aproximadamente o mesmo
comprimento da primeira zona ativa. E mais, isso permanece valido se continuarmos o
processo até o ponto em que toda interface seja passivada. Primeiramente, discutiremos o
caso simples de um poro liso e, posteriormente, utilizaremos o mesmo procedimento para

uma interface fractal tipica, nomeadamente a curva quadrangular de Koch.

4.3 O processo de passivagao

Devemos lembrar que o conceito de zona ativa, embora poderoso, trata-se de uma
enorme simplificacao do problema e estia baseado numa distribuicdo extremamente desi-
gual da medida harménica na interface. A passivacao, sendo conseqiiéncia da atividade
local, ocorrerd primeiramente na fracdo mais ativa da interface. A fim de caracterizar
quantitativamente esse processo, temos de encontrar as regioes da interface que recebem
os maiores fluxos e constituem uma fracdao p do fluxo total, a qual é grande mas inferior
a 1 (o fluxo total, correspondente a p = 1, é suportado por toda interface). Nas nossas
simulacoes consideraremos os comprimentos cumulativos das regioes que recebem uma

fragdo p = 0.8 ou 0.9 do fluxo total.

Para uma determinada geometria da interface e passo de passivacido, a solugao do
problema Laplaciano V2C = 0 para o campo de concentracao C' dentro da célula difusiva
é obtido por meio de discretizacdo numeérica. Uma malha estruturada compreendendo
elementos quadrilaterais é gerada e a solucao é calculada com o uso da técnica de diferencas
finitas. A partir da solu¢do de C' em um determinado passo de passivagao, calculamos
cada fluxo de massa local ¢; através dos i elementos nao passivados da interface, bem

como o fluxo total ® penetrando o sistema.

A medida harménica, nesse problema, corresponde ao fluxo normalizado por unidade

de comprimento, f;, o qual é computado em cada um dos N elementos de parede em que



4.8 O processo de passivagao 67

a interface é dividida simplesmente como

R

==
P
i=1

onde o fluxo difusivo ¢; através do elemento de parede ¢ da interface é dado por

_ aC
0= (-25),

O comprimento ativo L, por sua vez, é definido aqui empregando-se a seguinte expressao
[57]

fi

1

v -
La=|)_f (1< Ly <Ly).
=1

Assim, L, = 1 corresponde a uma distribuicao completamente "localizada", na qual o
fluxo total atravessa um tunico elemento de parede da interface, e L, = L,, por outro
lado, corresponde a uma distribuicao perfeitamente uniforme, na qual o fluxo se distribui

igualmente por todos os elementos de parede.

Comegando com uma interface completamente ativa (sem nenhum elemento passi-
vado), selecionamos os elementos de parede que tém os maiores fluxos de massa ¢;, cuja
soma é uma grande fracao constante p do fluxo total . A seguir, mudamos as CC’s
desses elementos do tipo Dirichlet, C' = 0, para Neumann, 0C'/0n = 0. Tais operagdes

constituem a primeira iteracao.

A seguir comecamos a segunda iteragao: o campo de concentracao e os fluxos locais
nas partes potencialmente ativas restantes (aquelas que ainda sdo do tipo Dirichlet) siao
recalculados. Uma nova zona ativa é determinada pela selecao da mesma fragdo p da
atividade total. Depois ela é passivada e assim por diante. Em cada passo de iteragao it,
contamos o nimero de elementos L;(p) que suportam os fluxos mais altos e cuja soma
corresponde & fracao constante p do fluxo total. Isso é o que denominamos comprimento
da zona ativa L, no estagio it. Se esse comprimento se mantiver constante em funcao de
it, a zona passivada cumulativa serd uma funcao linear de it até que toda interface seja
passivada. E o que acontece aproximadamente numa interface prefractal e, como veremos

adiante, muito precisamente num poro liso.

Durante esse processo, o fluxo total no sistema diminui lentamente. Uma vez que
nos restringimos aqui ao estudo dos efeitos da passivagdo na evolucao da superficie ativa,
renormalizamos os fluxos locais em cada iteracdo do processo de passivagdo. Isso cor-

responde & definicao da dimensao de informacao que é computada da distribuicao da
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medida normalizada. A dindmica complexa do fluxo total, que certamente é um assunto

de interesse pratico, é discutida em outros modelos reativo-difusivos mais realistas [58].

4.3.1 Passivacao seqiiencial de um poro liso

C=0

C, Vic=0

Figura 28 Diagrama esquematico do processo de passivacdo aplicado a um poro liso. A quantidade
L;(p) da interface passivada (mostrada em vermelho) em cada iteragdo do processo permanece
constante. E da ordem da metade do didmetro de entrada L. O processo de passivacio segue
uma seqiiéncia simples de translacdes da entrada do poro pelo mesma distancia passivada L;;(p)/2
(mostrada em azul).

Primeiramente, aplicaremos o esquema de passivacao que propomos ao caso de um
poro finito liso, conforme mostrado no diagrama na Fig. 28. Nesse caso, o fluxo na confi-
guracao inicial (ndo passivada) diminui monotonicamente da entrada para as partes mais
profundas do poro. Por motivos préaticos, consideraremos que existe uma pequena zona

passiva na entrada do poro, a fim de suprimir divergéncias locais relacionadas a desconti-
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Figura 29 Dependéncia da fracdo p do fluxo total com a razdo L;;/L para o caso de um poro liso.

nuidades nao realistas entre a fonte e as paredes absorventes nos cantos da entrada. Por
simetria, a quantidade L; que recebe uma fracao p do fluxo total é formada pela soma dos
comprimentos de dois subconjuntos de paredes paralelas idénticas, localizados a entrada
do poro. De acordo com a Fig. 29, o comprimento L;;, que suporta uma fracao p, aumenta
rapidamente com p e satura em um valor proximo ao do didmetro L da entrada do tubo.
Por exemplo, verificamos que um comprimento L;; = L suporta cerca de 90% do fluxo
total, de acordo com a interpretacao pratica do teorema de Makarov. A quantidade L
da interface que é passivada em cada iteracao deve permanecer essencialmente constante
para um dado valor da fracao p. Ou seja, o processo de passivacao pode ser descrito
como uma simples seqiiéncia de translacoes da entrada do poro na direcao axial por uma

distancia de L; /2, conforme ilustrado na Fig. 28. O comprimento passivado cumulativo

it
Sit - Z Lj
j=1

para p = 0.9 estd mostrado na Fig. 30 para um poro de didmetro 30¢ e profundidade
185¢ (perimetro total 400¢), onde ¢ é a unidade elementar de passivagdo. O comprimento
passivado cumulativo satura no valor correspondente ao perimetro do poro. Em detalhe,
a Fig. 30 mostra também que o comprimento ativo é constante durante o processo de
passivagao. Esse resultado nao é surpreendente do ponto de vista tebrico, uma vez que
as quantidades passivadas transladam sucessivamente a fonte para o interior do poro.
Todavia, é interessante do ponto de vista qualitativo, pois indica que os caminhantes
aleatorios sao absorvidos da fonte essencialmente dentro dos limites de um angulo da

ordem de 7/2 ou de uma profundidade da ordem da largura lateral. Isso corresponde
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Figura 30 Dependéncia da quantidade cumulativa passivada S;; em cada passo it do processo para
o caso de um poro liso de largura L = 40¢ e perimetro L, = 400¢. O grafico em destaque mostra a
seqiiéncia correspondente para L;;.

qualitativamente ao resultado de Makarov. Esse resultado significa que, essencialmente,
todas as particulas estao colidindo com as paredes do poro a uma distancia da ordem da
largura do poro. Durante a passivacao, as particulas em difusdo que sdo emitidas pela
fonte podem ter dois destinos diferentes: ou se difundem sem colidir com as paredes dos
poros, ou colidem com as regioes passivadas e sao refletidas. Porém, a fracao de particulas
do primeiro tipo é muito pequena, de forma que a absor¢do (e a conseqiiente passivagio)
é devida as particulas que colidiram com paredes passivadas por diversas vezes. Mesmo
que a regido passivada seja grande, apenas as partes mais profundas dela agirdo como
fonte, constituindo-se agora numa fonte profunda. Realmente, o fato de que a absorcao é
nesse sentido "local", é qualitativamente geral e sera confirmado pelo estudo da interface

prefractal na secao seguinte.

4.3.2 Passivagao seqiiencial de uma superficie prefractal

Passemos agora a investigacao do processo de passivagao aplicado a uma interface
irregular. A curva quadrangular de Koch é utilizada aqui como uma geometria para-
digmética, mas esperamos que os resultados obtidos sejam vélidos também para outras

estruturas complexas e geometrias irregulares.

Na parte esquerda da Fig. 31a, mostramos as curvas de isoconcentracao calculadas
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numericamente para uma interface completamente ativa (sem passivagdo). Depois de
selecionar e passivar os elementos mais ativos segundo o esquema descrito anteriormente,
o campo de concentracao e os fluxos locais nas possiveis partes ativas do restante da
interface sao recalculados e uma nova iteracao do processo de passivacao é executada.
Repetimos esse procedimento até o momento em que toda a interface se torne inativa
(passivada). As figuras 31b-f mostram o efeito da passiva¢do em seqiiéncia no campo
de concentracao C' depois de 1, 3, 5, 7 e 9 iteracoes, respectivamente, do processo de
passivacao. Os resultados mostrados nas Figs. 31a-f indicam claramente que a parte da
interface recebendo a maior parte do fluxo estd gradualmente se movendo para as regioes
mais profundas de célula & medida que a passivacao se desenvolve. Na parte direita das

Figs. 31a-f, mostramos como a interface fractal se torna progressivamente passivada em

cada uma das iteragoes correspondentes.

Na Fig. 32 mostramos a evolucao durante o processo de passivagao da variavel cu-
mulativa S;; para p = 0.8 e 0.9. Como podemos observar, 5;; exibe 0 mesmo aumento
linear do poro liso desde o inicio do processo de passivagao. Esse comportamento persiste
até um crossover para um regime de saturacao correspondente ao comego da completa
desativacao do sistema. A insercao na Fig. 32 mostra a variacao de L;; para as mesmas
geometrias e valores da fracao p. Nesse caso de uma interface fractal, observamos que o
comprimento ativo, definido acima como o suporte da fragao p da atividade, exibe flutu-
acoes, mas conserva a mesma ordem de magnitude até que toda interface seja passivada.
Notemos que para p = 0.8 e p = 0.9, respectivamente, os comprimentos das sucessivas
zonas ativas sao de aproximadamente 60¢ e 100¢. Sao da ordem do didmetro da interface
(igual a 3¢ = 81/). Isso corresponde ao resultado de Makarov, mesmo com o aumento

da regiao refletora em cada passo da iteragao.

Embora esperado para interfaces regulares (e.g., para a geometria de um poro), o
regime de comprimento de passivagao constante observado nao é um resultado trivial
para uma estrutura fractal complexa. Podemos entender esse comportamento pelo uso
do conceito de zona ativa. Conforme ilustrado pelo caso do poro liso, cada fragmento
da zona ativa, independentemente de seu tamanho, encontrard, depois da passivacao,
uma regiao absorvente (e ativa) nas imediagbes que é essencialmente do mesmo tamanho.
Esse é o motivo pelo qual a zona ativa, embora fragmentada num prefractal, exibe um

comportamento aproximadamente constante.

Todas essas consideragoes sugerem uma extensao conjectural do teorema de Makarov

para interfaces parcialmente passivadas. Tal conjectura prediz que, enquanto a parte
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Figura 31 lteracdes da passivacdo da quarta geracdo do prefractal quadratico de Koch de dimens3o
fractal D = Logb/Log3. Nesse caso, o didmetro L e o perimetro L, sdo respectivamente iguais
a 81/ e 625¢, em termos do limite de corte inferior. A esquerda, as linhas de isoconcentraco da
espécie em difusdo em diferentes iteracdes do processo de passivagdo: (a) configuracdo inicial, (b)
it =1, (c) 3, (d) 5, () 7, e (f) 9. A concentracdo diminui de vermelho para azul. A direita, as
interfaces correspondentes do prefractal com os elementos de parede n3o passivados, em vermelho, e
passivados, em preto.
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nao passivada da interface for suficientemente maior do que o tamanho L do sistema, o
transporte na interface irregular devera acontecer numa zona ativa L,. cujo comprimento

permanecerd da ordem de L.

700 T T T

600 | o O o . * 4
®p=08 o .
500 [ Op:O._Q o L ] i
®
L e J
S 400 .
it .
300 | o 150 i
®
. s] 100 ¢ i
200 . L
]
° 50
100 F o .
hd 0
0 L Il 1 Il L 1 L 1 1 Il 1 1 L
0 2 4 6 8 10 12 14
iteragdo

Figura 32 Dependéncia do comprimento passivado cumulativo S;; em cada passo it do processo,
para diferentes valores de p. A linha pontilhada corresponde ao perimetro da interface L, = 625(. No
detalhe, mostramos a seqiiéncia correspondente para L;;. L;; permanece aproximadamente constante
durante o processo até a completa passivacdo da interface que ocorre depois de 8 e 5 iteracdes para
p=0.8 e 0.9, respectivamente.

4.4 Discussao e conclusoes

O transporte devido a campos Laplacianos em dire¢ao a superficies irregulares é um
fendmeno extremamente comum na natureza com importantes aplicacoes cientificas e
tecnoldgicas, incluindo a transferéncia de calor, o transporte eletroquimico, a catélise
heterogénea e a troca de gas do ar para o sangue durante o processo de respiracao. No
caso da catalise heterogénea, por exemplo, o cenario tipico na escala microscépica é uma
célula onde espécies reagentes tém de ser transportadas por difusdao através do interior
de um fluido a fim de alcangarem uma superficie catalitica ativa e serem consumidas de
acordo com um determinado mecanismo de reacgao [30, 31]. A influéncia da morfologia da

superficie na eficiéncia do catalisador tem certamente um papel importante nesse processo
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e ja foi tema de alguns estudos anteriores [13, 14, 17].

Neste ponto, é importante discutir o que pode ser inferido de nossos resultados quando
a ordem da fractalidade aumenta em direcao a realizacdo do mesmo problema em um frac-
tal matematico. Quando a geracdo do prefractal aumenta, a razdo L/L, do comprimento
ativo priméario com o perimetro diminui para zero. Nesse sentido, a zona ativa torna-se
cada vez mais diluida. Nessa situacao, a passivacao daquela zona corresponderd também
a uma fracdo gradualmente menor da superficie. No caso do fractal matemaético, o compri-
mento ativo representa uma fragao infinitesimal do perimetro total. Como conseqiiéncia, a
modificacao da atividade nessa fracao da interface nao alterara apreciavelmente as trajeto-
rias das particulas chegando a interface, pois elas explorarao por reflexao regides proximas
que sao de Dirichlet e tém massa "infinita" comparada aquela da antiga zona ativa e que
agora é do tipo Neumann. Mais especificamente, consideremos o caso de um fractal (ma-
tematico) F' com dimensio D} suportado por nosso fractal inicial F' com dimensao Dy,
contanto que D} seja rigorosamente menor do D;. Nesses termos, nossa conjectura esta
baseada no fato de que, se D} < Dy, F’ est4 infinitamente “diluido” em F. Conseqiien-
temente, particulas em difusdo poderao finalmente encontrar regices do tipo Dirichlet em
qualquer vizinhanca da zona passivada. A extensdo conjectural do teorema de Makarov
podera entao ser escrita como: “a dimensao de informacao da medida harmonica de um
fractal com dimensao Dy, suportando um fractal com dimensao D}, estritamente menor
do que Dy, que é do tipo Neumann, é igual a 1.” A possivel extensao de tais estudos
para a passivacao de interfaces irregulares em D = 3 teria, evidentemente, importantes

conseqiiéncias.
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5 TRANSPORTE DE CALOR EM
DUTOS RUGOSOS

5.1 Introducao

O estudo de fenémenos de transporte em meios irregulares ¢ plenamente reconhecido
nos dias de hoje como um tema de pesquisa importante, possuindo intimeras aplicacoes
tecnolbgicas e industriais. Em particular, o papel da morfologia de uma interface ativa
na eficiéncia de dispositivos onde ha transporte de calor, massa ou quantidade de movi-
mento tem sido objeto de grande interesse para a comunidade cientifica. Por exemplo, o
desenvolvimento de uma abordagem moderna para o projeto de trocadores de calor deve,
necessariamente, incluir a geometria detalhada da superficie de troca como um parametro
de design desses equipamentos. Sabe-se, nessa area, que a inclusao de irregularidades,
como aletas ou superficies estendidas, a uma interface de troca térmica pode aumentar
sobremaneira a taxa de transferéncia de calor do processo e, por conseguinte, a eficiéncia
do trocador [59, 60].

Na pratica, as restricoes ao aspecto geométrico de uma interface de troca resultam
de um balancgo tipico em tecnologia que, por um lado, considera a complexidade e o
custo na confeccao da estrutura e, por outro, sua performance. E também comumente
aceita a nocao de que a capacidade do equipamento é diretamente proporcional & area
superficial disponivel para a troca térmica. A veracidade dessa ultima informagao, no
entanto, pode ser facilmente contestada, principalmente quando se opera em condicoes
nas quais a conduc¢ao térmica é o mecanismo responsavel pelo transporte de calor. Se
considerarmos, por exemplo, o efeito da acessibilidade nao-uniforme de elementos ativos
em uma superficie de troca altamente irregular, verificaremos que, por causa dos efeitos
de screening, as regides correspondentes a protuberancias apresentam alta eficiéncia em

detrimento das partes profundas dos fiordes, que sao de acesso muito mais dificil. Em
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conseqiiéncia, a eficiéncia da superficie de dispositivos de troca térmica, operando em
determinadas condigoes difusivo-convectivas, pode ser substancialmente menor do que a
esperada, quando se leva em conta somente a condutividade intrinseca do material ou, de

maneira mais genérica, a atividade de sua superficie nominal.

Um problema inteiramente analogo pode ser encontrado em eletroquimica, mas com
o beneficio da disponibilidade de evidéncias experimentais diretas. A atividade nao-
uniforme durante o transporte linear através de interfaces irregulares de eletrodos é igual-
mente passivel de explicacdo em termos de um efeito de screening inteiramente similar
ao observado em transporte de calor. A pesquisa nessa area tem se desenvolvido intensa-
mente nos ultimos anos [19, 20, 61|, dedicando-se principalmente & introdugao, ao calculo
e & aplicacao do conceito de zona ativa no transporte Laplaciano através de interfaces irre-
gulares. Por exemplo, um esquema de coarse-graining recentemente proposto por Sapoval
[19] permite-nos computar o fluxo através de superficies de eletrodos conhecendo-se so-
mente a geometria das mesmas, sem que seja necessario resolver efetivamente o problema

genérico de transporte difusivo.

O estudo do transporte de calor por conveccao forcada no escoamento laminar de um
fluido, através de dutos ou placas paralelas com paredes perfeitamente lisas, é conhecido
na literatura como problema de Graetz. A solugao analitica desse problema foi obtida pri-
meiramente por Graetz |62, supondo condigoes de escoamento estacionario, irrotacional
e incompressivel, propriedades constantes para o fluido, perfis de velocidades completa-
mente desenvolvidos (i.e., perfis de velocidades iguais em todas as segbes retas ortogonais
ao escoamento) e auséncia de efeitos de dissipagdo de energia. Desde entdo, diversos tra-
balhos tém procurado melhorar a precisao da solugao de Graetz e generalizar o problema a
fim de incluir outros tipos de condi¢es de contorno [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69]. O desenvol-
vimento e a solugao de modelos mais realistas para o transporte de calor em configuracoes
de escoamento interno e condicoes de convecgao forcada também tém despertado grande
interesse cientifico |70, 71, 72|. Entretanto, poucos estudos tém se dedicado a investigacao
de uma importante extensao do problema de Graetz, a saber, o caso no qual os processos

de escoamento e transporte de calor estao confinados por paredes de geometria irregular.

Neste capitulo, o objetivo é aplicar o conceito de zona ativa em transporte Laplaciano
para investigar a transferéncia de calor, no estado estacionario, por difusao e convecgao,
em um fluido escoando através de um duto cujas paredes sao interfaces irregulares. Como
paradigma para a irregularidade, utilizaremos uma interface fractal. Optamos por esse

tipo de estrutura, fundamentalmente, por causa da natureza peculiar de sua geometria, na
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qual o crescimento da area superficial (ou do perimetro, para o caso bidimensional) com
o tamanho do sistema ocorre de maneira anémala, quando comparado ao comportamento
de objetos Euclidianos tradicionais. E importante ressaltar que modelos fractais tém
sido bastante utilizados como uma descri¢ao plausivel para geometrias rugosas complexas
[21, 39]. O conceito de fractalidade tem ainda aplicagbes na modelagem da geometria de
superficies de diversos materiais desordenados, incluindo suportes cataliticos e adsorventes

porosos [13, 14, 17, 73].

De forma surpreendente, constataremos que o fluxo de calor praticamente nao depende
da rugosidade do duto, no caso em que o processo é controlado pelo mecanismo condutivo
de transporte de energia. Quando comparados ao comportamento de um duto liso e em
condigoes nas quais o mecanismo dominante é a conveccao, os resultados computacionais
mostram claramente que erros significativos na estimativa da eficiéncia de trocadores de
calor podem ser encontrados se as nao-homogeneidades da superficie ativa nao forem

consideradas de forma adequada.

5.2 Escoamento viscoso entre placas rugosas

Conforme mostrado na Fig. 33, o sistema fisico objeto de nosso estudo é composto por
um duto bidimensional de comprimento L cujas paredes delimitadoras sao duas interfaces
idénticas separadas por uma distancia 2h. Além disso, os quatro diferentes modelos
de dutos empregados em nossas simulacoes podem ser vistos na Fig. 34, onde podemos
observar que a interface lateral dos dutos é formada por 10 células que, de cima para
baixo, correspondem ao gerador, & primeira, a segunda e & terceira geracoes da curva
quadrangular de Koch. Conseqiientemente, o perimetro total de cada uma dessas paredes

aumenta em 2/3 quando comparado ao perimetro da geragdo anterior.

A descricao matemaética detalhada da mecanica de fluidos no interior do duto baseia-se
na suposi¢do de que temos um escoamento estacionario de um fluido continuo, Newto-

niano e incompressivel. Em tais condigoes, as equagoes de Navier-Stokes (5.1,5.2) e da
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Figura 33 Diagrama esquematico do duto usado em nossas simulacBes. As paredes compde-se de
uma seqiiéncia de células fractais com a geometria da curva quadrangular de Koch. O fluido escoa
no estado estaciondrio da esquerda para direita com Re ~ 1. Uma temperatura constante 7y é
imposta a entrada, enquanto a temperatura de ambas as interfaces é T,. Investigamos o transporte
estacionario de calor no caso em que Ty > T, i.e., o calor flui da regido central do duto para as
interfaces delimitadoras do mesmo.

continuidade (5.3) resultam em |3]
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onde as variaveis independentes = e y denotam a posicao no interior do duto, u e v sao as
componentes z e y do vetor velocidade, respectivamente, e p é a pressao local no sistema.
As propriedades fisicas relevantes do fluido sdo a sua densidade p e sua viscosidade p.
Nas nossas simulacoes, empregamos ainda a condi¢ao de nao-deslizamento ao longo de
toda interface fluido-solido, gradiente igual a zero na saida do duto (z = L) e perfil de

velocidade parabdlico na entrada do duto,

u(0,y) = ;um l1 - (%)Q] , (5.4)

onde u,, é a velocidade média na entrada do duto. O ntumero de Reynolds é definido
aqui como Re = pu,,h/u e, por simplicidade, restringimos nosso estudo ao caso em que
seu valor é suficientemente baixo (Re &~ 1), assegurando um regime laminar viscoso de
escoamento. Por fim, consideramos também que a viscosidade independe da temperatura,
de forma que os problemas de escoamento e transporte de calor ficam desacoplados e

podem ser resolvidos independentemente.
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Figura 34 Modelos de dutos liso (no topo) e rugosos utilizados em nossas simula¢des. Cada duto
rugoso, de cima para baixo, tem suas paredes horizontais representadas, pela primeira, segunda e
terceira geracdes, respectivamente, da curva quadrangular de Koch.

A solugdo numérica das Egs. (5.1-5.3), para os campos de velocidade e pressao na
estrutura, é obtida pela técnica de discretizacao por diferencas finitas do volume de con-
trole. Essa técnica consiste na conversao das equagoes que governam o fené6meno em
equagoes algébricas nio-lineares que podem ser resolvidas numericamente [74]. O pro-
cesso de discretizagao substitui o problema de encontrar solugoes exatas e continuas por
solucoes discretas no tempo e no espaco. No presente trabalho, empregamos o software
comercial Fluent que emprega a técnica de diferencas finitas por volume de controle, a

qual consiste nas seguintes etapas:

e divisao do dominio em volumes de controle discretos usando uma malha computa-

cional;

e integracao das equagoes governantes nos volumes de controle para construir equagoes
algébricas nao-lineares para as variaveis dependentes discretas, tais como velocidade,

pressao, temperatura e escalares conservados;

e linearizacao das equacoes discretas e solucao do sistema de equacoes lineares resul-

tante para gerar valores atualizados das variaveis dependentes.
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Quando desejamos obter uma aproximacao numérica de uma equacgao diferencial, os pon-
tos nos quais os valores da variavel dependente deverao ser determinados precisam ser
especificados. A colecdo desses pontos forma o que chamamos de grade ou malha. A
criacdo da malha é uma etapa crucial para a obtencao de uma solu¢cdo numérica de uma
equacao diferencial parcial. A malha ideal é aquela que promove um erro numérico despre-
zivel no menor tempo de CPU possivel e que exige pouco esforco computacional para ser
gerada. As malhas podem ser estruturadas (uma malha de estruturas regulares é usada)
ou ndo (sem imposi¢do de nenhum padrao na distribui¢ao dos pontos). Para algumas geo-
metrias complexas, a criagao de malhas estruturadas de elementos quadrangulares é dificil.
Por isso, malhas nao-estruturadas sao mais flexiveis quanto a geometria do sistema. Essa
flexibilidade permite uma subdivisao das células onde se requer um aumento na precisao.
Para malhas estruturadas, a distancia entre os pontos é regular. Assim, quando é preciso
diminuir essa distancia em uma regiao da malha, tal mudanca de espacamento entre os
pontos se estende para todo o dominio, incluindo areas onde nao haveria necessidade de
refinamento, o que se constitui num aumento desnecessario no nimero de nés. Por outro
lado, malhas nao-estruturadas tém problemas onde um alto grau de anisotropia se faz
necessario, como nas camadas-limite. Isso é geralmente superado utilizando-se malhas
estruturadas nessas regioes. Em termos computacionais, a auséncia de estrutura se tra-
duz em mais dados para armazenar, estruturas de dados mais complicadas e problemas

adicionais para os algoritmos numéricos |75

Como mostra a Fig. 35, utilizamos aqui uma malha quadrangular estruturada para
discretizar o duto rugoso. Aproveitando a simetria longitudinal do duto, optamos por res-
tringir o dominio computacional & metade do mesmo para otimizar o processo, reduzindo
o numero de células de discretizagao e, assim, economizando tempo de CPU. No caso
do duto com curvas fractais de terceira geracao, um total de 79200 células produziram
resultados satisfatorios quando comparados com os resultados obtidos usando malhas de

menor resolucgao.

Existem dois métodos numéricos diferentes de linearizacao e resolucao das equagoes
discretas: o segregado e o acoplado. Na solucao segregada, as equacoes governantes sao
resolvidas seqiiencialmente, ou seja, segregadas umas da outras. Como as equagdes sao
nao-lineares (e acopladas), varias iteragdes precisam ser feitas antes da convergéncia da
solugao. Na solucao acoplada, por sua vez, as equagoes governantes para a continuidade,
momento e, quando apropriado, energia e transporte de espécies sao resolvidas simul-
taneamente. Equacdes governantes para outros escalares sao resolvidas a seguir e em

seqiiéncia usando o esquema de resolugdo segregada.
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Figura 35 Secio do duto rugoso, englobando duas células fractais de terceira geracdo. A figura
mostra a malha computacional utilizada na discretizacdo das equacdes envolvidas no fenémeno de
transporte de momento e de calor.

Para a resolugao das equacoes discretas utilizamos o método segregado de linearizagao.
A Fig. 36 mostra esquematicamente os passos seguidos pelo método. Cada etapa pode

ser avaliada da seguinte forma:

e As propriedades do fluido sao atualizadas, baseadas na solugao obtida a cada itera-
¢ao. Na primeira iteracao simplesmente sao utilizados os valores iniciais das varia-

veis;

e Cada uma das equacoes de momento para u e v sao resolvidas empregando-se os
valores correntes de pressao e fluxos massicos nas faces do volume de controle, de

modo a atualizar o campo de velocidades;

e Visto que as velocidades obtidas podem nao satisfazer & equacao da continuidade
localmente, uma equacao de correcao para a pressao é derivada da equacao de
continuidade e das equagoes de momento linearizadas. Uma vez que essa equacao
é resolvida, as correcoes necessarias da pressao, dos campos de velocidade e dos
fluxos maéssicos nas faces do volume de controle sao obtidas a fim de que a equacgao

da continuidade seja satisfeita;

e Quando for o caso, equagoes para grandezas escalares sao resolvidas usando os

valores previamente atualizados das demais variaveis;

e Faz-se a checagem da convergéncia do conjunto de equagoes.
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Figura 36 Esquema de resolucio do sistema de equacdes algébricas gerado pelo método segregado
de discretizacio.

Esses passos se repetem até que os critérios de convergéncia sejam satisfeitos.

Tanto na solucao segregada como na acoplada as equagoes governantes discretas nao-
lineares sao linearizadas produzindo um sistema de equacoes nas variaveis independentes
para cada célula computacional. O sistema linear resultante é entao resolvido de modo
a gerar um campo de fluxo atualizado como solugdo. A forma como as equagdes sao

linearizadas pode ser implicita ou explicita, conforme esclarecido a seguir:

e implicita - para uma dada variével, o valor desconhecido em cada célula é calculado
usando uma relagao que inclui os valores conhecidos e desconhecidos das células

vizinhas;

e explicita - para uma dada variavel, o valor desconhecido em cada célula é computado

usando uma relacao que inclui apenas os valores conhecidos.

No método de solugao segregada, cada equacao governante é linearizada implicitamente
com respeito & equacao dependente daquela variavel. Isso resulta em um sistema de

equacoes lineares com uma equacgao para cada célula.

Por exemplo, a equagdao de momento na dire¢ao x é linearizada produzindo um sistema
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de equagoes em que a velocidade u é desconhecida. A solugao simultanea desse sistema,
de equagoes resulta em um campo de velocidades v atualizado. Em suma, o método de
resolugao segregada resolve um campo de uma variavel considerando todas as células ao
mesmo tempo. Depois resolve o campo de uma outra variavel também considerando todas
as células ao mesmo tempo e assim por diante. Nao hé linearizacao explicita no método

segregado.

Como mencionado, o software Fluent emprega uma técnica baseada no volume de
controle para converter as equagoes governantes em equagoes algébricas nao-lineares que
podem ser resolvidas numericamente. Essa técnica consiste em integrar as equagoes go-
vernantes em cada volume de controle, gerando equacoes discretas que conservam cada
quantidade de interesse. A discretizacdo das equagoes governantes pode ser ilustrada pela
discretizacao de uma equacao de conservacao, no estado estacionario, para o transporte

de uma quantidade escalar ®, dada por

f p®i - dA = 7{ oV - dA + / SedV, (5.5)
14

num volume de controle V. Na Eq. (5.5) temos que p ¢ a densidade do fluido, @ é o vetor
velocidade, A & o vetor drea da superficie, I's é 0 “coeficiente de difusao” de &, VP é o
gradiente de ® e Sy é uma fonte de ® por unidade de volume. A Eq. (5.5) é aplicada
a cada um dos volumes de controle do dominio computacional. A célula mostrada na
Fig. 37 ¢ um exemplo de volume de controle. A discretizagdo em determinada célula

resulta numa equacao da forma
N N
D op®siiy - Ap =) Ta(VO), - As+ SsV, (5.6)
f !

onde py é a densidade do fluido na face f, @y é o vetor velocidade na face f, fff é o vetor
area da superficie na face f, N é o nimero de faces da célula, ®; é o valor de ® na face f,
pPu - A é o fluxo méssico que atravessa a face f, A; éaareade f, (V®), é a magnitude
do gradiente normal & face f e V é o volume da célula. Se & = 1 temos que a equagao
acima é a equacgao da continuidade. Se ® = u temos a equag¢ao do momento na dire¢do

x, se ® =T a equacao de calor, etc.

O software armazena os valores discretos de ® no centro das células. No entanto, a
Eq. (5.6) precisa dos valores ®; nas faces. Tais valores sdo obtidos por interpola¢do dos
valores centrais utilizando um esquema upwind ou “a jusante” em relacdo a direcao da

velocidade normal u,. Optamos por um esquema upwind de primeira ordem em que as
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Figura 37 Esquema mostrando volumes de controle quadrangulares e seus centrdides, onde os valores
discretos das variaveis do sistema s3o avaliados. Os valores destas variaveis nas faces de cada volume
sdo obtidos por um método de interpolacio.

quantidades nas faces das células sao determinadas considerando que os valores centrais
de qualquer varidvel representam um valor médio e valido para toda a célula. Assim,
quando utilizamos um esquema upwind de primeira ordem, atribuimos o valor central
a jusante a face f. Podemos também utilizar um esquema upwind de segunda ordem,
no qual quantidades nas faces das células sao calculadas usando um método de maior
precisao. Melhor dizendo, os valores nas faces sao obtidos mediante uma expansao em
série de Taylor com relagao ao valor central. Portanto, em um esquema de segunda ordem,

o valor da face é calculado pela expressao
Sy =+ V- A5, (5.7)

onde ® e VP sao os valores central e seu gradiente na célula a jusante e As é o vetor
deslocamento a partir do centroide da célula a jusante. Observamos, no nosso caso, que
nao houve aumento de precisao ao adotarmos o esquema de segunda ordem e, por isso,

optamos pelo esquema de primeira ordem, que se mostrou mais rapido.

A equacao de transporte discretizada (5.6) contém a variavel ® no centro da célula
bem como os valores desconhecidos nas células vizinhas. Tal equacao é, em geral, nao-

linear em relagdo a essas variaveis. Uma forma linearizada da Eq.(5.6) pode ser escrita
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como

Ap® = A+ B,
j

onde o subscrito j se refere as células vizinhas, Ap e A; sdo os coeficientes linearizados

para ® e ®;, e B é o fluxo liquido que atravessa a célula em todas as faces f, dado por
f

O numero de células vizinhas para cada célula depende da topologia da malha, mas, em

geral, é igual ao nimero de faces da célula.

A forma integral das equagoes governantes (5.1-5.3) é avaliada para cada volume de
controle da malha produzindo-se um conjunto acoplado de equagoes algébricas [76]. Como
descrito anteriormente, as equagoes de momento e continuidade sao resolvidas seqiiencial-
mente. Esta ultima equagao, por sua vez, é utilizada como uma equagao para a pressao,
apesar desta nao aparecer na Eq. (5.3) para escoamentos incompressiveis, pois nessas
condigoes a densidade nao é diretamente dependente da pressao. O algoritmo SIMPLE
é utilizado para introduzir a pressao na equagao de continuidade. Esse algoritmo asse-
gura a conservacao da massa em todas as células do dominio e ainda calcula o campo de

pressoes p.

Chamamos de “erro de discretizacao” o erro introduzido pela resolucao das equacoes
discretas quando contrastado com as solucoes exatas das equacgoes diferenciais parciais.
Em malhas finas, o erro de discretizacao, considerando um problema linear para simplifi-
car, é proporcional ao erro de truncagem. Uma definicao de convergéncia usada na pratica
é observar pequenas mudancas em variaveis dependentes importantes durante o curso dos

estudos de refinamento da malha e do intervalo de tempo.

Freqiientemente, uma tolerancia é especificada e a diferenca entre as solucées de su-
cessivas iteragoes é calculada para cada ponto da malha. Se a magnitude da diferenca
é inferior a tolerancia especificada, entdao se diz que o esquema numérico convergiu. Em
problemas de valores de contorno puros (independentes do tempo), uma técnica mais con-
fiavel para medir a convergéncia iterativa é fundamentar o critério no erro residual que
resta na solucao aproximada da equacao diferencial. Um vetor residual é computado para
cada iteracao, isto é, calcula-se o erro na solugao da iteracao corrente quando comparada
a solucao exata das equacoes diferenciais. Para medir o erro residual sobre todo o do-
minio, uma norma vetorial apropriada é calculada. Esse valor é entao comparado com

a magnitude do erro residual no inicio da iteragao. O erro na norma pode ser calculado
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para qualquer ou todas as equagoes no sistema de equagoes diferenciais parciais.

Inicializada a simulagao do escoamento, podemos acompanhar a progressao dos cal-
culos até atingir a convergéncia. A estabilidade e convergéncia caracteristicas do método
numérico sao de dificil demonstracao. Apesar disso, ambas as propriedades foram exausti-
vamente checadas em nossas simulacoes computacionais. Esses testes foram realizados por

meio de experimentos numeéricos antes de utilizar uma dada solucao em nossos estudos.

Como ja mencionado, o critério de convergéncia utilizado é definido em termos de
[43 £ 29 : : ~ X
residuos”, os quais fornecem uma medida do grau em que as equacoes de conservagao
estao sendo satisfeitas ao longo do campo de escoamento. Residuos sao calculados so-
mando o desequilibrio em cada equacao para todas as células do dominio. Por exemplo,
suponhamos uma célula ¢, cercada por um conjunto de j células. O residuo R, para uma

quantidade P, é definido como

D (49— Ai®; + B)
i J
Z | Ai®]

onde o somatorio em ¢ compreende todas as células do dominio e os coeficientes A sao

R(®) = (5.8)

coeficientes provenientes da diferenca finita, que combinam os termos convectivo e viscoso
através dos volumes de controle que envolvem a célula i. Os residuos para cada variavel do
escoamento (velocidade, pressdo, etc.) ddo uma medida da magnitude do erro na solugio
de cada iteragao. Em geral, a solucao pode ser considerada convergida se os residuos sao
da ordem de 1073, Em todas as simula¢des que realizamos, a convergéncia foi considerada
tingid d id tingi 1 inferi 1075 oes d
como atingida quando os residuos atingiam valores inferiores a para as equacoes de
continuidade e de momento nas direcdes x e y, e valores inferiores a 10~8 para as equacoes

de energia.

Como podemos ver na Fig. 38, apés a convergéncia, a simulagao do escoamento em
um duto da geracao 3 mostra um perfil de velocidades parabdlico na saida do duto liso.
Esse é o perfil na entrada de todos os dutos em todas as geracoes simuladas. Ao longo do
duto liso esse perfil ndo se altera e nos dutos rugosos o perfil é pouco afetado, ja que as
velocidades nas reentrancias sao bem inferiores as velocidades na cavidade central prin-
cipal do duto. Na Fig. 39 mostramos o perfil de velocidades em duas se¢oes distintas no
interior do duto da geracao 3. A primeira secao penetra fundo na reentrancia enquanto
a segunda situa-se num ponto sem rugosidade. O que observamos é que o escoamento é

parabdlico ao longo de todo o duto. A presenca de irregularidades na parede quase nao
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Figura 38 Figura mostrando o perfil de velocidade na saida do duto. Na abscissa temos a distancia
ao centro do duto e na ordenada a velocidade dividida pela velocidade maxima. A linha sélida mostra
um perfil parabdlico e o simbolo “+" representa a velocidade em diferentes pontos da saida.

perturba o escoamento, a nao ser nas regioes proximas da entrada, como em y = h, onde
observamos uma velocidade ligeiramente superior na secao maior, pois nao ha contato
com a parede e had uma contribuicao para a velocidade devido a interacao com os vortices
nas reentrancias. Embora muito inferiores quando comparadas as velocidades no centro
do duto, as velocidades nas reentrancias tem um valor finito. De fato, conforme mostrado
na Fig. 40, uma observacao de mais perto desses detalhes rugosos revela uma cascata
de vortices, com intensidades que decrescem em progressao geométrica [77, 78]. Apesar
de ter intensidade muito menor do que aquela do escoamento principal, essas estruturas
de recirculagao estao localizadas mais profundamente no sistema e, por conseguinte, ex-
perimentam mais proximamente o relevo da interface fluido-solido. Mais precisamente,
momento viscoso é transmitido lateralmente do escoamento principal e através das suces-
sivas laminas de fluido para induzir vértices no interior da cavidade fractal. Tais vortices
irao entao gerar outros de menor tamanho e intensidade. Ao longo da entrada da cé-
lula fractal, a magnitude da velocidade do fluido varia bastante, sendo maxima no ponto

central da entrada da célula, conforme descrito na Fig. 41.
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Figura 39 Perfis de velocidade, na direcdo longitudinal, em duas se¢Bes do duto rugoso da geracdo
3. A primeira se¢do, a esquerda, penetra na reentrancia fractal enquanto a segunda se¢do parte
do centro do duto e chega até uma porcdo lisa na parede do duto. Os vetores evidenciam que as
velocidades no interior da reentrancia sdo inferiores aquelas no centro do duto.

5.3 Transporte de calor entre placas rugosas

Com os campos de velocidade e pressao para o escoamento ja determinados na se-
¢cao anterior, trataremos agora da determinacdao numérica do campo de temperaturas.
Conforme ja mencionado, estamos considerando os campos de velocidade e temperatura
independentes, o que, na pratica, significa que "congelamos" a solucao previamente en-
contrada para o escoamento e a utilizamos na resolucao do campo de temperatura. Para
tanto, resolveremos a equacao convectivo-difusiva no estado estacionario sem fontes de
calor:

2T 2T
or  or (6 0 ) ’ (5.9)

u% + va—y =« o2 + 8—y2
onde a = k/pc, é a difusividade térmica, k a condutividade térmica, e ¢, o calor especifico
do fluido. Como condicbes de contorno, consideramos que o fluido na entrada do duto
é submetido a uma temperatura constante 7 e as interfaces laterais a uma temperatura
T, igualmente constante. Analisaremos o caso particular em que 7, > T, ou seja, o

calor é transportado do seio do fluido para as interfaces rugosas nas laterais do duto. A
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Figura 40 Vértices formados nas reentrincias das interfaces dos dutos rugosos. A ampliacdo mostra
a cascata de vértices com intensidades reduzidas @ medida que penetramos na estrutura [77].

competicao entre os mecanismos de conducao e conveccao do transporte de calor pode ser

quantificada em termos do nimero de Péclet, definido como
Pe = u,h*/al . (5.10)

Utilizando a mesma malha da simulacao do escoamento, procederemos a discretizagao da
equagdo de calor (5.9). Essa equacdo, aplicada em cada célula do dominio é linearizada
pelo método segregado, com os valores discretos interpolados por meio de um esquema
upwind de primeira ordem, a fim de evitar instabilidades numéricas devido a presenca da
convecgao [76]. Por meio dessas técnicas numéricas, executamos as simulagoes nos dutos
liso e rugosos correspondentes & primeira, segunda e terceira geracoes prefractais da curva

quadrangular de Koch, ja apresentadas na Fig. 34.

Na Fig. 42 mostramos o campo escalar de temperatura de um duto rugoso, da ter-

ceira geragao, em cinco condigoes difusivo-convectivas distintas. Para valores baixos de
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Figura 41 Perfil de velocidade, em y=h, ao longo da entrada de comprimento [ de uma das células
fractais da parede do duto de geracdo 3.

Pe (Fig. 42a), a condugdo é o mecanismo dominante, ficando o transporte de calor pra-
ticamente limitado & regiao de entrada do duto. Todavia, com o aumento do valor de
Pe (Figs. 42b-d), a contribui¢do do termo convectivo ao transporte de calor proveniente
do centro do duto passa a tornar-se relevante. Conforme mostrado na Fig. 42¢, embora
a temperatura da entrada possa alcancar a saida para Pe =~ 200, a temperatura nas
reentrancias das interfaces rugosas permanece virtualmente inalterada pela convecgao.
Apenas para valores muito altos de Pe, quando os vortices no interior dessas irregularida-
des passam a efetivamente transportar calor, as altas temperaturas conseguem penetrar

mais profundamente nas cavidades do sistema (Fig. 42e).

O papel das irregularidades das interfaces no transporte de calor pode ser quantificado

em termos do fluxo de calor normalizado

¢ = qu/q (5.11)

onde ¢, é o fluxo de calor total que atravessa a interface, procedente do seio do fluido,

T
quw = —k or ds . (5.12)

sup
A temperatura de referéncia ¢ corresponde ao fluxo de calor que atravessa uma interface

lisa, de tamanho L e temperatura 7,,, num sistema onde o calor é transportado por

condug¢ao, por meio de um fluido estagnante, de uma linha disposta paralelamente &
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Figura 42 Campos de temperatura para diferentes valores do nimero de Péclet: (a) Pe = 0.25,
(b) Pe = 10, (c) Pe = 200, (d) Pe = 10°, e (¢) Pe = 107. O valor da temperatura decresce do
vermelho para o azul.
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interface de troca e mantida a uma temperatura constante 7T,

Ty — T

L. (5.13)

Q0 =k
A dependéncia do fluxo ¢ com o nimero de Péclet, Pe, é mostrada na Fig. 43 para as

3

-1 : : : : : :
2
log Pe

Figura 43 Grafico em escala logaritmica do fluxo de calor ¢ em fun¢do do Pe, para as diferentes
geracdes fractais. A linha sélida corresponde ao fluxo no duto liso enquanto as linhas tracejadas
descrevem o fluxo das geracdes 1, 2 e 3, respectivamente de baixo para cima. Todas as curvas
colapsam para valores baixos e intermediarios de Pe e, a partir de um certo crossover, o fluxo de
calor passa a depender da rugosidade do duto.

trés geragoes prefractais da parede do duto. Para efeito de comparagao, o comportamento
do duto liso, de tamanho L e submetido as mesmas condi¢oes de contorno, também é
mostrado. Nesse caso mais simples, o sistema apresenta um forte aumento do fluxo com
Pe, até o ponto (Pe =~ 10) no qual o seguinte regime em lei de poténcia persiste por mais
de cinco ordens de magnitude:

¢ ~ Pell3 (5.14)

Esse comportamento ja foi observado em estudos teoéricos anteriores. De fato, foi de-
monstrado que a solucao analitica do problema cléssico de Graetz, no qual o mecanismo
de condugao axial é desprezado, converge assintoticamente para o comportamento em lei
de poténcia acima [67]. Alternativamente, conforme demonstrado na referéncia [79], esse

regime em lei de poténcia para o transporte de calor, que sabemos ser valido para valores
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moderados e altos de Péclet, pode ser obtido por meio de um balango global de calor do

sistema, combinado a um simples argumento de escala.

Surpreendentemente, os resultados da Fig. 43 mostram que dutos de diferentes rugo-
sidades exibem o mesmo comportamento para valores baixos e intermediario do niimero
de Péclet (Pe < 200). Além disso, esses dutos tém performance semelhante ao do duto
liso nesse mesmo intervalo de valores de Pe. Em tais condicoes, ou a conducao de calor
predomina sobre a conveccao ou, no minimo, representa uma contribuicao relevante ao

fluxo de calor total através das paredes do duto.

Para valores de Péclet no intervalo 10 < Pe < 200, cada célula prefractal da interface,
juntamente com o fluido em suas vizinhancas, pode ser considerada, aproximadamente,
como uma, célula puramente difusiva, com seus elementos de parede a uma temperatura
constante 7, e limitada por uma linha, no seio do fluido, com temperatura 7. Conside-
rando o estado estaciondrio, o sistema pode ser tratado como uma célula bidimensional,
submetida a condi¢oes de contorno de Dirichlet, onde o transporte de calor puramente
Laplaciano acontece. E exatamente nessas condicoes, conforme ja estudamos no capitulo
anterior, que o teorema de Makarov [46] é valido. Vale recordar que, aplicado ao nosso
sistema fisico, o significado pratico desse teorema é que, independentemente da morfolo-
gia da interface, o comprimento da regidao que recebe a maior parte do fluxo de calor é
da ordem do tamanho L do sistema, e nao do seu perimetro L,. Isso explica porque na
Fig. 43 o fluxo de calor através da interface é praticamente insensivel as diferentes geome-
trias irregulares, para valores baixos e moderados de Pe. Corroborando esse raciocinio,
apresentamos na Fig. 44 a distribui¢ao de temperatura de uma das células prefractais que
compoe o duto, para Pe = 195. Comparada com a distribuicao de temperatura de uma
célula idéntica, mas submetida a um regime de transporte de calor puramente difusivo,
mostrada na Fig. 45, podemos notar uma diferenca apenas no que diz respeito a uma
ligeira assimetria vertical, presente na Fig. 44, a qual é causada pelo escoamento do fluido

ao longo da dire¢ao longitudinal do duto.

Para Pe > 200, a predominancia da conveccao em relacao a difusao estende-se a re-
giao das reentrancias das células prefractais. O valor desse crossover é resultado do fato
das magnitudes dos vetores velocidades, que constituem os maiores vortices presentes nas
reentrancias, serem aproximadamente duas ordens de magnitude menores do que a velo-
cidade média do escoamento u,,. Para valores altos de Pe, o calor pode ser transportado
por conveccao por meio dessas zonas de recirculacao do fluido até os elementos de parede

menos acessiveis da interface. Em tais circunstancias, o teorema de Makarov deixa de
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Figura 44 Célula fractal do duto da geragdo 3, com Pe = 195. A figura mostra um campo de
temperaturas Laplaciano, em escala logaritmica, semelhante ao observado na Fig. 45, apresentando,
porém, uma assimetria vertical decorrente do escoamento de fluido (da esquerda para a direita).

ser valido e o fluxo ¢ através das paredes do duto passa a ser dependente dos detalhes
geométricos da interface. De acordo com a Fig. 43, quanto mais alta for a geracao do
prefractal que constitui a interface, maior serd o fluxo de calor total, desde que estejamos

num intervalo de altos valores de Péclet.

A analise baseada no fluxo total ¢ é consistente com outra, mais detalhada e que
emprega a definicdo de comprimento ativo, L,. Conforme ja visto no capitulo anterior,
o comprimento ativo pode ser interpretado como uma medida da heterogeneidade do
fluxo, podendo assumir qualquer valor no intervalo 1 < L, < L,, onde L, = 1 refere-
se a uma distribuicdo completamente "localizada", na qual o fluxo total atravessa um
tnico elemento de parede, e L, = L,, por outro lado, corresponde a uma distribuicao
perfeitamente uniforme, na qual o fluxo se distribui igualmente por todos os elementos
de parede. O comprimento ativo é portanto uma forma de quantificar a interacao entre
a fenomenologia Laplaciana e a geometria complexa da interface absorvente numa escala
local. Como esperado, os resultados apresentados na Fig. 46 indicam que L,, em geral,
aumenta com Pe. Porém, é importante ressaltar que as atividades das interfaces lisa e
rugosas se comportam aproximadamente da mesma forma, para baixos valor de Pe. Tal
comportamento é igualmente consistente com o teorema de Makarov em condigoes nas
quais o mecanismo de conducao controla o transporte de calor no interior das reentrancias

prefractais.

Para valores altos do niimero de Péclet, L, torna-se extremamente sensivel aos de-
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Figura 45 Resultado da simulac3o, exibindo a distribuicio de temperatura, em escala logaritmica,
numa célula prefractal da terceira geracdo. As condi¢cdes de contorno para os elementos de parede da
interface sdo do tipo Dirichlet (T' = T),) e o calor se propaga por difusdo, proveniente de uma linha
fonte horizontal mantida a uma temperatura constante Tj.

talhes geométricos da interface. Por causa das contribui¢oes relevantes da convecgao ao
transporte de calor em escalas menores, a distribuicao do fluxo nas células da interface
torna-se mais uniforme. Quanto mais alta a geracao prefractal usada na criagdo da geo-
metria rugosa, mais alto também sera o niimero de elementos de parede disponiveis para
a troca de calor. Como conseqiiéncia, podemos observar um aumento substancial no

comprimento ativo para um determinado valor de Pe.

5.4 Conclusoes

O desenvolvimento de uma abordagem coerente ao projeto de dispositivos de trans-
porte de calor e massa envolvendo novos conceitos de matematica e fisica continuam a
representar um importante desafio nas areas de pesquisa e tecnologia. No presente tra-
balho, estudamos os efeitos da geometria irregular da parede condutora de um duto no
transporte de calor. Verificamos que para valores baixos do niimero de Péclet, quando o
mecanismo de conducao de calor é dominante, o fluxo total de calor através de uma inter-
face prefractal, submetida a condi¢oes de contorno de Dirichlet, tem pouca sensibilidade a
detalhes e irregularidades da zona de absorcao de calor. Nessas mesmas condic¢oes, o com-

primento da zona ativa computado para um duto liso é muito proximo do obtido para um
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Figura 46 Grafico logaritmico da variacdo do comprimento da zona ativa, L,, com o nimero de
Péclet, Pe. A linha sélida coresponde ao caso de um canal liso, enquanto a tracejada, a ponto-
tracejada e a pontilhada representam o comportamento da primeira, segunda e terceira geracdes
prefractais, respectivamente.

sistema irregular. Assim, esse comportamento é interpretado por meio de um fené6meno
de screening que privilegia a atividade absorvente dos sitios da interface geometricamente
expostos. Além disso, essa "localizacao" do fluxo de calor pode ser formalmente explicada
com o uso do teorema de Makarov para o transporte Laplaciano em geometrias irregulares

bidimensionais.

No entanto, a situagcao é completamente diferente para valores altos do nimero de
Péclet. De acordo com nossa simulagao, tanto o fluxo de calor quanto o comprimento
ativo comecam a depender apreciavelmente dos detalhes morfolégicos da interface. Nessas
circunstancias, & medida que o ntimero de Pe aumenta, o fluxo total de calor que sai do
sistema aumenta e a distribui¢ao dos fluxos nos elementos de parede se torna gradualmente
menos "localizada" (L, aumenta). Tal transicdo reflete o inicio dos efeitos convectivos
sobre o transporte de calor na proximidade da interface irregular. Uma anélise mais
detalhada do sistema indica que as mudancas significativas observadas em L,, acima do
ponto de transi¢ao, sao induzidas pela presencga de zonas de recirculagdo (vortices) nas
reentrancias fractais. Para baixos valores de Pe, esses mesmos vortices, que envolvem
velocidades bem inferiores as encontradas na regido central do duto, tém contribuicao

desprezivel ao transporte de calor.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, realizamos uma série de investigagoes acerca do transporte
através de meios irregulares, com o objetivo de obter uma melhor compreensao do efeito

da geometria desses meios sobre a sua atividade.

Inicialmente, foi estudado o comportamento reativo-difusivo de redes porosas bidimen-
sionais no ponto critico de percolacao. Nossos resultados indicaram a existéncia de trés
regimes distintos de reatividade, determinados pelo parametro adimensional £ = D/(K1?).
Primeiramente, quando o transporte difusivo é fortemente limitado pela reacao quimica
(D < K), recuperamos o comportamento de escala classico para o fluxo de reagente que
penetra a rede, & ~ LEV2. A seguir, em valores intermediarios do parametro ¢, quando
o processo passa a ser influenciado pela morfologia fractal do agregado de percolacao, foi
observado um regime anémalo, ® ~ L*/2¢%, com um expoente 3 ~ 0.34. Por tltimo, na
auséncia de limitacoes difusionais (D > K), observamos que o fluxo de reagente atinge
um limite de saturacao ®,. Esse fluxo escala com o tamanho do sistema na forma,
b ~ L% com um expoente o ~ 1.89 correspondendo & dimensao fractal do agregado
incipiente de percolagao. Entao, mostramos que a variacao do fluxo ®, calculado para
diferentes tamanhos de rede, pode ser descrito de forma adequada, nos segundo e terceiro
regimes, em termos da relacdo de escala ® ~ Lf ({/L?), onde o expoente de crossover

2z &~ 2.69 mostrou-se consistente com a lei de escala predita o = 2[3z.

Em seguida, investigamos o transporte Laplaciano através de uma superficie irregu-
lar que foi gradualmente passivada. Esse fendmeno é de grande interesse pratico, pois
em problemas tais como a desativagao de um catalisador ou fouling na transferéncia de
calor, uma superficie irregular em um sistema Laplaciano é progressivamente passivada.
Simulamos uma situacao limitada pela difusdao, na qual uma interface que, em decorrén-
cia do screening Laplaciano, trabalha nao-uniformemente, foi passivada também de forma
desigual. De acordo com nossos resultados, o comprimento das sucessivas zonas ativas
permanece aproximadamente constante para uma interface prefractal. O conceito de zona

ativa no transporte Laplaciano pdde, entao, ser estendido para elucidar esse comporta-
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mento auto-limitante do processo de passivacao. Subseqiientemente, propusemos uma
conjectura segundo a qual, em D = 2, a dimensao de informacao da medida harmoénica de
um fractal suportando um "subfractal passivado ou refletor" é igual a 1, o que representa

uma extensao do teorema de Makarov.

Por fim, tratamos do transporte bidimensional de calor em um escoamento viscoso
entre duas interfaces rugosas paralelas, com uma determinada geometria fractal. As
equacoes do escoamento e do transporte de calor foram resolvidas por intermédio de
simulagoes numéricas em diferentes condigoes difusivo-convectivas. Quando comparados
ao comportamento de um tubo de paredes lisas, os resultados para um tubo rugoso, em
condicoes nas quais os valores do niimero de Péclet sao baixos ou moderados, indicam que
o efeito da rugosidade é praticamente desprezivel na eficiéncia do sistema de transporte
de calor. Esse resultado foi, entao, interpretado em termos do teorema de Makarov,
empregando a nogao de zona ativa no transporte Laplaciano. Por outro lado, para valores
suficientemente altos do nimero de Péclet, nos quais a conveccao se torna o mecanismo
dominante de transporte de calor, verificamos que o efeito da rugosidade das interfaces
foi, em geral, o de aumentar tanto o fluxo de calor através dessas interfaces como o
comprimento ativo, em comparacao com um tubo de paredes lisas. De acordo com nossas
simulagoes, esse comportamento esta associado as zonas de recirculacao que se formam

nas reentrancias da geometria fractal das interfaces.

Futuramente, pretendemos ampliar a abordagem empregada aqui para simular efei-
tos de geometrias diferentes na eficiéncia de transporte de diversos sistemas, bem como
outros tipos de mecanismos de "absor¢do" (por exemplo, transferéncia de calor finita
nas paredes) limitados pelo transporte difusivo. Acreditamos ainda que essas técnicas de
simulacao e modelagem podem ser utilizadas para a descricdo de vérios sistemas fisico-
quimicos relacionados ao transporte de massa, calor e quantidade de movimento. Assim,
a metodologia aqui desenvolvida pode ser aplicada visando a caracterizacao e o design de
dispositivos de comprovada utilidade industrial como catalisadores em geral, aletas para

a troca térmica e membranas, dentre outros.
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