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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as métricas criticas do funcional vo-
lume, volume minimo e curvatura minima em variedades compactas de dimensao quatro.
Na primeira parte o objetivo é investigar as métricas criticas do funcional volume sob
a condicao de tais métricas serem Bach-flats em uma variedade compacta com bordo
OM. Provamos que uma métrica critica do funcional volume Bach-flat em uma variedade
simplesmente conexa de dimensao quatro com bordo isométrico a uma esfera padrao é ne-
cessariamente isométrico a uma bola geodésica em um espago forma simplesmente conexo
R%, H* ou S*. Além disso, mostramos que em dimensao trés o resultado continua valido
substituindo a condi¢ao Bach-flat pela condicao mais fraca de M ter o tensor de Bach
harmonico. Na segunda parte estudamos os invariantes geométricos: volume minimo e
curvatura minima. Em 1982, Gromov introduziu o conceito de volume minimo para uma
variedade suave como sendo o infimo de todos os volumes sob as métricas de curvatura
seccional limitada, em valor absoluto, por 1. Enquanto a curvatura minima, que foi intro-
duzido por Yun, é o menor pinching da curvatura seccional dentre as métricas de volume
1. Em ambos os casos damos estimativas inferiores envolvendo alguns invariantes dife-
renciaveis e topoldgicos. Dentre elas mostraremos exemplos em que as estimativas sao
6timas. Além disso, obtemos uma caracterizacao para o caso da igualdade em algumas

estimativas.

Palavras-chave: Métricas criticas. Funcional volume. Volume minimo. Curvatura

minima.



ABSTRACT

This aim of this work is to study the critical metrics of the volume functional, minimal
volume and minimal curvature on four-dimensional compact manifolds. In the first part,
we investigate Bach-flat critical metrics of the volume functional on a compact manifold
M with boundary OM. Here, we prove that a Bach-flat critical metric of the volume
functional on a simply connected 4-dimensional manifold with boundary isometric to a
standard sphere must be isometric to a geodesic ball in a simply connected space form R*,
H* or S*. Moreover, we show that in dimension three the result even is true replacing the
Bach-flat condition by the weaker assumption that M has divergence-free Bach tensor.
In the second part we investigate the geometric invariants: minimal volume and minimal
curvature. In 1982, Gromov introduced the concept of minimal volume for a smooth ma-
nifold as the greatest lower bound of the total volumes of M"™ with respect to complete
Riemannian metrics whose sectional curvature is bounded above in absolute value by 1.
While the minimal curvature, introduced by G. Yun in 1996, is the smallest pinching of
the sectional curvature among metrics of volume 1. In both cases we give below estimates
to minimal volume and minimal curvature on 4-dimensional compact manifolds involving
some differential and topological invariants. Among these ones, we get some sharp esti-

mates. Moreover, we deduce characterizations for the equality case in some estimates.

Keywords: Critical metric. Volume functional. Minimal volume. Minimal curvature.
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1 INTRODUCAO

Sejam M uma variedade suave compacta (nao necessariamente sem bordo) e
M o conjunto das métricas Riemannianas em M. Um problema cléssico em geometria é
encontrar a “melhor”métrica ¢ € M. Uma métrica pode ser considerada étima quando
determina curvatura constante. Nesse sentido, é fundamental entender quais métricas
sao pontos criticos do funcional volume e curvatura escalar total. Ou ainda, quando ela
minimiza algum invariante geométrico, como, por exemplo, o invariante de Yamabe e o
volume minimo. Estas sao as principais motivagoes para este trabalho.

Primeiramente, baseados no artigo Bach-flat critical metrics of the volume
functional on 4-dimensional manifolds with boundary, do autor em parceria com Barros
e Ribeiro Jr., estudaremos as métricas criticas do funcional volume. Tal como o nome ja
diz, tais métricas sao pontos criticos do funcional volume sob uma variedade compacta
com uma métrica fixada no bordo. O estudo de tais métricas foi iniciado por Miao e
Tam (2009), onde, inspirados por um resultado obtido por Fan, Shi e Tam (2009) bem
como pela caracterizacao dos pontos criticos do funcional curvatura escalar total, eles
estudaram o problema variacional do funcional volume restrito as métricas de curvatura
escalar constante em uma variedade compacta dada com uma métrica fixada no bordo.
Em particular, eles obtiveram a equacao de Euler-Lagrange associado aos pontos criticos
do funcional volume, a qual passaram a chamar de métrica critica e neste trabalho, por
simplicidade, chamaremos por métrica critica de Miao-Tam, isto €, uma métrica critica de
Miao-Tam é uma tripla (M™, g, f), onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana conexa
e compacta com bordo suave M, e f é uma fungao suave em M tal que f~1(0) = OM e

satisfaz a seguinte equacgao:
—Afg+Vif — fRic=g, (1)

onde V? denota o Hessiano e f é chamada funcao potencial.

Ainda em 2009, Miao e Tam mostraram que as bolas geodésicas dos espagos
formas tém estrutura de métrica critica de Miao-Tam. Além disso, eles provaram que
uma variedade Riemanniana com uma func¢ao potencial f satisfazendo a equacao tem
curvatura escalar constante. Posteriormente, Miao e Tam (2011) estudaram as métricas
criticas sob as hipéteses de Einstein e localmente conformemente flat. Eles provaram que
uma métrica critica Einstein ¢ isométrica a uma bola geodésica em um espago forma sim-
plesmente conexo R™, H" ou S”. Além disso, baseados nas técnicas de Kobayashi e Obata
(1981}, |1982)), eles substituiram a hipdtese de Einstein por localmente conformemente flat
com bordo isométrico a esfera e obtiveram o mesmo resultado. Mais precisamente, eles

provaram o seguinte resultado.
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Teorema 1.1 (Miao, Tam, 2011) Seja (M™, g, ) uma métrica critica de Miao-Tam
simplesmente conexa com bordo isométrico a esfera padrao. Se (M™, g) é localmente
conformemente flat, entao (M", g) € isométrica a uma bola geodésica em R™ H" ou S™.
Inspirados nas técnicas desenvolvidas por Cao e Chen (2013, 2014) para o
estudo de solitons de Ricci, generalizamos o Teorema em dimensoes 3 e 4. Como ¢
conhecido, as variedades Riemannianas compactas de dimensao 4 tem um comportamento
especial, para maiores detalhes veja (BESSE, 2008; SCORPAN, 2005)). Neste trabalho,
investigamos as métricas criticas de Miao-Tam que sao Bach flats. Mais precisamente
mostraremos que a hipdtese localmente conformemente flat pode ser substituida pela
hipétese da métrica ser Bach flat, a qual é mais fraca do que a considerada no Teorema
[I.I] Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
Teorema 1.2 (Barros, Diégenes, Ribeiro Jr, 2014) Seja (M*, g, f) uma métrica critica
de Miao-Tam simplesmente conexa e com bordo isométrico a esfera padrio S*. Entdo

(M*%, g) € isométrica a uma bola geodésica em R*, H* ou S* desde que

/ FB(V £,V f)dM, >0,

onde B € o tensor de Bach.

Como consequéncia imediata do Teorema deduzimos o seguinte corolério.
Coroldrio 1.1 (Barros, Diégenes, Ribeiro Jr, [2014) Seja (M?*, g, f) uma métrica
critica de Miao-Tam simplesmente conexa, Bach flat e com bordo isométrico a esfera
padrdo S3. Entao (M*, g) é isométrica a uma bola geodésica em R*, H* ou S*.

Baseados nos resultados acima, ¢ natural perguntar o que acontece em di-
mensao mais baixa. Para isto, inspirados nas ideias desenvolvidas em (CAO et al.,2014),
em dimensao 3, conseguimos melhorar o resultado um pouco mais. De fato, consideramos
a hipétese do tensor de Bach ser harmonico, o qual é mais fraco do que Bach flat. Nessa
dire¢ao, anunciamos nosso proximo resultado.

Teorema 1.3 (Barros, Didgenes, Ribeiro Jr, [2014) Seja (M3, g, f) uma métrica critica
de Miao-Tam simplesmente conexa com bordo isométrico a esfera padrao S?. Se divB(V f) =

0 em M, onde B é o tensor de Bach, entio (M3, g) € isométrica a uma bola geodésica

em R3, H?, or S3.

E como consequeéncia, temos o seguinte resultado de rigidez.

Corolério 1.2 (Barros, Diégenes, Ribeiro Jr, [2014) Seja (M3, g, f) uma métrica
critica de Miao-Tam simplesmente conexa com bordo isométrico & esfera padrao S? tal
que o tensor de Bach é harmonico. Entao (M3, g) € isométrica a uma bola geodésica em
R3, H3, or S3.

Na segunda parte deste trabalho, baseados no artigo Estimates for Minimal
Volume and Minimal Curvature on 4-dimensional compact manifolds, do autor em parce-

ria com Costa e Ribeiro Jr., estudaremos dois assuntos diretamente relacionados: volume
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minimo e curvatura minima. No espaco M consideramos o subconjunto das métricas cuja
curvatura seccional satisfaz |K(g)| < 1. Sob estas notagoes, Gromov (1982) introduziu o

conceito de volume minimo. Mais precisamente, o volume minimo de M™ é definido por

MinVol(M) = inf Vol(M,g). 2
(M) = nf_ Vol(M,g) (2)
Este conceito estd diretamente relacionado com outros importantes invariantes.
De fato, Kotschick (2012)) mostrou que o volume minimo, simplicial volume || M ||, spherical
volume T'(M), volume entropy A(M) e topological entropy h(M) estao relacionados como

segue

%HM | < 2'n2T(M) < [MM)]" < [h(M)]" < (n — 1)"MinVol(M). (3)

Por outro lado, a curvatura minima foi introduzida por Yun (1996)), a qual é o
menor pinching da curvatura seccional dentre as métricas de volume 1. Isto é, para uma

variedade compacta M, a curvatura minima de M é dado por

Mincur(M) = gérﬁﬁl R>(g),
onde R*(g) = |Rm|w. Em seu trabalho, Yun mostrou uma rela¢ao direta entre volume
minimo e curvatura minima. Na verdade, ele mostrou que o volume minimo é zero se, e
somente se, a curvatura minima também for zero.

Nosso proximo resultado estabelece estimativas para a curvatura minima em
funcao da caracteristica de Euler, da assinatura e do invariante de Yamabe de uma vari-
edade.

Teorema 1.4 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr.,[2014) Seja M* uma variedade com-
pacta orientada. Entao, valem as sequintes estimativas:
1. Mincur(M) > 271/2[x(M)].
2. Se Y(M) >0, entio Mincur(M) > 27+/3|7(M)].
3. Se Y(M) <0, entao Mincur(M) > \/127r2|7'(M)| + %.
Vale ressaltar que a primeira estimativa do Teorema é 6tima. De fato, ela

é atingida para S*, CP? e S? x S?. Além disso, a igualdade no terceiro item ocorre para a
variedade hiperbdlica complexa CH?/T.

Desde que as variedades simplesmente conexa tem x(M) > 2, deduzimos o
seguinte corolério.
Coroldrio 1.3 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr.,2014) Seja M* uma variedade com-

pacta e simplesmente conexa. Entao:
Mincur(M) > 4.

Além disso, se vale a igualdade, entdo M* é homeomorfa a esfera S*.
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No caso da igualdade, o resultado segue do Teorema de classificacao de Freed-
man. Em um caso mais geral, tem-se o seguinte corolario.
Corolério 1.4 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr., 2014) Seja M* uma variedade com-

pacta e simplesmente conexa satisfazendo
Mincur(M) < 2v/6.

Entio, M* é homeomorfa a S* ou ao CP?.

Desde que o Toro-flat tem volume minimo zero, segue que sua curvatura
minima é zero. Assim, a igualdade no segundo item acontece. Entretanto, é interes-
sante encontrar uma métrica nao flat valendo a igualdade na segunda estimativa. Em
particular, usando os trabalhos de Hitchin (1974)), obtemos o seguinte corolario.
Corolario 1.5 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr., [2014) Seja (M*, g) uma variedade de
FEinstein compacta e orientada satisfazendo Mincur(M) = 27T\/W . Entao, M* ¢ flat
ou seu recobrimento universal é uma superficie K3.

Prosseguindo, vamos assumir que a igualdade na primeira estimativa do Teo-

rema para entao obtermos a seguinte caracterizagao.
Teorema 1.5 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr.,[2014) Seja M* uma variedade com-
pacta orientada satisfazendo Mincur(M) = ZW\/W. Se existe uma métrica g que
atinge a curvatura minima, isto é, Mincur(M) = R*>(g), entao (M*,g) é Einstein e |W|
é constante. Além disso, se a curvatura seccional é nao-negativa, entao M* € isométrica
aS*, CP? ou S% x S

Um problema bastante interessante é saber quando uma variedade de dimensao
4 possui métrica de curvatura seccional nao negativa. Mesmo sob a condicao de Einstein.
Ressaltamos que exemplos de tais variedades sao raros. De fato, variedades compactas
rotacionalmente elipticas sdo homeomorfas & umas das seguintes variedades: S*, CP?
S? x §?, CP?4CP? ou (CIPQﬂ@z. A partir disso, foi conjecturado que somente as duas
primeiras podem admitir curvatura positiva. Esta questao esta diretamente relacionado a
conjectura de Bott, a qual pergunta se uma variedade compacta simplesmente conexa com
curvatura seccional nao negativa é necessariamente eliptica; para maiores detalhes veja
(ZILLER, [2007, 2014). Entretanto, é possivel exibir uma métrica de curvatura seccional
nao negativa na soma conexa C]P’zjj@Q, confira Exemplo 45 em (PETERSEN, [2006, p.
212), veja também (CHEEGER, |1973).

Ao mesmo tempo, a conjectura de Hopf pergunta se nao existe métrica com
curvatura seccional positiva em S? x S?. Diante deste problema, tendo em vista que
X(S? x §?) = 4, usando o Teorema deduzimos o seguinte corolério, o qual fornece uma
condicao para que a conjectura de Hopf seja verdadeira.

Coroldrio 1.6 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr., 2014) S?xS? ndo possui uma métrica

g com curvatura seccional positiva e R™®(g) < 47/2.
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Além disso, usaremos a nocao de curvatura biortogonal para introduzir o Vo-
lume minimo modificado, o qual esté relacionado com o invariante de Yamabe modificado.
Para isto, relembramos que, para uma variedade Riemanniana (M, g), a curvatura (sec-
cional) biortogonal de P é dado por

K(P)+ K(Pt)

K*(P) = 5 : (4)

onde P+ é o plano ortogonal ao plano P. Além disso, podemos considerar a seguinte
funcao
Ki(p) = min{ K- (P); P © T,M}. (5)

Inspirados em (PATERNAIN; PETEAN, 2003, sec. 7), introduzimos a seguinte nogao de
volume minimo

Volr (M) = inf{Vol(M*, g); |K| < 1}. (6)

Similar a definigao @ usamos para definir

Vol (M) = inf{Vol(M*, g); [K7| < 1}. ™)
Claramente, temos que

MinVol(M) > Vol (M) > VOlle_‘(M). (8)

Levando em conta as notagoes acima, apresentamos o nosso proximo resultado.
Teorema 1.6 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr.,[2014) Seja M* uma variedade com-
pacta e orientada. Entao, valem as sequintes estimativas:
1. Vol (M) > 2%7r2|T(M)|.
2. Se x(M) > 0, entio Vol (M) > 272 (M).
3. Se Yi-(M) <0, entdo Vol (M) > Volyer (M) > | V(M)
4. Se Yi(M) <0, entao Mincur(M) > 5|Vi-(M)].

Onde Yi-(M) € o invariante de Yamabe modificado dado por

V(M) = sup inf /K dvs.
v (M) ge/\rx)lge[gl Vol(M,7q) %

Vale a pena ressaltar que Gromov ((1982)) obteve a seguinte estimativa
MinVol(M) = ¢(n)[x(M)], (9)

onde ¢(n) é uma constante positiva dependendo apenas da dimensao. Ele também obteve
uma estimativa semelhante para os nimeros de Pontryagin. O Teorema nos diz que,

em dimensao 4, podemos obter explicitamente o valor da constante ¢ em @D Além disso,
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desde que a assinatura é um multiplo do nimero de Pontryagin, concluimos que o mesmo
argumento também se aplica no caso da assinatura.

Por fim, como consequéncia dos trabalhos de Freedman (1982), obtemos a
seguinte caracterizacao.
Corolério 1.7 (Costa, Diégenes, Ribeiro Jr., [2014) Seja M* variedade compacta sim-

plesmente conexa satisfazendo

Voljgr (M) < g—gw? (10)

Entao, M* ¢ homeomorfa a S* ou ao CP?.
Ressaltamos que o volume minimo pode depender da estrutura diferenciavel da
variedade. De fato, Bessieres (1998]) deu exemplos de variedade que sdo homeomorfas, mas
tém diferentes volume minimos. Além disso, existem pares de variedades homeomorfas

de dimensao 4 que tem volume minimo zero para uma variedade e positivo para a outra.

Entretanto, tais exemplos nao podem ser simplesmente conexos; para mais detalhes veja

(KOTSHICK)|, [2012).
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar o material basico necessario para a boa
compreensao dos capitulos que seguem. No que segue (M™,g) denotard uma variedade
Riemanniana n-dimensional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O espaco das
fungoes diferencidveis (ou de classe C*) sobre M serd denotado por C>*(M). O espago

dos campos diferencidveis sobre M serd denotado por X(M).

2.1 Notacoes basicas e alguns tensores importantes

Para fixar as notagoes, dada uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor
curvatura de Riemann ¢ o (1,3)—tensor Rm : X(M)? — X(M) definido por

Rm(X,Y)Z = ViyZ—-Vi,Z
= VxVyZ -VyVxZ —VxyZ,

para todo X,Y, Z € X(M).
Usando o tensor métrico, podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,
definido por Rm : X(M)* — C>=(M)

Rm (X,Y, Z,W) = —g(Rm (X,Y)Z,W).

Relembramos alguns tensores importantes para o nosso trabalho. O tensor de

Weyl W é definido, para n > 3, pela seguinte decomposicao:

1
Rijri = Wil + p— (Rikgji + Rugir — Ragjr — Rikga)
R

onde R;;i; denota o tensor de curvatura de Riemann e R;; denota o tensor de Ricci. Outro

tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como segue:

Cijk = ViR, — VR, — ViRgjx — ViRgir). (12)

1
2(n — 1)(

Uma relagao importante entre o tensor de Weyl e o tensor de Cotton é dada pela seguinte

identidade
(n—3)

VlVVz'jkz = —m

Cijk- (13)
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O tensor de Schounten A é definido por

1 R

J n_2(RJ 2<n_1)93) (14)
De e concluimos que
Rijii = (A® 9)ijrr + Wijni, (15)

onde ® representa o produto Kulkarni-Nomizu, o qual é definido por
(A® B)ijiu = AixBj + AjBi, — AuBji, — AjpBy.

Observagao 2.1 Uma importante propriedade do tensor de Cotton € que ele é anti-

simétrico nos dois primeiros indices e tem traco nulo em quaisquer indices, isto €,
Cij = —Cjix ¢ g7Cijr = g™ Cip. = 0. (16)

Por fim, a definicao do tensor de Bach, o qual foi introduzido em (1921, é dado,

para n > 4, por

1

n—2
Além disso, para n = 3, temos

Dizemos que a métrica é Bach-flat se B;; = 0. Em dimensao 4, as métricas

Bach-flats sao precisamente pontos criticos do funcional conformemente invariante

Wig) = / W, [2dM,,
M

definido no espaco das métricas Riemannianas. Em particular, se uma métrica é local-
mente conformemente flat, entao ela é também Bach-flat. Além disso, se a métrica é
Einstein, entao ela é Bach-flat.

Relembremos ainda a definicao de norma para tensores do tipo curvatura, a
qual difere da usual por uma constante. Isso se deve ao fato de estarmos considerando o
tensor como um operador. Seja A um tensor do tipo curvatura. Definimos a norma de A
como

1 .
Al = ZAijklAljkl- (19)

Se olharmos A como operador de curvatura, temos que sua norma ¢é dada por

AP =) Aley)?, (20)

i<j



19

onde {e;;;7 < j} é uma base para o espago das 2-formas A?M. Dessa maneira, as normas
e coincidem, veja (RODRIGUES) 2014)).
Com tal definicao, podemos deduzir a norma do tensor de Riemann, a qual é

dada por
1

1 o
Rm|? = |W|* + ——|Ric|> + ————

R, (21)
onde Ric = Ric— % g € o tensor de Ricci sem trago. Essa férmula sera util para demonstrar

alguns dos resultados principais apresentados no Capitulo [4]

2.2 Métricas criticas do funcional volume

O estudo das métricas criticas do funcional volume foi iniciado por Miao e
Tam (2009, 2011). Primeiramente eles estudaram o problema variacional do funcional
volume e posteriormente a equagao de Euler-Lagrange associado ao problema variacional
do funcional volume. Aqui, por simplicidade, estas métricas recebem a seguinte definicao.
Defini¢ao 2.1 Uma métrica critica de Miao-Tam é uma tripla (M"™, g, f), onde
(M™, g) € uma variedade Riemanniana compacta e conexa com bordo suave OM e f é

uma fungdo suave em M tal que f~1(0) = OM e satisfaz a sequinte equagdo:
— Afg+ V%f — fRic =g, (22)

onde V? denota o Hessiano.
Tomando o trago em ([22) obtemos que as métricas criticas de Miao-Tam sa-

tisfazem

(n—=1)Af+Rf+n=0. (23)

Além disso, se T=T- 4T o denota o tensor sem traco associado a 7T, a partir de

n

deduzimos que

5 R
fRic = fRz‘c—ng

= V%f+ ffjllg _IE
A
= Vf - ng
= V2f. (24)

Apresentaremos agora alguns exemplos, construidos por Miao e Tam (2009).

Exemplo 2.1 Considere M™ C R™ uma bola geodésica centrada na origem de raio Ry e

a fungao f definida por f(x) = 2(:;51) — 2(|7f—|j1) Consideremos em R™ a métrica canonica
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g e em M a métrica restrita. Dai % = — -5, e assim temos
1
V= ———g
n—1
e
n
Af =— )
/ n—1
Portanto,
9 , n 1
—Afg+ V[ — fRic= 9 - 9=49,
n—1 n—1

e além disso f~1(0) = OM. Logo (M", g, f) € uma métrica critica de Miao-Tam.

Exemplo 2.2 Considere R™' = (R"™| ds?), onde ds® = dx? + ... + dx? — dt?. Considere
H* = {(z1,....,2,,t) € R* 22 + .+ 22 — 2 = —1,t > 1} mergulhado em R™! e
seja g a métrica induzida. Nessas condi¢oes g € uma métrica Riemanniana. Agora fize
p=1(0,...,0,1) € H" e considere M™ C H" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry
e a fungdo [ definida por f(xy,...,xp,, 1) = ﬁ <1 — CZZ;%)) = ﬁ (1 — m> , onde r

¢ a distancia geodésica de (x1,...,Tp,t) a p. Assim t = coshr et é a fungao altura. Dai,

1
(n — 1) cosh Ry

t
(n — 1) cosh Ry

Vif=— VA(t) = —

Portanto, temos

nt t
(n — 1) cosh Rog (n — 1) cosh Rog

1 t
+n -1 <1 a coshRO) (n=1)g

~ nt—t+(n—1)cosh Ry — (n— 1)t
B (n — 1) cosh Ry g

~Afg+V?f — fRic =

= 9

e f7H0) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Exemplo 2.3 Considere S C R"™ ¢ p = (0,...,0,1) € S*. Sejam M™ C S" um bola
geodésica centrada em p de raio Ry < 5 e f a fungdo definida por f(x1,...,2n,1) =
1 ( i 1> = 1 (ﬁ — 1) , onde r € a distancia geodésica de (xq,...,Z,,t) a p.

n—1 \ cos Ry n—1 \ cos Ry

Assim t = cosr et € a funcao altura. Dai, obtemos

t

Vif= (n—1)cos Rovz(t) - ~(n—1)cos Rog'
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Portanto,

nt t
(n—1) COSRog (n—1) COSRog

1 t
- -1 -1
n—1 (COSRO ) (n=1)g

nt—t—(n—1)t+ (n—1)cos Ry
(n — 1) cosh Ry

—Afg+V2f — fRic =

= 9

e f710) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

O fato dos exemplos terem curvatura escalar constante nao é uma mera coin-
cidencia. De fato as métricas criticas de Miao-Tam tém curvatura escalar constante. Para
provar isso utilizaremos o seguinte lema técnico.

Lema 2.1 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e f uma fungdo suave, entdo
div V2f = Ric(Vf) + VAY.
Demonstragao: Calculando diretamente e usando a identidade de Ricci, segue que

(divV2f), = ¢"V;ViVif
= ¢*V;ViVif
= gjkvivjka+gijjiklvlf
= V,Af+ RyV'f.

O
Agora, provemos que as métricas criticas de Miao-Tam tem curvatura escalar
constante.
Proposicao 2.1 (Miao, Tam, 2009) Seja (M", g, f) wma métrica critica de Miao-
Tam. Entdao (M™, g) tem curvatura escalar constante.
Demonstragao: Tomando o divergente na equacao principal , usando o Lema e

a segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes, temos
0 = divg =div(-Afg+ V*f — fRic)
1
= —VAf+ Rie(Vf)+VAf — f§VR — Ric(VY)
1
ou seja, fdR = 0. Assim, dR = 0 em M \ OM. Como OM tem medida nula, usamos a

continuidade da curvatura escalar R e o fato de M ser conexa, para concluir que R é

constante em M, o que finaliza a prova da proposicao. 0
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A motivagao para o estudo das métricas criticas de Miao-Tam vem do estudo
variacional do funcional volume, restrito as métricas de curvatura escalar constante e com
métrica fixada no bordo. Para isto, considere M"™ uma variedade suave com bordo suave

OM e seja v uma métrica Riemanniana em 0M fixada. Considere os seguintes espacos:
M, = {g métrica Riemanniana em M tal que g,,,, = 7},

o qual é uma variedade suave, veja (FREED; GROISSER, |1989; GIL-MEDRANO; MI-

CHOR, [1991); S*2 ¢ W"?2 o espaco dos (0, 2)-tensores simétricos em M; Si? = {h €

S By = 0F € WF22(M) C W22 as fungoes em M. Considere a aplicagao

R : M, — Wk-22(M) dada por R(g) = R(g), onde R(g) é a curvatura escalar da

métrica g. O fato de R ser suave é devido a Fischer e Marsden.

Lema 2.2 (Fischer, Marsden, [1975) A aplicagio R : M., — W*=22(M) € suave.
Seja go € M, e suponha que a curvatura escalar de gy é constante e igual a

R. Miao e Tam provaram o seguinte lema.

Lema 2.3 (Miao, Tam, 2009) Suponha que 0 nao é um dos autovalores de Dirichlet

do operador (n — 1)Ay, + R. Entdo, prozimo a go, 0 conjunto
MI = {g € M;; R(g9) = R}

¢ uma subvariedade de M.,.

Demonstracao: A linearizacao de R em gq é dada por
DRy, (h) = —Ag,(trg,h) + divg,divg,h — (h, Ricg, )g,,
para h € Sy* = T,yM.,. Seja f € W*22(M) e considere o seguinte problema de bordo

—(n—1)Apu—Ru=f, em M
u=0, mnodM,

que tem unica solucao pela hipotese do autovalor de Dirichlet e a alternativa de Fredholm.

Agora, seja h = ugg, entao

DRy, (h) = —Ay(trgugo) + divy,divg, (ugo) — (ugo, Ricg, ) g,
= —nlAgu+div(Vu) —uR
= —(n—1)A,u— Ru
pu— f.

Logo, DRy, ¢ sobrejetiva. Dado que S(If 2 ¢ um espaco de Hilbert, segue que KerDR,, ¢é

necessariamente um split. O resultado segue entao pelo Teorema da funcao implicita. [
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A importancia desse lema se deve ao fato de podermos calcular pontos criticos

de funcionais Riemannianos, uma vez que localmente M ﬁ ¢ uma subvariedade. A préxima
proposicao é um resultado importante para mostrar que as métricas criticas de Miao-Tam
sao pontos criticos do funcional volume.
Proposicao 2.2 (Miao, Tam, 2009) Seja gy € /\/iff tal que o primeiro autovalor de
Dirichlet de (n—1)Ay4, + R € positivo. Sejam h um (0, 2)—tensor simétrico em M tal que
Plrony = 0 € g(t) = go + th. Entdo existem to > 0 e € > 0 tais que para todo [t| <ty o
sequinte problema de Dirichlet

alAgpu — R(t)u = —Ru®,  em M
u=1, mno dM,

tem unica solucao tal que 1 —e < u < 14¢€, onde a = dn-l)

n—2 7’
escalar de g(t). Além disso, v = %%(0) existe e v € C*(M), a qual € a tinica solugio de

= 2 ¢ R(t) ¢ a curvatura
n—2

(n—1)Aypv + Rv="2R'(0), em M
v=0, nodM.

Relembremos que o funcional volume V' : M, — R é dado por

Vig) = /MdVg,

cuja linearizagao é dada por

1
DVy(h) = 3 /M tryhdV,.

Para o préoximo teorema, assumiremos que g tem curvatura escalar constante igual a
R. Esse teorema mostra que as métricas criticas de Miao-Tam sao precisamente pontos
criticos do funcional volume restrito ao espaco Mﬁ.
Teorema 2.1 (Miao, Tam, 2009) Seja g € /\/lff‘ tal que o primeiro autovalor de Diri-
chlet de (n — 1)A, + R € positivo. Entdo g € ponto critico do funcional volume V (-) em
./\/lf se, e somente se, existe uma funcao f em M tal que

{ —Ayfg+ ng — fRic, =g, em M (25)

f=0, nodM.

Demonstracgao: Pelo Lema existe uma vizinhanca U de g em M, tal que U N Mf
¢ uma subvariedade de M.,. Tudo que segue sera feito nessa subvariedade.
Suponha que g ¢ ponto critico de V/(-) em M. Dado que (n —1)Ay + R tem

primeiro autovalor de Dirichlet positivo, pela alternativa de Fredholm existe uma funcao
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f em M tal que
{ (n—1A,f+Rf=—-n, emM (26)

f=0, nodM.

Seja h um (0, 2)-tensor simétrico com suporte compacto em M. Defina ¢(t) =

g + th, entao para t pequeno, g(t) € M,,. Para cada ¢, considere o seguinte problema de
Dirichlet:

{ alAgpu — R(t)u = —Ru®,  em M (27)

u=1, no JdM,

onde a = %, a = Z—fg Pela Proposicao , para t pequeno, tem tnica solucao
u(t) positiva (que é suave a menos do bordo).
Observe que u(t)ﬁg(t) estd em ./\/lﬁ2 e é uma curva C! em Mﬁ. De fato, para

uma métrica conforme g = €2Yg, temos que
R=e¢?(=2(n—1)Av— (n—1)(n—2)|Vv|* + R).

Como u(t) é positiva entao

u(t)ﬁ _ elnu(t)ﬁ _ 2lnu(t)n-2
Faca v = Inwu(t)™2. Dai
1 2 )
Vo = ———u(t)7 T Vu(t) = 0
u(t)n—2n—2 (n — 2)u(t)
4
= s | Vu))
Vol 2 V)]

2 [ 1 1 )
Av = — (MAu(t) — u(t)2|Vu(t)\ ) .

Portanto, se fizermos g = u(t)ﬁ g(t) temos que

R = u(t) == [—2(71—1) = (LAW)_ 1 W“(t)'Q)

n—2 \u(t) u(t)?

4 2
—(n—1)(n— 2)m|VU(t)| + R(t)]
B _a o[ 4n-1) 4(n —1) 5
= wu(t) ™™ {——n — u(t)Au(t) + o |Vu(t)|
A= Vuto + Ry

4

= w(t) "2 [—aAu(t) + R(t)u(t)],
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por temos

4 _ D) _ ’ .
Note que a — —5 —1 =0, logo R = R. Além disso,

4

u(t)mg(t)‘T(c’)M) = g(t)\T(aM) = lrormy = V-

Portanto u(t)ﬁg(t) estd em M. Assim, como u = 1 quando t = 0, segue que

0 4 4 u 4y _a_0g
5 (W000) = 2 (G n) (w0 Fo)
at ( )t_O n — 2 at |t:O at ‘t:O
4
= h
onde v/ = 24(0). Como g é ponto critico de V(-) em M, entao DV, (h) = 0, para qualquer

(0,2)-tensor simétrico h com suporte compacto. Em particular

0 = DV, (n_zu’g—l—h)

1 4
— 5/Mtrg (n_Qu’g+h> dVy,

4
/M (n f‘QU' + trgh) dv, = 0. (28)

Novamente pela Proposigao [2.2] temos que u' satisfaz

isto é,

(29)

(n—1)Agu/ + Ru' = 22R'(0), em M
' =0, mnodM.

Mas veja que 22=HDA o + -4 Ry’ = R'(0), isto &,
n—2 g n—2

4
A — R(0) = — Ru
algu (0) —— Bu
4
= aRu —aRU — Ry’
n—2
2 4
= —aRu'+n+ Ru — Ry
n—2 n—2
-2
= —aRu + " Ru
n_

= —aRu + Ru'.
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Logo, podemos reescrever ([29)) como:

{ (aAyu' — R(0) — Ru' = —aRv', em M (30)

' =0, mnodM.

Assim, usando (26 e o Teorema de Green, temos

4
n / wdv, = —= / w'dv,
n—2 )y n—1Jy
n
= a/Mn_lu’dVg

_ R
= oz/M<—n_1u—uAgf)dVg

= a/ (— AL u'—ngu') dVg—I—oz/ (futrgh — (try), f)dS,
oM

n—1

M
fR !/ /
= /M(—n_lozu—angu avy,

por obtemos

n—1

Ll e

Vejaquea—1— -0 =22 _n=2_ 41— (e R(0) = DR,(h), portanto

4 R
- f2 /Mu’dVg = /M {— / au' — f (—aRu' + R'(0) + Ru’)} dV,
f

n—2 —
1
z / Wdv, = / £ (Ay(trgh) — divydiv,h + (h, Ricy),) dV. (31)
n—2Jy M

Como f e h se anulam no bordo, temos
/ A (trh)dV, = / trgh A, fdV, + / (Fotrgh — (tr,h), £)dS,
M M oM

= /<h>Agfg>ngg7
M

e ainda
/ fdivydivghdV, = / V'V h;dV,
M M
= /vi(fvjhij)dvg—/ V' VI hi;dV,
M M

= [V hv'dS, — / VI(V' fhij)dV, + / VIV fhi;dV,.
M M

oM
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Usando, mais uma vez, o fato de f ser nula no bordo, obtemos

/fdivgdivghdvg = - Vihz’jVing‘i‘/(haVZﬁngg
M oM M

- / (h, V2 )V
M

Substituindo as expressoes acima em (31) e comparando com (128]), temos

0 = /M (h, Ay fg)ydV, — /M (b, V2 £V + /M (h, fRicy),dV, + /M (1. g)ydV,

= [ (.8Fg = Vi + FRic + gl
M
Como h é arbitrario segue que

—Agfg—l—V?]f—fRicg:g, em M
f=0, noodM.

Reciprocamente, suponha que exista uma funcio f € C>(M) satisfazendo
. Seja h um (0, 2)-tensor simétrico com suporte compacto, entdao h € KerDR,, dal

pelo que foi visto acima

0 = [ soR,ma,
M
= / [ (=Ay(tryh) + divydivyh — (h, Ricy),) dV,
M

- /M (h,~A,fg + V2f — fRic)ydV,

- [ tua,

= / tryhdV,
M
= 2DV,(h).

Portanto, g é ponto critico de V(-) em M. O
Para finalizar esta secao, apresentamos uma proposicao que mostra que a

funcao potencial e a métrica critica de Miao-Tam sao analiticas, nos pontos onde f é

nao nula, isto é, fora do bordo.

Proposigao 2.3 (Corvino, 2000) Seja (M™,g, f) uma métrica critica de Miao-Tam.

Entao em cada ponto p com f(p) # 0, existe uma vizinhanga e um sistema de coordenadas

na qual f e g sao analiticas.
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Demonstragao: Inicialmente, observe que temos o seguinte sistema

Af+ R =
fRic—V*f — fR“g = 0.

Escolha {x'} sistema de coordenadas harmonicas, logo ele satisfaz Az’ = 0, para i =

1,...,n. Denotando I'* = ¢“T'¥.. temos que nessas coordenadas, o tensor de Ricci satisfaz

YR

]' S T
=9rig taiFsta

1 1
Rij - = (gmﬁjf’" + gm&»l”") ~ 8kl“fj — (931“@ — égmgSt@jF;’t — 5

2

onde ~ quer dizer: igual a menos de termos g;; e Oxg;;. Mas veja que

1
0Ll — 0T = Ou(59"™{0igjm + 0j9mi — Omgis})

2
1
km
~ gT(akaigjm + Ok0jGmi — OkOmGij — O0jOkGim — 0jO0igmk + 0jOmr:)
km

Q

Q

T(akaigjm — OkOm8ij — 050mGri)-

e
]' st r 1 st r ]' st
019" 0l + 59,901 = S9rg™0; ( =g " 0sg1q + 019g5s — OqGts})
2 2 2
1
+29r]98t8 ( g {asgtq + 8tgqs - aqgts})
1 st Vel
N 19799 1(0;0s91q + 0;019qs — 0;04G15)
1
+195tgrjg’”q(0iasgtq + 0;019qs — 0i0yGus)
1
~ Zg“(@&ggti + 0;0:9is — 0;0;Gts + 00591 + 0;01g;5s — 0:0;G1s)
1
R 5981‘/(83@915 + 0;0:9js — 0:0;Gss).
Logo,
1 , , g
Ri; — 3 (gri0; T + 9,,0") =~ =—(0k0;Gjm — OkOmGij — 0jOmYri)

(8 atgzs + (9 atg]s aiajgts)

Q
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Por outro lado, temos

, , 02z ox’
i ik . 7
ATt =g (8%@1"“ 7% D! >
= _gjkré‘k@i
= —g*"Ti =-T".

Dai
]' st
R;; ~ —59 050,gij.

Assim, o sistema tem como maior ordem o termo da forma
1
(h, kij) — (g 00, —EfQStasﬁtk‘ij — 0;0;h),

o qual é um sistema eliptico, em todos os pontos p onde f(p) # 0. Assim, aplicando a
teoria padrao para sistemas analiticos elipticos, veja (MORREY], [1996), a regularidade

segue. Logo, f e g sao reais analiticas. O

2.3 Curvatura biortogonal e o problema de Yamabe modificado

Seja p € M* e P C T,M um plano. Se denotarmos por K(P) a curvatura
seccional do plano P, entao temos a seguinte definicao.
Defini¢ao 2.2 A curvatura (seccional) biortogonal de P é dado por
K(P)+ K(P+)

KH(P) = SR (32)

onde P+ é o plano ortogonal ao plano P.

A soma de duas curvaturas de planos ortogonais, o qual foi provavelmente
introduzido por Chern ({1955), desempenha um papel muito importante em variedades de
dimensao 4 e é de fundamental importancia para nosso trabalho. Esta curvatura também
apareceu nos trabalhos de Singer e Thorpe (1969), Gray (1972), Seaman (1991), Noronha
(1995), Costa e Ribeiro Jr. (2004, 2014) e Bettiol (2014). Note que S' x S* com sua
métrica canonica tem curvatura biortogonal positiva, o que mostra que a positividade
da curvatura biortogonal nao implica na positividade da curvatura de Ricci. De fato,
curvatura biortogonal positiva é uma condicao intermedidria entre curvatura seccional
positiva e curvatura escalar positiva. Além disso, como foi observado por Singer e Thorpe
(1969), uma variedade Riemanniana (M*, g) é Einstein se, e somente se, K (P) = K(P),
para qualquer plano P C T,M em qualquer ponto p € M*. De Seaman (1993) e Costa e
Ribeiro Jr. (2014), S* e CP? sio as tinicas variedades compactas, simplesmente conexa

de dimensao 4 com curvatura biortogonal positiva que pode ter curvatura biortogonal
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}L-pinched, ou curvatura isotrépica ndo negativa, ou satifazer K+ > % > (0. Enquanto

Bettiol (2015) mostrou que a positividade da curvatura biortogonal é preservada pela
soma conexa.

Considere as seguintes fungoes

Ki-(p) = min{ K- (P); P € Ty}, ()
K& (p) = max{K(P), P C T,M}, (34)
e
E(p)
Kt ) = 28 k) - K ). (39
Estas fungoes foram definidas primeiramente por Costa e Ribeiro Jr (2004, 2014). Além
disso, com suas métricas canonicas, as variedades S*, CP? e S' x§? tem Ki- = £, Ki- = £

e Ki" = & respectivamente. Para maiores detalhes veja (COSTA; RIBEIRO JR., 2014).

120
Seja M™ uma variedade diferencidvel de dimensao n e considere

AM = [T A(T,M).

peEM
Uma segao desse espago é denominada uma k-forma diferencial, ou simplesmente, k-
forma. As k—formas desempenham um papel fundamental na decomposicao do tensor de

curvatura, principalmente em dimensao 4, como veremos mais adiante. Relembremos que

o operador estrela de Hodge ¢ a tinica aplicacdo linear * : A¥M — A" *M que satisfaz
w A *1) = (w,n)g dVy.

Uma das principais propriedades do operador estrela de Hodge é a decomposicao do espaco

A%M, isto é, a estrela de Hodge decompoe A2M da seguinte maneira
ANM=A"Ma A M, (36)

onde ATM = {a € A>M;*a = a} é a parte autodual de A2M e A"M = {a € A*M;*a =
—a} é a parte antiautodual de A?M. Além disso, mostra que o tensor de Weyl pode

ser escrito da seguinte forma

W=wraw-,

onde W é a parte autodual de W e W~ é a parte antiautodual de W.
Fixado um ponto, podemos diagonalizar W* de modo que w,1 < i < 3, sdo

seus respectivos autovalores. Em particular, eles satisfazem

wf <wy <wy e wi +wy +wi =0. (37)
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A decomposicao ainda nos diz que o operador de curvatura R pode ser

escrito da seguinte maneira

W+ £ Ric

Ric |W-+L&f

onde Ric = Ric — %g é o tensor de Ricci sem trago e Ric éa adjunta de Ric.

A préxima proposicao relaciona as funcoes , e com a curvatura
escalar e os autovalores das partes autoduais e antiautoduais W= do tensor de Weyl.
Proposigao 2.4 (Costa, Ribeiro Jr., [2004 e 2014) Seja (M*, g) uma variedade Ri-

emanniana compacta e orientada. Entao

wy +w; R

Ki = SRR (39)
(&
Ky = wptw R (41)

2 12

Demonstragao: Seja p € M* e X,Y € T,M ortonormais. Entao, existe uma 2-forma

unitdria o = X A'Y, a qual pode ser unicamente decomposta como o = at + a~, onde

aF € A*M com |a*| = 5. Assim, de temos

R(a) wt+ &1 Ric at
8} — o %
Ric W-+ &1 a”

( WH(a®) + Zat + Ric(a™) )

Ric (af) + W (o) + Ao~

Logo, a curvatura seccional de o é dado por

= (WHa*),0%) + 1o(a*,a*) + {Hic(a"),a%)
+(Ric (aF),a”) + (W (a7), a7 ) + 1—2(04 ,a”)
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J_:

Entao, para « at —a”, temos

b = % +{(WHa™),a™) + (o, W (a7)) — 2<oz+,Roic(a*)).

Portanto, fazendo a média das equagoes acima, concluimos que

K(a)+ K(at) R

) = S W), af) (o, W) (12)
Portanto, usando obtemos
R : t(AtY At 2 1 : — (v 21
Klzﬁ—i—mm (WH(a™),a™);|a™| =5 (T min (o=, W= (a7));|a"| =50

Além disso, usando a Proposicao 2.1 de (NORONHA| [1997)), podemos concluir que existe

uma base ortonormal de A?M dado por
{Xl /\}/IJX2 /\)/27X3 /\}/3}
onde X;,Y; € T,M para todo ¢ = 1,2, 3. Dal, pela Proposicao 2.5 de (NORONHA| |1997)),

concluimos que
wy +w; R

Ki = —.
2 12
De maneira similar prova-se que
wy +w; R
KJ_ — 3 3 -
3 > 12
Finalmente, de segue que
i QJ_ _ wy +w, R

2 12°
O
A Proposicao [2.4 nos diz que M é localmente conformemente flat se e somente
se K+ =& TIsso foi provado por Kulkarni (1970).
Baseados nos trabalhos de Gursky e LeBrun (1998), Cheng e Zhu (2014),
bem como Itoh (2005), estudaram o problema de Yamabe modificado em termos de um
funcional dependendo do tensor de Weyl. Mais precisamente, seja f : M — C*(M) tal

que para cada métrica g € M satisfaz as seguintes condicoes

(43)

F(Wy) = 0;
f(Wg) =u2f(W,), quando g = u’g.
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Nessas condigoes, podemos definir o funcional de Yamabe modificado, o qual

¢ dado por
1

= V(L=

onde, neste caso, R, — f(W,) é chamado de curvatura escalar modificada de (M, g).

Vs(M, ) /M (R, — (W,))dV,, (44)

De maneira similar ao caso do problema de Yamabe, podemos definir a constante de
Yamabe modificada e o invariante de Yamabe modificado. Se denotarmos por [g] a classe
conforme de g, entao temos a seguinte definicao.

Definicao 2.3 A constante de Yamabe modificada e o invariante de Yamabe

modificado sao dados, respectivamente, pelas sequintes erpressoes:

Ye(M, [g]) = inf{ V;(M,7); g € [9]} (45)

Vi(M) = sup{ V;(M, [g]); g € M}. (46)

A proposicao que segue, nos dar as principais propriedades da curvatura escalar
modificada. Para uma prova detalhada, veja (LISTING]| 2014} Sec. 2.2).
Proposicao 2.5 (Itoh, [2005) Seja M™ uma variedade suave compacta tal que ezista
uma funcgao f satisfazendo a condi¢do . Entao:
1. Para cada g € M existe g € [g] com curvatura escalar modificada Ry — f(W5)
constante. Em particular, Rz — f(W5) = YV¢(M, [g]).
2. Existe uma métrica g € M com curvatura escalar modificada R, — f(W,) positiva
se, e somente se, Y(M) € positivo.
Em particular, em dimensao 4, baseados em (COSTA; RIBEIRO JR.; SAN-
TOS, [2015) definimos a funcao f1(W,) = —6(w;” +wy ). Note que f; satisfaz as condigoes
definidas em . Além disso, usando deduzimos que

Ry — fi(W,) = 12K} (47)

Assim, 12K7- é uma curvatura escalar modificada. Em particular, denotando Yy, (M, [g]) =
Vir(M, [g]) e Y, (M) = Yi-(M), temos a partir de e os seguintes invariantes

1 _ i 12 Lo
L1, [g) = f{—VOl(M@; / Kldvg,ge[g]} (48)

Vi(M) = sup{ Y}"(M, [g]); g € M}. (49)



34

2.4 Volume minimo e curvatura minima

Em 1982, Gromov introduziu o conceito de volume minimo para uma varie-
dade suave como sendo o infimo de todos os volumes sob as métricas de curvatura seccional
limitada, em valor absoluto, por 1. Mais precisamente, temos a seguinte definicao

Definicao 2.4 Seja M"™ uma variedade suave. Definimos o volume minimo de M por
MinVol(M) = inf{Vol(M, g); |K,| < 1},

onde Vol(M, g) € o volume de M e K, € a curvatura seccional na métrica g.
Apresentaremos a seguir alguns exemplos e resultados classicos.
Se M é compacta e admite uma métrica flat, entdo MinVol(M) = 0. De fato,
se g ¢ uma métrica flat em M, entao g, = Ag também ¢ flat para qualquer A real positivo.

Como Vol(M, gy) = A2 Vol(M, g), segue que
MinVol(M) < Vol(M, gy) = A2 Vol(M, g),
para qualquer A real positivo. Portanto, temos que
MinVol(M) = 0.

Em particular, MinVol(K) = 0 e MinVol(T?) = 0, onde K ¢ garrafa de Klein e T? é o
toro-flat.

Se M ¢é uma superficie compacta e orientada, entao
MinVol(M) = 2x|x(M)|.

De fato, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

() = =

21
1
27

/ K,dv,
M

| 1y,
M
1
< —Vol(M,yg),
21

<

Com igualdade para K, constante igual a 1 ou —1. Em particular, MinVol(S?) = 4.
MinVol(M) > ¢(n)|x(M)|, onde ¢(n) é uma constante positiva dependendo

apenas da dimensao. De fato, segue do Teorema Allendoerfer (1940) que a caracteristica

de Euler pode ser expressa como uma integral de um polinomio que depende apenas da

curvatura.
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Se M admite uma F—estrutura polarizada, entdo MinVol(M) = 0. Para mai-
ores detalhes, veja (CHEEGER; GROMOV, |1986).

Em geral é dificil calcular explicitamente o valor do volume minimo de uma
variedade. Wang e Xu (2009) mostraram que MinVol(S***1) = 0 e MinVol(S" x R) = 0,
para todo n > 1. Bavard e Pansu (1986) mostraram que MinVol(R?) = 27(1 + v/2).
Por fim, MinVol(R") = 0, para n > 3, isso foi provado primeiro por Gromov (1982) e
posteriormente por Mei, Wang e Xu (2008)).

Ainda em (1982, Gromov apresentou uma conjectura sobre o volume minimo.
Para tanto, relembramos que uma variedade Riemanniana (M™, g) é dita ser hiperbdlica
se seu recobrimento universal for isométrico a (H", go), onde go é métrica canénica de H".
Assim, temos a seguinte conjectura.
Conjectura 2.1 (Gromov, 1982) Seja (M™, go) uma variedade hiperbdlica completa de
volume finito. Entao

MinVol(M) = Vol(M, go).

Besson, Courtois e Gallot (1994) deram uma resposta parcial para a Conjectura
de Gromov. Mais precisamente, eles provaram que a conjectura é verdade para variedades
compactas. Posteriormente, Boland, Connell e Souto (2005) obtiveram estimativas infe-
riores do volume minimo de variedades de volume finito possuindo uma aplicacao prépria
para uma variedade de volume finito de curvatura negativamente pingada, e mostraram
que a isometria assintética vale quando o volume minimo é atingindo. Assim, eles deram
uma resposta positiva para a Conjectura [2.1]

Apresentamos agora uma definicao equivalente para o volume minimo. Por

um argumento de densidade temos
MinVol(M) = inf{Vol(M, g); ||K,||cc = 1}. (50)
Como Vol(M,\g) = A2 Vol(M,g) e Ky, = %Kg, temos que ¢ equivalente a
MinVol(M) = inf{||K,||%; Vol(M, g) = 1}. (51)

Para maiores detalhes, veja (BESSIERES, 2000; BERGER, [2003, p. 535).

Um outro invariante que sera investigado neste trabalho é a curvatura minima,
que foi introduzido por Yun (1996), o qual é o menor pinching da curvatura seccional
dentre as métricas de volume 1. Mais precisamente, dada uma variedade compacta M,

considere o funcional Riemanniano dado por

R>*(g) = |Rm|s,
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onde Rm denota o (0,4)—tensor de Riemann e |- |, denota a norma do sup. Aqui estamos
considerando |Rm|? = 1 > R, ou seja, um quarto da norma usual dos tensores, isso se
deve ao fato de ao considerarmos Rm como operador de curvatura, as normas coincidam.
Assim, podemos definir a curvatura minima.

Definicao 2.5 Para uma variedade compacta M, a curvatura minima de M ¢ dado
por

Mincur(M) = inf{ R*(g); g € My }.

A primeira observacao importante sobre a curvatura minima é que ela estd
diretamente relacionada com o volume minimo, como nos mostra a préxima proposicao.

Proposicao 2.6 (Yun, 1996) Seja M"™ uma variedade suave compacta. Entao
MinVol(M) =0 se, e somente se, Mincur(M) = 0.

Demonstragao: Suponha inicialmente que MinVol(M) = 0, entao existe uma sequéncia
de métricas {g¢;} tais que |K,| <1 e v; := Vol(M,g;) = 0, quando ¢ — oo. Considere a

sequéncia de métricas {h;} definida por
h; == vi_%gi.
Assim, Vol(M, h;) = v;'Vol(M, g;) = 1, logo h; € My, para todo i. Além disso,
| K, | = vi2 | K, | <02 — 0 quando i — oo.

Portanto, segue que R*°(h;) — 0, quando i — oo, isto é, Mincur(M) = 0.
Reciprocamente, suponha que Mincur(M) = 0, entdo existe uma sequéncia de
métricas {g;}, tais que Vol(M, g;) =1 e R*(g;) — 0, quando i — 0.
Afirmacgao: | K, |- — 0, quando i — oo.

De fato, pela norma do operador de curvatura, tem-se

|[Rm|* = 411 Z R?jkl = Z R?jklv

,9,k,l 1<j,k<l

tem-se que |Rm/|? > Kfj, qualquer que seja i e j. Em particular R(g) > |K;;(g)|eo- Escolha
uma base ortonormal {e;} de modo que |K(g)|s = |Ki;j(9)|, para algum par i e j, o que
sempre é possivel. Assim, para qualquer métrica g, tem-se R(g) > |K(g)|s- Portanto, se
R(g;) = 0, quando ¢ — oo, entdo |Ky|s — 0, quando i — 0o, 0 que prova a afirmacao.
Prosseguindo, se | K| = 0, para alguma métrica g;, entao g; é flat e portanto

MinVol(M) = 0. Suponha entao que |K;| := |K,| > 0, para todo i. Considere também a



sequéncia de métricas {h;} definida por

hi = |Ki|ooGi-

Entao temos que |K},| = ﬁﬁ(ll <le
Vol(M, h;) = |Ki\§oV0l(M, gi) = \Kllo%o — 0, quando i — o0.

Portanto, MinVol(M) = 0, como querfamos demonstrar.

37
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s METRICAS CRITICAS DO FUNCIONAL VOLUME

Este capitulo é baseado no artigo Bach-flat critical metrics of the volume
functional on 4-dimensional manifolds with boundary escrito pelo autor em parceria com
A. Barros e E. Ribeiro Jr.. O seu principal objetivo é generalizar o resultado de Miao
e Tam (2011) em dimensdes 3 e 4. De fato, Miao e Tam (2009) estudaram proprieda-
des variacionais do funcional volume restrito ao espaco da métricas de curvatura escalar
constante em uma variedade compacta com métrica prescrita no bordo, obtendo uma ca-
racterizagao para que uma métrica neste espago seja ponto critico do funcional volume. A
qual, posteriormente eles definiram como métricas criticas. Em particular, eles mostraram
que as bolas geodésicas dos espacos formas R", H" e S™ satisfazem tais condigoes. Em
2011, Miao e Tam estudaram as métricas criticas do funcional volume, nao mais como um
problema variacional, mas pela estrutura geométrica que é determinado pela equagao de
Euler-Lagrange associado a variacao do funcional volume. Eles estudaram tais variedades
sob as hipoteses da métrica ser Einstein e localmente conformemente flat. Mais precisa-
mente, eles provaram que uma métrica critica Einstein é isométrica a uma bola geodésica
em um espago forma simplesmente conexo R"™, H" ou S". Além disso, eles substituiram a
hipétese de Einstein por localmente conformemente flat com bordo isométrico a esfera e
obtiveram o mesmo resultado para as variedades simplesmente conexas.

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacao deste 1ltimo resultado, em
dimensoes 3 e 4. Mais especificamente, provaremos que o resultado obtido por Miao e
Tam continua valendo sob a condi¢ao da métrica ser Bach flat, em dimensao 4, e o tensor
de Bach harmonico, em dimensao 3. Como serd visto, estas condi¢oes sao bem mais fracas

do que localmente conformemente flat. Para isto, utilizaremos as técnicas desenvolvidas

por H-D. Cao e Q. Chen (2013, 2014)) e Barros e Ribeiro Jr. (2014).

3.1 Definicoes e resultados existentes

Na Secao apresentamos as nogoes basicas de métricas criticas do funcional
volume. Relembremos, entao, a definicao.
Defini¢ao 3.1 Uma métrica critica de Miao-Tam € uma tripla (M™, g, f), onde (M™, g)
¢ uma variedade Riemanniana compacta com bordo suave OM e f é uma funcao suave

em M tal que f~1(0) = OM e satisfaz a sequinte equagdo:
— Afg+ V%f — fRic =g, (52)

onde V? denota o Hessiano. f é chamada funcdo potencial.
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Ainda da Secao relembremos os seguintes espacos

M., = {g métrica Riemanniana em M tal que g|,,, = 7}

MI = {g € My;R(g) = R}.

Motivados pela caracterizagao do Teorema 2.1, Miao e Tam provaram a se-

guinte caracterizacao variacional das métricas criticas nos espacos formas.
Teorema 3.1 (Miao, Tam, 2009) Se M ¢é um dominio limitado com bordo suave em
R", H" ouS™ (se M™ C S, suponha ainda que V(M) < 1V (S™)). Entdo a correspondente
métrica nesse espago € um ponto critico do funcional volume V(-) em /\/lf se, e somente
se, M € uma bola geodésica.

Em 2011, Miao-Tam estudaram as métricas criticas sob as hipéteses de Eins-
tein e localmente conformemente flat. Eles estudaram tais métricas a partir da equacgao
fundamental e obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 3.2 (Miao, Tam, 2011) Seja (M™, g, ) uma métrica critica de Miao-Tam
Finstein e bordo OM suave. Entdao (M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em R™, H"
ou S".

Baseados nas técnicas de Kobayashi e Obata (1981)), Miao e Tam substituiram
a hipdtese de Einstein por localmente conformemente flat com bordo isométrico a esfera.
Mais precisamente, eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 3.3 (Miao, Tam, 2011) Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
simplesmente conexa e com bordo isométrico a esfera padrao. Se (M™, g) € localmente
conformemente flat, entao (M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em R™, H" ou S".

Deve-se ressaltar que a hipotese do bordo de M™ ser isométrico a uma esfera
padrao S" ! considerada por Miao e Tam nao é artificial. Para esclarecer isso, considere-
mos que o bordo de M™ é totalmente geodésico e é isométrico a uma esfera padrao S**.
Nessas condigoes, motivado pelo Teorema da Massa Positiva, Min-Oo conjecturou que, se
M™ tem curvatura escalar maior ou igual a n(n — 1), entdao M™ deve ser isométrica ao
hemisfério S} com métrica padrao, veja (MIN-OO, 1998). No entanto, Brendle, Marques
e Neves mostraram contra-exemplos da conjectura de Min-Oo em dimensoes n > 3. Para
mais detalhes, veja (BRENDLE; MARQUES; NEVES, [2011)). Além disso, pelo que foi
visto no Exemplo S7 tem estrutura de métrica critica.

E importante destacar que Miao e Tam (2011)) construiram exemplos de métricas
criticas de Miao-Tam, nao-Einstein com bordo isométrico a esfera. Eles consideraram
(M, g) uma variedade espacial de Schwarzschild e Ads-Schwarzschild com massa positiva,
restrito a certos dominios que contém os seus horizontes e delimitadas por duas esferas
simétricas e mostraram que existe uma funcao que satisfaz e se anula no bordo, veja
Corolarios 3.1 e 3.2 de (MIAO; TAM, [2011)).
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3.2 Resultados chaves

Utilizando a equagao podemos reescrever a equacao fundamental da

métrica critica de Miao-Tam em notagao tensorial como segue:

fR+1
(=1

Usando a notagao acima e tendo em vista que as métricas criticas tem curva-

ViVf — fRij = — (53)

tura escalar constante, veja Proposicao 2.1 obtemos o seguinte lema.

Lema 3.1 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entdo:
. R
F(Vilje = ViRip) = RignsV'f + —— (Vifgje = Vifgie) = (Vif Ry = Vif Rir) -

Demonstragao: Como (M, g) tem curvatura escalar constante e a métrica g é paralela,

usamos a equacao para obter

IViRjxy = Vi(fRjx) — Ry V.f
FR+1

n—1

= Vi(V,Vif+ gik) — RjpVif
= V.V,Vif+ n—}jlvifgjk — R Vif.
Trocando ¢ por j acima e aplicando a identidade de Ricci, obtemos
f(ViRjk — VjRik) = V,V,;Vif+ %Vifgjk — Ry Vif
—V,;VVif — %ijgik + Ry, Vi f

R
= R V°f + m(vifgjk — Vifg) — (VifRj — V; fRiy,).

O que conclui a prova do lema. O

Para uma métrica critica de Miao-Tam, definimos o (1,3)—tensor T como

segue
n—1 R
Lje = ——5 (RikV;f — RixVif) — "} (9 V5[ — 9k Vif)
1
s (9 Rjs Vo f — g Ris Vo ). (54)

O tensor Tjj;;, foi definido similarmente como o tensor D;;;, em (CAO; CHEN,
2013). Similar ao resultado de Cao e Chen, obtemos aqui uma relagao deste tensor 1" com
os tensores de Weyl e Cotton.

Lema 3.2 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entao o tensor T, o tensor
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de Cotton C' e o tensor de Weyl W satisfazem a sequinte identidade:
[Cijie = Tije + Wijns V° f

Demonstracao: Usando mais uma vez que a curvatura escalar de (M, g) é constante,
da defini¢ao do tensor de Cotton ((12)) e do Lema concluimos que

R
[Ciji = Rijus V' [ + m(vifgjk — Vifgx) = (Vif Rk — VifRa).
Pela decomposicao do tensor de curvatura e pela definicao do tensor 7', temos que

1
[Cije = WinsV°f + P (Rikgjs + Rjsgir — Risgjn — Rjngis)V°f
R . R
_ (n — 1)(7}, — 2) (gjsgik - gisgjk)v f + E(szgjk - vjfgik)
1 1
= Wi Vo[ + m(Rik‘vjf — RixVif) + E(stvsfgik — RisV° fgjk)
R R
- (n _ 1>(n — 2) (vjfgik - vifgjk) + m(vzfgjk - vjfgik)
—(VifRji — V;fRix)
(n—1)
(n—2)
1
+m(gikstVSf — gijisVSf)
= Tijr + Wijes V7 f,

(Rikvjf - Rjkvif) - L(gz‘kvjf - ijvz'f)

como queriamos demonstrar. O
Observagao 3.1 Pelo Lema podemos concluir que o tensor T tem as mesmas pro-

priedades do tensor de Cotton, isto €,
Tijr = ~Tj e 7Ty = g* Ty, = 0. (55)

Agora, estamos interessados em entender a relagao entre o tensor de Bach e
o tensor 7. A préxima proposicao nos mostrar essa relacao, que sera de fundamental
importancia para os nossos resultados.
Proposicao 3.1 Seja (M™, g, f) wma métrica critica de Miao-Tam. Entdo o tensor de

Bach e o T-tensor satisfazem a sequinte identidade

1
/Mf2B(Vf,Vf)dM=—m/Mf?deM.

Demonstragao: A partir da definicao de tensor de Bach e de podemos escrever o
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tensor de Bach da seguinte forma

1
Bij = — (VkaU + Rleikjl) . (56)

Estamos assumindo uma soma nos indices repetidos. Com estas notagoes temos

(n—2)f*By; = [*ViChij + f*RiuWikji
= Vi (*Crij) — 2fChijVif + [*RaWiki.

Pelo Lema juntamente com obtemos

(n=2)f*By; = Vilf(WiipVif + Thi)]l = 2f Cri Vi + F*RiaWiksi
= Vi (fThij) + FViWeiiVif + fWeid ViV f
Wi VifVif = 2fCriiVif + [P RuWirj
= Vi (fTh) + D OV + £ (VVif — FRi) Wi

n—2
FWeigt Ve fVf +2fCai Vi f.

Usando (b3)) temos

-3
(n—2)f°Bi; = Vi(fThij) + " — 2ijkika + 2fCirjVif + Wi Vi fVif.

n
Entao

(n—=2)f?B(Vf,Vf) = Vi(fTu;) VifVf
= Vi (fTwi;VifVif) = fTiijViVifVif — [Thi;Vif ViV, f.

Usando e o fato do tensor T ter traco nulo, chegamos a
(n=2)f*B(Vf,Vf) = Vie([Tui;VifV;f) = [TaijReiV;f — f*ThijRe;Vif.
Trocando k por ¢ acima e usando a propriedade anti-simétrica de T', obtemos

(n—=2)f*B(Vf,Vf) = Vi(fTuijVifV,f) — %fQ (Thij RieiV i f + Thij Rij Vi f
+ T Rie Vi f + Tinj Rij Vi f)
= V(T Vil Vi) = 3Ty (RigVif = RyVief).

Usando a defini¢ao de T' e mais uma vez o fato de T' ter trago nulo, concluimos que

n—2
2(n—1)

(n=2)f*B(Vf,Vf)=Vi([Tii;VifVif) — P2,
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Integrando sobre M, usando o Teorema de Stokes e o fato de f ser nula no bordo de M,

obtemos

/fQB(Vf,Vf)dM - /vk(kaijvifvjf)dM—;/ FTdM

n—2
1
= n—2 kaZ]V IV fredS — / AT 2dM
_ / P2|TIRdM.
(n—1)
O que finaliza a prova da proposicao. O

3.3 Estudo das superficies de nivel da funcao potencial

A Proposigao nos diz que se a métrica critica de Miao-Tam for Bach-
flat entao o tensor T é identicamente nulo. Assim, nada mais natural do que estudar
este tensor. Para isto, precisamos estudar as superficies de nivel da funcao potencial f.

Consideremos entao a seguinte funcgao

pi= VI + 2t (57)
Logo, se derivarmos p obtemos
Vp = QvaVf+—Vf+£fo
_ (vaVf+ Rf“w)

e utilizando a Equagao (53), deduzimos a seguinte identidade

FRic(Vf) = %Vp. (58)

~Nf
il

Em particular a segunda forma fundamental de X, é dada por

Além disso, o campo de vetores v = ¢ normal a superficie X, = {p € M; f(p) = c}.

hij = _<V6¢V7 €j>7 (59)

onde {eq, ..., e,_1 } é um referencial ortonormal em ¥.. Portanto, a curvatura média é dada

por
1 n—1
H=——-+ 2 iy Ci)-
7] ;:1 Vf(ei ei) (60)

Com as notagoes acima, obtemos um resultado similar ao obtido por Cao e

Chen (2013). Esta proposigao é essencial para o estudo das superficies de nivel de f.
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Proposicao 3.2 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Sejam p € M um
ponto reqular de f e X = {f = f(p)} o conjunto de nivel de f. Se g denota a métrica

induzida em X, entao

2(n — 12V f|* & H n—1
T2 — W 2 2 2
|f | (TL—2)2 a;2| ab n—lgab| + 2(n_2)|v p| )

onde hqy € H sao a sequnda forma fundamental e a curvatura média, respectivamente,

V> € a conezdo Riemanniana de X em relacdo a métrica induzida e p € dado por .

Demonstragao: Seja {e, e, ..., e, } um referencial ortonormal, com e; = % € €, ..., 6y,
tangentes a ¥. Calculando a norma de T" temos
|T|2 = Z ngk
irj k=1
= (222) emierwsr - aimiaw sy + (25 e
- \n—2 n—2
+ (n i 2) (2(n — 1)|Ric(V f)|?) — %(ZRW]?P —2Ric(Vf,V[))
2(n—1) , , 9 2R :
+ (n - 2)2 (2RRZC(Vf7 Vf) - 2‘RZC(VJC)| ) - mQ(n - 1)RZC(Vf, Vf)
—1)2 —1)R2
= RV AP~ [Rie(V )+ 2= T o
2(n—1 4(n—1)R
+ (72”_ 2)3 |Ric(V f)|* - %(R\Vfﬁ — Rie(Vf,Vf))
+4(17(L”__2;3 (RRic(V f,V f) = |Rie(V [)) —48: = 21))23 Ric(Vf,Vf).

Assim, multiplicando por f? a expressao acima, obtemos

> _ 2(n—1)° 21V FI2 — | fRic o 2(n—1)R? , _ .,
TP = gy (PIRicPIV I = |fRie(VAP) + =055 IV ]
+?fln__2§3 [ Ric(VIP - %ﬂﬂﬂvm ~ JRic(V .V )
+?7(1n__2;3 (f*RRic(Vf,V f) = |fRic(V)]*) — %Fm’c(v LY.
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Pela equacao temos que

2(n — 1)* 1 2(n — 1)R?
T = ((:_ 2))2 (f2|Ric|2|Vf|2 - Z|vp|2) L 2n - DR
4(n— 1R

(2
n—1 2 1
O (7957 309099

+‘(lfl”_ 2;2) (fRW V)~V 12) . 252:21))2]%]‘7(Vp, Vi)
2(n — 1)R?
(n —2)?

IV

Vpl* =

B 2(n — 1)2 9 2 (n ) 24
o L e

n—1 2 ( 1) R, 2 4 2(n—1)R
~ 1R n—1 _ , Q(n ~ 1R

PV

fVp,Vf).
Assim

2 , nin—1
PIVIPIRi - M0 (g,

2(n — 2)2
_2(n -1)R? , , 2(n—1)R
“h=2e FIVIT+ (2 f(Vp, VF). (61)

Por outro lado, a segunda forma fundamental h,;, e a curvatura média H de X

sao dados por

_ ViYL b g, TEAI
b = =5 (577) - =T e e
H = —W(fR fRu—fR—-1)= |Vf](fR11+1)

Logo, temos que

n

|h| - Z hab |Vf|2 Z | fRab 1 Gab |

a,b=2

i fR+1  (fR+1)
- W(PZR%—QJ‘@—RHM-l e >

2
= |Vf|2 (f |Ric|* — 2f° ZR — f*R;, —2f(R—R11)ff_+11 + (ffjll) ) :

H? = PR}, +2fRi1 +1).

1
Nz
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Combinando os resultados acima, obtemos

n

H , H?
Z hab_mgab = ’h| a1
a,b=2
_ 2 2 2 2 P2 JR+1
— !VfP (f |Ric|> — 2f ZR — PR} = 2f(R = Ru)~—
fR+1 1
+(n_1> o nywgp VR R R )
2f2R?  2f?°RRn,
_ 2 2 2 _ f2p2
N IVfI2 (f [Racl ~ 21 ZR L
2fR  2fRy fQR2 2fR 1 f?R%
n—1+n—1+n—1+n—1+n—1 n—1
_2fR11_ 1
n—1 n-—1
B 5 nR?, f? B f2R?  2f°RRy
- |vf|2 (f|ch| 22 ZR i Tl
Entretanto, de tem-se
1
1 1
R, = Ric(Vf,e,) = =——=(Vp,e,) = =—=V,
Dai, concluimos que
> [ | = o (PR G T (9 9y
A \Vf\? 2|Vf\2 -V
R* R
Ou ainda,
PlRick = (9573 [ho | N7 e — R %
1c = ab — T 1 Ya = aNIw— rl4 5
P A R I 2!Vf|2 i — DV
R* R
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Substituindo a expressdo acima em (61)) concluimos que

o = 2 TS - ] + (=i
s e L+ X g - B R w0
R - e (VY
e %ﬂw, v))
_ 2(n;1_2|vf|4 bi oy — gab|2 Q(Tln_—_12)|vzp|z,

O

Como consequéncia da Proposicao deduzimos as seguintes propriedades

finalizando a demonstracao da proposicao.

dos conjuntos de nivel de f.
Proposicao 3.3 Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com T = 0. Seja ¢
uma valor reqular de f e ¥ = {p € M; f(p) = ¢} um conjunto de nivel de f. Considere e; =

L ¢ escolha um referencial ortonormal {ea, ..., e,} tangente a X. Sob essas condigoes as

Vi
[V f]
sequintes afirmacoes ocorrem:

(1) A segunda forma fundamental hy, de ¥ € dada por hey =

(2) |V f| é constante em X.

(3) Rla

(4) A curvatura média H de 3 € constante.

H
n—1Yab-
=0, para qualquer a > 2 e e; € um autovetor do Ric.

(5) Em ¥, o tensor de Ricci ou tem unico autovalor ou dois autovalores distintos com
multiplicidade 1 e n — 1. Além disso, o autovalor com multiplicidade 1 € na direcao
de Vf.

(6) Rige =0, para a,b,c € {2,...,n}.

Demonstracgao: Os dois primeiros itens seguem diretamente da Proposicao junta-
mente com . Para o terceiro item, dado que T = 0, entao da definicao de T ([54)

deduzimos

T(ei7 Vf? Vf)
n:;(Rw@thﬂVfF—
1

Ric(V [,V 1)V.f) ~ o (VfV I -

IVI?Vif)

+m (VifRic(Vf,V ) —
Ric(V [,V )V,

Ric(e;, V)|V fI* —

em outras palavras

Ric(e;, V)|V f|*

[V fI*Ric(e;, V)

= Ric(Vf,V)(Vf e).
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Entdo para i = a > 2, obtemos que Ry, = 0. Além disso, Ric(e;) = gV Ryje; = Ryjes.

Portanto e; é um autovetor do Ricci. Para o quarto item, considere a equacao de Codazzi
Rlabc = v[?hca - chhbay a, b, c= 27 ey T (62)

Tomando o trago nos indices a e ¢, e usando o primeiro item, obtemos

n

)
Ry =ViH — g*VZhy, = — 1v§H.

Como Ry, = 0, concluimos que H é constante em Y. Prosseguindo, como e; = % é um

autovetor do Ricci, escolha o referencial ortonormal {ey, e, ..., €, } tal que Ric(ey) = Axey.

Usando mais uma vez o fato de T'= 0, para a,b > 2, temos

0 = Talb
n—1 R
- Ra V - R VQ - a V - va
n—2< b Vif b1 Valf) n—2(gb 1f = gwValf)
1
+m(galesv8f - gleasVSf)
n—1 R 1
= RuplV Il — ——gu|V —— g |V f].
N Rl V|~ s gulV |+ s gu IS
Portanto, R, = Ii—_/\f Jap € €Ntao Ay = ... = A\, = ]fl__’\ll, 0 que prova o quinto item.
Finalmente, o sexto item segue diretamente de (62)) combinado com o quarto item. [

Prosseguindo o estudo das métricas criticas de Miao-Tam com o tensor 7" nulo,
obtemos o seguinte resultado.
Lema 3.3 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com T = 0. Entao C = 0,
isto é, (M™,g) tem tensor de Weyl harmaénico.
Demonstragao: Como T = 0, pelo Lemadeduzirnos que fCyr, = Wi V' f. Portanto

fCuVEf =0. (63)

Considere um ponto regular p € M, com o conjunto de nivel associado ..

Escolha coordenadas (62, ...,0™) em ¥ qualquer e escreva a métrica em coordenadas locais

(f,0',...,0™) como
1

2 a ,jnb
= ol + gadt"de"

9

Denotando 0y = 01 = %, temos
Vif=1 e V,f =0, para a> 2.

De temos fCj1 = 0 para 4,75 = 1,...,n. Além disso, para a,b,c > 2, da equagao de
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Codazzi juntamente com o primeiro e quarto itens da Proposi¢ao tem-se
Righe = Vi hae — Ve, = 0.
Em particular, usando o fato de Ry, = 0 em obtemos
Wiabe = Riabe = 0.

Assim, para a,b > 2.
fCabc - Wabcsvsf — Wabclvlf =0.

Afirmagao: fC, = 0, para a,b > 2.

De fato, primeiro note que

JChap Wias Ve f = Wiabig™(V [, €s) = Wian |V f?
_ —W;fPW(Vf, 00,V 1, 0y).
Por outro lado, de temos
L W(VL00,Y18) = s R(VS,00V.0,) + G
IV f[? [V£]? (n—1)(n—2)
-— (WlﬂQRw(w Vg + Rab) (64)

Agora, vamos analisar a segunda forma fundamental nas coordenadas locais (f, 62, ..., 6").

Assim, temos
1
1 Iy

a ) a ’ a — o

porém

1 .
Ly = 59 {agbj + Oogja — 0jgan}

1
= 5911{3&%1 + Ohg1a — OrGap }

— %|Vf|2(—<Vgab,3f> = —%Vf(gab))‘

Portanto, segue que
Vf

W (ab)-

Novamente pela Proposicao , temos que |V f| é constante em X, o que implica

[aa, %} _o. (66)

has = — (65)
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Usando temos que

1

NE R(Vf,04,Vf,0) = \Vf|< =1 Vaby = VoV 21 0, V)
= oV (VEdh+Vady), V) — VeV g0 V)
1 1
_ |W|2<vva 0y, V f) + |vf‘2<vva Oy, V)
1 Vi
Oy, Varm="r
AT I g Tt Ve
Como <% J.) = 0, temos que V v 42 V—}c' = 0. Além disso, obtemos
Vf Vf Vi,
<Vv7fabavf> m(ab, |Vf|> (%V%Wﬂ)—o-
Usando e , inferimos
- (30, ) - wra v g ¥
‘Vf|2 (vfaaaavfaab) ‘Vf| (<vaab7 |Vf’> <V ab7v fl |Vf‘>
Vi, Vf vf Vf
V ha T~— r| v ;va_
W tagn)h w )+ Vo Ve
vVf Vf \%i Vi Vf
= ha Y ) ha ’
Wenen e T eal e e
Vo V)
IVf| |Vf|
V
Portanto
1 H?
N R(V [, 00,V [,0) = va([{)gab—mgalr (67)

Em particular, tomando o trago em com respeito a a e b obtemos

Vf H?
Ric(Vf,V H)— ,
logo (67)) pode ser reescrito como
ch(Vf V)

R(Vf,00,V [,0) = (68)

1 YGab-
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Mais uma vez, pela Proposi¢ao [3.3] temos

—le'gmc(w, VF) = A

Ric<8a7 ab) = HUGab,

para a,b > 2. Substituindo em e usando o fato acima, concluimos

1
JClab —W—fPW(Vfﬁa,Vfﬁb)
1 RV V) L Rie(VLV) | Ra R
a IV f]? n—1 Jab |V f|? n—2 Yab n—2 (n—l)(n—2)gab
B A A i A+ (n—1)u
- n_lgab+n_29ab+n_29ab (n_l)(n_2)gab

= 0,

0 que prova a afirmacao.
Portanto, concluimos que fCj;;, = 0 nos pontos p onde V f(p) # 0. Pelo Lema
, concluimos que fCj;;, = 0 em M. Disto, segue que Cj, = 0 em M\OM e pela
continuidade de C concluimos o lema. 0
Para finalizar esta secao, apresentamos um resultado de caracterizacao. De
certa forma, esse teorema nos dar um resumo desta secao. Para tal fim, utilizaremos o
seguinte lema, cuja prova pode ser encontrada em (CAO; CHEN, 2013).

Lema 3.4 Seja (M™,g) variedade Riemanniana, com n > 4. Entao

(n—4)

(divB); = ooy

Ciji Rk
onde estamos assumindo soma nos indices repetidos.
Teorema 3.4 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entdo, para n > 5, as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Ty = 0;

(2) Cij =0 e W(e;, e;,ex, V) =0;

(3) divB(Vf)=0eW(Vf,e,Vfe)=0.
Demonstracao: Para o caso (1) implica (2) segue do Lema[3.3)e Lema[3.2] Agora vamos
provar que (2) implica (3). Primeiro, utilize o Lema para obter

n—4 ;
TEE

e (3) segue imediatamente. Agora suponha que vale (3), pela férmula acima e o Lema

(divB); =
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inferimos
i n—4 jki
fleB(Vf) = mfcz]kR vV f
n—4 . n—4 -
= —T; A4 — W, l jkx7i
(n _ 2)2 z]kR Vv f + (n — Q)QWJMV fR \V4 f
n—4 o o n— 4 '
— " T (R — RENIF) — . i
2(n — 2)? k(RN f — RN f) —(n — 2)2W(Vf, ej, Vf er)R
= o ne T oV (Ve ViR,

onde na ultima igualdade foi usado a definicao do tensor 7' e o fato dele ter traco nulo.

Dado que vale (3) concluimos que T'= 0, o que finaliza a demonstragao. 0

3.4 Resultados de rigidez

Nesta secao apresentaremos os principais resultados deste capitulo, os quais
foram obtidos em (BARROS; DIOGENES; RIBEIRO JR., 2014). Iniciaremos com um
teorema que generaliza o Teorema (3.3, em dimensao 4. Mais precisamente, temos o
seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam simplesmente coneza e

bordo isométrico a esfera padrao S®. Entao (M*, g) é isométrica a uma bola geodésica em
R*, H* ou S* desde que

/ FB(V £,V f)dM, >0,

onde B € o tensor de Bach.

Demonstragao: Como
| PBVL M, 20
M

pela Proposicao 3.1], segue que T" = 0. Aplicando o Lema temos que C' = 0. Assim,

pelo Lema |3.2] obtemos

Wijklvlf - O
Seja p € M* tal que Vf(p) # 0. Escolhendo um referencial ortonormal
{e1,e9,€3,€4} com e = %, concluimos que
Wijkr = 0. (69)

Afirmacao: W, = 0 sempre que V f(p) # 0.
De fato, como o tensor de Weyl tem traco nulo em qualquer par de indices,
temos
Wai21 + Wagaz + Wagag + Wayas = 0.
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Usando obtemos
Wagas = —Wagoa.

De maneira similar, temos

Wasos = —Wsy34 = Wasas.

Do que segue que Wazeg = 0. Além disso, também temos
Wiz1a + Wazas + Wiaszy + Wiy = 0.

Portanto, Wa304 = 0. Isto prova que W,.q = 0 a menos que a, b, ¢, d sejam todos distintos.
Mas, de temos apenas trés escolhas para os indices. O que prova o afirmado.

Assim, usando a Proposicao temos que Wy = 0 em M, uma vez que a
métrica é analitica. Logo (M?,g) é localmente conformemente flat. Pelo Teorema
concluimos o resultado. 0

Como uma consequéncia imediata, temos o seguinte corolario.

Coroldrio 3.1 Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam Bach-flat simplesmente
coneza e bordo isométrico a esfera padrao S®. Entao (M*, g) € isométrica a uma bola
geodésica em R*, H* ou S*.

Como foi visto no Teorema [3.4] para n > 5, ter o tensor 7' nulo, nao implica
necessariamente que o tensor de Weyl seja nulo. Assim, diante dos resultados acima, surge
uma pergunta natural: O que acontece em dimensao mais baixa? Diante desta pergunta
e inspirados nos trabalhos de Cao et al. (2014) temos o seguinte resultado de rigidez para
métricas criticas de dimensao 3.

Teorema 3.6 Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam simplesmente coneza e
bordo isométrico a esfera padrao S*. Se divB(V f) =0 em M, onde B € o tensor de Bach,
entdo (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em R3, H3, ou S?.

Demonstragao: A primeira parte da demonstragao segue como em (CAO et al., [2014).

Como podemos escrever o tensor de Cotton como C;;, = V; A — VAL, entao temos
J J J )

ViBi; = V;VChij
= V.Vi(ViA;; — VAg)
= ViViViAy — ViV ViAy;
= ViViViA;; — V.V, Vi Ay

Pela identidade de Ricci segue que

V:Bi; = —RyViAij + RuViAij + Rigji Vi Ay
= R ViAa,
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mas, em dimensao 3, W = 0 assim por obtemos

ViBi; = AugiViAa+ AugiV kA
—AugirVk Ay — AjrgaV ik Ay
AirViAij + AyViAy — AaV i Ay — AjgaV k Ay
= AyCrji + AV Ak + A ViAy
_AileAil - Ajkgilckil - AjkgilviAkl
= RiuClji + Ay ViAy — AjpViAg
= —RiCipi.

Portanto, aplicando V f acima, concluimos

= —CiiBRuV;f
1
= 73 (CiriRiVf + CrjiRi; Vi f)

1
= §ijz' (RixVjif — Ri;Vif).

Dado que o tensor de Cotton tem trago nulo e pela definicao do tensor T temos que
(divB)(Vf) = iijiTkji. Mais uma vez, dado que W = 0 em dimensao 3 e pelo Lema
conclui-se que

(@wB)(Vf) = LicP.

Assim, usando a hipétese de que divB(V f) = 0 obtemos que C' = 0 em M \ OM e da
continuidade do tensor de Cotton temos C' = 0 em M. Portanto (M, g) é localmente con-
formemente flat. Usando o Teorema concluimos que (M3, g) é isométrico a uma bola

geodésica em R3, H?, ou S3. U]

Como consequéncia imediata, temos o seguinte corolario com a hipdtese do
tensor de Bach ser harmonico, o qual é mais fraca do que a hipétese Bach flat considerada
no Coroldrio B.11
Coroldério 3.2 Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam simplesmente conexa
com bordo isométrico a esfera padrao S* tal que o tensor de Bach é harménico. Entao

(M3, g) € isométrica a uma bola geodésica em R3 H?, or S3.
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1 VOLUME MINIMO E CURVATURA MINIMA

Este capitulo é baseado no artigo Fstimates for Minimal Volume and Minimal
Curvature on 4-dimensional compact manifolds, escrito pelo autor em parceria com E.
Costa e E. Ribeiro Jr., e seu principal objetivo é obter estimativas para o volume minimo
e a curvatura minima de variedades compactas de dimensao 4.

O conceito de volume minimo foi introduzido por Gromov (1982)), onde ele
obteve estimativas inferiores para o volume minimo em termos da caracteristica de Eu-
ler, nimeros de Pontryagin e volume simplicial. Muitos pesquisadores se voltaram entao
para este assunto, o qual deu inicio ao estudo de muitos outros invariantes, tais como
simplicial volume, spherical volume, volume entropy, topological entropy, minimal eigen-
value e isoperimetric constant. Para um breve resumo destes invariantes e como eles
estao relacionados veja (KOTSHICK, [2012), veja também (BESSIERES, 1998; BESSON
et al., [1991], 1994, [1995 LAFONT; SCHMIDT, 2006f MANNING, 1979; PATERNAIN;
PETEAN, 2003]).

Ja o conceito de curvatura minima foi introduzido por Yun (1996)), onde ele
mostra uma relacao direta entre a curvatura minima e o volume minimo. Além disso,
prova uma estimativa inferior da curvatura minima em termos do invariante de Yamabe.

Aqui obtemos estimativas para o volume minimo e curvatura minima. Além
disso, exibiremos exemplos de variedades que satisfazem a igualdade, mostrando assim
que as algumas estimativas sao Otimas. Apresentaremos também alguns resultados de

caracterizacao, sendo um em volume minimo e dois em curvatura minima.

4.1 Estimativas para curvatura minima

Na Secao apresentamos as nocgoes basicas de curvatura minima, que foi
introduzida por Yun (1996). Relembremos a definigao.
Definicao 4.1 Para uma variedade compacta M, a curvatura minima de M ¢é dada
por
Mincur(M) = inf{ R*(g); g € M, },

onde R*(g) = |Rm| .

Como foi visto na Secgao [2.4] a curvatura minima esta diretamente relacionada
ao volume minimo. Isso nos mostra a grande importancia de estudarmos a curvatura
minima.

Em seu trabalho, Yun (1996) mostrou uma estimativa para a curvatura minima
em funcao do invariante de Yamabe. Mais precisamente, ele obteve a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1 (Yun, 1996) Existe uma constante C,, > 0 dependendo somente da
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dimensao n, tal que para cada variedade compacta M com Y (M) < 0 vale
Mincur(M) > C,|Y(M)|.

O proéximo teorema nos dar um resultado semelhante ao do Yun. De fato, ele
estabelece estimativas para a curvatura minima em funcao da caracteristica de Euler, da
assinatura e do invariante de Yamabe de uma variedade, exibindo explicitamente o valor
da constante ¢ da Proposicao 4.1
Teorema 4.1 Seja M* uma variedade compacta orientada. Entdo vale as sequintes es-
timativas:

1. Mincur(M) > 271/2[x(M)].
2. Se Y(M) >0, entdo Mincur(M) > 2r\/3|7(M)].
3. Se Y(M) <0, entdo Mincur(M \/1271’2|T | + XUOE 51 )

Demonstragao: Para a prova do primeiro item, relembramos a formula de Gauss-

Bonnet-Chern, que diz que a caracteristica de Euler satisfaz

1 R 2 > (2
XD =g | {5 W - S IRicl?) av, (70)

De , concluimos

R? .
8l (M)| < /(24+|W|2 —|Ric|2)dV

_ / [Rm?dV,

< (9))*Vol(M, g).

Portanto, é suficiente tomar o infimo em M/ para concluir que

Mincur(M) > 2m+/2|x (M),

0 que prova o primeiro item.
Prosseguindo, para o segundo item, o teorema da assinatura de Hirzebruch nos

diz que
1
M) = W — W™ %) av,. 1

Usando mais uma vez (21)), segue que

2| < [ (WRWOR) v,
< [R¥(9)Vol(M, g).

Disto, Mincur(M) > 274/3|7(M)|.
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Prosseguindo, para o terceiro, basta observar que, da decomposicao do tensor

de curvatura, tem-se

[R¥(g)]? > |Rm/’
R2 3
= +|W|2 —|Ric|2
RZ
> 2
> 24+|W|

Integrando sobre M a desigualdade acima e usando o fato de Vol(M, g) = 1, deduzimos

R¥(g) > / By, + / Wav,

> inf 1272
glenM 24dV—i— | (M)],

onde na ultima desigualdade foi usado . Assim, usando a Proposi¢ao 1 de (LEBRUN;,

1999b)) concluimos que

(P

[R*(g))* = 1277 (M)| + “—;

Tomando o infimo sobre M; concluimos o resultado. Consequentemente, finalizamos a

prova do teorema. O
No caso do Teorema temos que todas as estimativas sao étimas, como

veremos logo a seguir. Além disso, conseguimos uma classificagao para o caso da igualdade

para os dois primeiros itens. Para comecar, mostremos que a estimativa do primeiro item

é 6tima para S*, CP? e S? x S2.

Exemplo 4.1 Considere M = S* a esfera munida da sua métrica canénica gy e considere

c¢>0 comc®=Vol(S?, go) = %. Agora defina g = ¢ tgy. Assim, temos que

Vol(S*,9) = ¢ 2Vol(S*, go) =c 2 -2 = 1.

G g N T o2 _ R
Além disso, (S,g) € Einstein e localmente conformemente flat, e portanto |Rm|* = 55.

Logo, temos
— 2R2 14407
|Rm|* = 62—40 = 24C = 6c* = 167°.

Assim, concluimos que |Rm| = 47, e consequentemente R*(g) = 4. Dai pelo Teorema

e de x(S*) = 2 concluimos que
4 < Mincur(S*) < R™(g) = 4n.

Portanto
Mincur(S*) = 4r.
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Exemplo 4.2 Considere M = CP? o espaco projetivo complexo munido com a métrica
de Fubini-Study go e considere ¢ > 0 com ¢* = Vol(CP? gy) = § Defina uma nova

métrica por § = ¢ ‘go. Logo, temos que
Vol(CP?,g) = ¢ 2Vol(CP?, gy) = 1.

Desde que (CP?, gy) é Kaehler-Einstein e half-conformemente flat seque que (CP?.79)

_ -2
também o é. Assim ]W+]2 = & Dado que Ry = 24, obtemos

@ﬁ?:fi+mﬂ2

-2

R
12
R2
12
= 48¢2

= 24x’.

Assim, concluimos |Rm| = 276, e consequentemente R™(g) = 2m+v/6. Do Teorema
e de x(CP?) = 3 seque que

27v/6 < Mincur(CP?) < R®(g) = 27V6.

Portanto
Mincur(CP?) = 27v6.

Exemplo 4.3 Considere M = S?> xS%. Seja gy = g1+go a métrica produto candnica. Com
essa métrica sabemos que tal variedade produto € Einstein e que sua curvatura escalar €
a soma das curvaturas escalar de cada variedade, isto é, Ry = 4. Além disso, Kobayashi
(1985) mostrou que para a métrica produto tem-se |Wy|? = % (vale lembrar que a norma
que estamos considerando é um quarto da norma do Kobayashi). Agora, considere a
métrica § = ¢ gy, onde ¢ > 0 € tal que ¢ = Vol(S? x §?, go) = 1672, Assim (S* x S$2,7)
¢ Einstein e

Vol(S* x §2,9) = ¢ *Vol(S* x S*,go) = ¢ 2-* = 1.
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Além disso, R = cRy = 4c e [W|2 = E|Wy|2, = 4. Dai

. R
Bl = 5o+ W
B 1602+402
Y 3
= 20
= 3272

Portanto, |Rm| = 47v/2, o que nos diz R®(g) = 4mv/2. Assim pelo Teorema e pelo
fato de x(S* x S?) = 4, temos

472 < Mincur(S? x §%) < R™(g) = 47v/2.

Portanto

Mincur(S? x §%) = 47v/2.

Agora, vamos mostrar que a estimativa do terceiro item é 6tima.
Exemplo 4.4 Considere M = CH?/T. Seja go a métrica Kahler-Einstein em CH?/T,
assim x(CH?/T) = 37(CH?/T). Além disso, pelo Teoremas 3.6 e 3.9 de (LEBRUN,
1999d), tem-se

V(CH?)T) = —4r\/2(2x(CH2/T) + 37(CH2/T))
= —471\/2(67(CH2/T) + 37(CH?2/T))

= —127/27(CH?/T).

Logo, pelo item (3) do Teoremal{.1] obtemos

Mincur(CH?*/T) > \/127727'((37{2/1“)-1— |y(C7;42/F)|2

= /12727(CH2/T) + 12r27(CH?2/T)

= 2m\/67(CH?/T). (72)

Por outro lado, considere ¢ > 0 tal que ¢* = Vol(CH?/T, go) e defina g = ¢ 'go. Desde

. oy . . — . . . S TaN 2
que go € uma métrica Kahler-Einstein, g também o é. Em particular, |W ' |? = % e
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R = cRy. Daz,
—2
2 v +12
Bl = oo+
12
*R2
B (73)
Mas observe que na métrica gy, tem-se
RZ
Am*(2x(CH?/T) + 37(CH?/T)) = / (52 +2[WH2)dVy,
R 2
Em particular,
288m%7(CH?/T) = *R2. (74)

Comparando com (n) concluimos que |Rm|* = 24727 (CH?/T). Portanto, R*(g) =
21/67(CH?2/T"). Assim, utilizando , concluimos

2m4/67(CH2/T) < Mincur(CH?/T) < R*®(g) = 2m/67(CH2/T).

Portanto,
Mincur(CH?/T') = 27+/67(CH?2/T).

Como uma consequéncia imediata da primeira estimativa do Teorema [.1]
tendo em vista que para uma variedade simplesmente conexa a caracteristica de Euler é
maior ou igual a 2, deduzimos o seguinte resultado.

Corolario 4.1 Seja M* uma variedade compacta e simplesmente conexa. Entdo:
Mincur(M) > Mincur(S*) = 4r.

Além disso, se vale a igualdade, entdo M* é homeomorfa a esfera S*.

E importante ressaltar que no caso da igualdade, o resultado segue pelo teo-
rema de classificagao de Freedman (1982). De fato, caso a igualdade ocorra, segue que
X (M) = 2. Como uma extensao do resultado acima, temos o seguinte corolério.

Corolario 4.2 Seja M* uma variedade compacta e simplesmente conexa satisfazendo
Mincur(M) < 2v/6m.

Entio, M* é homeomorfa a S* ou ao CP?,
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Como ja é conhecido, o Toro flat tem volume minimo igual a zero. Assim, pela
Proposicao temos que sua curvatura minima também é zero. Logo, a igualdade na
segunda estimativa do Teorema {.1] acontece para o toro flat. No entanto, é interessante
encontrarmos exemplos de variedades nao flats que a igualdade da referida estimativa
aconteca. Diante disto e dos trabalhos de Hitchin (1974)), acreditamos que as superficies
K 3 satisfazem a igualdade. Eo que nos indica o proximo corolario.

Coroldrio 4.3 Seja (M*, g) uma variedade de Einstein compacta e orientada satisfa-
zendo Mincur(M) = QW\/W. Entao M* ¢ flat ou seu recobrimento universal é uma
superficie K3.

Demonstragao: Desde que Mincur(M) = 27 \/W , segue do Teorema u que

8% x(M)| < Mincur(M)? = 127%|7(M)|. (75)

Por outro lado, como (M, g) é Einstein tem-se x(M) > 0. Portanto de concluimos
que 872\ (M) < 1272|7(M)|, ou ainda

x(M) <

DO W

(M)

Mas, como (M, g) é Einstein, ela satisfaz a desigualdade de Hitchin-Thorpe x(M) >
3|7(M)|. Portanto,

3
X = ),
Logo pelo Teorema de Hitchin (1974) segue o resultado. O

Agora, vamos tratar o caso da igualdade na primeira estimativa do Teorema

[4.1] Neste caso, sob uma hipdtese adicional, conseguimos o seguinte resultado.
Teorema 4.2 Seja M* uma variedade compacta orientada satisfazendo Mincur(M) =
2m1\/2x(M). Se existe uma métrica g que atinge a curvatura minima, isto €, Mincur(M) =
R>(g), entao (M*, g) é Einstein e |W| é constante. Além disso, se a curvatura seccional
¢é nao-negativa, entao M* € isométrica a S*, CP? ou S* x S%.
Demonstragao: De e da nossa hipdétese obtemos

R? 2 1 e (2 2

ﬂdVg + | W[V, — 3 |Ric|“dV, = 8m*x(M)

M M M
= [Mincur(M)]%

Dai, usando o fato de existir uma métrica g em M* satisfazendo Mincur(M) = R>(g)

inferimos

R? 1 § N
| sptve+ [ Wpav,— 5 [ (Hickav, = ®(o)?
M M M
> 52+\W|2+1|R°z'c|2 (76)
- 24 2 ’
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Assim, integrando (76)) sobre M* e usando o fato de Vol(M*, g) = 1 obtemos

/ |Ric|*dV, < 0.
M

O que forca (M*, g) ser Einstein. Em particular, M* tem curvatura escalar constante.

Usando essas informagoes em ([76)) temos
/ WV, > [W|?.
M

Defina entdo, a funcao F := [, |[W[*dV, — [W]* > 0 e assim

o< [ Fav,= [ wpav, - [ weav,—o
M M M

onde foi usado o fato de Vol(M*, g) = 1. Portanto F = 0 e assim |[W|* = [, [W[*dV} ¢
constante, o que finaliza a primeira parte do teorema.

Por fim, se M* tem curvatura seccional nao negativa o resultado segue do
Corolério 1.1 de (COSTA| 2004), e assim finalizamos a prova do teorema. 0

Um problema interessante é saber quando uma variedade de dimensao 4 possui
métrica de curvatura seccional nao negativa. Mesmo sob a condi¢ao de Einstein. Ressal-
tamos que exemplos de tais variedades sao raros. Variedades compactas rotacionalmente
elipticas sdo homeomorfas & umas das variedades: S*, CP?, S? x S?, CP*#CP? ou CPQﬂ@Q.
A partir disso, foi conjecturado que somente as duas primeiras podem admitir curvatura
positiva. Esta questao esta diretamente relacionado a conjectura de Bott, a qual pergunta
se uma variedade compacta simplesmente conexa com curvatura seccional nao negativa é
necessariamente eliptica; para maiores detalhes veja (ZILLER, 2007, 2014)). Entretanto, é
possivel exibir uma métrica de curvatura seccional nao negativa na soma conexa CPZﬂ@2,
confira Exemplo 45 em (PETERSEN] 2006} p. 212), veja também (CHEEGER, |1973).

Ao mesmo tempo, a conjectura de Hopf pergunta se nao existe métrica com
curvatura seccional positiva em S? x S?. Diante deste problema, tendo em vista que
X(S? x S?) = 4, usando o Teorema deduzimos o seguinte corolario, o qual nos da uma
condicao para que a conjectura de Hopf seja verdadeira.

Corolério 4.4 S? x S? ndao possui wma métrica g com curvatura seccional positiva e
R>(g) < 4mv/2.

4.2 Alguns resultados sobre problema de Yamabe modificado

Iniciaremos esta secao com um resultado fundamental para o desenvolvimento

da teoria. Um resultado similar foi provado por Besson, Courtois e Gallot para o caso da

curvatura escalar, veja (BESSON; COURTOIS; GALLOT, |1991, Prop. 2.1).
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Proposigao 4.2 Seja M* uma variedade compacta com uma métrica g tal que Ki é

constante nao positiva. Se g € uma métrica conforme a g, entao

—1
/M KV, < /M K Rav;,

e a 1gualdade ocorre se e somente se existe uma constante ¢ > 0 tal que g = cg.

Demonstragao: Considere g = e??g € [g], para alguma funcdo ¢ de M*. Disto, temos

— —

R— f,(W) = 12K,

R=e2(-6A¢ —6|Vo|> + R).

Desde que fi(W) = e~2?f;(W), concluimos
12¢%K; = 12K — 6A¢ — 6|Vo|%. (77)

Integrando a Equagao com relagao a métrica g e usando o fato de Kj ser uma

constante nao positiva juntamente com o Teorema de Stokes, deduzimos

12/ [KdV, = —12/ Kfe%dvg—ﬁ/ Vo|2dV,
M M M

< 12/ XKy |dV,. (78)
M

Em particular, vale a igualdade em ([78]) se, e somente se, ¢ for uma funcao constante.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

2
( / e%rfhdvg) < ( / e4¢|Ff|2dvg) Vol(M,g), (79)
M M

e, sendo dV5 = e*dV,, concluimos

—_— K < K G
i gy, %) < [ IR Pa, )

Assim, como Ki- é constante, podemos usar ((78)) e para concluir que

1 2
KiPdv, = ——+—— / Ki|dV,
/M| rhd VOZ(M79)(M| it

1 2677 L ?
S S Ky |dV;
Vol(M, g) (/Me i g>

< / \FthVg,
M
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o que finaliza a demonstracao da proposicao. 0
Nosso objetivo agora é estudar o comportamento do invariante Y- (M). Para
isto, seguiremos as ideias desenvolvidas por Itoh (2005) e LeBrun (1999b).

Lema 4.1 Seja M* uma variedade compacta. Entdo

Vi (M, [g)]?
o, s = B

para qualquer classe conforme [g].
Demonstragao: Inicialmente, vamos supor que Yi-(M, [g]) > 0. Assim, pela desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, para cada métrica, obtemos

;
—1/ Kiav, < (144/ |KL|2dV) :
Vol(M,g)2

com igualdade se, e somente se, Ki- é uma constante nao negativa. Tomando o fnfimo

sobre as classes conformes de g e usando (48]) obtemos

1

violg) < it (11 [ wiRa;)
g€lg] M

Por outro lado, pela Proposicao , existe uma métrica g € [g]NM; de curvatura escalar

modificada constante. Em tal métrica 12?1L = Vi*(M, [g]) > 0. Logo, deduzimos que

. 1 M 2
ll'lf/ |Ki_|2d‘/§: yl ( 7[9]) ’
g€lgl J pr 144

0 que prova a primeira parte do lema.
Agora, vamos assumir que Vi (M, [g]) < 0. Consideremos também g € [g]NM;
tal que 1271L = ViH(M, [g]) < 0 é constante. Pela Proposicao 4.2| concluimos

yJ_ Ma g 2 -1
M M

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, § = cg, para alguma constante ¢ > 0,
finalizando, assim, a demonstracao do lema. O

Baseado no Lema deduzimos a seguinte proposicao, a qual nos dar uma
interpretacio interessante do invariante de Yamabe modificado Yi-(M). LeBrun (1999b)
provou um resultado similar para a curvatura escalar e o invariante de Yamabe.

Proposicao 4.3 Seja M* uma variedade compacta. Entdo

0 (M) > 0:
inf/ K 2dV, = { ! se Vi (M) > 0;

gEM |yL1(ﬁ[)|2, se V(M) < 0.
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Demonstragao:
Primeiro, assuma que Vi (M) < 0, entdo Vi-(M,[g]) < 0, para toda classe

conforme [g]. Em particular, podemos escrever

it (VEOL )P = inf (D (M. [g))’

9]

9]

= (— sup Vi (M, [9]))

= (=¥ 0n)°
= [P

Combinando a informacao acima com o Lema 4.1 obtemos o resultado desejado.

Por outro lado, sabemos que toda variedade de dimensao maior ou igual a
3 admite métrica de curvatura escalar negativa, digamos g, veja por exemplo (BESSE,
2008). Portanto, como R, — f1(W,) = 12Ki e fi(W,) > 0 segue que Ki- < 0. Assim,
assumindo que Vi (M) > 0 e como M é conexo, existe uma classe conforme [g] em M
com Vi (M, [g]) = 0. Portanto

1[191]f Vi (M, [g])] = 0.

Novamente, o resultado segue pelo Lema 4.1 e assim finalizamos a prova da proposicao.
O

4.3 Estimativas para volume minimo modificado

Nosso objetivo nesta secao é obter estimativas de volume minimo para va-
riedades de dimensao 4, usando a nogao de curvatura biortogonal. De fato, inspirados
em (PATERNAIN; PETEAN, 2003, sec. 7), introduzimos os seguintes volumes minimos

modificados.

Voljr (M) = inf{Vol(M*, g); |[K*| < 1}. (81)

Similar a definicao usamos para definir
Vol (M) = inf{Vol(M*, g); |Ki| < 1}. (82)
Claramente, de temos
MinVol(M) > Voljg+ (M) > Vol (M). (83)

Nossa primeira proposi¢ao é uma equivaléncia entre o invariante de Yamabe
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modificado e o volume minimo modificado (82)). Esse resultado é baseado no trabalho
de LeBrun (1999b) que mostra que o espago das curvaturas escalares limitadas por uma
constante universal, colapsando a zero, é diretamente relevante para o calculo do invariante
de Yamabe.

Proposicao 4.4 Seja M* uma variedade compacta. Entdo os sequintes itens sdo equiva-

lentes:

1. Vol s (M) = 0;
2. inf / |K{-?aV, = 0;
M

geM
8. V(M) > 0.
Demonstracao: Primeiro, assumimos que V01|K%|<M> = 0. Entao existe uma sequéncia
de métricas {g;}i>1 em Mgt = {g € M; |Kit| < 1} tal que Vol(M, g;) converge para 0

quando ¢ vai para o infinito. Disto, temos que
/ [(KiH)il*dVy, < Vol(M, g:),

e, portanto deduzimos

inf /\Kﬁ?dvg:o.

9EM

Por outro lado, como M g1 C M concluimos

O<1nf/ \K“dv< _inf /\KﬂdV—O

Mgt
0 que prova o segundo item.

Para concluir que o segundo item implica no terceiro item ¢é suficiente usar a
Proposigao [£.3]

Por fim, assuma que Yi- (M) > 0. Como qualquer variedade suave de dimensao
maior ou igual a 3 admite métricas de curvatura escalar negativa (BESSE, 2008) e 12K =
R, — fi(W,), com fi(W,) > 0, segue que M* admite métrica tal que Kj- é negativa.

Portanto, existe uma sequéncia de métricas {g;} tal que Vol(M, g;) = 1 e (Kji"); converge

para 0 quando 7 vai para o infinito, com (K7j-); < 0 para todo i. Definindo g; = ||(K7)i||sc9i
obtemos Ry, = WR Assim
— p—
12(K,); = R — A(W3)
1 1
= o et AT
I(ED)illoe ™ (BT il loo
12(Ki);

(KT )illoo
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Portanto, ](?f)l\ <le

Vol(M,g;) = [(Ki)il*Vol(M,g:)
= |(Ki)il* = 0.
Entao, concluimos que Vol, Kﬂ(M ) = 0, finalizando a demonstracao da proposigao. [

Vale ressaltar que na esfera padrao S* temos YVi-(S*) = Y(S*) = 876,
onde Y(M) denota o invariante de Yamabe. Usando a Proposigao percebe-se que
Vol k1(S*) = 0. Por outro lado, como veremos no Teorema , Voljk1((S*) > 0. Logo,
podemos concluir que a desigualdade pode ser estrita.

Desde que Vol(e* g) = e Vol(g) segue, para uma variedade compacta de

dimensao 4, que o funcional

Wig) = /M W, P v, (84)

é conformemente invariante, isto é, W(e?*/g) = W(g). Como foi provado por Kobayashi
(1987), o invariante

W(M) = inf{W(g); g € M} (85)

reflete certas propriedades globais da variedade M. Além disso, claramente W(M) = 0 se
M admite uma métrica g localmente conformemente flat.
Costa, Ribeiro Jr. e Santos (2015) definiram o funcional & : M — R como

segue
&) = [ (B, - 12K, (50
M

o qual também é um invariante conforme, veja (COSTA; RIBEIRO JR.; SANTOS, 2015,

Proposigao 2). Além disso, eles introduziram o invariante
L . L
M) = inf .
& (M) glenM & (9) (87)

Nosso préximo lema mostra uma relacao entre (84)) e .

Lema 4.2 Seja M* uma variedade compacta e orientada de dimensao 4. Entao
W(g) < =& (9).
Demonstracao: De deduzimos que wf[ <0e wgi > 0. Além disso, temos

(wy)? + (w5)? = (wi})* — 2wywy.
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Ainda desta ultima informacao, temos

WHP = (w)® + (w3)® + (wi)?

= 2(w)? — 2wiwy.

Assim, desde que wiwy < wiws e (wi)? = —ww; — wwy inferimos que
WP < 6(wi)*. (88)

Similarmente, deduzimos |[WW~|? < 6(w; )?. Portanto,

Wi(g) = /M Wy,
< 6/ (wif +wy)* v,
M

onde foi usado o fato de w;w; > 0. Por fim, de (33)) deduzimos

1
W) < g [ (R-1260)
6 Ju
1
= ggf_(g)’
como queriamos demonstrar. O

Em particular, o Lema 4.2 nos leva a deduzir que

W(M) < =& (M). (89)

Nossa préxima proposi¢ao nos mostra uma relagio entre (M) e Vol (M).
Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.5 Seja M* uma variedade compacta e orientada de dimensdo 4. Entdo
EF(M) < 576Voljr (M).

Demonstragao: Seja g uma métrica em M* tal que |K+(g)| < 1. Considere um referen-

cial ortonormal {ej, €9, €3, e4}. Assim, deduzimos que a curvatura escalar de g satisfaz

Rg = 2 ZK(ei, Gj)
1<J

= 2(K(e1,e2) + K(e1,e3) + K(ey, eq) + K(ea, e3) + K(ea, e4) + K(e3,¢€4))
= 4<KL(€1,62)+KL<61,63)+KL(61,64)).

Dal, segue que |R,| < 12.
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Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy, inferimos que

1 1 2
0 = g [ (®-12Kh
6 6/,

1
< —/ (R2 + 144(K5H)?) av,
3 e
< 1/ (144 + 144)dV
3Ju
< 96Vol(M,yg), (90)

onde usamos o fato de |[K*(g)| < 1 implicar que |Ki-| < 1. Disto, segue que
Loy
6(91 (M) < 96VOZ‘KL‘(M),

o que conclui a prova da proposi¢ao. [l
Nosso préximo resultado estima o volume minimo modificado em termos de

alguns invariantes geométricos.
Teorema 4.3 Seja M* uma variedade compacta e orientada. Entdo valem as sequintes
afirmagoes:

1. Volygr (M) > som?|7(M)).

2. Se x(M) > 0, entio Voljg. (M) > 272 (M).

3. Se Yi-(M) <0, entdo Vol (M) > Vol (M) > 13| Vi-(M)]*.

4. Se Yi+(M) <0, entao Mincur(M) > ﬁ\yf(M)\
Demonstragao: Para o primeiro item, usamos o Teorema 3.2 de (GRAY], (1972), o qual
diz que em um referencial ortonormal orientado {ei,es, €3, €4} a assinatura 7 de M* é

dado por

1
@/ {(K12 + K34) Rigza + (K13 + Kog) Risos + (K14 + Ko3) Riazs
M

+(Ri323 — Ria24) (Riz14 — Rosoa) — (Riase — Riasa) (Ri214 — Rasas)
+(Ri242 — Riza3) (Ry213 — R4243)}dvg7 (91)

r(M*) =

onde Kj; é a curvatura seccional do plano gerado por e; e e;.
Por outro lado o Corolario 4.1 de (BISHOP; GOLDBERG, 1964)) nos diz que
existe um referencial ortonormal {eq, 5, €3, €4} tal que as componentes do tensor de curva-

tura Ri213, Ri214, R1223, R1224, R1314 € R1323 sao todas nulas. Esta informacgao combinada

com e nos fornece

67T2T(M4) — / {2K1L2R1234 —|— 2K1JE))R1324 + 2K1JZLR1423
M

+Ri424 Ro304 — Ri434R9343 + R1343R4243}dvg- (92)
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Por outro lado, Seaman (1991)) provou que
200 L
|[Riju| < 5(K3 — K7). (93)

Assim, aplicando esta estimativa de Seaman na equacao e usando o fato de |[K+| <1

inferimos )
67| (M*)| < /M {4(K5 — Ki") + g(Kgl — KH2av,.

Usando novamente o fato de |[K+| < 1, concluimos
9 4 40
672 (M) < VoM. g),

0 que prova o primeiro item.
Para o segundo, usaremos um resultado obtido por Bishop e Goldberg (1964),
o qual nos diz que para um referencial ortonormal adequado, a caracteristica de Euler de

M* pode ser escrita como

Am*x (M) = / (K12K34 + K13Kos + K14 Koz + (Ri234)” + (Ruzas)® + (31423)2) dv,. (94)
M

Assim, como x(M) >0e ab < (C‘TJ’(’)Q para todos a,b € R, temos

o = (R (R (Rt

+(R1234)2 + (1131324)2 + (R1423)2> av,

= / ((KE)Q + (Ki3)? + (Ki)® + (Ruigsa)® + (Rusaa)” + (31423)2> dVy(95)
M
Agora, comparando com obtemos

Am?x (M) < /

4
[ (00 + (b + (2 + S (0E = P v,

Logo, como |K*| < 1, temos
) 25
Ar=x (M) < EVOZ(M,Q).

Isto nos diz que

VOI‘KL‘(M) Z

e isto prova o segundo item.
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Para o terceiro item, de é suficiente provar que

1
Vol (M) > mDﬁL(M)P

Seja g uma métrica tal que |Ki-| < 1 e assuma que Yi-(M) < 0. Pela Proposigao
existe uma métrica g € [g] N M, de curvatura escalar modificada 12?1L = Vi (M, |g]) <
Vi (M) < 0. Dado que Fll é constante nao positiva, usamos a Proposicao para obter

—1
| ®pav < [ xRy,
M M

Logo, usando a Proposigao [£.3] inferimos que

YR < [ [RYPaY;
M

IN

144 / | K |*dV,
M
< 144Vol(M,g),

o que finaliza a prova do terceiro item.
Por fim, para o quarto item, considere g uma métrica em M* de volume 1. Da
decomposi¢ao do tensor de curvatura de Riemann (21f), temos

RQ
|Rm/|* > T W 2. (96)

Além disso, dado que R = 12K7- + f1(W) temos

s MA(KE)  (H(W))

R
I S RsY a

Y

para todo a > 0. Esta informagao combinada com (96)) nos diz que

KlL 2 | W 2
|Rm|* > 6£+O)é - (fz(m)) + W3, (97)

para todo a > 0.

Por outro lado, temos que
+12 o 2yt
Wil <SP (98)

Além disso, a igualdade vale em se, e somente se, wgt = w2i. De fato, dado que

wy +wy +wis = 0 inferimos

(wi)? = (w3)* + (wy)* + 2w3 wy. (99)
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Ademais, temos
0< (wf —wf)? = (wf)? — 2w wi + (wf)” (100)

Assim, comparando com (|100) deduzimos que
2[(wy)? + (wi)?] = (wi)”.

Ao qual segue que (w;)? < 2|W*|2. Similarmente, temos (wy)? < 2[W~|? o que prova

98).
Logo, combinando com o fato de f1(W,) = —6(w{ + wy) deduzimos

(W) = 36(wf +wy)?
72[(wi)? + (wy)?]
48|W?,

IN

IN

e, isto implica que

IWIQ—% > QT_2|W|2. (101)

Assim, comparando ((101)) com deduzimos que, para a > 2,

1\2 .
>6(K1) +a

R2
]m]_ 1+«

2 W2 (102)
Escolhendo a = 2 em obtemos |[Rm|? > 2|Ki|?. Em particular, temos
[R(9)]* > 2| K7 |*. (103)
Integrando a inequacao sobre M* e tomando o infimo sobre M; concluimos
Mineur(M)P = inf [R*(g)]
> 2 1nf / |K{|%dV,
> 2 mf / | K |*dV,.

Finalmente, basta aplicarmos a Proposicao para obter

. 2 o (M)
[Mincur(M)]* > BT

e assim finalizar a prova do ultimo item e consequentemente a prova do teorema. 0
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Vale a pena ressaltar que Gromov ((1982) obteve a seguinte estimativa
MinVol(M) > ¢(n)|x (M), (104)

onde ¢(n) é uma constante positiva dependendo apenas da dimensao. Ele também obteve
uma estimativa semelhante para nimeros de Pontryagin. O Teorema nos diz que, em
dimensao 4, podemos obter explicitamente o valor da constante ¢ em . Além disso,
desde que a assinatura ¢ um multiplo do nimero de Pontryagin, concluimos que o mesmo
argumento também se aplica ao caso da assinatura.

Como consequéncia do trabalho de Freedman (1982), obtemos a seguinte ca-
racterizacao.

Corolario 4.5 Seja M* variedade compacta simplesmente conexa satisfazendo

36
Vol (M) < 2—57T2. (105)
Entio M* é homeomorfa a S* ou ao CP?.
Demonstracao: Por definicao e da dualidade de Poincaré, a caracteristica de Euler de
M* ¢ dada por

onde b; é 0 i—ésimo ntimero de Betti de M*. Como M* é simplesmente conexa, concluimos

que b; = 0 e assim obtemos que x(M) > 2. Pelo segundo item do Teorema inferimos

12
Vol (M) > %TFQX(M). (107)

Usando a hipétese (105]) em (107) deduzimos que x (M) < 3. Assim, de (106]) concluimos
que 2 < 24 by < 3, e portanto deduzimos que ou by = 0 ou by = 1. Agora usando

os resultados de classificagao de Freedman (1982), veja também (DONALSON| [1983),
concluimos que ou M* é homeomorfa a esfera S* ou ao espaco projetivo complexo CP?,
como queriamos demonstrar. O

Vale ressaltar que o volume minimo nao é necessariamente preservado pelo
homeomorfismo. De fato, Bessieres (1998)) considerou M uma variedade que admite uma
métrica hiperbélica gg. Ele mostrou que MinVol(M#M) > 2MinVol(M) = 2Vol(M, go),
sendo assim, os exemplos sao homeomorfos, mas tém volumes minimos diferente e ambos

positivos. Além disso, Kotschick (2012)) considerou as variedades

Xp = k(S x S))4(1 + k)(S! x S?)

Yie = Zipfl(1 + k)(S* x S?),
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para k impar e suficientemente grande, onde 7, é uma variedade simplética homeomorfa
(mas nao difeomorfa) & k(S? x S?). Assim, X; e Y3 sao homeomorfas, mas Kotschick
mostrou que MinVol(X}) = 0 enquanto MinVol(Y}) > 0.
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5 CONCLUSAO

Na busca por métricas étimas, as métricas criticas sao fundamentais. Na pri-
meira parte do trabalho vimos que a hipétese localmente conformemente flat considerada
por Miao e Tam (2011) pode ser enfraquecida, em dimensao 4, para Bach flat. Mais
precisamente, uma métrica critica simplesmente conexa Bach flat com bordo isométrico a
esfera é isométrica a uma bola geodésica em um espaco simplesmente conexo R*, H* ou
S*. Em dimensao 3 esse resultado pode ser melhorado ainda mais. De fato, mostramos
que o mesmo resultado vale para a hipdtese de o tensor de Bach harmonico. Na segunda
parte vimos estimativas para a curvatura minima e para o volume minimo. Na estimativa
da curvatura minima, mostramos que as estimativas sao 6étimas. Como consequéncia ime-
diata apresentamos uma resposta parcial para a conjectura de Hopf. Além disso, obtemos

caracterizagoes para o caso da igualdade nas estimativas.
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