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Federal do Ceará, como requisito parcial para
a obtenção do grau de Doutor em F́ısica

Aprovada em 25 de Novembro de 2014

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida
(Orientador)

Universidade Federal do Ceará - UFC
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Resumo

Neste trabalho revisamos a base teórica do confinamento topológico no grafeno bicamada. Esse

confinamento é obtido pela aplicação de um potencial elétrico entre as camadas de grafeno,

podendo controlar a largura do gap entre as camadas de condução e de valência definidas pelos

pontos de Dirac ~K e ~K ′. Estas estruturas de defeitos são características de uma estrutura de

paredes de domínio interpolando regiões com diferentes polaridades. No nosso caso especifico,

utilizamos um método que recentemente foi introduzido na literatura científica e que já tem

gerado resultados interessantes em física de altas energias, principalmente no cenário de branas,

o chamado modelo multikink em uma dimensão. As estruturas de defeito produzidas por este

método permitiram a analise do confinamento para potenciais com perfil de um kink, 2-kink,

3-kink e 4-kink. Neste contexto, mostramos o aparecimento de modos zero quirais, ou seja,

estados topologicamente confinados, no grafeno bicamada, assim como de novos estados de

baixa energia além dos estados intragap já conhecidos. Mostramos ainda que o perfil utilizado,

seja kink-kink, ou kink-antikink, modifica as curvas que representam os estados quiriais nas

estruturas dos níveis de energia.

Palavras-chaves: Grafeno. Confinamento Topológico. Muktikink.



Abstract

In this paper we review the theoretical basis of the topological confinement in bilayer graphene.

This confinement is obtained by applying an electric potential between the layers of graphene

and can control the width of the gap between the layers of conduction and valence Dirac defined

by points ~K and ~K ′. These structures are characteristic of defects of a structure of domain walls

interpolating regions with different polarities. In our specific case, we used a method that was

recently introduced in the scientific literature and has already generated interesting results in

high energy physics, especially in the brane scenario, called multikink model in one dimension.

The defect structures produced by this method allowed the analysis of confinement for potential

profile with a kink, kink-2, 3-and 4-kink kink. In this context, we show the appearance of

chiral modes zero, that is topologically confined states in the bilayer graphene, as well as new

low-power states in addition to the already known intragap states. We also show that the profile

used is kink-kink or kink-antikink, modifies the curves representing the quiriais states in the

structures of the energy levels.

Key-words: Graphene. Topological Confinement. Multikink.
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Introdução

A ficção científica embalou os sonhos de um futuro, no qual, a relação dos humanos

com os dispositivos tecnológico beiraria a magia. Imaginávamos que no século XXI a medicina

avançaria a ponto de realizar diagnósticos rápidos e precisos e, ainda, forneceria medicamentos

capazes de atacar células específicas; que seria comum seres biônicos. Criávamos um mundo

totalmente sustentável, no qual não haveria mais poluição do ar ou das águas, onde haveria bate-

rias muito duráveis e células solares muito eficientes. Idealizávamos instrumentos que poderiam

trazer mais segurança para nossos corpos e, com isso, preservar as nossas vidas. Fantasiávamos

com a ideia de computadores ultra potentes que poderiam ser dobrados e colocados no bolso.

Contudo, o século XXI chegou, e o futuro que parecia ser repleto de expectativas e oportunidades

não havia se concretizado.

A tecnologia desenvolvida pela humanidade, apesar de seu enorme avanço, não foi capaz

de nos entregar o que o cinema nos prometeu. Os nossos principais componentes eletrônicos

são saturações de ideias desenvolvidas nos anos 60. Então, não seria um absurdo imaginar um

limite teórico para as aplicação de nossos avanços. Era preciso, na verdade, encontrar um novo

material que podesse ser uma espécie de pedra filosofal capaz de transformar os sonhos de um

futuro, como o dos filmes, em realidade.

Em 2004, uma equipe de pesquisadores da universidade de Manchester foi capaz de obter,

pela primeira vez, o grafeno. Este novo material e o estudo de nanoestruturas têm provocado uma

revolução na física da matéria condensada. Cientistas de todo o mundo vêm desenvolvendo uma

enorme variedade de trabalhos sobre o grafeno e as suas promissoras propriedades eletrônicas.

Tudo é superlativo no grafeno, ele é cerca de 200 vezes mais forte que o aço, é o material

mais fino da Terra, é um condutor extremamente bom, sem falar que é transparente, flexível

e impermeável. Desta forma, logo surgiram comentários sobre a sua possível ascensão frente

ao silício. Alguns cientistas mais entusiasmados já preveem que todas as maravilhas sonhadas,

preditas no parágrafo inicial, serão realizadas graças as portas que estão sendo abertas pelo

grafeno.
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Contudo, para que o futuro com o grafeno possa se tornar realidade é necessário que se

consiga resolver problemas básicos como: abrir mão de toda uma industria bem estabelecida

que produz os chips a base de silício, ou o tempo que levaria e o dinheiro que seria gasto para

desenvolver e, com isso, deixar o grafeno competir, nas mesmas condições, com o silício, ou,

ainda, o mais fundamental, como parar a condução no grafeno.

O objetivo do nosso estudo é desenvolver um modelo que possa contribuir com a busca

por soluções para os problemas da implementação do grafeno em dispositivos eletrônicos.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:

No capítulo 1, fizemos uma breve introdução sobre o grafeno. Contamos um pouco da

sua história e detalhamos algumas das leis físicas, pelas quais, o grafeno é regido.

O capítulo 2 é dedicado a obtenção dos potenciais que nos permitem trabalhar com as

estruturas de defeitos chamadas de multikink. Tomamos como ponto de partida a descrição do

modelo φ4, no qual introduzimos uma função generalizada que o deforma, de maneira tal que

podemos obter soluções topológicas do tipo multikink.

No capítulo 3, seguimos a trilha da referência [8] e descrevemos o confinamento topoló-

gico em grafeno bicamada provocado por um potencial tipo kink.

No capítulo 4, nós investigamos a presença de modos zero quirais em grafenos bicamadas

confinados, topologicamente, por modelos que suportam multikink. Acreditamos que este modelo

possa contribuir para o desenvolvimento de dispositivos feitos a base de grafeno.
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1 O Grafeno

1.1 Introdução

O carbono é um dos elementos mais abundantes do universo. Inicialmente ele não surgiu

no big bang, mas sim tempos depois, no interior das estrelas, através do mecanismo chamado de

processo alfa, que faz a junção de três núcleos de hélio-4, formando assim o carbono-12[9, 5].

Através das explosões das supernovas, o carbono foi espalhado pelo universo. O elemento se

tornou uma das bases para a existência da vida, na forma que a conhecemos, devido a capacidade

de seus átomos em formar estruturas orgânicas complicadas[10]. Historicamente, era conhecida

duas formas cristalinas alotrópicas bem definidas de carbono elementar: o diamante e o grafite.

Entretanto, recentemente foi descoberto o fulereno[11, 12, 13] e o nanotubo[14], o que despertou

a atenção dos cientistas (ver figura 1).

O grafite é um material formado puramente por átomos de carbono. Há séculos foi

descoberto que ele é estruturado em camadas. O grafeno é o nome dado a uma dessas camadas

que possui a espessura de átomo de carbono. Nele, os átomos de carbono estão dispostos em

uma estrutura cristalina hexagonal bidimensional (2D), como em um favo de mel.

1.1.1 A Descoberta

Em 2004, um grupo de físicos da Universidade de Manchester, na Inglaterra, liderados

por Nostya Novoselov e Andre Geim obtiveram o grafeno. Eles utilizaram uma técnica conhecida

como micromechanical cleavage[15, 16], que consiste, basicamente, em puxar uma fita adesiva

de um pedaço de grafite, como o que reside em qualquer lápis. Em seguida, se repete o processo,

várias vezes, com o resíduo do grafite que ficar na fita adesiva. A monocamada de grafeno

pode ser observada com a utilização de um microscópio ótico e com o uso da espectroscopia

Raman. Tal descoberta rendeu aos lideres do grupo o prêmio Nobel de Física em 2010. O mesmo

grupo de Manchester ainda usou a mesma técnica para obter cristais bidimensionais de outros

materiais[15], como o nitreto de boro.
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Figura 1 – Através do grafeno (2D), pode-se obter o fulereno (0D), o nanotubo (1D) e o grafite
(3D).[Imagem: Manchester Centre for Mesoscience and Nanotechnology, University of
Manchester[1]]

Apesar da técnica micromechanical cleavage ter sido eficaz na descoberta do grafeno,

ela torna-se inviável na produção do grafeno em escala industrial. Isso acontece devido a técnica

ser incapaz de produzir uma forma padrão das amostras de grafeno, ou seja, as amostras geradas

são diferentes umas das outras. Desta forma, vários cientistas tem procurado formas viáveis de

se fabricar o grafeno. Uma das maneiras mais promissoras, por viabilizar a utilização do grafeno

na produção de componentes eletrônicos, é o crescimento epitaxial de camadas de grafeno em

cristais[1].

1.1.2 Para Que Serve?

Atualmente, os compostos eletrônicos de ponta são feitos a base do silício. O transistor,

por exemplo, é um dos dispositivos eletrônicos, feitos a base de silíicio, que permitiu a revolução
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tecnológica dos computadores. Em um microprocessador, componente fundamental de qualquer

computador, pode conter milhões de transistores. De acordo com a chamada Lei de Moore,

o número de transistores que cabem em um circuito eletrônico dobra a cada 18 meses. Ao

mesmo tempo, os microprocessadores terão metade do tamanho e o mesmo desempenho. Os

fabricantes de microprocessadores, como a Intel, planejam produzir chips de 14 nm no ano

de 2015. Entretanto, o limite teórico do silício é de cerca de 9 a 11 nm. Tendo isto em vista,

os cientista procuram por candidatos a substituir o silício e, com isso, avançar a evolução dos

computadores até o tão sonhado computador quântico.

O grafeno é um dos materiais mais fortes já medidos e um dos mais finos do universo.

Seus portadores de carga possuem uma gigantesca mobilidade inerente, tendo massa efetiva

nula e, além disso, podem percorrer distâncias micrométricas sem espalhamento a temperatura

ambiente[17]. Estudos indicam que o silício pode suportar frequências de até 5 GHz, enquanto

que, quando o material utilizado é o grafeno, esse valor pode passar dos 500 GHz, devido às

propriedades do derivado do grafite. Tudo isso candidata o grafeno como possível substituto do

silício. O problema que o grafeno pode apresentar é que todo componente eletrônico tem que ter

a capacidade de hora permitir e hora impedir a condução, o famoso zero e um dos componentes

eletrônicos. O grafeno possui uma condução tão boa, que se torna difícil, simplesmente, parar a

sua condução. Para tentar resolver isso, os cientistas tem estudado formas de dopar o grafeno e

submetê-lo a certos potenciais.

1.1.2.1 Displays Feitos a Base de Grafeno

A industria de eletrônicos tem procurado novos materiais que possam tornar seus produtos

mais inovadores e, energeticamente, mais eficientes. O grafeno por ser um material extremamente

fino, flexivel, transparente e excelente condutor, torna-se um aspirante desejado para ser o

protagonista dessa inovação. Um exemplo disso é a tentativa de se fabricar um diodo emissor de

luz orgânico (OLED) utilizando o grafeno[2] (ver a figura 2). O OLED é utilizado em telas de

eletrônicos como televisores, computadores e celulares por ter um baixo consumo de energia.
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Figura 2 – Esquema da produção do filme de grafeno. [Imagem retirada da referência [2]]

1.1.2.2 Células Solares a Base de Grafeno

Outro exemplo de aplicação versátil para o grafeno é a sua utilização em células solares

[18]. As células solares são dispositivos capazes de converter energia solar em energia elétrica,

através do efeito fotovoltaico. O que tem sido proposto é a utilização do grafeno como um

eletrodo, enquanto que o fulereno e os nanotubos de carbono possam ser usados para absover a

luz e, com isso, gerar elétrons e buracos.

1.1.2.3 O Grafeno Pode Deixar a Internet Mais Rápida

Recentemente, pesquisadores do Centre of Graphene Science da University of Bath, na

Inglaterra, propuseram que o uso do grafeno em telecomunicações poderia acelerar as velocidades

de internet, podendo torná-las até 100 vezes mais velozes do que são hoje[19]. Em sua pesquisa,

os cientistas demonstraram taxas de resposta óticas extremamente curtas usando o grafeno, o

que, num futuro próximo, poderia causar uma revolução nas telecomunicações.

1.2 A Estrutura Cristalina

O grafeno é composto por átomos de carbono organizados em uma rede hexagonal

bidimensional (2D), como mostrado na figura 3. Apesar desta rede hexagonal não ser uma rede

de Bravais, ela pode ser interpretada como duas subredes triangulares, A e B, sobrepostas ou

como uma rede triangular com dois átomos por célula unitária. Os vetores da rede podem ser

escritos na forma:

~a1 = a

2
(
3,
√

3
)

; ~a2 = a

2
(
3,−
√

3
)
. (1.1)

onde a ≈ 1, 42 Å é a distância interatômica dos átomos de carbono. São estes vetores os

responsáveis por gerar as subredes triangulares do grafeno. Os vetores da rede recíproca são
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Figura 3 – Rede hexagonal e sua zona de Brillouin.[Imagem: Referência [3]]

dados por:

~b1 = 2π
3a
(
1,
√

3
)

; ~b2 = 2π
3a
(
1,−
√

3
)
. (1.2)

Um dos pontos importantes sobre a física do grafeno reside no fato de que a sua zona de Brillouin

possui seis pontos onde a banda de valência e a de condução se tocam. Destes pontos, destacamos

os chamados pontos de Dirac ~K e ~K ′ que são independentes. A razão deles serem chamados de

pontos de Dirac é que a descrição dos portadores de carga com momento próximo a estes pontos

é feita pela equação de Dirac em (2+1) dimensões com massa nula. Os demais pontos podem

ser obtidos por operações de simetria. As posições dos pontos ~K e ~K ′, no espaço recíproco, são

dadas por

~K = 2π
3a

(
1, 1√

3

)
; ~K ′ = 2π

3a

(
1,− 1√

3

)
. (1.3)

No grafeno, podemos tratar a descrição dos elétrons por meio de um hamiltoniano que

detalha as ligações químicas presentes no material. Considerando que os elétrons podem transitar,

entre os primeiros e segundos átomos vizinhos, o hamiltoniano pode ser escrita como

H = −t
∑
〈i,j〉,σ

(
a†σ,ibσ,j + b†σ,iaσ,j

)
− t′

∑
〈〈i,j〉〉,σ

(
a†σ,iaσ,j + b†σ,ibσ,j + a†σ,jaσ,i + b†σ,jbσ,i

)
(1.4)

onde ~ = 1, t é a energia de transição entre diferentes subredes e t′ é a energia de salto entre

segundos vizinhos. Também temos que a†σ,i cria e aσ,j aniquila um elétron com σ up e down. As

bandas de energia obtidas deste hamiltoniano são

E±(~k) = ±t
√

3 + f(~k)− t′f(~k) (1.5)

sendo

f(~k) = 2 cos
(√

3kya
)

+ 4 cos
(√

3
2 kya

)
× cos

(3
2kxa

)
(1.6)
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onde a banda de condução é representada pelo sinal + e a banda de valência é representada

pelo sinal −. Perceba que da equação (1.6), o espectro dos portadores é simétrico em torno da

energia zero, se t′ = 0. Nos casos em que os valores de t′ são finitos, a simetria elétron-buraco é

quebrada e as bandas π e π∗ tornam-se assimétricas. Na figura 4 pode-se observar a estrutura

de bandas do grafeno e uma das bandas de energia que se tocam, próximos a um dos pontos de

Dirac.

Figura 4 – Dispersão eletrônica da rede hexagonal.[Imagem: Referência [3]]

Expandindo a equação (1.5) em torno de um dos pontos de Dirac K ou K ′, temos a

dispersão linear da estrutura de bandas. Considerando ~k = ~K + ~q com |~q| � | ~K|,

E±(~q) = ±vF |~q|+O
[
( q
K

)2
]

(1.7)

sendo ~q o momento eletrônico medido em torno do ponto de Dirac e vF é a velocidade de Fermi,

que é a velocidade média com a qual os portadores que se encontram na borda da superfície

de Fermi se deslocam, dada por vF = 3ta
2 ≈ c/300. As flutuações quânticas, térmicas e as

interações que há entre os portadores de carga fazem com que a velocidade de Fermi não seja

uniforme para todos os portadores.

Uma das impressionantes qualidades que distinguem o grafeno dos demais sistemas de

matéria condensada, reside na relação entre energia e momento eletrônico. Em geral, como em

cristais, temos que

E(~q) = q2/(2m∗) ,

onde m∗ é a massa efetica do elétron. Desta forma, a velocidade de Fermi vF é dependente da
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energia dos portadores de carga

vF = k

m∗
=
√

2E
m∗

,

ou seja, a velocidade dos elétrons é alterada pela energia. Entretanto, no grafeno não é bem assim

que funciona, os níveis de energia ou o momento dos portadores, basicamente, não interferem na

velocidade de fermi dada pela equação (1.7). A massa efetiva cíclotron é definida, com o auxílio

de uma aproximação semi-clássica[20], por

m∗ = 1
2π

[
∂A(E)
∂E

]
E=EF

(1.8)

com A(E) sendo a área do espaço recíproco k, estabelecida pelas órbitas percorridas pelos

elétrons em um dado nível de energia E. Desta forma, temos

A(E) = πq(E)2 = π
E2

v2
F

(1.9)

Resolvendo a equação (1.8) por meio da (1.9), obtemos a massa efetiva cíclotron

m∗ = EF
v2
F

= kF
vF

(1.10)

A densidade de elétrons n pode ser ligada ao momento de Fermi kF por k2
F/π = n, onde há a

Figura 5 – A massa efetiva cíclotron dos portadores de carga no grafeno em função de n.[Imagem:
Referência [3]]

inclução da contribuição do spin dos portadores e dos pontos de Dirac ~K e ~K ′. A massa efetiva

pode ser reescrita por

m∗ =
√
π

vF

√
n (1.11)
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A equação (1.11) pode ser descrita pela figura 5, que demonstra, por meio de um ajuste nos

dados experimentais[21], a estimativa da velocidade de Fermi como sendo vF ≈ 106 m/s e o

parâmetro de hopping t ≈ 3 eV . A observação experimental da dependência da massa efetiva do

cíclotron com
√
n nos fornece uma evidência da existência de quasi-partículas (os portadores de

carga) com massa nula e espectro linear no grafeno[3, 21].

A densidade dos estados eletrônicos no grafeno pode ser descrita quando se admite t′ = 0

na equação (1.4). Desta forma, nas proximidades dos pontos de Dirac, a dispersão dos estados

por célula unitária é descrita por

ρ(E) = 2Ac
π

|E|
v2
F

(1.12)

onde Ac = 3
√

3a2/2 é a área da célula unitária[22].

1.3 Os Férmions de Dirac no Grafeno

No hamiltoniano da equação (1.4),

H = −t
∑
〈i,j〉,σ

(
a†σ,ibσ,j + b†σ,iaσ,j

)
− t′

∑
〈〈i,j〉〉,σ

(
a†σ,iaσ,j + b†σ,ibσ,j + a†σ,jaσ,i + b†σ,jbσ,i

)

fazemos t′ = 0 para ver que a equação de Dirac para partículas com massa nula em (2 + 1)D é a

que descrever o comportamento dos portadores de carga em baixas energias[3, 21, 23]. Seja a

transformação de Fourier dos operadores aniquilação dada por

an = 1√
Nc

∑
~k

e−i
~k·~Rna(~k) (1.13)

onde ~Rn é a posição dos átomos da sub-rede A e Nc é o número de células unitárias. Com o

auxílio da transformação, o campo pode ser escrito como uma soma de dois termos, provenientes

da expansão da soma de Fourier ao redor dos pontos de Dirac ~K e ~K ′. Nesta região podemos

encontrar os estados de baixa energia. Desta forma, a expansão gera uma aproximação na

representação para o campo an como uma soma de dois novos campos, dados por

an ' e−i(
~K+~q)·~Rna1n(~q) + e−i(

~K′+~q ′)·~Rna2n(~q ′) (1.14)

onde os índices 1 e 2 representam os pontos ~K e ~K ′, respectivamente. Vale resaltar que os

momentos ~q e ~q ′ são medidos em relação aos pontos de Dirac.
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De forma similar para a sub-rede B:

bn ' e−i(
~K+~q)·~Rnb1n(~q) + e−i(

~K′+~q ′)·~Rnb2n(~q ′) (1.15)

Estes novos campos ai,n e bi,n são considerados como se variassem lentamente ao longo das

células unitárias. Para termos uma teoria efetiva válida em torno dos pontos de Dirac, devemos

substituir as equações (1.14) e (1.15) na equação (1.4), com t′ = 0 e expandir os operadores para

se obter ordens lineares nas posições dos átomos. Levando em consideração o n-ésimo átomo,

temos que a expansão de Fourier se dá devido aos vizinhos que se localizam em ~Rn − ~δi, tal que

~δi, conforme visto na figura 3, é

~δ1 = a

2(1,
√

3); ~δ2 = a

2(1, −
√

3) ~δ3 = −a(1, 0)

Como Σδ exp(±i ~K · ~δ) = Σδ exp(±i ~K ′ · ~δ) = 0, o Hamiltoniano pode ser descrito por

H = −i~vF
∫
dxdy

[
ψ†1(~r)~σ · ∇ψ1(~r) + ψ†2~σ

∗ · ψ2(~r)
]

(1.16)

onde ~σ = (σx, σy) e ~σ∗ = (σx,−σy) são matrizes de Pauli e os espinores ψ†i = (a†i , b
†
i ), onde

i = 1, 2. O hamiltoniano (1.16) é composto por dois hamiltonianos de Dirac em (2 + 1)D com

massa nula, sendo um tomados para os pontos de Dirac ~K e ~K ′.

Diferentemente dos materiais que se apresentam em física da matéria condensada, o

grafeno, em baixas energias, não é descrito pela equação de Schrödinger, mas sim por uma

equação de onda relativística, ou seja, pela equação de Dirac em (2 + 1)D que descreve o

comportamento dos férmions[15]. Entretanto, a velocidade dos portadores de carga não é a

velocidade da luz, mas sim a velocidade de Fermi vF = 3ta/2.

Podemos descrever os portadores de carga que se encontram ao redor do ponto de Dirac

~K pela equação de Dirac

i~
∂

∂t
ψ = Eψ = −i~vF~σ · ∇ψ (1.17)

onde HK = vF~σ · ~q, ~q = −i~O a as auto energias E = ±vF q. Na forma matricial

−i~vF

 0 ∂x − i∂y

∂x + i∂y 0


ψA
ψB

 = E

ψA
ψB

 . (1.18)
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A função de onda, no espaço dos momentos, para o momento próximo ao ponto ~K é dada por:

ψ±K = 1√
2

e−iθ(~q)/2

±eiθ(~q)/2

 ei~q·~r = u±(~q)ei~q·~r , (1.19)

onde o sinal + indica a banda de condução (elétrons) e o sinal − indica a banda de valência

(buracos). Fizemos θ(~q) = arctan (qx/qy).

Os portadores de carga em torno do ponto ~K ′ são descritos assim

i~
∂

∂t
ψ = Eψ = −i~vF~σ∗ · ∇ψ (1.20)

Também podemos descrever com o auxílio de uma matriz por

−i~vF

 0 ∂x + i∂y

∂x − i∂y 0


ψ′A
ψ′B

 = E

ψ′A
ψ′B

 , (1.21)

sendo Hk′ = vf~σ
∗ · ~q = H∗k . Tendo as mesmas autoenergias E do caso K. A função de onda

para os portadores de carga com momento ~q ′ em torno de ~K ′ é

ψ±K′ = 1√
2

 eiθ(~q ′)/2

±e−iθ(~q ′)/2

 ei~q ′·~r = u±(~q ′)ei~q ′·~r . (1.22)

No caso da função de onda sofrer uma rotação de 2π, teremos uma mudança no sinal dos

espinores, o que indicaria uma fase de Berry de π. Entretanto, esta fase de Berry está ligada ao

pseudospin e não ao real spin dos portadores de carga no grafeno.

O grafeno, que é um semicondutor sem gap de energia, ou um semimetal, tem o seu

nível de Fermi, que separa os estados vazios e ocupados, localizado em E = 0, que também é a

energia onde as bandas, de condução e valência se tocam (ver figura 4). Os portadores de carga

no grafeno (quasepartículas) podem ser interpretadas como elétrons que perderam sua massa ou

neutrinos que adquiriram a carga do elétron, mas possuem a massa nula. Esta propriedade só

foi observada em cristais bidimensionais organizados em uma rede hexagonal. No grafeno, os

pseudospins dos portadores são descrito por meio das componentes do espinor |ψ〉. Desta forma,

os graus de liberdade das subredes podem ser considerados como spin up, |+〉, para a subrede A

e spin down, |−〉, para a subrede B. Ou seja,

|+〉 =

1

0

 ; |−〉 =

0

1

 . (1.23)
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As autofunções dos portadores de carga no grafeno podem ser definidas por meio da helicidade

que é a projeção do spin ao longo do momento. O operador helicidade é definida por

ĥ = ~σ · ~q
|~q|

(1.24)

Quando não há a presença do termo de massa, o operador helicidade e o hamiltoniano de Dirac

comutam [3].

Figura 6 – A relação entre as bandas condução e valência no grafeno e a quiralidade η.[Imagem: Refe-
rência [4]]

O operador helicidade ao atuar nas funções de onda para os portadores com momento ~q,

próximos ao ponto ~K, e ~q′, próximos ao ponto ~K ′, faz com que os autovalores de quiralidade η,

que os portadores possuem, se invertam nas bandas de condução e valência, como é mostrado na

figura 6. A projeção do spin dos portadores descritos pela matriz de Pauli ~σ pode ser: ou paralela

com relação a diração do movimento (por exemplo, neutrinos) e, assim, η = +1; ou antiparalela

com relação a diração do movimento (por exemplo, antineutrinos) e, assim, η = −1[24]. Desta

forma, a quiralidade não é conservada em qualquer momento e, assim, a helicidade ĥ só será útil

para descrever os portadores enquanto as equações (1.17) e (1.20) forem válidas. Por exemplo,

quando temos um gap de energia que gera um termo de massa no hamiltoniano, este não comutará

com o operador helicidade[4].

Em sistemas bidimensionais na presença de um campo magnético externo, perpendicular

ao plano do sistema, o espectro de energia é discreto. No caso do grafeno, os níveis de energia
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Figura 7 – O gráfico da esquerda mostra os níveis de Landau para os elétrons descritos pela equação de
Schrödinger. O da direita mostra os níveis de Landau para os elétrons descritos pela equação
de Dirac.[Imagem: Referência [5]]

para os seus portadores de carga são

En =
√

2eB~v2
F (n+ 1

2 ±
1
2) (1.25)

Estes são os níveis de Landau para os portadores de carga. O número quântico n é dado por

n = 0 , 1 , 2 . . . e o termo com ±1/2 está ligado a quiralidade dos portadores de carga (figura 7).

Quando os elétrons são regidos pela equação de Schrödinger, as bandas apresentam dispersão

parabólica e, os níveis de Landau são dados por En = ~ωc(n+ 1/2), com ωc sendo a frequência

cíclotron, ou seja, a frequência de rotação do elétron[20].

Figura 8 – O efeito Hall quântico no grafeno como uma função da densidade dos portadores de carga
n.[Imagem: Referência [??]]
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Os níveis de Landau garantem a existência de estados de energia zero para férmions

de Dirac não-massivos. Isto difere do que ocorre em um semicondutor que possua bandas

parabólicas. A existência destes estados no grafeno levam a um efeito Hall quântico com uma

condutividade Hall que tem quantização semi-inteira[6]. A figura 8 nos mostra a resistividade

longitudinal ρxx e a condutividade Hall σxy no grafeno. Os platôs estabelecidos na condutividade

Hall estão separados por unidades de condutância quântica e/h. Entretanto, no caso do grafeno,

a condutividade deve ser multiplicada por quatro, pois em cada ponto de Dirac ~K e ~K ′ há dois

tipos de férmions interferindo na condução. Os níveis de Landau, geralmente, tem a mesma

degenerescência, ou seja o mesmo número de elétrons por estados com a mesma energia. Contudo,

no grafeno, o nível de energia zero possui metade dos estados ocupados, de forma que, os platôs

são ajustados por 1/2 levando a uma quântização anômala

σxy = ±4e
2

h

(
n+ 1

2

)
(1.26)

A existência de um efeito Hall quântico com quantização semi-inteira, nos conduz a crer

na presença de férmions de Dirac no grafeno[4, 25, 26]. A equação de Dirac garante que para

qualquer estado de partículas com energia E, há um estado de buracos conjugado com energia

−E. Contudo, estados com energia zero podem ser, geralmente, anômalos. Para um espaço

curvo, como uma folha de grafeno deformada, na presença de um campo de gauge, como um

campo magnético, a existência de estados com energia zero são assegurados por propriedades

topológicas, e esses estados são quirais. No caso do grafeno, os portadores da subrede A e B

influênciam estes níveis de Landau de energia zero, de acordo com o campo magnético[5, 6].

Quando queremos fazer uma descrição de um Hamiltoniano para a dinâmica dos porta-

dores de carga do grafeno que contenha os dois pontos de Dirac, precisamos de um espinor ψ.

Desta forma, as equações (1.17) e (1.20) podem ser escritas na forma

Hk(k′) = vF (σxqx ± σyqy) (1.27)

introduzindo o pseudospin entre os vales no grafeno, a equação (1.27) fica

H = vF (1⊗ σxqx + τ z ⊗ σyqy) (1.28)

O espinor ψ contém 4 componentes que relatam a atuação das duas sub-redes e dos dois vales

para a dinâmica dos portadores de carga. Como já foi mencionado, o pseudospin associado
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as subredes A e B é descrito por ~σ. Os pseudospins ligados aos pontos de Dirac ~K e ~K ′ são

descritos por ~τ .

O problema do autovalor Hψ = Eψ, pode ser escrito na forma matricial por

vF



0 qx − iqy 0 0

qx + iqy 0 0 0

0 0 0 qx + iqy

0 0 qx − iqy 0





ψA

ψB

ψ′A

ψ′B


= E



ψA

ψB

ψ′A

ψ′B


. (1.29)

Desra maneira, a teoria fica invariante sob paridade e reversão temporal[3], o que, no grafeno,

acarreta em uma troca dos ~K e ~K ′.

1.4 A Interação Spin-Órbita no Grafeno

Apesar de ser fraca no grafeno, interação spin-órbita existe e pode ser escrita através do

hamiltoniano

HSO = e~
4m2c

~σ · ( ~E × ~p) = ~
4m2c2

~S · (∇Φ(x)× ~p) (1.30)

onde ~S = ~
2~σ é o operador de spin dos portadores de carga e Φ(x) o potencial elétrico produzido

pelo núcleo na órbita dos portadores. Esta interação se dá entre o campo magnético interno

proveniente do átomo e o momento do dipolo magnético gerado pelo spin do elétron. Ela é um

efeito relativístico por se tratar do acoplamento do movimento orbital e do spin para o elétron, e

é derivada do modelo de Dirac para o elétron. Uma vez que o potencial produzido pelo núcleo

atômico é central, a interação spin-órbita pode ser escrita na forma

HSO = 1
2m2c2r

1
r

dΦ
dr

~S · ~L (1.31)

onde ~L é o momento angular orbital do elétron. A degerescência nos spins pode ser eliminada

devido a alteração nos níveis de energia causada pala interação spin-órbita.

No grafeno, a hamiltoniana spin-órbita é [27]

HSO = ±∆SOψ
†σzSzψ (1.32)

onde ∆SO é a intensidade da interação spin-órbita e, a matriz de Pauli Sz = ~
2σz descreve o spin

dos elétrons no grafeno. A interação spin-órbita produz um acoplamento entre as componentes
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do spin e os estados eletrônicos das diferentes subredes A e B, todos pertencentes ao mesmo

ponto de Dirac ~K ou ~K ′. Vale resaltar que o hamiltoniano spin-órbita comuta com Sz, ou seja,

[HSO , Sz] = 0. Isto implica as componentes up e down do spin são conservadas.

A hamiltoniana para portadores com spin up no K é dada por [28]

H+ψ
↑
k = (H+HSO)ψ↑K = (−i~vF~σ ·∇+∆SOσz)ψ↑K =

 ∆SO −i~vF∇−

−i~vF∇+ −∆SO


ψ

↑
(K)A

ψ↑(K)B

 .

(1.33)

as matrizes de Pauli ~σ estão associadas as pseudospin ∇± = ∂x ± i∂y. Desta forma, há uma

interação entre os portadores que possuem o mesmo spin up nas diferentes subredes.

A interação spin-órbita descrita por (1.32) produz uma alteração nas energias dos estados

que possuem uma dependência do spin e gera sinais opostos para portadores em subredes

distintas. A equação (1.33) expõe bem este fato. Como resultado desta interação, as bandas

partícula e buraco são abertas por um gap de energia. Sendo assim, os estados eletrônicos com

spin up e momento eletrônico ~q observados no ponto de Dirac ~K tem a sua energia dada por

E(~q) = ±
√

(δ2
SO + ~vF q)2 onde os sinais ± estão relacionados com as bandas de condução e

de valência.

O surgimento da interação spin-órbita faz com que o gap de energia, provocado por ela,

possua sinais distintos nos pontos ~K e ~K ′. Como consequência disso, esta fase com gap possui

uma propriedade topológica diferente de uma fase com gap produzido por potenciais devido a

campos aplicados, tensões ou a presença de substratos, uma vez que, de forma diferente estes

teriam o mesmo sinal nos cones de Dirac.

O hamiltoniano de interação spin-óbita (1.32) faz com que a simetria de reversão temporal

seja invariante. Contudo, quando ele for separado em duas partes, uma para cada componente Sz

do spin, cada uma dessas partes, separadamente, viola a simetria de reversão temporal[27, 29].

Os hamiltonianos gerados na separação também produzem um gap de energia que separa as

bandas com sinal diferentes nos pontos ~K e ~K ′[29]. A condutância de Hall quantizada que surge

para temperaturas abaixo da escala de energia do gap, é descrita por

σxy = ±e
2

h
(1.34)
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Quando aplicamos um campo elétrico externo paralelo a folha do grafeno, surgem

correntes transversas que se propagam em sentidos contrários, de acordo com o spin. Podemos

descrever essa corrente de spin polarizada por

Jsx = σsxyEy = ~
2e(J↑x − J↓x) , σsxy = e

2π (1.35)

ou seja, é a interação spin-órbita que permite uma maneira para se gerar um efeito Hall quântico

de spin e, ainda, na ausência de um campo magnético externo. Este efeito é considerado um

novo estado topológico e está bem descrito na referência [27].
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2 As Estruturas de Defeito do Tipo p e

Multikink

Os estudiosos na física de altas energias têm se demonstrado interessados no estudo de

estruturas de defeito, o que faz o tema ter um papel importante em várias investigações[30, 31, 32].

O seu sucesso e a abrangência de suas aplicações têm feito com que surja interesse também na

física da matéria condensada[33, 34]. Em geral, estruturas de defeito podem ser topológicas (ou

não) e serem descritas por campos escalares reais, e são nomeados kinks (ou lumps, no caso dos

defeitos não serem topológicos).

Neste capítulo, estudaremos defeitos topológicos em um sistema descrito por um campo

escalar real, que suporte defeitos tipo kink. Começaremos pelo estudo do potencial φ4, no qual

aplicaremos um método de deformação que será capaz de nos fornecer uma solução que descreve

uma estrutura de defeito tipo 2-kink. Em seguida, investigaremos um método que nos permite a

obtenção de soluções capazes de suportar uma quantidade de kinks variada, estas solução são

chamadas de multikinks.

2.1 O Campo Escalar Real

A densidade lagrangeana mais simples que descreve a dinâmica de um campo escalar

real φ pode ser escrita por

L = 1
2∂µφ∂

µφ− V (φ) (2.1)

onde V (φ) é o potencial que caracteriza o modelo a ser investigado.

Através das equações de Euler-Lagrange, que neste caso estão escritas na forma covari-

ante, sendo válidas sem modificações em qualquer referencial inercial,

∂µ
∂L

∂(∂µφ) −
∂L
∂φ

= 0 (2.2)

podemos obter as equações de movimento, que neste caso, podem ser escritas como

∂µ∂
µφ+ ∂V

∂φ
= 0 (2.3)
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Quando estamos usando uma teoria no espaço de (1 + 1)D, temos que o campo é tomado como

sendo φ = φ(x, t). Sendo assim, a equação de movimento pode ser

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2 + ∂V

∂φ
= 0 (2.4)

que é uma equação diferencial de segunda ordem. Como queremos encontrar soluções localizadas,

o potencial V é tomado de forma que a equação do movimento seja não linear.

Um caso particular de soluções da equação de movimento (2.4) pode ser obtido quando

as tomamos independentes do tempo. Essas classes de soluções são chamadas de estáticas. Desta

forma, a a equação do movimento pode ser reduzida a

d2φ

dx2 = dV

dφ
(2.5)

2.2 O Método de Bogomol’nyi

Existe um método que consiste em reduzir as equações do movimento de segunda

ordem em equações de primeira ordem, por meio da minimização da energia de uma certa parte

topológica do sistema em estudo. Este método, proposto por volta da década de 70, é chamado

de método de Bogomol’nyi[35].

Dado um tensor momento-energia Tµν antissimétrico para o modelo da dinâmica de um

campo escalar real

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[1
2∂αφ∂

αφ− V (φ)
]

(2.6)

A densidade de energia no tensor momento-energia é escrita para a componente T00, desta forma

T00 = ε = 1
2

(
dφ

dx

)2

+ 1
2

(
dφ

dt

)2

+ V (φ) (2.7)

Quando trabalhamos com soluções independentes do tempo, podemos, então, utilizar as

configurações de campos estáticos. Portanto, a densidade de energia pode ser escrita na forma

ε(x) = 1
2

(
dφ

dx

)2

+ V (φ) (2.8)

A energia do sistema para o campo estático é escrita como

E =
∫ ∞
−∞

ε(x)dx =
∫ ∞
−∞

1
2

(
dφ

dx

)2

+ V (φ)
 dx (2.9)
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as soluções com aproveitamento físico são as que possuem energia finita, denominadas de

soluções solitônicas, por serem soluções de uma equação diferencial não linear com energia

centrada.

Completando o quadrado na expressão do integrando, estaremos utilizando o método de

Bogomol’nyi e, com isso, escrevendo a energia em uma forma quadrática, mínima e fechada. A

energia ficará escrita na forma

E =
∫ ∞
−∞

1
2

(
dφ

dx
±
√

2V (φ)
)2

∓
√

2V (φ)dφ
dx

 dx (2.10)

Dada a impossibilidade do primeiro termo da integral de ser negativo, a energia será

minimizada quando ela for igual a energia de Bogomol’nyi EB, ou seja

EB =
∫ ∞
−∞
∓
[√

2V (φ)dφ
dx

]
dx (2.11)

Desta forma, a condição imposta será

dφ

dx
±
√

2V (φ) = 0 (2.12)

O interessante desta condição reside no fato de que é uma equação de 1ª ordem e as suas soluções

também são soluções da equação de movimento (2.4)[36]. Podemos resolver a equação (2.12)

por meio de uma integração, assim

x− x0 = ±
∫ dφ√

2V (φ)
= ±G(φ) (2.13)

onde x0 é uma constante de integração. A função G é inversível, de tal forma que

φ(x) = ±G−1(x− x0) (2.14)

2.3 O Potencial Tipo φ4

Agora iremos investigar o defeito topológico que surge na teoria dos campos escalares

reais, o kink. Para tal, utilizaremos um dos potenciais utilizados na teoria quântica de campos, o

potencial chamado de φ4 é um dos mais utilizados. Vamos definir um modelo de campo escalar

real dado pela densidade lagrangeana

L = 1
2∂µφ∂

µφ− V (φ) (2.15)
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Introduziremos o potencial φ4 que iremos definí-lo por

V (φ) = λ

2
(
φ2 − a2

)2
(2.16)

aqui, estamos considerando os parâmetros a e λ como positivos. Na teoria φ4, o potencial possui

simetria discreta Z2 sob transformação φ→ −φ, como é visto na figura 9.
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Figura 9 – Comportamento do potencial φ4.

As equações do movimento para este modelo são obtidas com o auxílio da equação de

Euler-Lagrange (2.2). Porém, quando tratamos com soluções estáticas, podemos escrever as

equações do movimento como

d2φ

dx2 = dV

dφ
= 2λφ(φ2 − a2) (2.17)

As soluções desta equação de movimento, de 2ª ordem, podem ser encontradas por meio do

método de Bogomol’nyi [35], que consiste em utilizar as equações de 1ª ordem que aparecem

por meio da minimização da energia. Desta maneira, para o modelo φ4, temos

1
2

(
dφ

dx

)2

= V (φ) = λ

2
(
φ2 − a2

)2
(2.18)

Lembrando que estamos lidando com campos escalares reais e, desta forma, o potencial V (φ)

deve ser positivo definido de maneira tal que φ possa ser real. Essa equação não é linear e pode

ser resolvida por meio da integração. Assim,

x− x0 = ±
∫ dφ√

λ(φ2 − a2)
= ± 1

a
√
λ

tanh−1
(
φ

a

)
(2.19)
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Invertendo a equação (2.19), surge a forma analítica das soluções kink e antikink

φ(x) = ±a tanh
(
a
√
λ(x− x0)

)
(2.20)

onde x0 indica o centro do kink. A solução positiva é chamada de kink e a negativa de
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Figura 10 – O perfil do kink e antikink.

antikink, conforme é mostrado na figura 10. Essas soluções são topológicas por possuirem

limites assintóticos distintos. Ambas conectam os mínimos diferentes do potencial, que também

são soluções tiviais φ± = ±1 com energia zero. Quando as estruturas de defeitos, chamadas de

kinks, estão inseridas em duas ou mais dimensões elas são chamadas de paredes de domínio.

A densidade de energia é escrita como

ε(x) = λa4 sech4
(
a
√
λ(x− x0)

)
(2.21)

A espessura do kink é definida por

δ = 1
a
√
λ

(2.22)

A energia é obtida integrando a densidade de energia, assim

E = 4a3
√
λ

3 (2.23)

esta é a energia mínima de Bogomol’nyi. Ela é finita para o kink como para o antikink. No

modelo φ4, o kink é caracterizado por sua espessura e energia, e esses são tomados de acordo

com a escolha dos parâmetros a e λ,

λ = 4
3

1
Eδ3 e a =

√
3Eδ

4 (2.24)
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2.4 O Método de Deformação de Potencial

O método de deformação de potencial foi proposto por Bazeia[37] e consiste em obter

novos estruturas de defeito a partir de modelos conhecidos. Desta forma, podemos gerar um

novo potencial através da introdução de uma função em um dado potencial inicial. Este método

é bastante geral e não a restrições quanto a sua aplicabilidade em modelos que suportam defeitos

não-topológicos.

Considerando uma função g(φ) que atua no campo φ chamada de função deformadora,

podemos escrever um novo potencial Ṽ (φ) que seja dependente desta função e será conhecido

como potencial deformado

Ṽ (φ) = V (g(φ))(
dg(φ)
dφ

)2 (2.25)

A solução do campo deformado será dada pela função inversa g−1, ou seja

φ̃(x) = g−1(φ(x)) (2.26)

esta solução pode significar que, dependendo da forma de g(φ), podemos ter soluções localizadas

de energia finita. Sendo assim, o campo deformado φ̃ deve satisfazer a equação de primeira

ordem
dφ̃

dx
=

dφ
dx

dg(φ)
dφ

(2.27)

Do método de Bogomol’nyi, no qual se encontra soluções de para uma equação de

movimento de uma dada teoria, geralmente de 2ª ordem, através de equações de 1ª ordem que

aparecem por meio da minimização da energia, temos que

dφ

dx
= ±

√
2V (φ) (2.28)

Desta forma, podemos escrever

1
2

(
dφ̃

dx

)2

= V (g(φ))(
dg(φ)
dφ

)2 (2.29)

A função deformadora g(φ) deve ser bem definida e bijetiva[37, 38]. A densidade de energia da

solução deformada tem a forma

ε(x) =
(
dφ̃

dx

)2

=

(
dφ
dx

)2

(
dg

dφ̃

)2 (2.30)
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2.5 O Potencial Tipo p

A introdução do potencial tipo p[39] na literatura científica da física de altas energias tem

auxiliado a criação de modelos no cenário de branas, assim como, na matéria condensada, onde

foi observado que em modelos magnéticos, quando utilizados como vínculos da geometria de um

dado material[40], apresentam um comportamento muito similar as soluções do tipo dois-kinks.

O potencial tipo p pode ser obtido através da deformação do potencial φ4, ou seja, fazendo os

parâmetros a e λ iguais a 1 na equação (2.16), temos

V (φ) = 1
2
(
1− φ2

)2
(2.31)

em seguida, introduzindo uma função deformadora na forma g(φ) = tanh[p tanh−1(φ1/p)] na

definição de potencial deformado (2.25), obtemos

Ṽ (φ) = 1
2

(1−g(φ)2)2

( dg(φ)
dφ )2

Ṽ (φ) = 1
2

(
1−{tanh[p tanh−1(φ1/p)]}2

)2

( dg(φ)
dφ )2

(2.32)

onde
dg(φ)
dφ

=
(
1− tanh2[p tanh−1(φ1/p)]

) φ1/pφ−1

1− φ2/p (2.33)

e (
dg(φ)
dφ

)2

=
(
1− tanh2[p tanh−1(φ1/p)]

)2 φ2/p

φ2 (1− φ2/p)2 (2.34)

Desta forma, obtemos

V (φ) = 1
2φ

2
(
φ1/p − φ−1/p

)2
(2.35)

onde o seu comportamento é mostrado na figura 11

O parâmetro p é um número inteiro ímpar. Para p = 1, fazemos o potencial recair na

teoria padrão φ4

V (φ) = 1
2
(
φ2 − 1

)2
(2.36)

onde o ponto máximo do potencial é obtido para φ = 0 e os pontos mínimos do potencial são

obtidos para φ±1 = ±1.
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Figura 11 – Soluções do Defeito para modelos com p = 3 e p = 5.

Para p = 3, 5, ..., temos o surgimento de novos modelos. O potencial apresenta dois

pontos máximos que são simétricos

φmax = ±
[
p− 1
p+ 1

]2

(2.37)

Os pontos de mínimo do potencial são obtidos para φ = −1, 0, 1, sendo que a derivada segunda

do potencial, para φ = 0, diverge, ou seja, tende ao infinito. Desta forma, este ponto não é

adequado a um estado fundamental pertubativo, o que pode acarretar na não existência de uma

solução tipo kink que para este mínimo, possua valor assintótico. Logo, da solução, é fácil ver

que os dois mínimos não consecutivos, φ = −1 e φ = +1 seram conectados topologicamente

através de

φ(x) = ± tanh
(
x

p

)p
(2.38)

Como mostra a figura 12, temos um modelo do tipo p, chamado de dois-kinks, no qual o

valor de p influencia o comprimento do platô central e não na quantidades de kinks da solução.

Diferente do caso de soluções topológicas do tipo kink, as solução tipo 2-kink possuem o centro

localizado em dois pontos do espaço. O mesmo é observado quando analisamos a densidade de

energia, que neste caso é dada por

ε(x) = sech
(
x

p

)4

tanh
(
x

p

)2p−2

(2.39)

As energias são dadas por

Ep = 4p
4p2 − 1 (2.40)
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Figura 12 – Soluções do Defeito para modelos com p = 3 (linha cheia) e p = 5 (linha pontilhada).

Os modos zero são dados por

η0 = cp tanhp−1
(
x

p

)
sech2

(
x

p

)
(2.41)

onde a constante de normalização cp é

cp =
(

4p2 − 1
4p

)
(2.42)

Este modelo com um potencial tipo p tem sido bastante usado na física de altas energias,

principalmente para se tratar de branas[41, 42, 43]. Por exemplo, quando se estuda a localização

de branas[44, 45].

2.6 Os Multikinks

Para obtermos os multikinks procederemos de maneira bastante similar a que foi exposta

na seção (2.4), porém, aplicaremos a função deformadora repetidas vezes. Para começar, vamos

imaginar dois campos escalares reais representados pelas seguintes densidades lagrangeanas

Lj = 1
2∂µφj∂

µφj − Vj(φj) e Li = 1
2∂µφi∂

µφi − Vi(φi) (2.43)

Por meio das equações de Euler-Lagrange, como as representadas por (2.2), podemos

obter as equações de movimento. Utilizando o método de Bogomol’nyi, podemos minimizar as
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energias e, com isso, encontraremos as soluções das equações de tal forma que

1
2

(
dφj
dx

)2

= Vj(φj) e
1
2

(
dφi
dx

)2

= Vi(φi) (2.44)

Devemos procurar algo que permita a ligação entre os campos escalares. Desta forma, utilizare-

mos algo similar ao que já foi usado no modelo de deformação apresentado na seção seção 2.4,

iremos fazer a relação entre os potencias Vj e Vi, respectivamente o original e o deformado, ser

escrita como

Vi(φi) = Vj(gji(φi))(
dgji(φi)
dφi

)2 (2.45)

Por meio desta relação, podemos partir de um certo modelo de campo escalar real, que possui

certas soluções topológicas φj(x), e obter um novo campo escalar real, especificado por este

novo potencial (2.45), cujas suas soluções φi(x) também são topológicas.

As soluções topológicas φj(x) são conhecidas e estão relacionadas com a função defor-

madora gji da seguinte forma

φj = gji(φi) = 1
1 + ai

[
φi − b+

√
(φi + aib)2 − (1− a2

i ) (1− b2)
]

(2.46)

onde ai e b são parâmetros reais, assim como a função deformadora gji, que só se torna real pela

imposição |ai| < 1 e |b| ≥ 1. Derivando a equação (2.46) com respeito a φi, temos

dgji
dφi

= 1
1 + ai

1 + φi + aib√
(φi + aib)2 − (1− a2

i ) (1− b2)− b+

 (2.47)

A solução φi(x) pode ser obtida pelo inverso da função deformadora φi(x) = g−1
ji (φj(x)),

ou seja

φi = g−1
ji (φj) = 1 + ai

2 (φj + b) + (1− ai) (1− b2)
2 (φj + b) − aib (2.48)

Como exemplo da obtenção de soluções do tipo multikink, causaremos uma deformação

no modelo φ4 por meio da aplicação da nova função deformadora, dada pela equação (2.46).

Redefinindo o potencial φ4 da equação (2.16), temos

V1(φ1) = 1
2
(
1− φ2

1

)2
(2.49)

A solução usual é o kink

φ1(x) = tanh(x− x0) (2.50)
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onde o valor da constante de integração x0 estabelecerá a posição do centro kink. Criaremos uma

deformação no nosso modelo φ4 através da introdução de

φ1 = g1,2(φ2) = 1
1 + a2

[
φ2 − b+

√
(φ2 + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]

(2.51)

Mas de acordo com a equação (2.45), podemos escrever o potencial deformado V2(φ2) como

V2(φ2) = V1(g1,2(φ2))(
dg1,2(φ2)
dφ2

)2 =
1
2 (1− φ2

1)2(
dg1,2(φ2)
dφ2

)2 (2.52)

onde derivando a nova função deformadora, equação (2.51), com respeito a φ2, temos

(
dg1,2

dφ2

)2

= 1
(1 + a2)2


[
(φ2 + a2b) +

√
(φ2 + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]2

(φ2 + a2b)2 − (1− a2
2) (1− b2)

 (2.53)

Desta forma, o potencial deformado V2(φ2) é escrito como

V2(φ2) =
(1 + a2)2

[
(φ2 + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]

2
[
(φ2 + a2b) +

√
(φ2 + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]2

×
[
1−

[ 1
1 + a2

(
φ2 − b+

√
(φ2 + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
)]2]2

(2.54)

Figura 13 – Perfil do potencial V2(φ2). [Imagem: retirada da referência [7]]

Para ver com mais detalhe o comportamento do potencial deformado V2(φ2), geramos

a figura 13. Os pontos de mínimo global estão localizados em φ2 = ±1. Quando tomamos

os valores do parâmetro b próximos a 1, há o surgimento de um mínimo local. Os valores do

parâmetro a2 são responsáveis pelo controle da simetria do potencial. Sendo assim, a utilização

de valores diferentes de a2 = 0 provoca um comportamento assimétrico no potencial (ver figura

13).
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Por meio do inverso da função de deformação, podemos escrever a solução topológica

φ2(x), como sendo

φ2(x) = g−1
1,2(φ1(x)) = 1 + a2

2 (tanh(x− x0) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x− x0) + b) − a2b (2.55)

Figura 14 – Perfil da solução φ2(x). kink e 2-kink [Imagem: retirada da referência [7]]

A figura 14 mostra o comportamento da solução que pode gerar um kink padrão, quando

fazemos os parâmetros a2 = 0 e b = 1, 4; uma solução tipo dois-kink simétrica, como mostrada

sa seção (2.5), quando fazemos os parâmetros a2 = 0 e b = 1; e soluções tipo dois-kink

assimétricas, quando fazemos os parâmetros a2 = ±0, 3 e b = 1. Desta análise é fácil ver que o

parâmetro a2 está relacionado com o comportamento assimétrico da solução tipo dois-kink e o

parâmetro b é o que controla o comprimento do degrau.

Podemos repetir o procedimento de deformação, mas agora com a intenção de gerar

um novo campo escalar real L3 a partir do campo escalar real L2, obtido anteriormente. Desta

maneira, podemos escrever a função de deformação como sendo

φ2 = g2,3(φ3) = 1
1 + a3

[
φ3 − b+

√
(φ3 + a3b)2 − (1− a2

3) (1− b2)
]

(2.56)

Agindo como da forma anterior (equação (2.45)), ou seja, obteremos o novo potencial deformado

V3(φ3) a partir do potencial V2(φ2), de tal maneira que

V3(φ3) = V2(g2,3(φ3))(
dg2,3(φ3)
dφ3

)2 (2.57)
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Assim, o novo potencial deformado V3(φ3) é definido por

V3(φ3) =
(1 + a3)2

[
(φ3 + a3b)2 − (1− a2

3) (1− b2)
]

[
(φ3 + a3b) +

√
(φ3 + a3b)2 − (1− a2

3) (1− b2)
]

×
(1 + a2)2

[
(g2,3(φ3) + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]

2
[
(g2,3(φ3) + a2b) +

√
(g2,3(φ3) + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
]2 (2.58)

×
[
1−

( 1
1 + a2

(
g2,3(φ3) + b+

√
(g2,3(φ3) + a2b)2 − (1− a2

2) (1− b2)
))2]2

Figura 15 – Perfil do potencial V3(φ3). [Imagem: retirada da referência [7]]

A figura 15 representa o potencial V3(φ3). Este potencial apresenta dois mínimos globais

localizados em φ3 = ±1. Para a escolha de valores do parâmetro b próximos ao valor crítico

1, há o aparecimento de dois mínimos locais. A simetria do potencial fica a cargo da escolha

dos valores do parâmetros a2 e a3, ou seja, qualquer manipulação de seus valores produz uma

assimetria no potencial.

A solução topológica φ3(x) pode ser expressa por meio do inverso da função de defor-

mação g2,3, como

φ3(x) = g−1
2,3(φ2(x)) = 1 + a3

2

[
1 + a2

2 (tanh(x− x0) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x− x0) + b) − a2b+ b

]

+(1− a3)(1− b2)
2

[
1 + a2

2 (tanh(x− x0) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x− x0) + b) − a2b+ b

]−1

−a3b (2.59)

A figura 16 nos mostra o comportamento da solução topológica φ3(x) que gera uma

arranjo com 3-kink. Os parâmetros a2 e a3 controlam a simetria da solução, enquanto que o

parâmetro b está relacionado com o comprimento dos platôs de cada kink.
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Figura 16 – Perfil da solução φ3(x). 3-kink [Imagem: retirada da referência [7]]

Figura 17 – Perfil do potencial V4(φ4). [Imagem: retirada da referência [7]]

O processo da deformação pode ser aplicado repetidas vezes para obtermos novos mode-

los de campos escalares reais deformados. Poderiamos escrever novas funções de deformação

φ3 = g3,4(φ4), φ4 = g4,5(φ5), etc; que nos levaria a construção de novos potenciais V4(φ4),

V5(φ5), etc. Na figura 17 podemos observar o perfil do potencial V4(φ4). O potencial apresenta

três minimos locais quando tomamos respostas próximas do valor crítico do parâmetro b = 1 e,

também, apresenta dois mínimos globais localizados em φ4 = ±1. A simetria do potencial pode

ser definida por meio da escolha dos valores dos parâmetros a2, a3 e a4.

A solução φ4(x) é representada pela figura 18 e representa uma configuração 4-kink.

O parâmetro b está relacionado com o comprimento dos platôs de cada kink, enquanto que os

parâmetros a2, a3 e a4 controlam a simetria da solução.

Como os defeitos topológicos, multikinks, possuem energia localizada no espaço, pode-

mos buscar meios de tentar estudá-la. Desta forma, podemos definir a densidade de energia de
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Figura 18 – Perfil da solução φ4(x). 4-kink [Imagem: retirada da referência [7]]

um dado defeito φj(x) como sendo escrita por

εj(x) = 1
2

(
dφj
dx

)2

+ Vj (φj(x)) (2.60)

Aplicando a técnica da deformação, poderemos obter as densidades de energia associadas

aos novos modelos deformados, ou seja, a densidade de energia deformada seria

εi(x) = εj(x)(
dg(φ)
dφ

)2 (2.61)

Figura 19 – Perfil do potencial V2(φ2). [Imagem: retirada da referência [7]]

As densidades de energias ε2(x), ε3(x) e ε4(x), que são os modelos apresentados nesta

seção, estão representadas na figura 19. É interessante notar que cada kink extra gera um novo

pico no gráfico da distribuição de energia.

Um abordagem mais detalhada dos processos de obtenção de modelos de campos esca-

lares que suportam multikink pode ser visto nas referências [[7, 46, 47]], onde também consta
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a aplicação da técnica de deformação no modelo sine-Gordon, uma análise da aplicação dos

resultados no cenário de branas e no problema da hierarquia.
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3 Confinamento Topológico em Grafeno

Bicamada

Neste capítulo, faremos uma síntese do modelo de confinamento topológico em grafeno

bicamada[8] e, desta forma, demonstraremos que os modos zero podem surgir em grafenos

de duas camada separados por um potencial eletrostático. Esses modos não são provenientes

dos férmions de dirac, mas de modos chirais de baixa energia não usuais, que tem dispersão

quadrática e gap zero entre as bandas de condução e valência. Quando um potencial eletrostático

V é inserido entre as camadas, um gap de magnitude |V | abre as bandas de condução e valência.

3.1 O Modelo

Usando um modelo de duas bandas contínuas para descrever o grafeno bicamada, o

sistema será descrito em quatro subredes: duas na camada inferior e duas na camada superior[48].

O hamiltoniano para o grafeno bicamada de baixa energia, no ponto de Dirac ~K, com o potencial

V (x) aplicado entre as camadas é

H =



−V (x)/2 cπ† 0 0

cπ −V (x)/2 γ 0

0 γ V (x)/2 cπ†

0 0 cπ V (x)/2


(3.1)

onde c é a velocidade de Fermi, o operador momento é π = px + ipy e γ é o acoplamento

intercamadas.

O hamiltoniano (3.1) atua no espaço das funções de onda (ψ(A)
1 , ψ

(B)
1 , ψ

(A)
2 , ψ

(B)
2 ) ∈ R4,

onde as letras A e B estão relacionadas as sub-redes e os números 1 e 2 estão relacionados as

camadas co grafeno. Tomando V � γ, ou seja, baixas energias [49], O hamiltoniano é reduzido

a

H =

−V
2 (1− c2p2

γ2 ) − c2(π†)2

γ

− c2(π†)2

γ
V
2 (1− c2p2

γ2 )

 (3.2)
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onde p2 = p2
x + p2

y. As componentes que permanecem da função de onda são, em sua maioria,

relacionadas aos átomos (A1, B2) (ver figura 3). Desde que V < γ, a correção p2 pode ser

negligenciada. Isso permite que os termos do potencial V e do momento possam ser desacoplados

no hamiltoniano H. Desta forma, o hamiltoniano em torno do ponto K da primeira zona de

brillouin pode ser expresso por

H̃ = −c
2

γ

 0 (π†)2

(π)2 0

+

−V/2 0

0 V/2

 (3.3)

que pode ser escrito na forma do hamiltoniano quasiclássico adimensional

H = γ

c2 H̃ = −(p2
x − p2

y)σx − 2pxpyσy − ϕ(x)σz, (3.4)

onde ϕ(x) = γa2V (x)/(2c2), ±V (x) é o potencial eletrostático aplicado nas camadas e a é uma

constante da rede.

Para ϕ(x) constante, o espectro tem a forma

E = ±
√

∆2 + ε(p)2 (3.5)

o ϕ atua como o parâmetro de ordem ∆. Os modos fermiônicos de baixa energia podem surgir em

sistemas com uma estrutura topológica não trivial do ∆(r). Disso, o hamiltoniano quasiclássico

(3.4) leva a seguinte equação de onda

(∂x + py)2v − ϕ(x)u = εu (3.6)

(∂x − py)2u+ ϕ(x)v = εv (3.7)

Estas equações possuem simetrias adicionais para um perfil de potencial antisimétrico ϕ(−x) =

−ϕ(x). As equações (3.6) e (3.7) pode ser escritas de forma que elas se reduzem uma a outra,

assumindo que v(x) = ±u(−x). Desta forma, escrevendo as funções de onda Ψ = [u(x), u(−x)]

e Φ = [w(x),−w(−x)], podemos resolver os problemas separadamente. Introduzindo-as o termo

(∂x ∓ py)2 v(x) = ±u(−x), temos
(∂x + py)2v − (ε+ ϕ0)u = 0 ← (∂x − py)2

(∂x − py)2u− (ε− ϕ0)v = 0 ← (∂x + py)2
(3.8)
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Rearranjando os termos, temos que
(∂2
x − p2

y)2v − (ε2 − ϕ2
0)v = 0

(∂2
x − p2

y)2u− (ε2 − ϕ2
0)u = 0

(3.9)

onde podemos escrever u e v como uma função f(x), assim

(∂2
x − p2

y)2f(x)− (ε2 − ϕ2
0)f(x) = 0 (3.10)

Desenvolvendo a equação (3.10), temos

d4f

dx4 − 2p2
y

d2f

dx2 + [p4
y − (ε2 − ϕ2

0)]f = 0 (3.11)

3.2 A Introdução do Kink

Como as equações (3.6) e (3.7) são difíceis de se resolverem analiticamente para um

ϕ(x) genérico, iremos realiza um estudo sobre a introdução potencial descrito por uma função

sinal ϕ(x) = ϕ0 sgn(x) e depois perseguiremos uma solução numérica para as equações (3.6) e

(3.7) para um potencial tipo kink.

Fazendo o potencial ser escrito como uma função sinal ϕ(x) = ϕ0 sgn(x), onde

sgn x =


−1 : x < 0

0 : x = 0

1 : x > 0.

Figura 20 – O comportamento da função sinal (3.2).

O nosso intuito é descrever um potencial que atue como mostrado na figura 20. Neste

caso, o potencial é contante para valores positivos e negativos de x, e a solução da equação de

onda nestas regiões é Ψ ∝ e−λx, onde λ pode ser uma quantidade complexa.
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Definindo f(x) da equação (3.11) por meio de uma exponencial, obtemos as relações

f(x) = e−λx

f ′ = −λe−λx = −λf

f” = −λf ′ = λ2f

e desta forma, podemos introduzir as relações definidas na equação (3.11), o que resulta em

λ4 − 2p2
yλ

2 + [p4
y − (ε2 − ϕ2

0)] = 0 (3.12)

onde, com o intuido de facilitar na resolução, podemos escrever λ2 = ξ. Assim,

ξ2 − 2p2
yξ + [p4

y − (ε2 − ϕ2
0)] = 0 (3.13)

Resolvendo essa equação do 2º grau, temos

ξ± = p2
y ± i

√
−(ε2 − ϕ2

0) (3.14)

Quando tivermos |ε| < ϕ0, ou seja, para estados intragap

ξ± = a± ib e λ = ±α± iβ (3.15)

o que nos leva a

α =
√

a2+b2+a
2 = 2−1/2[p4

y − (ε2 − ϕ2
0) + p2

y]1/2

β =
√

a2+b2−a
2 = 2−1/2[p4

y − (ε2 − ϕ2
0)− p2

y]1/2
(3.16)

Para a região da figura 20 em x < 0, temos

λ<1,2 = −α± iβ (3.17)

E para a região na qual x > 0, devemos ter

λ>1,2 = +α± iβ (3.18)

Desta forma as funções de onda podem ser escritas na forma

u≷(x) = u≷ exp(−λ≷1 x) + u≷ exp(−λ≷2 x) (3.19)
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Para a região em x = 0, as soluções devem sofrer adaptações. A função de onda e sua

derivada primeira são contínuas em x = 0, no entanto, o mesmo não se pode dizer para as

derivadas segundas e de ordens maiores. Desta forma, temos as condições

u> = u<

∂xu
> = ∂xu

<

∂2
xu

> = ∂2
xu

< − 2ϕ0u

∂3
xu

> = ∂3
xu

< + 2py(∂2
xu

> − ∂2
xu

<) + 2ϕ0∂xu

(3.20)

A terceira equação vem da subtração da equação (3.6), em x = −0, por ela mesma, mas com

Figura 21 – Os espinores de onda e a densidade de probabilidade. Analise numérica das equações (3.6) e
(3.7). [Imagem: retirada da referência [8]]

x = +0 e usando v(0) = u(o). Repetindo o procedimento, mas usando ∂xv(0) = −∂xu(0) após

derivar a equação de onda (3.6), obtém-se a quarta equação. Aplicando as equações contidas

em (3.20) na equação (3.19), surge um sistema homogênio de quatro equações que deve ter o

determinante for nulo, de forma que a sua solução seja não trivial. Dada a equação (3.17), essa

condição torna-se similar a

4α2(α2 + β2) + 4pyϕ0α− ϕ2
0 = 0 (3.21)

Próximo a energia zero, só há solução para py < 0. A dispersão é obtida para ϕ0 > 0

py =
−
(
ε+ ϕ0√

2

)
√
ε+ ϕ0

√
2

(3.22)
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A solução zero energia surge em p0 = −√ϕ0/23/4. Calculando pela outra função de onda

Φ = [−u−py(−x), u−py(x)], podemos obter a dispersão inversa sendo dada por

py =

(
−ε+ ϕ0√

2

)
√
−ε+ ϕ0

√
2

(3.23)

Desta forma, as duas soluções possuem velocidades negativas próximas de ε = 0. O que poderia

implicar em uma quebra de simetria de reversão temporal. Entretanto, quando se analisa o que

ocorre no outro ponto de Dirac, o ~K ′, temos uma velocidade positiva e, portanto, a preservação

da simetria[8]. Os modos zero são quirais, ou seja, quando tomamos o pseudospin-1/2, com

Sy ligado a um dos pontos de Dirac, todos os modos zero terão um certo sinal de pySy. Para o

antikink, teremos ϕ0 < 0 e a dispersão será invertida, ou seja, ε(py)→ −ε(py).

Uma solução numérica para as equações de onda (3.6) e (3.7) pode ser obtida, através do

método das diferenças finitas, para um potencial ϕ(x) = tanh(x/l), conforme mostra na figura

21. O estado eletrônico no kink foi obtido fazendo l = 1 e py = −1/23/4, o que corresponde

ao valor de py para um estado de energia zero. A função de onda tem um leve comportamento

oscilatório, coerente com os valores complexos de λ.

Figura 22 – Os níveis de energia para um kink. [Imagem: retirada da referência [8]]

A figura 22 mostra o espectro de energia na presença de um potencial tipo kink em

quatro situações. Na situação [a], os estados de baixa energia são localizados com l = 0.5 e há

apenas dois estados intragap. Já no caso [b], temos as mesmas coisas que no exemplo [a], mas

com kink e antikink em x = ±10. A situação [c] foi obtida usando l = 4, e há o surgimento de
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mais estados de baixa energia. No caso [d] foi utilizado ϕ(x) = tanh2(x/4), o que resultou na

ausência de modos zero quirais.
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4 Confinamento Topológico Referente a

Estruturas Multikink

Este capítulo trata do estudo da criação de estados modo zero quirais em grafeno

bicamada devido ao confinamento imposto pela presença de defeitos tipo multikink.

4.1 O Modelo

Iremos seguir os passos do modelo descrito no Capítulo 3, ou seja, iremos estudar o que

ocorre com duas folhas de grafeno quando elas estão ligadas a um dispositivo que permite a

sintonização de um potencial eletrostático. As bandas de partícula e buraco podem ser separadas

por um gap, devido a presença do potencial eletrostático[50]. Considere o hamiltoniano de baixa

energia, para o grafeno bicamada no qual atua um potencial eletrostático V , expresso por uma

matriz 4× 4

H =



−V (x)/2 cπ† 0 0

cπ −V (x)/2 γ 0

0 γ V (x)/2 cπ†

0 0 cπ V (x)/2


(4.1)

onde estamos no espaço das funções de onda (ψ(A)
1 ψ

(B)
1 ψ

(A)
2 ψ

(B)
2 ), no qual os números represen-

tam a folha do grafeno e as letras representam a subrede. Este hamiltoniano pode ser reduzido

considerando o potencial V � γ e as energias [49]. Contudo, podemos desacoplar os termos do

momento π e do potencial V , quando negligenciamos o p2 para valores do potencial devem ser

menores do que o acoplamento intercamada, ou seja V < γ. Desta forma, temos o hamiltoniano

H̃ = −c
2

γ

 0 (π†)2

(π)2 0

+

−V/2 0

0 V/2

 (4.2)

onde π = px + ipy. Este hamiltoniano pode ser escrito na forma quasiclássica e adimensional

como

H = γ

c2 H̃ = −(p2
x − p2

y)σx − 2pxpyσy − ϕ(x)σz, (4.3)
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que nos leva para as seguintes funções de onda

(∂x + py)2v − ϕ(x)u = εu (4.4)

(∂x − py)2u+ ϕ(x)v = εv (4.5)

4.2 A Introdução dos Multikink

As funções de onda (4.4) e (4.5) não podem ser resolvidas analiticamente. Então, descre-

vendo o potencial ϕ1(x) como uma função degrau

ϕ1(x) = tanh(x/l) (4.6)

podemos encontrar, usando o método das diferenças finitas, soluções numéricas das equações

(4.4) e (4.5).

A figura 23 mostra o potencial eletrostático com o perfil de uma solução tipo kink,

caracterizado pela função (4.6). Os diferentes valores de δ interferem a suavidade do kink.

-1

-0.5

0

0.5

1

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

ϕ
1
(x
)

x

δ = 1.0
δ = 1.5
δ = 2.0

Figura 23 – Potencial eletrostático com o perfil de uma solução tipo kink descrito por (4.6).

A figura 24 mostra as componentes u(x) e v(x) da função de onda. A densidade de

probabilidade |Ψ|2 = ρ(x) = u2 + v2 também é representada de forma que ela possui um leve

comportamento oscilatório. É perceptível que há uma simetria u(x) = v(−x).
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Figura 24 – Os espinores de onda e a densidade de probabilidade. Analise numérica das equações (3.6) e
(3.7).
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Figura 25 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ1(x) para l = 0, 5.

As figuras 25 e 26 representa os estados de dispersão por kink, considerando l = 0, 5

e l = 4, 0 respectivamente. Ambas possuem dois modos zero quirais por kink, mas a figura 26

apresenta o surgimento de mais estados de baixa estados.

Agora, obteremos as soluções numéricas das funções de onda (4.4) e (4.5) com o auxílio

de um potencial ϕ2(x) tipo 2-kink, descrito conforme o que foi mostrado no Capítulo 2

ϕ2(x) = g−1
1,2(ϕ1(x)) = 1 + a2

2 (tanh(x/l) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x/l) + b) − a2b (4.7)
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Figura 26 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ1(x) para l = 4, 0.
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Figura 27 – Potencial eletrostático com o perfil de uma solução tipo 2-kink descrito por (4.7).

onde a2 e b são parâmetros reais que estão relacionados, respectivamente, com o comportamento

simético da solução e com o comprimento do degrau. A figura 27 mostra o potencial eletrostático

com um comportamento tipo 2-kink. Os valores de l controlam a suavidade dos kinks.

Na figura 28, vemos o aparecimento de novos estados de baixa energia na região entre as

bandas e, também, a existência de dois estados de modo zero, ou seja, estados quirais. Todos

os estados, quirais ou não, se encontram mais próximos uns dos outros. Tal comportamento se

torna mais acentuado quando aumentamos o parâmetro l = 4, 0, como mostrado na figura 29.

Utilizando a solução (4.8), temos um potencial eletrostático com o perfil tipo 3-kink
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Figura 28 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ2(x) para l = 1, 0.
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Figura 29 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ2(x) para l = 2, 0.

(figura 30).

φ3(x) = g−1
2,3(φ2(x)) = 1 + a3

2

[
1 + a2

2 (tanh(x− x0) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x− x0) + b) − a2b+ b

]

+(1− a3)(1− b2)
2

[
1 + a2

2 (tanh(x− x0) + b) + (1− a2) (1− b2)
2 (tanh(x− x0) + b) − a2b+ b

]−1

−a3b (4.8)

As figuras 31 e 32 apresentam as estruturas dos níveis de energia na presença do potencial

com 3-kink. Este modelo continua tendo os dois estados confinados topologicamente, ou seja

os dois modos zero quirais, e a presença dos estados de baixa energia. O espaçamento entre os
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Figura 30 – Potencial eletrostático com o perfil de uma solução tipo 3-kink descrito por (4.8).
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Figura 31 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ3(x) para l = 1, 0.

estados quirais volta a aumentar.

Incluimos também os gráficos gerados por um potencial eletrostático com uma solução

do tipo 4-kink (figuras 33, 34 e 35). Uma análise revela que as estruturas dos níveis de energia

(para l = 1, 0 e l = 2, 0) apresentam, além dos estados quirais e do surgimento de estados de

baixa energia intragap, uma aproximação entre os estados de energia. Este comportamento não é

tão intenso como o que ocorreu no caso com a solução do tipo 2-kink (figuras 28 e 29).
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Figura 32 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ3(x) para l = 2, 0.
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Figura 33 – Potencial eletrostático com o perfil de uma solução tipo 4-kink.
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Figura 34 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ4(x) para l = 1, 0.
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Figura 35 – Estrutura do nível de energia na presença do potencial tipo kink ϕ4(x) para l = 2, 0.
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Conclusão

Este trabalho consiste no estudo teórico do confinamento topológico em grafeno bica-

mada causado por um dispositivos eletrônico, chamado gate, que permite aplicar um potencial

elétrico entre as camadas do grafeno. Este campo elétrico causa o surgimento de um gap entre as

camadas de condução e valência dos pontos de Dirac K e, ainda, pode ser sintonizável, de tal

forma que podemos controlar largura do gap.

Estamos propondo que o potencial elétrico confinante seja descrito pelo modelo de

multikink, ou seja, analisamos o confinamento na presença de um potencial com o perfil de

um kink, 2-kink, 3-kink e 4-kink. Estamos nos limitando a 4-kinks apenas por questões de

praticidade, mas deixamos claro os meios para a obtenção de um perfil com mais kinks.

A análise das estruturas dos níveis de energia na presença dos potenciais com multikink

revelou o surgimento de modos zero quirais, ou seja, de estados confinados topológicamente,

pelo menos dois por camada. Foi constatada também o aparecimento de estados de baixa energia

além dos estados estados intragap. Um outro comportamento observado foi que as curvas que

representam os estados quirais nas estruturas dos níveis de energia, apresentam um menor

distanciamento entre si quando o prefil utilizado é de um par-kink do que de um ímpar-kink.

Acreditamos que tal modelo apresentado poderia ser utilizado em um sistema que

necessite a troca de informação de maneira dinâmica, como por exemplo no fluxo de informação

em redes de fibras óticas. Foi mostrado em [19] que folhas de grafeno ligadas a fibra ótica,

em sistemas de distribuição de dados, permitiu que a troca de infomação ocorresse de forma,

absurdamente, mais rápida do que na ausência do grafeno. Quando este sistema for implementado

e se tornar o padrão para a internet, pode ser que seja necessário a busca por um modelo que

permita a parametrização de um seletor que coordene por qual fibra ótica a informação deve

seguir.

Acreditamos que o princípio de incerteza generalizado possa ser implementado no

modelo λφ4, com o intuito de observar a presença do comprimento mínimo e, em seguida,
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aplicar o método de função de deformação e tentar observar o comprimento mínimo em vários

potenciais que tem como solução os multikinks.
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