UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

PAULO RAFAEL DE LIMA E SOUZA

PRODUTO INTERNO E ESPACOS VETORIAIS

FORTALEZA
2015



PAULO RAFAEL DE LIMA E SOUZA

PRODUTO INTERNO E ESPACOS VETORIAIS

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de P0Os-Graduacdo em Matematica
em Rede Nacional do Departamento de
Matematica, da Universidade Federal do
Ceara, como requisito parcial para obtencéo do
titulo de Mestre em Matematica. Area de
concentracdo: Ensino de Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de
Melo

FORTALEZA
2015



Dados Internacionais de Catalogac@o na Publicacao
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca do Curso de Matematica

S717p Souza, Paulo Rafael de Lima e
Produto interno e ortogonalidade / Paulo Rafael de Lima e Souza. — 2015.
45f.:il, enc: 31 cm

Dissertagio (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matemitica, Programa de Pés-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional, Fortaleza, 2015.

Area de Concentragio: Ensino de Matemitica.

Orientagdo: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo.

1. Algebra linear. 2. Produto interno. 3. Espacos vetoriais. I. Titulo.

CDD 5125




PAULO RAFAEL DE LIMA E SOUZA
PRODUTO INTERNO E ORTOGONALIDADE

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Po6s-Graduagdo em
Matemética em Rede Nacional, do
Departamento de  Matemadtica da
Universidade Federal do Ceard, como
requisito parcial para a obtengdio do
Titulo de Mestre em Matematica. Area

de concentragéio: Ensino de Matematica.

Aprovada em: 13 /08 /2013.

BANCA EXAMINADORA

——

Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)
e N
et T

Prof.ér. Max;(;efs/IT eiéira de Melo

ﬂ)‘lm'versida.de Federal do Ceara (UFC)
L Onla Nibpiver—

Prof. Dr. Tiago Caula Ribeiro
Universidade Estadual do Ceara (UECE)




Dedico este trabalho a minha mae Carmen

Lucia de Lima e Souza



AGRADECIMENTOS

Agradeco, primeiramente, a minha mde Carmen Lucia de Lima e Souza pelo
amor, apoio e por ser 0 homem que sou.

Agradeco aos meus irmdos Pedro Gabriel de Lima e Souza e Sarah Rebeca de
Lima e Souza por estarem sempre ao meu lado.

Agradeco ao meu professor e orientador Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo, pelo
apoio e pela orientacdo durante o desenvolvimento do trabalho.

Enfim, agradeco a todos que de maneira direta ou indireta ajudaram a concretizar

esse sonho.



“Fui atrds do que quis, sabia s6 assim, podia

ser feliz, quem ndo quer ser feliz, me diz?”

Charlie Brown Jr.



RESUMO

Neste trabalho, consideramos o produto interno de vetores de um espaco vetorial com
especiais aplicacdes no Ensino Médio atraves de conceitos como Matrizes, Sistemas Lineares
e OperacBes com Vetores no R? e R® . Verificamos, também, caracteristicas de operadores
lineares definidos por projecdes ortogonais. Também estabelecemos relacdes entre vetores e
matrizes formadas por bases do R? com o intuito de melhorar e fortalecer os conhecimentos
dos professores do ensino basico, proporcionando-lhes mais seguranca e clareza ao ministrar
suas aulas, como também procuramos incentivar os professores a se atualizarem e fazer com
que os seus alunos se motivem para 0 ensino superior, em areas que a Matematica, em
particular, a Algebra Linear, esta presente. Conhecendo a definicdo de produtos internos e
espacos Vvetoriais, acreditamos que o professor podera compreender melhor as técnicas e
operacOes algébricas dos contetdos por ele ensinados. Acreditamos que 0 ndo conhecimento
desta estrutura de algebra, faz com que o professor exponha de forma limitada e sem
motivacao futura, em termos de outros estudos por parte dos seus alunos no ensino médio, e é
claro, que esta visdo ou esta abordagem ndo € interessante; é preciso melhorar esta visdo em
sala de aula, é preciso que o professor tenha uma visdo panoramica daquilo que ensina.
Assim, pretendemos com este trabalho apresentar os conceitos de produto interno e de
espacos vetoriais expondo-os de forma didatica, mostrando que de algum modo esta associado

aos conceitos estudados no ensino basico através de exercicios aplicados.

Palavras-chave: Algebra Linear. Produto Interno. Espagos Vetoriais.



ABSTRACT

In this paper, we consider the vector inner product of a vector space with special applications
in high school through concepts such as matrices, Linear Systems and Vector Operations in
R2 and R3. We also verified linear operators characteristics defined by orthogonal projections.
We have also established relationships between vectors and matrices formed by R? bases in
order to improve and strengthen the knowledge of primary school teachers, providing them
with more certainty and clarity to teach their classes, but also seek to encourage teachers to
update and make with their students be motivated for higher education in areas that
mathematics, in particular, Linear Algebra is present. Knowing the definition of domestic
products and vector spaces, we believe that the teacher can better understand the techniques
and algebraic operations the content taught by him. We believe that not aware of this algebra
structure, makes the teacher expose a limited way and without further motivation, in terms of
other studies by students in high school, and of course, that this view or this approach is not
interesting; is necessary to improve the vision in the classroom, it is necessary that the teacher
has a panoramic view of what he teaches. Thus, we intend to work with this present domestic
product concepts and vector spaces exposing them in a didactic way, showing that somehow
is associated with the concepts studied in basic education through applied exercises.

Keywords: Linear Algebra. Domestic product. Vector Spaces. Linear Operators.
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1. INTRODUCAO

Os objetos de que trata a Algebra Linear sdo vetores e matrizes, que aparecem,
por exemplo, quando procuramos as solucGes para um sistema de equacOes lineares. Assim,
sdo generalizagcdes dos conceitos de nimero. Na literatura, segundo Carvalho (2013), deveria
existir um trabalho que reunisse os contetudos do ensino basico e introduzisse sobre eles a
ideia de algebra linear, em especifico, 0 conhecimento de espacos vetoriais, tema inicial de
quem estuda algebra linear. Nas escolas da educacdo bésica, os alunos se deparam com 0s
contetdos diversos como FuncBes, Matrizes e Geometria Analitica, por exemplo. Estes
objetos sdo munidos de estruturas algébricas que nos livros didaticos ndo é se quer
mencionados que estas estruturas, para aqueles alunos que seguirdo estudos académicos em
areas de exata, estardo presentes na disciplina de algebra linear. Além disso, o professor deve
ter um conhecimento daquilo que se ensina de forma panoramica e neste sentido este material

deve fornecer, também, a este professor, a condi¢ao de saber mais do que aquilo que se esta.

Com objetivo de facilitar a leitura deste material, daremos uma viséo geral do que
sera feito em cada capitulo. No Capitulo 1, se baseando em Pulino (2012) e dos Santos
(1998), estudaremos os produtos internos com o objetivo de estender os conceitos para 0s
espacos vetoriais sobre um corpo IF. Assim, faremos a generalizacdo através do estudo de
certos tipos de aplicacGes que séo definidas sobre pares de elementos de um espaco vetorial e
tomando valores no corpo. No capitulo 2, sob a luz de Leite (2007), Lima (2000) e Boldrini
et. al (1984), trataremos da parte da Algebra Linear que trata das propriedades comuns a
sistemas algébricos constituidos por um conjunto mais uma nocdo razoavel de uma
combinacdo linear de elementos do conjunto. Assim, estudaremos 0s espagos vetoriais que é a
abstracdo Util deste tipo de sistema algébrico. Desta forma, este presente trabalho apresenta
um texto gradativo, concatenado, escrito em linguagem objetiva com algumas conexdes e
aplicacdes a outras do conhecimento, respeitando, porém, o rigor necessario para servir de

referéncia aos educadores e estudantes que se preparam para exercer 0 magistério.

Em relacdo as aplicacBes da teoria, incluimos exercicios resolvidos para serem
aplicados no Ensino Superior e no Ensino Médio no final de cada capitulo com o intuito de

facilitar a aprendizagem e mostrar como ensinar estes contetdos nestes niveis de ensino.
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1. PRODUTO INTERNO

Na geometria Euclidiana as propriedades que nos possibilitam expressar o
comprimento de vetor e o angulo entre dois vetores sdo denominadas de propriedades
métricas. No estudo do R", em geometria analitica, definimos comprimento de vetores e

angulo entre vetores através do produto escalar
i)
r-y = E T; Yy para x, y € IR".
i=1

Nosso objetivo é de estender esses conceitos para 0s espacos vetoriais sobre um
corpo IF. O conceito de produto interno em um espago vetorial real (complexo) é uma
generalizacdo do conceito de produto escalar definido em R'. Faremos essa generalizagdo
através do estudo de certos tipos de aplicacfes que sdo definidas sobre pares de elementos de

um espaco vetorial e tomando valores no corpo.

Denotamos o produto interno entre dois elementos U e V de um espaco vetorial da
seguinte forma: (u,v). Neste capitulo apresentamos um estudamos das propriedades
geométricas que sdo atribuidas a um espaco vetorial por meio de algum produto interno
definido sobre ele. Mais especificamente, estabelecemos as propriedades basicas, e suas
aplicacdes, dos conceitos de comprimento, angulo e ortogonalidade determinadas ao espaco

vetorial pelo produto interno.

1.1 Definicdo de Produto Interno

Definicdo 1.1.1 Seja V um espaco vetorial sobre o corpo R. Uma aplicagdo
(-, ):VxV—DR
que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria: {(w,v) = (v,u) ; ¥V w,v €V
2. Positividade: {(u,u) > 0 ; VueV, com {(u,u) =0 < u =0y

3. Distributividade:  {u+w, v} = {w,v) + {w,v) ; Vu, v, w eV
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4. Homogeneidade: {(Au,v) = AMu,v) ; Vuv eV e € R
define um produto interno no espaco vetorial real V .
Utilizando as propriedades de simetria, distributividade e homogeneidade tém-se:

e (u. v+ w) = {u, vy + (u,w)paratodos wu, v. w € V.
° I::n.:’-.r':l = I{n.r':lparatodos u, v e Vo oe A e L.

Assim, dizemos que o produto interno, em um espago vetorial real, é uma

aplicacdo bilinear, isto €, é uma aplicacdo linear nas duas variaveis.

Definicdo 1.1.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C. Uma aplicacdo
(-, -} :VxV—C

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria Hermitiana: {(u,v} = {v,u} ; ¥V u,v € V

5 Positividade: 4% %) =20 1 Yu eV, com (u,u) =10 < u=10

3. Distributividade: (ut+w, vy = (u,vy+ (w, v} ; ¥Yuovwel

4, Homogeneidade:  {Au, v} = AMu, v} ; VuvelV e eC
Define um produto interno no espaco vetorial complexo V.

Podemos verificar que com as propriedades de simetria Hermitiana,

distributividade e homogeneidade temo que:

o (u, v+ w) = (u, v}y + {u,w) para todos u, v, w e V.

o (u,dv) = dlu,v) para todos u,velV e Xe L

E importante observar que em um espaco vetorial complexo o produto interno
possui a propriedade de simetria Hermitiana, que € necessaria para garantir a propriedade de
positividade. De fato, considere um elemento u € V ndo-nulo, como V é um espago vetorial

complexo, tem—se que o elemento iu € V. Logo, obtemos
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(i, iu)y = difu,u) = =1{u,u} < 0

que € uma contradi¢do, proveniente da ndo utilizacao da simetria Hermitiana.
Considerando agora a propriedade de simetria Hermitiana, tem—se que
(i, iu) = ii{u, uy = (u,u) > 0,
0 que mostra a necessidade da propriedade de simetria Hermitiana. V(o)) (o)
Definigdo 1.1.3. Um espaco vetorial (V,(-, -)) com produto interno, que denotamos por é um
espaco vetorial V sobre o corpo F com produto interno (-, -). Um espaco vetorial real com

produto interno é denominado espaco Euclidiano. Um espaco vetorial complexo com produto

interno é denominado espaco unitario.

Exemplo: Seja B = {ey,...,e,} a base candnica do R". Todo elemento x = (x4,...,x,) €

R" é escrito de modo Unico da seguinte forma:

k)
I = E I & .
i=1

Em muitas situacdes, por simplicidade de notagdo, associamos o elemento x € R"

a matriz coluna X € Mx1 (R), tendo em vista que 0s espagos vetoriais séo isomorfos,

Iy

Desse modo, o produto interno usual do R" que vamos denotar por (-, -),

denominado produto interno Euclidiano, pode ser escrito como:

(x,y} = Z my =YX = VX para todos r, oy e R,

i=1
onde In € Mn(R) ¢é a matriz identidade de ordem n.

De modo analogo, no espago vetorial complexo C" o produto interno usual,

denominado produto interno Hermitiano, é escrito da seguinte forma:

(x,y) = Z n7, =YX =YX para todos =z, y € C™.

i=l1
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onde Y~ ¢ a transposta Hermitiana da matriz coluna Y.

Exemplo: Considere o espaco vetorial real R* munido com o produto interno usual e com a

() base ordenada I" = {vy, V,, v3} dada por:
m = (1,0,-1) , w»s=(1,21) £ vy = (0,=3,2).

Podemos verificar facilmente que a matriz A = [a;] dada por:

2 0 =2
ai; = (v, ) = (w, ) = ap = A = 0 6 —4
-2 =4 13

¢ a matriz do produto interno usual com relacdo a base ordenada I'.

1.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Teorema 1.2.1. Seja V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, - }. Entdo, para

todo u, v €V temos que
(uw, vy < {u,u)l{v,v).

Além disso, a igualdade é véalida se, e somente se, 0s elementos u e v sdo

linearmente dependentes.

Demonstracdo — No caso em que os elementos u e v sdo linearmente dependentes, a
igualdade ¢ obtida trivialmente. Vamos considerar u e v linearmente independentes, isto é, u +

Av # Ov para todo 4 € R. Desse modo, temos que
(u+ Av,u+ Av) = {w,u) + (u,dvy + (Ao, u} + X {v, v}

(u,uy + 2A{u, v} + M{v, v} > 0

¢ uma inequagdo de segundo grau na variavel A. Note que a equacao do segundo grau
(u, u) + 22{u, vy + M{v,v) =0
ndo possui raizes reais. Assim, devemos ter
Hu, vy = Au,u){v,v) < 0 = (u,v) < {u,u){v,v)

0 que completa da demonstracao.
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1.3 Defini¢do de Norma. Norma Euclidiana

Definicdo 1.3.1. (Norma) Seja V um espaco vetorial sobre o corpo IF. Uma norma, ou
comprimento, em V é uma aplicacdo ||-|| que para cada elemento u € V associa um numero

real ||u||, que possui as seguintes propriedades:

1. Positividade: ||| =0 paora w0 , com |u]| =0 = u = .
2. Homogeneidade: |Aw| = |A| || u] pora todo w e V, A e F.
3. Desigualdade Triangular:  |lu + v| < |[u]| + ||¢| pam todos =, v € V.

Um espaco vetorial V munido de uma norma ||-|| € denominado espa¢o normado,

que denotamos por (V, ||*]| ).
Exemplo: No espaco vetorial real R" temos as seguintes normas

(@) Norma do Maximo: l#llee = max{]a:f 5 1 <i<mn}

(b) Norma-1 ou Norma do Téxi: e ll = Zl: S

Podemos verificar facilmente que as aplicacbes ||-||.. e ||-|l1 satisfazem as

propriedades de norma utilizando as propriedades de modulo de um ndmero real.

Teorema 1.3.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F munido do produto interno.

Entdo, a aplicacdo q(): V —R definida da seguinte forma:
qlu) =  (u, u) : Vue V,

satisfaz as propriedades de norma:

1. Positividade: g(u) = 0 pam u # Oy , com qlu) = 0 <= u =
2. Homogeneidade: g{Au) = |A|glu) paratodo w e V., A€ F

3. Desigualdade Triangular: glu + v) < glu) + qlv) poratodos u, v € V
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Demonstracéo - Vamos provar que a aplicacdo q(-) define uma norma em V com relagdo ao
produto interno (.. -}, que denotamos por |||[2, denominada [|-||. As propriedades (a) e (b)

seguem das propriedades de produto interno.

Para mostrar que a aplicacdo ||-||, satisfaz a propriedade da desigualdade triangular,

utilizamos a desigualdade de Cauchy—Schwarz escrita da forma:
[{w, v} < |ulz|v]- para todos u, v e V.
Temos que
ludv|z = (udv, udv) = {u, u) + {(u, o) + {(v,u) + (v, v)
Inicialmente considerando um espago vetorial real, tem-se que
lutv|s = (u, u} + 2{u,v) + (v, v} < {u,u) + 2|{u,v)| + {v,v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
lutvlly < (u,u) + 2[ullzllvll: + (v.v) = [ullz + 2ul2vil + o]

lutvly < (lulz + [vll2)* = llu+vlz < lull2 + [lv]2

0 que completa a prova para o caso de um espaco vetorial real.

Finalmente, para um espaco vetorial complexo, temos que

lu+v]; = (u,uy + {u,v) + {u, v} + (v, v)

= {u,u) + 2Re( {(u,v)) + (v, v)

P

(u,uy + 2| Rel (u,v})| + (v, v}
< {u,u) + 2| {u, v} + (v, v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, obtemos
lut ol € (uu) + 20ulalols + (o 0y = Jull + 20ulalol + ol

Portanto, temos que

letvllz = (lull: + el = lutvls < el + [v].
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0 que completa a demonstracéo.

Definigdo 1.3.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F. Uma aplicagéo

i) VxV — R

(w,v) — diu,v)
com as propriedades:

(a) Positividade: d{u,v) =2 0, com dlu,v) = 0 <= u = v
() Simetria: d{u,v) = dlv,u) ; ¥V wuv eV

(c) Desigualdade Triangular: d{u,v) < d{u,w) + dlv,w) ; ¥V u,v,w € V

define uma métrica, ou distancia, no espaco vetorial V.

Um espaco vetorial V munido de uma métrica d(-, -) € denominado espaco meétrico, que

denotamos por (V, d(:, -) ).

1.4 Definicdo de Angulo. Ortogonalidade
Seja V um espaco vetorial real munido do produto interno (-,"). Observe que utilizando a
desigualdade de Cauchy—Schwarz mostramos que para quaisquer elementos ndo—nulos u, v €

V 0 quociente

(u, v)
[l oellz ]l

esta no intervalo [—1, 1]. Desse modo, existe um numero real 6 € [0, 2x] tal que

(u, v)
Feefla 1[Iz

= cos{f) .

Além disso, existe um unico valor § € [0, n] satisfazendo a igualdade. Assim,
podemos ter a nocdo de angulo entre dois elementos de um espaco vetorial munido com um
produto interno, que sera compativel com a definicdo de ortogonalidade que apresentamos a

sequir.

Definicdo 1.4.1. (Angulo) Seja V um espago vetorial real munido do produto interno (- ,). O
Angulo entre dois elementos ndo—nulos u, v € V ¢é definido como sendo o valor 6 € [0, & ] que

satisfaz a equacéo
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(u, v)

cos(fl) = ————

[Foellz 1o ll2 -

Definicdo 1.4.2. (Ortogonalidade) Seja V um espago vetorial sobre o corpo IF com o
produto interno (-,-). Dizemos que os elementos u, v € V sdo ortogonais se, e somente se,

(u, v) =0, e denotamos por u L v.

Podemos observar facilmente que

[,
]
[,
=

(u, v}y =0 = cos(f) =0 = # = para 0

b2 =

mostrando a compatibilidade entre os conceitos de angulo e ortogonalidade.

Definicdo 1.4.3. Considere VV um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto interno
(-,7). Seja S = {vy, - - -, Vo} um conjunto de elementos de V com (vi, vj) = 0 para i #; . Entéo,
dizemos que S é um conjunto ortogonal em V com relacdo ao produto interno (-,-). Além

disso, se ||vj|l=1paraj=1,- - -, n,dizemos que S é um conjunto ortonormal em V.

1.5 Base Ortogonal. Coeficientes de Fourier

Definicdo 1.5.1. Seja V um espaco vetorial de dimens&o finita sobre o corpo IF com o
produto interno (- ,-). Dizemos que uma base = {qi, - - -, On} de V é uma base ortogonal se S
€ um conjunto ortogonal em V. No caso em que o conjunto £ € ortonormal, dizemos que S é

uma base ortonormal de V.

Teorema 1.5.1. Sejam V um espac¢o vetorial de dimens&o finita sobre o corpo IF com o
produto interno (- ,-) e £ ={0q1, - - -, On} UmMa base ortogonal de V. Entdo, todo elemento u €V

é escrito de modo Unico da seguinte forma:

Tt
(TI'.':"!':}
i = 0% com g = ————.
; o o)

Neste caso, as coordenadas de u com relacdo a base ortogonal f sdo denominadas coeficientes

de Fourier de u com relacéo a base ortogonal f.

Demonstracédo — Dado um elemento u €V, como g = {q1, - - -, Qn} € uma base para V, existem

escalares ay, - - -, a, tais que o elemento u € escrito de modo Unico como:

T

u o= E 0

i=1
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Fazendo o produto interno entre o elemento u e um elemento g; da base ortogonal 3, obtemos

e

(w @) = > (a5 &) = (@, @) paa  i=1--,n.
i=1

Assim, temos que as coordenadas, coeficientes de Fourier, do elemento u em relacdo a base

ortogonal  sdo dadas por:

Il
=

y; = — AT i « LT

No caso em que § ¢ uma base ortonormal, temos que os coeficientes de Fourier do elemento u

séo dados por:

Q'f: ‘:TI.II?{:} pE]_'I_'E], é=11"'1TL1

0 que completa a demonstracéo.

Definicdo 1.5.2. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto interno
(> e B ={q1,..,q; } um conjunto ortogonal em V com elementosq; # Ov para
j = 1,...,n. Os coeficientes de Fourier do elemento u € V relativos ao conjunto ortogonal

B sdo definidos como:

(v, ) .

prlurart - LT,
‘:'?'i-.'?i'}

em homenagem ao matematico francés Jean Baptiste Fourier.

() O elemento g. ¢ ortogonal a todo elemento do subespago [gu, -+, Ge—1]-

(b) O subespaco Sp = [w, ---, vk] ¢ igual ao subespaco Wi = [, --- , @ ].

(c) A seqiiéncin qv, g2, -+, Qn, --- € tinica, a menos de uma constante multiplicativa,
isto €, se eristir uma oulra segiiéncia qy, qy, -+, q,, - , de elementos de V

satisfazendo as propriedades (a) e (b), entdo existem escalares ¢, € F tais que

{ﬁczﬂk‘?ﬁc pard k= 11 2711

1.6 Complemento Ortogonal
Definicéo 1.6.1. Seja V um espaco vetorial munido do produto interno (-, -) e S um conjunto

nédo vazio de elementos de V. O conjunto S+ definido por:
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St ={ueV /{u,v) =0 paratodo veS},

¢ denominado “S perpendicular”. No caso em que S é um subespago vetorial de V, 0 conjunto

St é denominado complemento ortogonal de S em V.

Teorema 1.6.1. O conjunto S< € um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja. Além disso,

tem-se que S N S< = {0y} no caso em que S é um subespaco de V.

Demonstragédo — Temos que S+ # @, pois (0,, v) = 0 para todo v €S. Desse modo, temos que

Oy €S4. Sejam wy, w, €S4 e v €S. Entdo, tem-se que
{wn, v} =0 e (wa,v) =0 = (wip + wa,v) = 0.

Logo, w; + w, €S<. De modo analogo, temos que A, € S+ paratodo A € IF.

Considerando agora S um subespaco de V, vamos mostrar que S N S+ = {Oy}. Tomandow &€
SL NS istoé, w eSLew €S. Como w € S4, temos que (w,v) = 0 para todo v €S. Em
particular para v = w, pois w € S, obtemos (w,w) = 0. Logo, w = 0y, 0 que completa a

demonstragéo.

Teorema 1.6.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensédo finita munido do produto interno
("), U e W subespacos vetoriais de V. Entdo, (U + W )<= U< N W,

Demonstracéo — Inicialmente, tomamos v € (U + W), isto &, v é ortogonal a todo elemento u
+ w pertencente ao subespaco U + W. Como U cU+WeW cU + W, temos que v é
ortogonal a todo elemento de U e a todo elemento de W, isto é, v e U< e v € W, Logo, v €
U£LN w4, Assim, mostramos que (U + W)<c U+LN W4,

Finalmente, sejav € U<N W<, isto é, v é ortogonal a todo elemento de U e a todo elemento de

W. Desse modo, dado um elemento u + w € U + W, temos que
(v, u+w) = (v,u} + (v,w) = 0.

Logo, v € (U + W)<, Assim, mostramos que U< N W+ < (U + W)<. Portanto, provamos que
(U+W)L=ULN w4,

Proposi¢do 1.6.3. Sejam V um espaco vetorial munido do produto interno (-,-), W um
subespaco de Ve ={wy, -, W} uma base para W . Entdo, v € W< se, e somente se, (w;, V)

=Qparatodoi=1,---,n.
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Demonstracéo - (=) Se v € W, isto &, (w, v) = 0 para todo w € W. Em particular, temos que

(w;,v) =0paratodoi=1,---,n.
(<) Sejaw €W, isto e, w e escrito de modo unico como:

W= oy o b

Considerando (w;,v;) = 0, para / <i < n, temos que (w,v;) = 0. Logo, v € W<, o que

completa a demonstragao.

Exemplo: Considere o espaco vetorial IR* munido do produto interno usual (-, -). Determine

U+ do seguinte subespago.
= lew e ¥ fop-22=0}.

Note que U é uma reta no plano passando pelo origem e que tem por vetor diretor

u=(1, 2). Assim, todo elemento v = (x, y) € U<satisfaz
(v, u} =0 = x4+ 2y = 0.
Portanto, todo elemento (x, y) € U< satisfaz a equagao da reta y = —x/2.

1.7 Operadores Simétricos

Definicdo 1.12.1. Sejam V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -), Wum
subespaco de Ve T : W —J um operador linear. Dizemos que T é um operador simétrico em
W se

(T{u), vy = (u,T(v))

para todos u, v € W.

Teorema 1.7.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo IF com o
produto interno (-, *), # = {q1, - - -+, On} UMa base ortonormal para V e T um operador linear
sobre V . Entdo, a matriz A = [T]g do operador linear T com relagdo a base ortonormal 5 ¢
dada por a;; = (Tq;, q;).

Demonstracdo — Como S = {g1, - - -, On} € uma base ortonormal para V, temos que todo

elemento u €V é escrito de modo Unico como
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=

u o= (. g ) g

.
1l
—

Desse modo, temos que o elemento T(g;) €V e escrito de modo unico como:

e

T(q) = > (T(ss) a)a para

i=1

Il
=

I

Portanto, os elemento da matriz A = [aij], que € a matriz do operador linear T com relagéo a

base ortonormal £, séo dados como:
ai; = (T{q;), @} para i, 7=1---.mn,

0 que completa a demonstracéo.

Teorema 1.7.2. Sejam V um espaco vetorial real de dimensédo finita com o produto interno
¢, ) f={qs, - - -, qn} uma base ortonormal para V , T um operador linear sobre Ve A = [T]g

a matriz do operador T com relacdo a base ortonormal f . Entdo, T é um operador simétrico

se, e somente se, A é uma matriz simétrica.

Demonstracéo — (=) Vamos denotar por A = [aij] a matriz do operador T com relacdo a base

ortonormal ., temos que
ayg = (T{y). @) = (g5, Ta)} = ag.
Logo, T é um operador simétrico.

Definicdo 1.7.3. Sejam V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, ), W um
subespaco de V e T - W — V um operador linear. Dizemos que T é um operador anti—

simétrico em W se
(T({u), vy = —=(u, Tv))

paratodos u,v éW.
1.8 Operadores Hermitianos

Definicdo 1.8.1. Sejam V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, ), W
um subespaco de Ve T : W — V¥V um operador linear. Dizemos que T é um operador

Hermitiano em W se
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(T(u), v}y = (u, T())

para todos u, v € W. Nesta secao é importante recordar o conceito de transposta Hermitiana de
uma matriz A = [a;] € IMy(C), que denotamos por A* que € definida da forma A*= [a;].

Assim, dizemos que A € IM(C) € uma matriz Hermitiana se A*= A.

Teorema 1.8.1. Sejam V um espaco vetorial real de dimensédo finita com o produto interno
¢, ) f={qs, - - -, qn} uma base ortonormal para V , T um operador linear sobre Ve A = [T]g

a matriz do operador T com relacdo a base ortonormal . Entdo, T € um operador Hermitiano

se, e somente se, A é uma matriz Hermitiana.

Demonstracéo - (=) Vamos denotar por A = [aij] a matriz do operador T com relacéo a base

ortonormal f3, temos que
a; = (Tlg). @) = (g5, Tla)) = (Tla). a5} = Ty
Logo, A= [T]g ¢ uma matriz Hermitiana.

(<) Utilizando o resultado do Teorema 1.12.1 e a hipétese que A = [T]g é uma atriz

Hermitiana, temos que

ay; = (T{ay), @} = @ = (T{w), a5} = Ly, Tw)).
Logo, T é um operador Hermitiano.

Teorema 1.8.2. Considere V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, -) e
T um operador linear sobre V. Entdo, T é Hermitiano se, e somente se, (T (u),u) € IR para
todou €V.

Demonstracdo — Tomando a hipoGtese que T é um operador Hermitiano. Para todo u €V,

temos que

T, T = (T(u), u} = (u,T(w)} = (T(u),u} € R.
Considerando a hipdtese de que (T'(u), ui) €IR, temos que

(T(u),u) = {u, T(u)} = (v, T(u)}) paratodo u € V.

Portanto, temos que T é um operador Hermitiano, o que completa a demonstracao.
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Definicdo 1.8.3. Sejam V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, ), W
um subespaco de Ve T : W — V um operador linear. Dizemos que T é um operador anti—
Hermitiano em W se

(T{u), v) = —=(u, T(v))

para todos u, v e W.

1.9. Operadores Ortogonais

Definicdo 1.9.1. Sejam V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, -), W
um subespago de Ve T : W — ¥ um operador linear. Dizemos que T é um operador ortogonal
em W se

(T{u), T{v)}y = (u,v)
para todos u, v e W.

Podemos verificar facilmente que se T é um operador ortogonal em V, entdo T
preserva a norma Euclidiana, isto é, ||T (w)||2 = ||u||, paratodo u €V. Assim, dizemos que T é

uma isometria sobre V.

Proposicdo 1.9.1. Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita com o produto interno

(-, *) e T um operador ortogonal sobre V. Entdo, T é um automorfismo.

Demonstracdo — Basta provar que T € um operador injetor, isto €, Ker(T ) = {0y}, e pelo

Teorema do nucleo e da imagem, temos que Im(T ) = V.

Tomando um elemento u € Ker(T), temos que

Tuw)=0v = [T@l2=0 = Julo=0 = u=0v.

Portanto, Ker(T ) = {0y}, o que completa a demonstracao.

Proposi¢do 1.9.2. Seja V um espago vetorial real com o produto interno (-, -) e T uma

isometria sobre V . Entdo, T~* é uma isometria sobre V.

Demonstracédo — Sabemos que T é um isomorfismo sobre V, pois T é uma isometria sobre V.

Logo, T~* existe. Desse modo,

(T~ Yu), T7Hw)Y = (T(TYu)), TTHu))y = (u, v).
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Portanto, mostramos que T~ * é uma isometria sobre V.

Proposicdo 1.9.3. Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto interno
(-, *) e T um operador ortogonal sobre V. Entdo, T é uma isometria sobre V se, e somente se, T

é um operador ortogonal em V.
Demonstracao
(=) Tomando a hipotese que T é uma isometria sobre V, obtemos
(T(u=v), Tu=v)} = (u=v,u=v) = (u,u) = 2u,v) + (v, v).
para todos u, v € V . Por outro lado, temos que
(T(u=v), Tu=v)) = (T(),T()) - AT, TE) + (T(), T())
= {u,u} = AT}, T{)) + (v, v)
Portanto, comparando as duas expressoes, obtemos
(T(u), T(v)) = (u,v)
para todos u, v € V. Logo, mostramos que T € um operador ortogonal em V.

(<) Tomando a hip6tese que T € um operador ortogonal em V, isto é,

(T{u), T(v)y = (u, v} para todaos  w, v € V7,

obtemos (T'(v), T(v)i) = (v,v) para todo v € V. Logo, [Tyl = llvll2 para todo v € V.

Portanto, provamos que T é uma isometria sobre V.

Proposicdo 1.9.4 Seja V um espaco vetorial real com o produto interno (-, -), T e P isometrias

sobre V. Entdo, 7 - P é uma isometria sobre V.

Demonstracédo — Tomando a hip6tese que T e P séo isometrias sobre V, isto é,
[Tl = flvll: e [P = [lv]a
paratodo v €V, obtemos
[T oP)u)ll: = [{T(PENI: = PE) = Qv

para todo v €V. Portanto, temos que 7'~ P é uma isometria sobre V.
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1.10. Exercicios

As questbes abaixo estdo divididas em questdes aplicaveis ao Ensino Superior (1,
3 e 5) e questbes aplicaveis ao Ensino Médio (2, 4 e 6). Mostrando formas de como explicar
este conteudo com complexidades diferentes.

1. Fixado o vetor unitario u = (aq,..,a,), seja P: R™ — R" o operador linear definido
por P.v = pr,(v) projecdo ortogonal de v sobre o eixo de u. Mostre que P* = P,
determine o Nucleo de P, as matrizes de P, de | — P, e da reflexdo ortogonal H = | — 2P em

torno do ndcleo de P.

Solucgéo:Inicialmente temos por definicdo que

Pv=pr= 22 u=<uv>u (<wu>= 1 pois, u é unitario)

Portanto temos que: P2.v = P(P.v) = P(u,v > u) =<u,<u,v >.u>=< U, v ><

yu>u=<uyv>u=Pv Vv eEeR"

Logo, P> = P

Para o calculo do ndcleo, noteque <u,v>u = 0 ©@<u.v>= 0
Logo,

NP) ={v eR*/Pv=0={vreR*/<uyv>u=0}={v eR*/<u,v>
=0} =ut

Ou seja, 0 nucleo de P é o conjunto dos vetores perpendiculares a u.

Para calcular a Matriz de P, observe que a i-ésima coluna dessa matriz é dada por
Ple;)) =<u,e; >u= a;.u=(a,a..,a,a;)

Logo, a matriz de P € dada por a;; = a;.q;.

Dai é facil ver que a matriz de | — P € dada por b;; = 6;; — a;.a;, onde §;; = {1 ll:]] ea

Matriz H = | — 2P e dada por ¢;; = §;; — 2a;.q;.

Explicitamente temos:



27

a1a1 alan
anal anan
1 - alal b alan
[1-P] = ( : : )
a,aq - 1=-aua,
1-2a4a; - 2a1a,
[I-2P] = ( : : )
2a,0a4 e 1—=2a,ay,

2. Seja 0 vetor u = (g?) € R, seja P: R* — R? dado por Pyy) = (u,v).u, a projecéo

ortogonal em torno do eixo de u.
a) Determine Py,
b) Verifique que P =P

c) Sejaamatriz de P em relacéo a base canénica o = {(1, 0) | (0,1) }. Verifique que A’= A.

d) Seja S amatriz de P em relacdo a base g = {(g?) , (\/2_ ‘/_)} Verifique que 4° = A.

Solucéo:

a) Py = (u,v).u

Pey = (2, D), (x,y)) - (2., 2)

V2 | xV2\ (V2 V2 +y x+
Pan-(+5) (53) =G +33+D =5
YV 2t x+y+x+y x+y+x+y v Xt
b) P’y = P(Pixy) = P(7, =~ ( L, —2 )—( >, =7 = Piy)

11 11
APuy=G.3)  Pon=G,3)

11
— 2 2
2 2
11\ /1o1\ /i 1 1.1\ /11
R )2 a1 ) =(E B )
- — — - _+_ _+_ — -
2 2 2 2 4 4 4 4 2 2
—V2+V2 —V2+V2
d) p(£ £) (== #):(E E)
2 7 2 2’2
—V2+V2 —V2+V2
p(ﬁ Q): "2 2 2 2 :(9|9):(00)
2’2 2 72 212 !



28

3. Seja a um vetor ndo nulo no espaco vetorial E, de dimensédo n, munido de produto interno.
Paratodo b € R", prove que o conjunto V = {v € E; < v,a >= b}é uma variedade afim de

dimensdo n — 1. Dado v, € V, mostre que v eV se, e somente se v — v, é ortogonal a a.
Solucéo:

Dadosx,yeVete R,como < x,a >=<y,a > = btemos diretamente que
<A-t)x+ty,a>=0-t)<x,a>+t<y,a=(1-t)b+b=0>b.

Implicando (1 —t)x +ty € V.

Logo, V é uma variedade afim.

Agora, seja A: E — Rdada por A.v =< v,a >. E claro que A é uma Transformag&o
Linear, e ainda temos que a dimenséo de Im(A) é 0 ou 1, visto que a Im(A4) c R. Mas como
A é ndo nulo, entdo A ndo é identicamente nulo, impossibilitando dim(Im(A)) = 0. Logo,
dim(Im(4)) = 1.

Pelo teorema do nucleo e da imagem, temos entdo:
dim(E) = dim(N(4)) + dim(Im(4)) = n = dim(N(4)) +1 = dim(N(4)) =n—1

Tomando entdo qualquer v tal que A vo = b (podemos tomar assim pois A € Sobrejetiva)

temos que v, € V e além disso

veV ©<va>=beAv=A4Ar, 0 Av—-1v)) =02 v—-1v,ENA) @ vEY, +

N(4)

isto implica que

V =v,+ N(A),oquenosdadimV = dim(N(A)) = n- 1.
Alémdisso, v eV v -1y, EN(A) © < v —1v4,a = 0.

4. Seja o vetor a = (1, 2, 3) e b = 6. Determine o conjunto v = {v € R/ (v, a) = b}. Verifique
queVvo=(1,1,1) e Veque Vv eV, Vv-v, éortogonal a a.

Solucéo:

V=(xy2) (v,a)=0>b

(%, y,2)](1,2,3)) =6, x + 2y + 32 = 6 é um plano do R*

Observe que v, € solugdo 1+ 2.1 + 3.1 = 6. Logo v, € V.

DadoveV,v=(x,Y,z)=v=(6-2y-32,Y, 2)
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Sejav-vo=(5-2y-3zvy-1,1z1)
(v—vo,a) =(5-2y—3z,y—1,z-1).(1,23)) =5-2y-3z2+2y -2+ 32-3=0.

Portanto v — vo é ortogonal a «.

5.Seja r={(1—-t)u+tv;t € R} a reta que liga uaVem E, com u # v. Dado que w €

E, prove que, tomando:

t <w-—-uv—u>

|v—ul?

Obtém-se 0 ponto 0 ponto x = (1 — t)u + tv de r mais proximo possivel de w, ou seja, tem-

se:
Ix —wl| <ly—wl

Para qualquer outro ponto y € r.
Solucgéo:

Sejax : R — E dada por x(t) = (1 —t)u + tv.Considere f:R — R dada f(t) =

lx(t) — wl?,
temos entao
fO=l1-du+tv—wlr=lu—w+tlv—uw)l|?=

=lu—wl?+2<u—-w,v—u>t+ |v—ul?t? ouseja como u # v,temos que f é uma
funcdo quadratica. A concavidade de f é para cima, pois:

lv—ul?>0,

além do mais o valor de t que minimiza f(t) também minimiza |x(t) — u]|.

s ’ . . b 2<u-w,v—u> _ <w-u,v-u>
Ovalor minimo de f é atingido quando ty = —— = — =
2a 2|lv—u|? lv—u|?

Observando que Im(x) = r, temos que x(t,) = (1 —ty)u + tyv € o ponto da reta r mais

proximo de w.

6. Sejar={(1-tju+t,/t eR}aretaqueligauarem R?etomandou=(-1,2),v=(2,3) ew
= (5, 2), determine:

a) As equacOes paramétricas de r.

r=(x(t), y(t) = (L-t)u + t.v =(1-t)(-1,2) + t(2,3) = (t-1, 2-2t) + (2t, 3t) = (3t -1, t-2).



{X(t) =3t—1
yit) =t+2

b) A equacéo reduzida da retar.

X() = 3t-1—> 3t=x + 1> t="=

yt)=t+2 >t=y-2

X;rl y—;2—>3y—6=x+1—>3y=x+7—>y=%x+

7
3
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2. ESPACOS VETORIAIS

Definicdo: Seja um conjunto V, ndo vazio, sobre o qual estdo definidas as operacdes adicédo e

multiplicagdo por um escalar, ou seja,

YVuve V,utve V
Vaoe R, Vue V,aue V.

O conjunto V com essas duas operacfes é chamado espaco vetorial real (ou espaco vetorial

sobre R) se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

A) Em relacdo a adicdo: Vu,v,w eV

Al) Comutatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)

A2) Associatividade: u+v=v +u

A3) Elemento Neutro: 30e Vtalqueu+0=u

A4) Elemento Simétrico: 3 -u eV talqueu + (-u) =0

M) Em relagdo a multiplicacéo por escalar: Vu,veVeVva, B ER
M1) Associatividade: (a.p).u = a.(B.u)

M2) Distributividade para a Adi¢ao de Elementos: (o + f).u=o.u + p.u
M3) Distributividade para a Multiplicacdo por Escalar: o.(u + v) = a.u + a.v
M4) Elemento Identidade: 1.u = u

Exemploy: V=R2={(X,y)/ X,y € R } € um espaco vetorial com as operacdes usuais de

adicédo e multiplicacdo por escalar:
(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, Y1+ ¥2)

a.(X, y) = (ax, ay)

Exemplo,: Os conjuntos R3, R*, ..., R" sdo espacos vetoriais com as operacdes usuais de

adicdo e multiplicacao por escalar.

Exemploz. V = M(m,n), o conjunto das matrizes reais m x n coma soma e o produto por

escalar usuais. Em particular:
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a) V = M(n,n) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n;

b) V = M(1,n) = {[a11, a1z, ..., &1n]; &j ER}, também identificado com V = R" sdo

espacos vetoriais relativamente as mesmas operacoes.

Exemplos: O conjunto P, = {ap + ax+ ax2 + ... + ax"; & €R} dos polindmios com
coeficientes reais de grau < n, em relagdo as operagdes usuais de adigdo de polindomios e
multiplicacdo por escalar. Em particular, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a

2, P, = {ap + a;x+ a,x%; a; € R} € um espaco vetorial relativamente as mesmas operacoes.

2.1. Propriedades dos espacos vetoriais

Da definicdo de espaco vetorial V decorrem as seguintes propriedades:
i. Existe um Unico vetor nulo em V (elemento neutro da adi¢éo).

ii. Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u) €V.

iii. Para quaisqueru,v,w € V,seu+v=u+w,entdov=w.

iv. Qualquer que sejav € V, tem-se —(—v) = v.

v. Quaisquer que sejam u, v € V, existe um e somente um w € V tal que u + w = v. Esse

vetor w sera representado por w = v — u.

vi. Qualquer que sejav €V, tem-se Ov = 0.

vii. Qualquer que seja A ER, tem-se A0 = 0.

viii. Se Av =0, entdo A= 0 ou v =0.

ix. Qualquer que sejav €V, tem-se (-1)v = -v.

X. Quaisquer que sejam u, v € Ve A € R, tem-se (-A)v =A(-V) = — (Av).
2.2. Subespacos vetoriais

Definicdo: Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, € um subespago

vetorial de V se:
I. Para quaisquer u,v € Wtem-seu +v e W.

ii. Para qualquer o € R, u € W, tem-se a.u € W.
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Obs;: As condicgdes da definicdo garantem que ao operarmos em W ndo obteremos um vetor
fora de W. De modo que W é ele proprio um espaco vetorial.

Obs,: Qualquer subespaco W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo (condicéo (ii)

para 0 = o).

Obss: Todo espaco vetorial admite pelo menos dois subespacos (chamados subespacos

triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o proprio espaco vetorial.
Exemplos: Sejam V = Rz2e W = {(X, 2x); X € R}.

Evidentemente, W # @, pois (0,0) € W.

Verifiqguemos as condicdes (i) e (ii).

Para u = (X1, 2X1) e V = (X2, 2X2) € W, tem-se:

LU+ V= (X, 2X1) + (X2, 2X2) = (X1 + Xo, 2X1 + 2X2) = (X1t X2, 2(X11X2)) € W, pois a segunda

componente de u + v é igual ao dobro da primeira.

il o.u=a(xg, 2X1) = (ax1, 2(ax1)) EW, pois a segunda componente de a.u é igual ao dobro da
primeira. Portanto, W é um subespaco vetorial de R2 que representa geometricamente uma

reta que passa pela origem.

Observemos gque ao tomarmos dois vetores u e v da reta que passa pela origem, o
vetor soma ainda é uma reta que passa pela origem. E se multiplicarmos um vetor u da reta
por um niimero real a, o vetor a.u ainda estar nesta reta. O mesmo nédo ocorre quando a reta

ndo passa pela origem. Por exemplo, a reta
W ={(x, 4 — 2xX); X €ER}
ndo € um subespaco vetorial do R2.
Se escolhermos os vetoresu = (1,2)ev=(2,0) de W, temosu +v = (3, 2) € W.
Ainda a.u € W, para a # 1.

Os exemplos destas duas retas sugerem, para qualquer subconjunto W de um
espaco vetorial V, que: sempre que 0 ¢ W, W néo é subespaco de V. No entanto, se 0 € W
ndo nos enganemos pensando de imediato que W seja subespaco de V, pois sera necessario

verificar as propriedades (i) e (ii).
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Para V = R?, os subespacos triviais sdo {(0,0)} e o prdprio R%, enquanto que 0s
outros subespagos (subespacos prdprios) sao as retas que passam pela origem.

Exemplo,: Sejam V = R* e W = {(x,y,z,0); x,y,z €R}. (0,0,0,0) EW
Para u = (X1, Y1, Z1, 0) e v = (X2, Y2, Z2, 0) € W:

. U+ V= (X, Y1, 21, 0) + (X2, Y2, Z2, 0) = (X1 + Xo, V1t VYo, 21+ Z2, 0) € W, pois a quarta

componente é nula.

ii. au = a(xy, Y1, 21, 0) = (axy, ay1, azi, 0) € W, pois a quarta componente é nula. Logo, W é

subespaco vetorial de R*.

Exemplos: Sejam V = M(3,1) e W o conjunto-solugédo de um sistema linear homogéneo a trés
variaveis. Consideremos o sistema homogéneo.
a x+a,y+az=0

Ay X +d,V+a,z=0

g X+ dy,V+agz=0
Fazendo:
dy @y gy X 0
A=la, a, a,| X=|y e 0=|0|, osistema, em notacio matricial, sera dado
ay, @y g z 0

por AX =0, sendo X elemento do conjunto-solugéo W.
X Ay
Seu=X,=|y| e v=X, =y, | sio solugtes do sistema, entdo: AX, =0e AX> =0.

I I3

i. Somando essas igualdades, vem: AX;+ AX,= 0 ou A(X1+ X;) =0 = X+ X, € W, isto €, a

soma de duas solugdes é ainda uma solugéo do sistema.

ii. Multiplicando por o € R a primeira igualdade, vem: a(AX;) =0 ou A(aX;) =0 = aXj €
W, isto €, o produto de uma constante por uma solugéo é ainda uma solucéo do sistema. Logo,

0 conjunto-solucdo W do sistema linear homogéneo é um subespaco vetorial de M(3,1).

2.3. Combinacéo linear
Definicéo 2.5.1. Sejam os vetores vy, v,, ..., 1, 0 espaco vetorial V e os escalares aj, ay, ..., an.
Qualquer vetor v € V da forma a;vi+ apvo+ ... + apvy, € uma combinagdo linear dos vetores

V1, V3, ..., Up.
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Exemplo: Em Py, o polindmio p=5t* —5¢t+7 uma combinaco linear dos polindmios

p,=t"=2t+1, p,=t+2 e p,=2t"—t ,pois p=3p +2p, +p,.
2.4. Subespacos gerados
Definicdo 2.3.1. Seja V um espago vetorial 4=1{v,,v5,....v, }CV, 42 d.

O conjunto W de todos os vetores de V que sdo combinacdo linear dos vetores de A é um

subespaco vetorial de V.

W ={eV;v=aqv; + ayv, + ...+ ayv,; ay,a,,...,a, € R} é dito subespaco gerado

pelo conjunto A.

Notagio: W=[v,1,,...,v, ] ou W =(G{4).

i.vy,V,,..., Uy SA0 ditos vetores geradores do subespaco W.
ii. Por definigdo: A = ® <[] = {0}.

i, A CG(A), ou st e b Db, 1

iv. Todo subconjunto A de V gera um subespaco vetorial de V, podendo ocorrer G(A) =
V. Nesse caso, A é o conjunto gerador de V.

v.Seja W = [v,v,,...,v, |- Ao acrescentarmos vetores de W ao conjunto dos geradores,

0S NOVOS conjuntos continuaréo gerando 0 mesmo subespago W.

vi. A observacdo 5 nos permite concluir que um espaco vetorial pode ser gerado por uma

infinidade de vetores, mas existe um namero minimo de vetores para gera-lo.
2.5. Dependéncia e independéncia linear

Definigdo 2.5.1. Sejam V um espago vetorial,

A ={v],v2,...,vu}CV e av, ta,n+..t+a v, =0,
O conjunto A diz-se linearmente independente (L.I.) ou 0s vetores vy, vy, ..., Uy,
sdo ditos L.I., caso a equacdo acima admita apenas a solucgdo trivial a; =0, a, =0, ..., a, = 0.
Se existirem solucgdes a; # 0 para algum i = 1, 2, ..., n, diz-se que 0 conjunto é linearmente
dependente(L.D.).

2.5.2 Propriedades da dependéncia e da independéncia linear

Seja V um espago vetorial A ={v,v,,...,v, }
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1. SeA={v}cVev#0,entdao A¢L.L

2. Considera-se por defini¢do que o conjunto vazio @ ¢ L.I.

3. Se um conjunto A c V contém o vetor nulo, entdo A é L.D.

4. Se uma parte de um conjunto A cV é L.D., entdo A é também L.D.

5. Se um conjunto A cV é L.1., entdo qualquer parte de A é também L.I.
Observemos que a reciproca desta afirmacao nédo é verdadeira.

De fato, voltando ao exemplo (d), A = {(1,0), (0,1), (3,-2)} temos que qualquer subconjunto
préprio de A é L.I.

AL = {(1,0)}, A2= {(0,1)}, A3={(3,-2)}, Ad= {(1,0), (0,1)}, A5= {(L,0), (3,-2)}, A6 = {(3,-
2), (0,1)}.

Porém verificamos que o conjunto A é LD.

6. Se A={v,v,,...v.} éLIe B={v,v,,...,v,,w} é LD, entdo w é combinagio linear dos

VELOTES V),V ¥, .

2.6. Base de um espaco vetorial

Passamos agora a tarefa de atribuir uma dimenséo a certos espacgos vetoriais.
Apesar de associarmos usualmente dimensao a algo geométrico, precisamos encontrar uma
definicdo algébrica adequada da dimensdo de um espaco vetorial. Isto seréa feito através do
conceito de uma base para o espaco vetorial.
Defini¢cdo 2.6.1 Seja VV um espaco vetorial sobre o corpo R. Uma base de V é um conjunto
linearmente independente de elementos de V que gera V.
Um conjunto B = {v,, v,, ..., v,} © V é uma base do espaco vetorial V se:
i) BéLl,
i) BgeraV.
Exemplo:: B ={(1, 1), (-1, 0)} é base do R%

OBS: quaisquer dois vetores ndo colineares do R?, portanto L.I. formam uma base desse

espaco.

B = {(1, 0), (0, 1)} é base do R?, denominada base canonica.
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Teorema 2.6.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo IF finitamente gerado pelos
elementos do conjunto S = {vy, - - -, vp}. Entdo, podemos extrair do conjunto S uma base para
V.

Demonstracédo - Se {v,,v,, ..., v,} € V sdo linearmente independentes, entdo eles cumprem
as condicOes de base, e ndo temos nada a fazer. Se {v,,v,,...,v,} € V sdo linearmente

dependentes, entdo existe uma combinagéo linear nula.

o+ o+ oepn, = e

com os coeficientes ¢; ndo todos nulos. Digamos que ¢, # 0. Desse modo, temos que

] Ci—1
ey = ——17 — +++ —
e e

he—1

Assim, os elementos vi, - - -, V41 ainda geram V. Se {vi, - - -, V41} for linearmente
dependente, repetimos o processo anterior e extraimos o elemento, digamos v,-;, que é uma
combinacéo linear dos outros. Repetindo esse processo um numero finito de vezes, obtemos
um subconjunto de {vi, - - -, v,} formado com m elementos linearmente independentes {vi, -

-+, Vm} que ainda geram V, com m < n . Assim, obtemos uma base para o espaco vetorial V.

Teorema 2.6.3. Seja VV um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de elementos vy, - - -
, Vo €V. Entdo, todo conjunto linearmente independente de V é finito e contém no maximo n

elementos.

Demonstracdo — Para provar o teorema, basta mostrar que todo subconjunto W de V que

contém mais de n elementos é linearmente dependente. Seja W um tal conjunto.

Em W existem elementos distintos wq, - - -, Wy, com m > n. Como os elementos vy, - - -, Vy

geram V, existem escalares cj; tais que

Tr
wy = E 5 T : =1 - . m
i=1

Consideramos agora uma combinacdo linear dos elementos de W, isto é,

i3 T Tt Tt
a4 o b Aty = E o E City = E E 4 O "
i=l1 i=1

i=1 i=1
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Como m > n, podemos encontrar escalares ay, - - -, am, N0 todos nulos, solugdo do sistema

linear homogéneo

Tt

Zr.‘t-j;r?ujzll] : i=1, «««, 1.

i=1

Logo, ol w1 + - - - + om Wy = Oy com algum ai # 0. Portanto, mostramos que W ¢é um

conjunto linearmente dependente em V.

Definicdo 2.6.4. Dimensdo de um espaco vetorial € o numero de vetores da base de um
espaco vetorial. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo IF. Dizemos que V é um espaco
vetorial de dimensdo finita se V possui uma base finita.

Exemplo:
i. dimR*=2
ii. dimR"=n

iii. dim Mz (R) = 4

iv. dimMpyxp=m-n

v. Seja P, 0 polinbmio de grau n, dimP,=n+1

vi. dim {0} =0, pois {0} € gerado pelo conjunto vazio e portanto ndo possui base.
Observacoes:

i. dimV =neW ésubespaco de V = dim W <n

No caso de dim W = n, entdo temos que W = V.

Caso Particular: Seja V = R®, entdo dim V = 3. A dimenséo de qualquer subespago W do R®
sO podera ser 0, 1, 2 ou 3. Portanto temos:

a. dimW =0, entdo W = {(0,0,0)} € a origem.

b. dim W =1, entdo W é uma reta que passa pela origem.
c. dim W =2, entdo W é um plano que passa pela origem.
d. dimW =3, entdio W = R°.

ii. Se dimV =n, entdo qualquer subconjunto de VV com mais de n vetores € LD.



39

iii. Se soubermos que a dim V = n, para obtermos uma base de V basta que apenas uma das
condicBes de base esteja satisfeita, pois a outra ocorrerd como consequéncia. Ou seja:

a. Se dim V = n, qualquer subconjunto de V com n vetores LI é uma base de V.
b. Se dim V =n, qualquer subconjunto de V com n vetores geradores de V é uma base de V.

Corolério 2.6.5 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, quaisquer duas bases de

V tém o mesmo numero (finito) de elementos.

Demonstracao — Vamos supor que
o= {oy, o, v} e = {wn, e, Wt

sejam duas bases finitas para V.

Como f={vy, - ,VapgeraVey={wy: -, Wn}té linearmente independente em V, pelo

Teorema 2.10.2 temos que m < n.

Por outro lado, como y = {wy, - - -, Wy} gera v e B = {v1, - - -, Vo} € linearmente independente
em V , pelo Teorema 2.10.2 temos que n < m. Portanto, mostramos que m = n, 0 que

completa a demonstragao.
2.7. Exercicios

As questdes abaixo estdo divididas em questdes aplicaveis ao Ensino Superior (1,
3, 5 e 6) e questdes aplicaveis ao Ensino Médio (2, 4 e 7). Mostrando formas de como

explicar este conteddo com complexidades diferentes.

1.Sejaf: R" > R"uma funcdo tal quef(0)=0 elf(u) —f(v)| = |u—v|para

quaisquer u,v € R. Prove:

a) Para todo v € R", tem — se que |[f(Vv)| = |v|

b) Para quaisquer u,v € R" tem — se que < f(u),f(v) >=<u,v >
c) Os vetroes u; = f(ey), ... ,u, = f(e,) formam uma base ortonormal
d) Paratodov = x;e; + -+ + X,e, € R", tem-se < f(v),u; > = x;, logo
f(v) = xquq + -+ + xquy

e)f: R™ - R" é um operador linear, logo é ortogonal
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Uma funcdo g: R™ —» R"chama-se uma isometria quando |[g(u) —g(v)| = |u — v|para
quaisquer u,v € R™. Conclua que todo isometria tem a forma g(v) = A.v + b, onde
A: R™ - R"™ é um operador linear ortogonal e b € R™ é um vetor constante (independente
de v)

Solucéo:

a) Oraparatodo v € R™"temos que |f(v)| = |f(v) + 0] =|f(v) + f(0)| = |v+ 0] = |v|
b) Observe que:
lu—vPP=<u—-vu—-v>=<uu>-2<uv>+<vV,v>=

=lulf-2<uv>+p? sa<uv>= %(Iul2 + |v|? = lu — v]?).
Assim, <uv>= §(|u|2 Fv2=|u—v|?) = §(|f(u)|2 + ()| —

If) — fWI*) =
=< f),f(v) >.
c) Peloitema) |u;| = [f(e)| = |e;| = 1 epeloitemb) <u;,u; >=< f(ey), f(ej) >=
=<e;,e >= §;.Logo {uy, ..., u,} € uma base ortogonal.
d) Para v =1x.e; + -+ x,e, temos < f),u;>=<fW),f(e)>=<v,¢;>=x;
sendo assim, considerando o vetor x;u; + -+ + x,u, , temos que
<f)—(quy + -+ xu)u; >=< f(v),u; > —<xquy + -+ xu,,u; > =
= x; —x; = O para cada i. Portanto f(v) — (xquqy + -+ x,u,) = 0=
= f() = (e uy + - + xUy)
e) Dadosv = x;e; + -+ x,e,€ W= y,e; + -+ y,e, temos
v+ Aw = (x; + Ayy)es + -+ (x, + 1y, e, € assim pelo item anterior:
f+aw) = (g + AyDug + -+ (e + Ayp)u, =
= (xquq + -+ xuy) + Auy + -+ youy,) = f(v) + Af(w). Logo, f é operador

linear. Como f preserva distancias, temos que f é ortogonal.

Por fim, se g : R™ - R"satisfaz |g(u) — g(v)| = |lu — v|, tomando b = g(0), a funcdo
dada por A(v) = g(v) — b satisfaz A(0) = 0 e |[A(w) —AW)| = |lglw) —gw)| =

|lu — v|. Logo, A é operador ortogonal. Dai temos g(v) = A.v + b.
2. Seja Ty: R > R? a rotacdo de angulo 0, no sentido anti-horério dada por:
To(X,y) = (x cos 8 — ysen 8 |x sen 8 + ycos6)

Verifique que:
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a) Ty (0,0)=(0,0)

b) |Te(w) = To(M)| = lu—vl
¢) To(w)] = |ul

d) (To(w), To(v) ) = (w,v)

Solucéo:
a) Ty (0,0)=(0,0)
Ty (0,0) = (0.cos & — 0.sen #, 0.sen & + 0.cos #) = (0,0)

b) ITe(uw) = To(W)| = |u — v

u=(ab) v =(c,d)

To (v) = (a.cos 0 — b.sen 6, a.sen 6 + b.cos 6)

To(v) = (c.cos 0 —d.sen 6, c.sen 0 + d.cos 0)

|To(u) — To(v)| =|(a+ c)cos 8 — (b + d)sen6,(a+c)sen 8 + (b + d)cos 6)|
[(a+c)sen 8 + (b + d)cos 6]

JI(a+c)sen® + (b+d)cos ]2+ [(a + c)sen + (b + d)cos 6] 2

J(a+c)2(sen?60 + cos?) + (b + d)?(sen26 + cos20

Ja@+to)2+b+d)?2=|(a+cb+d =|(ab)+(cd)|=u-v

¢) [T = |ul u=(xy)

|To(x,¥)| = |(xcos6 — ysenB, xsenf + ycos0|

J (xcos8 — ysend)? + (xsenf — ycosH)?

Jx2(sen20 + cos?6 + y2(sen?6 + cos?0) =/x% +y2 = |(x,y)| = |v|

d) (Tg(w), Tg(v)) = ((acos@ — bsen6,csend + bcos0), (ccosd — dsenb, csenf + dcos0))
= (acos@ — bsen®)(ccosf — dsenf) + (dsenf + bcos8)(csenf + dcos0)
ac + bd = ((a, b), (¢, d)) = (w.v)

3. Dado o vetor unitario u € R™ prove que o operador H, : R™ — R" definido por H,.v =
v—2 < wv,u>.u, é ortogonal (reflexdo em torno de {u}*). Dados os vetores v # w em R”,
|v] = |w|, mostre que, tomando u = (v—w)/|v—w]|, tem-se H,.v=w. Determine a

matriz de H, em funcdo das coordenadas de u.
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Solucéo:

Para mostrar que H, € ortogonal, mostraremos que H, preserva produto interno: dado

v,w € R", temos que:

<H,W),H,W) >=<v-2<vu>uw-2<w,u>u>=
=<pv,w>-2<wu><nvu>-2<nu>x<uw>+tH<vu>x<wu><uu>=
=<vyv,w>—4d<wu><v,u>H<vu><wu>=<v,w >,

Agora, sejau = (v—w)/|v—w]|. Tomando @ = |v — w|temos v =w + «a u.

Dai, Hyv=v-2<vu>u=w+ au—-2<w+ au,u>u=
=wH+au—-2<wu>u—-2a<<uy,u>u=w+au—-2<w,u>u-—2au=
=w—-—(a—-2<w,u>)u

Mas note que |w|? = [v|? =<w+ au,w+ au>=|w|? +2a <w,u > +a?|ul|? =
= |w|* + 2a < w,u > +a?

Isto implicaque 2a < w,u >+a?=0=>2<w,u> +a

Portanto H,.v =w

Por fim, no exercicio 1 do capitulo anterior a matriz de H, em funcdo das coordenadas de u.

Seu = (ay,...,a,), teremos

1-— 2a1a1 2a1an
[I-2P]:( : : )zl—ZuuT

2a,a4 o 1—=2a,a,

4. Fixado o vetor unitario u = (0,1), seja H, : R* R? o operador definido por H, = v-2< v,u
>.uU. mostre que:

a) Huxy)=(x-y)

b) Se A é a matriz de Hy em relagédo a base canénica, o= {(1,0), (0,1)}, entdo Al=1,

c) Se B ¢ amatriz de Hu em relagdo a base B = {(1,2), (3,4)}, entdo BZ =1l

d) Em geral H2=I

Solugéo:
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a) Hy (x)y) = (xy) — 2 < (xy), (0,1)>. (0,1) = (x,y) — 2(x.0 + y.1) . (0,1) = (x,y) — 2y(0,1) =
(xy) = (0, -2y) = (x, -y)

b) a = {(1,0), (0,1)}

¢) Huwo = (1,0)

d) Hyoy = (0, -1)

A:((l) —01)
K= 26 2D=010 011)=0 D="

o p=1{(12), (34)
Hu(1,2) = (1, -2) = a(1,2) + b(3,4)
Hu(3,4) = (3, -4) = ¢(1,2) + d(3,4)

{a+3b=1 {c+3d=3
2a+4b = =2 2c+4d = —4
a=-5 c=-12

b=2 d=5

_(a ¢\_ (=5 -12
b= =3 75)

_ (=5 -—12 -5 —12\_/-25-24 60-60)\_ (1 0\_
ﬁ_(z 5 )(2 5 )_(—10+10 —24+25)_ (0 1)_'2
d) Hi(x,y) = Hy(Hu(xy) = Hu(x,-y) = (xy) = 1(x,y)
5. Seja E um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno. Em uma fungéo
S : E — E chama-se semelhan¢a quando existe um numero r > 0 (chamado de razdo de
semelhanga) tal que |S(u) —S(v)| = rlu—v| para quaisquer u,veE. Se S é uma

semelhanca de razdo r, prove que existe um operador ortogonal A:E — Ee um vetor b € E

taisque S(v) = r.Av + bparatodov € E.
Solugéo:
Considerando T = %.S, temos que |[T(u) —T(v)| = %.S(u) —%.S(v) = %.rlu —v| =

|lu — v|. Logo T é uma isometria, e como foi visto no exercicio 14.4, existem A:E - E, b’ €

E, com A operador ortogonal tais que:

T(v) = Av + P’ =>%.S(v) =Av+b=>SWw)=rAv+r.b=>5w)=r.Av+b
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Observe o caso particular:

Se=2 Ty é a semelhanca de razéo 2.

Sg(u) - Sg(v) =2 Tg W - Tg W) = 2|u - Ul

Obs.: Geometricamente a distancia entre os vetores u e v dobra.
6. Seja A uma matriz ortogonal n x n.

) Prove que A: Myn) = My defina por Ax = ax™ + xa™ é transformagéo linear cuja

imagem é conjunto das matrizes simétricas.

b) Prove que, dada uma matriz se M, x ) O cOnjunto das matrizes x tais que ax™ + xa™ = s é

uma variedade afim de dimenséo n(n — 1)/2 no espago vetorial M, x ).
Solucéo (a):

Dados x,y € Mg, x )€ A € R, temos:

Ax+Ay) =alx+ )T+ (x + Ay)a’ =alx" + y") + (x + Ay)a” =
=axT + xa” + A(ay” + ya") = Ax + 1Ay .

Logo, A é transformacdo linear. Agora dado z € Im(A) temos z = ax” + xa” para algum
X € Mty x ) e assim 2T = (ax™)T + (xa")T = xa” + ax” = z.

Temos que z é simétrica. Sendo agora Z uma matriz simétrica tomando x= ? temos:

zZa VA VA VA VA
—)aTza.aT.—+a.aT—=—+—=Z
2 2 2 22

Ax = axT + xa® = a(?)T + (
A penlltima igualdade se deve ao fato de termos a.a” = I pois é a ortogonal.

Solucéo (b):

SejaagoraV = {x € M, )/ Ax = s}. Primeiro observe quese x,y € Ve t € R, entao:

All-x+tyl=A1-t)Ax +tAy = (1 —t)s+ts =s.

Logo, (1 —t)x +ty €V o que implica que V é variedade. Agora, dado x, € V vamos

mostrar que V = x, + N(A). De fato, dado y € V, temos que:

A(y —x9) = A(y) — A(xp) =s —s=0.
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Logo, y —x, € N(A) = y € N(A). Por outro lado, dado y € x, + N(A4), temos y = x, + 1,
r € N(A) e dai:

Ay = Axg + A.v = Axg = s.

Logo, y € V. Concluindo a igualdade. Assim temos dimV = dim N(A) e por fim, sabendo

pelo item (a) que Im(A) = S (conjunto das matrizes Simétricas), e que dim S = "(n+1), temos
pelo teorema do ndcleo e da imagem, que:

. : . 2 n(n+1)
dim(Ma, x ny) = dim(N(A)) + dim(Im(4)) = n? = dim(N(4)) + ———=

2

nn+1)
=

1)

= dim(N(4)) = n? = dim(N(4)) = n(nT_

n(n-1)
2

logo, dim(V) = dim(N(4)) =

0 -1
1 0

1 2

. _ E:
7. Sejama—A2 ( 5 1

) ortogonal e s = ( ) Determine, uma matriz x tal que

ax'+xa'=s

G DG DG JC =G DG ) p)

= G i> (rrinq ng)q>: G i)
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3. CONCLUSAO

Pela observacdo dos aspectos analisados conclui-se que existe uma grande aplicacdo do
contetido de Algebra Linear no Ensino Médio tendo como base os Capitulos apresentados e
como aplicacdo, a resolucdo de alguns exercicios interessantes e facilmente trabalhaveis nos
anos derradeiros da educacdo basica, fazendo assim uma conexdo da Matematica vista no
Ensino Superior e a Matematica vista no ensino médio, que parecem duas materias distintas,
tendo em vista a falta de ligacdo entre algumas as disciplinas apresentadas e o nivel
apresentado e cobrado durante o curso. Em virtude do que foi mencionado percebe-se que 0s
professores podem fazer uma relacdo entre os conteudos incentivando os alunos a
compreender aspectos das estruturas de Conjuntos, avaliar as distintas formas de
argumentacdo, as varias maneiras de correlagdo do raciocinio, provocar a curiosidade, tendo
em vista 0 aumento de um entendimento da matéria apresentada e para que tais fatos ocorram
as disciplinas devem estar conectadas e as analogias de teoria e pratica devem ser manifestas

na esséncia das disciplinas.
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