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“As abelhas... em virtude de uma certa in-
tuicao geométrica ... sabem que o hexagono
¢ maior do que o quadrado e o triangulo e
conterd mais mel com o mesmo gasto de ma-

terial” (Papus, de Alexandria).



RESUMO

O objetivo deste trabalho é construir exemplos em R? e R? de reticulados com mdxima,
densidade de centro. O primeiro capitulo é destinado a introduzir os conceitos de reti-
culado em R", o de empacotamento esférico, bem como apresentar algumas propriedades
gerais. O segundo capitulo é destinado a construgao dos exemplos mencionados acima a
partir das raizes de polinémios quadréticos e ctbicos em Z[x]. No apéndice se encontram
uma analise do discriminante de um polinémio ctibico e uma demonstracao do volume de

uma esfera n-dimensional.

Palavras-chave: Densidade de Reticulado. Empacotamento esférico. Corpos de ntimeros.

Polinomios.



ABSTRACT

The objective of this work is to build example in R? and R? with lattices with maximum
center density. The first chapter is supposed to introduce the concept of lattices in R”
and spheric packing, as well as present some general properties. The second chapter is
done to the construction through the roorts of quatratic polynomials and cubics in Z[z].
In the apendix we find an annalisis of the discriminant of a cubic polynomial and a de-

monstration of a n-dimentional sphere.

Keywords: Density of lattices. Sphere packing. Numbers field. Polynomials.
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1 INTRODUCAO

E costume dizer que problemas de teoria dos niimeros sao muito faceis de enunciar
e muito dificeis de se resolver. Um exemplo disso é o famoso tltimo teorema de Fermat.
Outro exemplo que deve ter tirado o sono de muitos matematicos é a conjectura de Kepler.
Tal conjectura diz que a melhor disposicao de esferas com o minimo de desperdicio de
espaco é a piramidal. A origem dessa conjectura data de 1611, quando o astronomo e
matematico alemao Johannes Kepler (1571 - 1630), em um ensaio sobre a constituigdo
da matéria, afirmou que uma tal disposi¢ao seria a mais justa possivel e nenhum outro
arranjo teria mais esferas no mesmo contentor. Kepler, no entanto nao conseguiu provar
tal afirmacao. Foi Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) o primeiro a dar uma prova, embora

nao completa para o problema.

Apos tres séculos de tentativas de se provar essa afirmacao, no Congresso Inter-
nacional de Matematica de 1900 em Paris, David Hilbert, o maior matematico de entao,
o colocou na sua lista dos 23 grandes problemas que deveriam nortear aas pesquisas ma-
tematicas no século XX. A conjectura de Kepler passou a ser o décimo oitavo problema
de Hilbert: Qual a maneira mais densa, no espaco, de arrumarmos um numero infinito de

solidos iguais de uma dada forma?

Em Agosto de 1998, Thomas Hales, da Universidade de Michingan, anunciou uma
prova da veracidade da afirmacao de Kepler. O trabalho de Hales envolve uma intensa
analise computacional. O veredicto, no entanto, ainda permanece em aberto. O leitor
mais interessado pode consultar [5]. O que faremos neste trabalho é darmos exemplos de

reticulados, em dimensao dois e trés, com densidades maximas.
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2 RETICULADOS EM R"

2.1 Reticulados em R"

Dados m vetores linearmente independentes vy, v, ..., v, € R™, o reticulado gerado por

esse vetores é o conjunto

H(vy,...,0,) = {Zaivi;al € Z} .
i=1

Diremos ainda que vy,...,v, é uma base do reticulado. Quando m = n diremos que

H(vq,...,v,) é um reticulado completo.
Exemplo 2.1 Considere vy = 1. Temos H(vy) = Z.
Exemplo 2.2 Reticulado gerado pela base canoénica de Z>.

Exemplo 2.3 Reticulado hexagonal no plano gerado pela base {(1, 0), (%, \/7‘3’)}

O nome hexagonal desse reticulado € devido ao modo como ele pode ser cons-
truido. Iniciamos com o reticulado Z x {0} C R2. Considere os pontos A = (—1,0),
B = (0,0), C = (1,0) e duas retas perpendiculares ao eivo x nos pontos médios de AB
e BC. Tomamos as duas retas que passam na origem e de coeficientes angulares Te
%’r. Considerando os pontos A, C e os pontos de intersecao dessas retas com aquelas ou-
tras duas retas perpendiculares, obtemos um hexdgono com centro na origem. Procedendo
do mesmo modo em cada ponto (2k,0), obtemos uma sequéncia de hexdgonos ao longo
do eixo x. Fazendo o mesmo em cada vértice desses hexagonos obteremos o reticulado

mencionado.



11

Exemplo 2.4 Reticulado face centrado ciubico. Este reticulado € gerado pela base
{(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.

Exemplo 2.5 Reticulado A,,n > 1.

Seja Ap = {(z1,29,...,Tpny1) € Z" Y 0 + 29+ -+ 21 = 0}. nao € dificil perceber que
A, € um subgrupo discreto do R™! e portanto um reticulado. Uma matriz geradora para
A, é

-1 0 0
-1 0
0
M = 0 0
-1
e 1
L Jd (n+1)xn
Veja que se vy, vs, ..., v, Sao 0s vetores colunas de M, entao
QU + QU + -+ apv, = 0= (—04170414—0(2,...,0(”_1 _anaan) 207
ou seja, a; = Vi =1,...,n. Observamos ainda que
[ 2 0 0 0
-1 2 1 0 0
0o -1 2 0 0
MM =
2 1
0 0 O- -1 2
- d nXn




Para o cdlculo do det M consideramos a matriz

onde v = (1,1

obtemos

Sejam wy, ws, .

obtemos

Por outro lado,

Logo,

g Ly

det(A) = (—1)"

—1

0
0

1

8
0 0
-1 1
0 0

.y Wpy1 as linhas da matriz anterior. Substituindo wy,q por

W = Wy 4wy + 2wz + 3wy + - -+ + NWpt

det(A) = (—1)"

1 -1 0

1 1 -1
At 1 0 1

1

1

e}
|

—_

—_

12

., 1) € R Permutando a primeira linha com as linhas inferiores
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1 0
(n+1)% = det n
0 Mt M

det(M'M) =n +1.

Acima usamos alguns fatos elementares sobre matrizes em blocos.

Salientamos que os reticulados mais densos em R? e R? sdo Ay e As, respectivamente (ver
[1], pdg. 164,Teo 2). Para os casos n = 2 e n = 3 obtemos reticulados equivalentes ao
reticulado hexagonal e o reticulado face centrada cubico. Este tultimo é encontrado, por
exemplo, na estrutura atomica do ferro. Ja o reticulado hexagonal € encontrado nos favos

de colméias.

Seja agora A = (a;;)mx, Uma matriz. Vamos designar por vy, ..., v, seus vetores colunas.

Temos
n
ZO%’UZ‘ = (Oéj : @ij)mm =A-x,
i=1
onde x = (ay, ldots, o) € 7.

Passaremos a escrever o reticulado gerado por vy, ..., v, € R" como
H(A) ={Az;z € Z"},

onde A sera chamada a matriz geradora do reticulado.

Proposicao 2.1 Seja H o reticulado gerado pela matriz A = (a;J)mxn. Suponha que
B = (bij)mxp gere o mesmo reticulado, isto é, H(A) = H(B). Entdo p =n.

Prova: Consideramos os subespacos vetoriais de R™:
(A) ={Az;z € R"} e (B)={Bzx;z € R}.

Se n > p entao como cada v; = (aj, ..., an;) € H(B) C (B), deve-se ter que o conjunto
{v;} é linearmente dependente, o que é uma contradi¢ao. Logo sé pode ser n < p. Do
mesmo modo, supondo que p > n, como cada u; = (byj,...,by;) € H(A) C (A), deve-se

ter que o conjunto {u;} é linearmente dependente. Portanto p < n. 0

A proposicao anterior nos mostra que duas bases quaisquer de um mesmo reti-
culado tem o mesmo numero de elementos. A este nimero chamaremos posto. Se H
¢ um reticulado em R™ cuja base contém n elementos escrevemos posto(H) = n. Duas
bases de um mesmo reticulado sao ditas equivalentes. passemos agora ao conceito de

paralelepipedo fundamental.
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Seja H(A) um reticulado com A = (a;;)mxn- O paralelepipedo fundamental é
P(A) = {Az;0 < |z] < 1}.

Proposigao 2.2 Seja H(A) um reticulado com A = (aij)mxn- Dados n vetores linear-
mente independentes by, ..., b, € H(A), entdo esses vetores formam uma base para o
reticulado se, e somente se, P(B)NH(A) = {0}, onde B é a matriz cujas colunas sdo os

vetores by, ..., by,.

Prova: Suponhamos que {b1,...,b,} seja uma base de H(A). Entdao H(A) N P(B) =
H(B)N P(B). Ora, um elemento y € H(A)N P(B) é combinagao linear, com coeficientes
inteiros dos vetores by, ...,b,. Por outro lado, y é a combinagao linear com coeficientes
em [0, 1), dos mesmos vetores. Portanto y = 0. Reciprocamente, se H(A) N P(B) = {0},

como posto(H) =n e by,...,b, sdo linearmente independentes, entdo dado x € H temos

n
T = Zaibi, com «; € R.

i=1

n

Agora o vetor y = Z[Ozi]bi € H. Portanto o vetor

i=1

n

rT—y= Z(ai — [a])b; € H.

=1

Como «; — [a] € [0,1), entdo z —y € P(B), ouseja, x —y € P(B)NH.

Logo = = y. U
Observacao 2.1 A afirmacao de que x € H implica que x =Y . o;b;, com a; € R
seque do fato de que H C (by,...,b,). Esta inclusio por sua vez decorre do sequinte: para
cadai=1,...,n tem-se b; = > | a,ja;, ou seja

Q11 Q2 o Qag ay b
Qg1 Qg2 -+ Qg az ba
Qn1 Qpz - Qpp Qp bn

Agora, seja T : (A) — (B), linear e tal que Ta; = b;. entdo a matriz de T em relagdo a

essas bases € M = (a;j)nxn. Como T € invertivel entao A= M~'- B.

Assim, se x € H tem-se v = Y., a;a; e da igualdade A = M~ - B concluimos

que x € (by, ..., by).
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2.2 O Determinante de um Reticulado

Uma matriz A € Z"* é chamada de unimodular quando det(A) = 1.
Proposicao 2.3 Se A é uma matriz unimodular entio A~ também é unimodular.

1 — —
Prova: Lembremos que A~! = m - A, onde A é a transposta da matriz dos cofatores
e

de A, isto é, A = (A;;)t, onde
Ay = (=1)" - det(Dy;)

e D;; é a matriz que se obtém de A retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna.
(—1)i+j . det(Dl])
det(A)
as entradas de A sao todas inteiras. Por outro lado a equacao A - A~' = I nos da
det(A™) = £1. O

Assim, as entradas de A™! sdo da forma . Como det(D;;) € Z

Proposicao 2.4 Sejam H e L reticulados em R™ gerados pelas matrizes A e B em R™*"
respectivamente. Entao A e B sao equivalentes, se e somente se, A= B -C, para alguma

matriz unimodular C'.

Prova: Suponhamos que H = L. Entao para cada vetor coluna b; da matriz B tem-se que
b; € H. Isso nos diz que existe uma matriz C' € Z" tal que B = A - C'. Do mesmo modo
existe uma matriz D € Z" tal que A= B-D. Dai B=A-C = B- D -C. Multiplicando
por B, temos B'- B=B'-B-D-C,oquenos did B"-B=(DC)"-B*-B-(D-C)e

det(B' - B) = det(DC)" - det(B" - B) - det(DC) =
= (det(B))* = (det(DC))? - (det(B))?* = det(DC) = +1.

Logo D e C' sao matrizes unimodulares. Suponhamos agora que A = B-C, onde C' é uma
matriz unimodular. Observe que cada vetor coluna de A é um elemento de L. Para ver

isso basta perceber que
n
aij =Y ki biki C = (Cij)nxn:
k=1

Assim, a j-ésima coluna de A sera
aij b1y bio bin
a9 bio bao bon,

:Clj . —|—ng . +"'+ij

Qg bml bm2 bmn
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Logo, H C L. Por outro lado, como C' ¢é invertivel entao B = A-C~!. E com o mesmo

argumento concluimos que L C H. 0

Como consequéncia dessa proposicao temos que H(A) = Z™ se, e somente se, A é
unimodular. De fato, se A é unimodular, como A e [, sdo equivalentes, entdao H(A) = Z".
Por outro lado, se ocorre H(A) = Z", entao A e I, s@o equivalentes, o que nos da que

A=1,-C, onde C é uma matriz unimodular.

Seja H o reticulado gerado pela matriz B € R™*". O determinante de H é

det(H(B)) = \/[det(B" - B)].

Observemos que o determinante de H nao depende da base. Seja A uma outra matriz

geradora de H, entao A = B - C, para alguma matriz unimodular C'. Assim,

det(H(A)) = +/|det(A?- A)

Definimos o volume do paralelepipedo (regiao) fundamental por

vol(H) = det(H).

2.3 Empacotamento

Seja H um reticulado de posto n em R™. Um empacotamento esférico de H é uma colegao
de bolas fechadas tais que duas quaisquer dessas bolas se intersectam em no maximo um
ponto. O ponto de empacotamento é o maior p > 0 tal que B(x, p)NB(y, p) = 0 quaisquer

que sejam x,y € H. A distancia minima entre pontos de H ¢é de

din(H) = min{|z —y|; 2,y € H,x # y}.

~ . . . dmin H
Proposicao 2.5 O raio de empacotamento de um reticulado H é #

dmin (H)
2

e algum y em H. Entao

Prova: Seja p = . Suponhamos que exista u € B(z, p) N B(y, p), para algum x

|z —y| < |u—2|+|u—yl|
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Como |u—z| < pe|u—y| < p, temos |z —y| < dmin(H), 0 que é uma contradi¢ao. Assim
B(z,p) N Bly,p) = 0,Vz,y € H. Seja r > p, mostraremos que existem pontos distintos
z,y € H tais que B(z,p) N B(y,p) # 0. Tomemos z,y € H tais que |x — y| = dupin(H).
Seja h = xT-I—y Entao

y—x
2

R e R R BV

Logo h € B(x,p) N B(y, p). O

Denotaremos por Ay e d;, a densidade de empacotamento e a densidade de centro,
respectivamente cujas definicoes sao
UnP Ap P

Bu = vol(H) ¢ o= U vol(H)’

onde vol(H) = det(H) e v, é o volume da esfera unitdria em R™ e py é o raio de

empacotamento de H. Para uma prova do volume da esfera consulte o apéndice.
Proposicao 2.6 Seja H um reticulado de posto n em R™. Entdao

a) NH é um reticulado de posto n;

b) Axg = Au, 6y =0 € pag = |A| - pu-
Prova:

a) Basta observar que {ej,...,e,} é a base de H entao {Aej,..., ey} é a base de AH.

b) Observemos que:

1. vol(AH) = /[ det|(NH)E - (NHD]| = |A™ - vol (H);

2. dpin(AH) = min{| \z — M\y|; 2,y € H,x # y} = |Ndmin(H).

Dai temos prg = |A|pm e

_ onl(Alpm)™ A" - vnply

Ayg = = = A" Apg.
M ol (AH) |A|™ - vol(H) Al n
_ BAam _ (Ales)" _ynen
Oi = v, vol(AH) A o

O

Observacao 2.2 Consideremos o reticulado hexagonal do exemplo 2.3. Para esse reticu-

L . . . T
lado € facil observar que seu raio de empacotamento é p = 3 Temos entdo que A = ——

1 2V3

0= ——.
e Ve
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Observacao 2.3 Para o reticulado face centrada podemos calcular o raio de empacota-

2
mento usando um pouco de geometria espacial. Temos p = 5 € assim A = 7r6 e
2
5= Y2
8
Observagao 2.4 Para o reticulado A, como |v;| = V2,i=1,...,n e pela proposi¢io
2
2.2 seque que o raio de empacotamento € p = 5 Assim teremos para densidade de
2—n/2 7.[.n/2 . 2—n/2
centro 64, = e para o densidade de empacotamento Ay, = ————, n for

vn+1

on/2 . p(n=1)/2 . (n=Ly)

nl-vn+1

Salientamos que os reticulados hexagonal e face centrado sao os de mais alta densidade

HWVarT

par e Ay, = , sen € impar.

em R? e R3, respectivamente.

2.4 Os Subgrupos Discretos do R

Esta segao é dedicada a provar que os tinicos subgrupos discretos de R™ sao os reticulados

de posto n < m, para isso estabeleceremos inicialmente alguns fatos sobre médulos.

Seja R um anel, um R-moédulo esquerdo é um grupo abeliano A munido de uma

funcdo f : R x A — A tal que
a) f(r,a+b)= f(r,a)+ f(r,b);
b) f(r+s,a) = f(r,a) + f(s,a);
c) f(r. f(s,a)) = f(rs,a).

Quando R uma unidade 1 e vale que f(1g,a) = a, para todo a € A, chamamos A de
R-modulo unitario. Um subgrupo B C A nao vazio é dito submoédulo de A quando B é
subgrupo de A e f(r,b) € B, para todo b € B. Para X C A, o submédulo gerado por X

é a intersecao de todos os submodulos que contém X.

Recordemos agora o conceito de médulo livre. Seja A um anel comutativo e [ um
conjunto de indices. Denotamos por A’ o conjunto de todas as funcoes de I em A pro AU
o conjunto de todas as sequéncias (a;);cs, tais que a; = 0, exceto para um numero finito
de indices i € I. E claro que AD ¢ Al ocorrendo a igualdade apenas quando I é finito.
Observe ainda que AY) é submédulo de A’ (quando encaramos A’ com uma estrutura de

soma componente a componente e uma multiplicacdo pro escalar).

Para j € I a sequéncia e; = (8;5)ier, tal que 6;; = 1 e 6;; = 0, se i # j estd

em AD. todo elemento (a;;);e; de A tem uma tinica expressiao como combinacio linear
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finita dos e;, ou seja,
(aij)jer = Y _ aje;.
jel

Ao conjunto {e;};er nés chamaremos de base canonica de AD).

Seja A uma anel, M um A-médulo e a familia (z;);cr, com z; € M. Para cada

elemento (a;);er de AW agsociamos o elemento Z a;x; de M. Obtemos dessa forma uma
i

aplicacao ¢ : AD — M que é linear.

Um subconjunto X C M ¢ dito linearmente independente quando para x; € X e
a; € A tem-se a implicacao

Z(li[)’}i =0= a; = O,VZ
i

Observemos ainda que

L () = i3
2. (2)ier é linearmente independente se, e somente se, ¢ é injetiva;

3. (x;)ier gera M se, e somente se, ¢ é sobrejetiva. Quando ¢ é uma bijegao dizemos
que (z;);er é uma base de M. um médulo M que tem uma base é chamado de

moédulo livre.

Se A tem uma identidade entdo o A-médulo M tem uma base (ver [6], cap. 4, teo 2.1).
Mas, em geral, um médulo sobre um anel nao necessariamente possui uma base, com por
exemplo o anel Z/nZ, para n # 0,1. Um A-médulo M que possui uma base é chamado

de mdédulo livre. A cardinalidade da base é chamada de posto.

Lema 2.1 Um subgrupo H do R™ ¢ discreto se, e somente se, H N K € finito para todo
compacto K C R™.

Prova: Se H é discreto e H N K é infinito para algum compacto K C R™, entao existe
uma sequéncia x,, € H N K de elementos distintos. Como K é compacto essa sequéncia
possui ponto de acumulagdo em K. Logo, dado ¢ > 0 tem-se |z, — x| < €, para r
e s suficientemente grande. Mas isso é uma contradicao ja que existem bolas abertas
e disjuntas contendo z, e x5. Reciprocamente, se H N K ¢ finito para todo compacto
K C R™, entao tomando p € H e K = B[p, 6| com § > 0 temos que HNK = {py,...,p,}
é finito. Tomando 6 < min{|p — p;|;1 < j < r} vem que H N B[p,d] = {p}. Logo H é
discreto. O

Lema 2.2 Se R é um anel com identidade e A é um R-mddulo unitdrio, entao o submaddulo
gerado por X C A é

(X) = {Zriai;n € R,a; € A}.

=1
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Uma demonstragao detalhada desse lema pode ser encontrada em [6], cap. 4, Teo. 1.5.

Proposicao 2.7 Seja H um subgrupo discreto do R™. Entao H é um reticulado de posto

n<m.
Prova: Tomemos em H a maior quantidade possivel de vetores linearmente independen-

tes, digamos eq,...,e,. Seja K = {Z age;; a; € 0, 1]} Observe que K é compacto,

uma vez que K é a imagem de f : [01] — R™ dada por f(aq,...,qn) = Zaiei.

Agora, pelo Lema 2.1 temos que HNK ¢é finito. Sejaxz € H. Como H C (H) entao
x = Z)\ e;, com A € R. Como ¢; € H e H é subgrupo de R™ entao y = Z[Ai]ei € H.

=1 =1
n

Logo z —y = Z()‘Z — [Ni])e: € H. Mas \; — [\;] € [0,1] e entdo x —y € K. Portanto
i=1
r—ye HNK.

Agora definamos, para cada j € Z,x; =j - x — Z[j - \ile;. Temos
i=1

n

=Y (G-A—[j-MeeHNK.

=1

Para j = 1 temos x; = v — Z[A-]ei, ou seja, r = x1 + Z /le;. Pelo Lema 2.2, ltima

=1
igualdade nos diz que o Z-médulo H é gerado por H ﬁ K Ora, como esse conjunto é

finito e x; € H N K, para todo j € Z, entao existem j, k € Z distintos tais que z; = .

Disso decorre que

n n

i=1 i=1

G-k = (0N~ k- ADe,

—k)- Z/\iez' = Z(U A = [ - A

Comparando os coeficientes obtemos

] — [k

A=
ji—k

€ Q.

Assim, todo elemento x € H, em particular os elementos de H N K, é combinagao linear

com coeficientes racionais dos elementos eq, ..., e,.
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Mas H é gerado como Z-modulo pelo conjunto H N K. Como H N K é finito,
podemos tomar o minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes de cada

elemento em H N K. Seja d esse minimo multiplo comum. Temos entao

dH C zn:Zei C H.

=1

n
Como o Z-médulo dH tem o mesmo posto que H, segue que H = ZZei. [sso mostra
i=1
que H é um reticulado de posto n, gerado por {ey, ..., e,}. O
Uma aplicacdo desse resultado é o seguinte: Seja t = (6,...,60,) € R™ tal que
pelo menos uma das coordenadas é irracional. Seja (eq,...,e,) a base canénica de R™ e
H o subgrupo de R"™ gerado por (ey,...,e,,t). O grupo H nao é discreto, pois se fosse
o método empregado na proposicao anterior deveria nos dd uma expressao para t como
combinagao linear de coeficientes racionais dos e;’s, o que ¢ um absurdo. Portanto, para
todo € > 0 existem inteiros p; € Z,q € N, q # 0 tal que |¢0; — p;| < &, o que significa que
n.
0, — —

< -, paratodoi=1,...,n.

€
q

n; 1 . .
Observemos que, simplesmente escolhendo os multiplos — de —, nds obteriamos uma
q q
aproximacao
n;
0, — —
q

1
< 2—,ni € 7 para todo g > 0.
q

2.5 Elementos Inteiros sobre Anéis e Elementos Algébricos sobre

Corpos
Esta secao e a proxima sao dedicadas a estabelecer alguns resultados da teoria algébrica
dos niimeros que serao necessarias para a construcao de reticulados via corpos de nimeros.

Seja R um anel e A um subanel de R. Um elemento x € R é chamado de inteiro
sobre A se existe um polindbmio monico com coeficientes em A do qual ele é raiz, isto é,

existem ag, aq,...,a,_1 € A tais que
2" 4 Ay 2" 4 a4+ ap = 0.

Se P € Alz] é tal que P(x) = 0, nds dizemos que esta tltima igualdade é a equagao de

dependéncia integral de = sobre A.

Proposicao 2.8 Seja R um anel, A um subanel de R e x € R. As sequintes condi¢ies
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sao equivalentes:

a) Existem ag,aq,...,a,_1 € A tais que

"+ ap 2" -+ ayr + ag = 0.

b) O anel Alz] é um A-mdédulo do tipo finito.
c) Ezxiste um subanel B de R que contém A e x e que é um A-mddulo do tipo finito.

Prova: Seja M o A-médulo de R gerado por 1,z,...,2"" % Por (a), 2™ € M. Multipli-

cando a equacao de dependéncia integra de x sobre A por 27, nés obtemos

I'TH—J = —an_1$n+]_1 —_— e — CLQZL‘].

Usando indugao sobre j temos que 2" € M, para todo j > 0. Como A[z] é um A-mdédulo

k

gerado por 2" nds vemos que Alx] = M.

Isso mostra que (a) implica (b). A implicacdo (b) = (c¢) é imediata. Provemos

que (¢) = (a).

Seja (yi, - .., y,) um conjunto de geradores de B como moédulo sobre A, ou seja,
B = Ay, +---+ Ay,. Como x € B e B é subanel de R, segue que zy; € B para todo

1 =1,...,n. Portanto

n
wyi:Zaijyj, parai=1,...,n,a;; € A, 1 <1i,5 <n.
j=1

Isso significa que
n

Z(%I —a;)y;=0,i=1,...,n.

j=1
Considere o sistema linear homogéneo nas variaveis (y1,...,¥,). Escreva d para o deter-
minante det(d;;z — a;;). Usando a regra de Cramer, obtemos dy; = 0, para todo i. Isto
significa que d - b = 0, para todo b € B. Em particular, d-1 =0, ou seja, d = 0. Mas d é

polinémio monico em z. U

Proposicao 2.9 Seja R um anel, A um subanel de R e (x;)1<i<n um conjunto de ele-
mentos de R. Se, para todo i, x; inteiro sobre Alxy,...,x;_1] entdo Alxy,...,x,] € um

A-madulo do tipo finito.

Prova: Usaremos indugao sobre n. Para n =1 é a afirmacao (b) da proposi¢ao anterior.
Suponha que Alzy,...,2,-1] é um A-médulo do tipo finito. Entdo B = Y77 , Ab;. O

caso n = 1 implica que Blz,| = Alxy,...,z,] é um B-médulo do tipo finito. Escreva
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Blz,] = >"{_, Bcy. Entao

q q p
Alxy, ..., x| = Bey, = ( Abj> Cp = Z Abjcy.
k=1 k=1 \j=1 jk
Assim, (b;c;)1<j<» € um conjunto de geradores para Afzy,...,2,] com mddulo sobre A.

1<k<q
O
Corolario 2.1 Seja R um anel, A um subanel de R, x,y elementos de R inteiros sobre

A. Entao x+y,x —y e x -y sao inteiros sobre A.

Corolario 2.2 Seja R um anel e A um subanel de R. Entao o conjunto A" dos elementos

de R que sao inteiros sobre A € um subanel de R que contém A.

O anel A’ dos elementos inteiros sobre A é chamado de fecho integral de A em R.
Quando A é um dominio integral e K o seu corpo de fragoes, o fecho integral de A em K
¢ chamado de fecho integral de A. Quando A é um subanel de um anel B, nés dizemos

que B é integral sobre A quando todo elemento de B é inteiro sobre A.

Proposigcao 2.10 Seja C' um anel, B um subanel de C' e A um subanel de B. Se B é

integral sobre A e C' ¢ integral sobre B, entdo C € integral sobre A.

Prova: Seja x € C'. Entao x é inteiro sobre B e assim existem by, ...,b,_1 € B tais que
2"+ by 2" 4 by = 0.

Ponha B = Alby, . ..,b,_1]. Entéo x é inteiro sobre B’. Como B é inteiro sobre A, os b;
sao inteiros sobre A. Portanto a Proposi¢ao 2.9 implica que B'[z] = A[bg, ..., b,_1] é um
A-mdédulo de tipo finito. Pela parte (¢) da Proposigao 2.8, = é inteiro sobre A. Portanto
C' é inteiro sobre A. dJ

Proposicao 2.11 Seja B um dominio integral e A um subanel de B tal que B € inteiro

sobre A. Afim de que B seja corpo € mecessdrio e suficiente que A seja corpo.

Prova: Suponha que A é corpo e seja b € B,b # 0, Entao A[b] é um espago vetorial
de dimensao finita. Por outro lado, y € A[b],y — yb é uma transformacao linear. Veja
que essa transformacao é injetiva ja que A[b] é um dominio integral e b # 0. portanto
essa transformagao também é sobrejetiva. Existe b’ € A[b] tal que bb' = 1. Isto significa
que, para qualquer b # 0,b € B, b é invertivel em B. Logo, B é corpo. Reciprocamente,

suponha que A seja corpo. Seja a € A\{0}. Entdao a tem inverso a~! € B que satisfaz

a " +ap1-a" 4+ da-a +ag=0,a € A.
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Multiplicando por a®~! obtemos

1 —2 1
a " =—(ap_1+ -+ a1a""" 4+ apa"" ),

o que mostra que a~! € A. O

Um anel A é chamado de integralmente fechado quando ele é seu préprio fecho

inteiro.

Exemplo 2.6 Seja A um dominio integral e K seu corpo de fra¢oes. FEntao o fecho
integral A" de A € integralmente fechado. Isso decorre do fato de que o fecho integral de

A’ € inteiro sobre A, portanto inteiro sobre A.

Exemplo 2.7 Todo ideal principal A € integralmente fechado. De fato, seja x um ele-
mento do corpo de fragoes de A que seja inteiro sobre A. Entdo, existem ag,...,a, 1 € A
tais que

2" 4 Ay 2" 4 a4+ ap = 0.

a a
FEscreva x = — com a e b relativamente primos em A. Substituindo x = 7 na equagao de

dependeéncia e multiplicando por b™ obtemos
a" + b(ap_1a""t + - arab™? 4+ agh" ) = 0.
Assim b divide a™. Como b € relativamente primo com a, temos que b divide a, o que €

a
uma contradi¢ao. Portanto b é uma unidade em A. Assim, x = 3 e A

Seja R um anel e K um subcorpo de R. Um elemento x € R é chamado algébrico

sobre K se existem elementos ayg, ..., a, € K nao todos nulos, tais que
a4+ ...+ a1x +ag = 0.

De forma equivalente os monomios (z7);ey sao linearmente dependentes sobre K. Um
elemento de R que nao é algébrico sobre K é chamado de transcendente sobre K. Exem-
plos de niimeros transcendentes sao 7, e, 2V2. Fato curioso sobre tais nimeros é que, em
se tratando do corpo dos reais, os nimeros algébricos sao enumeraveis ao passo que 0s

transcendentes sao nao-enumeraveis. Quando a,, # 0, podemos escrever

Qe e a
x"+< 1>x 1+~~~+(—°>:0.
Ap, Qp,

Assim, sobre um corpo, um elemento algébrico é um elemento inteiro.

Dizemos que um anel R contendo um corpo K é algébrico sobre K, se todo
elemento de R ¢é algébrico sobre K. Se R é um corpo, entao R é chamado uma extensao

algébrica de K.
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Dado um corpo L e um subcorpo K de L, nés chamamos a dimensao [L : K] o

grau de L sobre K.

Proposicao 2.12 Seja K um corpo, L uma extensao algébrica de K e M uma extensao
algébrica de L. Entao M é uma extensdao algébrica de L. Mais ainda, [M : K] = [M :
L|[L: K].

Prova: A primeira afirmacao é um caso especial dos resultados anteriores. Além do mais,
se (;)ier € uma base de L sobre K e (y;);cs ¢ uma base de M sobre L, entdo (4, ;)¢ j)erxs
¢ uma base para Msobre K. Portanto (x;,y;)q.j)erxs gera M. A relacao Z a;;x;Y;, com
a;; € K implica (a;;z;)y; = 0, e assim Y a;;z; = 0 para todo j, e consequentemente

a;; = 0 para todo (4,j) € I x J . Isso prova que

M :K|]=[M:L]-[L:K]

Proposigao 2.13 Seja R um anel e K um subcorpo R. Entao

a) O conjunto K' dos elementos de R algébricos sobre K € um subanel de R que contém
K;

b) Se R é um dominio integral, K' é um subcorpo de R.
Prova: (a) é um caso especial do corolério 2.2 e (b) segue da proposigao 2.11. O

Seja R um anel, K um subcorpo de R e z um elemento de R. Escreveremos K|z]
para o anel dos polindmios sobre uma variavel sobre K. Existe um tinico homomorfismo
¢ : K[z] — R tal que p(x) = x e tal que p(a) = a, para todo a € K. A imagem de ¢ é

K[z]. A defini¢ao de elemento algébrico pode ser reformulada como segue:
Um elemento z é algébrico sobre K < Ker(yp) # 0.

De fato, se x é transcendente sobre K, entdo obviamente Ker(¢) = 0. Em
qualquer caso o ideal Ker(p) é um ideal principal (F(x)). Se x é algébrico sobre K, ele

¢ gerado por um polinémio nao nulo F(z).

Observamos que podemos assumir que o polinémio F(z) é monico, ja que K é
corpo. Assim F(z) é unicamente determinado por K e z. N6s o chamamos de polinémio

minimal de x sobre K. Algumas propriedades desse polinomio sao:
a) Seja G(x) € K[z]. G(z) = 0 se, e somente se, F'(x) divide G(x) em Klz|;

b) Suponha que z é algébrico sobre K e F(z) seu polindmio minimal. Usando a

propriedade (a) e a proposi¢ao 2.11 obtemos o seguinte
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K|z] é corpo < K|[z] é dominio integral < F(z) é irredutivel

Por outro lado, se K é um corpo e F(x) € K|z| é irredutivel, entdao K[z|/(F(x))

¢ um corpo contendo K e, escrevendo x para a projecao de X € K[x], nds temos

F(z) =0. Assim X — x divide F(x) no corpo K|[z].

Proposicao 2.14 Seja K um corpo e seja P(x) € Kl[z| um polinémio nao constante.
Eziste uma extensao algébrica de grau finito K' de K tal que P(x) se fatora em K'|[x]

como produto de polinomio de grau um.

Prova: Usamos inducao sobre o grau de P(x). O caso em que grau de P é 1, ndo ha o
que fazer.

Seja F(x) um fator irredutivel de P(z). No6s temos que provar apenas que existem uma
extensao K’ de grau finita de K contendo um elemento z tal que X — = divide F(z) em
K'lz]. Assim P(z) = (X — )P (z) com P;(z) € K'[z]. Por hipétese de inducao, P;(z) se
fatora em um produto de fatores lineares em uma extensdao K’ de grau finito sobre K”.
Pela proposigao 2.12, K’ é de grau finito sobre K, e P(z) é um produto de polinémios

lineares em K'[x]. O

Falaremos agora de elementos conjugados e corpos conjugados. Dados dois corpos
L e L' ambos contendo um corpo K nds chamaremos a qualquer isomorfismos ¢ : L — L'
tal que ¢(a) = a, para todo a € K de um k-isomorfismo de L sobre L' . Neste caso

diremos que L e L’ sao K-isomorfos ou conjugados sobre K.

Dadas duas extensoes L e L' de K, nés dizemos que dois elementos x € Lex’ € L’
sao conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ : K(x) — K(2') tal que p(z) = 2’
. Uma tal ¢ é unica. A existéncia de ¢ significa que = e 2’ sdo ambos transcendentes ou

algébricos sobre K com o mesmo polinémio minimal.

Exemplo 2.8 Seja F(x) um polinémio irredutivel de grau n sobre K e sejam xi,...,x,
suas raizes em uma extensio K' de K. Entdo os x;’s sao dois a dois conjugados sobre K

e 0s corpos Klx;] também sao conjugados dois a dois.
Lema 2.3 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito e F(z) € K|x] um
polinémio ménico irredutivel com decomposi¢iao F(z) = H(x — ;) em uma extensio K’

i=1
de K. Entao as raizes x1,...,x, de F(z) sao distintas.

Prova: Suponha que nao. Entao F(x) tem uma raiz comum com o seu polindémio derivado
F'(x). Portanto, F'(z) divide F'(x). Como o grau de F’ é menor do que o grau de F,

entdo F’(z) é o polinomio nulo. Entretanto, F(z) = 2" + a, 12" ' + -+ ag,a; € K e

F'(z) =na"' +(n—Da,_12" 2+ +ay.
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Assimn-1=0,j-a; =0,7 =1,...,n—1, o que é impossivel em um corpo de caracteristica
zero. Se a caracteristica é p # 0 essa relacao implica que p divide n e que a; = 0, para

todo j nao divisivel por p.

Assim F(z) é da forma
F(x) = 2% 4+ by_y - 297V 4 4 baP + by, b € K.
Se cada b; = ¢! com ¢; € K, entdo, pelo lema 2.1
F(x) = (29 + cg 127 + -+ c)?

e F'(x) nao é irredutivel. Mas se K é um corpo finito com caracteristica p # 0 a aplicagao

x — 2P de K em K ¢ injetiva. Portanto sobrejetiva, ja que K ¢ finito. 0J

Lema 2.4 Se K € um corpo de caracteristica p # 0, entao pr = 0 para todo v € K e
(x 4+ y)P = 2P 4+ yP para todo z,y € K.

Prova: Para x € K, nés temos que p-x = (p-1) -2 =0-2 = 0. Por outro lado

p—1
(x+y)P =P + 9" + Z (f):cj P

J=1

Observe que (?) é multiplo de p, 1 < j < p — 1. Assim os termos no somatorio sao nulos

em um corpo de caracteristica p.

Observamos ainda que por indugao temos (z+y)?" = z?" +y?" , para todo n > 0.
O

Proposigao 2.15 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito e K' uma
extensao finita de graun de K e C um corpo algebricamente fechado contendo K. Entao

existem n K -monomorfismos distintos de K' em C.

Prova: Em primeiro lugar recorde que um corpo C' é algebricamente fechado se todo
polinémio nao constante P(z) € C[z] pode ser expresso como produto de fatores lineares,
todos em Cf[z]. Nossa afirmagao é verdadeira para qualquer extensao K’ de K da forma
Klz], com x € K’ . De fato, o polinomio minimal F'(x) de = sobre K ¢é de grau n. Suas
raizes sao todas distintas, de acordo com o lema 2.2. Para cada ¢ = 1,...,n nds temos
um K-isomorfismo o; : K’ — C tal que o;(x) = x; . Continuamos por indugao sobre o

grau n de K’ .

Seja © € K" e considere K € K[z] C K’ e ponha ¢ = [K|z] : K]. Nés podemos
assumir que ¢ > 1. Nés jé vimos que existem ¢ K-isomorfismos distintos s1, ..., 0, € K|x]

em C. Como Klo;(z)] e K[z] sao isomorfos, é possivel construir uma extensao K de
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K|[o;(z)] e um isomorfismo 7; : K" — K| que extende o; . Claramente K |[o;(z)]é um corpo

de caracteristica zero ou um corpo finito. Como

(K. : Klou(2)]] = [K": K[a]] = = < n,
q
a hipétese de indugao implica que existem 2 K[o;(z)]-isomorfismos 6;; de K] em C'. Por-

tanto, as n aplicagoes 0;; o 7; fornece q - (%) =n K -isomorfismos de K’ em C.

Esses isomorfismos sao distintos pois para i # 4',6;; o 7; e 8y o 7 diferem em

K|z], enquanto para i = ¢ mas j # j' , 0;; e 6;; diferem em K'. O

Corolario 2.3 Seja K um corpo finito ou um corpo de caracteristica zero. Seja K' uma

extensdo de K de graun. Entao existe um elemento x e K' (chamado elemento primitivo)
tal que K’ = K|z].

Prova: Se K é finito, K’ é finito e seu grupo multiplicativo K * é composto de poténcias de
um elemento z. Assim K = K|z]. Supondo que K é de caracteristica zero e sendo assim
um corpo infinito. De acordo com a proposicao anterior existem n k-monomorfismos
o; de K’ em um corpo algebricamente fechado C' contendo K. Para i # j a equacao
oi(y) = 0;(y)(y € K') define um subconjunto V;; de K’ que é claramente um K-subespaco
do espago vetorial K’ e que é distinto de K" quando o0; # 0;. Como K ¢é infinito, a uniao
V;j nao é todo o K. Tomando x fora dessa uniao os 0;(x) sdo distintos, e assim o polinémio
minimal F(z) de x sobre K tem pelo menos n raizes distintas em C. Portanto o grau de
F é maior ou igual a n, ou seja, [K[z] : K] =n. Como K[z] C K' e [K' : K| = n nds

concluimos que K’ = K|z]. O

Passamos aos conceitos de normas e tragos. Seja A um anel, £ um A-modulo
livre de posto finito e seja U um endomorfismo de E. Se (e;) é uma base de E e (a;;)
¢ a matriz de U com relagao a essa base, entao o trago, o determinante e o polinomio

caracteristico de U sao, respectivamente
Tr(U) = Za”’ det(U) = det(a;j) e det(X - [p — U) = det(Xdi; — a;5).
i=1

Essas féormulas implicam que
1. Tr(U+U)=TrU)+TrU");
2. det(U - U") = det(U) - det(U’);
3. det(X - Ig —U) = X" — (Tr(U) X"t + -+ (=1)" - det(U).

Seja B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-moddulo livre do tipo

finito de posto n. Para x € B, a multiplicacao m,, por x é um endomorfismo do A-mddulo
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Nés chamaremos de trago (respectivamente, norma, polinémio caracteristico) de
x, relativa a B e A o trago (respectivamente, determinante, polinomio caracteristico) do

endomorfismo m,.

O trago e a norma de x sao denotados, respectivamente, por Trp () € Np/a(x)

ou simplesmente por Tr(x) e N(z), quando ndao houver ambiguidades.
Para x,2’ € B e a € A nds temos
4. My + My = Mgy
D. My O Ty = Myyr;
6. Mez = a-My.

Observemos ainda que a matriz de m,, com relacao a base de B é a matriz diagonal
em que a diagonal principal é formada apenas pelo elemento a. As férmulas 1,2 e 3 nos
dao

Tr(z+2") =Tr(z)+ Tr(x)
Tr(ax) =a-Tr(x), Tr(a)=n-a
N(xz-2')= N(z)  N(a'), N(a) = a", N(az) =a" - N(z).

Proposicao 2.16 Sejam K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, L uma
extensao algébrica de graun de K, x um elemento de L e x1,...,x, raizes do polinomio

minimal de x sobre K, cada uma repetida [L : K[z]] vezes. Entao
TTL/K<x>:x1+"'+$n, NL/K(x):xl-...-a;n.

O polinomio caracteristico de x, relativamente a L e K € (x —x1) - ... (x — x,).

Prova: Vamos primeiro tratar o caso quando x é um elemento primitivo de L sobre K.
Seja F'(x) o polindmio minimal de x sobre K. Entao L é o K-isomorfo a K|z]/F(z) e
(1,z,...,2") é uma base para L sobre K. PomosF(x) = 2" + a, 12" ' + -+ +ag. A

matriz de endomorfismo m, com relacao a essa base é

00 -+ 0 —ag
M= |0 —as
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O determinante de X - I, — m, é portanto o determinante da matriz

X 0 -~ 0 ag
-1 X --- 0 ay
o -1 - 0 s
X-I,—M= _
0 0
X Ap—2
O O [N _1 x_i_a/nil

Expandindo esse determinante como um polindmio em X, obtemos o polinomio

caracteristico de x. E claro que ele é igual a F'(x), o polindmio minimal de z. Usando as

férmulas para o trago e a norma temos 7Tr(x) = —a,—1 ¢ N(z) = (—=1)" - ay. Como x é
primitivo, F(x) = (X —x1) -...- (X — z,). comparando os coeficientes, temos
Tr(x)=x14+ - +x, N@)=z1"... 2,

Considere agora o caso geral. Ponha r = [L : K[z]]. E suficiente mostrar que o
polinémio caracteristico P(x) de x, com relagao a L e K, é igual a uma r-ésima poténcia
do polindomio minimal de x sobre K. Seja (y;)i=1,., uma base para K|z] sobre K e seja
(2j)j=1,..» uma base de L sobre K[z]. Entao (y;2;) é uma base para L sobre K en = q-r.
Seja M = (a;,) a matriz para a multiplicacdo por z em Klz] com relagdo a base (y;).

Temos zy; = Z @inln- Assim temos que

n

T(yizj) = (Z am%) Zj = Zam(ynzj)'

n n

Ordenando lexicograficamente a base (y;2;) de L sobre K, nés vemos que a matriz

M para a multiplicagdo por x em L com relacao a essa base toma a forma

1= )
0 0 M

ou seja, M ocorre r vezes na diagonal em M;. A matriz X - I, — M, consiste de r blocos

diagonais da forma X1, — M. Consequentemente,

det(X 1, — M) = (det(x - I, — M))".
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O lado esquerdo dessa equagao ¢ P(x). O det(XI,— M) é o polinomio minimal de x sobre

K, de acordo com a primeira parte da demonstracao. 0

Proposigao 2.17 Seja A um dominio integral, K o seu corpo de fracoes, L uma extensdo
finita de K e x um elemento de L inteiro sobre A. Suponha que K tenha caracteristica
zero. Entao os coeficientes do polindmio caracteristico P(x) de x relativamente a L e K,

em particular Trp i (x) e Nk (x), sdo inteiros sobre A.

Prova: Escrevamos P(X) = (X —x1)-...- (X —x,). Os coeficientes de P(X) s@o, a menos
de sinal, soma de produtos dos z;’s. E suficiente mostrar que o0s x;’s sao inteiros sobre A.
Mas cada x; é conjugado a x sobre K e assim existe um K-isomorfismo o; : K[z] — K|z]
tal que o;(x) = z;. Aplicando o; na equagdo de dependéncia integral de = sobre A,

obtemos uma equagao de dependéncia integral para z; sobre A. 0

Corolario 2.4 Supondo também que A seja integralmente fechado, os coeficientes do

polinémio caracteristico de x, em particular Trp i (x) e N i(x), sio elementos de A.

Prova: Por definicao esses coeficientes sao elementos de K. Pela proposicao anterior,

eles sdo inteiros sobre A. O

2.6 O Discriminante

Seja B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mdédulo livre de posto finito n.

Para (z1,...,x,) € B™ definimos o discriminante do conjunto (x1,...,z,) por
D(zy,...,2,) = det(Trp/a(ziz;)).

Proposicao 2.18 Se (yi,...,yn,) € B™ € um outro conjunto de elementos de B tal que

Y = E a;jr; com a;; € A, entao
i=1

D(y1, ..., yn) = (det(a;;))?* - D(zq,...,2,).

Prova:

Tr(yy -y, =1Tr (Z apiaqjxij> = Z i T (zy;).

,J 1]

Isto nos da uma aplicacao matricial

(Tr(ypya)) = (aps)(Tr(wiz;)) - (ag;)".

Aqui estamos denotando por M" a transposta da matriz M. Basta agora tomar o deter-

minante de ambos os lados para completar a prova. [l
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Essa proposicao implica que o discriminante de bases para B sobre A sao associ-
ados em A, ou seja, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma
inversa com entradas em A. Portanto, ambos os determinantes det(a;;) e det(a;;)~! sao
unidades em A. Definimos como o discriminante de B sobre A ao ideal de A gerado por

uma base de B sobre A. Denotamos este ideal por Dp/4.

Proposigao 2.19 Suponha que Dp;s contém um elemento que ndao € um divisor de zero.
Entao, afim de que o conjunto (x1,...,x,) C B"™ seja uma base para B sobre A, € ne-

cessdrio e suficiente que D(xq, ..., x,) gere Dpya.

Prova: Basta provar apenas a suficiéncia, o outro lado ja foi provado. Suponha que
d = D(z1,...,x,) gere Dgsa. Seja (eq,...,e,) uma base de B sobre A. Ponha d' =
D(ey,...,e,) e x; = Zaijej, com a;; € A, 1 < i < n. Entdo d = det(a;;)* - d'. Por

j=1
hipétese Ad = Dp/a = Ad. Portanto, existe b € A tal que d' = b - d. Disso segue que

d(1 = bdet(a;;)*) = 0. Como d nao é divisor de zero, pois caso contrario, todo elemento
de Ad = Dp,4 seria divisor de zero. Logo, 1 — b - det(a;;)* = 0. Isto significa que det(a;;)
¢ invertivel. E a matriz (a;;) também ¢ invertivel. Consequentemente (xy,...,z,) ¢ uma

base de B sobre A. O

Proposicao 2.20 Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero, L uma extensao de
graun de K eoy,...,0, 0sn distintos K-isomorfismos de L em um corpo algebricamente

fechado contendo K. Entdo se (xi,...,x,) € uma base de L sobre K,

D(zy,...,z,) = det(oy(x;))* # 0.

Prova: A primeira igualdade segue do seguinte

k

= det <Z Uk(l‘i)ffk(xj))

= det(ox(z;)) - det(op(z;)) = det(oi(z;))>

D(xq,...,x,) = det(Tr(x;z;)) = det (Z ak(xizvj)>

n
Agora, se det(o;(z;)) = 0, existem uy, ..., u, nao todos nulos tais que Zuiai(a:j)) =0,

i=1
n

para todo j. Por linearidade concluimos que Z w;o;(x)) = 0, para todo € L. O que é
i=1
uma contradi¢ao, em decorréncia do lema anterior. O

Observagao 2.5 Nas condi¢oes da proposi¢ao anterior, a relagao D(xy,...,x,) # 0

significa que a forma bilinear (x,y) — Tr(z,y) € ndo degenerada, isto €, Tr(xy) = 0 para
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todo y € L implica que v = 0. Assim, a aplicacao K-linear que a cada x € L, associa a
Sp 1y = Trpk(zy), € uma inje¢ao de L em Homg (L, K). Como L e Homg (L, K) tem
a mesma dimensao n sobre K, seque que x — s, € uma bijecdo. A existéncia de uma
base dual de um espago vetorial e seu dual implica que, para qualquer base (xq,...,x,) de

L sobre K, existe uma base (y1,...,y,) tal que
Trik(zy) = 05,1 < 1,5 <n.

Lema 2.5 Seja G um grupo, C' um corpo e oy, ...,0, homomorfismos distintos de G no
grupo multiplicativo C*. Entdao os o;’s sao linearmente independentes sobre C', ou seja,

ZW%(Q) =0, para todo g € G implica que todos os u;’s sao nulos.

Prova: Se os 0;’s sao linearmente dependentes, consideramos uma relacao nao trivial
g w;o; =0 (u; € C) tal que o nimero g de w;’s que s@o nulos é minimo. Reenumerando

podemos supor que
uo1(g) + -+ ug04(g) =0, paratodo g € G. (1)
Para g e h arbitrarios temos
uo1(hg) + - - + ugo,(hg) = wo1(h)o1(g) + - - - + ugoq(h)oy(g) = 0. (2)
Multiplicando a equagao (1) por o1(h) e subtraindo da equagao (2) obtemos

uz(01(h) = 02(h))oa(g) + - - + ug(01(h) = a4(h))ay(g) = 0.

Como essa igualdade vale para todo g € G e pela escolha minima de g, segue que u (o7 (h)—
o9(h)) = 0. Assim o01(h) = o3(h), para todo h € G, ja que uy # 0. Mas isso contradiz a

hipétese de que os 0;’s sao distintos. 0

Proposigao 2.21 Seja A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, L
uma extensao de grau n de K e A" o fecho integral de A e de L. Suponha que K € de

caracteristica zero. Entao A" é um A-submddulo de um A-mddulo livre de posto n.

Prova: Seja (x1,...,x,) uma base de L sobre K. Cada z; é algébrico sobre K, assim,

para cada ¢, nés temos uma equagao da forma

~1
nxy + apyxy " + -+ ag, a5 € A

i

1

Podemos assumir que a,, # 0. Multiplicando por a!~', vemos que a,x; é inteiro sobre

/

') é uma base de L sobre K contido em A’. Pela

A. Ponha 2} = a,z;. Entdo (2,....z

nossa observagao, existe uma outra base (y1,...,y,) de L sobre K tal que Tr(z}y;) = d;;.
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Seja z € A’. Como (yi,...,yn) é base de L sobre K podemos escrever z = Z b;y; com
j=1
b; € K. Para cada i temos que ziz € A'. Portanto T'r(z}y;) € A. Assim,

TT(.T;y]) =Tr (Z bjl’ly]> = ZTT(.T;y]) = Z bj5ij = bl
J J J

Concluimos entao que b; € A, para todo 7, o que implica que A’ é um submédulo do

A-médulo livre Z Ay;. O

j=1
Corolario 2.5 Adicionando as hipdteses da proposicao anterior o fato de A ser principal,

entao A" € um A-mddulo livre de posto n.

Prova: Um submddulo de um A-médulo livre é, nessa hipdtese adicional, livre de posto
menor ou igual a n. Por outro lado, temos que A’ contém uma base de L sobre K,

portanto é de posto n. [l
Encerramos essa secao com o calculo de um discriminante.

Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero, L = K[z| uma extensao de grau

n de K e F(X) o polinémio minimal de z sobre K. Entao
D(L,z,...,2") = (=1)2"" DN (F'(z)).

Denotemos por xy, ..., z, as raizes de F'(X) em uma extensao de K. Elas sao conjugadas

de z. Temos entao

D(1,z,...,2") = det(o;(27))?

= det(z])?
= [H(% — ;) Vandermond
= cC- H(% — ;) (onde c= (=1)zn(n-D)
i)
= ¢ ]] (H(% - ij))
i \isj

= ¢- H F'(x;) = ¢- Ny (F'(z))
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2.7 Reticulados Via Corpos de Numeros

Nesta se¢ao apresentaremos um exemplo de reticulados no R™ o qual é a imagem, por um

homomorfismo, de um ideal de um corpo de niimeros.

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Vimos nos paragrafos anteriores que
existem n monomorfismos distintos o; : K — C. Quando ¢;(K) C R diremos que o; é
real. Caso contrario, o; é dito imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-
se que K é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios
diz-se que K é um corpo totalmente complexo. Se o : C — C é a conjugagao complexa,
isto é, a(z) = Z, entdo para cada i =1,...,n tem-se o o; = 0, para algum j =1,...,n
e que 0; = 0; se, e somente se, 0;(K) C R. Denotaremos por r; o nimero de indices i
tais que o;(K) C R. Vamos reordenar os monomorfismos de modo que o1, ..., 0, sejam

os monomorfismos reais e 0,41, .. .,0, sejam os pares de monomorfismos imaginérios.

Para cada x € K seja
O'(l’) = (0'1<:E), <y Oridrg (l‘)) € R™ x (Cr27

onde r| + 2ry = n. Observamos que ¢ é um monomorfismo chamado de homomorfismo

canonico. A injetividade de ¢ nos permite identificar R™ x C™ com R".

Proposigao 2.22 Seja K um corpo de niumeros de grau n. Se M C K é um Z-moddulo
livre de posto finito n e (x;)1<i<n uma base de M e o é o homomorfismo canonico, entdo

o(M) € um reticulado no R™ cujo volume é

vol(o(M)) = 27" det(o4(z;))], com 1 <1,j<n.

Prova: Observamos inicialmente que (z;)1<;<, ¢ uma base de K sobre Q. Logo, det(o;(z;)) #

0, com 1 <17,7 <n. A i-ésima linha da matriz de o pode ser escrita como

o1 (i), s 0 (i), R(Or41(20)), L(omy 11(20))s -+ B(Ory iy (24)), L {0y 1y (2)),

em que R e [ indicam a parte real e parte imaginaria. Portanto o determinante D da

matriz de o sera



o1(r1) o1(zn)

Ory (1‘1) T Ory (xj) Ory (xn)
R(0y+1(21)) R(ory+1(75)) R(opy41(2))
I(oyy11(21)) I(or11(75)) I(or,+1(70))
R(UT1+T2 ('xl)) R(UT1+T2 (xj)) R(O-7"1+T2 (l’n))
(07 4y (1)) (0 40y () (0 40y (T0))

o1(r1) o1(z;)
o, (71) o (25)

Ory1(71) + 0y g1 (1)
2

O—T1+1<x1) - 0'7«1+1(331)
27

Ory+ry (xl) + Ory+ry (131)

2

Ory4rg (‘Tl) — Opy4ry (*Tl)

21

Ory+1 (%) + Op 41 (*TJ)
2

Ori+1 (.23]) — Or+1 (33'])
21

Ori+ro ($]) + Orytry (Qf])
2

Ori+ro (.%’]) — Ori4ry (IJ>
21

Na tltima igualdade usamos o fato de que R(z) = 5 © Im(z)

36

o1(zy)

O, (Tn)

Ori41(Tn) + 0ry41(2n)
2

Ori+1 ('Tn) — Ori+1 (.Tn)
24

Oyt (Tn) + Oy gy (T)
2

Ory4ry (In) — Ori4ro ($n>
21

- _Z Podemos
21




1\" 1\"
observar ainda que D = (5) . (2—) - L, onde
i

o1(x1) o1(z;)

Opry (xl) Ory (xj)

Ory11(21) + 01 (1) Ory11(25) + opy 11 (25)

Op11(71) — 04y y1(21) <7n+1($j) - Un+1(9€j)

Ori+ro (.7?1) + Oritry (.271) Orq+4ry ('TJ) + Oritry (‘7:])

Ori+ry ('Il) = Oritry (xl) Ori+ro (x]) = Oritry (xj)

37

o1 (%n)

oy (Tn)

Or1(Tn) + Oy 1 (T0)

Ori+1 (xn) — Opr41 (mn)

Oyt (Tn) + Oy oy (T)

Ory 4 (Tn) = Opy 4y ()

Se substituirmos a linha r; 4+ 1 pela soma desta com a linha r; 4+ 2 e substituirmos a linha

r1 + 2 pela diferenca da linha r; + 1 com a linha r; + 2, e fizermos isso para os demais

pares de linhas abaixo da linha r; 4+ 2, entao

01 (.Z'n)

o1(x1) o1(z;)

Ory ($1> Ory (l‘])

1 T2 1 () Url—&-l(ajl) Uﬁ—i—l(xj)

p=(3) (z)

(3 - [

Or+1(21) Or+1(25)

Ori+ro (271) Orq4rg (xj)

Ori+ry (xl) Ory+ry (xj)

O (7)
O +1(Tn)

Oy 41(70)

Ory 4 (Tn)

Orytrs (Tn)




Usando agora que 04y,

= 0j(x;), para ry + 1 < j <71y + 79, temos
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o1(z1) o1 (x;) o1(2n)
Ory (xl) Ory (l’]) Ory (.Qin)
1\ a?"1+1($1) UT1+1<xj) UT1+1<xn)
27
Orytra+1(21) Orytra+1(Z5) Orytra+1(Tn)
Ori+ry (33’1) Ori4rs (‘7:]) Ori+ry (.Tn)
Oryt2r (T1) Ory+2rs (T5) Ory+2rs (Tn)
Depois de algumas permutacoes entre as linhas ry + 2,...,7; + 2r, — 1, obtemos

D| =27 .|det(o;(x;))|, com 1 <1i,j<n.
J J

Assim os vetores coluna da matriz de o sdo linearmente independentes e geram o (M), ou
seja, o(M) é um reticulado em R™. O
Exemplo 2.9 Seja K = Q-7 ={a+bv/—Ta,b € Z}. Veja que

{ L L \/—7}

2

¢ base para M = Z[\/—T7]. Sejam o1(a+bv/—T7) = a+by/ =7 e o9(a+b\/—T7) = a—b\/—T7
0s Q-monomorfismos de K em C. Como K ¢é totalmente complexo ry = 0 e ro = 1.

Assim, para x = a + b\/—7 € K, temos que

o(x) = (R(o1(z)), I(o1(x))) = (a,b).
Assim a matriz de o serd

o(l) o <1+—\/__7

2 ) _ 2
(1) o <1+T\/__7) 1 1_2‘/__7



E o0 volume do reticulado o(M) serd

vol(o(M)) = % .

1-VT 1+VT|_ VT

2 2 2

39
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3 POLINOMIOS QUADRATICOS E CUBICOS

3.1 Polindmio Quadratico com Raizes Reais

Sejam f(z) = 2?4+ ax + b € Z[z], com a # 0 e A > 0. Denotaremos por a; e s 0S zeros

de f. Observemos que v; = (aq, @) € v9 = (9, aq) formam uma base para R?, pois
) ) b

det(vl,w) = oo

Qg (O
2 2
= @] — &

= (Oél — 042)(061 + Oég).

Mas,

—a+VA —a—+VA
-5 =VA

E dai, det(vy,v5) = —av/A # 0.

] — Qg = a1 + a9 = —a.

Lema 3.1 Com a mesma notacdo usada acima, seja v = xvy+yvy um ponto do reticulado

H gerado por vy e vy. Entao |v| = (a* — 2b)(x?* + y?) + 4bxy.
Prova: Temos que

F = (v

2

lv
(v, v1) + 2zy(v1, v2) + y* (va, v2)
= 2(041 + 042> + 2zy(araz + azan) +y (0‘1 + a2)
= (2% +9%)(a? + a2) + 4y ay
%) [(al +ag)? — 2a10z2} + daxyaqan

= (2 +
>+ %) (a® — 2b) + 4bxy

Y

O

Teorema 3.1 Suponha que f(x) = 2®+ax+b € Z[x], onde a # 0 e a® = 6b, tenha raizes

distintas ay e ag. Se H € o reticulado gerado por vy = (aq, ) e vy = (ag, 1), entdo
a) O raio de empacotamento de H é p = \/b;

b) O wvolume da regido fundamental é 2b\/3;

1
c) A densidade de centro é oy = ﬁ e este € o mator valor para o centro de densidade

em dimensao 2.
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Prova: Seja v € H. Pelo lema anterior

v = (2* +y®)(a® — 2b) + dbxy
= (2% +y*)(6b — 2b) + 4bzy
= 4b(2* + y? + ay) > dbay

Podemos restringir z,y € N e assim |v]* > 4b.

Disso decorre que p = Vb. Agora para o volume da regido fundamental temos
| det(H)| = | det(vy, v2)| = |a|va® — 4b = V6b - V/2b = 2bV/3.

Logo, a densidade de centro de H sera

3.2 Polinomios Quadraticos com Raizes Complexas

Gostariamos de salientar ainda a importancia do estudo deste tépico matematico. A teoria
da informagao cujo marco inicial é o artigo A Mathematical Theory of Comunications de
C. E. Shennon tem influenciado o desenvolvimento de teorias matematicas relacionadas
a tecnologias de comunicacao e informagao. Desde a publicacao desse artigo muitas areas
da matematica, como Algebra Linear, Corpos Finitos e Geometria Discreta tém sido
utilizados para solucionar problemas relacionados a Teoria da Informacao. A Teoria dos

codigos corretores de erros figuram entre as aplicagoes do estudo de reticulados.

Seja f(x) = 2*+ax +b € Z[x], com a # 0, A < 0 e tendo como raizes complexas
ag e ag. Sejam vy = (Re(ay), Im(ay)) e vg = (Re(az), Im(az)). Ora,

—aj:\/a2—4b_ ai 4b — a?

Q; = ——= 7 .
2 2 2

Entao a matriz geradora do reticulado H (vq, vy) serd
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E assim, det(H) = g\/élb —a?. E se v = xv; + yvy entao

o] = (v,0)

= 2?|u|? + y?|ve]® + 22y (v1, va)

) a_2+4b—a2 L a_2+4b—a2 Lo @ 4b—a®
4 4 Y\ 4 AW 4

=z
a’? 2 2 —a’ 2 2

= Z(x +y° + 2zy) + (x* 4y~ — 2zy)
a? 4b — a?

= Te+y+—p— -y’
a? a?

= T+y)’ +bz—y)* - T@-y)
a’? 2 2 2

= Z(($+y) —(r—y)*) + bz —y)

[

= a’zy + bz — y)*.

Teorema 3.2 Seja f(zr) = 2 + ax +b € Z[z], com a # 0 e a*> = 3b. Sejam oy e
g suas raizes complexas distintas de f e H o reticulado gerado por vy e vy, onde v, =

(Re(an), Im(ay)) e ve = (Re(as), Im(az)). Entao a densidade de centro é dy = Wk

Prova: Iniciamos observando que se v = zv; + yvy € H, entao

o> = d*zy+b(z —y)?
= 3bxy + b(z* + y* — 22y)
= b(2*+y* +zy).

Usando um mesmo argumento ja utilizado antes, temos que |v[* > b.

b
O raio de empacotamento serd p = -5 O volume da regiao fundamental é

vol(H) = %\/41) —a? = @\/7) = g

Logo,

=g
\
-
[
4

‘ ~

5
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3.3 Polindomios Cubicos com Raizes Reais

Lema 3.2 Seja f(x) = 2® + az® + bx + ¢ € Z[x] com raizes reais ay,as e as.
a1 Qo Q3
Se M= |as on s, entio det M = —a(a® — 3b).

Q9 Q3 Q9

Prova: Usando a regra de Sarrus encontramos det M = o + a3 + a2 — 3ajapas. Por

outro lado, as relacoes de Girard nos dao
ar +as + a3 =—a, oo+ ajas+ asaz =b, ajasaz = —c.
Tomando a primeira dessas relagoes e elevando ao cubo obtemos
(a1 4+ g+ as3)® = a2 4+ ab + ozg +3(a1 + az + az)(agas + ajas + asas) — 3aiasas
e fazendo as substituigoes obtemos
—a® = o + aj + aj — 3ab + 3c,
ou seja,
o +ai+as =a(a® —3b) +3c=a’ +as+ai — 3c=a(a® — 3b) = det M = a(a® — 3b).

O

Lema 3.3 Seja f(z) = 2® 4+ az® + bx + ¢ € Z[z] com raizes reais ay,as e as. Defina
v = (a1,03,02), v3 = (g, 1,03) e v3 = (a3,00,01). Se v = V1 + Yvo + 2v3, com

x,Yy, 2z € Z, entao

lv[? = (a® — 2b)(2® + y? + 22) + 2b(2y + x2 + y2).

Prova:
? = (v,v)
= (xv1 + yvy + 203, TV + YUg + zU3)

= x2]v1|2 + y2]v2|2 + 22|v3|2 + 2(zy (v, va) + xz(v1,v3) + yz(ve, v3)).
Mas

|U1‘2 = |1}2’2 = |U3|2 = CY% + Oé% + 04§ = (Oél + a9 + 063)2 — 2(0(1042 + 13 + 062013) = (12 —2b
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(v1,v9) = (v1,v3) = (v2,03) = Q102 + a3 + ez = b.
Logo,
v = (2 +y* + 2%)(a* — 2b) + 2b(2y + x2 + y2).
U

Teorema 3.3 Seja f(z) = 23 +az® +br + 1 € Z[z], onde a > 0, a®> = 4b e b > 9.
Como antes, seja oy, g, as raizes de f(x) e defina v = (aq, a3, ), v9 = (g2, a1, a3) €
v3 = (a3, 0, 1). Entdo o reticulado H gerado por esses vetores tem densidade de centro

2
igual a oy = \/?_, que € o mdzximo atingido em dimensao 3.

Prova: Se v = (az + azy + agz, o + aqy + asz, azx + agy + oy 2) entao

]2 = (ux + asy + az2)? + (x + a1y + as2)? + (a3 + agy + a12)?
= (&2 + a5+ a3)* (2 + 9 + 2%) + 2(zvyaraz + 2ar00 + yzagas) +

+2(zyaran + rzasag + yzajag) + 2(xyasas + rzazag + yzasa)
= 2b(z® +y* + 2%) + 2b(zy + vz + y2)

= 2b(z® +9* + a2y + 12 + y2)

Veja que |v| > 2b(zy + zz + yz). Logo, o valor minimo para |v| é v/2b. Esse valor é

atingido, por exemplo, em (1,0,0). Temos entao que

vol(H) = a(a® — 3b) = ab = 2bV/b.

O raio de empacotamento p = — ea densidade de centro é

(2)

6 P— p—
YO/

e

O

Uma breve observacao: No enunciado supomos que oy, as € a3 eram reais. E
de fato, para um tal polindmio as trés raizes sao reais. (Consulte Apéndice para mais
detalhes.)



45

4 APENDICE

4.1 Discriminante de um Polinomio de Grau Trés

A equacdo mais geral do terceiro grau é az® + bax? + cx +d = 0. Ela é equivalente a

c . . ~ . ,
23+ —2? + —x 4+ — = 0. Assim, basta considerar equacoes em que o coeficiente de 23 é 1.
a a a

. - . a .
Consideremos entao a equacao z° + az? + bxr + ¢ = 0. A substituicdo x = y — 3 nos da

2 2
3 a 20  ab
- L)+ i
y+( 3)y+ o7 3¢

) a? 202 ab 3 )
Sejam p = b—g eq= o7 g—i-c. Para resolver y°> +py+q = 0 consideramos y = u+wv.

Elevando ao cubo obtemos

y® — 3uvy — (u® + %) = 0.

Impondo que p = —3uv e ¢ = —(u® + v) obtemos o sistema
3
3,3 D
u vt = ——
27
w403 = —q
Logo,

S R (ORIIEES B ORI OE

E como y = u + v, obtemos

3l q P s q P ¢
y_\/2+\/27+4+\/2 Vor T

Sendo f(z) = 2® + pz + ¢, definimos como discriminante de f o nimero

2 3

q
A=L

Tt

SE
ﬂ'

Vamos analisar o grafico de f(z) = z* + px + g. Observemos que f'(z) = 3z% + p.

e Quando p > 0, f é crescente e portanto terd uma unica raiz real.

3

e Quando p = 0, a equacdo f(x) = 0 se reduz a z° = —q, logo tem uma raiz real e

duas raizes complexas quando ¢ # 0 e uma raiz tripla (nula) quando ¢ = 0.

e Quando p < 0, escrevemos p = —3r% com r > 0. A fungao f se torna f(zr) =
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2 —3r2z 4 ¢q
fl(x) =32 —=3r* =3(2* —r?) e [f"(x)= 6w

Como f'(—=r) =0e f"(—r) < 0, segue que z = —r ¢é ponto de maximo. Do mesmo

modo, z = r é ponto de minimo.

Temos trés casos a considerar

f0) - 1) = (P =3+ q) - (1 + 3 1 g)

Dai, concluimos que
1. A =0 implica que f possui trés raizes reais.
2. A > 0 implica que f possui uma raiz real e duas complexas.
3. A < 0 implica que f possui trés raizes reais distintas.

Para o polinomio 2® + ax? + bx + 1, onde a > 0, a? = 4b e b > 0 temos

1 (8ab ab 21 (3b—4b\?

A = - |——-——+1 —
4(27 3jL > +27< 3 )
1 (ab S A

A = —Z([=4+1) —-—= (=
4(27+> 27(27)

A _L(abt27 (b 3'
4 27 9

Assim A < 0, o que implica que f possui trés raizes reais distintas.
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4.2 O Volume de uma Esfera em R" (n > 3)

Vamos denotar por V,,(r) o volume da bola B[0,r]. Como bem sabemos

Va(r) = / dey - -dx, = 1"V, (1),

Blo,r]

onde a ultima igualdade é decorrente da mudanca de variavel x = r - u. Agora note que

2 2 2 2
it txr , < 1—22  —x
xf+x§+~--+xi§1©{ ! n2 nobooTm
2 2 <1
xn—1+xn —

Podemos entao escrever a integral para V,,(1) como

V(1) = / / dry -+ dr,_o | de,_1dz,,
a2 +ai<l e+l <R?

onde R =+/1—22_, —x2. Temos entao
Vaea(R) = R™ - Vio(1) = (1 — a2y —a55) = Vao(1).
Fazendo x = z,,_1 e y = x,,, temos
V(1) = V,2(1) - / (1—a?— y2)nT_2 dxdy.
$2+y2
Usando agora coordenadas polares obtemos
2 1 e 9
Va(1) = Vn—2(1>/ / (1— 7“2)72 rdrdf = =~ . Va—a(1).
0o Jo n
Observemos que V(1) = 7 e para n par temos

- (). (Z) - (3) ()

227‘(%
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Para n fmpar, temos V3(1) = 4F ¢ entdo
2m 2m 2w 2m
Vo(l) = (— |- =) =) V(1
0 )2 () ()
2%-71‘%71
- n(n—-2)-...-7-5-3
2% 244 (1)
B n!
=
_ e - ()
B n!
Portanto .
r'tem2 ,
@) ,se n é par,
Va(r) = ?
n—1

2" . ("T_l)'

,5€ I € 11mpar.
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5 CONCLUSAO

Embora a simplicidade das demonstragoes para os reticulados de densidade
maxima,devemos levar em consideragao a idéia principal que é de construir reticulados
a partir de raizes de polinomios quadraticos e cubicos. Para tais polinomios usamos o
discriminante como uma ferramenta para decidir se um dado polinémio tem raizes reais
ou complexas. Para polinomios quarticos a expressao que nos déa as raizes em funcao
de seus coeficientes é um tanto indigesta e sinceramente nao sei se renderia bons frutos

atacar o mesmo problema utilizando discriminante do polindmio quartico.

Se quisermos ir um pouco além,devemos pensar em um método que nao utilize
discriminante,uma vez que para polinomios de grau maior ou igual a cinco nao existe
uma férmula que expresse as raizes em funcao dos coeficientes. Fica entao o desafio de
encontrar uma familia de reticulados gerados a partir de raizes de polindmios quarticos.
O passo seguinte seria verificar que condigoes os coeficientes de um tal polinomio deveria

satisfazer para que a densidade do respectivo reticulado fosse recorde.



1]

[10]
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