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RESUMO

Neste trabalho estudamos o operador de Laplace-Beltrami definido em variedades Rie-
mannianas. Além do espectro de tal operador, apresentamos também algumas de suas
propriedades, como o fato deste operador ser auto adjunto e nao negativo. Nosso objetivo
principal consiste em analisar a existéncia de autovalores para o operador de Laplace-
Beltrami, sob determinadas condicoes, em superficies que sao gréaficos de funcoes radiais,
definida sobre todo o plano, ou seja, superficies nao compactas de revolucao. Esta dis-
sertacao se baseia no artigo “On the spectrum of the Laplace-Beltrami Operator on a
Non-Compact Surface” de Takao Tayoshi ( Comm. By Kinjir6 Kunugi, M. J. A., Feb. 12
1971). Para realizacao desse trabalho foram introduzidos conceitos basicos de analise fun-
cional com destaque para o estudo de espacos de Hilbert e a teoria espectral de operadores
auto adjuntos, geometria riemanniana em superficies e equagoes diferenciais parciais, em
particular resultados para operadores elipticos de segunda ordem. Além disso, se fizeram

necessarios alguns resultados de matematica avancada.

Palavras-chave: Operador de Laplace. Espectro. Autovalores.



ABSTRACT

In this work we study the Laplace-Beltrami operator defined on Riemannian manifolds.
In addition to the spectrum of such an operator, we also present some of its properties,
such as the fact that this operator is self-adjoint and non-negative. Our main goal is
to analyze the existence of eigenvalues for the Laplace-Beltrami operator, under certain
conditions, for exemple, surfaces that are complete graphs of radial functions, which is a
revolution non-compact surfaces. This dissertation is based on the article ”On the spec-
trum of the Laplace-Beltrami Operator on the Non-Compact Surface”of Takao Tayoshi
(Comm. By Kinjiro Kunugi, MJA, Feb. 12, 1971). To perform this work were introdu-
ced basics concepts of functional analysis, with emphasis on the study of Hilbert spaces
and the spectral theory of self-adjoint operators, Riemannian Geometry in surfaces and
Partial Differential Equations, in particular results for elliptic operators of second order.

In addition, were needed some results for advanced mathematics.

Keywords: Laplace operator. Spectrum. Eigenvalues.
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1 INTRODUCAO

O operador de Laplace-Beltrami, costumeiramente denotado por A, é um
operador diferencial eliptico de segunda ordem e linear, que pode ser definido sobre su-
perficies no espaco euclidiano e de forma mais geral, em variedades riemannianas, dado
como o divergente do gradiente de funcoes definidas no espago trabalhado. O Laplaciano
aparece naturalmente em equacoes diferenciais que descrevem muitos fenomenos fisicos,
como equacao da onda, equacao da difusao do calor, na mecanica quantica, representando
a densidade do fluxo do gradiente de uma funcao. Considerado num sistema de coordena-
das cartesianas, o Laplaciano corresponde a soma das derivadas parciais de segunda ordem
com respeito a cada variavel independente. Em outros sistemas de coordenadas, como o
sistema esférico e sistema cilindrico, o Laplaciano tem essa mesma forma. Para qualquer
sistema de coordenada (z', z?), considerando uma superficie M de classe C? no R? e uma
métrica riemanniana (g;;) sobre M, onde G = det(g;;). O operador de Laplace-Beltrami é

dado por

onde u € C*(M).
Neste texto, vamos trabalhar com o espago das fungoes quadrado integraveis

L*(M), sendo este um espago de Hilbert com o produto interno (¢,v) = / dYdM,

onde dM = v/Gdz'dz? é o elemento de medida da superficie M e nosso grande intuito é
demonstrar o seguinte resultado:

“Considerando M como uma superficie de revolugao, representada por

x=r(s)cosl, y=r(s)sind, z=h(s), r(0) =h(0) =0, (0<s<o0; 0<0<2m),

onde o parametro s é o comprimento de (0,0,0) a (z,y, 2) ao longo da reta gerada por

dr N - .
M. Se tomarmos I > 0 para 0 < s < oo, entao A nao possui autovalores.
S
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo sao apresentados alguns dos principais conceitos utilizados no
decorrer desse trabalho. Iniciamos com resultados bésicos sobre espacos de Hilbert, uma

vez que o espaco vetorial que trabalhamos pertence a essa categoria de espagos.

2.1 Espacos de Hilbert

Definicao 2.1 Seja E um espacgo vetorial sobre o corpo C. Um produto vetorial interno

em E ¢ uma aplicagao

(L):ExE—>R

(z,y) = (z,9)
tal que para quaisquer x,x1, T2,y € E e A € C:
(1) (@1 + 22, 9) = (21, 9) + (22,9);
(p2) (Az,y) = Mz, y);
(ps) (z.y) = {y.2);
(p4) Para todo x # 0, (x,z) € um nimero real estritamente positivo.

Pelas propriedades acima, temos:
. (2,0) =(0,y) =0;

. (z,x) =0 se, e somente se, v = 0;
Az ) = (zy) + (T 2);
Az —y2) = (@) — (@, 92);

- {2 \y) = M, y),

. Se(z,1) = (z,y2), Vz € E, entdo y; = ys.
O par (E,{.,.)) € chamado de espago com produto interno.
Proposicao 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz): Seja E um espago vetorial com

produto interno. Entao

(@, y) =yl

para qualquer x,y em E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente, se os vetores T e

y sao linearmente dependentes.

Demonstracao 1 O resultado é imediato se © = 0 ou y = 0. Podemos entao supor
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Chame a = (y,y) e b = {(x,y) para concluir que ab{z,y) = (y,y)bb = |b|*(y,y) ¢ um

numero real positivo. Lembrando que a também é um numero real positivo,

0 < (ax —by,ax — by)
= aa(z,r) — baly, r) — ab{x,y) + bbly,y)
= a*(z,x) — 2Re(ab(z,y)) + [b]*(y,y)
= a*(z,z) = 2[b]*(y, y) + [bI*(y. )
= a*(z,z) = [b*(y,y)
= (v (v, y)(z,z) = [b]?)
= Wy, 9@, 2) = [{z,9)]*).

Como (y,y) > 0 seque que

lylPllel® = [z, ) * = (v, y) (@, 2) = [z, ) > 0,

o que prova a desigualdade desejada.

Corolario 2.1 Seja E um espaco com produto interno. A funcao

I E =R, [lz]l = /(z,z)

é uma norma em E.

Demonstracao 2 Provaremos apenas a desigualdade triangular, uma ver que a veri-
ficacao das demais é imediata. Para todo x,y € FE, usando a desigualdade Cauchy-
Schwarz obtemos
lz+yll? = (@+yz+y) =zl +{z.y9) + (y.2) +[y]?

= all? + ) + (e, ) + llyll?

= l=l* + 2Re((z, y)) + [lylI”
2 l” + 2z, y)| + [lyl]?
Izl + 2l -yl + lyl®

(el + llylh*.

IA A

Extraindo a raiz quadrada da desigualdade triangular seque o resultado

Definicao 2.2 Um espaco com produto interno que é completo na norma induzida pelo
produto interno € chamado de espaco de Hilbert. Em particular, um espaco de Hilbert é
um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Considere o espago das funcgoes quadrado integrdaveis L*(X), isto é,

L2(X):{f€X:/f2<oo}
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a expressao (f,g) = [y fgdu define um produto interno em L*(X). A norma induzida

coincide com a norma original de L*(X),

T ( / \f\Qdu>2

onde L*(X) € completo. Portanto, L*(X) munido desse produto interno é Hilbert.
Proposi¢ao 2.2 (Lei do Paralelogramo) Seja E um espago vetorial com um produto

imterno. Entao, para quaisquer x,y € F,

Iz +ylI* + llz = l* = 2(ll=]* + lly]1*).

Demonstracao 3 Somando as igualdades

{ lz+yl? = l=l* + (z,9) + {y,2) + yl?

lz—yl* = l=l® =z, 9) — (v 2) + ||yl

obtemos o resultado.

Proposicao 2.3 Seja E um espago com produto interno e seja M um subespaco completo

de E. Para todo x € E existe um unico p € M tal que

—p|| = dist(z, M) := inf ||z —y||.
o~ pll = dist(z, M) := inf 12~y

Demonstracao 4 Como d = dist(x, M), da defini¢ao de infimo podemos tomar uma

sequéncia (y,)se, de vetores de M tal que
1
d<||x—yn||<d—|—ﬁ (%)
para todo n. Sejam m,n € N. Aplicamos a Lei do Paralelogramo para os vetores x — yy,
e x — Y, para obtermos

2l — yml® + 21z — yul® = |2 — Yo + = — Y| + |2 — Yo — 2 + yu|*-

Yn t Ym

Como M ¢€ subespaco vetorial, € M, da igualdade acima e de (%) resulta que

190 = ymll> = 2[7 = ymll® +2ll2 = ynull* = (122 — (Yo + y) |I?

ot mlf
2

1\? 1\?
< 2<d+—) +2(d+—> —4d®> — 0
m n

= 2z = yml* + 2w — gl — 4|2
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se m,n — 00.

Isso prova que a sequécia (y,)s2, € de Cauchy no espago completo M, logo convergente
para um certop € M. Como y, — p, fazendo n — oo em (x) concluimos que ||x —p|| = d.
Para provar a unicidade, seja q € M tal que ||x—q|| = d. aplicando a Lei do Paralelogramo

para 0s vetores x —p e x — q obtemos

Ad® = 2d° +2d* = 2|z — p|* + 2||z — ¢|)?
= le—p+az—qP+llz—p—2z+4q|?
= |2z—p—q|*+p—ql?

2
_bta

— 4 — ql2.
'ﬂf 5 + [lp — ¢

Ptq

Como € M, seque que
_p*a

0< Hp—q!l2=4d2—4H:€ 5

2
H < 4d* — 4d* = 0,

0 que € suficiente para concluir que p = q.

Definigao 2.3 Sejam E um espago com produto interno e A um subconjunto de E. De-

nominamos o subconjunto
At ={y € E;(z,y) =0 para todo x € A}

de complemento ortogonal de A.
Proposicao 2.4 Sejam H um espago de Hilbert e M um subespacgo fechado de H. Entao
H =M@ M*, isto é, x € H admite uma 1inica representacdo na forma x = p + q com
pEM comqe M+
Além disso,
|z — p|| = dist(xz, M).

O wvetor p € chamado de proje¢ao ortogonal de x sobre M

Demonstracao 5 Dado x € H, pela Proposi¢ao existe um unico vetor p € M tal
que
o = pll = dist(, M).

Tomando ¢ = x — p seque imediatamente que x = p + q. Basta entdo provar que ¢ € M.

Para todo y € M e todo escalar \, o vetor p+ Ay pertence a M, logo

gl = l|lz—pl* =dist(x, M)* < |lz — (p+ My)||* = |lg — \y|?
= (¢—2y,qa—My) = lqll® = My, @) — Xa,y) + A|yl]>
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Disso concluimos que

0 < [APllylI* — 2Re(My, q))-

Escreva (y,q) na forma polar |{y, q)|e? para cadat € R chame \ = te=*. Da desigualdade

acima segque que
0 < *l|yll* — 2tl{y, a)]

para todo t € R e consequentemente o discriminante do binomio € menor ou iqual a zero.
Isso nos dd |{y,q)| =0, e portanto ¢ € M.
Para provar a unicidade, suponha que p+q=p1 +q comp, pr € M eq, ¢4 € M+

Como M e M+ sdo subespacos

p—p=q —qe€MnM"={0}.

Seque que p=1p, e ¢ = q.

2.2 Geometria Riemanniana

Agora introduziremos alguns fatos de geometria riemanniana, definindo fer-
ramentas importantes como divergente de um campo e o laplaciano sobre variedades
riemannianas.

Definicao 2.4 Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para todo ponto
p € S, existem uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio x : U C R? =V N S de
um aberto U C R? sobre V N S, tais que:

(i) x € um homeomorfismo diferencidvel;

(ii) A diferencial dx, : R?* — R? ¢ biunivoca para todo q € U.
Defini¢ao 2.5 Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um pro-
duto interno (,), no espago tangente T,M que varia diferenciavelmente no sequinte sen-

tido: Se x : U C R* — M ¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

ail (q) = dgj(o’ cee 17 e 70)7 entdo

x(xy, 29, ) =q € x(U) e

(2-(0) G @) = g )

¢ uma fungao diferencidvel em U.

Proposicao 2.5 Se f : M" — R € uma funcao suave e U C M € uma vizinhanca

coordenada, com campos coordenados , entao o gradiente de f € dado em U

— e, —
8$1 8xn

por
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of 0
Vf=g"—2. —.
f g 693; 81’k
Em particular,
of of
v 2 — kl_ =L
VP =95 o
Demonstracao 6 Se Vf = a;=—, entao
0xj
af 0 g 0
5=V am) = )
De maneira que
0
gkla—a{l = a,;9" g = a;61; = ax.

Para o que falta, temos:

o = (P20 0

Proposicao 2.6 Seja {Q,} uma arbitraria cobertura de M por conjuntos abertos. Entdio,
para qualquer funcao f € C§(M) existe uma sequéncia finita {f;}F_, de funcies de

C (M) tal que cada f; € suportada em um dos conjuntos 2, e

f=hH+.+ [

Demonstragao 7 Ver o capitulo 3 de [5].
Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia): Para qualquer campo vetorial suave v(x) em
uma variedade riemanniana M, existe uma unica funcao suave em M, denotada por div v,

tal que a sequinte identidade € satisfeita
/ (divv)udM = / (v, Vu) dM (%)
M M
para todo u € C3°(M).

Demonstracao 8 A unicidade do divv € simples:

Se existem dois candidatos a divv, digamos (divv)' e (divv)” entdo, para todo u €
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/ (divv) udM :/ (divv)"udM = (divv) = (divv)"”.
M M

Para provar a existéncia de divv, primeiramente mostraremos que divv existe em qual-
)
quer carta. Se U € uma carta em M com as coordenadas z',--- ,x" entdo usando inte-

gracao por partes em U, obtemos para qualquer v € C§°(U),

[w i = [w -

= v —\/det d\

= Vdet g)ud\

3 pyw
- Z[ detg(?xk( k/detg)udv.

Comparando com (x) vemos que o divergente em U pode ser definido por

divv = ;i(\/detgvk). (xx)

Se U eV sao duas cartas, entao (xx) define o divergente em U e V', o qual coincide em
UNV por a mesma sentenga. Assim (xx) define divv como uma fungao definida em toda
a variedade M, e o divergente definido deste modo satisfaz a identidade (%) para toda
funcao teste u de suporte compacto em uma carta.

Vamos extender a identidade (%) para toda func¢io w € CZ(M). Seja {Q.} qualquer
familia de cartas que cobre M. Pela proposi¢ao qualquer func¢ao u € C3°(M) pode
ser representada como uma soma uy + ug + - - - + ug, onde cada u; € suave e de suporte
compacto em algum .

Assim, (%) € satisfeita para cada fun¢ao u;, e somando-se todas essas identidades, obtemos
(*) para a fung¢do u.

Definicao 2.6 Definimos o operador de Laplace em qualquer variedade Riemanniana

como seque

A=divoV.

Isto €, para qualquer funcdao suave f em M,

Af = div(V ),

onde Af € também uma funcao suave em M. Em coordenadas locais, temos

A= Videtg Ox* ( det gg axl)’
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onde g = (g)-

2.3 Teoria FEspectral

Nesta secao nos restringiremos a expor algumas defini¢oes iniciais da teoria

espectral e resultados sobre o espectro de operadores auto adjuntos.
Definicao 2.7 Seja H um espaco de Hilbert e T : H — H um operador linear limitado.
Definamos T = T—\ : H — H e os conjuntos o(T) = {\ € C; T\ nao € um isomorfismo},
denotado por espectro de T', e p(T) = C — o(T'), denotado por resolvente de T.
Definigao 2.8 Se A\ € o(T), entao T\ : H — H nao € um isomorfismo, isso pode
acontecer por

1. T\ nao € injetivo;

2. Ty € injetivo, mas ImTy # H;

3. Ty € injetivo, ImT\ = H, mas T)\_1 :ImT\ — H nao € continua.

Assim temos:

1. 0,(T) = {X € C; Ty nao € injetiva} (Espectro Pontual);

2. 0,(T) = {\ € C; Ty € injetiva, mas ImTy # H}(Espectro Residual);

3. 0. (T)={NeC; T\ éinjetiva, ImT\ = H, masTy ' : ImT\ — H ndo é continua}

(Espectro continuo).

Observacgao 2.1

1. Dizemos que A € R é autovalor de T € B(H), se Ker(Ty) # 0. Denotaremos por

VP(T), o conjunto dos autovalores de T';

2. Note que VP(T) = 0,(T).
Proposicao 2.7 Seja T' : H — H um operador linear, auto adjunto, definido num
espaco de Hilbert. Entao,

(i) (Tz,z) € R;

(i1) o,(T) C R.

Demonstracao 9 (i) Para todo v € H, temos

(Tx,z) = (x,T*z) = (x,Tx) = (Tx,x)

Logo,

(Tz,x) = (Tx,x).

Assim,
(Tx,z) € R.

(ii) Sejam X € 0,(T) e x € Ker(T)) \ {0}, entdo Tx = Ax.

Assim,
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Tr = v = (Tx,z) = Az, z) = \||z||* onde ||z||* > 0.
Logo,

(T, )
R

Portanto, como ||z||* € R e pelo item (i) (Tz,z) € R, temos que A € R.

A:

Proposicao 2.8 Seja H um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear auto-
adjunto. Entao, o.(T) = 0.

Demonstragao 10 Se \ € o,(t), por definicio, Ty € injetiva mas ImTy # H.

Tome y € WT,\L, comy # 0. Entao (Thz,y) = 0,Vx € H e assim 0 = (Thx,y) =
(Tx,y) — Av,y) = (x,Ty) — (z,\y) = (2, T5y) = (x,T5y) =0, Vv € H = Ty = 0 =
A€o, (T)CR= =\

Portanto, A € 0,.(T) No,(T), um absurdo, ja que esses conjuntos sao disjuntos.
Proposicao 2.9 Se H ¢ um espaco de Hilbert e T : H — H ¢ um operador auto-adjunto,
entao

o(T) = 0,(T) U o (T).

Demonstragao 11 Seja A € o(T)\o,(T), mostraremos que ImTy # H.

Se y € WT,\L, entio (Thz,y) =0,Ve e H= (¢, Tyy) =0; Ve e H =Ty =0=T\y =
y =0, jd que X £o,(T).

Logo,

TmTy = {0} e assim ImTy = H.

Portanto, A € o.(T).

Proposicao 2.10 Seja T : H — H um operador auto-adjunto definido num espaco de
Hilbert. Entao,

A€ p(T) < | Thx| > c||z]|,Vz € Hec > 0.

Demonstracao 12 Suponha que A € p(T'), entdo T\ € um isomorfismo.
Assim,

ThoT ' =1 =T, 0Ty = ||zl = T o Ta(2) | < T3 I Ta (@)l = | Ta(2)] =
1T - el = cllall, onde ¢ = |75
Reciprocamente, suponhamos que |[|[Ty|| > c||z||. Segue que T\ € injetiva e sua imagem
fechada.
Caso ImT, = H, teremos Ty bijetiva e pelo Teorema da Aplicacao Inversa, Ty € um
isomorfismo, ou seja, A € p(T).
Afirmacao: ImT\ = H.
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Seja yelmTAl ey # 0. Entao

(Thz,y) =0, Yz € H.

Mas,

(D, y) = (Tw,y) — (Av,y) = (2, Ty) — (=, \y) = (z, Txy).

Assim,
(0, T5y) =0, Ve e H=Toy=0=>Ty= y = co(l)CR= )= )=
Ty = Tx nao € injetiva, pois Ty =0 ey # 0, uma contradigao.

Logo,

ImT = {0} e dai H = ImT & ImT— = ImT = ImT, onde essa ultima
iqualdade seque do fato de ImT ser fechada.
Proposicao 2.11 Se H ¢é um espago de Hilbert e T : H — H ¢é um operador auto-

adjunto, antao

o(T) C | inf (Tz,z), sup (Tx,x)

lzll=1 l|lz||=1

Demonstragao 13 Tomando R = sup,—1(Tv,z) e r = infj,j=1(Tx,x) vamos provar
que se A > R ou A\ < r, entio ||Thx|| > c||z||, Ve € H, o que implica, pela proposi¢cdo
2.10, que X € p(T).

Com efeito, para ||x|| = 1, temos

(Tha,z) = (Tz,2) = A|z|P < R—-X=—-a<0

(Dha,z) = (Tx,z) = Mz]|*>r—A=d >0

ITaellll=ll = [[Tazl]

Vo € H[|zf| = 1.
[ Taz|lflzf] = [ Ta]]

a < |(Thz,z)|
=
d < |[(Thx,z)|

IA A

Se y # 0, entao

Yy
7 (m)' > 0= [Tyl > allyl
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)
T (m)' > d= [Tyl > dlyl

o que implica em X € p(T).

Proposicao 2.12 Seja Hum espaco de Hilbert e T um operador limitado e auto-adjunto.
Entao
17| = sup{|[{Tz, z)[|; |l=]| = 1}

Demonstracao 14 Se T' =0, o resultado € imediato. Suponhamos T' #Z 0. Note que, da
desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(T2, 2) < ||Tx(l|=] < | T]|=(*

para todo x € H, e portanto

sup{[(T'z, z)[; [l«]| = 1} < |-

Resta provar a desigualdade inversa.Como T # 0, podemos tomar xo € H com ||zo|| = 1
e T'(zg) # 0. Chamemos

1 1
x = ||Tzo||2 - g e y = ||Txo||2 - T(x0).

Entio ||z|? = ||y||> = ||[Txol|. E claro que (Tx,y) = ||Txo||? e como T é auto-adjunto,

provando que

(Tz,y) = (Ty,z) = || To*

Definindo u=x +y ev =2x —y, e substituindo as equagoes

(Tu,u) = (T, z) + (Tx,y) + (Ty,x) + (Ty,y)
(Tv,v) = (Tz,z) = (Tx,y) — (Ty,z) + (Ty,y).
Obtemos,
(Tu,u) — (Tu,v) = 2(Tx,y) + 2(Ty, z) = 4||Txol*.
Para simplificar a notagdo, escrevamos C = sup{|(T'z, 2)|; ||z|]| = 1} e vejamos que

{(Tw,w)| < C||w||?, para todo w € H.

De fato, para w = 0 o resultado € imediato, e para w # 0,

17 = () )] =
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Usando a lei do paralelogramo e lembrando que (Tw,w) € R para todo w € H (proposicao

, temos,

UTzol* = [Tu,w)| = (Tv,v)] < [(Tu,u)| + [(Tv, v)
< ClulP+Clol? = Clla+yl* + Cllz —yl?
= 20(«l*+lwl*) = AC||To|-

ComoT (zo) # 0 concluimos que | Txo|| < C. Isso vale para todo xy € H, tal que ||xo|| =1
e T(xo) # 0. Entao || T = sup{||T(xo)[|; zoll = 1} = sup{[|Two[[; [lol| = 1 eTwo # 0} <
C.

2.4 Teorema da Continuacao Unica para Equacoes Elipticas

Agora definiremos Equacgoes Diferenciais Parciais Elipticas de segunda ordem
e apresentamos um dos principais resultados desse trabalho, o qual permite a conclusao
da prova do teorema principal.
Defini¢ao 2.9 Uma equagdo a derivadas parciais ou equagao diferencial parcial (E.D.P.)
¢ uma equacao envolvendo duas ou mais varidveis independentes x, y, z, t... e deriva-
das parciais de uma fungdo (varidvel dependente) u = u(x,y, z,t...). De maneira mais

precisa, uma E.D.P. em n varidveis independentes x1, o, ..., T, € uma equacao da forma

2 2 ¢
F(:)jl,...,xn, “ ou ou 0%*u 0*u au):()?

oxy " Ox, 022 0wy 0x, " Oxk

onde (x1,..., x,) € Q, Q € um subconjunto aberto de R"™, F é uma fungao
dada e u(x) € a fungdo que queremos determinar.

A ordem de uma E.D.P. ¢ dada pela derivada parcial de maior ordem que
ocorre na equacao: Por exemplo, a ordem da equacgao acima € k se F, como func¢ao de
alguma das derivadas de ordem k, é nao constante.

Definicao 2.10 Um operador diferencial de sequnda ordem é dado portanto

n

Lu = Z aij(x) E)x 8% Zb axz + c(x)u,

ij=1 i=1

onde u € C*(Q) e Q € um aberto do R™.

Dizemos que L é um operador eliptico, se a matriz (a;;(x)) € positiva definida
para todo x € ), ou seja, se A(x) e A(x) denotam o menor e o maior autovalor de (a;;(z)) ,

entao
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0 < M@)[¢)? < Z a;j(2)&& < Az)[€]?

ij=1

para todo £ € R™ \ {0}.

Teorema 2.2 (Teorema da Continuagdo Unica para Equacées Elipticas)
Seja u(xy, ..., x) uma solugdo de uma equagdo eliptica num dominio D. Se u

se anula num subconjunto aberto de D, o principio da continuacdo unica assequra que

se anula em todo o dominio D.

2.5 Operador de Laplace

Em seguinda, faremos um estudo mais focado no Operador de Laplace, estabelecendo suas
propriedades no ambiente trabalhado. Além disso, introduzimos importantes resultados
para a conclusao da prova do teorema principal, obtendo argumentos necessarios para tal
intuito.

Proposigao 2.13 Se u,v € L*(R") e d;u, d;v € L*(R™) para algum indice i, entdo

(Qiu,v)r2 = —(u, 0iv) 2

Demonstracao 15 :Ver o capitulo 2 de [5].
Proposigao 2.14 (Férmula de Green) Para toda fungio u € Wy(M) e v € W?(M),

temos
/ uAvdu:—/ (Vu, Vou)dpu. (%)
M M

Demonstracao 16 De fato, se u € D, entao pela definicao do laplaciano Av e do gra-

diente Vu, temos

/MAvdu = (Av,u) = (v, Au)
= (v, div(Vu))
= —(Vv,Vu)

_ /M (Vu, Vo)dp.

Para qualquer uw € W¢, existe uma sequéncia {ux} C D que converge para u em W1
Aplicando (%) para uy e passando ao limite, obtemos a mesma identidade para u pois
ambos os lados de (%) sdo funcionais de u € W1.

Definigao 2.11 Seja Dy o completamento de C2(M), munido da norma

1712 = 112 + / lgrad f24M,
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_of 7
2 _ 2 _ \2 i 2L
onde ||f||* = (f, f) e |grad f|* = Zi,jzlgjaxi i

D; € o espago dual de Dy e L*(M) estd mergulhado em D}
Definicao 2.12 F' € Dj € igual a Au, para u € Dy, se

F(v) = [ uavan,

para qualquer v € C2(M).
Definigao 2.13 Seja L o operador com dominio D(L) = {f;f € Dy,Af € L*(M)} e
Lu = Au.

Proposigao 2.15 Para qualquer o > 0, o resolvente R, := (L + aid)™!

existe e € um

operador em L* limitado, nao-negativo e auto adjunto. Além disso, |Ra| < a7

Demonstracao 17 Ver o capitulo 4 de [5].



25
Lema 2.1 L é um operador auto-adjunto, nao-positivo definido em L*(M).

Demonstragao 18 L ¢é nao-positivo: seque da proposicao |2.14),

/ uAudp = —/ |Vul?dp < 0.
M M

L ¢é auto-adjunto: Pela proposi¢cao o resolvente R = Ry = (L + Id)™!
existe e é um operador limitado auto-adjunto. Vamos mostrar que L = R~ —1Id é também
um operador auto-adjunto.

E suficiente provar que R~ com o dominio W2 é um operador auto adjunto.
A simetria de R~ seque da simetria de L, garantida pela proposicdo . Portanto,

(R™Y* é uma extensao de R, e tudo que precisamos mostrar é que
dom(R™1)* C dom(R").

Pela definicio de operador adjunto, dom(R™')* = {u € L*3f € L?, Vv € domR™! ¢ (R v,u) =
(v, f)}-

Como Ry definido e pertencente ao dominio de R™*, temos pela simetria de R™*, (R~ v, Rf) =
(v, RTIRf) = (v, f).

Logo, concluimos que

(R 'v,u) = (R, Rf), Yo € W§

donde u = Rf e u € domR™".

Definigao 2.14 Seja M uma superficie de revolugao em R3, dada por x = r(s)cost, y =
r(s)sind, z = h(s), com r(0) = h(0) =0 onde 0 < s < oo e 0 <0 < 27.

O parametro s é o comprimento de (0,0,0) a (z,y,z) ao longo da geratriz de M.
Proposicao 2.16 A métrica de Riemann induzida em M C R? é dada por gi1 = 1, gop =
12 € go1 = g12 = 0 e entdo

19 0u 1 0%

+ — - —— parau € C*(M).

Au= o35t g

Demonstragao 19 De fato, jd temos que

Au—ii-i Nl b
B VG Oxt 90z )

i,j=1



Logo,
2
B 1 0 1; Ou 1 0 5 Ou
NEPE S(@g W) . @0@@ O
1 0 ou 1 0 ou
Ay — 9 ndu 9 219U
! 7T \Ve's ) T g 89(\/69 D5
1 0 120U 1 0 0 OU
T s \Ye %)t U5 (*/Eg 26
Note que
10 9
G = o | =T =>\/5:7’
0 r
Substituindo,
1 0 ou 1 0 ou 1 0 ou 1 0
Au-;%<r1%)—i—;%(r()%)—i—;g(r()%)—i—;%(r
Assim,

A—lg @ +i@
U_T 0s " 0s r2 002
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Lema 2.2 Seja M; o subdominio de M caracterizado por s € [0,t), e Ty a fronteira de

M;. Se w € uma funcdo suave em M e Aw = \w para um unico nimero real A, entdo

2
) i

(dM = rdsdf,dl’ = rdf), My = {(r(s)cosf, r(s)sinb, h(s)),0 < s <tef €|0,2n]}

2

dr ow
2\ —|w|*dM = r(t Mw|?* = | =
/el "“/Ft( wl? ~ |5

Demonstracao 20 Como vimos anteriormente,
A 1 0 ow n 1 d%w
w = -+ — re — —_— e
r 0s 0s
Basta mostrar o resultado para uma auto-funcgao real.

0
Consideraremos, I =2 [, ra—wAde.
¢ S
Dat,

72

r2 002"

ow

00




I = 2/ ra—wAde
My

s
o [ () e

- 2-/0% /Ot (r(s)g—f% ((r@)a@—f) ?;:g;)dsde

_ / /as( —ds)d0+2/0t/02ﬂ {%(%'%) azgegﬂdeds

0 (Owd
Temos — (_w_w> =0, ja que € uma func¢ao periodica de periodo 2mw. Daf,

90 \ 9s 00
I = /0%7“2(75) ‘Z—fzde—Q/O%/ot @%gg& dsdf

- [l m-a [T ([ %] Go)] ) o

= [0 a0 [0

2 (| ow|? 1 |owl?
_ 2 B -
=7 (t)/o ( s do.

r2(t) | 00
Mas, r(t)df = dI’

1= [ (]g_

Por outro lado, como Aw = \w, temos

1 [ow
il

2
) o

27



28

I = 2/ r()a—w AwdM
My

S

= 2)\/ T(S)(Z—w'de
My

S

27

= 2)\/ / w—dsd@

27
[ (oo

27 27
_ 2
= / / (85 ds) df — )\/ / ds w*dsdf
= )\/ 2d9—2)\/ / s))|w|*dsd6.

0

2w 2
I:)\rQ(t)/ lw| d9—2)\/ / s))|w|*r(s)dsdb.
0

Mas, dM = r(s)dsdf. Entao,

Logo,

[ ms)/r Aw|2dr — 2)\/M %(r(s))\deM.

Por fim, temos a igualdade:
1 ‘Ow

(1) /F O% 2 = |9 2) ir = ) /Ft/\\w|2d1“—2)\/Mt%(r(s))|w|2dM

dr ow |? 1 |owl?
2 — |w|*dM = 2 _ r
= )\/Mt —lwld r(t) /F ()\]w| o )d

r2(t) | 00
Proposigao 2.17 Seja g : [0,00) — R uma fungao integrdvel. FEntao, existe uma

sequéncia (ty)nen tal que trg(tk) — 0 e t, —> o0.

o
Demonstragao 21 Por hipdtese temos que g(t)dt < oo. Queremos mostrar que

0
existe uma sequéncia (tg)ren tal que trg(tk) — 0 quando k — 0.

Afimacado 2.1 hm inf s|g(s)| = 0.

00 s>t
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Suponhamos que isto nao ocorra, ou seja,
tlirgo }ngt’s|g(s)| =c> 0.
Assim, existe tog > 0, tal que
inf s[g(s)| > =
Slgto g 2.
O que implica em
c c
slg(s)| > 2 Vs > to, ou ainda |g(s)| > %
> > c [*ds
Logo,/ lg(s)|ds 2/ lg(s)|ds > 5/ — = o0o. Contradigao.
0 ¢ to S
Pela afirmacao, dado k € N, existe sk € R tal que ’
1 1
igf slg(s)| < z € pela defini¢ao de infimo, existe ty > si tal que tg|g(ty)| < %
S>Sp

=

1
= _E < tkg(tk) <
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3 TEOREMA PRINCIPAL

Por fim, apresentaremos o resultado principal desse trabalho.

r
Teorema 3.1 (Teorema Principal) Se 75 > 0 para 0 < s < o0, entao L nao tem auto-
s

valores.

Demonstragao 22 Temos que Lu = Au onde D(L) = {f;f € Dy e Af € L*(M)}.
Seja Lu = Au, comu € D(L) e A € R. Como A € um operador eliptico, seque a suavidade
de u.

Pelo lema[2.1], temos que L € definido nao-positivo, dessa forma A\ deve ser nao-positivo.
Caso 1: A\ =0.
Temos que
div(uVu) = uAu + |Vul|* = uAu = div(uVu) — |[Vul>.
Dat,
/ uAudM = div(uVu)dM — |Vul*dM.
M M

My

Entao, pelo Teorema da Divergéncia,

/uAudM = /(uVu,v>dF—/ |Vul?dM
M, r, M,

= /u%df—/ |Vul*dM.
I v M;

Mas, Au = Lu = 0. Logo,

0:/ uAudM = u@dr—/ |Vu|*dM.
Ft a Mt

r, OV

Aﬁ’r‘magdo/ u?df — 0

r, Ov

Demonstragao 23 Inicialmente note que

ou Js
il - 7\ <« 2
9 <Vu, 8v> < |Vu|

Assim, como u € L*(M) e Vu € L*(M)

o (] ) (] (5= (] (] ) <

Por outro lado,

2

? = |Vul*.

N =

ou
’L[/—
v




31

/ dM / /%u—rd@ds—/ooo (/F gZdF)ds—/oooF(s)ds,

ou
de F(s) = —dl,
onde F(s) U&U
Logo,
/ F(s)ds < oc.
0
Entao, existe uma sequéncia (sp)nen tal que s, — o0 e F(s,) — 0.

Portanto,

/ ua—dF — 0.
r, Ov

Dessa forma, concluimos que

/ |Vul|?dM =0 = |Vul|? =0 = Vu =0 = u = constante.
M

Uma vez que u € L*(M), seque que u =0 e entdo A\ = 0 ndo pode ser um autovalor de L.
Caso 2: \ <.

Usando a igualdade dada no lema 2.2, temos

2)\/ O u2dM = r()/ A\u|2—a—“2 L |ouf* o
s, ds B r, 0s 2100 '
Eziste uma sequéncia (tn),en tal que
tn/ Aul? — Ou 2 Oul* dl' — 0,
Ty Js 0

quando n — oo

Como a curva sobre M ¢é parametrizada pelo comprimento de arco,
)+ ) =1=rt)=1-001)=r(t)<1=r(t) <t,

logo r(tn) < tn, e dessa forma,

r(tn) /F </\|u|2 .

E assim observando a igualdade dada no lema 2.2, temos:

2

8u
00

%
0s

)dF—>O
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A\ — . |ul?dM = 0.
/Mtds o

27
/%|u|2dM / / dr!u\%d@ds
M
/ /dr|u|2df‘sds

De modo geral,

s)ds,
0

dr
de F(s) = [ —|ul?dL.
onde F(s) /1“3 d8|u|

Mas,
o dr,
F(s)ds = | —|ul*dM < oc.
0 M ds

Logo, existe uma sequéncia (tn)pen tal que tn — oo e F(tn) — 0.
r

Concluimos entdo que d—\u|2dM =0.
s

~ M
Entao,

d
)\/  |uf2dM = 0.
u ds

dr
Dessa forma, uw = 0 no subconjunto de M em que temos — > 0. FEsse subconjunto €
s
nao-vazio e aberto, ji que r(0) =0 e r(s) > 0, para s # 0.
Para finalizarmos, usando o Teorema da Continuacdo Unica para Equacoes Elipticas de

Sequnda Ordem, Concluimos que u =0 em todo M.
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4 CONCLUSAO

Ao longo dessa dissertagao estudamos varios resultados de Geometria Rie-
manniana e Analise Funcional, além de alguns conceitos de Teoria da Medida e Equacoes
Diferenciais Parciais Elipticas. Em particular, trabalhamos com a teoria espectral, mais
especificamente a teoria espectral de operadores autoadjuntos, uma vez que o operador
em destaque é o de Laplace-Beltrami.

Trabalhamos no espaco das fungoes quadrado integraveis sobre uma superficie
nao compacta, cujo Laplaciano de tais funcoes também é quadrado integravel sobre esta
superficie. Além disso, para obtermos a prova do teorema principal, dois resultados
tiveram maior relevancia. O primeiro nos garantindo que o operador de Laplace-Beltrami,
sobre tal dominio, é autoadjunto e nao negativo e o segundo nos dando uma identidade
entre integrais, sobre subdominios de uma superficie de revolugao e sua fronteira limitada.

Por fim, analisamos o espectro do Laplaciano sobre uma superficie de revolugao
e demonstramos a nao existéncia de autovalores para o operador de Laplace-Beltrami,

sempre que a derivada da funcao radial é nao negativa.
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