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Resumo

O objetivo dessa dissertacao é estudar o indice de hipersuperficie minima ori-
entdvel e fechada nao-totalmente geodésica X" da esfera unitaria Euclidiana S**!
cuja segunda forma fundamental tem quadrado da norma limitado por baixo por
n. Neste caso mostraremos que o indice de estabilidade, denotado por Inds., é
maior que ou igual a n 4+ 3, com igualdade ocorrendo apenas em toros de Clifford
Sk <\/%) x Sk ( ”T’k> . Além disso, provaremos também que, a menos de toros
de Clifford, temos a seguinte lacuna: Inds» > 2n + 5. Este trabalho é baseado no
artigo de A. Barros e P. Sousa, entitulado ”Estimate for index of closed minimal

hypersurfaces in spheres” publicado no Kodai Mathematical Journal, no ano de 2009.

Palavras chave: Hipersuperficies Minimas; Indice; Estabilidade.



Abstract

The objetive of this dissertation is to study the index of closed orientable non-
totally geodesic minimal hypersurface X" of the Euclidean unit sphere S"*! whose
second fundamental form has squared norm bounded from below by n. In this case
we shall show that the index of stability, denoted by Inds», is great than or equal
to n + 3, with equality occurring at only Clifford tori S¥ <\/g> x Snk (@) .
Moreover, we shall prove also that, up to Clifford tori, we have the following gap:
Inds» > 2n+ 5. This work is based in the article of Barros, A. and Sousa P., entitled
" Estimate for index of closed minimal hypersurfaces in spheres” published in the Kodai

Mathematical Journal at the year of 2009.

Keywords: Minimal hypersurfaces; Index; Stability.
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Capitulo 1
Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar o indice de hipersuperficies minimas ori-
entdveis e fechadas nao-totalmente geodésicas da esfera unitaria Euclidiana S"*!, cuja
segunda forma fundamental tem quadrado da norma limitado por baixo por n. Mais

precisamente demonstraremos os seguintes resultados:

Teorema 1. Seja x : X" & S wma imersao isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada X", com norma da sequnda forma

fundamental limitada por baizo por v/n. Entao, Inds > n+3 com igualdade ocorrendo

apenas em toros de Clifford S* <\/%> x Snk (@) .

Com as mesmas hipoteses do Teorema 1 provaremos o seguinte teorema

Teorema 2. Seja x : X" & S" wma imersdo isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada X", com norma da sequnda forma fun-

damental limitada por bairo por \/n. Entao, a menos de toros de Clifford S* (ﬁ) X

Sn—k <,/"T_k> , Inds > 2n +5.

A dissertacao é baseada no artigo de A. Barros e P. Sousa ” Estimate for Index of
Closed Minimal Hypersurfaces in Spheres” publicado no Kodai Mathematical Journal,

no ano de 2009.

Para melhor entendimento dividimos o trabalho em cinco capitulos. No primeiro
capitulo apresentamos sucintamente, as defini¢coes e resultados bésicos relacionados
com o que precisamos para chegar a demonstragao de alguns teoremas e lemas, e além

disso fixamos a notagao que sera utilizada no decorrer do trabalho.



No segundo capitulo, tratamos um pouco da teoria de estabilidade onde demons-
traremos as férmulas da primeira e da segunda variacao da area para o caso de
imersoes isométricas x : X" — M"™ de uma variedade Riemanniana orientdvel e
compacta X" de dimensao n em uma variedade Riemanniana M"™™ de dimensao n +

m. O objetivo em apresentar estas demonstracoes é para obter as seguintes férmulas

= —n / FHAY,
b

t=0

dA (t)

dt

d*>A(t)
dt?

= —/E [FAS + (AP +n) /7] d2,

t=0
que sao, respectivamente, a primeira e a segunda variacao da area para hipersuperficie,

as quais serao usadas neste trabalho.

No terceiro capitulo, definiremos o operador de Jacobi, bem como a forma quadrati-
ca induzida pelo operador de Jacobi. A partir dai daremos a seguinte definicao de

indice de uma hipersuperficie;
Definigao 1.1. Seja J : C® (X") — C*(X") o operador de Jacobi. O indice de
estabilidade de X", denotado por Inds., € definido por

Indsn = max{dimV : V.C C*(X"), Q(f) <0,VfeV},

onde Q (f) = — [ fJ fd%.

A hipersuperficie ¥ é estavel quando, e somente quando, Inds. = 0, ou equiva-
lentemente, dizemos que X" é estéavel quando @ (f) > 0, Vf € C* (X"). Quando a
hipersuperficie 2™ nao é estavel dizemos que X" é instavel.

No quarto capitulo, fazemos uma andlise das func¢oes suportes as quais estao

definidas abaixo:

Definicao 1.2. Dada uma hipersuperficie x : X" 9 S"! as funcoes suportes sao

definidas por £, = (x,v) e f, = (N,v), onde v € R""2 ¢ N € a aplicagcdo de Gauss.

Neste capitulo, calcularemos o Laplaciano destas fungoes e, além disso, é demons-

trado uma sequéncia de lemas a respeito dos conjuntos

V={tl,;veR"™} e W={f,; veR"},



que serao usados na demonstracao dos teoremas principais desta dissertacgao.

Finalmente, no quinto capitulo concluimos o objetivo principal desta dissertacao

que ¢ domonstrar os Teoremas 1 e 2 citados no inicio desta introducao.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que serao utilizados em nosso
trabalho. Além disso, iremos considerar X" uma variedade Riemanniana de dimensao
n e classe O, C* (X") o anel das fungdes reais de classe C™ definidas em " e

X (£") o conjunto dos campos de vetores de classe C*° em ™.

2.1 Meétrica Riemanniana

Definicao 2.1.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
variedade diferencidvel X" € uma correspondencia que associa a cada ponto p de 3"
um produto interno { , ) (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no

espago tangente T,X", que varia diferencidvelmente no sequinte sentido: Se x : U C

R™ — Y™ € um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x (x1,...,2T,) =
0 0 0
gex(U)e oz, (¢q) =dz(0,...,1,...,0), entdo <8—$Z(q),a—%(q) = gij (T1,...,2)

€ uma fungao diferencidvel em U.

2.2 Conexao Riemanniana
Definicao 2.2.1 (Conexao Afim). Uma conexdo afim V em uma variedade dife-
rencidvel X" € uma aplica¢ao

V:XE") x X (X" — XX

que se indica por (X,Y) SN VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:



1) VixygwZ = fVxZ +9gVyZ,
ii) Vx (Y +2)=VxY +VxZ,
i) Vi (fY) = [VxY + X ()Y,
onde X,Y,Z € X (X") e f,g € C(X").

Definigao 2.2.2. Uma conezxdo afim V em uma variedade Riemanniana X" € dita

uma conexao Riemanniana se valem as sequintes propriedades:
i) VxY —-VyX =[X,Y], (simetria)
il) X(Y,Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica)

onde X,Y,Z € X (¥").

2.3 Orientacao

Definicao 2.3.1. Seja ¥ wma variedade diferencidvel. Diz-se que > é orientdvel
se ¥ admite uma estrutura diferencidvel {(U,, x4)} tal que para todo par a5 com
To (Uy) Nzp (Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas xg o z_' tem

determinante positivo. Caso contrario diz-se que Y € nao-orientdvel.

2.4 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano
Neste trabalho também vamos utilizar os seguintes referenciais:

i) Ortonormal: Dizemos que um conjunto de campos de vetores {X,..., X, }
é um referencial ortonormal local em X", quando em cada ponto p € X"

Xi(p),..., X, (p) é uma base ortonormal do plano tangente 7,X".

ii) Geodésico: Dado p € X", existe uma vizinhaga U C X" de p e campos de vetores
Xi,..., X, em X (X"), ortonormais em cada ponto de U, tais que Vy, X, (p) =
0. Uma tal familia X1, ..., X,, de campos de vetores é chamada um referencial

(local) geodésico em p.



Definigao 2.4.1 (Gradiente). Seja f € C*° (X"). O gradiente de f, denotado por

Vf, € o campo de vetores em X", definido pela sequinte condicdo:
(Vf,X)=X(f), VX e X (X7).
Decorre da definigao que se f, g € C* (X") entao:
1. V(f+9)=V[f+Vyg

2. V(fg) =9V f+fVg

Proposigao 2.4.1. Se {X1,..., X,,} € um referencial ortonormal local em X", entdo
V=Y Xif)X (2.1)
i=1

Demonstracdo. De fato, sendo Vf = Z a; X;, temos que
i=1

Xi(f) =V, X;) = <Z az‘Xian> = aj.

i=1

Logo,
V=Y X)X
i=1

]

Definigao 2.4.2. Seja X € X (X"). A divergéncia de X € a fungao divX : X" — R,
definida por

divX(p) =Tr[Y (p) = (Vv X) (p)],
ou seja, o divergente é o trago do operador linear (Y — Vy X).
As propriedades abaixo decorrem diretamente da definigao.
1. div(X +Y) =divX + divY
2. div(fX) = fdivX +(V[f, X),

para quaisquer X,Y € X (¥") e qualquer f € C> (X").
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Proposicao 2.4.2. Seja {X3,..., X} um referencial ortonormal local em X", entao

divX =) (Vx, X, X;).

i=1

Demonstracao. Observe que

Vi, X =) (Vi X, X;) X;.

=1

Dai, a matriz da aplicacao (Y — Vy X) nesta base é dada por

(Vx, X, X1) - (Vx, X, Xy)
(Vx, X, X)) - (Vx, X, X,)

Portanto,
n

divX =tr(VX)=> (Vx X, X;).

=1

]

Proposicao 2.4.3. Se X = > x;X;, onde {X1,..., X, } € um referencial ortonormal

local em ¥™, entao

Demonstracao. Sabemos, pela proposicao 2.4.2, que

n

divX = Y (Vx,X X;)

=1

n

= Z<Xl(l‘])XJ,X2> + Z <xijin7Xi> :

1,j=1 t,j=1

Como (X;, X;) = d;;, entdo temos que

0= Xz <X17X]> = <VX1X27XJ> + <X17 VXin> 5

ou seja,

11

(2.2)



(Vx, Xj, Xi) = — (Vx, Xi, Xj) .
Dai,
=1

1,j=1
n n

— Z (Xi(z;) — (Vx, Xi, X)) .

]

Definigao 2.4.3. Seja f € C* (X"). O Laplaciano de f € o operador A : C>* (¥") —
C>® (X™) definido por
Af = div(Vf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos :
L. A(f+9)=Af+Ag
2. A(fg) = fAg+gAf +2(V [, Vyg),

para quaisquer f,g € C™ (¥").

Proposigao 2.4.4. Se {X1,...,X,,} é um referencial ortonormal local em X" entdo

n

Af = Z (X (Xi () = (Vx, X3) () - (2.3)

=1

Demonstragao. Pela equagao (2.1) temos que
Af = div(i X:()X:)
i=1
e pela equagao (2.2) obtemos
AF =S (X (X () — (V. X, V)
i=1

Portanto, pelas propriedades de V f temos

Af=> (X (Xi(f) = (Vx,.Xi) (f))-

12



Observagao 2.4.1. Note que quando {Xi,...,X,} € um referencial geodésico em

p € X" a expressao do Laplaciano simplifica-se para

n

Af(p) = (Xi(Xi () (p)

i=1

Definigao 2.4.4. Seja f € D (X"). Definimos o hessiano de f em p € X" como o
operador linear Hessf : T,5" — T,X", dado por

(Hessf)Y =Vy (Vf), VY eX(¥").
Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos
X,Y € X (¥"), temos

(Hessf)(X,Y) = ((Hessf)(X),Y).

2.5 Imersoes Isométricas

Definicao 2.5.1. Sejam X" e M™ wariedades diferencidveis. Uma aplicacao dife-
rencidavel o 1 X — M ¢ uma 1mersao se dp, : TyX — T, M € injetiva para todo
p € X. Se, além disso, ¢ é um homeomorfismo sobre ¢ (X) C M, onde ¢ (X) tem
a topologia induzida por M, diz-se que ¢ € um mergulho. Se > C M e a inclusdo

1:2% = M é um mergulho, diz-se que ¥ é uma subvariedade de M.

Definicao 2.5.2. Sejam X" e M"™ wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo
p X — M (isto é, ¢ € uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é
chamado uma isometria se:

(u, ), = (dpy (1) digy (v)),)

para todo p € X, e u,v € T,X.

Seja ¢ : X" — M™™ uma imersao de uma variedade diferencidvel ¥ de dimensao
n em uma variedade Riemanniana M de dimensao n + m, isto é, dado p € X" temos
que dp, : TyX — T,y M é injetiva. A métrica Riemanniana de M induz de maneira

natural uma métrica Riemanniana em ¥: Se vy, ve € T),X, define-se

(v1, ?/2>p = (dipp(v1), dS@p(”?))w(p) :

Nesta situagao, ¢ passa a ser uma imersao isométrica de X em M.

13



2.6 A Segunda Forma Fundamental

Seja f : X" — M™% uma imersao. Entao, para cada p € ¥, existe uma
vizinhanga U C ¥ de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer
que existem uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R¥
em um aberto V do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto
do subespaco R* C R*. Para simplificar a notacao, identificaremos U com f(U) e
cada vetor v € T;3, ¢ € U, como dfy(v) € Ty M. Usaremos tais identificacoes para
estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de ¥ a um
campo local (isto é, definido em U) de vetores em M; se U é suficientemente pequeno,

tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando o difeomorfismo .

Para cada p € X, o produto interno em 7, M decompoe T, M na soma direta
M =T,X® (T,2)*,

onde (T,%)* é o complemento ortogonal de 7,3 em T, M.

Sev € T,M, p € £, podemos escrever
v=ovl+0V VT e T8, VN e (T,X)*

T N

Denominamos v* a componente tangencial de v e v a componente normal de v.

Tal decomposicao é evidentemente diferenciavel no sentido que as aplicagoes de T'M

em T'M dadas por

(p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,v")

sao diferenciaveis.
A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos locais

de vetores em X, e X, Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)T.

Introduziremos a segunda forma fundamental da imersao f : ¥ — M. Para isto

convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X, Y sao campos locais em

2,

B(X,Y)=VxY —VxY

14



¢ um campo local em M normal a . E facil ver que B(X,Y) nao depende das

extensoes X, Y.

Proposicao 2.6.1. Se X,Y € X (U), a aplicacio B : X (U) x X (U) — X (U)*
dada por
B(X,Y)=VyxY —VyxY

€ bilinear e simétrica.
Demonstragao. Ver [7]. O

Como B é bilinear, concluimos, expressando B através de um sistema de coorde-

nadas, que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y (p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € ¥ e n € (T,%)*.
A aplicacao H, : T,X x T,X — R dada por

Hy(z,y) = (B(x,y),n), xy€cT,X

é, pela Proposigao 2.6.1, uma forma bilinear simétrica.

Definigao 2.6.1. A forma quadrdtica 11, definida em T,% por
11 (z) = Hy(x, )
€ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7).

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar
a aplicacao B que em cada p € ¥ é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores
em (T,%)*.

Observe que a aplicagao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear auto-

adjunta S, : T,X — T,% por
(Sy(x), y) = Hy(z,y) = (B(z,y),n).

A proposigao seguinte nos dd uma expressao da aplicagao linear associada a se-

gunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

15



Proposi¢ao 2.6.2. Sejap € X, z € T,X en € (T,X)*. Seja N uma extensao local

de n normal a 3. Entao

Demonstracao. Ver [7]. O

Definicao 2.6.2. Uma imersio f : X — M € geodésica em p € X se para todo
n e (Tp]W)L a seqgunda forma fundamental 11, € identicamente nula em p. A imersao

f € totalmente geodésica se ele € geodésica para todo p € 2.

A razao desta terminologia é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.6.3. Uma imersao [ : X — M é geodésica em p € X se e so se toda

geodésica vy de X partindo de p é geodésica de M em p.
Demonstracao. Ver [7]. O

Observacao 2.6.1. Fxemplos de subvariedades totalmente geodésicas sao raros. No
caso em que M = R"™, os subespacos lineares sao evidentemente subvariedades total-
mente geodésicas. No caso em que M = S™ C R*™ | as interseccies ¥ de subespacos
lineares do R com S™ sdo subvariedades totalmente geodésicas. Isto provém do fato
que para todo p € X, as geodésicas de S™ que partem de p e sio tangentes a X sdo

geodésicas de X.

Uma condi¢ao mais fraca do que a de totalmente geodésica é a condi¢ao de minima.

Definicao 2.6.3. Uma imersao f : X — M € minima se para todo p € ¥ e todo

n € (T,X)* tem-se que trago S, (p) = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal vy, ..., v, de vetores em X (U )L7 onde U é

uma vizinhanca de p na qual f é um mergulho, podendo escrever, em p,
B(z,y) = ZHi(x,y)Vi, r,y€eT,X, i=1,...,m,

onde H; = H,,. Nao é dificil verificar que o vetor normal dado por

H= % Z (trS;) v;,

16



onde S; = 5,,, nao depende do referencial v; escolhido. O vetor H é chamado o vetor

curvatura média de f. E claro que f é minima se e s6 se H(p) = 0, para todo p € X.

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X (X)* o espaco dos campos
diferenciaveis de vetores normais a . A segunda forma fundamental da imersao pode

entao ser considerada como um tensor
B:X(Z)x X(Z) x X(2)F = D(D)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira natural
(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y,Z,n)) = B(VxY,Z,n) — B(Y,VxZ,n) — B(Y, Z,Vx1).
Proposicao 2.6.4. (Equacdo de Codazzi) Com a notagdo acima
(R(X,Y)Z.n) = (VyB)(X,Z,n) - (VxB)(Y. Z,n).
Demonstracao. Ver [7]. O

Observacao 2.6.2. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a

equacao de Codazzi se escreve como
(VXBva Z, 77) = (VYB)(Xv Z, 77)'
Se além disto, a codimensao da imersido é um, Vxn = 0, donde,

VxB(Y,Z,n) = X(S,Y,Z)—(S,(VxY),Z) —(S,Y,VxZ)
= (Vx(5Y),Z) = {4,(VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve

VX(SnY) - VY(SWX) = Sn([Xa Y]).

2.7 Hipersuperficies

Considere o caso particular em que a codimensao é 1, isto é, f : X" —s M+
f(X) € M é entdao denominada uma hipersuperficie. (Observe que uma hipersu-

perficie pode ter auto-intersegoes).
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Sejap € Lene (T,8), || = 1. Como S, : T,% — T,% é simétrica, existe uma
base ortonormal de vetores préprios {Xj,..., X, } de T,¥ com valores préprios reais
Mooy A, isto €, 5, (X;) = AX;, 1 <@ <n.SeX e M sao ambas orientéveis e estao
orientadas (isto é, escolhemos orientagoes para ¥ e M) entao o vetor 7 fica univoca-
mente determinado se exigirmos que sendo { X7, ..., X, } uma base na orientagao de
Y, {X1,...,X,,n} seja uma base na orientacao de M. Neste caso, denominamos os
X; direcoes principais e os \; = k; curvaturas principais de f. As fungoes simétricas
de A1,..., A, s@o invariantes da imersdo. Por exemplo: det (S,) = A\i... A, é de-
nominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e - (A + -+ \,) é denominada a

curvatura média de f.

Definicao 2.7.1. Seja f : X" — M™ wuma hipersuperficie e A : TYX"® — TY" o
tensor de Weingarten. A derivada covariante de A € a aplicagdo VA : TYX" X T¥" —
T>" dada por

VAX,Y)=Vy(AX) — A(Vy X).

Proposicao 2.7.1. Seja A : T¥" — TX" o tensor de Weingarten. Entao a derivada

covariante VA € bilinear.
Demonstra¢ao. Dados X,Y,Z € TM™ e f € C* (M), temos

VAX +[Y,Z) = Vz(AX+ [Y)) = A(Vz(X + [Y))
= V(AX)+ V3(fAY) — A(V2X) — A(V(fY))
= V2(AX) — A(VzX) + [VZ(AY) + Z(f)AY
—fA(VZY) = Z(f)AY
— VA(X,Z)+ [(V£(AY) — A(VY))
— VA(X,Z)+ [VA(Y, Z).

Além disso,

VAX,Z+fY) = Vzipv(AX) = A(Vzipv X)
= Vz(AX) - A(VzX) + f(Vy(AX) — A(Vy X))
— VAX,Z)+ fVAX,Y).
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Proposicao 2.7.2. Seja f : X" — M™ uma hipersuperficie, onde M™** tem cur-

vatura seccional constante. Entao VA € simétrica, isto €,
VAX,Y)=VAY, X),
para X,Y € TY".

Demonstracao. Desde que M"™! tem curvatura seccional constante e f tem codi-

mensao um, segue-se da equacao de Codazzi que
Vx(AY) — Vy(AX) = A([X,Y]) = A(VxY) — A(VyX),
para XY € TX". O

Definicao 2.7.2. Dado um tensor simétrico T : TX" x TY" — TY"™, definimos o

traco de T’ como sendo

trl = Z T(Xz, Xl),
=1

onde { X1, ..., X,,} € um referencial ortonormal.

Definicao 2.7.3. Sejam A : T — T e B : TYX — TX 1-tensores na variedade
Riemanniana . O produto interno dos 1-tensores A e B € a aplicagao (A, B) : ¥ —

R dada por
(4, B) (p) = Tr(A(p).B*(p)),

onde B*(p) é o operador adjunto de B(p).

Observacao 2.7.1. Como o operador de Weingarten é auto-adjunto entao obtemos

trA? = tr (AA) = tr (A*A) = (A, A) = | A~
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Capitulo 3
Formulas Especiais

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados a respeito da teoria de estabilidade
que sao as formulas da primeira e segunda variacao da area. A partir destas férmulas
obteremos fatos bem conhecidos a respeito da estabilidade de hipersuperficies ori-

entaveis na esfera unitaria Euclidiana que sera usado em nosso trabalho.

3.1 Férmula da Primeira Variacao da Area

Nesta seccao provaremos a féormula da primeira variacao da area que é uma
formula muito importante, por exemplo, dela decorre que uma imersao x é minima
se, e somente se, x é um ponto critico para a funcao area A correspondente a cada

variagao.

Definicao 3.1.1. Seja X uma variedade Riemanniana. Denotando por B a sequnda

forma fundamental de X" podemos definir o campo curvatura média

)= tr(B).

n

para cada p € X",

Sejam X1, ..., X, campos de vetores ortonormais em torno de p. Entao, local-

mente temos

H (p) = %ZB (X5, X;) (p) -
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No que segue ¥" é uma variedade Riemanniana orientavel e compacta com bordo

OX" e x: X" — M™™ uma imersao de X" na variedade Riemanniana M™™ .

Defini¢ao 3.1.2. Uma variagcio da imersio x : X" — M"™™ € uma aplicagdio

diferencidvel X : (—e,e) X ¥ — M"™™ tal que

1. Para cada t € (—¢,¢) a aplicagao xy = X (t,-) : X" — M™™ € uma imersao.
2. Tg = 1.

3. $t|62n = $|32n-

O item 3 significa que a varia¢do fixa o bordo.

O campo V = X, (2
p (at> o
chamado campo variacional de X. Observemos que a priori V' é uma seccao do fi-

brado TM @ TM~* e como X fixa o bordo, entdao V ) =0.
ETL

, onde % é o campo canonico ao longo de (—¢,¢), é

Seja A : (—¢,e) — R a fungao drea dada por

A(t) = /E ds,

onde ¥; representa a variedade > munida com a métrica induzida por x; e d¥; é o

elemento de volume dessa métrica induzida em ..

O resultado seguinte serd utilizado na demonstracao da primeira féormula da

variacao da area.

Lema 3.1. Se (g;; (1)) .t € (—¢,¢) € uma familia de matrizes n x n tal que (g;; (0)) =

I, xn entao

%det (gij (t)) |t:0 =tr (gl{j (0>) )

Demonstragao. Cada (g;; (t)) pode ser considerada como a matriz de uma trans-
formacao linear g;; (t) : R* — R™ com respeito a base canodnica ey, ..., e, de R".

Se W é uma forma alternada em R" tal que W (eq,...,e,) = 1 entdo det (g;; (t)) =
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W(gij (t) er, ..., gij (t) en) . Assim,

d

d
et (95 () iz = 2 W (gi5 (E) ex, -, g (1) €n) li=o

= ZW (g’LJ (t) SIPI 7923 (t) Cks - -5 Yij (t) en) |t:0
k=1

= ZW(el,...,ggj (0) ek, ..., €)
k=1

= Z 9i (0)

= tr (g;j (O)) )

Agora podemos obter a primeira formula da variacao da area

Teorema 3.1 (Férmula da Primeira Variacdo da Area). Seja X" uma variedade
Riemanniana orientdvel e compacta com bordo OX", x : X" — M™™™ wuma imersao
1sométrica com vetor curvatura média ﬁ Seja x; a variacao da imersao e V. =

o . . ~
(1), (E) L:O o campo variacional ao longo de x. Entao

— —n/2<ﬁ,v>dz.

t=0

dA (t)

dt

Demonstracao. Seja g; a métrica induzida pela imersao x;, e d¥; seu elemento de

volume correspondente. Seja {X7,..., X, } um referencial geodésico em p € ¥ com
respeito a métrica go. Seja {w',...,w"} o referencial dual de {Xi,...,X,}. Entao,
temos

gi (1) = (), Xi, (7)., Xj) = 90 (X, X;)

onde g; = gi; (t)w’ ® w9, ¢;; (0) = 6;;. Ponhamos g (t) = det (g;; (¢)). Entao temos

que

d¥ =w' AL AW =dY,

d¥; = /g (t) W' A...AW"=/g(t) dX,
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Assim,

A(t):/zdzt:/z\/m wlA.../\w”:/E\/g(_t) d%.

S0 A

t=0
onde usamos a compacidade de Y na segunda igualdade. Desde que

Logo,

dA (1)

dt

t=0

%(dzt) . = (%( g(t)> t_0> dXo
B 1 dg (1)
i N_g«»( i ) e
1 (dg(t)
-3
temos

Pelo Lema 3.1 temos em cada ponto p em X

1 dgi;
=3 (j{: dt(O)dEo>.

=1

d
— (dX
dt ( t)

t=0
Agora, estendendo os campos X, ..., X, a(—0,0)xU C (—¢,¢)x 3 de forma natural,
isto é,

X (t,p) = Xi(p),

onde U é um vizinhanca pequena de p em Y, temos

[%z}ﬂ, (3.1)
pois
Tip) ((—g,6) x ) =R x T, %.
Sejam
=G, (5) ¢ z=t. (%),
parat=1,...,n. Entao,

9ii (t) = (Zi, Zi) = <(9€t)* (5(2) (@), (j?z>>

23



Donde

d
—ii (1 = (Zo(Zi, Z;
To)] = @iz
= VZOZZ,Z ‘
t=0
= 2((VaZo Z) | _ .
t= 0

onde usamos (3.1) na terceira igualdade. Entao,

Doud| = 222020 - (20.522)) 32
Desde que Vi, X; (p) = 0, :Zis o teferencial é geodésico, temos B
Zv X, ( (XZ,X> (p) = B(X:, X)) (p) = nH (p). (3.3)
Usando (3.2) e (3.3) obtemos
< as) - : ( Ly, <o>) 15
_ {— éw, Vo %) () + ixm Xi) <p>} o)
_ {—<v, W7 (o) + f;xxv, X <p>} 5,
- {—n<v, H) (p) + ixz«v, X)) <p>} d%o. (3.4)

Consideremos agora a seguinte (n — 1)-forma em X
Q=3 (D) (VX A wi AL AW
Entao, temos em p

dQ (X X)) = Y ()7 X (Q (Xl)?xn))

+ Y (—l)HjQ([Xi,Xj],Xl,...,Xi,...,Xj...,Xn>

24



pois
[Xi, X;] (p) = Vx,X; (p) — Vx, Xi (p) = 0.

Portanto, integrando (3.4) e aplicando o Teorema de Stokes obtemos

am) —n/<ﬁ,v>dz+/d9
t=0

- —n/<ﬁ,v>d2+/ 0
> o

- —n/<ﬁ,v>dz,
>

onde €2 =0, pois V =0. O
oxmn oxn

Observacao 3.1.1. Se restringirmos o campo variacional V' para ser normal, a saber
V € normal a X" em toda parte e VT = 0, entdo a férmula continua sendo vdlida

sem a condi¢cao do bordo.

Observacao 3.1.2. Se X" nao é compacta, entao a formula pode ser usada para

vartacoes com suporte compacto.

3.2 Foérmula da Segunda Variagao da Area

O propésito desta seccao é demonstrar a féormula da segunda variagao da area. Mas,
para isto iremos definir alguns invariantes geométricos da imersao z : X"* — M"™t™,

Além disso, para cada p € X" consideremos a decomposicao
T,M™™ =T, 5" & N5,

onde N,X" é o complementar ortogonal de 7,,>".

O primeiro destes invariantes é o operador de Laplace no fibrado normal, definido
como segue. Seja x : X" — M™™ uma imersao minima onde X" é uma variedade
compacta com bordo 9¥"(possivelmente vazio).

Seja U uma vizinhanga de ¥". Denotaremos por I' (U) o espago dos campos nor-

mais a X" em U.
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Definigao 3.2.1. Seja Ty (X") o espago dos campos normais em X" que se anulam
em OX" e possuem suporte compacto em X". Definimos o Laplaciano A : Ty (") —

Lo (X™), em cada p € X", por
Av(p) =Y (V4 Vir = Ve, xv) ().
i=1
onde V*+ € a conexdo normal e {X1,...,X,} é um referencial ortonormal em torno

de p.
O segundo invariante geométrico considerado envolve curvatura.

Definigao 3.2.2. Sejam p € X" e { X1, ..., X,,} um referencial ortonormal em torno
de p. Definimos a aplicagcdo R : NX" — NX™ por

n

R(v) =3 (R(Xiv) x)",

i=1
onde R é a curvatura de M™™.

A teoria da Algebm Linear garante que R ndo depende da base ortonormal escolhida.

O terceiro e ultimo invariante geométrico envolve a segunda forma fundamental

B.
Definicao 3.2.3. Dado p € ¥ definimos a aplicagcao B: NX" — NpyX" por

B(v) = Bo B (v),

t

onde B € a sequnda forma fundamental de X" e B* é a sua aplicagao transposta.

Se Xi,...,X, sao campos ortonormais em torno de p, entao

n

(B(),m) =Y (B(Xi, X)), v)(B(Xi, X;) , ),

1,j=1

para todos v, u € N,X".

Agora, observemos o seguinte. Dada uma imersao z : X" — M"™™ e um refe-

rencial ortonormal {vy,...,v,} em I'(U), onde U é uma vizinhanga de p na qual z
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é uma subvariedade. Entao, considerando um referencial ortonormal {X7,..., X, }

tangente a X numa vizinhanca de p € X" temos

ﬁ(P) = %Z(inXi)N

= %Z Z<vX¢Xi>Vk>Vk>

i
L
2
\

L

Il
S|
NE
\'M
2
=
>
IS
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S

I
S|
Ms
4
>
=
=
=
s

£
Il
—
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—
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=~
=

p S
S

=

B
Il
—

onde A,, : T,X" — T, X" ¢ dada por
— T
Auk (X):_(VXVk’> )

para k=1,...,m.

O seguinte lema sera utilizado na demonstracao da segunda féormula da variacao

da area.

Lema 3.2. Seja x : X" — M™™ uma imersao. Se Xi,...,X, sao campos linear-

mente independentes em torno de p € X", entao
1 — ii — N
H(p) = - > 97 () (Vx. X)) ()
ij=1
onde g;; (p) = (X4, X;) (p) e (97 (p)) € a matriz inversa de (g;; (p)) -

Demonstracao. Seja {vi, ...,V } um referencial ortonormal em I' (U) , onde U é uma

vizinhanca de p na qual  é uma subvariedade. Se V' € T2, entao podemos escrever
V= Zvaj, donde
7=1

n

Vka: E UjVXij.

J=1
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Como (v, 1) = 1, numa vizinhanga de p, temos

VX vV = Zalel+ Z Cl]Vl

I=1, Ik
Daqui,
Ay (V) =) (Z( af) v ) X,
=1 \j=1
isto é, (—af;) é a matriz de A,, na base {X1,..., Xy}

Usando (3.5) obtemos

<VX l/k, Zal]gzla
parai,7 =1,...,n. Logo,
kY _ k ji
(_aij) = (_bij) (97",

onde b¥, = (Vx, vk, X;). Entéo,

n

trd,, = —Zafi

i=1

= _Z VXVk7

3,7=1
n

— 3 VX

ij=1

Portanto,

Hp) = =3 (trdn)u
B % (Z@thin)gU) Vi

k=1 \i,j=1

I o (& —
= g (Z(Vk»inXj>Vk>

i,j=1 k=1

= Y (X)),

1,j=1
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Teorema 3.2 (Férmula da Segunda Variagao da Area). Dadas uma variedade Rie-
manniana compacta e orientdvel X" com bordo 0X" e uma imersao minima x : X" —
M seja X (—e,e) X X" — M™™ uma variagao da imersao x. Entdo,

d*A (t)
dt?

_ _/n {(AV,V) + RV, V) + <1§(V),V>}d2”,

t=0

que se anula em 0X.

onde V' € a componente normal do vetor variacao X, (%)
t=0

— —n/2<ﬁ,v>dz
( / <E§,vt>d2t)

t=0 t=0

Demonstracao. Como

dA (1)
dt

entao temos

d*A (t)
dt?

Sl

I
|
S

d
x t=0
d
_ /d_(ﬁt,v;) dzo—n/ﬁv< (dS) >
z t=0 t=0
‘(@
- d ( V) ) ds, (3.6)
5 dt
t=0
pois a imersao x ¢ minima.
Seja { X7, ..., X, } um referencial geodésico em p € ¥. Como no cdlculo da primeira

variagao estendemos o referencial as folhas por

(l't)*Xi, izl,...,n,

e definimos

9ij (1) = (@), Xi, (w0), X;) = 91 (X3, X;) .
Donde a métrica induzida por z; em ¥ é g, = g;; (t) w* ® w/, onde w', ..., w" sdo as
formas duais de X1,...,X,,.

Identificando (x;), X; com X;, segue do lema 3.2 que

H - Zg” (V. X)),

1]1
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onde (g“ (t)) denota a matriz inversa de (g;; (1))

Daqui, temos

< (@)

t=0
n

Donde obtemos

% <<ﬁt Vt>) = - Z dg” Z g7 (0 <VVtVX X; ,v> n
=0 "= T t=0
+ ﬁ VVV

dg” 1 _
- Z ) (Vx, X5, V) + - Z<vVinXi, V>. (3.7)

z ,Jj=1 =1

Como Z gikgkj = 0;;, onde ¢;; é o delta de Kronecker, obtemos

k=1
= dg’* ; dgk
dt (O)gkj = _Z k —= )
k=1
isto é,
dgij dgij
0) = ———=(0
7 (0 5 (0)
d
= Xi, X
2 (X, X))

t=0

= —(VyXi, X;) — (X, Vv X;)
= —(Vx,V, X;) — (X;,Vx, V)
= (Vx.X;, V) +(V,Vx,X;)
= 2(Vy,X,, V)

= 2(B(X;,X;),V),

onde usamos que

0

(X, X;](p) =0 e {a

,Xz} (p) = 0.
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Logo,

Por outro lado,

n

X;,V) = 2> (B(X,, X)), V)(B(Xi, X;),V)

= 2(B(V),V). (3.8)

n

Z(vVinXiv V> = Z(E (Xza V) Xz + invVXi - v[Xi,V]AXviv V>

i=1

donde

n

Y (VW X, V) =

i=1

i=1
n

= ) (R(X;,V)Xi+ Vx, Vv X, V)

i=1

n n n

Z<E (Xi, V) X3, V) + Z Xi{(VyX;, V) — Z<vai7vxiV>
i1 i—1 i—1

> (R(X;, V)X, V) + ixﬁvxi, V) — Zn: IV, V|?,(3.9)

i=1 i=1

onde usamos que [V, X;| (p) = 0 na segunda igualdade.

Além disso, temos

Z ‘szVF = Z
=1

n 2
X VX
=1
n 2
= ) (Vx, (Vx,V
2,J=1
n 2
= > (B(X:, X)), (Vx,V
ij=1
~ n . N 2
= (BV),V)+ > |(VxV)'] . (3.10)

Usando o fato de que o referencial { X1, ..., X, } é geodésico em p, isto é, Vx, X; (p) =

0, obtemos
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Y XV X, V) = ZX (Vi X, V)

= ) (Vi VxV) (Vx,V
=1

(vxiv v[

Logo,

d
n (H X)

n

= 2B(V),V)+ > (R(X:, V)X, V) + anxiﬁvxu V) —

(@)

= (B(V),V)+®R(V),V)+(A V), V),
onde usamos (3.7), (3.8) e (3.9) na primeira igualdade e (3.10) na segunda igualdade.
Portanto, segue de (3.6) que

d*A (t)
dt?

— [ {@vivy+ @) v+ By v fasn

t=0

3.3 Variacao da Area de Hipersuperficies na es-

fera

Nesta seccao utilizaremos as seccoes anteriores para demonstrar as férmulas
da primeira e segunda variacao da area para hipersuperficies minima orientadas e

fechadas na esfera as quais serao usadas no nosso trabalho.

Definicao 3.3.1. Dada uma hipersuperficie X", dizemos que X" é minima quando,

e somente quando, a sua curvatura média H (p) € zero para todo p € X™.
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Teorema 3.3.1 (Férmula da Primeira Variacio da Area). Sejam ©" uma variedade
Riemanniana orientdvel e compacta com bordo X", x : X" — S uma imersdo
isométrica com vetor curvatura média H e N um campo de vetores normal da imersao
x. Se avariagio X : (—¢,e)x¥" — S édada por xy (p) = exp,, (tf (p) N (p)),

onde f: 3" — R € uma funcao diferencidavel. Entdao

=-n /Z FHAY.

t=0

dA (1)

dt

Demonstragdo. Sendo a variagao X : (—e,e) x X" — S"*! dada por z; (p) =

esz(p) (tf (p) N (p)) ; temos

Agora, pelo fato da codimensao ser um temos F[) = HN. Como

Aaw) _ —n/<ﬁ,v>dz,
dt 5
t=0
entao
w = —n/(HN,fN)dZ
dt 5
t=0
_ —n/fH<N,N>dz
b
= —n/fHdZ.
b
Portanto, o teorema esta provado. ]

Coroléario 3.3.1. H =0 se, e somente se, A'(0) =0, para toda f € C**(X").

Demonstra¢ao. Suponhamos que H (p) = 0 para todo p € X" Entao A’(0) = 0
para toda f € C*(X"). Reciprocamente, suponhamos que A’(0) = 0 para toda
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f € C™(X™) e que exista um certo p € X" tal que H (p) > 0. Escolhamos f tal que
f)=H(p), f>=0,eque f=0 fora de um pequeno dominio D C ¥" em torno de
p. Para tal f temos

A'(0) = —n/EfHdE <0,

contradizendo o fato que A’(0) = 0 para toda f € C*° (X"). Portanto, isto mostra
que H (p) = 0 para todo p € X" ]

Teorema 3.3.2 (Férmula da Segunda Variagao da Area). Seja x : X" — S"! uma
hipersuperficie minima, compacta e orientdavel, com campo de vetores normal N. Se

a variacio X : (—e,€) x X" — S"*! ¢ dada por

zi (p) = exp, ) (tf (p) N (p)),
onde f: 3" — R € uma funcao diferencidvel, entdo

d*A(t)
dt?

=- / [FAS + (JA]P +n) f?] 4=,

t=0

onde A € a sequnda forma fundamental da imersao x.

Demonstracao. Seja {X1,..., X, } um referencial ortonormal em torno de p € 3" que

diagonaliza A em p. Como (N, N) = 1 entao temos
(Vx,N,N) =0,

parai=1,...,n. Dai,

Agora, como

= (dexp), (f (p) N (p))
= f(PN(p),
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entao,

Logo,

Vi, Vx, (V) =

Analogamente, obtemos

Vx, (fN)
X (f)N+ fVx,N
Xi (f)N.

Vx, (Xi (f)N)
XiXi ()N + X (f) Vx,N
X, X; (f) N.

Ve, x (IN) = Vi X, () N.

Assim, usando (3.11) e (3.12) obtemos

(AV V) = <Z{XZX1 (f) = Vx,Xi(f)} N, fN>

= f Z {(X:Xi (f) = Vx, X, (f)} (N, N)
N

Por outro lado, temos

(R(V),V)

pois, sendo a esfera nossa variedade ambiente, temos <§ (X;, N) X;, N> =1.

Finalmente, temos

Z (R(Xi, fN) X;, fN)

f? i (R(X;,N)X;,N)
=1
f*n,
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(3.14)



n

(Bv),v) = S (B(X.X)), V) (B(X,X;),V)

— i(B(Xi,Xj),fN) (B (Xs, X;), fN)
- fQZ;((B(Xij),NDQ
_ fzi]z: ((X;,—VxN))?
_ f?izluxj,mxi»)?,

onde A é o operador de Weingarten. Como A é diagonalizada em p entao sejam
ki, ..., k, os autovalores reais de A em p. Dai, obtemos

n

<l§(V),V> = fQZ«XjakiXi))Q

,j=1

= ) kX, X))

/L’J:1

= f? i k7 (65)°

2,j=1

_ Py R
=1
= AP (3.15)

Portanto, usando (3.13), (3.14) e (3.15) em

X N - [ {@vvy s @) v+ Ewynas
obtemos
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Capitulo 4

O Indice de Hipersuperficies

Minimas

A menos que seja declarado, toda variedade considerada neste trabalho sera
conexa, fechada, isto é, compacta sem bordo. Dada uma imersao isométrica x : X" 3
S"*! de uma variedade orientada e compacta X", na esfera unitdria Euclidiana S"*!
denotaremos sua segunda forma fundamental por A enquanto sua curvatura média
H sera dada por

nH = trA.

Sendo A um operador auto-adjunto, existe uma base ortornormal de autovetores
X1,..., X, de T,X" com autovalores reais ki, ..., k,, chamados curvaturas principais

da imersao x, em relacao a qual a matriz de A é dada por

kk 0 -+ 0

0 ky -+ 0
[A] =

0 0 - k,

Sejam Sy e Ss, respectivamente, a primeira e a segunda fungoes simétricas de curvat-

uras, dadas por

Sl = i k’z € SQ = Z k’lk]
i=1

1<i<j<n

Como,

AP =tr (A7) =) K,
=1
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entao

n 2 n
Sf:(Zk,) =3 K42 Y kkj=|AP+25.
=1 =1

1<i<j<n

Portanto, obtemos a seguinte relagao
|A]> + 28, = S (4.1)

Por outro lado, dada uma funcao diferencidvel f € C*° (¥") existe um variagao

normal z; da imersao x, com campo normal variacional fH, tal que

= —n / FHAY,
X

=0
onde A (t) é a drea de cada imersao z; e d¥ é o elemento de volume de X. Portanto,

dA (t)

dt

hipersuperficies minimas da esfera unitaria sao caracterizadas como pontos criticos
do funcional area. Para compreender o comportamento de tais pontos criticos é
fundamental o célculo da segunda derivada de A (¢) que é dada por:

d?>A(t)
dt?

=~ [ £IAF+ (AP +n) £ a5

t

Definigao 4.1. Sejam z : X" & S™™1 wuma hipersuperficie e A : TY" — TX" o
tensor de Weingarten. O operador de Jacobi é a aplicagio J : C* (¥") — C™ (X")
dada por

J(f)=Af+ (lA" +n) £,
onde A denota o operador Laplaciano de X" e |A|* € o traco de A2

Observacao 4.1. O operador de Jacobi é também chamado de operador de estabili-

dade.

O operador de Jacobi induz uma forma quadratica @ : C* (¥") — R dada por

Q)= /E JIFd.
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Definicao 4.2. Seja J : C*(X") — C*(X") o operador de Jacobi. O indice de
estabilidade de X, denotado por Inds., é definido por

Indsn = max{dimV : V.C C*(X"), Q(f) <0,Vf eV},

onde Q (f) = — [ fJ fd%.

Observacao 4.2. Sendo X" compacta, sabemos que os autovalores do Laplaciano

tendem para mais infinito, assim Inds» € finito..

Exemplo: As fungoes constantes sempre tem tal propriedade. De fato, pois se X"

¢ uma hipersuperficie minima e compacta em S"*! entao para f = 1 temos
Q1) = —/1[A1+(|A|2+n)1]d2
b
= —/ (]A\z—i-n) dx
b

_ —n/dZ—/ A[2dS,
b

o

= —nArea (%) —/ |A]2dY
o

< —ndArea(¥) < 0.

Portanto, toda hipersuperficie minima orientada e compacta X" C S*™*! tem

Observacao 4.3. No trabalho de Alias [1] encontramos uma outra maneira, muito
interessante, de definir o indice de estabilidade de X" através dos autovalores do
operador de Jacobi, pois o operador de Jacobi J pertence a uma classe de operadores
de Schrodinger, ou seja, operadores da forma A+ q, onde q € alguma fung¢do continua

em X". Como bem sabemos, o espectro de J

Spec(J) = {NeR: Jf=-=\f, feC®(X"), f#0}
= M < <A}

€ formado por autovalores A\, com multiplicidades finitas my, e tais que

k—> o0
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Além do mais o primeiro autovalor \; € simples (my = 1) e ele satisfaz a sequinte

caracterizacao do min-mazx

— [ fJfd2
Js f2d%

Portanto, o Indsn € definido como sendo o niumero de autovalores negativos de J

Alzmin{ :feO“(E"),f;éO}.

(contados com a multiplicidade) que € necessariamente finito e é dado por
Indy, = Z my < 00,
AL <0

onde a finitude seque do fato de que
D T A e

pois como a sequéncia estd crescendo para +0o0 entao chega um momento que 0S
autovalores Ay, serdao todos positivos e portanto temos um numero finito de autovalores

neqativos.

Definigao 4.3. Seja x : X" — S wma hipersuperficie minima. Diremos que L™
€ estavel quando, e somente quando, Inds. = 0.

FEquivalentemente, dizemos que X" € estavel quando Q (f) >0, Vf € C™ (X").

Definigao 4.4. Seja x : X" — S uma hipersuperficie minima. Diremos que ¥"

€ instdvel quando X" nao € estavel.

Observacao 4.4. Como toda hipersuperficie minima orientada e compacta X" C
St tem Indsn > 1 entao ela € instdvel. Além disso, Simons [13] provou que Indsn =

1 apenas para esferas totalmente geodésicas.
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Capitulo 5
Analise de Funcoes Suportes

Dada uma hipersuperficie z : " 9 S"™! as fungoes suportes £, = (z,v) e
fo = (N,v), onde v € R""? ¢ N é a aplicagao de Gauss, desempenha papel importante
na teoria de imersoes. Desde que V = {f,;v € R""?} e W = {f,;v € R"™} sdo
subespagos lineares do espaco vetorial C*™ (¥"), onde a linearidade de V' e W segue
da linearidade de R"*2, usando as equacoes de Gauss e Codazzi podemos obter muitas

propriedades para este par de funcoes.

Definicao 5.1. Um campo de vetores tangente v’ : " — R"*2 ¢ definido por

vT:v—ﬁvx—va.

Sejam V, V e V as conexdes de ¥, S*H e R™2) respectivamente. Seja A o
operador de Weingarten de ¥". Entao, as férmulas de Gauss e Weingarten da imersao

x: X" 9 S" 530 dadas, respectivamente, por:

VY =VyY — (X, Y)z = VxY + (AX,Y)N — (X,Y)z, (5.1)

AX =-VxN=-VxN, X,Y eTx" (5.2)
Além disso, denotando a derivada covariante de A por VA onde

VA(X,Y) = (VyA) X =Vy (AX) — A(VyX), X,Y TS
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temos a seguinte equacgao de Codazzi da imersao x : X" G S™H!
VAX,Y)=VA(Y,X). (5.3)

Agora, consideremos o seguinte lema que sera utilizado na proposicao abaixo.

Lema 1. Sejam A o operador de Weingarten e H a curvatura média de X"™. Entao,

para todo X € TX"
tr (VxA) =n(X,VH).

Demonstragao. Seja { X, ..., X,} um referencial ortonormal em torno de p € ¥ que
diagonaliza A em p, e sejam kq (p), ..., k, (p) os autovalores associados a, respectiva-
mente, Xi(p),..., X,(p). Entdo, em p, temos

n

tr(VxA) = Z((VXA) X, Xi)

= i(vx (AX;) — A(VxX;), X;)

= D (Vx(AX), X)) = > (A(VxXi), X,).

i=1 =1

Como

0=Fk; (p)(VxXi, Xi) (p) = (VxX;, AX;) (p) = (A(VxX,), X;) (p),

n

pois X; ¢é ortogonal em uma vizinhaca de p, entao escrevendo X = Z (X, X;) X
j=1
obtemos

n

tr(VxA) = Z<VX(AX1')7X2'>

i=1
n

1,j=1
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Agora, observemos que (Vx, (AX;), X;) = X;(AX;, X;) — (AX;, Vx, X;). Logo,

tr(VxA) = i(X,XjﬂXj(AXi,XZ))

ij=1

= i(X,XD [Xa’ <i<AX“Xi>>]

=1

= ny (X, X;)(X; (H))

Proposicao 5.1. Seja z : ¥" 9 S"*! uma hipersuperficie orientdvel imersa na esfera

Euclidiana S, com vetor normal N. Entao,

i) Vi, =u" e Vf,=-A(v).

ii) Hessl, (X,Y) = f,(AX)Y) —(,(X)Y), VXY € TX".

iii) Hessf, (X,Y)=—(VA (UT,X) Y)Y — fu(AX AY) +0,(AX)Y), VXY e TE™
iv) Al,=—nl,+nHf, e Af,=-n{! , VH)+nHl, — |A]*f,.

Demonstragao. Seja {X1, ..., X, } um referencial ortonormal em torno de p € X" que

diagonaliza A em p. Entao, em p, temos

Vi, = En:Xi () Xi =) (Xi,0)X; =0T (5.4)
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Analogamente, temos

= —A(v"). (5.5)

Desde que v = v — l,x — f,N ao longo da imersao x entao usando a equacao de

Gauss (5.1) e a equacao de Weingarten (5.2) temos

Hesst, (X,Y) =

= fAAX,Y) — 0,(X,Y), (5.6)

para X,Y € TY , onde a orientacao de S"*! é a identidade. Agora, utilizando a

equagao de Codazzi (5.3) no célculo do hessiano de f, temos

Hessf, (X,Y) = (VXva,Y>

= (Vx (A (). Y)

= <VXA ) (v) + A(Vxo"),Y)

= —((Vur4) (X),Y) = (A(Vx0"),Y)

= —((V,r4)(X),Y) = (Vxv', AY)

= —(VA(X,v"),Y) — Hessl, (X, AY)

= —(VA(W",X),Y) = f(AX,AY) + (X, AY).  (5.7)



Segue-se da equagao (5.6) que
Al, = tr(Hesst,)

= Z Hessl, (X;, X;)
i=1

= D f(AXL X)) =) 6 (XL X))
i=1 i=1
= an’U — TLE’U, (58)
onde H é a curvatura média de ¥". Por fim, usando o Lema 1 e a equagao (5.7)

temos
Af, = tr(Hessf,)

= Z Hessf, (X, X;)
i=1

= N [HAVA (X0 0T)  Xo) — fuolAXG AXG) + £,(X,, AX)]

= —tr (VyrA) +nHl, — |A]*f,
= —n{",VH) +nHl, — |A*f,. (5.9)

Agora, iremos provar alguns resultados que serao de grande importancia para o
objetivo deste trabalho. Nosso primeiro resultado é um lema bem conhecido onde a

imersao x : X" 9» S"*! ¢ minima.

Lema 5.1. Seja x : X" & S"™! uma imersao isométrica minima de wma variedade
orientada X". Entao temos

(i) Al,=—nt,,

(ii) Af, =2S2f.,

(iii) Se X" € fechada, entao /

0, dE =0 e /SQfUdZ:O.
2 by

Demonstracao. Seja {X; ..., X,} um referencial ortonormal em torno de p € ¥ que

diagonaliza A em p. Como, por hipotese, H = 0 entao pela Proposicao 5.1 temos

Al,=-nl,+nHf, = Al,=—nl,
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Afv = _TL(UT, VH> + nsz - |A|2fv = A-fv - _|A|2fv

Por outro lado, como

‘A’Q —|— 252 - 512,

onde S; e Sy sao, respectivamente, a primeira e a segunda fungoes simétricas de

curvaturas e além disso S; = nH = 0 entao 25, = —|A|? e portanto
Af, =255 f,.

Finalmente, usando o Teorema da Divergéncia e o fato que X" é fechada temos
0—/A€Ud2——n/&,d2 — /EvdE—O
b b b

Oz/Afv dE:/QSQfU y = /Qngv dy, = 0.
b)) by by
0

Procedendo na andlise das fungoes suportes apresentaremos uma série de lemas.

Lema 5.2. Seja x : X" 9+ S™! wma imersao isométrica de uma variedade orientada

e fechada ¥X". Entdo temos:

(1) A menos das esferas totalmente geodésicas, dimV =n + 2,

(ii) Dado um vetor nao nulo w em R"*2. Entao, ou {{,,1} € um conjunto linearmente

independente ou x (X") € uma esfera geodésica,
(iii) A menos das esferas geodésicas, dimV =n+3, onde V. =V U {1}.

Demonstragdo. Sejam {ey,...,e, 2} uma base para o espago Euclidiano R"™ e
V = {{, : v € R"2} um subespago linear do espago vetorial C* (3"). Consideremos

a seguinte afirmacao:

Afirmagao: dimV < n+ 2.
Com efeito, suponha que existem /., ..., /¢, linearmente independentes, onde m >

n + 2. Dali, se
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aey + -+ amen, =0, @, €R, 1=1,...,m,

entao
0 = <z,q1e1+- -+ apmen, >
= ap<z,e1 >+t Qyn < T,y >
- algel + -+ a'mgema
donde a; =0 parai =1,...,m pois {l,, ..., L, } élinearmente independente. Logo,
obtemos que {ey,...,e,} é linearmente independente, que é uma contradigao. Por-

tanto, dimV < n + 2.
Agora, provaremos o item (i).

Pela afirmacao anterior sabemos que dimV < n + 2. Suponha que dimV < n + 1.

Entao o conjunto {661, vy le, +2} ¢ linearmente dependente. Logo, existem cons-
tantes reais nao todas nulas aq, ..., a,,o satisfazendo
n+2

Z aiﬁei =0.

i=1
n+2

Assim, considerando u = E a;e; temos que
i=1

n+2 n+2 n+2

b, =<z,u>=< 1, Zaiei >= Zai < e >= Z aile, = 0.
i=1 i=1 i=1

Logo, < z,u >= 0. Isto significa que z (X") C S". Mas, como X" é fechada entao
x (X") é um conjunto fechado e além disso pelo fato do bordo 9S™ = () temos que
x (™) é aberto e sendo S™ conexa concluimos que x (X") = S™, ou seja, x (X") é total-

mente geodésica. Portanto, se z ($") nao é totalmente geodésica entdo {Le,, ..., le, ., }

deve ser um conjunto linearmente independente. Além disso, seja f € V', entao existe
n+2

v E R"**+2 tal que f =< z,v >. Como v = Zaiei entao temos que
=1

n+2 n+2 n+2
f=<z,v>=<u, Zaiei >= Zai <z,e >= Zaiﬁei.
i=1 i=1 i=1
Portanto, de fato, {Eel, e ,@en+2} ¢ uma base de V. Isto mostra que dimV = n + 2.

Agora, provaremos o item (7).
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Seja u € R nao nulo. Suponhamos que {/,, 1} é um conjunto linearmente depen-

dente. Entao existe um ntmero real nao nulo a tal que
l, = (z,u) =a.l = a,

isto 6, < x,u >= a. Assim, se I', = {p € R"?:<p,u>=a} é um hiperplano

entdao x (X") C ST N T, isto é, z (X") = S (r) é uma esfera geodésica com centro
u , V|ul? — a?
c=a—7eraor=-"———
lul ul
Finalmente, provaremos o item (7).

. Portanto, z (X") é uma esfera geodésica.

Raciocinando como no item (1), suponhamos que {661, coiiley s, 1} seja um conjunto
linearmente dependente. Entao, existem constantes reais nao todas nulas ay, ..., G,
satisfazendo
n+2
Z aiﬁei =1.
i=1
n+2
Assim, considerando u = Z a;e; temos que
i=1
n+2 n+2 n+2

b, =<z,u>=< =, Zaiei >= Zai < x,e >= Zaiﬁei = 1.
i=1 i=1 i=1

Agora, usando o item (2) temos uma contradi¢ao, pois {¢,, 1} é linearmente indepen-
dente j& que x (X") nio é esferas geodésicas. Além disso, se f € V entdo f = £, +a.l
onde existem u € R""2 e a € R. Logo, {681, R 1} é uma base de V. Portanto,

dimV =n + 3. O
Por outro lado Nomizu e Smyth [11] provaram o seguinte.

Teorema [Nomizu e Smyth]. Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel e
completa de dimensdo n > 2 imersa isometricamente em S™ e ¢ sua aplicacdio de

Gauss.

i) Se ¢(M) estd contida em uma hiperesfera grande de S***, entdo M estd merqu-

lhada como uma hiperesfera grande e assim ¢ (M) é um inico ponto.

ii) Se ¢(M) estd contida em uma hiperesfera pequena de S™™', porém ndo é um tinico
ponto, entdo M estd mergulhada como uma hiperesfera pequena e ¢(M) € uma

hiperesfera pequena.
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Observagao 5.1. Uma hiperesfera X" em S*! significa a intersecio de S*™' com um
hiperplano em R™2. 3" ¢ chamada uma hiperesfera grande (equatorial) ou pequena
(nao equatorial), respectivamente, de acordo com os hiperplanos, passando pela origem

de R™"2 ou nao.

Agora observemos que este teorema permite uma prova direta do seguinte lema.

Lema 5.3. Seja x : X" & S™ wuma imersdo isométrica de uma variedade orientada

e fechada X", entao temos

(1) A menos das esferas totalmente geodésica, dimW =n + 2,
(ii) A menos das esferas geodésicas, dimW =n + 3, onde W = W U {1}.

Demonstragdo. Sejam {ey, ..., e, 2} uma base para o espa¢o Euclidiano R"™? e W =
{fs ;v € R"2} um subespago linear do espago vetorial C°°(X). Consideremos a
seguinte afirmacao:

Afirmacao: dimW <n+ 2.

De fato, suponha que existem f,, ..., f., linearmente independentes, onde m > n+2.

Dai, se
aje; +ases + ...+ ame,, =0, a; €R, 1=1,2,...,m,
entao
0= (N,a1e1 + ases + ...+ amenm) = a1 fe, + asfe, + ...+ amfe,,,

donde a; = 0, i = 1,2,...,m. Logo, {e1,...,€e,12} € linearmente independente, o

que é uma contradicao. Portanto dimW < n + 2.

Agora, provaremos o item ().
Pela afirmacao anterior sabemos que dimV" < n+2. Suponhamos que {f.,, ..., fe,.»}
é um conjunto linearmente dependente. Entao, existem constantes reais nao todas

nulas ay, as, . .., a, 2 satisfazendo

n+2

Z aife,- = 0.

i=1
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n+2
Assim, considerando u = E a;e; temos que
i=1

n+2 n+2 n+2

fu=(N,u) = <Nazaz’€z‘> :Zai<N7€i> Zzaifei =0.

i=1 i=1 i=1
Logo, (N,u) = 0, isto é, N (¥") C S". Como compacidade implica completude e
N (X") estd contida em uma hiperesfera grande de S"™! entao pelo Teorema de No-
mizu - Smyth X" esta mergulhada como uma hiperesfera grande, isto é, x (¥") C S”
e além disso N (¥") é um tnico ponto. Logo, x (X™) = S" é uma esfera totalmente
geodésica, que é uma contradi¢do. Portanto, {f,,..., fe..,} ¢ um conjunto linear-

mente independente. Agora, dada f € W existe v € R**2 tal que f =< N,v >.
n+2

Como v = E a;e; entao temos que
i=1

n+2 n+2 n+2

f=<N,v>=< N,Zaiei >= Zai < N,e; >= Zaifei'

=1 =1 =1

Portanto {fel, N fen+2} ¢ uma base de W e dimW =n + 2.

Agora, provaremos o item (7).

Suponhamos que {fe,,..., fe,.., 1} é um conjunto linearmente dependente. Entao,
existem constantes reais nao todas nulas aq, as, ..., a,.o satisfazendo
n+2

Z aifei = 1.
=1

n+2
Assim, considerando u = E a;e; temos que

=1

n—+2 n—+2 n+2

fu={(N,u) =< N,Zaiei >= Zai (z,e:) = Zaifez‘ =1
i=1 i=1

i=1
Logo, (N,u) = 1. Assim, considerando o hiperplano ', = {p € R"*? : < p,u >= 1}
concluimos que N (X") C S"™' N T, isto é, N (X") C S*(r). Como N (") estd
contida em uma hiperesfera pequena de S"*!, porém nao é um tnico ponto, entao pelo
Teorema de Nomizu - Smyth >" esta mergulhada como uma hiperesfera pequena, isto
é, z(X") C S"(r) e N (X") é uma hiperesfera pequena, isto é, N (X") = S" (r) é uma

/Tulz — a2
i M. Logo, = (X") = S™(r)

esfera geodésica com centro ¢ = a.W e raio r = ]
u u
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é uma esfera geodésica, que é uma contradigdo. Daqui temos que {fe,,..., fe, ., 1} €
um conjunto linearmente independente. Portanto temos que {fe,,..., fe,.,, 1} ¢ uma

base para W a menos de esferas geodésicas, que conclui a prova do lema. O

Além de esferas totalmente geodésicas, os toros de Clifford sao os exemplos mais

simples de hipersuperficies minimas da esfera. Em particular se z; : SF <\/§> —

REFL e gy : SR <\ / "T_k> < R*"*+1 530 as imersoes usuais, podemos considerar

n—k k
r=(x1,23) e Nz(—\/ ? xl’\/n—kx2>

para descrever um toro de Clifford e seu normal, respectivamente. De fato, seja

k
p = 1/ —. Denotando os pontos de R"*? = REFLHR*+1 por (x4, 25) , onde z; € R*¥?
n

e xo € R**+1 Dado
(z1,22) € S (p) x S*7* (\/1 — p2) e VETg ) (Sk (p) x S™* <\/1 — p2>> :

considere uma curva diferencidvel v : (=4, §) — SF(p) x S*7* <\/1 — p2> dada

por 7y (t) = (a(t),s(t)) satisfazendo v (0) = («(0),5(0)) = (21,22), e 7' (0) =
(/' (0),3'(0)) = v. Entao, se N = (n1,n) € R"2 é tal que N € Ty, ,,)S" ™ e &
normal a T{z, 4,) <Sk (p) x Sk ( 1— p2>> , temos

0= (N,7(0)) = (n1,(0)) + (ns, 5(0)), (5.10)

0= (N,7'(0)) = (1,0 (0)) + (n2, 5 (0)) . (5.11)

Como « (t) é uma curva diferencidvel em S* (p) e 8 (t) é uma curva diferenciavel em

Sk ( 1 p2) entdo temos que (o (), a (t)) = p® e (8 (t),B(t)) = 1 — p. Agora,

derivando em rel¢ao a t obtemos

Assim, uma solugao que satisfaz as equagoes (5.10) e (5.11) é

N (21, 22) = <<1 - %) 331,:1:2) |
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N
Logo, substituindo N por — obtemos

[NV

1_ 2
N(Z’l,iﬂg) = | — P Zy, P T | .
p 1—p?
Observemos que N é um campo normal a S* (p) xS"=* ( 1-— p2> pois dado (1, z2) €

Sk (p) x S+ (ﬂ) e v € Tz, 19) (Sk( ) x Sn—k ﬂ)) temos que

v o _\/1_p2x P T o /
(N (z1,22) ,0) = << ’ hm 2>,( (0>75(0))>

0),5(0))

Vo _r
p : ®%+¢Tj?<ﬁ

1—p?

1, 1, - - al i) T, T2
<N( 17 2)7( 17 2)> << b /—2 )7 b )>

= ——237 Xz + —T92, T

17 1 /—2 27 2

Além disso, temos também que N é um campo tangente a T(th)S”“, pois
(

1—p? 0
= ———— (21,11) + —F—= (T2,72)
P V1—=p?
1—p* p 2
= ———p+t—= (1—-p
p V1—=p? ( )
= —V1-pp+V1=p°p
= 0.
Note que , as curvaturas principais ¢y, ..., ¢, de S¥(p) x S~k ( 1-— p2> sao dadas
por
1 —p? p
(L= ==, Gl = = Oy = .
p i Ny
Com efeito, seja { X1, ..., Xi, Xgt1, . .., X; } um referencial ortonormal adaptado, isto

é, X1, ..., X sdo tangentes a S* (p) e Xp41,..., X, sdo tangentes a S** ( 1-— p2> .
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Entdo, denotando as conexdes de S* (p) e SP=F (\/ 1— ,02) por V! e V2, respectiva-

mente, temos que

VN = VL N-ViN
= Vi, N
1— 2
—\’th
p

parai=1,...,k, e

~Vx,N = ViN-V§N

parai=k+1,...,n.
Portanto, considerando S¥ (p) x S+ ( 1— p2) C R""2 = RFFL@ R ! vemos que

fe, =M., parai=1,...,n+ 2, onde ¢; e A serd escolhido apropriadamente.

Por outro lado, em um resultado recente devido a Alias-Brasil-Perdomo [2] eles
provaram que se uma hipersuperficie z : ¥" ¢ S"*! C R"™2 tem curvatura média
constante com as funcoes suportes satisfazendo ¢, = Af, para algum vetor nao nulo
v € R" e algum A\ € R entdao z (X") é ou uma esfera totalmente umbilica ou um
toro de Clifford. Observemos que podemos provar uma simples modificagao deste

resultado para hipersuperficie minima. Mais exatamente temos o seguinte lema.

Lema 5.4. Seja x : X" 9 S"! wuma imersdo isométrica minima ndao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada ™. Se 0, = \f, para alguns vetores

nao-nulos u,v € R"™? e algum \ € R, entdao x(X") é um toro de Clifford.

Demonstracao. Suponhamos que existam vetores nao-nulos u,v € R™?2 e X € R tais
que £, = Af,. Se ¢, = 0, entdao (z,u) = 0 donde z(X") = S"™ seria totalmente
geodésica, o que contaria nossa hipdtese. Dai, podemos entao assumir que ¢, # 0.

Levando em consideracao que ¢, = Af, temos A # 0 e pelo Lema 5.1 temos que

—nly, = Al, = ANAf, = 2\ f, = 2550,,.
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Daqui, concluimos que hf, = 0, onde h = 255 + n. Suponhamos que exista p € X"
tal que h(p) # 0. Por continuidade existe uma vizinhanga U de p tal que h(q) # 0
para todo ¢ € U. Dali, £,(¢) = 0 em U, isto é, (x,u)(q) = 0 para todo ¢ € U, isto
significa que

2 (S NU) C ™

Pelo principio da continuidade analitica deduzimos que x(¥") = S™ é totalmente
geodésica, o que contraria nossa hipdtese. Com isto fica demostrado que h = 0, ou
seja, 25, +n = 0. Como

|A|” + 28, = 57

e a imersao é minima segue que
AP +28, =0 = [|A]?=-25,

donde
|A]? = n.

Portanto, podemos usar o seguinte resultado devido a Chern-do Carmo-Kobayashi [8]

ou Lawson [9] para concluir que x (X™) é um toro de Clifford. O

Observacao 5.2. O resultado devido a Chern-do Carmo-Kobayashi [8] ou Lawson

[9] usado para provar o Lema 5.4 foi o sequinte.

Teorema [Chern, do Carmo, Kobayashi ou Lawson|. Seja X" uma hipersu-
perficie minima orientdvel, compacta imersa na esfera Fuclidiana S™*', e assuma

que |A| = /n em X", Entao X" € um toro minimo de Clifford.

Lema 5.5. Seja x : X" & S""! wma imersdo isométrica minima nao-totalmente

geodésica de uma variedade orientada e fechada ™. Entao

(i) ouVUW € um conjunto linearmente independente,

(i) ou x(X™) é um toro de Clifford.
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Demonstragdo. Sejam {ei,..., e, o} uma base para o espaco Euclidiano R e

facamos VUW = {le,, ..., le, o, fers- - fen,,} umsubespaco linear do espaco vetorial

C> (X"). Suponha que {le,,...,le, s, fers- -, fenia}s S€ja um conjunto linearmente
dependente. Entao existem constantes reais nao todas nulas aq, ..., a,19, b1,...,bnio
tais que
n+2 n—+2
E aigei = E bifei-
i=1 =1
n+2 n+2

Portanto, definindo u = Z ;e ev = Z b;e; temos £, = 1.f,. Logo usando o Lema
i=1 i=1
5.4 concluimos que z(X") é um toro de Clifford. Dai, ou {4, ..., le, o, fers- -5 fenin}

é um conjunto linearmente independente ou z(¥") é um toro de Clifford, como dese-

javamos. O

Lema 5.6. Seja x : X" & S""! wma imersdo isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada X". FEntao, para quaisquer vetores

nao-nulos u,v € R"2,

(1) ou {ly, f,, 1} € um conjunto linearmente independente,
(i) ou z(X™) € um toro de Clifford.

Demonstragao. Podemos supor que, para u,v € R""2 nao nulos, temos ¢, # 0, e f, #
0, pois a imersao é nao-totalmente geodésica. Como antes, comecaremos supondo que
{€u, fo, 1} é um conjunto linearmente dependente. Entao existem constantes reais

nao todas nulas a, b tais que
b, =af,+0. (5.12)

Se b = 0 na equagao (5.12) temos £, = af, com a # 0. Logo, pelo lema 5.4, obtemos
que z(X") é um toro de Clifford. Suponha agora que b # 0. Sabemos, pelo lema 5.1
que

Al, = —nt,

Af, =255 f,.
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Como, pela equacao (5.12) temos

Al, = aAf,
entao
—nl, = a2 f,.
Dai, temos
—n(af, +b) = 2aSs f,.
Logo,

(2S5 + na) f, = —nb. (5.13)

Desde que b # 0, temos que o lado esquerdo da equagao (5.13) nunca se anula. Entao

nb

= sy

(5.14)

Agora, notemos que o lado direito da equagao (5.14) tem um sinal bem definido, pois

se existissem ¢, gy € X" tais que
2a5(q1) +an <0 e 2aS3(q2) +an >0

deveria existir gy € X" tal que 2a5(qo) + an = 0, pois X" é conexa. Daqui, obtemos

um absurdo, pois a (25, +n) # 0. Entao ou f, > 0 ou f, < 0. Mas, isto nos diz que
N(Z") C (S™)°,

onde (S"*!)° denota um hemisferio aberto da esfera unitaria Euclidiana S"*!. Entao,
podemos aplicar o seguinte resultado devido a Simons [13] para concluir que z(X") é

totalmente geodésica, que nos dar uma contradi¢ao a nossa hipdtese. O

Observagao 5.3. O resultado devido a Simons [13] usado para provar o Lema 5.6

foi o sequinte.

Teorema 5.2.1 [Simons]. Seja M uma variedade minima fechada de co-dimensao
1. Entao ou a imagem de Gauss N (M) é um inico ponto, neste caso M = S™, ou

N (M) ndo estd em um hemisferio aberto de S™**.
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Como consequéncia do Lema 5.6 temos o seguinte.
Lema 5.7. Seja x : ¥" & S" wma imersdao isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada X". Entao
(i) ou VUWU{1} é um congunto linearmente independente,
(i) ou xz(X™) é um toro de Clifford.

Demonstragdo. Sejam {ei,..., e, 2} uma base para o espago Euclidiano R"™ e

VUWU{1} ={lc,,... . le, s, fers- - fenisr 1} um subespaco linear do espago vetorial

C>(X"). Suponha que {le,,...,le, s, fers s fenin, 1} é um conjunto linearmente
dependente. Logo existem constantes reais nao todas nulas ay, ..., ap12, b1,...,bp19,C
tais que
n+2 n+2
E aiEei = E bifei + c.
i=1 =1
n+2 n—+2

Definindo u = Z ;e e v = Z bie;, temos que

=1 =1

gu:fv+c~

Portanto, aplicando o Lema 5.6, concluimos a prova do lema.
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Capitulo 6
Teoremas Principais

Neste capitulo, serd concluido o objetivo principal desta dissertacao que é demon-

strar o Teorema 6.1 e o Teorema 6.2, obtidos por A. Barros e P. Sousa em [5].

Teorema 6.1. Seja z : X" & S"™! uma imersdo isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada X", com norma da sequnda forma

fundamental limitada por baizo por \/n. Entdo, Inds, > n+3 com igualdade ocorrendo
apenas em toros de Clifford S <\/§> x S§nk <1 /"T—k‘> )

Demonstragao. Seja A a segunda forma fundamental da imersao x (£"). Como, por
hipétese, a imersao x (X") é nao-totalmente geodésica entdo A nao pode se anular
globalmente. Logo, existe p € 3" tal que A nao se nula em p. Seja {Xi,..., X,,}
uma base ortonormal de 7,X" que diagonaliza A em p. Agora, sejam ky,...,k, as
curvaturas principais de A e S; e Sy a primeira e a segunda fungoes simétricas de
curvaturas, respectivamente. Desde que A nao pode se anular globalmente entao S
também nao pode se anular globalmente e além disso, como A nao se anula em p
entao Sy nao se anula em p. Por outro lado, como a imersao x (X") é minima, isto é,

H (p) = 0 para todo p € X" entao temos
Dai, pela equagao (4.1) obtemos

29, = —|AP <0 = S5, <0

o8



e pelo fato de A nao se anular em p € 3" temos S5 < 0. Sabemos que o indice da

hipersuperficie " é dado por
Inds, = mazx{dimV ; V.C C*(X") , Q(f) <0, VfeV},
onde

Q) == [ FLAF+(AP+n) £ ] ds.

Entao, vamos considerar os seguintes casos:

1° caso. f e C>*(¥"), f=1.

Neste caso temos
Q) = —/1[A1+(|A|2+n)1]d2
2
= —/ [|A?+n ]dE
2
= —/[H—QSQ]CZZ < 0, (61)
2
pois, como Sy < 0 entao temos n — 255 > 0.

2°caso. feV={/l,;veR"™}cCcC>X"), f={, = (z,0).

Neste caso temos

Q) = - [ LA+ (AP + ), )i
)
Sendo a imersao x (X") minima, pelo Lema 5.1, temos A/, = —n/,. Entao,
Q) = - / 0] Al + (JAP + )t 18
)

= — / ly] —nly, + (n — 25;)¢, |dX
2

2

= 2/52£3d2 <0, (6.2)
P

pois como a imersao x (X") é nao-totalmente geodésica temos ¢, # 0.
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3°caso. feW={/f,; veR"™?} CcC®(X"), f=f,=(N,v).

Neste caso temos

Q) = —/Efv[ Afs+ (AP +n)f, 5.

Como a imersao z (X") é minima temos, pelo Lema 5.1, que Af, = 25, f, entao

Qf) = - / Ll A+ (AP + ), JdS
- /Z £l 280f, + (n— 255 f, 1S
— —n/ffdz <0, (6.3)

pois como a imersao x (X") é nao-totalmente geodésica temos f, # 0.

Agora, consideremos o seguinte subespago linear Z C C* (¥") dado por Z =
VUW U{1}, isto é,

n—+2 n+2

Z:{feCOO(zn) C S =al Y bl + > afe = ald b+ fv}.
=1 =1

Portanto, para provar o teorema, mostraremos que Q(f) < 0, Vf € Z. Seja, f € Z
tal que f = a.l+ £, + f,. Como Al, = —nl,, Af, = 2S5f, e 255 = —|A|* entao

temos
Af=A0,+Af, =—nl, +2Sf, = —nl, — ]A\va.
Logo,

Af+|APf+nf = —nl,—|APfo+|AP (a4l + fo) +n(a+l, + fo)
= —nly, — |APf, +a|lA|? + |AP4, + |A|2f, + an 4+ nly, + nf,
= a(JAP +n) + |A]*l, + nf,.
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Daqui,

FIAfF+[APf4+nf] = (a+lu+ 1) [a(JAP +n) + [A]P0, + nf,)
a’ (|A|2 + n) + a| A%, + anf, +

a (JAP? +n) €, + |A]PC +nl, f, +

a (JA]* +n) fo +[APLufy +0f;

a®|A|? + a®n + a|A|*l, + anf, +

+ +

al APl + anly, + AP +nly f, +

al AP f, +anf, + |A*ufo +nf?

= |AP [a® + 2al, + ] + n[a® +2af, + 2] +

anly +nlyf, + alAf, + | APl f,

|AP (6, + a)® +n (f, +a)® — all, —alf, + (n+ |A]) Lo fo

-+

_l_

Portanto,
Q) = —/Ef[Af+(|A\2+n)f]dE.
= —/E[|A|2(£u+a)2+n(fv+a)2} dE+a/ZAfUdE+
+ a/EAéudE—/Z(n—f—HAHQ) CofodX.

Mas, como X" é fechada temos

/AfvdZ:O e /Mudzzo.
b b

Agora, levando em consideragao as identidades de Green e o fato que o bordo da

imersao ¢é vazio obtemos

/ nlyfodS = — / N>
by b
= - / 0. AfodS
b
- / —2S550, fodS
by
= | A2, f,dS.

2

Portanto chegamos em

Q(f) = —/E[|A|2(€u+a)2+n(fv+a)2} d2—2n/zﬁufvd2.
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Note que podemos escrever

bufy = Eufv+a€u+afv+2a2—aﬁu—an—QaQ

= (Lu+a)(fo+a)—a(ly+ f, +2a) +d*
Da,
QW) = = [ 4P 6+ +n s+ 0] as -
= 2n/Z [ (Cu+a)(fo+a)—a(ly+ f,+2a) + a®] d.
Como, por hipétese, |A|> > n entao temos
Q) < -n / (6 +0)* + (f, + )*] d5 —

— 2n/E [(u+a) (fo +a) —a(ly + fo+2a) +a*] dS

= —n/E [(Cu +a)® + (fo +a)® +2(L, +a) (f, +a) +a*] dE —

- n/E [(—2a) (€, + fo + 2a) + 2a°] dX

= —n/E (6w + [, +2a)* — 2a (£, + f, + 2a) + 24%] d¥.
Portanto, conclufmos que

Q(f) < —n / p(lut fo+ 20) . (6.4)

>
onde p (t) = t? — 2at + 2a?, ¢ um polinémio do segundo grau. Desde que,

A, = 4a* — 8a* = —4a* < 0, (6.5)

onde A, ¢ o discriminante do polinémio p () = t* — 2at + 2a?, temos que p () >

0, Vt € R e dai temos p (¢, + f, + 2a) > 0. Portanto,

Q(f) <0, VfeZ,

e a igualdade ocorre se, e somente se, |A|> = n e p(l, + f, +2a) = 0, pois p(t) >
0, Vt € R. Mas, neste caso £,,+ f,+2a é a tinica raiz do polindémio p (t) = t*—2at+2a?,
pois A, < 0. Assim, para p (¢, + f, + 2a) = 0 temos

O:Ap:—4a2 = a=0.
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Por outro lado, como p (t) = (t — a)® + a? entdo p(t) = 0 se, e somente se, t = 0 e

a = 0. Logo,
by+ fo+2a=0¢e a=0 = (,=—f,.

Portanto, pelo Lema 5.4, concluimos que X" é um toro de Clifford S* <\/%) X
Sn—k (, / ”T’k> . Como neste caso Z = V U {1} e a imersao z (X") é nao-totalmente

geodésica entao pelo Lema 5.2 temos que dimZ = n + 3. Portanto, concluimos que
[ndz 2 n-+3

com
Inds=n+3

apenas em toros de Clifford.

]

Teorema 6.2. Seja x : X" & S"H uma imersao isométrica minima nao-totalmente
geodésica de uma variedade orientada e fechada ", com norma da sequnda forma

fundamental limitada por baizo por \/n. Entdo, a menos de toro de Clifford S* <\/%)

x 80k (/2=E) | Inds > 2n 4 5,

Demonstracao. Sabemos, pelo Teorema 6.1, que

Qf) < —n/p<eu+fv+2a>dz,

s
onde p(t) = t* — 2at + 2a?, e além disso, pela equacao (6.5), sabemos que p (t) >
0, t € R. Logo,

Q(f)<0, VfeZ

onde

n—+2 n+2

Z:{fecoo(zn) Df = al ) bile, + Y cife, = al+ L+ fv}.
=1 =1

Como, por hipdtese, z (X") nao pode ser um toro de Clifford entao temos |A|* > n
e p(ly+ fo+2a) >0, pois se |[A> =n e p(l, + f, +2a) = 0 entao x (X") seria um

toro de Clifford. Assim, devemos ter

Q(f) <0, VfeZ
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Desde que z (3") nao é um toro de Clifford entao, pelo Lema 5.6, Z é um conjunto

linearmente independente e portanto,
dimZ = dimV + dimW + dim {1} .

Agora, pelo Lema 5.2 sabemos que dimV = n + 2 e pelo Lema 5.3 sabemos que

dimW = n + 2. Portanto, pelas equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) concluimos que

Inds, > 2n +5.
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