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Resumo

Neste trabalho estudamos hipersuperfícies mínimas completas e com curva-
tura de Gauss-Kronecker constante em uma forma espacial Q4(c). Provamos
que o ín�mo do valor absoluto da curvatura de Gauss-Kronecker de uma
hipersuperfície mínima completa em Q4(c), c ≤ 0, na qual a curvatura de
Ricci é limitado inferiormente, é igual a zero. Além disso, estudamos hipersu-
perfícies mínimas conexas M3 em uma forma espacial Q4(c) com curvatura
de Gauss-Kronecker K constante. Para o caso c ≤ 0, provamos, por um
argumento local, que se K é constante, então K deve ser igual a zero. Tam-
bém apresentamos uma classi�cação de hipersuperfícies completas mínimas
em Q4 com K constante. Exemplos de hipersuperfícies mínimas que não
são totalmente geodésicas no espaço Euclidiano e no espaço hiperbólico com
curvatura de Gauss-Kronecker nula são apresentados.

Palavras-Chave: hipersuperfícies mínimas em formas espaciais, curvatura
de Gauss-Kronecker.



Abstract

In this work we study complete minimal hypersurfaces with constant Gauss-
Kronecker curvature in a space form Q4(c). We prove that the in�mum of
the absolute value of the Gauss-Kronecker curvature of a complete minimal
hypersurface in Q4(c), c ≤ 0, whose Ricci curvature is bounded from below,
is equal to zero. Futher, we study the connected minimal hypersurfaces M3

of a space form Q4(c) with constant Gauss-Kronecker curvature K. For the
case c ≤ 0, we prove, by a local argument, that if K is constant, then K must
be equal to zero. We also present a classi�cation of complete minimal hyper-
surface of Q4 with K constant. Examples of complete minimal hypersurfaces
which are not totally geodesic in the Euclidean space R4 and the hiperbolic
space H4(c) with vanishing Gauss-Kronecker curvature are also presented.

Keywords: minimal hypersurfaces in space forms, Gauss-Kronecker
curvature.
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Introdução

Neste trabalho investigamos hipersuperfícies mínimas completas com cur-
vatura de Gauss-Kronecker constante em formas espaciais Q4(c). Apesar de
nossos resultados serem válidos para qualquer valor de c, nas nossas a�rma-
ções e demonstrações teremos c = 0 ou c = ±1, isto é, Q4(c) é a esfera Sn
unitária se c > 0, o espaço Euclidiano Rn se c = 0 e o espaço hiperbólico Hn

de curvatura seccional constante −1, se c < 0.
A curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperfícies em formas espaciais

recebeu atenção de vários autores. Por exemplo, Hadamard [7] mostrou que
hipersuperfícies em Rn são difeomorfas à esfera se e somente se suas curvatu-
ras de Gauss-Kronecker são não nulas em cada ponto, enquanto do Carmo e
Warner obtiveram um resultado similar para o caso de hipersuperfície com-
pactas e orientáveis da esfera Sn.

Recentemente, houve um grande interesse no estudo de hipersuperfícies
completas e mínimas em formas espaciais Q4(c) com curvatura de Gauss-
Kronecker constante. Em particular, Cheng provou, em [3], que uma hi-
persuperfície completa e mínima em Q4(c), c ≤ 0, com curvatura escalar
limitada inferiormente e curvatura de Gauss-Kronecker K constante, deve
ter K = 0. No teorema 3.7 obtemos o mesmo resultado retirando a hipó-
tese sobre a curvatura escalar e supondo que a hipersuperfície é conexa. Em
[8, 9, 10], Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos deram uma classi�cação das hiper-
superfícies mínimas completas em Q4(c) com K identicamente zero, segunda
forma fundamental não nula e com curvatura escalar limitada inferiormente.
Juntando o teorema 3.7 com os resultados em [8, 9] chegamos ao teorema
3.12.

Um dos principais resultado desse trabalho é o teorema 3.9, onde são
classi�cadas as hipersuperfícies mínimas completas da esfera S4 com curva-
tura de Gauss-Kronecker constante K 6= 0. Combinando esse teorema com o
resultado principal de [10] obtivemos uma classi�cação das hipersuperfícies
mínimas completas da esfera S4 com curvatura de Gauss-Kronecker cons-
tante.
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Para uma hipersuperfície completa e mínima em R4 (c = 0) com K
constante, Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos [8], usando o teorema principal
da curvatura de Smyth e Xavier, sem a hipótese sobre curvatura escalar,
chegaram ao mesmo resultado.

Exemplos de hipersuperfícies mínimas com curvatura Gauss-Kronecker
nula em R4 e H4 que não são totalmente geodésica são apresentadas. Por
isso não podemos esperar provar que hipersuperfícies totalmente geodésicas
são as únicas hipersuperfícies mínimas com curvatura de Gauss-Kronecker
nula em Q4(c) (c ≤ 0). Além disso, aplicamos o método do referencial móvel
para mostrar que o toro de Cli�ord é hipersuperfície mínima com norma da
segunda forma fundamental igual a sua dimensão.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introduzimos a notação usada ao longo do texto, bem como
alguns fatos básicos da geometria Riemanniana. Durante todo o texto, suave
será para nós sinônimo de C∞, indicaremos por X(M) o conjunto dos campos
vetoriais de classe C∞ de�nidas emM e por C∞(M) o anel das funções reais
de classe C∞ emM . Para uma abordagem mais completa sugerimos ao leitor
[12] e [5].

1.1 Tensores, métricas Riemannianas e a cone-

xão de Levi-Civita

A maioria das ferramentas técnicas de geometria Riemanniana é construída
usando tensores. Na verdade, a própria métrica Riemanniana é um tensor.
Assim começamos por revisar as de�nições e propriedades básicas dos tenso-
res em uma variedade.

Um k-tensor em uma variedade n-dimensionaisM é uma aplicação mul-
tilinear

F : X(M)× . . .× X(M)→ C∞(M).

Isto quer dizer que, dados X1, . . . , Xk ∈ X(M), F (X1, . . . , Xk) é uma função
suave em M , e que F é linear em cada argumento, isto é,

F (X1, . . . , fX + gY, . . . , Xk) = fF (X1, . . . , X, . . . , Xk)

+ gF (X1, . . . , Y, . . . , Xk)

para todo X, Y ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M).
O conjunto de todos os k-tensores em M , denotado por T k(M), é um

10
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espaço vetorial sobre as seguintes operações:

(aF )(X1, . . . , Xk) = a(F (X1, ..., Xk));

(F + F ′)(X1 . . . , Xk) = F (X1, ..., Xk) + F ′(X1, ..., Xk).

Seja U um aberto deM onde é possível de�nir campos e1, . . . , en ∈ X(M),
de modo que em cada q ∈ U , os vetores {ei|q}, i = 1, . . . , n, formam uma
base de TqM ; diremos neste caso, que {ei} é um referencial em U . As
funções F (ei1 , . . . , eik) = Fi1...ik em U são chamadas as componentes de F
no referencial {ei}.

Agora de�nimos métrica Riemanniana e conexão Riemanniana. Uma
métrica Riemanniana em uma variedade M é um 2-tensor g simétrico (i.e.,
g(X, Y ) = g(Y,X)) e positivo de�nido (i.e., g(X,X) > 0 se X 6= 0). Uma
métrica Riemanniana é, portanto, uma correspondência que associa a cada
ponto p deM um produto interno no espaço tangente TpM que é escrita como
〈X, Y 〉 = g(X, Y ) para X, Y ∈ TpM . Uma variedade com uma dada métrica
Riemanniana é chamada uma variedade Riemanniana. Apresentamos, a
seguir, o exemplo mais simples e importante de variedade Riemanniana.

Exemplo 1.1. O espaço Euclidiano Rn, com a métrica de�nida, em coorde-
nadas dadas pela identidade idRn , por

g =
∑
i

δijdx
idxj =

∑
i

dxidxi,

que é apenas o produto interno em cada espaço tangente TpRn sobre a iden-
ti�cação natural TpRn = Rn.

Assim como na geometria Euclidiana, se p é um ponto em uma variedade
Riemanniana (M, g), de�nimos a norma de qualquer vetor X ∈ TpM por
|X| := 〈X,X〉 12 . Dizemos que X e Y são ortogonais se 〈X, Y 〉 = 0. Vetores
X1, . . . , Xk são ditos ortonormais quando 〈Xi, Xj〉 = δij, onde

δij =

{
1, se i = j

0, se i 6= j.

Uma conexão linear ∇ em uma variedade diferenciável M é uma apli-
cação

∇ : X(M)× X(M)→ X(M),

que se indica por (X, Y )→ ∇XY (∇XY é chamado de derivada covariante
de Y na direção X) e que satisfaz as seguintes propriedades:
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(a) ∇XY é linear sobre C∞(M) em X:

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y para f, g ∈ C∞(M);

(b) ∇XY é linear sobre R em Y :

∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2 para a, b ∈ R;

(c) ∇ satisfaz a seguinte regra do produto:

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y para f ∈ C∞(M).

Seja g uma métrica Riemanniana em uma variedade M . Uma conexão ∇
é dita compatível com g se satisfaz a seguinte regra do produto

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X(M).

Uma conexão linear ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simé-

trica quando

∇XY −∇YX = [X, Y ] para todo X, Y ∈ X(M).

Exemplo 1.2. É fácil veri�car que a conexão Euclidiana dada por

∇XY =
∑
j

∇X(Y j∂j) =
∑
j

(XY j)∂j

é simétrica e compatível com a métrica Euclidiana.

Teorema 1.3 (Levi-Civita). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Exis-
te uma única conexão linear ∇ em M que é compatível com g e simétrica.

Demonstração. Ver teorema 3.6 do capítulo 2 de [13].

1.2 Curvaturas

Nesta seção, de�nimos as curvaturas mais conhecidas de uma variedade Rie-
manniana. As propriedades de curvatura são muito importantes na investi-
gação da geometria diferencial.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é a aplicação R :
X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) de�nida por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
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Exemplo 1.4. Em Rn com a métrica e conexão Euclidiana, temos

∇X∇YZ =
∑
j

∇X(Y Zj)∂j =
∑
j

XY Zj∂j,

∇Y∇XZ =
∑
j

XY Zj∂j.

A diferença entre essas duas expressões é
∑

k(XY Z
k−Y XZk)∂k = ∇[X,Y ]Z.

Portanto, nesse caso R = 0.

Proposição 1.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das
seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1)Z = fR(X1, Y1)Z + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2)Z = fR(X1, Y1)Z + gR(X1, Y2);

(ii) Para todo X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y ) : X(M) →
X(M) é linear, isto é,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z,

onde f, g ∈ C∞(M) e X1, X2, Y1, Y2, Z,W ∈ X(M).

Demonstração. É evidente que R é multilinear sobre R. Para f ∈ C∞(M),

R(X, fY )Z = ∇X∇fYZ −∇fY∇XZ −∇[X,fY ]Z

= ∇X(f∇YZ)− f∇Y∇XZ −∇f [X,Y ]+(Xf)YZ

= (Xf)∇YZ + f∇X∇YZ − f∇Y∇XZ − f∇[X,Y ]Z − (Xf)∇YZ

= fR(X, Y )Z.

Pela de�nição R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z, então R é multilinear emX. Quanto
a segunda parte, temos

R(X, Y )fZ = ∇X∇Y fZ −∇Y∇XfZ −∇[X,Y ]fZ

= ∇X(f∇YZ + (Y f)Z)−∇Y (f∇XZ + (Xf)Z)

− [X, Y ]fZ − f∇[X,Y ]Z

= f∇X∇YZ + (Xf)∇YZ + (Y f)∇XZ +X(Y f)Z

− (Y f)∇XZ − (Xf)∇YZ − Y (Xf)Z − [X, Y ]fZ − f∇[X,Y ]Z

= fR(X, Y )Z.
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Também, de�nimos o tensor curvatura por

Rm(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.

As componentes de Rm em um referencial {ei} serão representadas por

Rm(ei, ej, ek, el) = Rijkl.

O tensor curvatura apresenta as seguintes simetrias:

Proposição 1.6. (a) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W );

(b) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(X, Y,W,Z);

(c) Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y );

(d) Rm(X, Y, Z,W ) +Rm(Y, Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0.

Demonstração. (a) segue de R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z. Para provar (b) é
su�ciente mostrar que 〈R(X, Y )Z,Z〉 = 0 para todo Z. Usando a compati-
bilidade da métrica, temos

XY |Z|2 = X(2〈∇YZ,Z〉) = 2〈∇X∇YZ,Z〉+ 2〈∇XZ,∇YZ〉 (1.1)

Y X|Z|2 = Y (2〈∇XZ,Z〉) = 2〈∇Y∇XZ,Z〉+ 2〈∇XZ,∇YZ〉 (1.2)

[X, Y ]|Z|2 = 2〈∇[X,Y ]Z,Z〉. (1.3)

Quando subtraímos de (1.1) as equações (1.2) e (1.3), o lado esquerdo é zero
e, por conseguinte, obtemos

0 = 2(〈∇X∇YZ,Z〉 − 〈∇Y∇XZ,Z〉 − 〈∇[X,Y ]Z,Z〉) = 2〈R(X, Y )Z,Z〉.

Agora provemos (d), que segue direto de

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Pela de�nição de R e a simetria da conexão, temos

(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

+ (∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X)

+ (∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y )

= ∇X(∇YZ −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z(∇XY −∇YX)

−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

= ∇X [Y, Z]−∇[Y,Z]X +∇Y [Z,X]−∇[Z,X]Y +∇Z [X, Y ]−∇[X,Y ]Z

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.
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Na última igualdade, usamos a identidade de Jacobi. Finalmente, mostrare-
mos (c), pelo item (d), podemos escrever

〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈R(Y, Z)X,W 〉+ 〈R(Z,X)Y,W 〉 = 0

〈R(Y, Z)W,X〉+ 〈R(Z,W )Y,X〉+ 〈R(W,Y )Z,X〉 = 0

〈R(Z,W )X, Y 〉+ 〈R(W,X)Z, Y 〉+ 〈R(X,Z)W,Y 〉 = 0

〈R(W,X)Y, Z〉+ 〈R(X, Y )W,Z〉+ 〈R(Y,W )X,Z〉 = 0.

Somando as quatro equações acima e usando o item (b) os termos das duas
primeiras colunas se cancelam. Aplicando o item (a) e (b) nos termos res-
tantes obtemos 2〈R(X,Z)W,Y 〉 − 2〈R(W,Y )X,Z〉 = 0 que é equivalente a
(c).

Observação 1.7. A simetria expressa em (d) é chamada de primeira identi-
dade de Bianchi. Usando (a)-(d), é fácil mostrar que a soma obtida por uma
permutação cíclica de quaisquer três entradas de Rm também é zero. Em
termos das componentes a proposição se traduz em:

(a) Rijkl = −Rjikl;

(b) Rijkl = −Rijlk;

(c) Rijkl = Rklij;

(d) Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

Uma vez que 4-tensores são bastante complicados. Muita vezes é útil
construir tensores mais simples que resumem algumas das informações con-
tida no tensor curvatura. O mais importante desses tensores é o tensor de
Ricci, denotado por Ric, de�nido por

Ric(X, Y ) := traço(Z → R(X, Y )Z).

Ou seja, tomando um referencial ortonormal local {ei}, temos

Ric(X, Y ) =
∑
〈R(ei, X)Y, ei〉.

As componentes de Ric serão denotadas por Rij, isto é,

Rij =
∑
k

〈R(ek, ei)ej, ek〉.
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Note que as simetrias do tensor curvatura garantem que Ric(X, Y ) é simétrico
com respeito a X, Y . Se {ei} é uma base ortonormal de TpM , de�nimos a
curvatura escalar de M em p como

R(p) =
∑
i

Ric(ei, ei) =
∑
ij

〈R(ei, ej)ej, ej〉.

A proposição abaixo permite de�nir a curvatura seccional.

Proposição 1.8. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional e sejam X,
Y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

K(X, Y ) =
Rm(X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2

não depende da escolha dos vetores X, Y ∈ σ.

Demonstração. Olhar proposição 3.1 no capítulo 4 de [5].

Assim, o númeroK(X, Y ) está intimamente associado ao plano σ de TpM .
Portanto, podemos de�nir K(p, σ) = K(X, Y ) como sendo a curvatura sec-
cional deM em p, ao longo de σ. O lema abaixo mostra que o conhecimento
de K(σ), para todo σ, determina completamente a curvatura.

Lema 1.9. Sejam R1 e R2 4-tensores de�nidos em um espaço vetorial V
com um produto interno, e ambos satisfazendo as simetrias do tensor curva-
tura (descritas na proposição 1.6). Além disso, se para todo par de vetores
linearmente independentes X, Y ∈ V ,

R1(X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
=

R2(X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
,

então R1 = R2.

Demonstração. Veja lema 3.3 do capítulo 4 de [5].

Lema 1.10. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c. O tensor curvatura é dado pela fórmula

Rm(X, Y, Z,W ) = c{〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉}. (1.4)

Em componentes,
Rijkl = c(gilgjk − gikgjl).

Demonstração. Encontra-se na página 106 de [5].

Uma variedade Riemanniana completa e com curvatura seccional cons-
tante é dita uma forma espacial. Entre as variedades Riemannianas, as
formas espaciais são as mais simples.
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1.3 Sobre referenciais móveis

Agora apresentaremos alguns fatos sobre referenciais móveis. Iniciaremos
com um fato puramente algébrico.

Lema 1.11 (Cartan). Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Sejam
w1, . . . , wr : V → R, r ≤ n, formas lineares de V linearmente independentes.
Suponhamos que existam formas lineares θ1, . . . , θr : V → R satisfazendo a
seguinte condições:

r∑
i=1

wi ∧ θi = 0.

Então exitem números reais aij tais que

θi =
∑
j

aijwj, i, j = 1, . . . r, aij = aji.

Demonstração. Sendo w1, . . . , wr linearmente independentes podemos com-
pletar essas formas em uma base {w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wn} de V ∗ e escrever

θi =
∑
j

aijwj +
∑
l

bilwl, l = r + 1, . . . , n.

Então

0 =
∑
i

wi ∧ θi =
∑
i

wi ∧
∑
j

aijwj +
∑
i

wi ∧
∑
l

bilwl

=
∑
ij

aijwi ∧ wj +
∑
il

bilwi ∧ wl

=
∑
i<j

aijwi ∧ wj +
∑
i

aiiwi ∧ wi +
∑
i>j

aijwi ∧ wj +
∑
il

bilwi ∧ wl

=
∑
i<j

aijwi ∧ wj −
∑
i>j

aijwj ∧ wi +
∑
il

bilwi ∧ wl

=
∑
i<j

aijwi ∧ wj −
∑
i<j

ajiwi ∧ wj +
∑
il

bilwi ∧ wl

=
∑
i<j

(aij − aji)wi ∧ wj +
∑
il

bilwi ∧ wl.

Como os wk ∧ wm, k < m, k,m = 1, . . . , n são linearmente independentes,
concluímos que aij = aji e bil = 0.
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Seja Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n (de agora em di-
ante, usaremos um índice superior quando quisermos indicar a dimensão
de uma variedade) e conexão de Levi-Civita ∇. Um referencial ortonormal
{e1, . . . , en} sobre um aberto U ⊂ M é chamado um referencial móvel.
Existe um único correferencial {w1, . . . , wn} satisfazendo wi(ej) = δij.

As formas de conexão wij no referencial {e1, . . . , en} são as 1-formas
suaves em U dadas para X ∈ X(U) por

wij(X) = 〈∇Xei, ej〉.

Segue imediatamente das propriedades da conexão de Levi-Civita que wij
são, de fato, 1-formas suaves e

wij + wji = 0

para todos 1 ≤ i, j ≤ n. Em particular, wii = 0 para todo i.
As formas de curvatura no referencial {e1, . . . , en} são as 2-formas Ωij

em U dadas, para X, Y ∈ X(M), por

Ωij(X, Y ) = 〈R(ei, ej)X, Y 〉.

As simetrias do operador de curvatura garantem, imediatamente, que as Ωij

são de fato 2-formas em U , tais que Ωij + Ωji = 0. Note ainda que

Ωij(ek, el) = 〈R(ei, ej)ek, el〉 = Rijkl.

Logo, segue que

Ωij =
1

2

∑
l,k

Rijklwk ∧ wl.

O ponto fundamental no método do referencial móvel é que as formas
wi, wij e Ωij satisfazem as chamadas equações de estruturas de Elie Cartan.
As proposições 1.12 e 1.13 apresentam, respectivamente, a primeira e segunda
equações de estruturas.

Proposição 1.12. As formas de conexão satisfazem

dwi =
∑
j

wij ∧ wj. (1.5)
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Demonstração. Para X, Y ∈ X(U), segue da Proposição 12.17 de [12] que

dwi(X, Y ) = X(wi(Y ))− Y (wi(X))− wi([X, Y ])

= X〈Y, ei〉 − Y 〈X, ei〉 − 〈[X, Y ], ei〉
= 〈∇XY, ei〉+ 〈Y,∇Xei〉 − 〈∇YX, ei〉 − 〈X,∇Y ei〉 − 〈[X, Y ], ei〉

=
∑
k

(〈Y, ek〉〈ek,∇Xei〉 − 〈X, ek〉〈ek,∇Y ei〉)

=
∑
k

(wk(Y )wik(X)− wk(X)wik(Y ))

=
∑
k

wik ∧ wk(X, Y ).

Proposição 1.13. Nas notações acima, temos, para todo 1 ≤ i, j ≤ n

dwij =
∑
k

wik ∧ wkj + Ωij. (1.6)

Demonstração. Para X, Y ∈ X(M), temos que

dwij(X, Y ) = X(wij(Y ))− Y (wij(X))− wij([X, Y ])

= X〈∇Y ei, ej〉 − Y 〈∇Xei, ej〉 − 〈∇[X,Y ]ei, ej〉
= 〈∇X∇Y ei −∇Y∇Y ei −∇[X,Y ]ei, ej〉

+ 〈∇Y ei,∇Xej〉 − 〈∇Xei,∇Y ej〉

= 〈R(X, Y )ei, ej〉+
∑
k

〈∇Y ei, ek〉〈∇Xej, ek〉

−
∑
k

〈∇Xei, ek〉〈∇Y ej, ek〉

= Ωij(X, Y ) +
∑
k

(wik(Y )wjk(X)− wik(X)wjk(Y ))

= Ωij(X, Y ) +
∑
k

wik ∧ wkj(X, Y ).

A proposição a seguir garante que as 1−formas de conexão �cam intei-
ramente determinadas pela anti-simetria em relação a seus índices e pela
primeira equação de estrutura.
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Proposição 1.14. Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal sobre um
aberto U ⊂ M e sejam wij e θij dois conjuntos de formas suaves em U ,
anti-simétricos (wij = −wji) e satisfazendo (1.5). Então wij = θij para
todos 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstração. Segue de (1.5) que, para 1 ≤ i ≤ n,∑
j

(wij − θij) ∧ wj = 0.

Portanto, pelo lema de Cartan 1.11, tem-se para cada p em U

wij|p − θij|p =
∑
k

hkij(p)wk|p.

Assim, �cam de�nidas as funções hkij : U → R, tais que hkij = hjik e wij−θij =∑
k h

k
ijwk para todo i, j. Observe que∑

k

hkjiwk = wji − θji = −(wij − θij) = −
∑
k

hkijwk.

Logo, hkij = −hkji e

hkij = −hkji = −hijk = hikj = hjki = −hjik = −hkij.

É possível estender aos tensores a noção de derivada covariante. Seja F
um k-tensor, a diferencial covariante ∇F de F é um (k + 1)-tensor dado
por

∇F (X1, . . . , Xk, Y ) = Y (F (X1, . . . , Xk))− F (∇YX1, . . . , Xk)

− · · · − F (X1, . . . ,∇YXk).

As propriedades da conexão de Levi-Civita garantem que a expressão
acima de�ne um (k + 1)-tensor. As componentes de ∇F em um referencial
ortonormal local {e1, . . . , en} serão denotadas por

Fi1...ikj = ∇F (ei1 , . . . , eik , ej),

onde i1, . . . , ik, j ∈ {1, . . . , n}.

Proposição 1.15. Nas notações acima, temos∑
j

Fi1i2...ikjwj = dFi1...ik +
∑
j

Fji2...ikwji1

+
∑
j

Fi1ji3...ikwji2 + · · ·+
∑
j

Fi1...ik−1jwjik .
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Demonstração. Observe inicialmente que, por exemplo∑
j

Fi1i2ji4...ikwji3(ei) =
∑
j

F (ei1 , ei2 , ej, ei4 , . . . , eik)〈∇eiej, ei3〉,

onde i ∈ {1, . . . , n}, como F é linear e 〈∇eiej, ei3〉 = −〈ej,∇eiei3〉, temos∑
j

Fi1i2ji4...ikwji3(ei) = −F (ei1 , ei2 ,
∑
j

〈∇eiei3 , ej〉ej, ei4 , . . . , eik)

= −F (ei1 , ei2 ,∇eiei3 , ei4 , . . . , eik).

Portanto,∑
j

Fi1i2...ikjwj(ei) =
∑
j

Fi1i2...ikjδij = Fi1i2...iki = ∇F (ei1 , . . . , eik , ei)

= ei(F (ei1 . . . . , eik))− F (∇eiei1 , . . . , eik)− · · ·−

F (ei1 , . . . ,∇eieik) = dFi1i2...ik(ei) +
∑
j

Fji2...ikwji1(ei)

+
∑
j

Fi1j...ikwji2(ei) + · · ·+
∑
j

Fi1...ik−1
wjik(ei).

Observação 1.16. Para um referencial geodésico {e1, . . . , en} em p, ou seja,
e1, . . . , en são ortonormais em uma vizinhança de p e ∇eiej|p = 0 temos que

∇Xej|p =
∑
i

∇Xieiej|p =
∑
i

X i(p)∇eiej|p, em particular, wij|p = 0 e daí

em p vale

Fi1i2...ikj = ∇F (ei1 , ei2 , . . . , eik , ej) = ej(Fi1i2...ik),

quer dizer, as componentes da derivada de um tensor são as derivadas das
componentes desse tensor.

Seja φ um 2-tensor, dizemos que φ é simétrico quando φ(X, Y ) =
φ(Y,X) para todo X, Y ∈ X(M), em termos de um referencial, isto sig-
ni�ca que φij = φji. Se, além disso, φ satisfaz ∇φ(X, Y, Z) = ∇φ(X,Z, Y )
para todo X, Y, Z ∈ X(M), dizemos que φ é um tensor de Codazzi.



Capítulo 2

Hirpersuperfícies mínimas em

formas espaciais

2.1 Imersões isométricas

Nesta seção, introduzimos algumas de�nições e terminologias sobre subva-
riedades.

Sejam (M̃, g̃) uma variedade Riemanniana de dimensão m = n + k, M
uma variedade de dimensão n e ι : M → M̃ uma imersão. Se de�nimos uma
métrica Riemanniana emM por g = ι∗g̃ (isto é, para X, Y ∈ TpM, g(X, Y ) =
g̃(ι∗X, ι∗Y )) então dizemos que ι é uma imersão isométrica. Se, além disso,
ι é injetiva temos que M é uma subvariedade Riemanniana de M̃ . Neste
caso, chamamos M̃ de variedade ambiente.

Todos os resultados desse capítulo valem para qualquer imersão isomé-
trica, uma vez que os resultados são locais e qualquer imersão é localmente
um mergulho. Portanto, sempre que não houver perigo de confusão, iden-
ti�caremos p ∈ M com ι(p) ∈ M̃ , cada V ∈ TpM com ι∗(V ) ∈ Tι(q)M̃ e

denotaremos as métricas de M e M̃ apenas por 〈 , 〉.
Em cada ponto p ∈M , o produto interno de TpM̃ separa o na soma direta

ortogonal
TpM̃ = TpM ⊕ TpM⊥.

O conjunto
TM⊥ =

∐
p∈M

TpM
⊥

é chamado de �brado normal. Denotaremos por X(M)⊥ o espaço das seções
de TM⊥. Um referencial (E1, . . . , Em) para M̃ em um aberto Ũ ⊂ M̃ é dito
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adaptado à imersão se os primeiros n vetores (E1|p, . . . , En|p) geram TpM

em cada p ∈ Ũ ∩M . Segue que (En+1|p, . . . , Em|p) gera TpM⊥.

2.2 Mais sobre referenciais móveis

Agora, relacionamos as formas de conexão e curvatura da variedade ambiente
e da subvariedade. Além disso, de�nimos a segunda forma fundamental e
demonstramos a equação de Gauss (2.4).

Sejam M̃n+k uma variedade Riemanniana e ι : Mn → M̃n+k uma imer-
são isométrica. Para p ∈ M , considere um referencial ortonormal local
{e1, . . . , en, en+1, . . . , en+k} em uma vizinhança Ũ de p em M̃ adaptada à imer-
são e seja U = M ∩ Ũ .

Associado a este referencial, temos o correferencial dual {w1, . . . , wn+k}.
Convencionamos os índices:

1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n, 1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ k, n+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n+ k.

Em Ũ temos que as formas wA, wAB satisfazem as equações de estrutura

dwA =
∑
B

wAB ∧ wB, wAB + wBA = 0,

dwAB =
∑
C

wAC ∧ wCB + Ω̃AB, Ω̃AB =
1

2

∑
C,D

R̃ABCDwC ∧ wD. (2.1)

Se X ∈ X(U), então wα(X) = 〈X, eα〉 = 0, pois, eα ∈ X(U)⊥. Logo,
concluímos que para todo ponto em U e campos em X(U)

dwi =
∑
C

wiC ∧ wC =
∑
j

wij ∧ wj +
∑
α

wiα ∧ wα =
∑
j

wij ∧ wj,

ou seja, as restrições destas formas a U satisfazem a equação (1.5) e portanto
a proposição 1.14 garante que essas restrições são, de fato, as formas de
conexão de M . Assim, as equações de estruturas de M são dadas por

dwi =
∑
j

wij ∧ wj, wij + wji = 0,

dwij =
∑
k

wik ∧ wkj + Ωij, Ωij =
1

2

∑
k,l

Rijklwk ∧ wl. (2.2)
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Além disso, 0 = dwα =
∑

iwαi ∧ wi e pelo lema de Cartan 1.11 tem-se

wiα =
∑
j

hαijwj. (2.3)

Portanto, �cam de�nidas as funções hαij : U → R. Visto que as formas
wiα são suaves tem-se que as funções hij também são suaves. A partir daí,
de�nimos a segunda forma fundamental da imersão na direção eα por

IIα =
∑
ij

hαijwiwj.

Se {ẽ1, . . . , ẽn+k} for outro referencial ortonormal em Ũ adaptado à imer-
são, com ẽα = eα e ẽj = akj ek (aqui estamos usando a convenção de Einstein),
então w̃j = akjwk,

w̃αi(X) = 〈∇̃X ẽα, ẽi〉 = 〈∇̃Xeα, a
k
i ek〉

= aki 〈∇̃Xeα, ek〉 = akiwαk(X)

e h̃αij = w̃αi(ẽj) = aki a
l
jwαk(el) = aki a

l
jh

α
kl. Portanto,

ĨI
α

=
∑
ij

h̃αijw̃iw̃j =
∑
ij

aki a
l
jh

α
kla

r
iwra

s
jws = δkrδlshαklwrws

=
∑
kl

hαklwkwl = IIα,

ou seja, IIα não depende da escolha do referencial ortonormal e está global-
mente de�nida. Uma imersão isométrica ι : Mn → M̃n+k é totalmente

geodésica se IIα ≡ 0 para todo α.
Considere agora o campo

H =
∑
α

1

n

(∑
i

hαii

)
eα.

Do mesmo modo, se {ẽ1, . . . , ẽn+k} for outro referencial ortonormal em Ũ
adaptado à imersão, com ẽj = akj ek e ẽα = aβαeβ então

w̃αi(X) = 〈∇̃X ẽα, ẽi〉 = 〈∇̃Xa
β
αeβ, ẽi〉

= 〈X(aβα)eβ, ẽi〉+ 〈aβα∇̃Xeβ, a
k
i ek〉 = aβαa

k
iwβk(X),

h̃αii = w̃αi(ẽi) = aβαa
k
i a

l
iwβk(el) =

∑
β,k,l

aβαa
k
i a

l
ih
β
kl.
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Finalmente,

H̃ =
∑
α

1

n

(∑
i

h̃αii

)
ẽα =

∑
α,γ

1

n

(∑
i,k,l,β

aβαa
k
i a

l
ih
β
kl

)
aγαeγ

=
∑

α,β,γ,k,l

1

n
aβαa

γ
αδ

klhβkleγ =
∑
β,γ,k

1

n
δβγhβkkeγ

=
∑
β

1

n

(∑
k

hβkk

)
eβ = H.

Isto é, H independe do referencial ortonormal e está globalmente de�nido.
Fica assim de�nido um campo H ∈ X(M)⊥, sendo o seu valor em p ∈
M conhecido como o vetor curvatura média de ι em p. Uma imersão
isométrica ι : Mn → M̃n+k é mínima se H ≡ 0, i.e., se

∑
i h

α
ii = 0 para todo

α.
Das equações (2.1) e (2.2), obtemos

1

2

∑
kl

Rijklwk ∧ wl =
∑
α

wiα ∧ wαj +
1

2

∑
kl

R̃ijklwk ∧ wl.

Mas ∑
α

wiα ∧ wαj = −
∑
α

(∑
k

hαikwk

)
∧
(∑

l

hαjlwl

)
= −1

2

∑
kl

(∑
α

(hαikh
α
jl − hαilhαjk)

)
wk ∧ wl.

Assim, obtemos a equação de Gauss

Rijkl = R̃ijkl −
∑
α

(hαikh
α
jl − hαilhαjk). (2.4)

Agora aplicaremos o método do referencial móvel para mostrar que o toro
de Cli�ord é uma hipersuperfície mínima da esfera.

Exemplo 2.1. Sejam m e n números inteiros positivos tal que m < n,
dizemos que

Mm,n−m = Sm
(√

m

n

)
× Sn−m

(√
n−m
n

)
é o toro de Cli�ord. Se x1 : Sm

(√
m
n

)
→ Rm+1 e x2 : Sn−m

(√
n−m
n

)
→

Rn−m+1 denotam as imersões canônicas então

x = (x1, x2) : Sm
(√

m

n

)
× Sn−m

(√
n−m
n

)
→ Sn+1
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é uma imersão do toro de Cli�ord na esfera Sn+1. Será mostrado queMm,n−m
é uma subvariedade mínima da esfera Sn+1 com a norma da segunda forma
fundamental igual a n. Seja f0, f1, . . . , fm um referencial ortonormal para
Rm+1 tal que f0 = −

√
n
m
x1 é normal a Sm

(√
m
n

)
e seja ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm seu

correferencial dual. Similarmente, para Sn−m
(√

n−m
n

)
em Rn−m+1, escolhe-

mos um referencial ortonormal fm+1, . . . , fn+1 tal que fn+1 = −
√

n
n−mx2 é

norma a Sn−m
(√

n−m
n

)
e seja ϕm+1, . . . , ϕn+1 seu correferencial dual. Seja

(ϕAB)A,B=0,1,...,n+1 as formas de conexão do espaço Euclidiano Rn+2 com res-
peito ao referencial (ϕA)A=0,1,...,n+1. Essas formas, restritas a Mm,n−m satis-
fazem

ϕ0 = ϕn+1 = 0,

ϕ0,i = −ϕi,0 = −
√
n

m
ϕi, i = 1, . . . ,m,

ϕj,n+1 = −ϕn+1,j =

√
n

n−m
ϕj, j = m+ 1, . . . , n,

ϕAB = −ϕBA = 0 para A = 0, 1, . . . ,m e B = m+ 1, . . . , n+ 1.

(2.5)

Tomamos um novo referencial ortogonal e0, . . . , en+1 para Rn+2 da seguinte
maneira:

e0 =

√
n−m
n

f0 +

√
m

n
fn+1,

ei = fi, i = 1, . . . , n,

en+1 =

√
n−m
n

f0 −
√
m

n
fn+1.

Então e0 é normal a Sn+1 e en+1 é normal a Mm,n−m. Seja w0, . . . , wn+1

o seu referencial dual. Temos

w0 =

√
n−m
n

ϕ0 +

√
m

n
ϕn+1,

wi = ϕi, i = 1, . . . , n,

wn+1 =

√
n−m
n

ϕ0 −
√
m

n
ϕn+1.

As formas de conexão (wAB)A,B=0,1,...,n+1 para Rn+2 com respeito ao correfe-
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rencial (wA) são então dadas por

w0,j = −wj,0 =

√
n−m
n

ϕ0,j +

√
m

n
ϕn+1,j para j = 1, . . . , n,

w0,n+1 = −wn+1,0 = −ϕ0,n+1,

wij = ϕij para i, j = 1, . . . , n,

wi,n+1 = −wn+1,i =

√
n−m
n

ϕi,0 −
√
m

n
ϕi,n+1 para i = 1, . . . , n.

Restringindo essas formas a Mm,n−m com auxílio de (2.5), obtemos

(wAB) =



w11 . . . w1m λw1
... . . .

... 0
...

wm+1 . . . wmm λwm
wm+1m+1 . . . wm+1n µwm+1

0
... . . .

...
...

wnm+1 . . . wnn µwn
−λw1 . . . −λwm −µwm+1 . . . −µwn 0


,

onde µ = −
√

m
n−m e λ =

√
n−m
m

. Daí obtemos que as componentes hij da

segunda forma fundamental da hipersuperfície são dadas por

(hij) =



λ
. . .

λ
µ

. . .
µ


.

Os elementos não indicados são nulos. Calculando a curvatura média obtém-
se

H = mλ+ (n−m)µ = m

√
n−m
m

− (n−m)

√
m

n−m
= 0.

Além disso, a norma da segunda forma fundamental é dada por

S =
∑
ij

h2ij = mλ2 + (n−m)µ2 = n.
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2.3 O Laplaciano da norma da segunda forma

ao quadrado

Em uma variedade RiemannianaM exitem generalizações naturais dos famo-
sos operadores diferenciais em R3: gradiente, divergente e Laplaciano. Nesta
seção usamos o método do referencial móvel para calcular o Laplaciano da
norma da segunda forma de uma hipersuperfície ao quadrado.

Seja f : Mn → R uma função suave, o gradiente de f , denotado por
∇f , é o único campo vetorial que satisfaz

〈∇f,X〉 = X(f), para todo X ∈ X(M).

Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função
divX : Mn → R, dada por

(divX)(p) = tr{Yp → (∇YX)p}, para p ∈M

Finalmente, o Laplaciano de f , denotado por ∆f , é a função ∆f = div(∇f).
Vejamos primeiro quais as expressões do gradiente, divergente e Laplaci-

ano em termos de um referencial ortonormal local.

Proposição 2.2. Sejam f : Mn → R uma função suave, X um campo
vetorial suave em Mn e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma vi-
zinhança aberta U ⊂M . Então em U temos

(a) ∇f =
∑
i

ei(f)ei;

(b) divX =
∑
i

{ei(ai)− 〈∇eiei, X〉}, onde X =
∑
i

aiei;

(b) ∆f =
∑
i

{ei(ei(f))− (∇eiei)f}.

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então em p temos

(b') divX = ei(ai) ;

(c') ∆f =
∑
i

ei(ei(f)).

Demonstração.

(a) Podemos escrever ∇f =
∑

i aiei em U . Sendo {e1, . . . , en} um re-
ferencial ortonormal temos ai = 〈∇f, ei〉 = ei(f), portanto, ∇f =∑

i ei(f)ei.
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(b) Pela de�nição de divergência de um campo vetorial, temos

divX = tr{Y → ∇YX} =
∑
i

〈∇eiX, ei〉

=
∑
i

{ei〈X, ei〉 − 〈X,∇eiei〉} =
∑
i

{ei(ai)− 〈X,∇eiei〉}.

(c) Pelo item (a) temos que ∆f =
∑

i ei(f)ei em U . Do item (c) tiramos
que

∆f =
∑
i

{ei(ei(f)))− 〈∇f,∇eiei〉} =
∑
i

{ei(ei(f))− (∇eiei)f}.

Os item (b') e (c') seguem da de�nição de referencial geodésico.

Observação 2.3. As equações acima deixam claro que ∇f , divX e ∆f são
suaves.

Em seguida, apresentamos as propriedades aritméticas do gradiente, di-
vergente e Laplaciano.

Proposição 2.4. Se f, g : Mn → R são funções suaves e X, Y são campos
vetoriais suaves em Mn, então

(a) ∇(f + g) = ∇f +∇g;

(b) ∇(fg) = g∇f + f∇g;

(c) div(X + Y ) = divX + div Y ;

(d) div(fX) = f divX + 〈∇f,X〉;

(e) ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

(e') Em particular,
1

2
∆(f 2) = f∆f + |∇f |2.

Demonstração. Para (a) e (b), basta observar que para todo Z ∈ X(M),
temos

〈∇(f + g), Z〉 = Z(f + g) = Zf + Zg = 〈∇f, Z〉+ 〈∇g, Z〉 = 〈∇f +∇g, Z〉
〈∇(fg), Z〉 = Z(fg) = gZf + fZg = 〈g∇f + f∇g, Z〉.
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O item (c) é imediato. Quanto a (b), segue da de�nição que

div(fX) =
∑
i

〈∇ei(fX), ei〉 =
∑
i

〈ei(f)X + f∇eiX, ei〉

=
∑
i

{〈X, ei(f)ei〉+ f〈∇eiX, ei〉}

= f divX + 〈∇f,X〉,

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal em uma vizinhança aberta
U ⊂M . Finalmente, para o item (e) usamos os item (b), (c) e (d),

∆(fg) = div(∇(fg)) = div(g∇f + f∇g) = div(g∇f) + div(f∇g)

= g div(∇f) + f div(∇g) + 2〈∇f,∇g〉 = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

A partir daqui, voltamos nossa atenção a hipersuperfícies. Seja ι : Mn →
M̃n+1 uma subvariedade. Em cada ponto deM existem exatamente 2 vetores
unitários normais a M . Se M é orientável (o que podemos assumir passando
a um subconjunto deM) então podemos escolher um único normal N . Sejam
p um ponto deM e {e1, . . . , en, en+1 = N} um referencial ortonormal em uma
vizinhança Ũ de p em M̃ adaptado à imersão. Então, pelas equações da seção
2.2 teremos

wi,n+1 =
∑
j

hijwj, hij = hn+1
ij = hji,

dwi =
∑
j

wij ∧ wj,

dwij =
∑
k

wik ∧ wkj + wi,n+1 ∧ wn+1,j + Ω̃ij. (2.6)

Neste caso, só exite, a menos de orientação, uma única segunda forma fun-
damental em U = Ũ ∩M , a saber IIn+1 =

∑
ij hijwiwj, denotaremos IIn+1,

simplesmente, por h. A curvatura de Gauss-Kronecker e a curvatura
média de Mn são dadas, respectivamente, por:

K = det(hij) e H =
1

n

∑
i

hii.

Vimos na secção anterior que se {ẽ1, . . . , ẽn, N} for outro referencial ortonor-
mal em Ũ adaptado à imersão, com ẽj = akj ek então h̃ij = aki a

l
jhkl, assim,
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segue que

K̃ = det(h̃ij) = det(aki a
l
jhkl) = det(aki hkla

l
j)

= det(aki ) det(hkl) det(alj) = det(hkl) = K,

ou seja, K independe do referencial escolhido e está globalmente de�nido.
Para cada ponto q ∈ U , usando a métrica induzida em TqM , podemos

escolher os vetores e1, . . . , en em q de modo a diagonalizar a matriz (hij(q)),
os autovalores λi(q) da matriz são as curvaturas principais. Note que em
q temos

K(q) = det(hij(q)) =
∏
i

λi,

H(q) =
1

n

∑
i

λi.

Em particular, M é mínima se, e somente se,∑
i

λi = 0.

Finalmente, de�nimos a norma ao quadrado de h por S =
∑

ij h
2
ij. O

objetivo dessa seção é calcular o Laplaciano de S, i.e., ∆S. Para isso, vejamos
algumas propriedades de h.

Segue da proposição 1.15 que a derivada covariante ∇h da segunda forma
fundamental h de M , com componentes hijk, satisfaz∑

k

hijkwk = dhij +
∑
k

hkjwki +
∑
k

hikwkj. (2.7)

Proposição 2.5. Se M̃ tem curvatura seccional constante c, então a segunda
forma fundamental h é um tensor de Codazzi, ou seja, em termos de um
referencial ortonormal temos

hijk = hikj = hjik = hkij = hkji. (2.8)

Demonstração. A equação (2.6) nos dá

dwi,n+1 =
∑
j

wij ∧ wj,n+1 + Ω̃i,n+1,

já que wn+1,n+1 = 0. Se X, Y ∈ X(U) temos que

Ω̃i,n+1(X, Y ) = 〈R̃(ei, en+1)X, Y 〉 = 〈R̃(X, Y )ei, en+1〉
= c{〈X, en+1〉〈Y, ei〉 − 〈Y, en+1〉〈X, ei〉} = 0.
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Na penúltima igualdade acima, usamos a equação (1.4). Logo, pela equação
(2.3)

dwi,n+1 =
∑
j

wij ∧ wj,n+1 =
∑
k,j

hjkwij ∧ wk. (2.9)

Por outro lado, wi,n+1 =
∑

j hijwj, derivando exteriormente obtemos

dwi,n+1 =
∑
j

dhij ∧ wj +
∑
j

hijdwj.

Substituindo a equação (2.7), obtemos

dwi,n+1 =
∑
k,j

hijkwk ∧ wj +
∑
k,j

hkjwik ∧ wj

+
∑
k,j

hikwjk ∧ wj +
∑
j,k

hijwjk ∧ wk.

Observe que ∑
k,j

hikwjk ∧ wj = −
∑
k,j

hijwjk ∧ wk,

portanto,
dwi,n+1 =

∑
k,j

hijkwk ∧ wj +
∑
k,j

hkjwik ∧ wj. (2.10)

Comparando as equações (2.9) e (2.10), concluímos que

0 =
∑
k,j

hijkwk ∧ wj =
∑
k<j

(hijk − hikj)wk ∧ wj.

Seguiremos adiante com a hipótese de M̃ ter curvatura seccional constante
c. Nessa situação, a equação (1.4) faz com que a equação de Gauss seja dada
por

Rijkl = c(δilδjk − δikδjl) + hilhjk − hikhjl. (2.11)

Além disso, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar são dadas, respectiva-
mente, por

Rij =
∑
k

Rkijk =
∑
k

{c(δijδkk − δikδkj) + hijhkk − hkjhik}

= (n− 1)cδij + nHhij −
∑
k

hkjhik
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e

R =
∑
i

Rii = n(n− 1)c+ n2H2 − S. (2.12)

De maneira semelhante, temos que a segunda derivada covariante ∇2h =
∇(∇h) de h, com componentes hijkl, satisfaz∑

l

hijklwl = dhijk +
∑
l

hljkwli +
∑
l

hilkwlj +
∑
l

hijlwlk. (2.13)

Observação 2.6. Pela observação 1.16, se {e1, . . . , en, en+1 = N} é geodésico
em p, então temos em p que ek(hij) = dhij(ek) = hijk e el(hijk) = dhijk(el) =
hijkl.

Será que podemos trocar os dois últimos índices de hijkl? A resposta é
dada pela proposição a seguir.

Proposição 2.7 (Equação de Ricci).

hijkl − hijlk =
∑
m

(hmjRimkl + himRjmkl). (2.14)

Demonstração. Derivando exteriormente a equação (2.7), obtemos∑
k

(dhijk ∧wk + hijkdwk) =
∑
k

(dhkj ∧wki + hkjdwki + dhik ∧wkj + hikdwkj)

Vamos calcular cada termo separadamente:∑
k

dhijk ∧ wk =
∑
k,l

hijklwl ∧ wk −
∑
k,l

hljkwli ∧ wk︸ ︷︷ ︸
1

−
∑
k,l

hilkwlj ∧ wk︸ ︷︷ ︸
2

−
∑
k,l

hijlwlk ∧ wk︸ ︷︷ ︸
3

;

∑
k

hijkdwk =
∑
k,l

hijkwkl ∧ wl︸ ︷︷ ︸
3

;

∑
k

dhkj ∧ wki =
∑
k,l

hkjlwl ∧ wki︸ ︷︷ ︸
1

−
∑
k,l

hljwlk ∧ wki︸ ︷︷ ︸
4

−
∑
k,l

hklwlj ∧ wki︸ ︷︷ ︸
5

;
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∑
k

hkjdwki =
∑
k,l

hkjwkl ∧ wli︸ ︷︷ ︸
4

+
∑
k

hkjΩki;

∑
k

dhik ∧ wkj =
∑
k,l

hiklwl ∧ wkj︸ ︷︷ ︸
2

−
∑
k,l

hlkwli ∧ wkj︸ ︷︷ ︸
5

−
∑
k,l

hilwlk ∧ wkj︸ ︷︷ ︸
6

;

∑
k

hikdwkj =
∑
k,l

hikwkl ∧ wlj︸ ︷︷ ︸
6

+
∑
k

hikΩkj.

Usamos as equações (2.7), (2.13) e as equações de estrutura. Observe que as
somas rotuladas com o mesmo número se cancelam. Depois dos cancelamen-
tos �camos com ∑

k,l

hijklwk ∧ wl =
∑
k

(hikΩjk + hkjΩik).

A partir daí,

hijkl − hijlk =
∑
r,s

hijrswr ∧ ws(ek, el)

=
∑
r

(hirΩjr + hrjΩir)(ek, el)

=
∑
r

(hirRjrkl + hrjRirkl).

De posse da discussão acima, podemos calcular ∆S. Para isso, doravante,
assumimos que M é mínima, o referencial ortonormal {e1, . . . , en, en+1} é
geodésico em p e hij(p) = λiδij. Assim, no ponto p temos

1

2
∆S =

∑
i,j

1

2
∆(hij)

2 =
∑
i,j

hij∆hij +
∑
i,j,k

h2ijk.

Mas

∆hij =
∑
k

hijkk =
∑
k

hkijk =
∑
k

(hkijk − hkikj + hkkij)

=
∑
k,l

(hklRiljk + hliRkljk) + nHij

=
∑
k,l

(λkδklRiljk + λlδliRkljk)

= λi
∑
k

Rkijk −
∑
k

λkRikkj.
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Na segunda igualdade usamos a observação 2.6, na quarta igualdade usamos
a equação (2.14) e na quinta usamos que M é mínima. Pela a equação de
Gauss (2.11) é fácil obter

Rijkl = (c+ λiλj)(δilδjk − δikδjl). (2.15)

Portanto,

λi
∑
k

Rkijk = λi
∑
k

(c+ λiλk)(δij − δikδjk)

= λi
∑
k

(c+ λiλk)δij − λi
∑
k

(c+ λiλk)δikδjk

= nchij − (c+ λiλj)hij,

−
∑
k

λkRikkj =
∑
k

λk(c+ λiλk)(δikδjk − δij)

= (c+ λiλj)hij − hijS.

Finalmente,

∆hij = λi
∑
k

Rkijk −
∑
k

λkRikkj = (nc− S)hij. (2.16)

Encerramos o capítulo com a seguinte teorema:

Teorema 2.8. Nas notações da discussão acima, temos:

1

2
∆S = (nc− S)S +

∑
i,j,k

h2ijk. (2.17)



Capítulo 3

Curvatura de Gauss-Kronecker

3.1 Lemas

Nesta seção apresentaremos os lemas que facilitam as demonstrações dos
teoremas principais.

A prova do teorema 3.8 depende muito da generalização do princípio do
máximo devido a Yau [16].

Teorema 3.1 (Yau). Seja Mn uma variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci limitado inferiormente e seja F : Mn → R uma função de
classe C2 limitada inferiormente em Mn. Então existe uma sequência {pk}
de pontos em Mn tal que

lim
k→∞

F (pk) = inf(F ), lim
k→∞
|∇F (pk)| = 0 e lim inf

k→∞
∆F (pk) ≤ 0.

Para a prova do teorema 3.9 usaremos a generalização do princípio do
máximo devido a Omori [14].

Teorema 3.2 (Omori). Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa
com curvatura seccional limitada inferiormente e f : Mn → R uma função
suave limitada superiormente em Mn. Então existe uma sequência {pk} de
pontos em Mn tal que

lim
k→∞

f(pk) = sup f, lim
k→∞
|∇f(pk)| = 0

e

lim sup
k→∞

max{(Hessf (pk))(X,X) : |X| = 1} ≤ 0.

Também, precisaremos do seguinte resultado algébrico.

36
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Lema 3.3. Sejam λi, i = 1, 2, 3 números reais tais que
∑

i λi = 0 e K =∏
i λi. Então S =

∑
i λ

2
i ≥ 3

3
√

2K2 e a igualdade vale se, e somente se, pelo
menos dois dos λi são iguais.

Demonstração. Seja f ∈ R[x, y][z] o polinômio dado por

f(z) =
1

2
[(x2 + y2 + z2)3 − 54x2y2z2]− (x− y)2(z − x)2(z − y)2

Por um cálculo simples, porém longo, temos f(−x− y) = 0, ou seja −x− y
é uma raiz de f . Logo

1

2
(S3 − 54K2) =

∏
1≤i<j≤3

(λi − λj)2 ≥ 0.

Isto implica que S =
∑
i

λ2i ≥ 3
3
√

2K2 e a igualdades acontece se, e somente

se, pelo menos dois dos λi são iguais.

Lema 3.4. Seja f : Mn → M̃n+1 uma imersão com curvatura de Gauss-
Kronecker K diferente de zero para todo p ∈ M . Então o Laplaciano da
função F = log |K| é dado por

∆F = −
∑
i,j,k

1

λiλj
h2ijk +

∑
i,k

1

λi
hiikk,

onde λ1, . . . , λn são os autovalores da segunda forma fundamental h para al-
guma escolha de orientação, hijk e hijkl são, respectivamente, as componentes
de ∇h e ∇2h.

Demonstração. Nesta demonstração usaremos a convenção de Einstein. Como
K não se anula, a função F = log | det(hij)| está globalmente de�nida e é
suave. Seja {e1, . . . , en, en+1} um referencial ortonormal em uma vizinhança
de p e geodésico no ponto p tal que hij(p) = λiδij. Sabemos que

∆F (p) =
∑
k

Fkk(p) =
∑
k

ek(ek(F ))(p).
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Se γ : I →M é um caminho suave tal que γ(0) = p e γ′(0) = ek, então

Fkk(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Fk(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ekF (γ(t))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ek|γ(t)F =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(F ◦ γ)′(t)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
1

det(hij(t))

d

dt
det(hij(t))

]
=

1

K

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

det(hij(t))−
1

K2

[
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(hij(t))

]2
,

onde

K = det(hij(p)) =
∏
i

λi e hij(t) = (hij ◦ γ)(t).

Se g(t) = det(hij(t)), temos que

g′(t) =
∑
i

det(h1(t), . . . , h
′
i(t), . . . , hn(t)),

onde hi(t) é a i-ésima coluna da matriz [hij(t)]. Observe que as colunas de
[hij(0)] formam uma base de Rn, uma vez que K(p) 6= 0. Logo, para cada
1 ≤ i ≤ n, podemos escrever h′i(0) = ajihj(0). Então, temos

g′(0) =
∑
i

det(h1(0), . . . , ajihj(0), . . . , hn(0))

=
∑
i

det(h1(0), . . . , aiihi(0), . . . , hn(0))

=
∑
i

aii det(h1(0), . . . , hn(0)) = K
∑
i

aii.

Mas h′i(0) = (h1ik, . . . , hnik) = (a1iλ1, . . . , a
n
i λn). Logo, aii = hiik

λi
e daí, g′(0) =

K
∑

i
hiik
λi
. Além disso,

g′′(0) =
∑
i

{∑
j<i

det(h1, . . . , h
′
j, . . . , h

′
i, . . . , hn) + det(h1, . . . , h

′′
ii, . . . , hn)

+
∑
i<j

det(h1, . . . , h
′
i, . . . , h

′
j, . . . , hn)

}
.
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Omitimos o ponto 0 no segundo membro da equação acima, o qual tam-
bém será omitido nas expressões abaixo. Calculando o primeiro termo da
expressão acima, obtemos∑

j<i

det(h1, . . . , h
′
j, . . . , h

′
i, . . . hn) =

∑
j<i

det(h1, . . . , a
r
jhr, . . . , a

l
ihl, . . . hn)

=
∑
j<i

{det(h1, . . . , a
j
jhj, . . . , a

l
ihl, . . . hn) + det(h1, . . . , a

i
jhi, . . . , a

l
ihl, . . . , hn)}

=
∑
j<i

{det(h1, . . . , a
j
jhj, . . . , a

i
ihi, . . . hn) + det(h1, . . . , a

i
jhi, . . . , a

j
ihj, . . . , hn)}

= K
∑
j<i

{ajjaii − aija
j
i} = K

∑
j<i

{
hjjk
λj

hiik
λi
− hijk

λi

hjik
λj

}

= K
∑
j<i

{
hjjk
λj

hiik
λi
−
h2ijk
λiλj

}
.

Escrevendo h′′i (0) = blihl(0), para cada 1 ≤ i ≤ n, temos

det(h1, . . . , h
′′
i , . . . , hn) = det(h1, . . . , b

l
ihl, . . . , hn) = Kbii = K

hiikk
λi

.

De modo análogo ao primeiro termo, obtemos∑
i<j

det(h1, . . . , h
′
i, . . . , h

′
j, . . . hn) =

∑
i<j

det(h1, . . . , a
l
ihl, . . . , a

r
jhr, . . . hn)

=
∑
i<j

{det(h1, . . . , a
i
ihi, . . . , a

j
jhj, . . . hn) + det(h1, . . . , a

j
ihj, . . . , a

i
jhi, . . . , hn)}

= K
∑
i<j

{ajjaii − aija
j
i} = K

∑
i<j

{
hjjk
λj

hiik
λi
− hijk

λi

hjik
λj

}

= K
∑
i<j

{
hjjk
λj

hiik
λi
−
h2ijk
λiλj

}
Logo,

g′′(0) = K
∑
i 6=j

(
hiikhjjk
λiλj

−
h2ijk
λiλj

)
+K

∑
i

hiikk
λi

.
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Finalmente,

Fkk(p) =
∑
i 6=j

(
hiikhjjk
λiλj

−
h2ijk
λiλj

)
+
∑
i

hiikk
λi
−
∑
ij

hiikhjjk
λiλj

= −
∑
i 6=j

h2ijk
λiλj

−
∑
i

h2iik
λ2i

+
∑
i

hiikk
λi

= −
∑
i,j

h2ijk
λiλj

+
∑
i

hiikk
λi

.

Agora, nas notações da discussão acima, enunciamos e demonstramos um
lema que desempenha um papel crucial na prova de nossos resultados.

Lema 3.5. Seja M3 uma variedade Riemanniana conexa e imersa minima-
mente em Q4(c), com curvatura de Gauss-Kronecker K que não se anula.
Então o Laplaciano da função F = log |K| é dado por:

∆F =− 1

K2

[
(λ23h221 + λ22h331)

2 + (λ23h112 + λ21h332)
2

+ (λ22h113 + λ21h223)
2
]
− 3(S − 3c).

Demonstração. Como K não se anula, a função F = log | det(hij)| está de�-
nida em todaM3 e é suave. Para qualquer ponto p ∈M3 �xado, tomamos um
referencial ortonormal local {e1, e2, e3} e geodésico em p tal que hij(p) = λiδij.
Pelo lema anterior o Laplaciano de F é dado por

∆F = −
∑
i,j,k

1

λiλj
h2ijk +

∑
i,k

1

λi
hiikk.

Como M3 é mínima, temos que
∑

k hkkii = Hii = 0, para todo i. Segue das
equações (2.14) e (2.15) que

hijij − hjiji = hijij − hijji =
∑
k

(hikRjkij + hkjRikij)

=
∑
k

(λiδikRjkij + λkδkjRikij) = λiRjiij + λjRijij

= (λi − λj)Rjiij = (λi − λj)(c+ λiλj)(δiiδjj − δijδij)
= (λi − λj)(c+ λiλj).

(3.1)
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Consequentemente,∑
i,k

1

λi
hiikk =

∑
i,k

1

λi
[hkkii + (λi − λk)(c+ λiλk)]

=
∑
i,k

1

λi
(λi − λk)(c+ λiλk)

=
∑
i,k

(
c+ λiλk −

λk
λi
c− λ2k

)
= 9c− 3S = 3(3c− S).

(3.2)

Note que a equação de Codazzi (2.8) nos dá

1

λiλj
h2ijk =

1

λiλj
h2jik.

Então o coe�ciente de h2123 na expressão
∑

i,j,k
1

λiλj
h2ijk é

2

(
1

λ1λ2
+

1

λ1λ3
+

1

λ2λ3

)
= 2

λ3 + λ2 + λ1
λ1λ2λ3

=
2H

K
= 0

e podemos escrever∑
i,j,k

1

λiλj
h2ijk =

∑
i

∑
j 6=i,k 6=i,j<k

[
1

λ2i
h2iii +

(
1

λ2j
+

2

λiλj

)
h2jji

+

(
1

λ2k
+

2

λiλk

)
h2kki

]
.

(3.3)

Sejam i, j, k índices distintos. Como M3 é mínima, temos λi + λj + λk = 0
e hiii = −(hjji + hkki), o que implica em

1

λ2i
h2iii +

(
1

λ2j
+

2

λiλj

)
h2jji +

(
1

λ2k
+

2

λiλk

)
h2kki

=
1

λ2i
(hjji + hkki)

2 +

(
1

λ2j
+

2

λiλj

)
h2jji +

(
1

λ2k
+

2

λiλk

)
h2kki

=

(
1

λ2i
+

2

λiλj
+

1

λ2j

)
h2jji +

(
1

λ2i
+

2

λiλk
+

1

λ2k

)
h2kki +

2

λ2i
hjjihkki

=

(
1

λi
+

1

λj

)2

h2jji +
2

λ2i
hjjihkki +

(
1

λi
+

1

λk

)2

h2kki

=
λ2k
λ2iλ

2
j

h2jji +
2

λ2i
hjjihkki +

λ2j
λ2iλ

2
k

h2kki

=
1

K2
(λ4kh

2
jji + 2λ2kλ

2
jhjjihkki + λ4jh

2
kki) =

1

K2
(λ2khjji + λ2jhkki)

2.

(3.4)
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Inserindo (3.4) em (3.3), obtemos∑
i,j,k

1

λiλj
h2ijk =

∑
i

∑
j 6=i k 6=i j<k

1

K2
(λ2khjji + λ2jhkki)

2

=
1

K2

[
(λ23h221 + λ22h331)

2 + (λ23h112 + λ21h332)
2

+ (λ22h113 + λ21h223)
2
]
.

(3.5)

Portanto, segue do lema anterior e das equações (3.2) e (3.5) que

∆F =−
∑
i,j,k

1

λiλj
h2ijk +

∑
i,k

1

λi
hiikk

=− 1

K2

[
(λ23h221 + λ22h331)

2 + (λ23h112 + λ21h332)
2

+ (λ22h113 + λ21h223)
2

]
− 3(S − 3c).

3.2 Teoremas principais

Nesta seção �nal, enunciamos e demonstramos os resultados principais desse
trabalho.

Uma função u de�nida em uma variedade Riemanniana M é dita forte-
mente superharmônica (respectivamente superharmônica) se satisfaz a
seguinte inequação diferencial em M :

∆u = div(∇u) ≤ ε < 0 (respectivamente ∆u ≤ 0.)

Teorema 3.6. Seja M3 uma variedade Riemanniana conexa imersa mini-
mamente em Q4(c), c ≤ 0, com curvatura de Gauss-Kronecker que não se
anula. Então a função F = log |K| é:

(i) superharmônica se c = 0; ou

(ii) fortemente superharmônica se c < 0

Demonstração. Pelo lema 3.5 temos ∆F ≤ 9c, o que completa a prova.

Teorema 3.7. Sejam M3 uma variedade Riemanniana conexa e f : M3 →
Q4(c), c ≤ 0 uma imersão mínima com curvatura de Gauss-Kronecker K
constante. Então K é identicamente nula.
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Demonstração. Suponha que K não é identicamente nula. Segue do lema
3.5 que

0 = ∆F = − 1

K2

[
(λ23h221 + λ22h331)

2 + (λ23h112 + λ21h332)
2

+(λ22h113 + λ21h223)
2

]
− 3(S − 3c).

Então S = 0, o que contradiz a suposição K 6= 0.

Teorema 3.8. SejaM3 uma hipersuperfície mínima e completa em Q4(c), c ≤
0, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Então a curvatura de
Gauss-Kronecker satisfaz inf |K| = 0.

Demonstração. Argumentando indiretamente, suponha que inf |K| = ε > 0.
Nesse caso, a função F = log | det(hij)| está globalmente de�nida em M3 e é
suave e limitada inferiormente. Do lema 3.5, obtemos a seguinte desigualdade

∆F ≤ −3(S − 3c). (3.6)

Uma vez que a curvatura de Ricci de M3 é limitada inferiormente e F é uma
função suave limitada inferiormente, podemos aplicar o lema 3.1 a função F .
Portanto, existe uma sequência {pk} de pontos em M tal que

lim
k→∞

F (pk) = inf(F ), lim
k→∞
|∇F (pk)| = 0, lim inf

k→∞
∆F (pk) ≥ 0. (3.7)

Calculando (3.6) em pk, tomando o limite e usando (3.7) obtemos

0 ≤ lim inf
k→∞

∆F (pk) ≤ lim inf
k→∞

−3(S(pk)− 3c) ≤ −3(lim sup
k→∞

S(pk)− 3c).

Logo 0 ≤ lim sup
k→∞

S(pk) ≤ 3c ≤ 0 o que contradiz a hipótese inf |K| = ε >

0.

Para demonstrarmos 3.9 usaremos o seguinte teorema.

Teorema. Uma subvariedade Riemanniana n-dimensional mínima da Sn+p
satisfazendo S = n é localmente o toro de Cli�ord Sm

(√
m
n

)
×Sn−m

(√
n−m
n

)
.

Onde m e n são números inteiros positivos tal que m < n. O resultado
acima é uma parte do teorema principal de [4]. Para o caso que usamos
p = 1, o teorema foi provado independentemente por B. Lawson [11].

Teorema 3.9. Seja f : M3 → S4 uma imersão mínima de uma variedade
completa com curvatura de Gauss-Kronecker constante K 6= 0. Então f(M3)

é isométrico ao toro de Cli�ord S1
(√

3
3

)
× S2

(√
6
3

)
.
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Demonstração. Para qualquer ponto p ∈M3 �xado, tomamos um referencial
ortonormal local {e1, e2, e3} e geodésico em p tal que hij(p) = λiδij. Visto
que K 6= 0 é constante e a curvatura seccional da esfera unitária é 1, pelo
lema 3.5 podemos escrever

0 = − 1

K2

[
(λ23h221 + λ22h331)

2 + (λ23h112 + λ21h332)
2

+(λ22h113 + λ21h223)
2
]
− 3(S − 3).

(3.8)

Observe que S > 0, caso contrário K = 0. Então da equação acima
deduzimos que 0 < S ≤ 3 e daí as curvaturas principais são limitadas. Mas a
equação (2.15) assegura que K(ei, ej) = 1+λiλj, onde K(ei, ej) é a curvatura
seccional de M ao longo do plano gerado por ei e ej. Todavia, a curvatura
seccional é limitada inferiormente.

Assim, podemos aplicar o teorema 3.2 para obtermos uma sequência {pk}
de pontos em M3 tal que

lim
k→∞

S(pk) = supS, lim
k→∞
|∇S(pk)| = 0 e lim

k→∞
sup(Sii(pk)) ≤ 0. (3.9)

Além disso, desde que as curvaturas principais são limitadas, podemos passar
a subsequência, se necessário, e assumir que

lim
k→∞

λi(pk) = λ̃i, i = 1, 2, 3. (3.10)

Se λ̃i = λ̃j para i 6= j, então fazendo k tender para o in�nito na primeira
relação de (3.9) e aplicando em seguida o lema 3.3 duas vezes, adquirimos

supS = λ̃21 + λ̃22 + λ̃23 = 3
3
√

2K2 ≤ inf S,

donde S é constante. Pela equação (2.17)

0 =
1

2
∆S ≥ S(3− S).

Deste modo, concluímos que S = 3. Segue do resultado apresentado acima
que a imagem de M3 é localmente isométrica ao toro de Cli�ord S1

(√
3
3

)
×

S2
(√

6
3

)
. Como M3 é completa, f(M3) é isométrico ao toro.

Suponha agora que λ̃1, λ̃2, λ̃3 são dois a dois distintos. Logo, existe N > 0
tal que λi(pk) 6= λj(pk) para i 6= j e k > N .

Se f =
∑
i,j,k

hijhjkhki, então no ponto p temos

f =
∑
i,j,k

hijhjkhki =
∑
i,j,k

λiδijλjδjkλkδki =
∑
i

λ3i .
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Como M3 é mínima, temos λ1 + λ2 + λ3 = 0. Deste modo,

f = −(λ2 + λ3)
3 + λ32 + λ33 = −3λ2λ3(λ2 + λ3) = 3λ1λ2λ3 = 3K.

Derivando as equações∑
i

hii = H = 0,
∑
i,j

h2ij = S,
∑
i,j,k

hijhjkhki = 3K, (3.11)

com respeito a el e aplicando em p, obtemos o seguinte sistema
h11l + h22l + h33l = 0

λ1h11l + λ2h22l + λ3h33l =
1

2
Sl

λ21h11l + λ22h22l + λ23h33l = 0.

(3.12)

Calculando (3.12) em pk (para k > N) e resolvendo o sistema correspon-
dente, obtemos 

h11l =
λ23 − λ22

2D
Sl

h22l =
λ21 − λ23

2D
Sl

h33l =
λ22 − λ21

2D
Sl,

onde D =
∏

1≤i<j≤3

(λi−λj). De lim
k→∞
|∇S(pk)| = 0 e lim

k→∞
λi(pk) = λ̃i, obtemos

lim
k→∞

hiil(pk) = 0. (3.13)

Inserindo (3.10) e (3.13) em (3.8) chegamos a

supS = 3. (3.14)

Em (2.17) mostramos que

1

2
∆S =

1

2

∑
i

Sii = (3− S)S + 3
∑
i 6=k

h2iik +
∑
i

h2iii + 6h2123. (3.15)

Aplicando a equação acima em pk, tomado o limite para k → ∞ e usando
(3.14) e a última relação em (3.9), obtemos

6 lim sup
k→∞

h2123(pk) =
1

2
lim sup
k→∞

∑
i

Sii(pk) ≤
1

2

∑
i

lim sup
k→∞

Sii(pk) ≤ 0.
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Consequentemente, limk→∞ h123(pk) = 0. Daí, aplicando a equação (3.15)
em pk e tomado o limite para k →∞, asseguramos

lim
k→∞

Sii(pk) = 0.

Agora derivando duas vezes as equações em (3.11) com respeito a el ob-
temos o sistema

h11ll + h22ll + h33ll = 0

λ1h11ll + λ2h22ll + λ3h33ll = −
∑
ij

h2ijl +
1

2
Sll

λ21h11ll + λ22h22ll + λ23h33ll = −2
∑
ij

λih
2
ijl.

Resolvendo o sistema, angariamos

h11ll =
1

D

[
2(λ3 − λ2)

∑
i,j

λih
2
ijl + (λ23 − λ22)

(
1

2
Sll −

∑
i,j

h2ijl

)]
h22ll =

1

D

[
2(λ1 − λ3)

∑
i,j

λih
2
ijl + (λ21 − λ23)

(
1

2
Sll −

∑
i,j

h2ijl

)]
h33ll =

1

D

[
2(λ2 − λ1)

∑
i,j

λih
2
ijl + (λ22 − λ21)

(
1

2
Sll −

∑
i,j

h2ijl

)]
.

Como lim
k→∞

hijl(pk) = lim
k→∞

Sll(pk) = 0 temos que

lim
k→∞

hiill(pk) = 0.

Tomando o limite na equação (3.1) para k →∞ para todo i 6= j obtemos

(λ̃i − λ̃j)(1 + λ̃iλ̃j) = 0.

Desde que λ̃i 6= λ̃j para i 6= j, temos que 1 + λ̃iλ̃j = 0 para i 6= j ∈ {1, 2, 3}.
Mas isto implica que existem dois índices i 6= j tais que λ̃i = λ̃j que é uma
contradição, �nalizando assim a demonstração.

Exemplo 3.10. Existem numerosos exemplos de hipersuperfícies mínimas
em R4 e com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero, que não são
totalmente geodésicas.

De�nimos a imersão

ψ : R3
+ → R4
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por

ψ(u, v, z) =
1

z
(cosu, senu, cos v, sen v)

onde R3
+ = {(u, v, z) ∈ R3; z > 0}.

Para estudar a geometria desta subvariedade, escolhamos um referencial
ortonormal e adaptado:

e1 = (− senu, cosu, 0, 0), e2 = (0, 0,− sen v, cos v),

e3 =

√
2

2
(cosu, senu, cos v, sen v), e4 =

√
2

2
(− cosu,− senu, cos v, sen v).

Como dψ =
∑
wiei, concluímos que

w1 = 〈e1, dψ〉 = z−1du, w2 = z−1dv, w3 = −
√

2

2
z−2dz

é o correferencial associado a e1, e2, e3. Para o cálculo das formas de conexão
wij, calcularemos primeiro

de1 = (− cosudu,− senudu, 0, 0),

de2 = (0, 0,− cosudu,− senudu),

de3 =

√
2

2
(− senudu, cosudu,− sen vdv, cos vdv),

donde

w14 = 〈de1, e4〉 =

√
2

2
du,

w24 = 〈de2, e4〉 = −
√

2

2
dv,

w34 = 0.

Daí obtemos que os componentes hij da segunda forma fundamental da hi-
persuperfícies são dadas por

(hij) =


√
2
2
z 0 0

0 −
√
2
2
z 0

0 0 0

 .

Assim, podemos inferir que as curvaturas principais deste hipersuperfície são
dadas por λ1 =

√
2
2
z, λ2 = −

√
2
2
z e λ3 = 0. Portanto, a hipersuperfície é

mínima e a curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente igual a zero.
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Para nosso último exemplo e para o próximo resultado, denote por Ln+1 o
espaço Euclidiano Rn+1 (visto apenas como variedade diferenciável), munido
do 2-tensor 〈·, ·〉 de�nido por

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn − xn+1yn+1

se x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn).
Sendo v = (0, . . . , 0, 1), temos 〈v, v〉 = −1, de sorte que 〈·, ·〉 não é um

métrica Riemanniana em Ln+1. Apesar disso, podemos estender todo o for-
malismo de referenciais, correferenciais, formas de conexão, etc., referimos o
leitor a [15] para maiores detalhes.

Desde que a estrutura diferenciável de Ln+1 é a do Rn+1, temos a nossa
disposição todo o aparato de campos e funções suaves em Ln+1. De�nimos
então a conexão de Levi-Civita ∇ do produto escalar 〈·, ·〉 de Ln+1 como
a derivação direcional usual 1.2 em Rn+1. Uma vez que o colchete de campos
de vetores só depende da estrutura diferenciável da variedade, ainda temos ∇
simétrica. Por outro lado, também é imediato veri�car que ∇ é compatível
com 〈·, ·〉.

Por analogia com o caso Riemanniano, diremos daqui em diante que
〈·, ·〉 é a métrica de Ln+1 (vale entretanto frisar que, contrariamente aquele
caso, a métrica 〈·, ·〉 não induz sobre Ln+1 uma estrutura de espaço métrico).
Munido com tal métrica, Ln+1 é o espaço de Lorentz-Minkowski. Um
campo vetorial v no espaço de Lorentz-Minkowski é chamado tipo-tempo

se 〈v, v〉 = −1.
Um referencial ortonormal no aberto U ⊂ Ln+1 é um conjunto {e1, . . . ,

en+1} de campos suaves em U , tais que 〈ei, ej〉 = ±δij, para todos 1 ≤
i, j ≤ n + 1, Nesse caso, um pouco de Álgebra Linear permite provar que
{e1, . . . , en+1} é uma base de TpLn+1 para cada p ∈ U , e existe exatamente
um índice 1 ≤ i ≤ n + 1 tal que 〈ei, ei〉 = −1. Doravante, suporemos que
tal índice é sempre i = n+ 1; entretanto, para simpli�car as notações subse-
quentes escreveremos εi = 〈ei, ei〉.

O correferencial {w1, . . . , wn+1}, as formas de conexão wij e as formas de
curvaturas Ωij associadas ao referencial {e1, . . . , en+1} são de�nidas como an-
tes. Observe que nas demonstrações das equações de estruturas não usamos
que a métrica é positiva de�nida, portanto a primeira e a segunda equações
de estruturas continuam válidas na seguinte forma:

dwi =
∑
j

εjwij ∧ wj e dwij =
∑
k

εkwik ∧ wkj + Ωij.

Para o que segue, seja ∇̃ a conexão Levi-Civita de Ln+1. Diremos que
uma hipersuperfícieMn ⊂ Ln+1 é tipo-espaço se a restrição de 〈·, ·〉 aM for
uma métrica Riemanniana (dita também induzida pela a métrica de Ln+1).
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Analogamente ao caso Riemanniano, �xado p ∈ M existem uma vizi-
nhança V de p em Ln+1 e um referencial ortonormal {e1, . . . , en, en+1} em V
tal que {e1, . . . , en} é tangente a M ao longo de U = V ∩M. Também por
analogia com o caso Riemanniano, diremos que en+1 = N é normal a M ao
longo de U.

De�nimos o espaço hiperbólico como a hipersuperfícieHn de Ln+1 dada
por

Hn = {x ∈ Ln+1; 〈x, x〉 = −1 e xn+1 > 0}.
A�rmamos que Hn é uma hipersuperfície tipo-espaço de Ln+1, tal que

TpHn = {v ∈ TpLn+1; 〈v, p〉 = 0}, (3.16)

para todo p ∈ Hn.
De fato, se α : (−ε, ε)→ Hn é tal que α(0) = p e α′(0) = v, derivando a

igualdade 〈α, α〉 = −1 em t = 0 obtemos 2〈p, v〉 = 0, de sorte que TpHn está
contido no subespaço V de TpLn+1 dado pelo segundo membro de (3.16). Por
outro lado, tomando uma base ortonormal {e1, . . . , en, en+1 = p} de TpLn+1

e fazendo v =
∑n+1

i=1 aiei,temos

v ∈ V ⇔ 〈v, en+1〉 = 0⇔ an+1 = 0,

e segue daí que dimV = n. Logo, TpHn = V . Por outro lado, se v =∑n
i=1 aiei ∈ TpHn, então

〈v, v〉 =
n∑
i=1

a2i ≥ 0,

ocorrendo a igualdade se e só se v = 0. Logo, a restrição de 〈·, ·〉 a Hn é uma
métrica Riemanniana.

Lembrarmos aqui que as hipersuperfícies umbílicas de Hn surgem como
a interseções de Hn com hiperplanos a�m de Ln+1. Em particular, uma
hipersuperfície equidistante do espaço hiperbólico Hn é hipersuperfície
umbílica em Hn com curvatura seccional negativa. Vamos precisar também
do espaço De Sitter

Sn1 = {x ∈ Ln+1; 〈x, x〉 = 1}.

Sejam g : M2 → S4
1 uma imersão tipo-espaço e i : S4

1 → R5
1 a inclusão.

Denote por

(i ◦ g)∗(TL5) = {(x,w);x ∈M2, w ∈ Tg(x)L5},
g∗(TS4

1) = {(x,w);x ∈M2, w ∈ Tg(x)S4
1},
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os �brados induzidos de i ◦ g e g, respectivamente. O �brado normal N (g) é
dado por

N (g) = {(x,w) ∈ g∗(TS4
1);w ⊥ dg(TxM

2)}.

Suponha agora que M2 é uma variedade orientada e g : M2 → S4
1 é

uma imersão isométrica estacionária, isto é, o campo curvatura média H
da imersão g é identicamente nula.

Considere o �brado unitária normal tipo-tempo N 1(g) de g, de�nido por

N 1(g) = {(x,w) ∈ N (g); 〈w,w〉 = −1}.

Denote por π : N 1(g)→M2 a projeção no primeiro fator e por ψg : N 1(g)→
H4 a projeção no segundo fator. A aplicação ψg é chamada de aplicação polar
associada a g.

Exemplo 3.11. Sejam C1, . . . , C5 vetores ortogonais em L5 tais que 1
2

=
〈C1, C1〉 = 〈C2, C2〉 = 〈C3, C3〉 = 〈C4, C4〉 e 〈C5, C5〉 = −1. A imersão
φ : R3

+1 → H4 ⊂ L5 de�nida por

φ(u, v, z) =
1√

z2 − 1
{cos(

√
2u)C1 + sen(

√
2u)C2 + cos(

√
2v)C3

+ sen(
√

2v)C4 + zC5},

onde R3
+1 = {(u, v, z) ∈ R3; z > 1}, é uma imersão mínima com curvatura de

Gauss-Kronecker nula, a qual não é totalmente geodésica.
Realmente, de�nindo os campos e1, . . . , e5, para (u, v, z) ∈ R3

+, do se-
guinte modo:

e1 =
√

2{− sen(
√

2u)C1 + cos(
√

2u)C2},
e2 =

√
2{− sen(

√
2v)C3 + cos(

√
2v)C4),

e3 =
−z√
z2 − 1

{cos(
√

2u)C1 + sen(
√

2u)C2 + cos(
√

2v)C3 + sin(
√

2v)C4}

− 1√
z2 − 1

C5,

e4 = − {cos(
√

2u)C1 + sen(
√

2u)C2}+ {cos(
√

2v)C3 + sen(
√

2v)C4},

e5 =
1√

z2 − 1
{cos(

√
2u)C1 + sen(

√
2u)C2 + cos(

√
2v)C3 + sen(

√
2v)C4

+ zC5},

temos que e1, . . . , e5 é uma base ortonormal de L5 no ponto φ(u, v, z) tal que
e1, . . . , e4 é uma base ortonormal de Tφ(u,v,z)H4 e e1, e2, e3 são tangentes a
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hipersuperfície. Por um cálculo direto, inferimos que

dφ =
du√
z2 − 1

e1 +
dv√
z2 − 1

e2 +
dz

z2 − 1
e3.

Portanto,

w1 =
du√
z2 − 1

, w2 =
dv√
z2 − 1

e w3 =
dz

z2 − 1

é o correferencial de e1, e2, e3. Visto que

dei =
5∑
j=1

wijεjej para i = 1, . . . , 5,

temos que

(wij) =



0 0
zdu√
z2 − 1

du − du√
z2 − 1

0 0
zdv√
z2 − 1

−dv − dv√
z2 − 1

− zdu√
z2 − 1

− zdv√
z2 − 1

0 0 − dz√
z2 − 1

−du dv 0 0 0
du√
z2 − 1

dv√
z2 − 1

dz√
z2 − 1

0 0


.

Logo, temos que as componentes hij da segunda forma fundamental da hi-
persuperfície são dadas por

(hij) =

−√z2 − 1 0 0

0
√
z2 − 1 0

0 0 0

 .

Por conseguinte, a hipersuperfície é mínima e a curvatura de Gauss-Kronecker
é identicamente nula.

Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos [8, 9, 10] deram exemplos e uma classi�-
cação de hipersuperfície completas mínimas em Q4(c) com K identicamente
nula. Combinando os Teoremas 3.7 e 3.9 com seus resultados, obtemos os
seguintes teoremas.

Teorema 3.12. Seja f : M3 → Q4(c), c ≤ 0 uma imersão mínima de uma
variedade Riemanniana conexa com curvatura de Gauss-Kronecker constante,
então K = 0. Seja S a norma ao quadrado da segunda forma fundamental
de f . Se M3 é completa e 0 < S <∞, então
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(i) c = 0 e f(M3) se divide em um produto Euclidiano L2 × R, onde L2

é uma superfície completa e mínima em R3 com curvatura Gaussiana
limitada inferiormente; ou

(ii) c < 0 e existe uma imersão mínima h : M2 → N3, sem pontos total-
mente geodésicos, de uma variedade Riemanniana completa e orientada
M2 em uma hipersuperfície equidistante N3 do espaço hiperbólico H4 e
uma isometria local T : M3 → N 1(h̃) tal que f = ψh̃ ◦ T .

Considere uma imersão g : V → S4 de uma superfície. Para p ∈ V , a
elipse de curvatura E(p) de g em p é a imagem da circunferência tangente
unitária pela segunda forma fundamental h de g em p:

E(p) = {h(X,X) ∈ NpV ;X ∈ TpV e |X| = 1}.

Dizemos que g é supermínima se a elipse de curvatura é sempre uma
circunferência. Sejam {w1, . . . , w4} o correferencial e wAB, A,B = 1, . . . , 4
as formas conexão de um referencial ortonormal local {e1, . . . , e4} adaptado
a g. A curvatura normal Kv(p) de g é de�nido pela equação dw34(p) =
−Kv(p)w1 ∧w2. Além disso, seja N (g) o �brado normal unitário de g dados
pelos pares (p, ξ), onde p ∈ V e ξ é um vetor normal a g em p. De�nimos a
aplicação polar ψ : N 1(g) → S4 de g por ψ(p, ξ) = ξ. Destacamos que o
seguinte teorema está demonstrado em [10].

Teorema 3.13. Seja f : M3 → S4 uma imersão mínima de uma variedade
Riemanniana com curvatura de Gauss-Kronecker constante K. Então

(i) K 6= 0 e f(M3) é isométrico ao toro de Cli�ord S1
(√

3
3

)
× S2

(√
6
3

)
; ou

(ii) K = 0 e se S não é zero e é limitado superiormente, então f(M3) é a
imagem da aplicação polar associado a imersão supermínima g : V →
S4 com curvatura normal positiva. Além disso, se existe ε > 0 tal que
S > ε, então V é difeomorfo a esfera S2 ou ao plano projetivo RP2 e
f(M3) é compacto.
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