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Resumo

Neste trabalho estudamos hipersuperficies minimas completas e com curva-
tura de Gauss-Kronecker constante em uma forma espacial Q*(c). Provamos
que o infimo do valor absoluto da curvatura de Gauss-Kronecker de uma
hipersuperficie minima completa em Q*(c), ¢ < 0, na qual a curvatura de
Ricci é limitado inferiormente, é igual a zero. Além disso, estudamos hipersu-
perficies minimas conexas M3 em uma forma espacial Q*(c) com curvatura
de Gauss-Kronecker K constante. Para o caso ¢ < 0, provamos, por um
argumento local, que se K é constante, entao K deve ser igual a zero. Tam-
bém apresentamos uma classificacao de hipersuperficies completas minimas
em Q% com K constante. Exemplos de hipersuperficies minimas que nao
sao totalmente geodésicas no espago FKuclidiano e no espago hiperbdlico com
curvatura de Gauss-Kronecker nula sao apresentados.

Palavras-Chave: hipersuperficies minimas em formas espaciais, curvatura
de Gauss-Kronecker.



Abstract

In this work we study complete minimal hypersurfaces with constant Gauss-
Kronecker curvature in a space form Q*(c). We prove that the infimum of
the absolute value of the Gauss-Kronecker curvature of a complete minimal
hypersurface in Q*(c), ¢ < 0, whose Ricci curvature is bounded from below,
is equal to zero. Futher, we study the connected minimal hypersurfaces M3
of a space form Q*(c) with constant Gauss-Kronecker curvature K. For the
case ¢ < 0, we prove, by a local argument, that if K is constant, then K must
be equal to zero. We also present a classification of complete minimal hyper-
surface of Q* with K constant. Examples of complete minimal hypersurfaces
which are not totally geodesic in the Euclidean space R* and the hiperbolic
space H*(c) with vanishing Gauss-Kronecker curvature are also presented.

Keywords: minimal hypersurfaces in space forms, Gauss-Kronecker
curvature.
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Introducao

Neste trabalho investigamos hipersuperficies minimas completas com cur-
vatura de Gauss-Kronecker constante em formas espaciais Q*(c). Apesar de
nossos resultados serem validos para qualquer valor de ¢, nas nossas afirma-
¢oes e demonstragoes teremos ¢ = 0 ou ¢ = +1, isto &, Q*(c) é a esfera S"
unitaria se ¢ > 0, o espago Euclidiano R" se ¢ = 0 e o espaco hiperboélico H"
de curvatura seccional constante —1, se ¢ < 0.

A curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperficies em formas espaciais
recebeu atencao de varios autores. Por exemplo, Hadamard [7] mostrou que
hipersuperficies em R"™ sao difeomorfas & esfera se e somente se suas curvatu-
ras de Gauss-Kronecker sao nao nulas em cada ponto, enquanto do Carmo e
Warner obtiveram um resultado similar para o caso de hipersuperficie com-
pactas e orientaveis da esfera S™.

Recentemente, houve um grande interesse no estudo de hipersuperficies
completas e minimas em formas espaciais Q*(c) com curvatura de Gauss-
Kronecker constante. Em particular, Cheng provou, em [3], que uma hi-
persuperficie completa e minima em Q%(c), ¢ < 0, com curvatura escalar
limitada inferiormente e curvatura de Gauss-Kronecker K constante, deve
ter K = 0. No teorema obtemos o mesmo resultado retirando a hipo-
tese sobre a curvatura escalar e supondo que a hipersuperficie é conexa. Em
[8, 9L 10], Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos deram uma classificagao das hiper-
superficies minimas completas em Q*(c) com K identicamente zero, segunda
forma fundamental nao nula e com curvatura escalar limitada inferiormente.
Juntando o teorema com os resultados em [8, 9] chegamos ao teorema
3.12I

Um dos principais resultado desse trabalho é o teorema [3.9] onde sao
classificadas as hipersuperficies minimas completas da esfera S* com curva-
tura de Gauss-Kronecker constante K # (0. Combinando esse teorema com o
resultado principal de [I0] obtivemos uma classificacao das hipersuperficies
minimas completas da esfera S* com curvatura de Gauss-Kronecker cons-
tante.



Para uma hipersuperficie completa ¢ minima em R* (¢ = 0) com K
constante, Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos [8], usando o teorema principal
da curvatura de Smyth e Xavier, sem a hipotese sobre curvatura escalar,
chegaram ao mesmo resultado.

Exemplos de hipersuperficies minimas com curvatura Gauss-Kronecker
nula em R* e H* que ndo sio totalmente geodésica sao apresentadas. Por
isso nao podemos esperar provar que hipersuperficies totalmente geodésicas
sao as unicas hipersuperficies minimas com curvatura de Gauss-Kronecker
nula em Q*(c) (¢ <0). Além disso, aplicamos o método do referencial movel
para mostrar que o toro de Clifford é hipersuperficie minima com norma da
segunda forma fundamental igual a sua dimensao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos a notagao usada ao longo do texto, bem como
alguns fatos basicos da geometria Riemanniana. Durante todo o texto, suave
sera para noés sinonimo de C*°, indicaremos por X(M) o conjunto dos campos
vetoriais de classe C* definidas em M e por C*°(M) o anel das fungdes reais
de classe C'*° em M. Para uma abordagem mais completa sugerimos ao leitor
[12] e [5].

1.1 Tensores, métricas Riemannianas e a cone-
xao de Levi-Civita

A maioria das ferramentas técnicas de geometria Riemanniana é construida
usando tensores. Na verdade, a propria métrica Riemanniana é um tensor.
Assim comecamos por revisar as definicoes e propriedades basicas dos tenso-
res em uma variedade.

Um k-tensor em uma variedade n-dimensionais M é uma aplicagao mul-
tilinear

F:X(M)x...xX(M)— C®(M).

Isto quer dizer que, dados Xi,..., X, € X(M), F(Xy,...,X) ¢ uma funcao
suave em M, e que F é linear em cada argumento, isto é,

F(Xi,...,fX+gY,....X0) = fE(X1,....X,..., Xs)
+gF(Xy,... Y, X))

para todo X,Y € X(M), f,g € C>*(M).
O conjunto de todos os k-tensores em M, denotado por T*(M), é um

10
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espaco vetorial sobre as seguintes operagoes:

(aF)(X1,...,Xs) = a(F(X1, ..., X}))
(F+F)(X1...,X) = F(X1, .., Xp) + F'(X1, ..., Xp).

Seja U um aberto de M onde é possivel definir campos e1, ..., e, € X(M),
de modo que em cada g € U, os vetores {e;|,}, ¢ = 1,...,n, formam uma
base de T,M; diremos neste caso, que {e;} ¢ um referencial em U. As
funcoes F(e;,,...,e; ) = Fi, i, em U sdo chamadas as componentes de F
no referencial {e;}.

Agora definimos métrica Riemanniana e conexao Riemanniana. Uma
métrica Riemanniana em uma variedade M é um 2-tensor g simétrico (i.e.,
9(X,Y) = g(Y, X)) e positivo definido (i.e., g(X,X) > 0 se X # 0). Uma
métrica Riemanniana é, portanto, uma correspondéncia que associa a cada
ponto p de M um produto interno no espaco tangente T,M que ¢é escrita como
(X,Y) =9¢(X,Y) para X,Y € T,M. Uma variedade com uma dada métrica
Riemanniana é chamada uma variedade Riemanniana. Apresentamos, a
seguir, o exemplo mais simples e importante de variedade Riemanniana.

Exemplo 1.1. O espago Euclidiano R", com a métrica definida, em coorde-
nadas dadas pela identidade idgn~, por

g= Z Sijda'dr! = Z dz'dx’,

que ¢ apenas o produto interno em cada espago tangente 7,R" sobre a iden-
tificagao natural 7,R" = R".

Assim como na geometria Euclidiana, se p ¢ um ponto em uma variedade
Riemanniana (M, g), definimos a norma de qualquer vetor X € T,M por
| X| := (X, X)2. Dizemos que X e Y sdo ortogonais se (X,Y) = 0. Vetores
Xi,..., X sdo ditos ortonormais quando (X;, X;) = §;;, onde

{L sei=j
6ij - . .
0, sei##j.

Uma conexao linear V em uma variedade diferenciavel M é uma apli-
cagao
V:X(M)xX(M)— X(M),

que se indica por (X,Y) — VxY (VxY é chamado de derivada covariante
de Y na diregao X) e que satisfaz as seguintes propriedades:
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(a) VxY é linear sobre C*°(M) em X:

vaH-gXQY = fVX1Y + gvXQY para f7g € COO(M)7

(b) VxY é linear sobre R em Y

Vx(aY] +bY3) =aVxY] + bVxY; para a,b € R;

(c) V satisfaz a seguinte regra do produto:

Vx(fY)=fVxY + (Xf)Y para f € C*(M).

Seja g uma métrica Riemanniana em uma variedade M. Uma conexao V
é dita compativel com ¢ se satisfaz a seguinte regra do produto

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).

Uma conexdo linear V em uma variedade diferenciavel M é dita simé-
trica quando

VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Exemplo 1.2. E facil verificar que a conexao Euclidiana dada por

VY =) V(Y0 =Y (XY7)9;

J

é simétrica e compativel com a métrica Euclidiana.

Teorema 1.3 (Levi-Civita). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Eris-
te uma unica conexao linear V em M que é compativel com g e simétrica.

Demonstragao. Ver teorema 3.6 do capitulo 2 de [13]. O

1.2 Curvaturas

Nesta secao, definimos as curvaturas mais conhecidas de uma variedade Rie-
manniana. As propriedades de curvatura sao muito importantes na investi-
gacao da geometria diferencial.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é a aplicacao R :
X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 2.
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Exemplo 1.4. Em R" com a métrica e conexao Euclidiana, temos

ViVyZ =Y Vx(YZ)0; =Y XYZ0;,
J J

VyVxZ =Y XYZ0,

J

A diferenca entre essas duas expressoes ¢ Y, (XY ZF =Y XZ*)9, = Vix v Z.
Portanto, nesse caso R = 0.

Proposicao 1.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das
sequintes propriedades:

(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fX1 +9Xo,Y1)Z = fR(X1,Y1)Z + gR(X3, Y1),
R(X1, fY1+gY2)Z = fR(X1,Y1)Z + gR(X1, Ys);

(ii) Para todo X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X(M) é€ linear, isto é,
RIX,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = [R(X,Y)Z,

onde f?g € COO(M) € X17X27}/17}/2aZ7W € %<M>
Demonstracio. E evidente que R é multilinear sobre R. Para f € C=(M),

R(X, fY)Z =VxVyZ =NywVxZ —Vix 2
= Vx(fVyZ) = fVyVxZ = VixyexpvZ
= (XNHVyZ+ fVxVyZ — fVyVxZ — fVixy1Z — (Xf)VyZ
= fR(X,Y)Z.
Pela definigao R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z, entao R ¢ multilinear em X. Quanto
a segunda parte, temos
R(X,)Y)fZ =VxVyfZ -VyVxfZ -V ixyfZ
=Vx(fVvZ+ Y Z)—-Vy(fVxZ+ (X[f)Z)
—[X\YfZ - fVixvZ
= fVxVZ+(X)NyvZ+ (Y[ )IVxZ+ XY [)Z
~YNVxZ - (X[)VyZ -Y(X[)Z - [X.Y]fZ - [VixyZ
= fR(X,Y)Z.

[]
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Também, definimos o tensor curvatura por
Rm(X,Y,Z, W) =(R(X,Y)Z,W).
As componentes de Rm em um referencial {e;} serdo representadas por
Rm(e;, e;, e, €1) = Riji.
O tensor curvatura apresenta as seguintes simetrias:
Proposicao 1.6. (a) Rm(X,Y,Z, W)= —-Rm(Y, X, Z,W);
(by Rm(X,Y,Z,W)=—-Rm(X,Y,W, Z);
(c) Rm(X,Y,Z, W)= Rm(Z,W,X,Y);
(d) Rm(X,Y,Z, W)+ Rm(Y,Z, X, W)+ Rm(Z, X, Y, W) =0.

Demonstracao. (a) segue de R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z. Para provar (b) é
suficiente mostrar que (R(X,Y)Z,Z) = 0 para todo Z. Usando a compati-
bilidade da métrica, temos

XY|Z)? = X(2(VyZ,2)) = 2(NxVyZ,Z) + 2(Nx Z,VyZ)  (1.1)
YX|Z?=Y(2(VxZ,Z)) =2(NyVxZ,Z) +2(VxZ,VyZ)  (1.2)
(X, Y|Z|? = 2(VxZ, Z).

Quando subtraimos de (1.1 as equacoes (1.2)) e (1.3), o lado esquerdo ¢é zero
e, por conseguinte, obtemos

0=2((VxVyZ, Z) — (VyVxZ Z) — (VixyZ, Z)) = 2AR(X,Y)Z, Z).
Agora provemos (d), que segue direto de
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Pela definicao de R e a simetria da conexao, temos
(VxVyZ = VyVxZ =V xy1Z)
+ (VyVZX —VzVy X — V[Y,Z]X)
+ (VzVxY = VxVzY = V2 xY)
=Vx(VyZ =VzY)+Vy(VzX —=VxZ)+Vz(VxY —VyX)
—VixyZ = VyzX = VizxV

= VX[Y, Z] — V[yz]X + Vy[Z, X] — V[Z,X]Y -+ VZ[X, Y] — V[X’Y]Z
= [X, [V, Z]| + [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.
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Na tltima igualdade, usamos a identidade de Jacobi. Finalmente, mostrare-

mos (c), pelo item (d), podemos escrever

(R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y,W) = 0
(R(Y, Z)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z,X) =0
(R(Z,W)X,Y) + (R(W,X)Z,Y) + (R(X, Z)W,Y) = 0
(R(W, X)Y, Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(Y,W)X, Z) = 0.

Somando as quatro equagoes acima e usando o item (b) os termos das duas
primeiras colunas se cancelam. Aplicando o item (a) e (b) nos termos res-
tantes obtemos 2(R(X, Z)W,Y) — 2(R(W,Y )X, Z) = 0 que é equivalente a

(c).

]

Observagao 1.7. A simetria expressa em (d) é chamada de primeira identi-
dade de Bianchi. Usando (a)-(d), ¢ facil mostrar que a soma obtida por uma
permutacao ciclica de quaisquer trés entradas de Rm também é zero. Em

termos das componentes a proposicao se traduz em:

(a) Rijm = —Rjini;

(b) Rijk = — Rijuks

(¢) Rijm = Rz

(d) Rijr + Rjra + Ry = 0.

Uma vez que 4-tensores sao bastante complicados. Muita vezes é ttil
construir tensores mais simples que resumem algumas das informacgoes con-
tida no tensor curvatura. O mais importante desses tensores é o tensor de

Ricci, denotado por Ric, definido por
Ric(X,Y) :=traco(Z — R(X,Y)Z).
Ou seja, tomando um referencial ortonormal local {e;}, temos
Ric(X,Y) = (R(e;, X)Y, ;).

As componentes de Ric serao denotadas por R;;, isto ¢é,

Rij = Z(R(ek, ei)eja €k>'

k
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Note que as simetrias do tensor curvatura garantem que Ric(X,Y') é simétrico
com respeito a X,Y. Se {e;} é uma base ortonormal de 7,M, definimos a
curvatura escalar de M em p como

R(p) = ZRiC(ei, e;) = Z(R(ei, e;j)e;, €j).
i ij
A proposicao abaixo permite definir a curvatura seccional.

Proposicao 1.8. Seja 0 C T,M um subespaco bi-dimensional e sejam X,
Y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

Rm(X,Y,Y, X)
KX, Y)=
V) = REVE = (%, 7

nao depende da escolha dos vetores X,Y € o.

Demonstracao. Olhar proposi¢ao 3.1 no capitulo 4 de [5]. ]

Assim, o ntimero K (X,Y’) esta intimamente associado ao plano o de T, M.
Portanto, podemos definir K (p, o) = K(X,Y) como sendo a curvatura sec-
cional de M em p, ao longo de 0. O lema abaixo mostra que o conhecimento
de K (o), para todo o, determina completamente a curvatura.

Lema 1.9. Sejam R, e Ry 4-tensores definidos em um espaco vetorial V
com um produto interno, e ambos satisfazendo as simetrias do tensor curva-
tura (descritas na proposi¢ao . Além disso, se para todo par de vetores
linearmente independentes X, Y €V,

Rl(XaKKX) _ RQ(Xa}/aYvX)
[XPYPE—(XY)? XY - (X, Y)>

entao Ry = Rs.
Demonstracao. Veja lema 3.3 do capitulo 4 de [5]. ]

Lema 1.10. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c. O tensor curvatura é dado pela formula

Em componentes,
Rz’jkzl = C(gilgjk - gikgjl)-
Demonstragao. Encontra-se na pagina 106 de [5]. O

Uma variedade Riemanniana completa e com curvatura seccional cons-
tante é dita uma forma espacial. Entre as variedades Riemannianas, as
formas espaciais sao as mais simples.
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1.3 Sobre referenciais moveis

Agora apresentaremos alguns fatos sobre referenciais moéveis. Iniciaremos
com um fato puramente algébrico.

Lema 1.11 (Cartan). Seja V' um espago vetorial de dimensio n. Sejam
Wi, ..., w, V=R r <n, formas lineares de V' linearmente independentes.
Suponhamos que existam formas lineares 01,...,0, : V — R satisfazendo a

sequinte condigoes:

-

i=1
Entao exitem nimeros reais a;; tais que

Oizg aj;wi, ,7=1,...1, a;=aj.
J

Demonstracao. Sendo wy, ..., w, linearmente independentes podemos com-
pletar essas formas em uma base {wy, ..., W, wyy1,...,w,} de V* e escrever

0 = ajw;+ > byw, l=r+1,....n
; z
Entio
O_Zw,AG_Zw,AZ%w] ZwZAZblwl
- Zawwz Aw; + Z bzlwl A w,
— Zawwz Aw; + Za“wl Aw;+ Y agwi Aw; + szlwz A w,

1<j 1>]

= E aijwi A\ ’lUj — E CLijU)j A w; + E bilwi A\ wp
1<j i>] il

= E aijwi A\ ’lUj — E Cle‘U)i A U}j + E bilwi A\ wp
1<j 1<j 4l

= E (aij — ajl-)wi A U}j + E bilwi A\ wi.
1<j il

Como o0s wy A wy,, k < m, k,m = 1,...,n sao linearmente independentes,

concluimos que a;; = aj; e by = 0. 0
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Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimensdo n (de agora em di-
ante, usaremos um indice superior quando quisermos indicar a dimensao
de uma variedade) e conexao de Levi-Civita V. Um referencial ortonormal
{e1,...,e,} sobre um aberto U C M ¢é chamado um referencial mével.
Existe um tnico correferencial {wy, ..., w,} satisfazendo w;(e;) = J;;.

As formas de conexao w;; no referencial {ey,...,e,} sdo as 1-formas
suaves em U dadas para X € X(U) por

wi;(X) = (Vxei, e;).

Segue imediatamente das propriedades da conexao de Levi-Civita que w;;
sao, de fato, 1-formas suaves e

Wsj + Wy = 0

para todos 1 < i, < n. Em particular, w;; = 0 para todo 1.
As formas de curvatura no referencial {es,...,e,} sdo as 2-formas €;;
em U dadas, para X,Y € X(M), por

Q;(X,Y) = (R(e;,e) X, Y).

As simetrias do operador de curvatura garantem, imediatamente, que as €;;
sao de fato 2-formas em U, tais que §;; + €2;; = 0. Note ainda que

Qz’j(eku 61) = <R(€z’7€j)€k, €z> = Rz’jkl~

Logo, segue que
1
Qij = 5 %: R,-jklwk A wy.

O ponto fundamental no método do referencial movel é que as formas
w;, w;; e ();; satisfazem as chamadas equacoes de estruturas de Elie Cartan.
As proposigoes[l.12]e[I.13apresentam, respectivamente, a primeira e segunda
equacoes de estruturas.

Proposicao 1.12. As formas de conexdo satisfazem

J
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Demonstracao. Para XY € X(U), segue da Proposicao 12.17 de [12] que

dw;(X,Y) = X(w;(Y)) = Y (wi(X)) — wi([X, Y])
=X, e) —Y(X,e;) — ([X,Y], &)
= <VX§/, €i> -+ <Y, VXei> — <VYX, €i> — <X, VY61'> — <[X, Y], €i>

= Z((Y, ex) (e, Vxei) — (X, ex)(ex, Vye;))
= (wp(V)win(X) — wi(X)wi(Y))

= szk A wk(X, Y)
k

Proposicao 1.13. Nas notacoes acima, temos, para todo 1 < 1,7 <n

k

Demonstragio. Para XY € X(M), temos que

dwi;(X,Y) = X(wi;(Y)) = Y (wi; (X)) — wi; ([X, Y])
= X(Vyei, e;) = Y(Vxe;e;) — (Vixyie e;)
= (VxVye; — VyVye; — Vixyiei €;)
+ (Vyei, Vxe;) — (Vxe;, Vyej)

= (R(X,Y)ei, e5) + Z<Vy€i, ex)(Vxej, ex)
- Z<V)(6i, €k><Vy6j, €k>

= Qy(XY) + ) (win(V)win(X) — wig(X)w;(Y))
k

k

O

A proposicao a seguir garante que as 1—formas de conexao ficam intei-
ramente determinadas pela anti-simetria em relagao a seus indices e pela
primeira equacao de estrutura.
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Proposicao 1.14. Seja {e1,...,e,} um referencial ortonormal sobre um
aberto U C M e sejam w;; e 0;; dois conjuntos de formas suaves em U,
anti-simétricos (w;; = —wj;) e satisfazendo . Entao w;; = 0;; para

todos 1 <1i,5 <n.
Demonstracao. Segue de (L.5) que, para 1 <i < n,

Z(wij - 92]) A w; = 0.
J
Portanto, pelo lema de Cartan [I.11], tem-se para cada p em U

wijlp — Oijlp = Z hfj(wwk‘p'
k

Assim, ficam definidas as funcoes hf; : U — R, tais que hf; = hl e wy;—0; =
ok hfjwk para todo 7, j. Observe que

D Wby = wyi = 05 = —(wi; — 0i5) = — Y hijwy.
k k

k _ k
k N 7 i J _pi — _pk
hij_ hjz'_ ik = kj_hki_ iy = hz’j-
[l

E possivel estender aos tensores a nocao de derivada covariante. Seja F
um k-tensor, a diferencial covariante VF de F' é um (k + 1)-tensor dado
por

VF(Xla"'7Xk7Y) = Y(F<X177Xk)) _F(VYxla-"7Xk)
L F(X4,. . Yy Xp).

As propriedades da conexao de Levi-Civita garantem que a expressao
acima define um (k 4 1)-tensor. As componentes de VF em um referencial
ortonormal local {ey, ..., e,} serdo denotadas por

Fil.--ikj = VF<€i17 .. '7€ikaej)7
onde iq,..., 0,7 € {1,...,n}.

Proposicao 1.15. Nas notagoes acima, temos

E Fiyiy qpjw; = dFy, i, + E Fliy. iy Wi,
j ;

_I_ E Eljigg...ikwin + e + § F"Lllk—ljw]lk

J J
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Demonstragcao. Observe inicialmente que, por exemplo

E E112]l4 ’LkwﬂS el E :F €i15 i,y e]? €igy - 7eik)<v€i6j7 ei3>7

J

onde i € {1,...,n}, como F é linear e (V.e;,¢e;,) = —(€j, V,€i,), temos

Z Eligji4...ikwji;5 (67,) = _F(6i1 y Cigs Z(veieiga 6j>ej7 Cigy oo 6%)

J J
= _F(ei176i27 V€i€i37 Cigy - - 7€ik)‘
Portanto,
z :F"LIZQ'Lka] (61) = E E1122kj51] - Flll?lkl - VF(€i17 e 76ik:7 ei)
‘ J
= €; F(eil....,eik)) _F(Veieila--- eik) —_— e —

€i1s- velezk) =dF 1119...1% 61 + E jio...ip Wjiq 61)

+ Z Filj...ikwg‘iz(ei) + -+ Z El...ik_leik(ei)-

J J
O
Observa¢ao 1.16. Para um referencial geodésico {ey, ..., e,} em p, ou seja,
e, ...,e, sa0 ortonormais em uma vizinhanga de p e V.,e;|, = 0 temos que

Vxeilp, = ZVXieiejhg = ZXi(p)Veieﬂp, em particular, w;;|, = 0 e dai

em p vale
Eli2-~-ikj - VF<6i17€i27 ) 6]') = ej(E1i2~.-ik)7

quer dizer, as componentes da derivada de um tensor sao as derivadas das
componentes desse tensor.

Seja ¢ um 2-tensor, dizemos que ¢ é simétrico quando ¢(X,Y) =
o(Y,X) para todo XY € X(M), em termos de um referencial, isto sig-
nifica que ¢;; = ¢;;. Se, além disso, ¢ satisfaz Vo(X,Y,Z) = Vo(X, Z,Y)
para todo XY, Z € X(M), dizemos que ¢ ¢ um tensor de Codazzi.



Capitulo 2

Hirpersuperficies minimas em
formas espaciais

2.1 Imersoes isométricas

Nesta secao, introduzimos algumas definicoes e terminologias sobre subva-
riedades.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdao m = n + k, M
uma variedade de dimensdo n e+ : M — M uma imersdo. Se definimos uma
métrica Riemanniana em M por g = ¢*g (isto é, para X, Y € T,M,¢(X,Y) =
g(t*X, 1Y) entao dizemos que ¢ ¢ uma imersao isométrica. Se, além disso,
¢ € injetiva temos que M é uma subvariedade Riemanniana de M. Neste
caso, chamamos M de variedade ambiente.

Todos os resultados desse capitulo valem para qualquer imersao isomé-
trica, uma vez que os resultados sao locais e qualquer imersao é localmente
um mergulho. Portanto, sempre que nao houver perigo de confusao, iden-
tificaremos p € M com «(p) € M, cada V € T,M com (V) € Ty(y)M e

denotaremos as métricas de M e M apenas por ( , ).

Em cada ponto p € M, o produto interno de TPM separa o na soma direta

ortogonal -
T,M = T,M & T,M*".

O conjunto
Mt =[] T,M*
peEM
¢ chamado de fibrado normal. Denotaremos por X(M )1 o espago das se¢oes
de TM+*. Um referencial (Fy, ..., E,,) para M em um aberto U C M ¢é dito

22
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adaptado & imersdo se os primeiros n vetores (Eilp,. .., E,|,) geram T,M
em cada p € U N M. Segue que (Eniilp, .-, Emlp) gera T,M*.

2.2 Mais sobre referenciais moveis

Agora, relacionamos as formas de conexao e curvatura da variedade ambiente
e da subvariedade. Além disso, definimos a segunda forma fundamental e
demonstramos a equacao de Gauss .

Sejam M™* uma variedade Riemanniana e ¢ : M™ — M"™* uma imer-
sao isométrica. Para p € M, considere um referencial ortonormal local

{e1, ..., eny€nit,- .., enrxt emuma vizinhanca U de p em M adaptada a imer-
sao eseja U =M NU.
Associado a este referencial, temos o correferencial dual {wy, ..., w4k}

Convencionamos os indices:
1<i,jk,...<n, 1<ABC,...<n+k, n+1<a,p8,7,...<n+k.
Em U temos que as formas wy, wap satisfazem as equacoes de estrutura

dwy = E wap N\ Wg, wap +wpa =0,
B

_ _ 1 ~
dwap = Z wac Nwep + Qap,  Qap = 5 Z Ripcpwe ANwp.  (2.1)
c c.D

Se X € X(U), entao w,(X) = (X,e,) = 0, pois, e, € X(U)*. Logo,
concluimos que para todo ponto em U e campos em X(U)

dwi:Zwic/\wC:Zwij/\wj—i—Zwm/\wa :Zwij/\wj,
c J a J

ou seja, as restrigoes destas formas a U satisfazem a equagao (1.5]) e portanto
a proposicao garante que essas restricoes sdo, de fato, as formas de
conexao de M. Assim, as equacoes de estruturas de M sao dadas por

dw; = E Wi VAN wy, Wi + Wi = 0,
J

1
dwij = Z Wi N\ W + Qi]’, Qij = 5 Z Rl-jklwk N\ wj. (22)
k

k.l
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Além disso, 0 = dw, = ), we; A w; e pelo lema de Cartan tem-se
— Z hew;. (2.3)
J

Portanto, ficam definidas as fungoes h¢; : U — R. Visto que as formas
W;o SA0 suaves tem-se que as funcoes h;; também sao suaves. A partir dai,
definimos a segunda forma fundamental da imersao na direcao e, por

Z h;: SWiw;.

Se {€1,...,€nk} for outro referencial ortonormal em U adaptado & imer-
SA0, COM €, = €, € €; = afek (aqui estamos usando a convencao de Einstein),
entao w; = afwk,

- P st k
wai<X) = <VX€0<7 z) = <vXeoua'ek>
k
= af(Vxeq, er) = aPwan(X)

e B%‘ = Wai(€;) = ajdiwar(e) = afalhgy. Portanto,

" = Z Bf;u?zu?j = Z hkla wTa Wy = 5kT5l5hklwrw5

ij

v
= E hglwkwl = IIa,
kl

ou seja, II* nao depende da escolha do referencial ortonormal e esta global-
mente definida. Uma imersdo isométrica « : M™ — M"** ¢ totalmente
geodésica se [I* = 0 para todo a.

Considere agora o campo

— ;%(;hﬁ)ea

Do mesmo modo, se {é,...,€,x} for outro referencial ortonormal em U
adaptado a imersdo, com €; = afey, e &, = ajjes entdo
UNJM‘(X) = <Vxéa,el> = <VXCL 65, >
(X(al)es, &) + (alV xes, afer) = alafwsp(X),

l k1
ajwgi(er) = Y alakalhy.
ﬁ7k7l
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Finalmente,

H= Z % (Z /5;;) Co = Z % ( Z aﬁafaﬁhf) ale,
a 7 ayy i,k,0,8
= > e, = 3 5 e,

a7ﬁ7’y?kvl B,’Y,k
1
_ B _
SIEIPIUAEE
B k

Isto é, H independe do referencial ortonormal e estid globalmente definido.
Fica assim definido um campo H € X(M)*, sendo o seu valor em p €
M conhecido como o vetor curvatura média de : em p. Uma imersao
isométrica ¢ : M™ — M™% é minima se H =0, i.e., se >, h$ = 0 para todo

a.
Das equacoes (2.1)) e (2.2)), obtemos
1 1 ~
5 Z Rijklwk Nw; = Z Wi, N\ Wej + 5 Z Rijklwk N\ wy.
ki a Kl
Mas

Z Wiq N\ Waj = — Z (Z hfjcwk) A (Z h;‘lwl)
« « k l
_ _% Z(Z( o hg — 3hyk)>wk A wy.
kl «

Assim, obtemos a equacao de Gauss

Riju = Riju — Y (hih$ — hhsy). (2.4)

«

Agora aplicaremos o método do referencial movel para mostrar que o toro
de Clifford é uma hipersuperficie minima da esfera.

Exemplo 2.1. Sejam m e n nameros inteiros positivos tal que m < n,

dizemos que
=5 () om0
n n

é o toro de Clifford. Se z; : Sm(\/?) — R e gy Sn—m( nfm> .

n

R™» ™+l denotam as imersdes candnicas entio

x:(xl,xg):Sm( T)xSn_m( n_m>—>S”+1
V n n
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¢ uma imersao do toro de Clifford na esfera S"™'. Sera mostrado que M,

¢ uma subvariedade minima da esfera S"*! com a norma da segunda forma

fundamental igual a n. Seja 1y um referencial ortonormal para
0 ) yJm

R™ tal que fo = —\/Zx; ¢ normal a S™(/Z) e seja ©o,¢1,-- -, Pm seU
correferencial dual. Similarmente, para S”””(, / %) em R*™*1 escolhe-

mos um referencial ortonormal fy, 1,..., fur1 tal que fr = —\ /"~

n—m n—m : . :
norma a S (« / T) e seja Ymait,---,Pne1 seu correferencial dual. Seja

(0AB)A.B=01...n+1 as formas de conexao do espago Euclidiano R"2 com res-
peito ao referencial (¢4)a—o1,..n1- Essas formas, restritas a M, ,,—,, satis-
fazem

©0 = Pnt1 =0,
n .
$o,i = —¥i0 = — EQOZ', 1=1,...,m,
(2.5)
n .
Pjndl = —Pnt1j =/ ——¥j, J=m+1,...,n,
n—m

wap=—ppa=0para A=0,1,... me B=m+1,...,n+ 1.

Tomamos um novo referencial ortogonal ey, ..., e,y para R"*? da seguinte
maneira:
n—m m
=/ —fot+ /= Jfar1,
n n
fZ? /l/ - 17 N
€ny1 = \/ fo - \/ fn+1
Entdo ey é normal a S"*! e e,,; ¢ normal a My p—m- Seja wo, ..., Wyt

o seu referencial dual. Temos

n—m m
=\ %Yot/ —Pn+t1,
n n
=@, 1=
n — m
Wp+1 = 900 - n —Pn+1-

As formas de conexao (wap)a p=o1,. nt1 para R"™? com respeito ao correfe-
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rencial (w,4) sdo entdo dadas por

n—m m .
Wo,; = —Wj0 = \/TQO(]J‘ + “EQOM_LJ- para j = 17 o, n

Won+1 = —Wn4+1,0 = —P0,n+1,
\/ Pint1 parai=1,.

wi; = @i; para 1,j = 1,.
Restringindo essas formas a M,, ., com auxilio de (2.5)), obtemos

Wint+1 = —Wnp+1,4

w11 Ce W1im )\U}l
0
Wint1 -+  Wom AWy,
(wAB) = Wm+1m+1 -+ Wm+in | HWm41 )
Wnm+1 cee Wnn, MWy,
AWy ... =AWy, | —UWipa1 .. — W, 0

onde p = —, /=" e XA = /" Dai obtemos que as componentes h;; da
segunda forma fundamental da hipersuperficie sao dadas por

A

0

Os elementos nao indicados sao nulos. Calculando a curvatura média obtém-

se
n—m_(n_m) m
m n—m

H=mA+n—-—m)u=m = 0.
Além disso, a norma da segunda forma fundamental é dada por

S = z:hQ—m/\2 + (n —m)p® =n.
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2.3 O Laplaciano da norma da segunda forma
ao quadrado

Em uma variedade Riemanniana M exitem generalizacoes naturais dos famo-
sos operadores diferenciais em R3: gradiente, divergente e Laplaciano. Nesta
secao usamos o método do referencial movel para calcular o Laplaciano da
norma da segunda forma de uma hipersuperficie ao quadrado.

Seja f : M™ — R uma funcao suave, o gradiente de f, denotado por
V f, & o inico campo vetorial que satisfaz

(Vf,X)=X(f), para todo X € X(M).

Seja X um campo vetorial suave em M". A divergéncia de X é a funcao
div X : M" — R, dada por

(div X)(p) = tr{Y, — (VyX),}, parape M

Finalmente, o Laplaciano de f, denotado por Af, é a funcao Af = div(Vf).
Vejamos primeiro quais as expressoes do gradiente, divergente e Laplaci-
ano em termos de um referencial ortonormal local.

Proposicao 2.2. Sejam f : M™ — R uma funcdao suave, X um campo
vetorial suave em M™ e {eq,...,e,} um referencial ortonormal em uma vi-
zinhanca aberta U C M. Entao em U temos

(a) Vf= Zei<f)ez’;
(b) divX = Z{Gi(ai) —(Vee, X)}, onde X = Zaiei;

(b) Af = {e(ei(f) = (Veen) ).

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdao em p temos
(b’) divX =e;(a;) ;
() Af = eileil ).

Demonstracao.
(a) Podemos escrever Vf = > . ase; em U. Sendo {eq,...,e,} um re-
ferencial ortonormal temos a;, = (Vf,e;) = e;(f), portanto, Vf =

Zi ei(f)e.
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(b) Pela definigao de divergéncia de um campo vetorial, temos

divX = tr{Y — Vy X} = Z V., X, €)

= Z{e, (X,e;) —(X,Vee)} = Z{e, a;) — (X, Vet

(c) Pelo item (a) temos que Af =Y. e;(f)e; em U. Do item (c) tiramos
que

Af = Z{ez ei(f)) = (Vf, Veeq)} = Z{el ei(f)) = (Veeq) 1.

Os item (b’) e (¢’) seguem da defini¢do de referencial geodésico. O

Observacgao 2.3. As equacoes acima deixam claro que Vf, div X e Af sdo
suaves.

Em seguida, apresentamos as propriedades aritméticas do gradiente, di-
vergente e Laplaciano.

Proposicao 2.4. Se f,g : M™ — R sao funcoes suaves e X,Y sao campos
vetoriais suaves em M"™, entao

V(f+g9)=Vf+Vy;

V(fg) =gV f+ fVy;
(X +Y)=divX +divY;

(a
(b
(c
(d
(e

(€

d
div(fX) = fdivX +(Vf X);
A(fg) = gAf + fAg+2(V [, Vg).
Em particular,

)
)
)
)
)
)

SAGP) = FAF 4 VI

Demonstracao. Para (a) e (b), basta observar que para todo Z € X(M),
temos

(VN(f+9),2)=2(f+9)=Zf+Zg=(Vf,Z)+(Vg,Z) =(Vf+Vg,Z)
(V(f9),2) =Z(fg) =9Zf+ fZg= gV [f+ fVyg, Z).
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O item (c) é imediato. Quanto a (b), segue da defini¢do que

div(fX) =) (Ve (fX) e) = > (el X + Ve, X, €:)

%

= Y (X el + F(T0 X e}
= fdivX + (V[ X),

onde {eq,...,e,} é um referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta
U C M. Finalmente, para o item (e) usamos os item (b), (c) e (d),

A(fg) =div(V(fg)) = div(¢V f + fVg) = div(¢V f) + div(fVyg)
= gdiv(Vf) + fdiv(Vg) + 2(Vf,Vg) = gAf + fAg+ 2(V [, V).

O

A partir daqui, voltamos nossa atengao a hipersuperficies. Seja ¢ : M"™ —
Mm™! uma subvariedade. Em cada ponto de M existem exatamente 2 vetores
unitarios normais a M. Se M & orientavel (o que podemos assumir passando
a um subconjunto de M) entdao podemos escolher um tnico normal N. Sejam
pum ponto de M e {ey,...,e,,e,.1 = N} um referencial ortonormal em uma
vizinhanca U de pem M adaptado a imersao. Entao, pelas equacoes da secao
2.2l teremos

Wi pt+1 = Z hi]‘w]', hij = h?j+1 = hji7
J
dw; = sz‘j AN wj,
J
dw;; = Z Wik N\ Wij + Wipg1 A Wnyj + i (2.6)

k

Neste caso, s6 exite, a menos de orientagao, uma tinica segunda forma fun-
damental em U = U N M, a saber [I""! = Zij hijwiw;, denotaremos 11",
simplesmente, por h. A curvatura de Gauss-Kronecker e a curvatura
média de M" sao dadas, respectivamente, por:

1

Vimos na sec¢ao anterior que se {é1, ..., é,, N} for outro referencial ortonor-
r7 s 5 5. .k Sn b, — Akl :
mal em U adaptado a imersdo, com €; = ajey entao hy; = aja;hy, assim,



31

segue que

K = det(h;;) = det(afalhy) = det(afhya})
= det(a}) det(hy,) det(al) = det(hy) = K,
ou seja, K independe do referencial escolhido e esta globalmente definido.
Para cada ponto ¢ € U, usando a métrica induzida em 7,M, podemos
escolher os vetores ey, ..., e, em g de modo a diagonalizar a matriz (h;;(q)),

os autovalores \;(q) da matriz sdo as curvaturas principais. Note que em
q temos

K(q) = det(hi;(q)) = H A,

1
H(q) = - Z Ai.
Em particular, M é minima se, e somente se,

Finalmente, definimos a norma ao quadrado de h por S = Eij h?j. O
objetivo dessa secao é calcular o Laplaciano de S, i.e., AS. Para isso, vejamos
algumas propriedades de h.

Segue da proposicao que a derivada covariante Vh da segunda forma
fundamental h de M, com componentes h;j, satisfaz

D hijpwy = dhij + > hagwes + > hagwig. (2.7)
k k k

Proposicao 2.5. Se M tem curvatura seccional constante ¢, entao a seqgunda
forma fundamental h € um tensor de Codazzi, ou seja, em termos de um
referencial ortonormal temos
hiji, = hirg = hjix = hrig = hugji- (2.8)
Demonstracao. A equacao (2.6) nos da
dw; i1 = Z Wij A Wjpi1 + 4 ng1,
J

ja que wyi1,41 =0. Se X, Y € X(U) temos que

Qi1 (XY) = (R(es, €041) X, Y) = (R(X,Y)es, €n41)
= c{(X, enp1) (Vs e) = (Yienpa) (X, ei) } = 0.
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Na penultima igualdade acima, usamos a equacao (1.4). Logo, pela equagao

(2.3)

dw; py1 = Z Wij N Wjpi1 = Z hjpwi; A wy. (2.9)
J

k.j

Por outro lado, w; 41 = Zj hijw;, derivando exteriormente obtemos
dwi7n+1 = Z dhw A w; + Z hijdwj.
J J
Substituindo a equagao (2.7)), obtemos

dwi,nﬂ = Z hijkwk AN W + Z hkjwik VAN Wy

k.j k,j
+ g hikwjk VAN w; + E hl-jwjk N Wy,
k.j gk

Observe que
E hikwjk VAN w; = — E hijwjk A Wi,
k7j k7]

portanto,
dw; p 1 = Z hijrwg A wj + Z hijwik A\ wj. (2.10)

k,j kg

Comparando as equagoes (2.9)) e (2.10), concluimos que
0= Z hi]’k’wk N w; = Z(h”k — hlk])wk A wy .
k.j k<j

]

Seguiremos adiante com a hipotese de M ter curvatura seccional constante

c. Nessa situacao, a equagao faz com que a equacgao de Gauss seja dada
por

Rz’jkl = c(éiléjk — (5ik6jl) + hilhjk - hikhﬂ. (211)

Além disso, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar sao dadas, respectiva-
mente, por

R;; = Z Ryiji = Z{C(5ij5kk — 0ikOkj) + hijhir — hijhik}
k %

k
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R=> Ri=n(n-1)c+n’H -8 (2.12)

De maneira semelhante, temos que a segunda derivada covariante V2h =
V(Vh) de h, com componentes h;;, satisfaz

Z hijklwl = dh”k + Z hl]’kwli + Z hilkwlj + Z hiﬂwlk. (213)
l l l l

Observacao 2.6. Pela observacao se {€1,...,6en,enp1 = N} é geodésico
em p, entao temos em p que eg(h;;) = dh;j(er) = hiji € e/(hiji) = dhiji(e)) =
hijki-

Serd que podemos trocar os dois tltimos indices de h;;,? A resposta é
dada pela proposicao a seguir.

Proposigao 2.7 (Equacao de Ricci).

Pijrer — hijie = Z(hijimkl + Nim Rjmia)- (2.14)

m

Demonstracao. Derivando exteriormente a equacao (2.7, obtemos

Z(dh”k N Wi + hijkdwk) = Z(dhkj N Wg; + hkjdwki + dhi A Wy + hikdwkj)
k k

Vamos calcular cada termo separadamente:

Z dhgji N wy, = Z hijriw; N wy, — Z hijrwy A wy, — Z higwi; A\ wy,
k k,l kel k)l

-~ -~

1 2
— E hijiwy, N\ wy;
k.l
N
-~
3
E hijrdwy, = E hijrwg A wy;
k k,l
N J/
WV
3
E dhy; N wy; = E hijiwy N\ wy; — E hijwg, A\ wy; — E hiwi; N wy;
k k,l k,l k,l
N J/ N NG J/

n'g v n'g
1 4 5
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Z hyjdwy; = Z hjwrr A wy; + Z P Qi
K Kl k

-~
4
E dhi, N wy; = E higwy N\ wy; — E hugwy; N\ wyj — E hawie N wyy;
k Kk, k,l k.l
NS o NS g NS >
Vv Vv vV
2 5 6
E hlkdwk] = E hikwkl A Wi, + E thij
k k.l k
g
-—
6

Usamos as equagoes (2.7)), (2.13) e as equagoes de estrutura. Observe que as

somas rotuladas com o mesmo ntmero se cancelam. Depois dos cancelamen-
tos ficamos com

Z hijriwg N\ wy = Z(hikﬁjk + hii Q).
k.l k

A partir dai,
hijii — hijie = Z hijrswr N\ (e, €)

s

= Z(hierr + herir)(eka er)

- Z(hierrkl + hrjRirk:l>-
UJ

De posse da discussao acima, podemos calcular AS. Para isso, doravante,
assumimos que M é minima, o referencial ortonormal {ey,..., e, e,11} €
geodésico em p e h;;(p) = A\;d;5. Assim, no ponto p temos

1 1
SAS = > S5 A(hy)* = > hiAhy+ Y b
i, i i,k
Mas
Ahij = Z hijkk = Z hkijk = Z(hkijk - hkikj + hkkij)
k k

k

= Z(hklRiljk + hyi Ryji) + nH,j
ol

= Z()\kéklRiljk + N0wi Ry

k1l
=X ) Ruiji = ) AcRia.
k k
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Na segunda igualdade usamos a observagao [2.6] na quarta igualdade usamos
a equacao (2.14) e na quinta usamos que M ¢ minima. Pela a equagao de

Gauss ([2.11]) é facil obter
Rijkl = (C —|— A’L)\])(élld]k} — 5zk5]l) (215)
Portanto,

MY Rugge =X Y _(c+ Nide) (855 — G
k k

=\ Z(c + XNidg)di; — N Z(C + Aidk) indji
= nchfj — (¢ + XiAj)hij, k
= NeRiwkj = Y Ale+ Nide) (Gindje — 0;)
k = (§+ Aidj)hig — higS.
Finalmente,

Ahij =N Z Ry — Z MeRikk; = (ne — S)hy;. (2.16)
k k

Encerramos o capitulo com a seguinte teorema:

Teorema 2.8. Nas notacoes da discussao acima, temos:

1
A8 = (ne— S)S + Y i (2.17)

.5,k



Capitulo 3

Curvatura de Gauss-Kronecker

3.1 Lemas

Nesta secao apresentaremos os lemas que facilitam as demonstragoes dos
teoremas principais.

A prova do teorema depende muito da generalizacao do principio do
méximo devido a Yau [I6].

Teorema 3.1 (Yau). Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci limitado inferiormente e seja F' : M™ — R uma funcao de
classe C? limitada inferiormente em M™. Entdo existe uma sequéncia {py}
de pontos em M" tal que

lim F(pg) = inf(F), lim |[VF(pr)| =0 e liminf AF(p) <0.

k—o0 k—o00 k—o00

Para a prova do teorema (3.9 usaremos a generalizagao do principio do
maximo devido a Omori [14].

Teorema 3.2 (Omori). Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa
com curvatura seccional limitada inferiormente e f : M"™ — R uma funcao
suave limitada superiormente em M™. Entdo existe uma sequéncia {px} de
pontos em M™ tal que

lim f(py) =sup f, lim [V f(pr)| =0
k—o0 k—oo

lim sup max{(Hessf(px))(X, X) : | X| =1} <0.

k—o0

Também, precisaremos do seguinte resultado algébrico.

36
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Lema 3.3. Sejam \;,i = 1,2,3 numeros reais tais que > ;N = 0 e K =
[L\i. Entio S =735, > 3vV2K? e a igualdade vale se, e somente se, pelo
menos dois dos \; sGo iguais.

Demonstracao. Seja f € Rlz,y|[z] o polinémio dado por
1
f(2) = 5" + 97 + 27 = 52y’ — (2 = y)*(z — 2)* (2 — )’

Por um célculo simples, porém longo, temos f(—x —y) = 0, ou seja —z — y
¢ uma raiz de f. Logo

%(53 S5akt = [ - A2 >0

1<i<j<3

Isto implica que S = Z 2> 3V2K? e a igualdades acontece se, e somente
se, pelo menos dois dos \; sao iguais. O

Lema 3.4. Seja f : M™ — M"™ wma imersio com curvatura de Gauss-
Kronecker K diferente de zero para todo p € M. FEntao o Laplaciano da
funcio F =log|K| é dado por

AF = — Z %/\jh?jk + Zk )\lihnkk,

/L'hj?k

onde \i,...,\, sao os autovalores da sequnda forma fundamental h para al-
guma escolha de orientacao, hij, e hijiy sao, respectivamente, as componentes

de Vh e V?h.

Demonstracao. Nesta demonstragao usaremos a convencao de Einstein. Como
K nao se anula, a funcao F' = log|det(h;;)| esta globalmente definida e é
suave. Seja {ey, ..., €y, €,41} um referencial ortonormal em uma vizinhanga
de p e geodésico no ponto p tal que h;;(p) = \id;;. Sabemos que

AF(p) = Fulp) = ex(ex(F))(D).



Se v : I — M é um caminho suave tal que v(0) = p e 7/(0) = ey, entdo

Fulp) = 5| (BG)= G| aF6)
_ C;i aihoF % (Fen)()
- % . {det(fi-j(t)) dt det(hij(t))}
2
- L el = g 55|derthgl0)]
onde
K = det(h H Ai e hij(t) = (hij 0 )(2).

Se g(t) = det(h;;(t)), temos que

= Zdet(hl(t), L h(), - ha()),
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onde h;(t) é a i-ésima coluna da matriz [h;;(t)]. Observe que as colunas de
[hi;(0)] formam uma base de R", uma vez que K(p) # 0. Logo, para cada

1 < i < n, podemos escrever h;(0) = alh;(0). Entdo, temos
= det(h1(0),...,alh;(0), ..., h,(0))
= idet(hl(O), ,athi(0), ... ha(0))
= iaﬁ det(h1(0),...,hn(0)) = K> al.

Mas h;(O) = (hlik7 Cey hnzk) = (CL})\l, .
Ky, ik Além disso,

:Z{Zdet(hl,... B hy) Fdet(Ry, L B By

s Mgy v vy
% j<t

Zdet ha, ..., Z,...,hg,...,hn)}.

..,al'\y,). Logo, ai = it e dai, ¢'(0) =



Omitimos o ponto 0 no segundo membro da equacdo acima, o qual
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tam-

bém serda omitido nas expressoes abaixo. Calculando o primeiro termo da

expressao acima, obtemos

> det(h, .. By B hy) =Y det(ha, . alh,, . alhy, L hy)
Jj<i j<i
_Z{det hi, ... alhy, .. abhy, .o hy) +det(hy, ..o dbh, . athy, o )}
1<
_Z{det hi,....dhj,... bk, .. hy) +det(hy, ... dbh, .. alhy, ... b))
1<
. hiix hi h,.khuk
— J 77 % 1] 7t
_KZ{ajai } KZ{ N, " )\j}
VAN j<i
h ik th
- K jik Tbii iJ .
S
1<t

Escrevendo hY(0) = bhy(0), para cada 1 < i < n, temos

, R
det(hy,....h", ... hy) =det(hy,... bk, ... hy) = Kb = K%

Ai
De modo analogo ao primeiro termo, obtemos
> det(hy, . b B hy) =Y det(ha, . alhy, . alhe, . hy)
1<j 1<j
=) A{det(hy,...,a}hi,... alhy, .. hy) +det(hy, ... alhy, ... dlh, ... hy)}
1<J
o I k;hk  hae by
— J 37 1 1) 71
= KZ{ajai al} = KZ{ N A
i<j 1<J
h; k;h PR
- K Jgk bii gk
So{ b
1<)
Logo,

KZ ukhj]k . h'7,2]k +KZ hmkk
AN — N

]
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Finalmente,
Riikhjjk hiy, Rtk Piikhjj
I3 Jik % . JJ
() Z( bW AD i w i wy
i#] i ij
h2. h N
_ ijk B iik itkk

2

hi; D
_ ik + kk ‘
Z N AT
17]

]

]

Agora, nas notagoes da discussao acima, enunciamos e demonstramos um
lema que desempenha um papel crucial na prova de nossos resultados.

Lema 3.5. Seja M? uma variedade Riemanniana conexa e imersa minima-
mente em Q*(c), com curvatura de Gauss-Kronecker K que ndo se anula.
Entao o Laplaciano da func¢ao F = log |K| € dado por:

1
K2
+ (A3h113 + A2haoz)?| — 3(S — 3¢).

AF = (A§h221 + A§h331)2 + (Aghlu + )\%h332)2

Demonstragao. Como K ndo se anula, a funcao F' = log|det(h;;)| esta defi-
nida em toda M? e é suave. Para qualquer ponto p € M? fixado, tomamos um
referencial ortonormal local {eq, €3, e3} e geodésico em p tal que h;;(p) = A\idy;.
Pelo lema anterior o Laplaciano de F' é dado por

AF = — Z %/\jh?jk + Zk: )\izhmkk

1,5,k

Como M? é minima, temos que > hikic = Hi; = 0, para todo i. Segue das

equagoes (2.14) e (2.15) que

hijij — hjiji = higig — higji = Z(hikRjkzij + hyj Rigij)
k

= (N6 Rjkij + Mbej Rini) = MiRjiij + N Rigis (3.1)
k

= (X = Nj)Rjiig = (X = Aj) (e + Aid;) (6655 — 0i5035)
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Consequentemente,
1 1
— ik = — Pk + (N — A AiA
;)\i kk ;)\i[ ki + ( k)(C+ Aidg)]

ik (3.2)

Z(c—i—)\)\k—ﬁc—/\i)

= 90— 35 =3(3c—9).
Note que a equacao de Codazzi (2.8)) nos da
Loy

——hi, = ——h?
Az)\j ’L]k )\ A jik:
Entao o coeficiente de h3,,; na expressao Z” v )\ hl]k é
1 1 1 Az + A2+ A 2H
2 -+ + = Qw E———
A2 A A A1A2A3 K

e podemos escrever

BTN Lghiz (Az

i,5,k i jAikAi <kt

= )hsﬂ

Sejam i, j, k indices distintos. Como M? ¢ minima, temos \; + \; + A\, = 0
e hi;; = —(hj;i + hgki), 0 que implica em

1 2 1 2
—h2 h2 - h2 '
A2 + <)\2 AN > 3ji ()\% + )\i/\k‘> kki

1 2 1 2
2
= ﬁ(h]‘ji + hpers)* + ()\2 Y >hm + ()\ + o )hkkz
1 2 1 1 1

- (F + )‘>‘J + F)hiﬁ + ()\2 )\ )\k + )\i)hklﬂ hj]zhkkz

¢ J

2

1 1)\ 1
:<A_Z-+T hi + )\thhkm (— " h2,.

(3.3)

(3.4)

0
= )\2)\2 hJQ'ji + )\2 h]]lhk’k% )\2)\2 thm

)\4h2 + 2A2/\2h]]zhkki + )‘zlhzm)

K2( i Nhjsi + M hy)?.

KQ(
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Inserindo (3.4)) em (3.3), obtemos
1 1

Z )\./\Ah?jk - Z Z ﬁ()\ihﬁi + Ad i)
ij

injik i i ki j<k
1 2 2 2 2 2 2 (3.5)
- K2 [()\3@21 + Ashss1)” 4+ (Ashi12 + AThsse2)
+ (Ahis + A%h223)2} .
Portanto, segue do lema anterior e das equagoes (3.2)) e (3.5 que
1, 1
AF =— Z r)\]huk + Z )\_ihiik:k
Z?JJC Z,k)
1
e {(A?J,hzm + A2hsz1)? + (A2hiio + Ahgso)?
+ (Ahus + )\%hms)ﬂ —3(5 = 3¢).
O

3.2 Teoremas principais

Nesta sec¢ao final, enunciamos e demonstramos os resultados principais desse
trabalho.

Uma funcao u definida em uma variedade Riemanniana M é dita forte-
mente superharmonica (respectivamente superharménica) se satisfaz a
seguinte inequacao diferencial em M:

Au = div(Vu) < e < 0 (respectivamente Au < 0.)

Teorema 3.6. Seja M3 uma variedade Riemanniana conexa imersa mini-
mamente em Q*(c),c < 0, com curvatura de Gauss-Kronecker que ndo se
anula. Entdo a fung¢io F =log|K| é:

(i) superharmonica se ¢ = 0; ou
(i) fortemente superharmonica se ¢ <0
Demonstracao. Pelo lema temos AF < 9¢, o que completa a prova. [

Teorema 3.7. Sejam M? uma variedade Riemanniana conera e f : M3 —
QYc),c < 0 uma imersao minima com curvatura de Gauss-Kronecker K
constante. Entao K € identicamente nula.
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Demonstrag¢ao. Suponha que K nao é identicamente nula. Segue do lema

B.5] que

1
0=AF =—-5 (A3hao1 + Ashaz1)® + (A3hiia + Aihas)?
+<>\§h113 + )\%hggg)Q — 3(5 — 30)
Entao S = 0, o que contradiz a suposi¢ao K # 0. O]

Teorema 3.8. Seja M3 uma hipersuperficie minima e completa em Q*(c), c <
0, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. FEntao a curvatura de
Gauss-Kronecker satisfaz inf | K| = 0.

Demonstra¢ao. Argumentando indiretamente, suponha que inf |K| =& > 0.
Nesse caso, a fungdo F' = log | det(h;;)| esta globalmente definida em M3 e é
suave e limitada inferiormente. Do lema|3.5] obtemos a seguinte desigualdade

AF < —3(S — 3¢). (3.6)

Uma vez que a curvatura de Ricci de M? é limitada inferiormente e ' é uma
funcao suave limitada inferiormente, podemos aplicar o lema[3.1]a fungao F.
Portanto, existe uma sequéncia {p;} de pontos em M tal que

lim F(pg) =inf(F), lim |[VF(py)| =0, lminfAF(py)>0. (3.7)
k—o0 k—oo k—o0

Calculando (3.6) em pg, tomando o limite e usando (3.7) obtemos

0< lign inf AF(pg) < li;n inf —3(S(pr) — 3¢) < =3(limsup S(px) — 3c¢).
—00 —00

k—o0

Logo 0 < limsup S(px) < 3¢ < 0 o que contradiz a hipotese inf |[K| = ¢ >
k—o0

0. [l
Para demonstrarmos [3.9] usaremos o seguinte teorema.

Teorema. Uma subvariedade Riemanniana n-dimensional minima da S™P
satisfazendo S = n € localmente o toro de Clifford S™ (\/?) xS (, / w)

n

Onde m e n sdo ntimeros inteiros positivos tal que m < n. O resultado
acima é uma parte do teorema principal de [4]. Para o caso que usamos
p =1, o teorema foi provado independentemente por B. Lawson [11].

Teorema 3.9. Seja f : M? — S* uma imersao minima de uma variedade
completa com curvatura de Gauss-Kronecker constante K # 0. Entao f(M?)

¢ isométrico ao toro de Clifford Sl(*/?g) X 82(%6).
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Demonstracao. Para qualquer ponto p € M? fixado, tomamos um referencial
ortonormal local {ej, e, €3} e geodésico em p tal que h;;j(p) = N\;d;;. Visto
que K # 0 é constante e a curvatura seccional da esfera unitaria é 1, pelo
lema [3.5 podemos escrever

1

0=—75

|:(>\§h221 + )\ghggl)Q + ()\gh112 + )\%h332)2 (3 8)
+(A3his + )\%hgzg)Q] —3(5 - 3).

Observe que S > 0, caso contrario K = (0. Entao da equacgdo acima
deduzimos que 0 < S < 3 e dai as curvaturas principais sao limitadas. Mas a
equacao assegura que K (e;,e;) = 14+\;\;, onde K (e;, ;) é a curvatura
seccional de M ao longo do plano gerado por e; e ¢;. Todavia, a curvatura
seccional é limitada inferiormente.

Assim, podemos aplicar o teorema [3.2| para obtermos uma sequéncia {py }
de pontos em M3 tal que

lim S(px) =sup S, lim |[VS(pr)|=0e lim sup(S;(px)) <O. (3.9)
k—ro0 k—ro0 k—o0

Além disso, desde que as curvaturas principais sao limitadas, podemos passar
a subsequéncia, se necessario, e assumir que

lim X(pr) = Ny i =1,2,3. (3.10)
k—o0

Se \; = S\j para i # j, entao fazendo k tender para o infinito na primeira
relacao de (3.9) e aplicando em seguida o lema duas vezes, adquirimos

sup S = A2 + A2 + A2 = 3V2K?2 < inf S,
donde S ¢é constante. Pela equagao (2.17)

0— %ASZ SG3-9).

Deste modo, concluimos que S = 3. Segue do resultado apresentado acima
que a imagem de M? é localmente isométrica ao toro de Clifford Sl(\/?g) X

$?(*5). Como M? & completa, f(M?) é isométrico ao toro.
Suponha agora que A1, Ay, A3 sdo dois a dois distintos. Logo, existe N > 0

tal que X\;(py) # Aj(px) parai#jek > N.
Se f = Z hijhjkhyi, entao no ponto p temos
ijk

F="hihjehr =Y NibiAididedes = > AP,
k 7

i7j7k i7j7
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Como M3 & minima, temos A; + Xy + A3 = 0. Deste modo,
f == _(>\2 + )\3)3 + )\g + )\g - —3)\2)\3(>\2 + )\3) — 3)\1)\2)\3 = 3K

Derivando as equacgoes

d ha=H=0 > hi=S5 > hyhphy=3K, (3.11)
i ij

ij,k
com respeito a e; e aplicando em p, obtemos o seguinte sistema
hav + haoy + hag = 0
Athin + Aghaoor + Ashsz = %Sz (3.12)
ARy + Ahog + Adhas = 0.

Calculando (3.12)) em py (para k > N) e resolvendo o sistema correspon-
dente, obtemos

RSP

Sy

A — N
hsg = !
(T 2D
onde D = H (Ai—X;). De lim [VS(pi)| =0 e lim A\i(px) = Ai, obtemos
k—o0 k—o0

1<i<j<3

Sl7

]}LHOIO hiil(pk) =0. (3~13)
Inserindo e em chegamos a
sup S = 3. (3.14)
Em (2.17)) mostramos que
—AS— ZSH =(3-29) S+3Zh”k+2hfu+6h123. (3.15)
itk

Aplicando a equacao acima em pg, tomado o limite para kK — 0o e usando

(3.14) e a ultima relagao em (3.9)), obtemos

. 1
6 lim sup hf% (pr) = 5 lim sup Z Sii(pr) Z lim sup S;i(px) < 0.

k—00 k—o00 - - k—00
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Consequentemente, limg_,o hio3(pr) = 0. Dai, aplicando a equagao (3.15))
em p; e tomado o limite para k — oo, asseguramos

k—oo

Agora derivando duas vezes as equagoes em (3.11]) com respeito a e; ob-
temos o sistema

(hain + hoay + hagu = 0
1
_ 2
Athin + Aahooy + Ashasy = — Z i + 5Sll
ij

)\%hllll + /\%hQQZZ + )‘gh33” = —2 Z Alh?ﬂ
\ i

Resolvendo o sistema, angariamos
( hiy = % -2()\3 —A2) Z )‘ih?jl + (A3 = A3) (%Sll - Z hzgjl)-
- i,j 1] .
hoou = % 200 — Ao) ST+ (A2 - A2) (%S” = hfjl)'
L ¥ i |
% -2()\2 = M) D Ak (= AD) (%Sll -3 h?jl)- :

L i, 1] -

Como lim hyj(pg) = lim Sy(px) = 0 temos que
k—o00 k—o0

hssy =

\

k—oo
Tomando o limite na equacgao 1} para k — oo para todo i # j obtemos

Desde que \; # ij para i # j, temos que 1 + S\lS\] =0 para i # j € {1,2,3}.
Mas isto implica que existem dois indices ¢ # j tais que A\; = A\; que é uma
contradicao, finalizando assim a demonstracao. O]

Exemplo 3.10. Existem numerosos exemplos de hipersuperficies minimas
em R* e com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero, que nao sao
totalmente geodésicas.

Definimos a imersao

PR3 > R
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por

1
Y(u,v,2) = ;(cos u, Sen u, Cos v, Sen v)

onde R? = {(u,v,2) € R* z > 0}.
Para estudar a geometria desta subvariedade, escolhamos um referencial
ortonormal e adaptado:

er = (—senu,cosu, 0,0), ea = (0,0, —senw, cosv),
V2 V2
e3 = T(COS U, SeN U, COS U, SeNnv), €4 = 7(— COS U, — Sen u, Cos v, Senv).

Como dy = ) w;e;, concluimos que

2
wy = (ey, d)) = 27 du, wy =z 'dv, ws= —\/T—zzdz

é o correferencial associado a eq, es, e3. Para o calculo das formas de conexao
wjj, calcularemos primeiro

de; = (— cos udu, — sen udu, 0,0),

des = (0,0, — cosudu, — sen udu),
2
des = 7(— sen udu, cos udu, — sen vdv, cos vdv),

donde

V2
W14 = <d€1, €4> = Tdua

V2

Wy = (des, e4) = —Td%
W34 = 0.

Dai obtemos que os componentes h;; da segunda forma fundamental da hi-
persuperficies sao dadas por

52 0 0

(hij> = 0 —\/752 0

0 0 0
Assim, podemos inferir que as curvaturas principais deste hipersuperficie sao
dadas por A\ = \/752, Ay = —\/752 e A3 = 0. Portanto, a hipersuperficie ¢é

minima e a curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente igual a zero.



48

Para nosso tltimo exemplo e para o préximo resultado, denote por L™ o
espago Euclidiano R™"! (visto apenas como variedade diferenciavel), munido
do 2-tensor (-, ) definido por

<(L‘, y> =T1Y1+ -+ Tuln — Tpp1Yntl

sex=(x1,...,25) ey = (Y1,---,Yn)

Sendo v = (0,...,0,1), temos (v,v) = —1, de sorte que (-,-) ndo é um
métrica Riemanniana em L""!. Apesar disso, podemos estender todo o for-
malismo de referenciais, correferenciais, formas de conexao, etc., referimos o
leitor a [I5] para maiores detalhes.

Desde que a estrutura diferencidvel de L™ & a do R™™!, temos a nossa
disposicao todo o aparato de campos e funcoes suaves em L"!. Definimos
entdo a conexao de Levi-Civita V do produto escalar (-,-) de L™ como
a derivacao direcional usual em R, Uma vez que o colchete de campos
de vetores s6 depende da estrutura diferenciavel da variedade, ainda temos V
simétrica. Por outro lado, também é imediato verificar que V é compativel
com (-, -).

Por analogia com o caso Riemanniano, diremos daqui em diante que
(-,-) é a métrica de L™ (vale entretanto frisar que, contrariamente aquele
caso, a métrica (-, -) nao induz sobre L"*! uma estrutura de espago métrico).
Munido com tal métrica, L"™! é o espaco de Lorentz-Minkowski. Um
campo vetorial v no espago de Lorentz-Minkowski é chamado tipo-tempo
se (v,v) = —1.

Um referencial ortonormal no aberto U C L"™! é um conjunto {ey, .. .,
ent+1) de campos suaves em U, tais que (e;,e;) = =+d;;, para todos 1 <
i,j < n+ 1, Nesse caso, um pouco de Algebra Linear permite provar que
{€1,...,en11} € uma base de T,L"*! para cada p € U, e existe exatamente
um indice 1 < i < n+ 1 tal que (e;,e;) = —1. Doravante, suporemos que
tal indice é sempre ¢ = n + 1; entretanto, para simplificar as notacoes subse-
quentes escreveremos €; = (€;, €;).

O correferencial {wy, ..., w,11}, as formas de conexao w;; e as formas de
curvaturas €2;; associadas ao referencial {ey, ..., e,+1} sdo definidas como an-
tes. Observe que nas demonstragoes das equagoes de estruturas nao usamos
que a métrica é positiva definida, portanto a primeira e a segunda equagoes
de estruturas continuam vélidas na seguinte forma:

dwi = E €;W;;5 VAN w; € dwij = E Wik N\ Wr5 + ng
J k

Para o que segue, seja V a conexiio Levi-Civita de L™*!. Diremos que
uma hipersuperficie M" C L"*! é tipo-espago se a restri¢ao de (-,-) a M for
uma métrica Riemanniana (dita também induzida pela a métrica de L™1).
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Analogamente ao caso Riemanniano, fixado p € M existem uma vizi-
nhanga V de p em L""! e um referencial ortonormal {e, ..., e,,€,y1} em V
tal que {ey,...,e,} & tangente a M ao longo de U = V N M. Também por
analogia com o caso Riemanniano, diremos que e, ; = N é normal a M ao
longo de U.

Definimos o espago hiperbdélico como a hipersuperficie H" de L" ™! dada
por

H" = {z € L"™; (z,2) = —1 e 2,4, > 0}.

Afirmamos que H" é uma hipersuperficie tipo-espaco de L™, tal que
TH" = {v € T,L"*; (v,p) = 0}, (3.16)

para todo p € H".

De fato, se a: (—e,e) — H" ¢ tal que a(0) = p e o/(0) = v, derivando a
igualdade (o, ) = —1 em ¢ = 0 obtemos 2(p,v) = 0, de sorte que 7T,,H" est4
contido no subespago V de T,L."™! dado pelo segundo membro de . Por
outro lado, tomando uma base ortonormal {ey, ..., €,, €, 1 = p} de T,L"
e fazendo v = Z?:’Lll a;e;,temos

veEV e (vep1) =08 a,1 =0,

e segue dai que dimV = n. Logo, T,H" = V. Por outro lado, se v =
Yor ae; € T,H", entdo

(v,0) =) a7 >0,
=1

ocorrendo a igualdade se e s6 se v = 0. Logo, a restrigao de (-,-) a H" é uma
métrica Riemanniana.

Lembrarmos aqui que as hipersuperficies umbilicas de H" surgem como
a intersecoes de H™ com hiperplanos afim de L"*!. Em particular, uma
hipersuperficie equidistante do espaco hiperboélico H" é hipersuperficie
umbilica em H" com curvatura seccional negativa. Vamos precisar também
do espaco De Sitter

St = {z e L"; (z,x) = 1}.

Sejam g : M? — S} uma imersao tipo-espaco e i : S| — R? a inclusao.
Denote por
{(z,w);2 € M*,w € Ty,yHL°},
g (TS]) = {(z,w);x € M*,w € Tyw)Si},
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os fibrados induzidos de i o g e g, respectivamente. O fibrado normal N (g) é
dado por
N(g) = {(z,w) € g"(TS);w L dg(T,M?)}.

Suponha agora que M? é uma variedade orientada e g : M? — S} ¢é
uma imersao isométrica estacionaria, isto é, o campo curvatura média H
da imersao g ¢ identicamente nula.

Considere o fibrado unitaria normal tipo-tempo N (g) de g, definido por

N'(g) = {(z,w) € N(g); {w,w) = —1}.

Denote por 7 : N''(g) — M? a proje¢ao no primeiro fator e por ¢, : N*(g) —
H* a proje¢ao no segundo fator. A aplica¢ao ¢, é chamada de aplicagao polar
associada a g.

Exemplo 3.11. Sejam C,...,C5 vetores ortogonais em L° tais que % =
<01,01> = <CQ,CQ> = <03,03> = <C4,C4> e <O5,C5> = —1. A imersao
¢ :R3, — H* C L° definida por

d(u,v, 2) = ————{cos(v/2u)Cy + sen(v/2u)Cy + cos(v20)Cs

Vo
+ sen(v/20)Cy + 205},

onde R, = {(u,v,z) € R% z > 1}, é uma imersao minima com curvatura de
Gauss-Kronecker nula, a qual nao é totalmente geodésica.

Realmente, definindo os campos ey, ..., e5, para (u,v,z) € Rf’r, do se-
guinte modo:

= V2{—sen(v2u)C} + cos(v2u)Cy},
ez = V2{—sen(v/2v)Cs + cos(v/2v)Cy),
{cos(V2u)Cy + sen(V2u)Cs + cos(V20)Cs + sin(v20)Ci}

€3 =

—z
V22 -1

ey = — {cos(\/ﬁu)Cl + sen(\/iu)Cg} + {COS(\/iU)Og + sen(\/ﬁv)(h},

1
e = \/ﬁ{cos(\@u)a + sen(v2u)Cy + cos(V20)Cs + sen(v/20)C,y
+ 205},
temos que ey, ..., es é uma base ortonormal de I.° no ponto ¢(u,v, z) tal que

ey,...,e4 € uma base ortonormal de T¢(u,vﬁz)H4 e ey, 69, €3 SA0 tangentes a
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hipersuperficie. Por um célculo direto, inferimos que

do du n dv n dz
= ———¢ e e;.
V2Z—1 ' J2Z-1’ 2-1°
Portanto,
du dv dz

w1 W2

N T /2o1 T2

é o correferencial de eq, es, e3. Visto que

5
de; = E wjjeje; para @ =1,...,5,

j=1
temos que
zdu du
0 0 —— d T
vVz2—1 B V22 —1
0 0 zdv Cde dv
Vo1 Vo1
(wi;) = | zdu _ zdv 0 0 - dz
221 V2-1 Va2—1
—du dv 0 0 0
du dv dz 0

V22 —1

V22 —1

V22 —1

Logo, temos que as componentes h;; da segunda forma fundamental da hi-
persuperficie sao dadas por

—Vz22 -1 0 0
(h”) = O 22 —1 O
0 0 0

Por conseguinte, a hipersuperficie ¢ minima e a curvatura de Gauss-Kronecker
¢ identicamente nula.

Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos [8, @, [10] deram exemplos e uma classifi-
cacao de hipersuperficie completas minimas em Q*(c) com K identicamente

nula. Combinando os Teoremas e com seus resultados, obtemos os
seguintes teoremas.

Teorema 3.12. Seja f : M® — Q*(c),c < 0 uma imersio minima de uma
variedade Riemanniana conexa com curvatura de Gauss-Kronecker constante,
entao K = 0. Seja S a norma ao quadrado da sequnda forma fundamental
de f. Se M3 ¢é completa e 0 < S < 00, entdo
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(i) ¢ =0 e f(M?) se divide em um produto Euclidiano L* x R, onde L?
¢ uma superficie completa e minima em R3 com curvatura Gaussiana
limitada inferiormente; ou

(ii) ¢ < 0 e existe uma imersao minima h : M?* — N3, sem pontos total-
mente geodésicos, de uma variedade Riemanniana completa e orientada
M? em uma hipersuperficie equidistante N3 do espaco hiperbdlico H* e
uma isometria local T : M® — N(h) tal que f =1 o T.

Considere uma imersao ¢ : V — S* de uma superficie. Para p € V, a
elipse de curvatura £(p) de g em p é a imagem da circunferéncia tangente
unitéria pela segunda forma fundamental h de g em p:

E(p) ={h(X,X) e NV: X €T,V e |X| =1}

Dizemos que g é superminima se a elipse de curvatura é sempre uma
circunferéncia. Sejam {wy,...,wy} o correferencial e wap, A,B = 1,...,4
as formas conexao de um referencial ortonormal local {ey, ..., e} adaptado
a g. A curvatura normal K,(p) de g é definido pela equacao dwss(p) =
—Ky(p)wy A wy. Além disso, seja N (g) o fibrado normal unitario de g dados
pelos pares (p,§), onde p € V e £ é um vetor normal a g em p. Definimos a
aplicagao polar ¢ : N''(g) — S* de g por ¢(p, &) = £. Destacamos que o
seguinte teorema esta demonstrado em [10].

Teorema 3.13. Seja f : M3 — S* uma imersao minima de uma variedade
Riemanniana com curvatura de Gauss-Kronecker constante K. Entao

(i) K #0 e f(M?) é isométrico ao toro de Clifford Sl(‘/?g) X Sz(*/?é); ou

-

(i) K =0 e se S nao € zero e é limitado superiormente, entio f(M?) é a
imagem da aplicacao polar associado a imersao superminima g : V —
S* com curvatura normal positiva. Além disso, se existe € > 0 tal que
S > ¢, entido V € difeomorfo a esfera S* ou ao plano projetivo RP? e
f(M3) é compacto.
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