UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

CURSO DE POS-GRADUACAO EM
MATEMATICA

Maria de Fatima Cruz Tavares

RETICULADOS OBTIDOS POR COLAGEM

FORTALEZA
2011



Maria de Fatima Cruz Tavares

RETICULADOS OBTIDOS POR COLAGEM

Fortaleza

2011

Dissertacao submetida a Coordenacdo do
Curso de P6s-Graduagdao em Matematica,
da Universidade Federal do Ceara, para
a obtencdo do grau de Mestre em
Matematica.

Area de concentracio: Matemdtica
Orientador: Prof. Dr. José Othon Dantas
Lopes



Tavares, Maria de Fatima Cruz
T231r  Reticulados obtidos por colagem / Maria de Fatima Cruz

Tavares. — Fortaleza, 2011.

82f. :il.

Orientador: Prof. Dr. José Othon Dantas Lopes

Area de concentracio: Matemdtica

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal do Ceara,
Centro de Ciéncias, Depto de Matematica, 2011.

1- Algebra L. Lopes, José Othon Dantas (Orient.)

CDD 512




Aos meus pais, irmados e sobrinhos amados,

dedico.



Agradecimentos

A minha familia pelo apoio e compreensao nos momentos de auséncia.

Ao meu orientador querido, José Othon Dantas Lopes, pela amizade sincera, paciéncia,

dedicagdo, incentivo e por depositar em mim sua confianca diante desse trabalho.

Aos meus professores do Departamento de Matematica da UFC, pela excelente formacao.
Aos professores José Valter Lopes Nunes e José Afonso de Oliveira, pelo acompanhamento

mais de perto do desenvolvimento desse trabalho.

Aos meus professores de graduagdo, Mério de Assis, Fernando Luiz, Zeldlber Gondim,
Marcos Antonio e José Alves, em especial ao querido professor Juscelino P. Silva, pela amizade
sincera, incentivo e confianca depositada em mim, que foi motivo maior para realizagdo deste

sonho.
Aos meus colegas do curso de Pds - Graduacgio, pela amizade e pelo agradavel convivio.

As minhas amigas queridas, Wanderlandia, Jardénia, Priscila, Raquel, Lilia, Heloisa, Kiara,
Selene e Elaine, por compartilhar as alegrias, tristezas e dificuldades durante essa caminhada

que agora se completa.
A Andréa Costa Dantas, pelo carinho e toda sua atenco.

Aos membros da banca: Prof. Dr. Trajano Pires da Nobrega Neto e Prof. Dr. José Alberto

Duarte Maia.
A FUNCAP pelo suporte financeiro.

A todos que direta ou indiretamente contribuiram para a realizagc@o deste sonho, em especial

ao meu amigo Gladeston, pela ajuda com o latex.

E acima de Tudo a Deus. Nao enumero os motivos pela simples razdo de ndo caberem em

nenhum livro.



Resumo

O objetivo principal desse trabalho € a obtencdo de novos reticulados através de uma
técnica elementar por colagem. Para reticulados quaisquer </ ¢ 4 de dimensdes n e m
respectivamente, esta técnica nos permite a obten¢do de um outro reticulado (n+m —1) -
dimensional. Dado dois reticulados o/ e % de dimensdes n > 2 e m > 2 respectivamente,
contendo o reticulado A, nos permite a obten¢do de um novo reticulado (n+m —2) -
dimensional. Em particular, dado um reticulado » - dimensional .7#°, com densidade de centro
0, nos permite explicitamente a obten¢do de um novo reticulado (n+ 1) - dimensional J#”,
com densidade de centro &/ V3. Através deste método, novos reticulados sdo encontrados
e analisaremos alguns de seus parametros principais, como o volume, a distancia minima, a

quantidade de vetores de comprimento minimo e a densidade de centro.

Palavras-Chaves: reticulados, técnica, colagem, dimensdes, densidade de centro.



Abstract

The main objective of this work is to obtain new lattices through an elementary technique
of collage. For any lattices .« and % of dimension n and m respectively, this technique allows
us to obtain a other lattice (n+m — 1) - dimensional. Given two lattices .7 and Z of dimension
n > 2 and m > 2 respectively, with an a lattice A,, this technique allows us to obtain a new
lattice (n 4+ m —2) - dimensional. In particular, given one lattice n - dimensional J#, with
center density 0, this technique allows us to explicitly obtain a new lattice (n+ 1) - dimensional
A, with center density 8 /1/3. Through this method, new lattices are found and will review
some of its key parameters such as volume, the minimum distance, the number of vectors of

minimum length and center the density.

Keywords: lattices, technique, collage, dimension, center density.
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Introducao

Encontrar reticulados com maior densidade de empacotamento em cada dimensiao € um
problema cldssico em teoria dos nimeros e este parte do 18° problema de Hilbert proposto
em 1900, que consistia em saber como dispor esferas no espaco, de modo que elas ocupem a
maior fracdo desse espago, ou seja, que esta distribuicao tenha maior densidade. Dentre uma
lista de questdes este problema teve destaque no desenvolvimento da ciéncia e tém sido um
grande desafio para varios matemdticos. Entendemos por empacotamente esférico a disposicao
de esferas de mesmo raio no espacgo euclidiano n - dimensional de tal modo que a interseccao
de duas delas tenha no maximo um ponto. Dentre os empacotamentos esféricos, aqueles cujo
conjunto de centros das esferas constituia um subgrupo discreto do R", despertaram particular
interesse e passaram a se chamar empacotamentos reticulados. Em 1948 com a publicag¢do do
artigo de Claude E. Shannon, ficou estabelecido que o problema de encontrar empacotamentos
esféricos densos em um dado espaco € equivalente a encontrar cdigos corretores de erros
eficientes. A partir dai, passaram-se a associar o estudo dos c6digos ao dos reticulados. Com
isso, o interesse pelo 18° problema de David Hilbert aumentou consideravelmente, surgiram
varias familias de reticulados, cada uma delas visando dar uma melhor contribui¢dao no que diz

respeito a densidade de empacotamento.

Um cédigo baseado em reticulados pode ser avaliado primeiramente pela sua densidade,
em que o melhor c6digo possui o maior valor de densidade de empacotamento de esferas.
Uma segunda categoria de avaliagdo é o "kissing number", em que o melhor codigo € o que
possui 0 menor "kissing number"(menor nimero de vizinhos), pois um nimero maior de
vizinhos incrementa a probabilidade de erro na transmissdo. No empacotamento reticulado,
o "kissing number"¢€ o mesmo para qualquer esfera. Em empacotamentos arbitrarios, o "kissing
number"pode variar de uma esfera para outra. No espaco tridimensional, o problema do "kissing
number"apareceu em uma famosa discussdo entre Isaac Newton e David Gregory, em 1694.

Este problema pergunta quantas esféras idénticas podem ser arranjadas de forma que todas elas
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toquem uma outra esféra idéntica central. No espago n - dimensional o problema do "kissing
number"pode ser considerado andlogo ao problema do empacotamento esférico, tratando-se
do "empacotamento"de pontos distribuidos na superficie de uma esfera. Se enunciarmos o
problema do "kissing number"perguntando quantos pontos podem ser colocados na superficie
de uma esfera n - dimensional tal que a separacdo angular entre quaisquer dois pontos seja ao
menos igual a 60°, vemos que o problema do "kissing number"tem relacao estreita com c6digos

esféricos.

Afim de encontrar reticulados com 6timas densidades, nesse trabalho apresentaremos uma
técnica elementar por colagem para obtencdo de novos reticulados e analisaremos alguns de
seus parametros principais, como o volume, a distancia minima, a quantidade de vetores de
comprimento minimo, ou seja, o "kissing number"e a densidade de centro. Para reticulados
quaisquer ./ e # com dimensodes n e m respectivamente, esta técinca nos permite a obtengao
de um novo reticulado (n+m — 1) - dimensional. Dados dois reticulados .7 e # de dimensdes
n > 2 e m > 2 respectivamente, contendo o reticulado A, nos permite a obtencdo de um outro
reticulado (n+m — 2) - dimensional. Em particular, dado um reticulado n - dimensional .77,
com densidade de centro &, nos permite explicitamente a obtencdo de um outro reticulado
(n+ 1) - dimensional .7, chamado de reticulado estendido, com densidade de centro &/+/3.
A construcdo exige uma matriz geradora para ¢ e um vetor de comprimento minimo em 57,

que produzirad uma matriz geradora para 57" .

No primeiro capitulo apresentamos aos leitores com menos conhecimentos em teoria
algébrica dos nimeros. Sendo assim, introduzimos os conceitos de divisibilidade em anéis de
ideais principais, médulos sobre anéis de ideais principais, raizes da unidade, corpos finitos,
elementos inteiros sobre anéis e algébricos sobre um corpo, elementos conjugados, corpos
conjugados, inteiros em corpos quadrdticos, norma, traco, discriminante, corpos numéricos e
ciclotomicos, modulos Noetherianos, anel de Dedekind, norma de um ideal e outros conceitos

indispensaveis ao desenvolvimento dos demais capitulos.

No segundo capitulo apresentamos a teoria de reticulados, dando énfase a sua relagdo com
o problema do empacotamento esférico. Introduzimos também alguns exemplos de reticulados

e suas propriedades.

No terceiro capitulo, fornecendo os pré-requisitos especificos, detalhamos as
demonstracdes dos resultados usados na constru¢do dos novos reticulados obtidos por
colagem. Em seguida, faremos a calagem de reticulados em um ponto, que tem dimensao zero,
depois a calagem em dimensao 1 e finalizaremos com a calagem em dimensao 2. Para concluir

o trabalho, faremos algumas aplica¢gdes de um caso particular dessa ultima colagem.
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1.1 Divisibilidade em anéis de ideais principais e ¢-funcao de

Euler

Definicao 1.1 Sejam A um dominio de integridade, K = {g |a,be A, b+ O} seu corpo de
fracoes e x,y elementos de K. Dizemos que x divide y se existe a € A tal que y = ax.

Equivalentemente, dizemos que x é um divisor de y, ou que y é miiltiplo de x.

Definicao 1.2 Dado x € K, chamamos Ax o conjunto dos miiltiplos de x. Assim, podemos dizer

que y € Ax, em vez de x|y, ou ainda Ay C Ax.

Observacao 1.1 O conjunto Ax é chamado um ideal principal fraciondrio de K, com respeito

aA. Sex €A, entdo Ax é o ideal principal (ordindrio) de A gerado por x.

A relacdo de divisibilidade possui as seguintes propriedades:

i x|x

ii. Se x|y e y|z entdo x|z

Em geral, ndo podemos concluir que se x|y e y|x entdo x = y. Podemos apenas dizer que

1

Ax = Ay, o que significa (se y # 0) que o quociente xy~' é um elemento invertivel de A. Neste

caso, x e y sao chamados de associados.

Observacao 1.2 Os elementos de K que sdo associados de 14, identidade de A, sdo os
elementos invertiveis em A. Eles sdo chamados as unidades de A. Estes elementos formam
um grupo com a multiplicacdo e denotamos este grupo por A*.

Exemplo 1.1 Se A é um corpo, entdo A* =A — (0). Se A =7, entdo A* ={1,—1}

Definicao 1.3 Um anel A é chamado anel de ideais principais, se o mesmo é um dominio de

integridade e se todo ideal dele for principal.

Exemplo 1.2 Z é um anel de ideais principais.

Exemplo 1.3 Se K é um corpo, o anel de polindmios em uma varidvel sobre K, K|x]|, é um anel

de ideais principais.
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Vejamos algumas propriedades de divisibilidade em um corpo de fracdes K de um anel de

ideais principais A.

i. Dois elementos arbitrarios u e v de K possuem um méximo divisor comum (mdc), isto é,

um elemento d € K para o qual vale a seguinte relacio:

x|u e xlv & x|d (1.1)

ii. (Identidade de Bezout): Existem elementos a,b € A tal que o mdc de u e v pode ser escrito

da forma:

d = au+by (1.2)

iii. Dois elementos arbitrdrios u,v de KK, possuem um minimo multiplo comum (mmc), isto

é, existe um elemento m € K, para o qual é vdlida a relagao:

ulx e v|x & m|x (1.3)

iv. Vale a seguinte relagcdo entre o0 mdc e o mmc:
mdc(u,v). mme(u,v) = u.v (1.4)
Definicdo 1.4 Dois elementos a,b de A sdo chamados relativamente primos se mdc(a,b) = 1

Lema 1.1 (Euclides) Sejam a,b elementos de um anel de ideais principais A. Se a divide bc e

a é relativamente primo com b entdo, a divide c.

Prova: Pela identidade de Bezout, existem o', b’ € A tais que:
l=da+bb= c=dac+b'bc

Como a divide bc, entdo a divide b'bc. Por outro lado, a divide a'ac. Logo, a divide d’ac + b'bc
e daf a divide c.
O teorema a seguir mostra que existe uma unica fatoracdo em produtos de primos.

Teorema 1.1 Seja A um anel de ideais principais e K seu corpo de fracoes. Entdo existe um

subconjunto P C A tal que todo x € K pode ser expresso unicamente da forma

xX=u H pvl’(x)

peP
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onde u é uma unidade em A e os expoentes v,(x) sdo elementos de 7, todos nulos, exceto para

um subconjunto finito deles.

(Veja a demonstracdo do Teorema 1.1 em [Mollin 1999])

Definicdo 1.5 Seja n > 1, definimos @(n) como sendo o niimero de inteiro q, com 0 < g < n,
tal que q e n sdo relativamente primos. Como 0 e n sdo divisiveis por n, basta considerarmos
1 <g<n—1,Vn>1edefinimos (1) = 1. A funcdo ¢ assim definida é chamada Q-fungdo
de Euler.

Observacao 1.3 Se p é primo, entdo claramente temos:

o(p)=p—1

pois, como p é primo, todos os elementos q, com 1 < g < p— 1, sdo relativamente primos com

P

Observacao 1.4 Se n = p’®, uma poténcia de um primo, entdo os inteiros relativamente primos

com n sdo todos inteiros g, com 1 < g < n— 1, os quais ndo sdo miiltiplos de p.

Proposicdo 1.1 Seja n > 1 um niimero natural. O valor ¢(n) da @-fun¢do de Euler é igual ao

niimero de elementos de 7./nZ que geram este grupo. Também é igual ao niimero de unidades

do anel 7./nZ.

Prova: Sabemos que cada classe de congruéncia médulo nZ, contém um tnico inteiro g
tal que 0 < g < n— 1. Para cada inteiro ¢, denote g sua classe residual médulo nZ. Para
demonstrarmos esta proposi¢do vamos mostrar as seguintes implicacgoes:

(I) ¢ relativamente primo com n = g uma unidade do anel Z/nZ.

De fato, suponha que ¢ € relativamente primo com n. Assim, pela identidade de Bezout,
existem inteiros x, y tais que gx+ny=1. Daf, gx+ny=1=qgx+ny=1=>gx=1=gx = 1.
Logo, g é uma unidade em Z/n’Z.

(1) g uma unidade do anel Z/nZ = § gera o grupo aditivo Z/nZ.

Se g é uma unidade em Z/nZ entdo existe um inteiros x tal que gx = 1. Daf, agx=a

(no anel Z/nZ) onde a é um elemento arbitrario de Z/nZ, com 0 < a < n. Segue-se que

Ql

a=axq = (ax)q (no grupo aditivo Z/nZ). Logo, g gera o grupo Z/nZ.

(TIT) g gera o grupo aditivo Z/nZ = g relativamente primo com n.
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Se g gera o grupo Z/nZ, entdo existe um inteiro x tal que xg = 1. Assim, xg =1 mod n.
Dai, existe um inteiro y tal que xg — 1 = yn = 1 = xq — yn. Seja d = mdc(q,n) entdo d|q e d|n.

Assim, d|(xqg —yn). Logo, d|1. Portanto, mdc(q,n) = 1.

Lema 1.2 Sejam A um anel, a e b ideais de A tal que a+b = A. Entdo anNb =ab e o
homomorfismo candnico 6 : A — A/a x A/b induz um isomorfismo 6 : A/ab — A/a x A/b.
Lembre-se que o homomorfismo o leva cada x € A no par, consistindo das classes de x modulo

a e das classes de x modulo b.

Prova: Sabemos que, em geral ab C a e ab C b, entdo ab C anNb. Sejax € anb, como
a+b =A, entdo existem elementos x; € a e xp € b tais que x| +x3 = 14. Dai, x = xjx+xx =
X1X 4 xxp, pois A é comutativo. Como x1x € ab e xx, € ab entdo x;x+xx, € ab. Logo,x € abe

assim, aNb C ab. Portanto, ab = anb.

Mostraremos agora que o homomorfismo ¢ induz o isomorfismo 6. De fato, kerc = {x €
A; 0(x) = 04g/axa/p}- Seja x € kero, daf o(x) = 0 implica (x+a,x+b) = (0+a,0+b) =
x+a=0+bex+a=0+b,assimxcaexecb. Dai,x € anb = ab. Logo, kero = ab. Para
provarmos que G é sobrejetiva mostraremos que para todo par (y+a,z+b) € A/a x A/b existe
x € Atal que (x+a,x+b) = (y+a,zx b), ou seja, para cada par (y,z) € A existe um elemento
xceAtallquex+a=y+aex+b=z+b. Considere xy caex, €btalquex;+x=14¢
tome x = x1z+xpy. Assim, x+a = (x;z+xy)+a=xy+a=(lga—x;)y+a, poisx;z € a
ex]+x3 =14 =x =14 —x;. Logo, x+a = (y—x1y) + a=y+a, de outra forma, dizemos
que x =y mod a. Temos também que x+b = (x;z+xy) +b=x1z+b= (14 —x2)z+ b =
Z—Xx22+ b =z+b, de outra forma, dizemos que x =z mod b. Portanto, ¢ é sobrejetiva. Logo,

pelo teorema dos isomorfismos de anéis temos que A/kerc = A/a x A/b, ou seja, A/ab =

A/a x A/b. Portanto, ¢ induz o isomorfismo 0 : A/ab — A/a x A/b.

Lema 1.3 Sejam A um anel e {a;}<i<,, um conjunto finito de ideais de A tal que a; + a; =

p
A, Vi # j. Entdo existe um isomorfismo candnico de A/a; - --a, sobre HA /a;.
i=1

Prova: Para o caso r = 2, fica provado pelo Lema 1.2. Vamos usar indugdo sobre r. Ponha
b =ap---a,. Mostraremos que a; + b = A, para i > 2 temos a; + a; = A, pois por hipdtese
ai+a; =A, Vi# j. Dai, existem elementos x; € a; e y; € a; tal que x; +y; = 14 e 14 =
ﬁ(x,- +yi)=c+y> -y, onde ¢ é a soma dos termos, cada um dos quais contém um menor x;
lc_ozmo fator. Temos que c € ajecomoy,---y. € bentdioc+yy---y, €a;+b. Assim, 1, €a;+b

e dai a; +b =A. Pelo Lema 1.2, segue-se que A/a;b é isomorfo a A/a; x A/b. Pela hipétese
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de indugdo, temos que A/b =A/ay---a, é isomorfo a A/ay X --- x A/a,. Logo, A/a;---a, é

isormorfoa A/a; x --- xA/a,.

Proposicao 1.2 Sejam n e n' inteiros relativamente primos. Entdo o anel 7./nn'Z é isomorfo

ao anel produto Z./n7 x 7./n'Z.

Prova: Como n e ' sdo inteiros relativamente primos, entdo existem inteiros x e y tais que
nx+n'y = 1. Dai, como nx+n'y € nZ +n'Z temos que 1 € nZ +n'Z. Logo, nZ+n'Z =7 e

portanto o resultado segue-se do Lema 1.2.

1.2 Médulos sobre anéis de ideais principais, raizes da

unidade e corpos finitos

Definicao 1.6 Um A-modulo M é um grupo (a operacdo é adicdo) provido da aplica¢do
A XM — M tal que
a(x+y) =ax+ay

(a+b)x =ax+bx
a(bx) = (ab)x
Ix=x

coma,becAex,yc M.

Definicao 1.7 Sejam A um anel comutativo e I um conjunto. Denotamos AD o conjunto das
sequéncias (a;)icy indexadas por I, de elementos de A tais que a; = 0, exceto para um niimero

finito de indices i € I.

Definicdo 1.8 Um A-mddulo M e dito ser um A-mddulo livre quando existe uma familia (a;);cr
de elementos de M, satisfazendo as seguintes condicoes:
a) A familia (a;);c; € linearmente independente;

b) Todo elemento a € M é escrito como combinacdo linear da familia (a;);e.

Observacao 1.5 Uma familia (a;)ics satisfazendo as condicoes da Definicdo 1.8 é chamada
uma base do A-modulo livre, onde o niimero de elementos da base é chamado o posto de M. Se

[ é um conjunto finito, dizemos que o A-modulo M ¢ finitamente gerado ou do tipo finito.
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Definicao 1.9 Um A-modulo M é dito do tipo finito se contém um conjunto finito de geradores.

Teorema 1.2 Sejam A um anel e M um A-modulo. As seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) Toda familia ndo vazia de submodulos de M contém um elemento maximal (com a relacdo
de inclusdo);

(b) Toda sequéncia crescente (M,),>0 (ainda para a relagcdo de inclusdo) de submddulos de M
é estaciondria, isto é, existe ng tal que M, = M,,, ¥V n > ny,

(c) Todo submédulo de M ¢ do tipo finito.

Prova: Primeiro vamos mostrar que (a) = (c¢) Seja E um submédulo de M e @ a colegdo
consistindo de todos submddulos do tipo finito de E. Temos que ¢ ndo € vazia, pois 0 € ®. Por
(a), segue-se que P contém um elemento maximal F. Para x € E, F + Ax € um submodulo do
tipo finito de E, pois Ax € um moédulo gerado por x e F € um submddulo do tipo finito de E.
Temos que F' + Ax € gerado pela unido de x e qualquer conjunto finito de geradores de . Como
F C F+Axe F ¢ maximal, entdo F +Ax = F. Portanto, x € F, E C F e assim E = F. Logo, E

¢ do tipo finito.

Agora vamos mostrar que (¢) = (b) Seja (M,),>0 uma sequéncia crescente de submodulos

de M. Entdo E = U M,, € um submédulo de M. Por (c) este submddulo E contém um conjunto
n>0
finito de geradores {xi,...,x,}. Temos que, para todo i, existe um indice n(i). Entdo x; €

M,,, onde ng > max{n(i)} Vi, pois (Mp)n>n, € crescente. Dai, E C M, assim temos E = Mp,
pois My, C E. Paran > ny, as relagdes de inclusao M,,, C M, C E e aigualdade E = M,,, implica

que M,, = M,,. Logo, a sequéncia (M, ),>o € estaciondria a partir de no.

A equivaléncia de (a) em (b) é um caso particular do Lema 1.4 sobre conjunto parcialmente

ordenados.

Lema 1.4 Seja T um conjunto parcialmente ordenado. As seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:
(a) Todo subconjunto ndo vazio de T contém um elemento maximal;

(b) Toda sequéncia crescente (t,),>0 de elementos de T é estaciondria.

Prova: (a) = (b) Por (a) temos que a sequéncia (#,),>0 contém um elemento maximal. Seja
t, 0 elemento maximal da sequéncia crescente (f,),>0. Como a sequéncia (t,),>0 € crescente,
paran > g temos t, > t,. Sendo f, maximal, segue-se que 1, =1,, Vn > g. Logo, toda sequéncia

(tn)n>0 de elementos de T ¢ estaciondria.

(b) = (a) Suponha que exista um subconjunto S de 7 que ndo contém um elemento

maximal. Entdo, para todo x € S, o conjunto dos elementos de S que sao maiores do que x € ndo
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vazio. Dai, pelo axioma da escolha, existe uma aplica¢do f:S — S tal que f(x) > xVx € S.
Como S é ndo vazio, podemos escolher 7y € S e definir por inducdo a sequéncia (7,),>0 da
forma 1,11 = f(t,). Esta sequéncia é estritamente crescente e ndo estaciondria, o que é uma

contradicdo. Logo, todo subconjunto ndo vazio de 7 contém um elemento maximal.

Corolario 1.1 Em um anel de ideal principal A toda familia ndo vazia de ideais contém um

elemento maximal.

Prova: Se considerarmos A como um modulo sobre si mesmo, seus submodulos sdo ideais,
como todos os ideais s@o principais, eles sao A-submddulos gerados por um tnico elemento,

assim do tipo finito. Logo, o resultado segue-se pela implicagcdo de (c) em (a) do Teorema 1.2.

Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fra¢cdes. Um A-mddulo livre pode ser
mergulhado em um espago vetorial sobre K. Segue-se que o mesmo € verdade para qualquer

submdodulo M de um A-moddulo livre.

Definicao 1.10 A dimensdo do subspaco gerado por M é chamado posto de M. Se M é livre e

admite uma base possuindo n elementos, entdo o posto de M é n.

Teorema 1.3 Seja A anel de ideais principais, M um A-médulo livre de posto n, e M’ um
submodulo de M. Entdo:

(a) M’ é livre de posto g, com 0 < g < n;

(b) Se M" # (0), entdo existem uma base {e\,...,e,} de M e elementos ndo nulos ay, ... ,aq4 € A,

onde {ayey,...,aze,} é uma base de M' tal que a;la;11, 1 <i<gq—1.

Prova: Seja L(M,A) o conjunto das formas lineares em M. Para u € L(M,A), u(M’) é um
submédulo de A, um ideal de A. Podemos escrever u(M') = A,, com a, € A, pois os ideais
de A sao principais. Seja u € L(M,A) tal que A,, ¢ maximal entre A, , onde v € L(M,A), isto
pelo Coroldrio 1.1. Agora tomemos uma base {xi,...,x,} de M, o qual identifica M com A".
Seja py, : M — A a projegdo da i-ésima cordenada, isto &, p,,(x;) = &;. Dai, se M’ # (0), para
pelo menos um i, com 1 <i < n, temos p,,(M") # (0). Dai, a, # 0 e por construgdo, existe
¢’ € M’ tal que u(e’) = a,. Vamos mostrar que, para todo v € L(M,A), a,|v(¢'). De fato, se
d =mdc(ay,v(e')) entdo d = a,b+v(e')c com b,c € A. Dai, d = (ub+cv)(e’). Como bu+cv é
uma forma linear em M temos que A,, C Ay C u(M’). Dai, a maximalidade de A,, implica que

Ay =Ag,. Logo, ay|v(¢'), pois a,|d e d|v(e’). Em particular, a,|p,,(¢'), dai p,(¢') = a,b; com
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n
bi € A. Ponha e = Y bix;, entdo ¢’ = ae. Logo, como u(e’) = a, = a,u(e) temos que u(e) = 1
i=1
(note que a, # 0). Mostraremos que:

M = ker(u) +Ae (1.5)

De fato, como ja temos que ker(u) +Ae C M, resta mostrar que M C ker(u) + Ae. Dado

x €M, x=u(x)e+ [x—u(x)e]. Vemos que:
ulx —u(x)e] = u(x) —u(x)u(e) = u(x) —u(x)1 =0,

pois u(e) = 1. Dai, x — u(x)e € ker(u). Assim, x = u(x)e +x — u(x)e € ker(u + Ae), pois
u(x)e € Ae e x —u(x)e € ker(u). Logo, M = ker(u) + Ae

Agora mostraremos que:

M’ =M Nker(u) + A’ (1.6)
onde ¢ = a,e (as somas sendo direta).

De fato, como [M’ N ker(u) +Ae'] C M, basta mostrar que M’ C [M’ N ker(u) 4+ Ae']. Dado
y €M, u(y) = ba, com b € A, temos que:

y = baye+y—baye =be' +y—u(y)e,

novamente temos que y —u(y)e =y —baye =y —be’ € M'. Dai, y —u(y)e € ker(u) "M’ e como
be' € Ae' temos que y = be' +y—u(y)e € [Ae’ +ker(u) "M’]. Logo, M' = M’ N ker(u) +Ae'.

Agora vamos mostrar (a) por indug¢do no posto ¢ de M’. Se ¢ = 0 entdo M’ = (0) e ndo h4
0 que provar. Se g > 0 entdo M’ N ker(u) tem posto g — 1, pela equagdo 1.6, e portanto é livre
pela hipétese de indugdo. Como na equagdo 1.6 a soma € direta, obtemos uma base para M’

adicionando ¢’ a uma base para M’ N ker(u). Logo, M’ é livre.

Para provar (b) usaremos inducio no posto n de M. No caso n = 0, ndo temos o que
mostrar. Agora se n > 0, pelo item (a) o ker(u) é livre de posto n — 1, pois na equagdo 1.5 a
soma é direta. Aplicamos a hipétese de indugdo no médulo livre ker(u) e no seu submédulo
M' N ker(u). Se M' N ker(u) # (0) existem g < n, uma base {ey,...,e,} do ker(u), uma base
{e1,...,en} do ker(u) e elementos ndo nulos ay,...,a, de A tais que {azes,...,a4e,} € uma
base para M’ Nker(u) e tais que a;|a;1, onde 2 < i < g— 1. Fixemos a; = a, € e; = e. Dai,
{e1,...,e,} é uma base para M pela equacdo 1.5 e {ajey,...,aze,} é uma base para M’ pela

equacio 1.6 e pelo fato de ¢ = aje;.

Resta provar que a;|ay. De fato, seja v € L(M,A) definida pela relagio v(e;) = v(ez) = 1
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e v(e;) =0, para i > 3. Assim, a; = a, = v(aye)) = v(e') € v(M'), dai Aa, C v(M') pela
maximalidade de Aa,. Concluimos que v(M') = Aa, = Aa;, como a; = apv(er) = v(azes) €

v(M') = Aa; temos que ay € Aay, isto é, aj|as.

Observacao 1.6 Os ideais Aa; no Teorema 1.3 sdo chamados fatores invariantes de M' e M.

Corolario 1.2 Sejam A um anel de ideais principais e E um A-mddulo do tipo finito. Entdo, E

é isomorfo ao produto (A/ay) X --- x (A/ay) onde os a;’s sdo ideais de A tais que a; D --- D .

Prova: Sendo E um A-médulo do tipo finito, considere {xi,...,x,} um conjunto finito
de geradores de E. Sabemos que existe homomorfismo sobrejetivo, ¢ : A — E e que pelo
teorema dos homomorfismo sobrejetivos, A" / ker ¢ é isomorfo a E. Temos, pelo Teorema 1.2,
que existem uma base {e1,...,e,} € A", um inteiro ¢ < n e elementos ndo nulos a;,...,a, €A
tais que aj|a;yq, Vi, onde 1 <i<g— 1. Ponhamos a, =0 parag+1 < p <n. Entdo, A" /kero
¢ isomorfo ao produto dos A, /Aq.e;, para 1 <i < n. Temos ainda que A,,/Aq,, € isomorfo a
A/Aq,. Dai, A" /ker o € isomorfo ao produto dos A/A,,. Pondo a; = A, temos que A" /kero é
isomorfo ao produto dos A/a;. Logo, como A" /ker ¢ é isomorfo a E podemos concluir que E

¢ isomorfo a (A/ay) x -+ x (A/ay).

Definicao 1.11 Dizemos que um modulo E sobre um dominio de integridade A é livre de tor¢do

se a relacdo ax =0, coma € A ex e E, implicaa=0 oux=0.

Corolario 1.3 Sobre um anel de ideais principais A, todo médulo do tipo finito E, que é livre

de torgdo, é livre.

Prova: Temos que, pelo Coroldrio 1.2, E é isomorfo a A/aj X --- X A/a,. Suprimindo os
fatores que sao zero, podemos supor que a; # A, V i. Suponha que a; # (0) e sejam a € ay,
diferente de zero, e x; € A/aj, também diferente de zero. Se x = (x1,0,...,0) € E, entdo a
relacdo ax = 0 ndo implica a = 0 ou x = 0, pois x e a s@o ndo nulos. Dai, isto contraria a
hipétese de E ser livre de tor¢do. Logo, a; = (0) e portanto a; = (0), Vi, pois a; C a;. Dai, E é

isomorfo a A" e como A" € livre, temos que E & livre.

Corolario 1.4 Sobre um anel de ideais principais A, todo modulo E do tipo finito é isomorfo a
um produto finito de médulos M;’s, onde cada M; € igual a A ou a um quociente AJ/Aps, com p

primo.
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Prova: Decompondo cada fator A/Aa, com a # 0, temos pelo Lema 1.3, que se a =
upy -+~ pyr é uma fatoragdo de primos, A/Aa é isomorfo ao produto dos A /Apl;,»’s. Dai, E é
isomorfo a A /A s, com p primo, pois E ¢ isomorfo a A/Aa pelo Corolario 1.2 e ainda, se a =0
entdo E isomorfo a A", ja que pelo Coroldrio 1.2, temos que E é isomorfo a A/a; X --- X A/ay,.
Logo, E é isomorfo a um produto finito de médulos M's, onde cada M; € igual a A ou a um

quociente A /A s, com p primo.

Corolario 1.5 Seja G um grupo comutativo finito, entdo existe x € G, cuja ordem é o minimo

miiltiplo comum das ordens dos elementos de G.

Prova: Um grupo comutativo € um Z-mdédulo (a operagao sendo adicdo). Temos, pelo
Coroldrio 1.2, que G é isomorfo a Z/a\Z x --- X Z/a,Z, onde ay|ay - - - a,—1|a,. Assim, temos
a; # 0, V i, pois caso contrdrio G seria infinito. Escrevemos y para classe de residuos de 1
em Z/a,Z e ponhamos x = (0,...,0,y). Dai, a ordem de x é obviamente a,. Assim, dado
z=(z1,...,2n) € G, temos que za, = 0, pois a;|ay, ¥V i. Logo, a, é um multiplo da ordem de z e

portanto x € o elemento procurado.

Teorema 1.4 Seja K um corpo. Todo subgrupo finito G do grupo multiplicativo K* consiste de

raizes da unidade e é ciclico.

Prova: Temos, pelo Coroldrio 1.5, que existe um elemento z € G, cuja ordem n € 0 minimo
multiplo comum das ordens dos elementos de G. Logo, y" =1, Vy € G. Como um polindmio
de grau n sobre um corpo tem no mdximo n raizes no corpo, temos que G possui no maximo
n elementos (estamos olhando o polinémio como y* — 1). Por outro lado, tendo z ordem n,

2

temos que G contém os n elementos: z,z°,...,7" = 1, os quais sdo todos distintos. Logo, G é

constituido das raizes n-ésimas da unidade e € ciclico gerado por z.

Observacao 1.7 Seja K um corpo. Existe um unico homomorfismo de anéis ¢ : 7. — K

definida por c(n) =14+1+4---+1, paran >0 e 6(—n) = —c(n) se n < 0. Se o ¢ injetiva,
ela identifica 7. com um ;uvlszleiiel de K, entdo K também contém o corpo de fracoes Q de 7.
Neste caso, dizemos que K é de caracteristica zero. Se O ndo ¢ injetiva, o Ker ¢ é um ideal de
Z, entdo kero = pZ, p > 0, pois todo ideal de 7 é principal. Assim, 7./ pZ é identificado com
um subanel de K. Dai, 7./ pZ. é um corpo e entdo pZ é um ideal primo. Logo, p é um niimero
primo. Dizemos neste caso, que K é de caracteristica p. Agora escrevemos Fy, para designar
Z]pZ. O subcorpo Q ou Fy, de K é o menor subcorpo de K e é chamado o subcorpo primo de

K. Temos que, para todo niimero primo p, existem corpos de caracteristica p, ou seja, Fj,.
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Proposicao 1.3 Se K é um corpo de caracteristica p # 0, entdo px =0, Vx € Ke (x+y)P =
xP+yP ¥V x;y e K

Prova: Como a caracteristica de K é p # 0, entdo para todo x € K temos px = (pl)x =

Ox = 0. Por outro lado, pela férmula binominal, temos que:
- (P i p
(x+y)? = Z (j)nyP] — < >x W+ Z < >xf P=i 4 (p)xpyO,
j=0

p—1
(x+y)P =x"+y" + Z (p,)xf p=1
j=1

isto é,
J

. . . p
O coeficiente binominal ( | € um inteiro e seu valor ¢ ———

J

. . Como o niimero primo p
J:

(
aparece no numerador, mas ndao no denominador, entao (p) ¢ um miltiplode p, V1 < j <
J

p— 1. Logo, (‘?)xjypjzo,VI < j<p-—1.Dai, Z p) P=J = 0. Portanto, (x+y)? =
J j=1 \J

xP +yP.

Teorema 1.5 Seja K um corpo finito. Se g = card(K), entdo:

(a) A caracteristica de K é um primo p, K é um espago vetorial de dimensdo finita s sobre F), e
q=p

(b) O grupo multiplicativo K* ¢ ciclico de ordem q — 1;
(c)xi'=1,VxeKexi=x,Vxek

Prova: (a) Como Z € infinito e K € finito, entdo ¢ : Z — K nio € injetiva. Dai, K ndo pode
ter caracteristica zero. Logo, K contém F},, com p primo e sua caracteristica € p. Temos que,
K € um espago vetorial sobre F),, cuja dimensdo s deve ser finita, pois caso contrario, K seria
um corpo infinito. Seja {ey,...,es} uma base de K sobre F},. Assim, qualquer x € K pode ser
escrito de maneira tnica como x = xje| + -+ + x5, onde x; € F,, com i = 1,...,s. Cada x;
na expressdo pode ser escolhido de p maneiras, pois o nimero de elementos de F), € igual a p.

Logo, o nimero de elementos de K é p* e daf teremos g = p* como queriamos.

(b) O resultado segue-se diretamente do Teorema 1.4, pois os elementos nulo de K ndo

podem pertencer a K*.

(c) Como a ordem de K* é ¢ — 1 pelo item (b), entdo temos x4~ ! =x, Vx € K* ¢ x? =
x, VxekK.
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Observacao 1.8 (a) e (c) implicam que um corpo finito K com q elementos é o conjunto de
raizes do polinomio P(x) = x4 — x, que possui exatamente q raizes. Escrevemos F, para um

corpo com q elementos, pois dois corpos finitos com q elementos sdo isomorfos.

Teorema 1.6 (Chevalley) Sejam K um corpo finito e F (X1, ...,X,) um polindmio homogéneo
de grau d sobre K ("lembrando que, um polindomio é dito homogéneo de grau d, quando todos
seus mondmios tem grau d"). Suponha d < n, entdo existe um ponto (xy,...,x,) € K" diferente

da origem tal que F(xy,...,x,) =0.

Prova: Considere ¢ = card(KK) e p a caracteristica de K, entdo g = p°, pelo Teorema 1.5.
Seja V C K" o conjunto dos zeros de F, isto é, o conjunto dos pontos (xi,...,x,) € K". Temos,
pelo Teorema 1.5, que F(x)4~! =1, Vx € K" — V. Assim, o polindmio G(x) = F(x)4~! =
1, Vx € K" -V, com valores em F},. O nimero médulo p de pontos de K" —V serd entdo dado

pela soma Z G(x).
xeKn
Vamos agora calcular esta soma e mostrar que ela vale zero médulo p, isto &, Z G(x)=0
xeKn
mod p. Se isso ocorrer, entdo teremos que a card(K"” —V) é um mdltiplo de p. Como
card(K") = ¢" = (p*)" = p™ é também um miltiplo de p, entdo a card(V) é também um

miltiplo de p. Temos que V jd contém a origem, entdo se para card(V), necessariamente

7z

V contém outros pontos, pois p > 2. Para provar esse teorema € suficiente mostrar que

Z G(x) =0 € F,,. Para calcular Z G(x), observe que o polindmio G é uma combinag@o
xeKn xeKn
linear dos mondmios My (x) = x{" ---x%. Para determinar Z G(x) é suficiente calcular
xeKr

Y Mo(x)=) xi'-xpr = <xz Xfa)...(xz xgcn>

xeK” xekK”? 1EK" nEK?

Dai, o problema reduz-se ao cédlculo de somas da forma Z yﬁ ,com f3 € N,

yeK
I) Para B = 0 temos yﬁ =1, Vy € K, consequentemente, Z yﬁ = Z 1=¢9g=0 mod p.
yekK yeK
IT) Para B > 0, o termo 0P & o zero, assim a soma reduz a Z yﬁ. Como K* é um grupo ciclico
yeK*

q=2
de ordem g — 1, pelo item (b) do Teorema 1.5. Seja w gerador de K*. Dai, Z yﬁ = Z whi,

yeK* j=0
que € a soma de uma progressao geométrica.
Assim, consideremos dois casos:
q-2 Blg—1) _ 1
. . ~ L 1es ~ i w .

III) Se wh # 1, isto é, se B ndo é mdltiplo de ¢ — 1, entdo Z whi — 5 = 0, pois
‘ wP —
J=0
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wi—l=1.
IV) Se wP =1, isto &, se B é um miltiplo de ¢ — 1. Entdo,

q—2
WPl =141+ 41=¢g—1
N———

j=0 (g—1) vezes

Segue por I), III) e IV) que Z x‘fCl -+-x%" desaparece, a menos que todos os @;’s sdo nio
xeK”
nulos e miltiplos de ¢ — 1. Neste caso, o grau o + - - - + @, do mondmio é no minimo (g — 1)n.

Mas, como G = F9~!, G possui grau (¢ —1)d e (g —1)d < (¢ — 1)n, pois d < n, nio podemos

ter os o;’s ndo nulos e multiplos de g — 1. Portanto, Z My (x) =0, para todo mondmio M (x)
xeK”
que aparece em G com coeficientes ndo nulos. Logo, Z G(x) =0.
xeK”

1.3 Elementos inteiros sobre anéis e algébricos sobre um corpo

Definiciio 1.12 Os niimeros complexos que satisfazem uma equagdo da forma X"+ a,_1x"~' +

-+ aix+ag =0, onde os coeficientes a;’s, comi=0,--- ,n— 1, sdo racionais, sdo chamados
niimeros algébricos. Quando a; € 7, i =0,--- ,n— 1, o niimero algébrico x chama-se inteiro
algébrico.

1.3.1 Elementos inteiros sobre um anel

Teorema 1.7 Sejam R um anel, A um subanel de R e x um elemento de R. As seguintes
condicoes sdo equivalentes:

(a) Existem ay,...,a,_1 € A tal que x" +ap X+ +aix+a, =0, isto é, x € raiz de um
polinomio ménico com coeficientes em A;

(b) O anel Ax] é um A-médulo do tipo finito;

(c) Existe um subanel B de R que contém A e x, o qual é um A-modulo do tipo finito.

Prova: Primeiro vamos mostrar que (a) = (b). Temos por hipdtese que existem
ao,-..,ay—1 € A tal que
X ap X a +ap =0 (1.7)

Seja M um A-submédulo de R gerado por 1,x,...,x"~!. Pela hipétese acima temos que x" € M.

Dai, multiplicando a equagdo 1.7 por x/, obtemos:

K = g T g T g
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Fazendo indugio sobre j, temos que x**/ € M, V j > 0. Como A[x] é um A-médulo gerado por
xk, com k > 0, temos que A[x] = M. Sendo M um A-submédulo do tipo finito temos que Alx] é

um A-médulo do tipo finito.

(b) = (c¢) Temos por hipdtese que o anel A[x] é um A-médulo do tipo finito. Dai, basta
tomar B = A[x]. Logo, existe um subanel B de R que contém A e x, o qual é um A-médulo do

tipo finito.

(¢) = (a) Temos por hipétese, que existe um subanel B de R que contém A e x, o qual é um
A-mddulo do tipo finito. Dai, B possui um conjunto finito de geradores. Seja {y;,...,y,} um

conjunto finito de geradores para B como um moddulo sobre A, isto é,

Assim, dado x € B e sendo B um subanel de R, segue-se que xy; € B, Vi=1,...,n. Logo,
n

Xy = Za,-jyj, para qualquer i = 1,...,ne a;; €A, comi <1 e j<n. Isto significa que
j=1
n

Z(Sijx—a,-j)yj =0,comi=1,...,n,onde §;; =0sei# je §;=1sei=j Considere o

j=1
sistema de n equagdes lineares homogéneas em {yi,...,y,}. Escreva d para o determinante,
det(6;jx — a;j). Fazendo o cdlculo usando a regra de cramer, obtem-se dy; = 0,Vi = 1,...,n.

Dai, db =0, V b # 0. Mas, d é um polindmio mdnico em x, pois o termo de ordem superior

n
aparece na expressao do produto H(x — aj;), entre os termos da diagonal principal. Daf, sendo
i=1
d = 0, obtemos o que queriamos.

Definicao 1.13 Sejam R um anel e A um subanel de R. Um elemento x de R ¢ dito inteiro sobre
A se este satisfaz as condicoes de equivaléncia:

(a) Existem ay,...,a,—1 € A tal que x" +ap X+ taix+a, =0, isto é, x € raiz de um
polindomio monico com coeficientes em A;

(b) O anel A[x] é um A-mddulo do tipo finito;

(c) Existe um subanel B de R que contém A e x, o qual é um A-modulo do tipo finito.

Observacio 1.9 Seja P € A[x] um polindomio ménico tal que P(x) = 0, esta relacdo é chamada

uma equagdo de dependéncia inteira de x sobre A.

Exemplo 1.4 O elemento x = \/2 de R é inteiro sobre 7. A relacdo x* —2 = 0 é uma equacdo

de dependéncia inteira.
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Proposicao 1.4 Sejam R um anel, A um subanel de R e {xi,...,x,} um conjunto finito de
elementos de R. Se para todo i, x; € inteiro sobre A|xy,...,x;_1], em particular se todos os

x;’s sdo inteiros sobre A, entdo A[xy,...,x,] é um A-mddulo do tipo finito.

Prova: Agiremos por indu¢do em n. Para n = 1, temos pelo o item (b) do Teorema

1.7, que Alxy,...,x,] ¢ um A-mddulo do tipo finito. Assumiremos que B = Alxy,...,x,_1]
P
¢ um A-médulo do tipo finito. Entdo, B = ZAb ;. Temos que, o caso n = 1, implica que
j=1
q
Alxy,...,xy,—1] = Blx,] € um B-médulo do tipo finito. Dai, escrevemos Blx,| = Z Bcy. Entdo,
k=1

a [P q.p

Alxy, ..., x,] = Z <2Abj> cr = ZAbjck. Assim, {bicy,...,byc,} é um conjunto finito de
=1 \j=1 k.j

geradores para A[xy,...,x,|, como um mddulo sobre A. Logo, Alxy,...,x,] ¢ um A-mddulo do

tipo finito.

Corolario 1.6 Sejam R um anel, A um subanel de R, x e y elementos de R, os quais sdo inteiros

sobre A, entdo x+y, x —y, Xy sdo inteiros sobre A.

Prova: Como x+y, x—y e xy pertencem a Alx,y|, pela Proposicdo 1.3, A[x,y] é um
A-médulo do tipo finito. Dai, pelo item (¢) do Teorema 1.7, temos que x+y, x —y € xy sdo

inteiros sobre A.

Corolario 1.7 Sejam R um anel e A um subanel de R. O conjunto A’ de elementos de R os quais

sdo inteiros sobre A é um subanel de R que contém A.

Prova: Pelo Corolario 1.2, A’ € um subanel de R. Temos ainda que A C A/, poissea € A, a
é raiz do polindmio monico P(x) = x — a que tem coeficientes em A. Entdo a € inteiro sobre A,

istoé,ac A’

Defini¢ao 1.14 Sejam R um anel, A um subanel de R. O anel A’ de elementos de R os quais sdo
inteiros sobre A é chamado o fecho inteiro de A em R. Seja A um dominio de integridade e K
seu corpo de fracoes. O fecho inteiro de A em K é chamado fecho inteiro de A. Seja B um anel
e A um subanel de B. Dizemos que B ¢ inteiro sobre A se todo elemento de B é inteiro sobre A,

isto é, se o fecho inteiro de A em B é o proprio B.

Proposicao 1.5 (Transitividade) Sejam C um anel, B um subanel de C e A um subanel de B.

Se B ¢ inteiro sobre A e se C ¢ inteiro sobre B. Entdo, C é inteiro sobre A.
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Prova: Dado x € C, como C € inteiro sobre B, temos que x € inteiro sobre B, dai existe uma
equacio de dependéncia inteira x" +b,_1x" ' +---4+bg=0,comos b; € B,onde i =0,...,n—1.
Ponha B’ = Alby, ...,b,—1], entdo x € inteiro sobre B'. Como B ¢ inteiro sobre A, 0s b;’s s30
inteiros sobre A. Dai, pela Proposic¢do 1.4, temos que B'[x] = Aby, ...,b,_1,x] é um A-mé6dulo
do tipo finito. Assim, pelo o item (c) do Teorema 1.7, x € inteiro sobre A. Logo, C € inteiro

sobre A.

Proposicao 1.6 Sejam B um dominio de integridade e A um subanel de B tal que B é inteiro

sobre A. Para que B seja um corpo é necessdrio e suficiente que A seja um corpo.

Prova: Suponha que A seja um corpo e seja b € B, onde b # 0. Entdo A[b] é um espago
vetorial de dimens@o finita sobre A, isto pelo o item (b) do Teorema 1.7. Por outro lado a
aplicagdo y — by é uma A-transformac@o linear de A[b]. Esta transformac@o € injetiva, pois seu
nicleo € zero, ja que A[b] é um dominio de integridade e b # 0. Dai, segue-se do teorema do
nicleo e da imagem que essa transformacao € sobrejativa. Logo, existe b’ € A[b] tal que bb' =1,

isto &, para qualquer b € B— (0), b é invertivel em B. Portanto, B é um corpo.

Reciprocamente, suponha que B é um corpo. Dado a € A — (0) temos que a possui um
inverso a~! € B, o qual satisfaz a equagio de dependéncia inteira a " + a,_1a "+ +
aja! +ag =0, onde a; € A. Multiplicando por a" ! obtemos a ! = —(ap—1+--- +ad" 2+

aoa’“l), isto é, a! € A. Logo, A é um corpo.

Definicao 1.15 Um anel A ¢ dito integralmente fechado se for um dominio de integridade e se
for seu proprio fecho inteiro. Em outras palavras, todo elemento x do corpo de fracoes K de A,

que é inteiro sobre A, pertence a A.

Exemplo 1.5 Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fracdes. Entdo o fecho

inteiro A’ de A, isto é, o fecho inteiro de A em K, é integralmente fechado.

Exemplo 1.6 Todo anel de ideais principais é integralmente fechado. De fato, por defini¢do
um anel de ideais principais é um dominio de integridade. Seja x um elmento de um corpo de
fraces K de A, que é inteiro sobre A. Seja x" + ay_1x" "' +---4+ajx+ayg =0, com a; € A, uma

a
equacdo de dependéncia inteira de x sobre A. Escreva x = b coma,b €A eomdcdeaeb

b

igual a 1. Substituindo — na equagdo de dependéncia inteira e multiplicando-a por b", obtemos
a

a'+b(a, 1a" 4+ arh" 2 +agh" ') = 0. Assim, b|la" com mdc(a,b) = 1. Logo, pelo o

lema de Euclides temos que b|a. Portanto, b é uma unidade de A. Dai, x = — é um elemento de

a
b
A. Logo, A é integralmente fechado.
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1.3.2 Elementos algébricos sobre um corpo

Definicao 1.16 Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Um elemento x € R é chamado

algébrico sobre K se existem elementos ag,ay,...,a, € K nem todos nulos tal que
ap X'+ +aix+ag=0 (1.8)

equivalentemente, os monémios (x/) jeN sdo linearmente dependentes sobre K. Um elemento
de R que ndo é algébrico é chamado transedental sobre K. Isto é, x é transedental sobre K se

e somente se 0os monémios (x’) jen, sdo linearmente independentes sobre K.

Observacdo 1.10 Na definicdo anterior, podemos assumir que a, # 0. Neste caso, a,;' € K,
multiplicando a equagéo 1.8 por a;,', obtemos uma equagdo de dependéncia inteira. Portanto,
sobre um corpo algébrico equivale também sobre um corpo inteiro. Se K C R e x € R temos

que x ¢ algébrico sobre K se e somente se [K[x] : K] ¢é finito.

Definicao 1.17 Dizemos que um anel R, contendo um corpo K, é algébrico sobre K, se todo
elemento de R é algébrico sobre K. Se R é um corpo, entdo R é chamado uma extensdo

algébrica de K.

Definicdo 1.18 Dado um corpo 1L e um subcorpo K de 1L, chamamos a dimensdo L : K], o
grau de L sobre K. Toda extensdo de grau finito de QQ é chamado um corpo numérico algébrico

(ou simplesmente um corpo numérico).

Observacao 1.11 Pelo item (c) do Teorema 1.7 temos que, se o grau de 1L sobre K ¢ finito,

entdo 1L é uma extensdo algébrica de K.

Proposicao 1.7 Sejam K um corpo, L uma extensdo algébrica de K e M uma extensdo

algébrica de L. Entdo M é uma extensdo algébrica de K. Além disso,

M:K]=[M:L]L:K].

Prova: Pela Proposicdo 1.5, segue que M € uma extensdo algébrica sobre K. Resta mostrar
que [M: K] = [M:L][L:K]. Seja {x;}ic; umabase de IL sobre K e {y;} jc; uma base de M sobre
L. Vamos mostrar que {x;y j}(i, j)eixs € uma base de M sobre K. Dai, a relagdo Za,- ixiyj =0,
com a;; € K, implica Z (Za,-jx,-) yj =0. Como {y;}jcs é LI, pois {y;}jes ¢ uma base V ;.
Consequentimente, a;; = 0, V (i, j) € I x J, pois {x;}ic; € uma base para M sobre K. Portanto,
M: K] = [M:LIL:K].
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Proposicao 1.8 Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Entdo:
(a) O conjunto K' de elementos de R, algébricos sobre K, é um subanel de R contendo K;

(b) Se R é um dominio de integridade, entdo K' é um subcorpo de R.

Prova: (a) Como K é um subcorpo de R, entdo os elementos de R que sdo algébricos
sobre K sdo elementos inteiros sobre K. Logo, pelo Corolério 1.7, o conjunto formado pelos
elementos de R, que sdo inteiros sobre K, ¢ um subanel de R que contém K.

(b) Como R é um dominio de integridade e K’ C R € um subanel de R, entdo K é um dominio
de integridade. Além disso, K é um subanel de K’ e K’ é algébrico sobre K. Assim, pela

Proposi¢do 1.6, temos que K’ é um corpo se e somente se K é um corpo. Como K € um

subcorpo de R, entdo K’ é um subcorpo de R.

Proposicao 1.9 Sejam K um corpo e P(X) € K[X] um polindmio ndo constante. Entdo existe
uma extensdo algébrica K' de K de grau finito tal que P(X) fatora K'|X] em um produto de

polinémios de grau 1 (polinomios lineares).

Prova: Usaremos indugdo sobre o grau d de P(X). Se d = 1, entdo o resultado segue, pois
P(X) é um polindmio de grau 1. Seja F(X) um fator irredutivel de P(X). Temos que existe uma
extensdo K” de grau finito sobre K (isto é, K[x]) contendo um elemento x tal que X — x divide
F(X) e K"[X]. Dai, (F(X)) = ¢(G(X))9(Q(X)) implica que:

0=(apx"+---+aix+ag)(bypx+---+b1x+by).

Como K[X] é D.I. entdo a,x"+---+ajx+ap =0 ou byx™ + -+ +byx+ by = 0. Suponha
que apx" + - +ajx+ag = 0, entdo G(X) € kerg. Logo, F(X) divide G(X) e dai o grau
de G é maior e igual que o grau de F. Como o grau de G é menor e igual que o grau de
F temos que o grau de F ¢é igual ao grau de G e dai F(X) € irredutivel. Reciprocamente,
suponha que F(X) € irredutivel, entdo (F (X)) é ideal primo. Dai, K[X]/(F (X)) é D.I. Como
K[X] =2 K[X]/(F (X)) entdo K[X] é D.I. dai, X —x divide F (X) em K”[X]. Assim, X —x também
divide P(X). Portanto, P(X) = (X —x)P;(X) com P;(X) € K’[X]. Como P;(X) possui grau
d — 1, entdo pela hipétese de indugdo P;(X) fatora em produto de polindmios lineares em uma
extensdo K’ de grau finito K”. Pela Proposi¢do 1.4 K’ é de grau finito sobre K. Logo, P(X) =
(X —x)P,(X) onde P»(X) é a fatoracdo de P;(X) em produto de polindmios lineares em uma

extensio K’ de K.

Definicao 1.19 (Corpos Algebricamente Fechados) Um corpo K é chamado algebricamente
fechado se todo polinomio néo constante P(X) € K[X] pode ser expresso como um produto de

fatores lineares, todos em K[X].
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1.4 Elementos conjugados, corpos conjugados e inteiros em

corpos quadraticos

Defini¢do 1.20 Dados dois corpos 1L e 1" ambos contendo um corpo K, chamamos todo
isomorfismo ¢ : 1L — L' tal que @(a) = a para todo a € K um K-isomorfismo de . em 1.
Neste caso, dizemos que 1L e I sdo K-isomorfos, se eles sdo algébricos sobre K dizemos que

eles sdo conjugados sobre K.

Defini¢do 1.21 Dados duas extensées 1L e I de KK, dizemos que dois elementos x € e X' € I/
sd@o conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo, ¢ : K(x) — K(xX') tal que ¢(x) =x'. Tal

¢ é unica.

Observacio 1.12 A existéncia de @ significa que x e X' sdo ambos transendentais sobre K ou

sdo ambos algébricos sobre K com o mesmo polinomio minimal.

Exemplo 1.7 Sejam F(X) um polinémio irredutivel de grau n sobre K e xy,...,x, suas raizes

na extensio K' de K. Entdo os x;’s sédo dois a dois conjugados sobre K.

Lema 1.5 Sejam K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito e F(X) € K[X]| um
polindmio ménico irredutivel. Considere F(X) =[], (X —x;) sua decomposi¢cdo em produto

de fatores lineares na extensdo K' de K. Entdo as n raizes xi,...,x, de F(X) sdo distintas.

Prova: Suponha por absurdo, que as n raizes de F(X) ndo s@o todos distintas. Assim,
F(X) possui uma raiz multipla. Dai, F(X) possui uma raiz comum com seu, derivado F’(X).
Pois, se a é uma raiz de F(X) de multiplicidade k entdo F(X) = (X —a)*G(X) e dai F'(X) =
k(X —a)*"'G(X) + (X —a)*G'(X). Logo, a é também raiz de F’(X) de multiplicidade pelo
menos k— 1 se k > 1. Logo, F(X) divide F'(X). Como o grau de F’ é menor e igual que o grau
de F e F divide F’ entiio F'(X) é o polindmio zero. Dai, F'(X) = nX""' 4+ (n— 1)a,_1 X" 2 +
~--+ay = 0. Isto significaque n.1 =0 ¢ j.a; =0 paratodo j=1,...,n— 1. Mas, isso ndo pode
ocorrer em um corpo K de caracteristica zero. Se K tem caracteristica p # 0, entdo a relagcdo
nl=0ejaj=0para j=1,...,n—1, significa que p divide n e que a; =0, V j que ndo €

miltiplo de p. Logo, F(X) é da forma:
F(X) =X 4 by 1 XD o by XP + by

com b; € K, pois, 0s termos a; que ndo sio zero, sao os termos em que j € da forma: gp —

p,qp —2p,...,qp —gp. Se cada um dos b;’s é uma p-€sima poténcia, isto é, b; = cf com
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ci € Kentdo F(X) = (X4 Cy_1 X971 +---+Cy)” isto pela Proposigdo 1.8. Logo, F(X) ndo é
irredutivel o que € absurdo. Podemos supor sempre que os b;’s sdo p-ésima poténcias, pois se
K é um corpo finito com caracteristica p # 0, entdo a aplicagdo f : K — K, dada por f(x) = x?,
¢ injetiva, pois X’ = y? = x —yP =0= (x—y)» =0=x—y =0=x =y. Como K é finito
e f é injetiva, entdo f é sobrejetiva. Assim, para todo y € K existe x € K tal que f(x) =y, ou

seja, x” = y. Portanto, as n raizes xy, ...,x, de F(X) sdo distintas.

Observacao 1.13 Os corpos K de caracteristica p # 0 para os quais x — xP é sobrejetiva
(isto é, para os quais todo elemento de K é uma p-ésima poténcia) sdo chamados corpos
perfeitos. Pelo que vimos anteriormente, os corpos finitos sdo perfeitos. Por conven¢do, corpos
de caracteristica zero sdo também considerados perfeitos. O Lema 1.5 é verdadeiro para todo

corpo perfeito K.

Teorema 1.8 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito. Considere K' uma
extensdo de K de grau finito n e B um corpo algebricamente fechado contendo K. Entdo existe

n K-isomorfismos distintos de K' em B.

Prova: Se o corpo extensdo K’ de K é da forma K’ = K[x], com x € K’ entdo o polindmio
minimal F(X) de x sobre K é da grau n. Ele possui n raizes x,...,x, € C, todas distintas,
pelo Lema 1.5. Pelo o Exemplo 1.7 os x;’s sdo dois a dois conjugados sobre K e dai para
cadai=1,...,n temos um K-isomorfismo, o; : K[X] — B tal que 0;(x) = x;. Neste caso, o
teorema fica provado. Continuaremos por induco sobre o grau n de K'. Seja x € K’ e considere
os corpos K C K[x] C K’ e ponha ¢ = [K[x] : K|. Podemos assumir g > 1, pois K # K|x]).
Pelo que vimos anteriormente, existem g K-isomorfismo distintos o7,...,0, de K[x| em B.
Como Klx;] = K[o;(x)] e K[x] sdo isomorfos, pois x € x; sdo conjugados e K[x] C K’, entdo é
possivel construir uma extensdo K} de K[o;(x)] e um isomorfismo 7 : K’ — K/ que extende o,
(isto é vdlido pelo resultado encontrado em [Endler 2007]). Temos que K[o;(x)] é um corpo
de caracteristica zero ou um corpo finito, pois K[o;(x)] é uma extensdo finita de k e K é de
caracteristica zero ou corpo finito. Como K; : K[o;(x)] = [K' : K[x]] = 7 < n. pois K! ~ K’
e K[o;(x)] =~ K][x], entdo pela hipdtese de inducdo temos que existem 7 K[oi(x)]-isomorfismo
distintos 9;; de K} em B. "Estamos supondo que o teorema é vélido para o caso em que [K':
K] = h < n, que é a hipétese de indugdo. Neste caso estamos considerando no teorema K’ = K/
e K=K]o;(x)]". Logo, as n aplicagdes compostas ¥;; o 7; resulta qg = n K-isomorfismos de K’
em B. Eles sdo distintos, pois para i # i’ temos que ¥;;0 7; ¢ ¥y o 7; diferem em K[x] e para

i =1, mas j # j' temos que ¥;; e ¥;; diferem em K. Portanto, o teorema estd provado.

Corolario 1.8 (Teorema do Elemento Primitivo) Seja K um corpo finito ou um corpo de
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caracteristica zero. Seja K' uma extensdo de K de grau finito n. Entdo, existe um elemento

x de K (chamado um elemento primitivo) tal que K' = K]x].

Prova: Se K ¢ finito, entdo K’ € finito, pois K’ é uma extensdo finita de K e seu grupo
multiplicativo K™ é formado de poténcias de um elemento x, pelo item (b) do Teorema 1.5.
Logo, K’ = K|[x]. Suponha que K € de caracteristica zero e assim K é um corpo infinito. Pelo
Teorema 1.8 existem n K-isomorfismos distintos 6; de K’ em um corpo algebricamente fechado
IF, contendo K. Para i # j, a equagdo 0;(y) = 0;(y), com y € K, define um subconjunto V;; de K’
que é um K-subespaco do espago vetorial K'. De fato, sejam y,y’ € V;; e k € K, entdo para i # j
temos que 6;(y) = 0;(y) e 6;(y') = 0;()/). Dai, 0;(y +V') = 6;(y) + 6:()/) = 6,;()') + ;') =
o;(y+)'), e ainda 0;(ky') = 0j(k)0i(y') = ko;(y/) = 0;(y') = 0i(k)0;()'). Logo, y—) € V;; e
ky' € Vij. Assim, V;; é subespaco vetorial de K'. Temos que V;; € distintos de K’ quando o; # o;.
Como K ¢ infinito, a dlgebra linear mostra que a unido dos V;; ndo € todo K'. Tome x fora dessa
unido, entdo os o;(x) sdo dois a dois disjuntos. Logo, o polindmio minimo P(X) de x sobre K
possui no minimo n raizes que sdo os o;(x) em C. Assim, grauP > n, ou seja, [K[x] : K| > n.
Como K[x] C K e [K: K] = n, entdo [K[x] : K] = n, portanto [K" : K[x]] = 1. Logo, K’ = K[x].

Definicao 1.22 Qualquer extensdo de grau dois sobre o corpo Q dos niimeros racionais é

chamado um corpo quadrdtico.

Proposicao 1.10 7odo corpo quadrdtico é da forma Q(\/c_l) onde d é um inteiro livre de
quadrado, ou seja, d ndo é divisivel por quadrados diferentes de 1, mais precisamente d = —1

ou d é igual a mais ou menos o produto de primos distintos.

Prova: Seja K um corpo quadritico, qualquer elemento x € K — Q € de grau 2 sobre Q
assim é um elemento primitivo de K, isto é, K = Q[x] e (1,x) é uma base de K sobre Q. Seja

F(X) =X?+4bX +c, onde b,c € Q, o polindmio minimal de tal elemento x € K. Resolvendo a

— 1 —b 1
equacio quadratica x> + bx+ ¢ = 0 obtemos, x = B + 3 b? — 4c¢, como - e 3 Ja pertencem
a Q, temos que K = Q(v/b? —4c). Agora, b% — 4¢ é um nimero racional v u—; comueveZ.

1% 1%

1
Dai, como 3 estd em Q temos que K = Q(y/uv). Com efeito é possivel escrever K = Q(+/d)

onde d € um inteiro livre de quadrado, isto é, d € mais ou menos o produto de primos distintos.

Observaciio 1.14 O elemento \/d é uma raiz do polindmio irredutivel X*> —d. Esse elemento

\Vd possui um conjugado em K, e este serd denotado por —/d.
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Observacao 1.15 Existe um automorfismo & de K que leva Vd em —/d. Dai, para qualquer
elemento de K da forma a+b\/d com a,b € Q, temos

cla+bVd)=a—bVd (1.9)

Lema 1.6 Seja A um dominio integralmente fechado, K seu corpo de fracoes e L. uma extensdo

algébrica de K. Se B ¢ o fecho inteiro de A em 1L entdo BNK = A.

Prova: Seja x € L inteiro sobre A e seja F(X) € K[x] o polindmio minimal de x sobre K.
Seja I’ o corpo de raizes de F sobre K, isto é, o corpo gerado sobre K pelas raizes de F. Seja
A’ o fecho inteiro de A em I entdo A’ NK = A, pois A’ NK € inteiro sobre A. Dai, o lema segue

do fato de que A € integralmente fechado, isto é, B=A’.

Teorema 1.9 Seja K = Q(\/E) um corpo quadrdtico com d € 7 livre de quadrados, portanto
ndo congruente a zero modulo 4.

(a) Sed =2 mod4oud=3 modd4, oanel A dos inteiros de K consiste de todo elemento da
forma a+b\d com a,b € Z.

(b) Sed =1 mod 4, A consiste de todo elemento da forma %(u +V\/3), comu,v € 7 de mesma
paridade.

Prova: Vimos anteriormente que existe um automorfismo ¢ de K que leva v/d em v/d. Se
x € A entdo existem a; € Z,i = o,...,n— 1 tais que x" +ap XN+ Faix+ag=0, portanto
o(x)"+a,_16(x)" 1+ +a0(x)+ap =0, isto &, o(x) €A. Como A é um anel x+ o (x) € A

exo(x) €A. Mas,sex=a+ b\/d, com a,b € Q entdo por 1.9 temos
x+ox=a+bVd+o(a+bVd)=a+bVd+a—bVd=2a
x0(x) = (a+bVd)(a—bVd) = a* —db* € Q
Como Z é um dominio integralmente fechado pelo Exemplo 1.6, segue-se do Lema 1.6 que

206 ANQ =7 (1.10)

a—d eANQ=127 (1.11)

As condi¢des 1.10 e 1.11 sdo necessdria para que x = a + b\/d seja inteiro sobre Z. E sdo
suficiente, pois x é raiz de x*> — 2ax + a®> — db* = 0 que pertence a Z[x]. Ainda pela essas

condi¢des podemos observar que a”> — db? € Z (consequentemente 2a> € Z), temos também que
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d (2b)2 € Z. Por outro lado, d € livre de quadrados, assim, se 2b ndo fosse inteiro, o denominador
ndo teria um fator primo p. Esse fator primo teria de aparecer como p> no denominador de
(2b)?. Multiplicacio por d ndo valeria (2b)> em Z, pois p* { d. Logo, podemos concluir que
2b € um numero inteiro. Resumindo podemos tomar a = g eb= % com u,v € Z. Dai, pelas
condicOes 1.10 e 1.11 temos

u> —dv? € 47 (1.12)

Se v é par entdo u também ¢é par, pois, v = 2k temos que u® — d(2k)?> = 4t = u? = 4t — 4dk> =
4(r — dkz) = u> =0 mod4. Logo, a,b € Z, ja que a = g eb= g Assim, os elementos de A
sdo da forma a + bv/d, onde a,b € 7. Isto prova (a) e parte de (b). Se v € impar entao v =1

2sd0 0 e 1, ja que u? é quadrado. Como d é livre de

mod 4. As possibilidades mod 4 para u
quadrados, d nio é miltiplo de 4. Necessariamente por 1.12 #> = 1( mod4) e d =1 mod 4
jaque > =1 mod4 = u?>=d mod4. Logo os elementos de A sio da forma g + g\/g onde

u e v sad de mesma paridade e isto conclui o item (b).

Observacio 1.16 No caso que d =2 mod4 ou d =3 mod 4, (1,v/d) é uma base para A
1
como Z-mdédulo. Se d =1( mod 4), (1, 5(1 +/d)) é uma base para o Z-médulo A. De fato,

1 1
por (b) 1, 5(1 + \/2) pertencem a A. Reciprocamente, para mostrar que E(u + V\/E) (com
1
u,v € Z de mesma paridade) é expresso como uma combinagdo Z-linear de 1 e 5(1 + \/c_l)

1
por subtracdo de 5(1 + \/E) reduzir o problema no caso onde u e v sdo pares, neste caso

1 1 1
§<M+V\/E) = g—f— %\/c_z'—l—%—g = (g—%) 1 —|—v§(1 +Vd). Logo, E(u—f—\/\/g) é escrito

como combinagdo linear de 1 e 5(1 +/d).

Observacao 1.17 Se d > 0, Q(\/g) é chamado um corpo quadrdtico real. Existe um subcorpo
de conjugado para Q(v/d) sobre Q. Se d < 0 entdo Q(\/d) é chamado um corpo quadrdtico

imagindrio.

1.5 Norma, traco e discriminante

Seja A um anel, £ um A-mddulo livre de posto finito e seja # um endomorfismo de E,
isto €, um homomorfismo u : E — E. Na dlgebra linear definimos o tragco, o determinante e
o polinémio caracteristico de u da seguinte forma: se {e;} ¢ uma base de E e se (4;;) ¢ uma
matriz de u com respeito a essa base, entdo o trago, o determinante e o polindmio caracteristico

de u sdo respectivamente:
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n
Tr(u) = Y aj;, detu = det(A;)) (1.13)
i=1

det(XIE—u) :det(XSij—Aij), (1.14)

Ol’ldej#l':>5ij=06j=i=>5[j=1

Observacao 1.18 Esses valores independem da escolha da base. As formulas 1.13 e 1.14

implicam:
r(u+u') Za,,+all—2a,,+2all—T )+ Tr(u) (1.15)
det(uu') = det(A;;A};) = det(A;;).det(A};) = det(u) det(u') (1.16)
det(XIp —u) = X" —Tr(u)X" '+ + (=1)"det(u) (1.17)
Para n =2 temos:
Lo ai; ap X—an —anp
det(XIg —u) =det | X — = det
0 1 ar| an —az; X —axn

2
=X —an)(X —axn)—anay =X"—Xaxn —Xaj +anaxn —apaz

=X’ - (a2 + a1 X +detA;)) = X? —Tr(u)X + (_l)zdet(u)

Seja B um anel e A um subanel de B tal que B € um A-mddulo livre de posto finito n,
por exemplo, A pode ser um corpo e B uma extensdo finita de A com grau n. Para x € B, a
multiplicacdo my por x, isto é, y — xy com y € A, é um endomorfismo do A-mdédulo B, isto é,

um homomorfismo m, : B — B.

Definicao 1.23 Chamaremos traco (resp. norma, polindémio caracteristico) de x € B, relativo
a B e A, o traco (resp. determinante, polinomio caracteristico) do endomorfismo m, da

multiplicacdo por x.

Observacio 1.19 O trago (resp. a norma) de x é denotado por Trgs(x) (resp. Npa(x)) ou

Tr(x) (resp. A (x)) quando ndo houver confusdo. Estes sdo elementos de A.

Para x,x' € Be a € A temos my +m), = m, v € myom), = myy € mg, = am,. Além disso, a

matriz de m, com respeito a qualquer base de B sobre A, é a matriz diagonal cujas entradas sdo
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a. Das férmulas 1.13, 1.14, 1.15, 1.16 e 1.17 obtemos:
Tr(x+x') = Tr(meyy) = Tr(my +m) = Tr(my) +Tr(m),) = Tr(x) + Tr(x')

Tr(ax) = Tr(mgy) = Tr(amy) = aTr(my) = aTr(x)

Tr(a) =Tr(my) =a+a+---+a=na
————

n vezes

N (xx) =d(xx') =d(x)d(xX') = N (x) N (X))

N (a) = det(a) = det(m,) = g-a= a"

n vezes

A (ax) = det(ax) = det(a) det(x) = a" A" (x)

Proposicao 1.11 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, . uma extensdo
algébrica de K com grau n, x um elemento de 1., e as raizes xi,...,x,. O polindmio minimal
F(X) € K[X] de x sobre K (em alguma extensdo conveniente de K), cada uma repetida [L :
K[X]] vezes. Entdo Try, g (x) = x1 + -+ +Xn, Ak (x) = X1+ -Xp. O polindmio caracteristico

de x, relativo as extensoes L e K é igual a (X —x1)--- (X —xp).

Prova: Vamos primeiro considerar o caso onde x é um elemento primitivo de I sobre K.
Seja F(X) o polindmio minimal de x sobre K. Entao L é um K-isomorfismo para K(X)/F(X) e
{1,x,...,x"~!} é uma base para L sobre K. Ponhamos F (X) = X" +a, (X"~ ' +---+a1X +ao.

A matriz do endomorfismo m, com respeito a esta base ¢:

00 - 0 -—a

10 -0 —da]

M=10 1 0 —-a
L 00 1 —dnp—1 i

O determinante de X/ — m, € portanto o determinante da matriz
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00 -~ 0 —ap
X 0 ... 0
1 0 0 —a
0 X ... 0
X, - M = det -101 - 0 - =
0 0 X
i 0 0 I —an—1 ) |
X 0 0 ap
-1 X 0 ay
det| 0 —1 --- 0 a
0 0 - —1 X—ap |

Expandindo esse determinante como um polindmio em X, obtemos o polindmio
caracteristico de x, isto é, det(XI, — M) = X" +a, X" ' +---+a1X +ag = F(X). Dai, pelas
equagdes 1.15, 1.16, 1.17 temos que Tr(x) = —a,—; e A (x) = (—1)"ap. Como x é um elemento
primitivo de L. sobre K, temos F(X) = (X —x1) -+ (X —x,), pois F possui exatamente 7 raizes.

Igualando os coeficentes vemos que Tr(x) =x; +---+x, e A (x) =x1 - Xp.

Consideremos agora o caso geral. Ponha r = [ : K[X]]. E suficiente mostrar que o
polindmio caracteristico P(X) de x, com respeito a L. e K, é igual a r-ésima poténcia do
polinémio minimal de x sobre K, isto é, F(X)" = P(X). Seja {yi}i—1,..4 uma base para
K[X] sobre K e {zj}j—1,., uma base para L sobre K[X] e {yizj}i=1,. g, j=1,.r uma base
para L sobre K e n = gr pela Proposi¢do 1.7. Seja M = (A;;) a matriz para a multiplicagdo

por x em K[X], com respeito a base {y;}i—1_ 4. Assim, xy; = Zaih)’h- Dai, obtemos entio
h
x(vizj) = Z(aihyh)zj = Zaih(yhzj), parai=1,....qe j=1,...,r. Logo, a matriz M; de
h h
my : . — L, com respeito a base do K-espago vetorial L, considerada acima, é a matriz de

blocos diagonais da forma:
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Como M| é nxneMé qxqtemos que M deve aparecer r vezes em My, como blocos
diagonais em M, ja que n = gr. Dai, a matriz X1, — M consiste de r blocos diagonais cada
um da forma X1, — M. Consequentimente, det(X 7, — M) = det(XI, —M)". O lado esquerdo da
equagdo é P(X), enquanto det(X1, — M) é o polindmio minimal de x sobre K, de acordo com a
primeira parte da prova. Logo, o polindmio caracteristico P(X) de x, com respeito a L e a K, é

igual a r-ésima poténcia do polindmio minimal de x sobre K.

Proposicao 1.12 Seja A um dominio de integridade, K seu corpo de fracées, . uma extensdo
de K com grau finito e x € L inteiro sobre A. Assuma que K tem caracteristica zero. Entdo os
coeficentes do polinomio caracteristico P(X) de x relativa a IL e K, em particular Try jx(x) e

Nk (x) sdo inteiros sobre A.

Prova: Pela Proposicdo 1.11, P(X) = (X —x1)--- (X —x,); assim os coeficientes de P(X)
sdo, a menos de sinal, somas de produto dos x;’s. Dai, € suficiente mostrar que os x;’s sdo
inteiros sobre A pelo Corolério 1.6. Como cada x; € um conjugado de x sobre K, pois os x;’s sdo
dois a dois conjugados e K[x]/P(X) ~ K]x;] e existe um K-isomorfismo o; : K[x] — Klx;] tal
que o;(x) = x;. Sendo x inteiro sobre A existem a; €A, i =0,--- ,n— 1 tais que X" +a, X" +
-+ 4ag = 0. Assim, 6;(x)" + -+ + 0;(ap) = 0. Logo, X +a,_ 1%/ + -+ ag = 0 e isso prova

que x; € inteiro sobre A Vi.

Corolario 1.9 Suponha, além disso, que A é integralmente fechado. Entdo os coeficientes do

polindmio caracteristico de x, em particular Try, /g (x) e N, /g (x), sdo elementos de A.

Prova: Por definicdo os coeficientes sao elementos de K. Pela Proposi¢do 1.12, eles sdo

inteiros sobre A, sendo A integralmente fechado, eles pertencem a A.

Definicao 1.24 Seja B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-modulo livre de posto

finito n. Para {xy,...,x,} C B", chamamos o discriminante do conjunto {xy,...,x,} o elemento
de A definido pela relagdo: D(xy,...,x,) = det(Trg s (xix;})), isto é, o determinante da matriz
da forma:

Trgja(xix1) Trgja(xixz) ... Trgja(xix,)

Trgja(xx1) Trgja(xxz) ... Trgja(xax,)

Trgja(xnx1) Trgja(xnxa) ... Trgja(xexs)

Os discriminantes de diferentes n-uplas estio relacionadas da seguinte maneira:
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n
Proposicao 1.13 Se {y;,---,y,} C B" é o conjunto dos elementos de B tal que y; = Z a;jxj,
=1

com Ajj € A. Entdo, D(y1,...,y,) = [det(A;;)][det(x1,...,x,)].

Prova: Veja que:
n n
Tr(ypyq) =Tr Z apiXi Z agjX; =Tr Zap,-aqjxixj = Zap,-aqj(Tr(xixj))
i=i =1 iy iy

Dai, temos a equacao matricial
Tr(ypyq) = (Api)(Tr(xixj))(A;j)
onde (A ;) € a transposta de (A;). Calculando o determinante das matrizes acima, obtemos:
det(Tr(ypy,)) = det(A ;) det(Tr(xx;)) det(A7 ;)

D(y1,...,yn) = det(A,;)det(Tr(xx;)) det(Atqj)
D(y1,...,yn) = (det(Aj;))* det(Tr(xix;))

D(yl R ,yn) = (det(A,-j))zD(xl e ,xn)

Observacao 1.20 A Proposicdo 1.13 implica que o discriminante de bases para B sobre A sdo
associados em A. Isto significa que a matriz (A;;) que expressa uma base em termos da outra
possui uma inversa com entradas em A. Assim, (A;j)(A;;) "1 =1 e dai det(A;;) det(A;;) "' = 1.

Logo, det(A;;) e det(A;;) ™! sdo unidades em A.

Definicao 1.25 Seja B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-modulo livre de posto
n. Assim, o ideal principal de A gerado pelo discriminante de qualquer base de B sobre A é

chamado o discriminante de B sobre A. Dentamos este ideal por Dg .

Proposicao 1.14 Suponha que Dg 5 contém um elemento que ndo é um divisor de zero. Entdo,
para que o conjunto {xy,...,x,} C B" seja uma base de B sobre A, é necessdrio e suficiente que

D(x1,...,Xn) gere Dp/4.

Prova: =) E imediato da Defini¢io 1.25.

<) Suponha que d = D(xi,...,X,) gera Dg/4. Seja {ey,- - ,e,} uma base de B sobre A.
n
Ponha d' = D(ey,...,e,) € x; = Z ajjej com a;; € A, 1 <i<n. Assim, pela Proposicdo 1.13
j=1



1.5 Norma, traco e discriminante 32

temos que D(x1,...,x,) = det(A;;)*D(ey,...,ey), ou seja,
d = det(A;;)*d’ (1.18)

Por hipétese, temos que Ad = Dp/4. Dai, Ad = Dg/y = Ad(Aij)zd’ = Ad'. Logo, existe b € A
tal que tal que d’ = bd dai, d = det(A;;)?d’ = d = det(A;;)*bd = d — det(A;;)*bd =0 = d(1 —
bdet(A; j>2> = 0. Temos que d nao ¢ divisor de zero, pois caso contrdrio todo elemento de D4
seria um divisor de zero (o que ndo pode ocorrer, ja que Dp/4 possui um elemento que ndo €
divisor de zero). Logo, 1 — bdet(A;;)* = 0. Isto significa que det(A;;) # 0. Assim, a matriz
(A;;) é invertivel. Portanto, {xi,...,x,} é uma base de B sobre A. Pois, como (4;;) ¢ invertivel,
entdo a transformagcao linear u : B — B ¢ um isomorfismo, pois (4;;) é a matriz de u, daf u leva

base em base. Sendo {ey,...,e,} base, entdo (4;;)(e1,...,es) = {x1,...,x,} € base.

Proposicao 1.15 Seja K um corpo que é finito ou de caracteristica zero e L. uma extensdo
de K de grau finito n. Considere ©1,...,0, os n K-isomorfismos distintos de 1. em um corpo
algebricamente fechado C contendo K. Entdo, se {xi,...,x,} é uma base para 1L sobre K,

temos que D(x1,...,x,) = det(0;(x;))? # 0.

Prova: Vamos mostrar inicialmente que D(xi,...,x,) = det(oi(x;))>. De fato,
n

D(x1,...,x,) = det(Tr(xix;)) = det(oy(xix;) + -+ + Op(xixj)) = det(Z Gk(xixj)> =
k=1

det(op(x;)or(x;)) = det(op(x;))det(ok(x;)) = det(o;(x;))>.  Agora vamos mostrar que
det(o;(x;)) # 0. Suponha, por obsurdo, que det(o;(x;)) = 0 entdo existem uy,--- ,u, € C nem
n n
todos nulos, tais que Z u;o;(x;) =0, V j, por linearidade, concluimos que Z u;0;(x) = 0 para
i=1 i=1
todo x € IL, mas isso contradiz o lema abaixo.
Lema 1.7 (Dedekind) Seja G um grupo, C um corpo e oy, ..., 0, homomorfismos distintos de

G no grupo multiplicativo C*. Entdo os 0;’s sdo linearmente independentes sobre C, isto é,

n
Z u;oi(g) =0, Y g € G implica que os u;’s sdo zero.
i=1

Prova: Suponha, por absurdo, que os 0;’s sdo linearmente dependente. Considere a relagao
n

nao trivial Z u;0; = 0 (u; € C) tal que o nimero ¢ de u;’s que sdo ndo nulos é minimo. Apds a
i=1
reenumeracdo podemos supor que:

uioi(g)+---+u,04(8) =0,vgeG (1.19)
Temos g > 2, pois 0s 0;’s sdo ndo nulos. Para g e & arbitrdrios em G, temos que:

u101(hg) +--- +ug0,4(hg) = uyo1(h)o1(g) + - +uy0,(h)o,(g) =0
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pois, hg € Gecomo u101(g)+---+u,04(g) =0, Vg € G, entdo u;01(hg)+- - - +uy0,4(hg) =0.

Se multiplicarmos 1.19 por oy (h) temos:
u101(h)01(g) + -~ +uy04(h)04(g) = 0
Dai,
u101(h)o1(g) + -+ +ug01(h)04(g) — ur01(h)01(8) — -+ — g0y (h)0y(g) =0

Assim,
u(01(h) — 02(h))02(g) + - +ug(o1 (h) — 6,(h))oy(g) =0,

como esta igualdade € verdade para todo g € G e g foi escolhido tdo pequeno quanto possivel,
segue que up (o1 (h) — 02(h)) = 0. Dai, o1(h) = 62(h), V h € G, pois up # 0, o que é obsurdo,

pois por hipétese os 0;’s sdo distintos.

Observacao 1.21 Como as condi¢des da proposicdo 1.15, a relagdo D(xy,...,x,) # 0 mostra
que a forma bilinear (x,y) — Try g (xy) é ndo degenerada, isto é, Try x(xy) =0, Vy € L
implica que x = 0. Assim, a aplicacdo K-linear que associa a cada x € 1L a forma K-linear
sy 1y = Tryk(xy) € uma inje¢do de 1. em seu dual homg (L, K). Como L e homg (I, K) sédo
da mesma dimensdo finita n sobre K, segue que x — sy é uma bijecdo. A existéncia de "bases
duais"de um espago vetorial e seu dual implica que, para toda base {xy,...,x,} de L sobre K,

existe uma base {y1,...,ya} tal que Try, g (xiy;) = 6 (1 <i,j <n).

Teorema 1.10 Seja A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragées, 1L, uma extensdo
de K de grau finito n e A’ o fecho integral de A em L. Suponha que K é de caracteristica zero.

Entdo A’ é um A-submédulo de um A-médulo livre de posto n.

Prova: Seja {xj,...,x,} uma base de L sobre K. Cada x; é algébrico sobre K e daf para

todo i, temos uma equacao da forma,
anXf 4+ a1 X7 4 ag =0,

coma; € AVj=0,...,n, pois L é extensdo algébrica de K, ja que [L : K] ¢ finito. Podemos

assumir que a, # 0. Multiplicando a equagdes acima a’~ !, obetemos

d e a ay e d  ag =0

—1 —1 -1
apx; +a, ap_1x; +---+a, ay=0

(anxi))" 4+ an—1 (a,,xi)"_l + - +aZ_]ao =0.
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Logo, anx; € inteiro sobre A. Pondo x; = a,x;, entdo {x|,---,x,} é uma base de L sobre K.
Contido em A’, pois a,x; € inteiro sobre A. Pela Observagdo 1.21, existe uma base {y;,...,yn}

de LL sobre K tal que Tr(x}y;) = &j. Sejaz € A’. Como {yi,...,y,} é uma base de L sobre
n

K, podemos escrever z = Z bjy;j, com b; € K, pois 7 € A’ = 7 € L ser inteiro sobre A e

j=1
n

como {yj,...,y,} € uma base de L sobre K entdo de fato temos z = Z(bjyj). Para todo

j=1
i, temos que x/z E A’, pois x] 6 AlezeA. Logo Tr(xlz) € A, pelo Coroldrio 1.9. Assim,
Tr(xlz) Zb]y, =Tr( ijxly, Zb Tr(xly;), pois bj € K.
j=1 j=1

Tr(xjz) = Zb 0ij =b10j1 +---+bi6jj=b;
j=1

7z

Podemos concluir que b; € A, V i, pois Tr(x/z) € A. Isto implica que A’ é um submédulo do
n
A-médulo livre Y ay;, poisxX'z € A", Vz €Y ay;eVxjcAl.
j=1
Corolario 1.10 Com as hipéteses do Teorema 1.10 e supondo que A é principal, temos que A’

€ um A-modulo livre de posto n.

Prova: Como A’ é um submddulo de um A-médulo livre e A € principal, entdo pelo item
(a) do Teorema 1.3, se A é um anel de ideais principais, M é A-médulo livre de posto n e M’ é
um submédulo de M entdo M’ € livre de posto < n. Dai, temos que A’ € livre de posto < n. Por
outro lado, temos pela prova do Teorema 1.10 que A’ contém uma base de IL sobre K. Assim,

A’ possui uma base com n elementos. Portanto, A’ é de posto n.

1.6 A terminologia dos corpos numéricos e corpos

ciclotomicos

Definicao 1.26 Qualquer extensdo finita (e portanto algébrica) de Q é chamada um corpo de

niimeros algébricos ou corpo numérico.

Definicao 1.27 Um corpo numérico de grau 2 (resp. 3) é chamado corpo quadrdtico (rep.

ctibico). Para um corpo numérico K, [K : Q| denota o grau de K.

Observacao 1.22 Um corpo numérico sempre possui caracteristica zero, pois contém Q e

consequentemente 7. Os elementos de um corpo numérico K que sdo inteiros sobre 7 sdo
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chamados, os inteiros de K. Eles formam um subanel A de K pelo Coroldrio 1.7. Esse anel A é

um Z-médulo livre de posto [K : Q| pelo Coroldrio 1.10.

Os discriminantes das bases do Z-mddulo A diferem por uma unidade em Z pela Defini¢ao
1.25, uma unidade que é exatamente um quadrado em 7Z pela Proposi¢cao 1.13. Esta unidade
s0 pode ser +1, isto €, o discriminante do Z-mddulo A € um elemento bem definido de Z.
Ele é chamado o discriminante absoluto ou discriminante de K. Frequentemente, por abuso de
linguagem atribuimos a K nocdes que sdo definidas relativas a A. Assim, quando falamos de

ideais (ou unidades) de K, queremos dizer ideais (ou unidades) de A.

Definicdo 1.28 Seja K um corpo. Um elemento { € K tal que (P =1 é chamado uma raiz
p-ésima da unidade. Dizemos que § é uma raiz p-ésima primitiva da unidade se P =1 e

(M £ 1 paral <m< p.

Definicao 1.29 Um corpo ciclotomico é qualquer corpo gerado sobre QQ pelas raizes da

unidade.

Observacao 1.23 Dado um niimero primo p, escrevemos { para p-ésima raiz primitiva da

unidade em (C por exemplo). Estudaremos os corpos ciclotomicos Q|[E]. O niimero £ é uma
XP—1

raiz do polinomio XP — 1. Como § # 1, temos que § é uma raiz do polindmio Y¥—1
XP 1y xP 24 4X+1, 0 qual é chamado polinomio ciclotomico. Para mostrarmos que

este é irredutivel sobre Q precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.8 (Lema de Gauss) Seja A um anel de ideais principais, p um elemento primo de A
eF(X)=X"+a, (X" '+ +a1X +ag € A[X] tal que pla; (0<i<n—1)e ptay. Entdo,
F(X) é irredutivel sobre K o corpo de fracdes de A.

Prova: Suponha que F = GH com G,H € K[X] e ambos polindmios monicos. As raizes
de F' sdo inteiras sobre A. Qualquer raiz de G ou H € uma raiz de F, portanto inteiro sobre
A. Os coeficientes de G (respe. H) sdao somas de produtos de raizes de G (respe. H), eles sdo
portanto inteiros sobre A, pelo Coroldrio 1.6. Como A € um anel de ideais principais, temos que
A é integralmente fechado pelo Exemplo 1.6. Logo, G,H € A[X]. Agora considere F,G e H
como sendo as imagens de F,G e H respectivamente em (A/A,)[x], entdo F = GH. Como por
hipétese pla;, 0 <i<n— 1, temos que F = X", pois F[x] = Zdix’ — F(x) = Zgix,-. Como
A/A, é dominio de integridade, a fatoragdo X" = GH é necessariamente da forma X" = X9X" ¢
(pois, G e H sido monicos), assim G = X% e H=X""9. Se G e H sdo ambos nio constantes,
entdo p divide os termos constantes de G e H. Logo, p2 divide os termos constantes ag de F,

mas isso contraria a hipétese. Logo, ou G ou H € constante e F € irredutivel.
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Exemplo 1.8 O polinémio X> — 2X + 6 é irredutivel sobre Q. Basta tomar p=2 e A =7 no

Lema de Gauss.
Teorema 1.11 Para qualquer niimero primo p o polinémio ciclotomico
XPlyxr 2. 4x41

é irredutivel em Q|x].

XP—1 (Y+1)P—1
X—-1 Y -

Prova: Ponha X =Y + 1. Entdo, X? '+ XP 24+ ...+ X+1=

1
yPl 4 Z (IJ)> Y/~ = F(Y). Se Fi(Y) é irredutivel, entio também o é um polindmio
Jj=r—1

ciclotomico. Observando que p divide cada um dos coeficientes binominais (p ) e p?
J

ndo divide o termo constante (p) = p, concluimos do Critério de Eisenstein que Fi(Y) é

J
irredutivel.

Observacdo 1.24 O teorema acima implica que Q[{] é de grau p — 1, portanto
{1,¢,---, &P~} é uma base para Q[{] sobre Q. Passaremos a estudar o anel dos inteiros
de Q[&] e mostrar que 0 mesmo é Z|L]. Para isso, precisamos calcular alguns tragos e normas

(escrevemos Tr(x) e A (x) no lugar de Troj)/g(x) € Agj¢)/0(x)). Notemos que o conjugado
de { sobre Q sdoos &/, j=1,....p—1.

Observacao 1.25 A irredutibilidade do polinomio ciclotomico implica imediatamente:
THE) =1, Tr(1)=(p—1)1 =p—1

pois, 0 Tr(C) = —a,_o e polinomio caracteristico de { relativo a Q[C] e Q é o polinémio
ciclotomico F(X) = XP~ ' +XP=2 ...+ X + 1. Portanto, Tr({/) = —1para j=1,....p—1le

assim,

Tr(1—{) =Tr(1) +Tr(={) =Tr(1) = Tr({) = Tr(1 =) = = Tr(1-{" ) = p

Por outro lado, pelo Teorema 1.11 temos que o polinémio ciclotémico é Fi(Y) =YP~1 +
pYP=2 4 p, onde Y =X — 1. Como esse é o polindmio minimal de  sobre Q temos que N (Y) =
N (E—1) = (=1)P"'p a partir dai segue-se que N (1 — &) = p, pois N (1 =§) =N [-1({ —
Dl=A (DA (-1 = (D) A(A=0) = (1) (=)' p=(-1)P"Vp=p.

Como a norma de 1 — § é o produto dos conjugados de 1 — {, temos que:

p=(1-0)(1-3) (=g (120)
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Escrevendo A para o anel dos inteiros em Q|[{]. Evidentimente A contém § e suas poténcias.

Provaremos agora que:
A(1-=0)NZ = pZ (1.21)

Sabemos que p € A, pela formula 1.20. Dai, A(1 — §)NZ D pZ. Sendo pZ ideal maximal de
Z, se A(1 —)NZ # pZ é porque A(1 — ) NZ =7, isto é, 1 — § é uma unidade em A. Mas,
neste caso os conjugados (1 —¢7) de (1 —{) também sdo unidades, segue-se da fomula 1.20
que p deve ser uma unidade em ANZ, e assim p~' € Z, o que é absurdo, pelo Exemplo 1.6.

Logo, A(1 — §)NZ = pZ. Vamos agora mostrar que, para qualquery € A,
Tr(y(1-C)) € pZ (1.22)

Cada conjugado y;(1 —§7) de y(1 — &) é um miiltiplo em A de 1 — §/, o que é ele préprio
um miiltiplo de 1 — ¢, pois 1 — /= (1 =) (1+{+---+ /Y. Como o trago é a soma dos
conjugados, temos Tr(y(1 —§)) € A(1 — ). Dai, a equagcdo 1.22 segue imediatamente da

equacdo 1.21, pois o traco de um inteiro pertence a 7, pelo Coroldrio 1.9.
Agora vamos determinar o anel dos inteiros em Q[(].

Teorema 1.12 Seja p um nmiimero primo e { uma raiz p-ésima primitiva da unidade em C.
Entdo o anel A dos inteiros do corpo ciclotomico Q[{] é Z[{] e (1,{,---,{P2) é uma base do
Z-modulo A.

Prova: Como Z C A e § € A temos que Z[{] CA. Sejax=ag+a1{+--+a, 2072,

com ¢; € Q, um elemento de A. Entéo,
x(1=8)=ao(1-)+ar(§ =)+ +apo(LP =P
Dai,

Trix(1=8)] = Trlao(1—¢)+ar(§ =%+ +ap2(EP2 =)
= Trlao(1 =)+ Trlai(§ = )]+ +Trlapo (P2 = £P )]
= Tr(ao)Tr(1 =) +Tr(a)Tr(§ — &)+ +Tr(ay2)T(CP> = (P71

= pao

Pela equacdo 1.22, pag € pZ, assim ag € Z. Como {P = 1, temos temos {” = {{~!, ou
seja, 1 = ¢P~1 dai ! € A. Portanto, (x —a){ ! € A. Logo,

(x_aO)C_l = (ao-I-alC-l----—I—apszp_z—ao)C“ :a1+az(:-|—---—|—ap,2§p_2 €A
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Usando o mesmo argumento de antes, mostra-se que a; € Z. Aplicando o mesmo argumento

sucessivamente concluimos que cada a; € Z,com i =0,...,p —2. Logo, x € Z|[{].

Observacao 1.26 Os resultados dessa secdo extende-se facilmente ao caso de corpos
ciclotémicos Q[t] onde t é uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, com p primo. Um tal

corpo é de grau p"~'(p — 1) e seu anel de inteiros é Z[t]. O polinémio minimal de t sobre Q é:
xr -1

) GANUSDNT' Vs IR A P p——
xXr —1

1.7 Moédulos Noetherianos e alguns preliminares sobre ideais

Definicao 1.30 Um A-modulo M é chamado Noetheriano se o mesmo satisfaz as seguintes
condigoes de equivaléncia:

(a) Toda cole¢do ndo vazia de submodulos de M contém um elemento maximal;

(b) Toda sequéncia crescente de submodulos de M é estaciondria;

(c) Todo submédulo de M ¢ do tipo finito.

Um anel A é Noetheriano se, considerado como um A-modulo, for um modulo Noetheriano.

Observacao 1.27 Quando consideramos um anel como um A-modulo sobre si mesmo, seus
submodulos sdo seus ideais, com isso e em virtude da condigdo (c), dizemos que um anel A é

Noetheriano quando os seus ideais sdo gerados por um niimero finito de elementos.

Exemplo 1.9 Todo anel de ideais principais é Noetheriano, pelo Coroldrio 1.1.

Proposicao 1.16 Seja A um anel, E um A-médulo e E' um submédulo de E. Para que E seja

Noetheriano é necessdrio e suficiente que E' e E /E'" sejam Noetherianos.

Prova: Suponha que E seja Noetheriano. Temos que toda sequéncia crescente de
submodulos de E' é também uma sequéncia crescente de submddulos de E. Sendo E
Noetheriano, toda sequéncia crescente de submédulos de E € estaciondria. Dai, toda sequéncia
crescente de submoédulos de E’ € estaciondria. Logo, E’ é Noetheriano. Considerando o
homomorfismo canoénico ¢ : E — E/E’, o mesmo define uma correspondécia biunivoca que
preserva a inclusdo entre os submddulos de E que contém E’ e os submédulos de E/E'.
Logo, toda sequéncia crescente de submddulos de E/E’, corresponde através de ¢ a uma
sequéncia crescente de submoddulos de E. Como toda sequéncia crescente de submoddulos

de E ¢ estaciondria, temos que toda sequéncia crescente de submédulos de E/E’ também
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¢ estaciondria. Logo, E/E’ é Noetheriano. Reciprocamente, suponha que E’ ¢ E/E’ sdo
Noetherianos. Seja (Fy),>0 uma sequéncia crescente de submédulos de E. Como E’ é
Noetheriano, existe um inteiro ng tal que F, NE' = F,,1 N E’ para todo n > ng, pois F, N E’
¢ uma sequéncia crescente de submddulos de E/. Como E /E’ ¢ Noetheriano, existe um
inteiro n; tal que (F, +E’)/E' = (F,y1 + E')/E’ para todo n > ny, pois (F, +E')/E" é
uma sequéncia crescente de submédulos de E/E’. Logo, F, +E' = F, | + E’ para todo
n > ny. Tome n > sup(ng,n;). Mostraremos que F, = F,, para isto, é suficiente mostrar
que F,+1 C Fy, pois F, C F,y1, ja que (F,),>0 é crescente. De fato, seja x € F, |, como
F,+E' = F,;1 +E' temos que existem y € F, e y,y" € E’ tais que x+y = y+)". Assim,
x—y=y'—y eF, 4 NE =FNE poisy"—y € E' e comox—y € F,;1. Comox—yey
pertencem a F,, temos que (x —y) +y € F,, isto é, x € F,,. Logo, F,+| C F,. Portanto, F,, = F,, ;|

para todo n > sup(ng,n; ). Logo, E é Noetheriano.

Corolario 1.11 Seja A um anel e sejam E\, ..., E, A-mddulos Noetherianos. Entdo o A-médulo
n
produto HE,- é Noetheriano.
i=1
Prova: Faremos inducdo sobre n. Para n = 1 a afirmagdo é verdadeira, pois E; €
Noetheriano. Suponha que a afirmacdo € verdadeira para n — 1, com n > 2. Temos que
(Ey X -+ X E,)/E, é isomorfo a E} X --- x E,_| que é Noetheriano por hipétese. Logo, pela

Proposi¢do 1.16 temos que E; X --- X E, € Noetheriano.

Corolario 1.12 Sejam A um anel Noetheriano e E um A-modulo do tipo finito. Entdo E é um

modulo Noetheriano e portanto todos os seus submodulos sdo do tipo finito.

Prova: Seja E = Ax; +---+Ax, e ¢ : A" — E um homomorfismo dado por ¢(ay,...,a,) =

n
Z a;x;. Assim, A" /ker ¢ é isomorfo a E. Como A é Noetheriano, pelo Corolério 1.11 temos
i=1
que A" = A x --- x A é Noetheriano. Assim, pela Proposi¢do 1.16 temos que A"/ker¢ é

Noetheriano. Logo, E € Noetheriano.

Definicao 1.31 Um ideal p de um anel A é chamado primo se o quociente A/p for um dominio
de integridade. Equivalentemente, se x,y € A —p entdo xy € A —p, isto é, A —p é fechado para

a multiplicagdo.

Definicdo 1.32 Um ideal q de um anel A é chamado maximal se o quociente A/q for um corpo.

Equivalentemente, se para todo ideal p de A tal que q C p C A implicar que q =p ou p = A.
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Observacao 1.28 Todo ideal maximal é primo. A reciproca € falsa, pois o ideal (0) de 7 é

primo, mas ndo é maximal.

Lema 1.9 Seja A um anel, p um ideal primo de A e A’ um subanel de A. Entdo p NA’ é um ideal

primo de A'.

Prova: Seja ¢ : A" — A a aplicagdo de incluséo e 0 : A — A/p o homomorfismo candnico.
Assim, a composta ¢ = co @ : A’ — A/p é um homomorfismo tal que ker = {a’' € A" | ¢(d') =
0}={d €A |d+p=0+p}={d €A’ |d €p}. Assim, ker¢p =A'Nyp. Pelo teorema dos
homomorfismos de anéis temos que A’/A’Np ~ Im¢. Logo, A’/A’Np é um subanel de A/p.
Como p € um ideal primo entdo A/p é um D.I. Como um subanel de um D.I. é também um D.1.
temos que A’/A’Np é um D.I. e dai A’ N p é um ideal primo.

Definicao 1.33 Dados dois ideais a e b de um anel A, definimos o produto de a e b como o
n

conjunto de todas as somas finitas Z aib; de produtos de elementos de a por elementos de b,
i=1

n
isto é, ab = {Zaibi|n>0, a;€ae b e b}.
i=1

Observacdo 1.29 E claro que ab é um ideal de A. Além disso, ab C a e ab C b e daiab C anb,

mas nem sempre ab = aNb, para que ocorra a igualdade é necessdrio que a+b = A.

Observacao 1.30 A multiplicagdo de ideais é associativa e comutativa. De fato, se p,,p, e ;3

sdo ideais de um anel A, entdo

(ngE

=1

(pip2)p; = { (aibi)ci|n>0, a; € p1,b; € py,ci € 133}

(P1Pz)P3 = { ai(bici) ‘ n>0,a; €p.,b€p,,ci € ps}
i=1

(pap2)ps = pa(p.ps3)

Pip, = {

p]_pz = {Zblal|n>0, b,EpZ,CIIEIJl}

B

aibi |n>0, a; € p,,b; GPZ}
1

i=1

Pip, = P2Ps

Dado um A-méodulo E, um submodulo F e um ideal p de A, definimos analogamente o produto

de pF. Este é um submodulo de E.
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Lema 1.10 Se um ideal primo p de um anel A contém um produto a, - - - a, de ideais, entdo p

contém pelo menos um dos ideais «.

Prova: Suponha por absurdo que a; ¢ p para todo i. Assim, existe x; € a; — p para todo i.
Logo, x1x; -+ X, & p, pois p é primo. Mas, x1x;...x, € 4,0, - - a, C p 0 que é absurdo. Portanto,

p contém pelo menos um dos ideais a;.

Lema 1.11 Em um anel Noetheriano todo ideal contém um produto de ideais primos. Em um
dominio de integridade Noetheriano A todo ideal ndo nulo contém um produto de ideais primos

ndo nulos.

Prova: Suponha por absurdo que a familia ¢ dos ideais ndo nulos de A que ndo contém
um produto de ideais primos nao nulos € nao vazia. Como A € Noetheriano, ¢ contém um
elemento maximal q. O ideal q ndo pode ser primo, pois caso contrdrio ¢ nao pertenceria a
¢. Assim, existem x,y € A — q tais que xy € q. Os ideais q+Ax e q+ Ay contém g como um
subconjunto préprio, poisx € q+Axex ¢ q,y € q+Ayey ¢ q. Como q é um elemento maximal
da familia ¢, temos que os ideais q+ Ax e g+ Ay ndo pertencem a ¢. Logo, estes ideais contém
produto de ideais primos ndo nulos p, ---p, C q+Ax e p)---p,, C g+ Ay como xy € g, entdo
(q+Ax)(q+Ay) C q. Logo, py---pap, Py C q 0 que é absurdo, pois q € ¢. Portanto, ¢ é
vazia. Agora seja A um dominio de integridade e K seu corpo de fragdes. Chamamos qualquer
A-submddulo a de K para o qual existe d € A — (0) tal que da C A, um ideal fracionério de A
ou de K com respeito a A. Isso significa que os elementos de a tem um denominador comum
d € A. Os ideais ordindrios de A sdo ideais fraciondrios com d = 1. As vezes os chamamos
de ideais inteiros para distingui-los dos ideais fraciondrios. Qualquer A-submoddulo a do tipo
finito contido em K é um ideal fraciondrio. Isto segue do fato que se {xi,...,x,} € um conjunto

de geradores de a, os x;’s tem um denominador comum d (o produto dos denominadores d;’s

onde x; = a;d;” ' com ai,d; € A) e d € um denominador comum para a. Reciprocamente, se A €
Noetheriano, todo ideal fracionério a é um A-médulo do tipo finito, poisa C d'Ae d~'A é um
A-modulo isomorfo a A. Como A € Noetheriano, todo submddulo de A € do tipo finito. Logo, a

¢ do tipo finito.

Definicao 1.34 Definimos o produto pp’ de dois ideais fraciondrios p e p’ como o conjunto das

somas finitas iny,' ondex;€pey eyp.

Observacdo 1.31 Se p e p’' sdo ideais fraciondrios com denominadores comum d e d’

respectivamente, entdo os conjuntos p Np',p+p’ e pp’ sdo todos ideais fraciondrios. Eles
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sdo claramente A-submdédulos de K e tem como denominador comum d ou d', d +d' e dd’
respectivamente. Os ideais fraciondrios ndo nulos de A constituem um monoide comutativo

sobre a multiplicacdo, isto é, um semigrupo comutativo com unidade.

1.8 Anéis de Dedekind e norma de um ideal

Definicao 1.35 Um dominio de integridade A é chamado um anel de Dedekind se o mesmo é

Noetheriano e integralmente fechado, e se todo ideal primo ndo nulo de A for maximal.

Exemplo 1.10 Qualquer anel de ideais principais é um anel de Dedekind, pois o mesmo é

Noetheriano, integralmente fechado e todos ideal primo ndo nulo seu é maximal.

Teorema 1.13 Seja A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracdes, L. uma extensdo finita de
K, e A" o fecho inteiro de A em IL. Assuma que K tem caracteristica zero. Entdo A’ é um anel

de Dedekind e um A-modulo do tipo finito.

Prova: O anel A’ ¢ integralmente fechado por constru¢do, é Notheriano e um A-mdédulo do
tipo finito pela Proposi¢do 1.16. Resta mostrar que todo ideal primo p’ # (0) de A’ € maximal.
Para isso escolha um elemento x € p’ — (0) e considere uma equacédo de dependéncia inteira de

x sobre A, que possui menor grau possivel.
X"+ ap X" '+ 41X +ay=0, coma; €A (1.23)

Assim, ag # 0, caso contrario x satisfaz uma equagdo de dependéncia inteira de grau menor que
n. Pela equacio 1.23 temos que ag € A’xNA C p'NA, pois ag = —x(x* ' +a, (X" > +---+ay).
Portanto, p’ NA # (0). Como p’ N A é um ideal primo de A pelo Lema 1.9, temos que p’' NA é
um ideal maximal de A, pois A é de Dedekind. Portanto, A/p’NA é um corpo. Mas, A/p' NA
pode ser indentificado como um subanel de A’ /p’ e este € inteiro sobre A /p’ NA, pois A’ é inteiro

sobre A. Assim, A’/p’ é um corpo pela Proposi¢do 1.6. Logo, p’ é maximal.

Teorema 1.14 Seja A um anel de Dedekind que ndo é um corpo. Todo ideal maximal de A é
invertivel no monoide de ideais fraciondrios de A, isto é, se a é um ideal maximal de A existe

um ideal fraciondrio o' de A tal que a'a = A

Prova: Seja a um ideal maximal de A. Entdo a # (0), pois A ndo é um corpo. Ponha

d ={xcK|xaCA} (1.24)
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Claramente, @’ é um A-submddulo de K, qualquer elemento néo nulo de a serve como um
denominador comum para os elementos de M’. Assim, a’ é um ideal fraciondrio de A. E
suficiente mostrar que a’a = A. Pela equacdo 1.24 temos que a’a C A, por outro lado, A C @/,
pois sendo a um ideal maximal de A, dadoa € A,aa Ca CA = a € d. Assim, a =Aa C d'a.
Como a é maximal e a C a’a C A entdo a = d’a ou a’a = A. Dali, resta mostrar que a = a’a
ndo pode ocorrer. Se a'a =a e x € a’ entdo xa C a, x’a C xa C a e xX"a C a para qualquer
n € N, por indugdo. Assim, qualquer elemento niao nulo d € a € um denominador cumum para
todas as poténcias x* de x, n € N. Segue-se que A[x] é um ideal fraciondrio de A. Como A é
Noetheriano, A[x] ¢ um A-médulo do tipo finito, assim x é inteiro sobre A pelo Teorema 1.7.
Mas, A € integralmente fechado, portanto x € A e consequentemente a’a = a implica a’ = A.
Dati, resta mostrar que a’ = A ndo pode ocorrer, para isso, tome um elemento ndo nulo a € a.
O ideal Aa contém um produto de ideais primos nio nulos p, ---p, pelo Lema 1.11. Podemos
tomar n como o menor possivel. Dai, temos a D Aa D p, - --py, isto significa que a D p, para
algum i pelo Lema 1.10, digamos i = 1. Como p, é maximal, pois A é de Dedekind, temos que
a=p,. Ponhaq=p,--pyn, dai Aad D aq e Aa 2 q, pois n é o menor possivel. Assim, existe b €
tal que b ¢ Aa. Como aq C Aa temos que ab C Aa e consequentemente aba~' C A. De acordo
com a definicdo de o, isso significa que ba~! € a’. Mas, como b ¢ Aa temos que ba~! ¢ A.

Assim, a’ # A e consequentemente a’a # a. Logo, a’a = A como queriamos provar.

Teorema 1.15 Seja A um anel de Dedekind e P um conjunto de ideais primos ndo nulos de A.
Entdo:

(a) Todo ideal fraciondrio ndo nulo q de A, pode ser unicamente expresso na forma:

q= H anﬁ(q)

acP

onde, para qualquer a € P, n,(q) € Z e para quase todo a € P, n,(q) =0

(b) O monoide dos ideais fraciondrios ndo nulos de A é um grupo.

Prova: Primeiro provaremos a existéncia de (a), isto €, que qualquer ideal fraciondrio q é
um produto de poténcias (> 0ou < 0) de ideais primos. Existe d € A — (0) tal que dq C A, isto
é, tal que dq é um inteiro de A, q = (dq)(Ad)~!. Sem perda de generalidade, podemos provar
(a) para ideais inteiros. Prosseguindo como no Lema 1.11, considere a cole¢do ¢ dos ideais
nao nulos em A que ndo sdo produto de ideais primos. Suponha que ¢ nado € vazia. Como A é
Noetheriano, ¢ possui um elemento maximal p. Entdo p # A, pois A € produto da colecio vazia
de ideais primos. Assim, p estd contido em um ideal maximal a, que é um elemento maximal na
colec@o de ideais ndo triviais de A que contém p. Seja a’ o ideal fraciondrio inverso de a. Como

p C atemos que pa’ C aa’ =A. Como a’ D A temos que pa’ D p. De fato, pa’ # p, pois se pa’ =p
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e x € a’ entdo xp C p, X" C p para todo n, x € inteiro sobre A e x € A. Mas, isso € impossivel,
pois a’ # A, caso contrério terfamos a’ = A e aa’ = a. Pela maximalidade de p em ¢, temos que
pa’ & ¢, assim pa’ = a, - - - a,. Multiplicando por a temos que p = adg, - - - a, 0 que € absurdo, pois
p € ¢. Logo, todo ideal inteiro de A € produto de ideais primos. Provaremos agora a unicidade
em (a). Suponha que | | a"®) = I1 a™®)isto ¢, [Tyepa™P) =) = A. Se n(p) —m(p) # 0 para

acP acP
algum ideal primo a € P, podemos separar os expoentes positivos e negativos e escrever

(0] o I8 ISk
a] ...ar”_al ...ak

onde aj,a’; € P, o; > 0e fB; >0, a; # a'; para todo i e j. Assim, a; contém a’[fl -~~a’,€"

pelo
Lema 1.11, dai a; D a’j, digamos a; D a';. Mas, a; e a’; sdo ambos maximais, o que implica
que a; = a1, o que é uma contradi¢do, pois a; # a’; para todo i e j. Finalmente, temos que

H a9 ¢ o inverso de H ") ¢ isto prova (b).
acP acP

Observacio 1.32 Temos abaixo algumas formulas as quais n,(q) denota o expoente de a na

fatoragdo de q em um produto de ideais primos. Veja:

np(pq) =np(p) +np(q)
qCA&np(p) >np(q), VaeP
pCqgeny(p)>ny(q), VaecP (1.25)
np(p+q) =inf{n,(p),n,(q)}

np(p (g = sup{np(p), np(q)}

Observacio 1.33 As vezes escrevemos A (x) no lugar de N ().

Proposicao 1.17 Seja K um corpo numérico, n seu grau e A o anel dos inteiros de K. Se x é

um elemento ndo nulo de A, entdo |V (x)| = card(A/Ax).

Prova: Sabemos que A € um Z-mddulo livre de posto n e Ax é um Z-submoddulo de A,
também de posto n, pois a multiplicacao por x implica A em Ax isomorficamente. Pelo Teorema
1.3 existe uma base {ey,...,e,} do Z-médulo A e elementos ¢; de N tais que {cjeq,...,che,}

¢ uma base de Ax. Além disso, o grupo abeliano A/Ax é isomorfo ao grupo abeliano finito

n
HZ /ciZ, cuja ordem € ¢ - - - ¢,. Escreva u para a aplicacdo Z-linear de A em Ax definida por
i=1
u(e;) = cie; para i = 1,...,n. Temos que det(u) = ¢ ---c,, por outro lado, {xey,...,xe,} é

também uma base para Ax. Existe assim um automorfismo v do Z-médulo Ax tal que v(c;e;) =
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xe;. Entdo det(v) ¢ invertivel em Z, portanto det(v) = £1. Mas, vu é uma multiplicacdo por
x, e seu determinante é, por defini¢ao, .4 (x). Como det(vu) = det(v)det(u) podemos concluir
que A (x) = £cy -+ ¢, = tcard(A/Ax).

Definicio 1.36 Dado um ideal inteiro néo nulo p de A, chamamos o niimero card(A/p) a norma

de p é denotada por N (p).

Observacao 1.34 Note que N (p) é finita. De fato, se x é um elemento ndo nulo de p
entdo Ax C p e A/p pode ser identificado com um quociente de A/Ax. Assim, card(A/p) <
card(A/Ax), que é finita pela Proposi¢cao 1.17. Por outro lado, vemos que para um ideal

principal Ay temos N (Ay) = |4 (y)|.

Proposicao 1.18 Seja K um corpo numérico, n seu grau e A o anel dos inteiros de K. Se p e q

sdo ieais inteiros ndo nulos de A, entdo N (pq) = A (p) A (q).

Prova: O ideal q se fatora em um produto de ideais maximais pelo Teorema 1.15,
daf é suficiente mostrar que .4 (pb) = A (p).4'(b) para b maximal. Como pb C p temos
card(p/pb) = card(A/b). Agora p/pb pode ser considerado como um espago vetorial sobre
A/b. Seus subespagos sdo seus A-submoédulos, eles sdo da forma a'/pb onde o’ é um ideal tal
que pb C a’ C p. Mas, a férmula 1.25 implica que ndo existem ideais entre pb e p. Portanto, o

espaco vetorial p/pb é de dimensao 1 sobre A/b. Logo, temos que card(p/pb) = card(A/b).
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2.1 Subgrupos discretos do R”

As demonstragdes feitas nesta secao foram baseadas em [Samuel 2008]

Definicao 2.1 Um subgrupo ¢ de R" ¢é discreto se, e somente se, para todo subconjunto

compacto K de R", a intersecdo 7 NK é um conjunto finito.

Exemplo 2.1 Z" é um subgrupo discreto de R".

Teorema 2.1 Seja 77 um subgrupo discreto de R", entdo € é gerado, como um Z-modulo,

por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.
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Prova: Seja {ej,...,e;} o conjunto dos elementos de . que sdo linearmente

independentes sobre R, onde r é o maior possivel (r < n). Considere

,
gZ:{XERn|x:ZO£i€i,O§OCiS1} 2.1)
i=1
o paralelepipedo construido com esses vetores. Temos que & é compacto. Assim, & N é
finito, pois 7 é discreto. Tome x € 7. Pela maximalidade do conjunto {ey,...,e,}, segue

que:

X = i 7L,~e,~
i=1

Pois, se x ndo fosse combinagdo linear dos vetores ¢;’s entdo {ej,...,e,,x} seriam L.I., 0 que
contraria a maximalidade de r. Para j € Z, defina:

-
xj=jx—) ke (2.2)
i=1
onde [ut] denota o maior inteiro menor ou igual a 4 € R. Assim,

Xj = J(Zr, /liei) - g[ﬂi]ei

i=1
Xj = Zj).iei— Z[]?L,]e,
i=1 i=1

Logo,
xj=Y (jAi—[jA])ei 2.3)
i=1

Como

i jAi > [jA] = jAi—[jA] =0

ii. jA4<[jA]+1=jA4—[jA] <1

segue que x; € &. Por outro lado, pela equagdo 2.2, temos que x; € 7. Dai, x; € Z NI
Fazendo j =1 em 2.2, temos que:

r r

X]=x— Z[)Li]ei =XxX=x1+ Z[li]ei

=1 i=1

Assim, o Z-médulo 77 é gerado por & N .7 e dai € do tipo finito. Por outro lado, como

x; € NI, PNA ¢ finito e Z ¢ infinito, entdo existem inteiros distintos j e k tais que



2.1 Subgrupos discretos do R" 48

xj = x;. Logo, pela equagdo 2.3, temos:

-

Y GAi—[jA)e =

i=1

(kl [kl,] )ei

r

~.
—_

-

Z])L —kA)e; =

i=1

(] = [kAi e

~.
—

Assim,

M\:

(JAi — kAi — [jAi] + [kAi])e; = 0

l:

Sendo os ¢;’s linearmente independentes, temos:

jli —kA; — []Al] + [k)t,] =0

isto é,

(J—Kk)Ai = [jAi] — [kA]

Dessa forma, os A;’s séo racionais. Logo, o Z-md6dulo 7 é gerado por um nimero finito de
elementos, que sdo combinagdes lineares de ¢;’s com coeficientes racionais. Seja d € Z — (0) o

denominador comum desses coeficientes. E valido que:

,
dt C Z Ze;
i=1

De fato, se a € d77, entdo existem Uy,..., U, € Q, tais que:

a=d(ue+---+ ey

Dai, existem a;,b; € Z,comi=1,...,r de modo que:

a=d (b—]el +- +b_,er>

Como d é o denominador comum, temos que d = by ... b,
Desta Forma,

a = b1 b (b—l€1+ +b—r€r)

a = by---yaje; +biby--rager+---+biby o 1are,
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Logo,
-
ac Z Ze;
i=1
-
Concluimos que existe uma base { f,}izlmr do Z—m(’)duloz Ze; e inteiros ¢, comi=1,...,r,

i=1
tal que {ay f1,...,0f,} gera dsZ, pelo Teorema 1.3. Como o Z-médulo d.7 possui 0 mesmo
r

posto que 7 e além disso S D ZZe,-, entdo o posto de d.7# € maior ou igual a r. Pela

i=1
maximalidade de r decorre que o posto de d.77 é r e os @;’s sdo ndo-nulo, pois caso contrario

d.7¢ nao teria posto. Dai, os f;’s sdo linearmente independentes sobre R. Portanto, o médulo
d7¢ e consequentemente .77, € gerado, sobre Z, pelos r vetores linearmente independentes
sobre R.

Definicao 2.2 Um subgrupo discreto de R", de posto n, é chamado um reticulado em R".

Observacao 2.1 Pelo Teorema 2.1, um reticulado é gerado sobre 7. por uma base de R", que é
entdo uma Z-base para o dado reticulado. Para cada Z-base a = {ey,...,e,} de um reticulado

I escrevemos Py para o paralelepipedo semi-aberto

.
Po=xeR"x= Z(X,-e,-,OS o <1
i=1

1=

Vamos denotar por L a medida de Lebesgue em R", isto é, se S é um subconjunto mensurdvel

de R", u(S) é a sua medida, que também pode ser chamado seu volume.

Definicdo 2.3 Seja 7 C R" um reticulado, com Z-base o = {ey,...,e,}. O conjunto
r
Py = xERn;X:Z(Xiei,OS o<1
i=1

é chamado de regido fundamental de 7€, com relagdo a base a. = {ey,... e, }.

Definicao 2.4 Sejam 5 C R" um reticulado e v = {vy,...,v,} uma base de 7. Se v; =

(Vily---,Vin) para i =1,....n, chamamos de matriz geradora do reticulado 7¢ a matriz
Vil Viz Vi
V21 V22 ottt Vo
(Aij) =

Vnl V2 - Vmn
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A matriz (Bjj) = (A;j)(Aij), onde t denota a transposta, é chamada de matriz de Gram do

reticulado.

Exemplo 2.2 7 = 72 é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e; = (0,1), com

regido fundamental descrita na figura abaixo.

Figura 1: Regido fundamental de 72

Exemplo 2.3 # = 73 ¢ um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e

e3 = (0,0,1), com regido fundamental descrita pela figura abaixo.

S e e
?_;_:__,J:__‘ | |

Tttt

4

Bl MW,
T

Figura 2: Regido fundamental de Z>

Lema 2.1 O volume u(2,) é independente da base e = {ey,...,e,} escolhida para 7€ .

n
Prova: Seja f = {fi,..., f,} uma base para .7. Entdo f; = Z ojjej, com 0 € Z. Assim,

i=1
u(Zy¢) = |det(a;)|u(Z.) (resultado do calculo de volume em andlise). A matriz (¢;), sendo
associada a uma mudanca de base, ¢ invertivel (resultado de dlgebra linear). Logo, det(o;;)
¢ também invertivel. Como (@; j) ¢ uma matriz inteira, entao seu determinante € um ndmero
inteiro. Logo, det(¢;;) = %1, pois os tnicos inteiros inversiveis sdo 1 e —1. Portanto, u(#y) =

L.u(Z,), isto é, u(Zs) = u(Ze).
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Observacao 2.2 O volume do paralelepipedo &, associado a base e de € é chamado o

volume do reticulado 5 e é denotado por Vol( ).

Teorema 2.2 (Minkowski) Seja 77 um reticulado em R" e seja S um subconjunto mensurdvel

de R" tal que 1 (S) > Vol(). Entdo, existem dois pontos distintos x, y € S tal que x—y € H

Prova: Sejae = {ey,...,e,} uma Z-base de 7 ¢ &, o paralelepipedo associado a e. Como
Z, € um dominio fundamental para 7, ou seja, todo ponto de R” € congruente mod 7 a

um e somente um ponto de &, entdo

R"= | J (h+Z.)
het

Como

S=SNR"= Sﬂ(U h+32) U sin(h+ 2.)]
het hest

Dai,

(US N(h+ Z,)] ) Y, ulsn(h+ 2.)| (2.4)

he A he A

Como u € translacdo invariante,
pSN(h+ Z.)| = pl(—=h+S)N 2]

Os conjuntos (—h+S)N P, com h € 7, ndo pode ser dois a dois disjuntos, caso contrério

w(Z) > Z U(—h+S)NZ, o que contraria a equacdo 2.4 e a hipétese u (2, ) = Vol () <
hest
1L(S). Consequentemente, exite dois elementos distintos e &’ de 7 tal que —h+x= —h'+y.

Entdo,x—y=h—Hh € # ex#y,assimh#h.

Corolario 2.1 Seja € um reticulado em R" e S um subconjunto mensurdvel de R" que é
simétrico em relacdo a origem e convexo. Assuma que S satisfaz as seguintes condicoes:

(a) u(S) > 2"Vol()

(b) u(S) >2"Vol(H) e S é compacto.

Entdo, SN (2 —{0}) # 0.

Prova: No caso (a) apliquemos o Teorema 2.2 para o conjunto S’ = %S onde u(S') =
27"u(S) > Vol (). Seja y e z pontos distintos de S, tal que (y —z) € . Entdo y — z também
pertence a S,y —z = 5[
(y—2) €SN (A —{0}).

2y+ (—2z)] e S é simétrico em relag@o a origem e convexo. Portanto,
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Para provar o caso (b) usaremos o caso (a) para (1+ €)S para € > 0. Entdo, (/7 —
{0})N(1+€)S é um conjunto ndo vazio compacto, isto &, finito, pois é compacto e discreto.

Além disso, () [(# —{0})N(1+¢)S] # 0. Como essa intersegdo € ndo vazia, temos que

>0
os conjuntos compactos alinhados nunca se anulam. Isto siginifica que existe um ponto de

A — {0} que pertencem a (1+ €)S para todo € > 0. Logo, como S é compacto, o ponto de
A — {0} pertencem a S também.

2.2 A imersao candnica de um corpo numérico

As demonstragdes feitas nessa se¢do foram baseadas em [Samuel 2008]

Seja K um corpo numérico de grau n (corpo extensao de Q de grau n). Vimos na secdo 1.4
pelo Teorema 1.8 que existem exatamente n isomorfismos distintos ¢; : K — C. Sejaoc: C — C
a conjuga¢do complexa. Entdo, para cada i = 1,...,n, temos que xoo; =0, 1 < j<ne

o; = 0; se e somente se 0;(K) C R.

Veja que:

0o00;=0,= a(0too;) =0(0;) = ®00; =0; = 00 0; =0

Assim, os monomorfismos complexos ocorrem em pares complexos conjugados. Escreva
r1 para o nimero de indices tal que o;(K) C R. Entdo, n — r; é um niimero par. Logo, podemos
escrever:

n—ri=2rmn=r+2rn=n

Vamos reenumerar os o; s de modo que 0;(K) C R, para 1 <i < rj e tal que Gj,(x) =
Gj(x), parar;+1 < j <r;+rp. Assim, os primeiros r; + r, isomorfismos determinam os

ultimos ;. Para x € K, defina:
o(x) = (01(x),02(x), ..., 001, (X))

Chamamos ¢ a imersdo candnica de K em R"! x C"2, isto ¢ um homomorfismo injetivo de

anéis, e vamos identificar R x C”2 com R".

Proposicao 2.1 Se M é um Z-submddulo livre de K de posto n e se (x;)1<i<n é uma Z-base de

M, entdo o (M) é um reticulado em R", cujo volume é

Vol(o(M)) =277 det. (;(x))
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Prova: Para i fixado, as coordenadas de o;(x;) com respeito a base candnica de R” sdo:
01 (xi)7 -3 0ry (xi)vR(GrH-l (xi))al(crﬁ-l (xi))a e 7R(6V1+r2 (xl'))J(GVH-Vz (xi))a (2.5)

onde R e I denota respectivamente o nimero real e imagindrio. Vamos calcular o determinante

D da matriz cuja i-ésima coluna € dada por 2.5.

o1 (x1) o1 (x;) o1 (xn)

02 (x1) 02 (i) 02 (xn)

Or (xl) Ory (xi) Or (xn)
D=\ R(0,11(x1)) R(0r41(xi)) R(Gr,+1(xn))

I(GrlJrl(xn))

1(0y,+1(x1)) 1(07+1(xi))

R(Gr 4r,(x1)) R(Gr 1r, (%)) R(Gr4r, (xn))

[(Grl-H’z(xi)) I(GV1+V2(xn))

I(Grl+rz(x1))

1 1
Usando as férmulas R(z) = E(Z+Z) el(z) = Z(Z —2), z€ C, temos:

o1(x1) o1 (x;) o1 (xn)
O(x1) o2 (xi) 0 (xn)
Or (xl) Or (xi) Or (Xn)

%(O'r,+| (x1)+m)

3 (01 (x1) — 6,11 (x1))

(Gry 41y (X1) + Ory 1y (x1))

2
1.

Z(Gr1+r2(xl) 76r1+r2(x1))

(Gry41(x7) + Gy 11 ()

- ol—

(0 +1(x) — 07, 1 (x0))

)

(Cryry (Xi) + Oy 4y (32))

1
2
l.

Z(GV1+V2 (xi) — Ori+r, (x:))

(GrlJrl (xn) +Gr1+l (xn))

|— o=

i(o-r1+1(xn) - 0-r1+1(xn))

)

(Cry 41y (Xn) + Ory 1, (X))

2
1,

2% (Cry 41y (Xn) = Ory 1y (X))
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D_1
- \2

S
I

€

) )

) )

I 1

212 (2i)"

o1(x1)

Gz(xl)

Gr[ (X|)

O +1(x1) + O 41 (x1)

Cr+1(X1) = Op 41 (x1)

Or|+ry (X[) + Ory+ry ()C] )

Or|+ry (xl ) —Ori4r, ()C])

o1(x1)

Gz(xl)

Ory (xl)
207,41 (x1)

Cry+1(x1) = Oy 1 (x1)

267,11, (x1)

Gr] +r (X] ) - o-rl +r (X] )

O] ()Ci)

O (x,-)

Grl (xi)

Gy +1(Xi) 4 Oy 1 (%)

Oy +1(Xi) = Op 11 (X0)

Or|+ry (Xi) + Ori+ry (X,‘)

6r| +ry (X,‘) - Gr| +ry (X,‘)

O] ()Ci)

O (x,')

Ory (X,')
20, +1(xi)

O+ 1(Xi) — Oy 11 (X0)

26741, (xi)

6r| +ry (X,‘) - Gr| +ry (X,‘)

O] (x,,)

O (xn)

NE™)
O +1 (xn) + O +1 (xn)

Oy +1(Xn) = Opy 1 (xn)

o-rl +ry (xn) + Gr] +ry (xn)

Gry+1y (Xn) = Ory 1y (Xn)

O] ()C,,)

O (xn)

Oy, (xn)
2(7,1 +1 (xn)

Oy +1(Xn) = Opy 1 (xn)

2641, ()

Gry+1y (Xn) = Ory 1y (Xn)

o1 (x1) o1 (xi) o1 (%n)
(o)) (xl) (029 (x,») (02 (xn)
Ory (xl) Or (xi) Or (xn)
22 = (Zi)_rz Gr1+1(x1) G”l‘H(xi) Gr1+1(xn)
O +1(x1) Ory+1(xi) Gry+1(Xn)
Gr] +r (.X'] ) Grl +ry (xi) Grl +ry (xn)
Or 41y (xl ) Or 41y (xi) Ori+r, (xn)
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Assim, obtemos D = (2i) " <d_e.t< (0j(x;)). Como os x;’s formam uma base para K sobre
,1

Q, pela Proposigdo 1.15 temos que_ de;(crj (xi)) # 0 e portanto D # 0. Dati, os vetores o(x;) sdo

linearmente independentes em R” e geram 6(M), ou seja, o(M) é um reticulado do R”. Do fato
n

de (x1,...,x,) ser uma Z-base de M, temos m = Z aix;, com a; € 7, para todo m € M. Assim,
i=1

-

oc(M)=

n n
o(aix;) = Zaic(x,-), com a; € Z, ou seja, (M) = {Zaic(x,-) |a; € Z}. Dati,

i=1 i=1 i=1

_ — (D7)~ "2 (x: )| =072 (s
Vol((M)) = |D| =|(20) " det o;(x)| =277 det_ oj(x).

Logo, Vol(c(M)) =27"2| det o;(x;)|.

1<j,i<n

Proposicao 2.2 Seja d o discriminante absoluto de K, A o anel dos inteiros de K e p o ideal

inteiro ndo nulo de A. Entdo, 6(A) e 6(p) sdo reticulados, com respectivos volumes,

Vol(6(A)) = 27"(d|2, Vol(a(p)) = 27" |d|2.A ().

Prova: Sabemos que A e p sdo Z-mddulos livres de posto n. Assim, pela proposicao 2.1
temos que o (p) e 6(A) sdo reticulados do R" e que Vol(o(A)) = 27"2|det0;(x;)|1<i j<n, Onde
d|? = |detoy(x))],

portanto Vol(c(A)) = 27" 2\d|%. Para a segunda férmula, temos que o(p) é um subgrupo de

{x1,...,%,} é uma Z-base de A. Pela Proposi¢do 1.15, d = det(0;(x;))? e daf

0 (A) de indice .4 (p) (pela defini¢do 1 da se¢do 5 do capitulo 3), uma vez que A/p é isomorfo
ao(A)/o(p). Além disso, como um dominio fundamental de o (p) € a unido disjunta de .4 (p)

copias de um dominio fundamental de 6(A), segue-se que Vol(o(p)) =27"2|d |%JV (p). Logo,

Vol(6(A)) = 27"2(d|2 e Vol(a(p)) = 2" |d|2.4 (p).

Exemplo 2.4 Se K= Q({s), onde {s = ¢S, entdo seu anel dos inteiros é Z[Cs) e {1,85} é uma

Z-base. Como K ¢é totalmente imagindrio, segue que r, = 1, e assim

1
vol(oe(zig)) = Lfaer| T T
o(1) 02(&s)
1 1 s 111 iv/5 | V3 .
g :5_5‘7‘<‘5 T)‘:E\@
e

Portanto, a imagem do homomorfismo canénico o (Z[\/5]) é um reticulado de posto 4, cujo

volume é —.
2
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Os exemplos das secOes a seguir foram baseados em [Ferrari 2008. 105f], [Alves 2005.
125f] e [Naves 2009. 88f]

2.3 Empacotamento esférico

O problema cldssico de empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de
esferas idénticas no espago Euclidiano » - dimensional de forma que a fracdo do espago coberto
por essas esferas seja a maior possivel. Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos
principais problemas € a obtencao de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo
tempo manipuldveis. Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos da

nocao de volume.

O volume no R" € bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R - espaco V n
- dimensional através do isomorfismo natural entre R"” e V , e definido por meio de uma base
{vi,...,vn}. Além disso, é possivel restringir a subconjuntos C de V que sdo reunides finitas da
regido fundamental, usando apenas as seguintes propriedades de volume:
(@) Vol(x+C) =Vol(C), ¥V xeV
(b) Vol(yC) =y"Vol(C), V ye R, y >0
(c) Se CNC’' =0 entdo Vol (CUC") = Vol(C) + Vol (C"), onde C’' também é um subconjunto de
V.

Definicdo 2.5 Sejam 7 C R" um reticulado, o0 = {v1,...,v,} uma base de 7 e Py a regido
fundamental. Se vi = (vi1,...,vip) parai=1,...,n, definimos o volume da regido fundamental

P, como 0 modulo do determinante da matriz

VIl V2 ot Vin
V21 V22 ot V2p
YVl Vn2 ° Vmn

Definicdo 2.6 Sejam 7 C R" um reticulado e v = {vy,...,v,} uma base de 7, onde v; =

{Vily---yVin} para i = 1,...,n. Definimos o discriminante do reticulado ¢ por Disc(F) =
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(detB;;)?, onde

Vil V12
V21 V22
Vnl Vn2

Vin

V2on

Vin

Exemplo 2.5 Seja 7 C R? um reticulado, B = {(1,1,2),(0,3,1),(—1,3,2)} uma base de ¢

e &g a regido fundamental. Assim,

1 12
Vol(Zg)=| 0 3 1 |=|—4=4
-1 3 2
Definicao 2.7 Seja 7 C R" um reticulado com base oc = {vy,...,v,}. Definimos o volume do

reticulado 7€ como sendo o volume da regido fundamental Py, isto é, Vol() = Vol(Py)

Definicao 2.8 Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma

distribuicdo de esferas de mesmo raio no R" de forma que a interseccdo de quaisquer duas

esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o

conjunto dos centros das esferas e o raio.

Definicao 2.9 Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos

centros das esferas formam um reticulado 7€ de R".

Exemplo 2.6 77 = 72 é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e; = (0,1), com

regido fundamental P e uma translagcdo P+ [ descrita na figura abaixo.

4

-
-

F— -

- -

L] L

- -

Figura 3: Uma translacio de Z?
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Definicao 2.10 Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado 7€ com v =
{vi,...,va} uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento como sendo a

propor¢do do espaco R" coberta pela unido das esferas.

Exemplo 2.7 Empacotamento do reticulado € = 7.

Veja:
[ ] L ] L ] L ] L ] L ] [ ] L ] L ]
[ ] [ ] L] [ ] L ] L ] [ ] L] L ]
OO0 00O0E
009008
— ( ‘.\CX%‘H.%X"\/ -
NO0GE00T
[ ] L ] (. .i:.Y. [ ] _I} L]
[ ] L ] L] [ ] L ] L ] [ ] L ] L ]
[ ] L ] L] [ ] L ] L ] [ ] L ] L]

Figura 4: Empacotamento de Z>

Observacao 2.3 No empacotamento associado a um reticulado 7€ em que as esferas tenham
raio mdximo. Para determinacdo deste raio, observamos que, fixado k > 0, a intersec¢do do
conjunto compacto {x € R" | |x| <k}, como o reticulado 7 é um conjunto finito, de onde segue
que o niimero Distyn (€)= min{|A| | A € S, A # 0} estd bem definido e (Distyn(7))* é
chamado de norma minima. Observamos que p = Distyin(.7)/2 é 0 maior raio para o qual
é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de 7€ e obter um empacotamento, assim p
é chamado raio de empacotamento do reticulado. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados. Denotando por (p) a esfera com centro na

origem e raio p, temos que a densidade de empacotamento de 7 é igual a

AH) = Volume de uma esfera de raiop  Vol(#(p))  Vol(%(1))p"
B Volume do reticulado - Vol(#)  Vol(sF)

pois, sendo HB(p) uma esfera em R" com centro na origem e raio p, sabemos que seu volume
é dado por Vol(B(p)) = Vol(%(1))p". Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro

pardametro, chamado de densidade de centro, que é dado por

pl’l
"= i)

Logo, temos a seguinte relacdo

A(A) = Vol(B(1))5 ()
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ou seja, a densidade de empacotamente de 7 é igual ao produto entre o volume da esfera com

centro na origem e raio 1 e a densidade de centro §( ).

Exemplo 2.8 Se 77 = 72, com base B = {(2,0),(1,1)}, entdo p = /2/2, Vol(B(1)) =m e 0

volume do reticulado é dado por

1
e a densidade de centro é §( ) = T Logo, a densidade de empacotamento é dada por

Exemplo 2.9 Se 7 C 73, com base B = {(4,0,0),(0,3,0),(0,2,1)}, entdo p = \/5/2,
4
Vol(#A(1)) = ?ﬂ e o volume do reticulado é dado por

Vol()=10 3 0 |=12

5V5

e a densidade de centro é § () = 96 Logo, a densidade de empacotamento é dada por

A(A) = 5’;f

2.4 Alguns reticulados e suas propriedades

Nesta se¢do apresentamos as defini¢des de reticulados conhecidos na literatura e que
possuem densidade de centro boas. Além disso, € provado que essas densidades sdo as melhores
até a dimensdo 8. Em dimensdes maiores que 8, existem reticulados com densidades de centro
6timas (Kjo e Ayg), e existem reticulados com densidades de centro recordes, mas nao se sabe

se essas densidades sdo boas.

Definicao 2.11 (Reticulado » - dimensional A,)) Para todo n > 1, temos que A, =
{(x0,.--,Xn) € Z" | xo+ -+ x, = 0} € um reticulado. Assim, por definicdo, A, estd
n

contido no hiperplano in = 0 e possui uma matriz geradora M, dada por
i=0
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-1 1 0 0 0
0 -1 1 0 O
0 0 -1 0 O
0 0 O -1 1

onde, o raio de empacotamento é dado por p = /2 /2 e a densidade de centro é 6 = 21/ 2(n+
1)-1/2,

Exemplo 2.10 Reticulado 2 - dimensional A;. O reticulado A, é formado por todos os pontos

(x0,x1,x2) de 73 que pertencem ao plano xo+ x1 +x3 = 0, contido em R. A figura mostra a

disposicdo dos pontos do reticulado no espaco tridimensional, assim como o empacotamento
associado. O raio de empacotamento é dado por p = \/i/ 2 e a densidade de centro é § =

1/ 2v/3 = 0,28868, que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 2.

Definicao 2.12 (Reticulado » - dimensional D,)) Para todo n > 3, temos que D, =

{(x1,...,x0) €Z" | X1+ -+ x4 é par} é um reticulado. Possui uma matriz geradora M, dada
por
-1 -1 0 --- 0 O
1 -1 0 0 O
0o 1 -1 0 O
0O 0 O 1 -1

onde, o raio de empacotamento é dado por p = /2 /2 e a densidade de centro é 6 = 2-(12)/2,

Exemplo 2.11 Reticulado 3 - dimensional D3. O reticulado D3 é formado por todos os pontos
(x1,x2,X3) € 73 tal que x1 + x +x3 é um niimero par. Uma matriz geradora para D3 é dada

por
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A figura abaixo mostra o arranjo das esferas do empacotamento associado a Ds.

O raio de empacotamento é dado por p = \/E/ 2 e a densidade de centro mdxima para

dimensdo 3 é § = 1/4v/3 = 0,17678.

Exemplo 2.12 Reticulado 4 - dimensional Dy. O reticulado D4 é formado por todos os pontos
(x1,x2,x3,X4) € 7% tal que x| + xp +x3 + x4 é um niimero par. Uma matriz geradora para Dy é

dada por

-1 -1 0 O
I -1 0 O
O 1 -1 0
o o0 1 -1

O raio de empacotamento é dado por p =/2/2 e a densidade de centro é § = 1/8 = 0,125,

que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 4.

Exemplo 2.13 Reticulado 5 - dimensional Ds. O reticulado Ds é formado por todos os pontos
(x1,%2,X3,X4,X5) € 7 tal que x| +x3 +x3 + x4 + x5 € um niimero par. Uma matriz geradora

para Ds é dada por
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-1 -1 0 O
I -1 0 O
0O 1 -1 0

O raio de empacotamento é dado por p = /22 e a densidade de centro é § = 1/8v/2 =0,8839,

que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 5.

Definicao 2.13 (Reticulado 8 - dimensional Eg) O reticulado Eg é definido por

1
Eg:{(XO,...,Xg)ERS ‘inEZOMX,'EZ—I—E, Zx,-EO modZ}

Uma matriz geradora para este reticulado é dada por

O o o0 0 -1

0 0 0 0 0

1

—1

0

1

0

0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1)2

O raio de empacotamento é dado por p = +/2/2 e a densidade de centro é § = 1/16 = 0,06250,

que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 8.

Definicio 2.14 (Reticulado 7 - dimensional E7) O reticulado E7 é definido por E7 = {x €

Eg | xv = 0, para algum vetor minimal v € Eg}. Uma matriz geradora para este reticulado é

dada por
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1 0 0 0 O
O 1 0 0 0
0o 0 1 0 0
o 0 0 1 0
1/2 1/2 172 0 1)2
0 1/2 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2 1/2

1/2

0

0

1/2

O raio de empacotamento é dado por p =/2/2 e a densidade de centro é § = 1/16 = 0,06250,

que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 7.

Definicio 2.15 (Reticulado 6 - dimensional Eg) O reticulado Eg é definido por Eg¢ = {x €

Eg|xv=0,Vx eV}, onde V é um A, - subreticulado em Eg. Uma matriz geradora para

este reticulado é dada por

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

12 1/2 1/2 12 —=1/2 —=1/2 —1/2 —1/2

O raio de empacotamento é dado por p = \/2/2 e a densidade de centro é § = 1/8/3 =

0,07217, que é a densidade de centro mdxima para dimensdo 6.

Definicio 2.16 (Reticulado laminado A,) Seja A9 ={A}, onde A é um ponto do R". Paran >

1, tomemos todos os reticulados n - dimensionais com norma minima igual a 4, que tenham no

minimo um subreticulado A, e selecione aqueles com discriminante minimo. Este reticulado

é chamado de reticulado laminado A,,.

Observacao 2.4 Até a dimensdo 8, para as familias de reticulados definida acima, temos as

seguintes equivaléncias: N =7 = A1, A3 = A3 = D3, As = Ds, A7 = E7, Ay = Ay, Ay = Dy,

Ag = Eg e Ag = Eg.
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3.1 Preliminares

Sabemos que um reticulado » - dimensional é um subgrupo discreto de R” de posto n e este

n
pode ser descrito como um conjunto 7 = {Z ajui |a; € Z y onde cadau;, i =1,...,n, é uma

i=1

matriz 1 X n com entradas em R, e o conjunto {uy,...,u,} é linearmente independente sobre R.

Definicao 3.1 Seja 7 um reticulado n - dimensional. O raio de empacotamento de ),
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denotado por p, é definido por

1
p= Emin{d(x,y) s X,y €A, x £y},

onde d(x,y) € a distdncia euclidiana em R". Em palavras, o raio de empacotamento é a metade

da distancia minima entre os pontos do reticulado.

Definicdo 3.2 O volume de ¢, denotado por Vol(F), é definido como o volor absoluto do

determinante da matriz geradora do reticulado ¢ .

Definicio 3.3 A densidade de centro do reticulado F, denotado por §(.F), é definido por

pn
"= i)

Definicao 3.4 O "kissing number"do reticulado 7, denotado por Kiss(H), é definido como

o niimero de vetores de comprimento minimo do reticulado F€.

Lema 3.1 Dados niimeros inteiros ay,...,a, relativamente primos, entdo existe uma matriz,

com entradas inteiras,

al az oo an

azy dzp - Ay
Anxn -

apl dp2 " App

tal que A, «, € invertivel.

Corolario 3.1 Dados um reticulado 7¢ de R", com Z-base {uy,...,u,} ew=>bjuy+---+byu,

um vetor de F¢ entdo w faz parte de alguma Z-base de € se, e somente se by,...,b, sdo
relativamente primos.
Prova: =) Suponha que by,...,b, ndo sdo relativamente primos, entdo existe r € Z, r #

b b
+1, tal que r|b;, parai =1,...,n. Assim, podemos escrever w = r (—lul +- 4+ —nun> Seja
r r

b
w = —lul + -4 —un e suponha que w faz parte de uma Z-base de 7°, ou seja, que existe

uma Z-base de 7 da forma {w,vy,...,v,}. Dai, como w' € 5, podemos escrever w = ajw +

avy - -+ +ayvy, com a; € Z. Logo, temos ajw +azvy -+ - +av, = —lul + - —nun = r(a1w—|—
r r

avy -+ apvy) —byuy + -+ +byu, =0, dai rayw+razvy -+ ragv, —w=0= (ra; — )w—+

raxvo +- - -+ rayv, =0, como os vetores w,v; ..., Vv, sdo linearmente independentes, temos ra; —
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1
1=0=ray=1=a; =— ¢ Z,jaque r # £1, mas isso é absurdo, pois a; € Z. Logo, temos
r

que se w faz parte de uma Z-base de 7 entdo os b;’s sdo relativamente primos.

<) Se os b;’s sdo relativamente primos, entdo pelo Lema 3.1 temos que w faz parte de
alguma Z-base de 7.

Corolario 3.2 Dados um reticulado 7€ de R" e vi um vetor de comprimento minimo de 7

entdo v faz parte de uma Z-base de 7.

Prova: Seja {uj,...,u,} uma Z-base de %, como v| € S, podemos escrever v; =
ajuy + -+ + ayuy, com aq; € Z. Temos que 0s a;’s sdo relativamente primos, pois se nao

... a a . .
fosse existiria r € Z, r # +1 tal que v| = r(—]ul —|—---—|——nun>, dai terfamos um vetor
r r

Cll an . .

w=|—u;+---+—u, | € 7 de comprimento menor do que o comprimento de v;, o que
r r

ndo pode ocorrer, ja que v; € um vetor ndo nulo de comprimento minimo de . Logo, os a;’s

sdo relativamente primos e portanto pelo Lema 3.1 temos que vy faz parte de uma Z-base de

.

Lema 3.2 Dados um reticulado 7 de R", vi um vetor de comprimento minimo de 7€ e
{vl,uz,...,un} uma Z-base de ¢, seja vy um vetor de F tal que v, seja linearmente
independente com v\ e que tenha comprimento minimo dentre os vetores linearmente
independentes com vi. Podemos supor vy = ay-vi+t-u, onde u € 7 e ay,t € Z, comt > 0.

Nestas condicoes teremos t = 1.

Prova: Podemos supor, sem perda de generalidade, que |vi| = 1 e que o dngulo 6 formado

. Y T
pelos vetores vy e v, satisfaz 3 <6< > dai como v, = ajvy +tu, temos que

| = |aivi+tul?
= a}vi|?+2a1t(vi.u) 412 |ul?

= a}|vi|? + 2ayt|ul|vi| cos 6 41 |u)?
= a}+2a;t|u|cos O + 12 |ul?
= a}+2a;t|u|cos O + 1 |u|*(cos® @ +sin’ H)
= a} +2ayt|u|cos 8 + 1*|ul* cos® O 4> |u|* sin> @
= (aj+t|u|cos @) +1?|ul*sin’ 0

Se aj +t|u|cos O ¢ [—%,%}, entdo tomamos v, = bv| +tu, onde b =a;+ 1 oub =a; — 1 de tal

modo que (b +1t|u|cos 0)? < (ay +t|u|cos 0)? e daf teremos b* + 2bt|u| cos 0 + 1|u|? cos? 6 <
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a2 +2at|u|cos 0 +1|u|* cos? 8, dai b2|vy |> +2bt (u.v1) + 12 |u* < a}|v1|* +2a1t (u.vy) +12|ul?,
assim |bvy +tul> < |ayvy +tul?, logo |bvy +tu| < |ayvy +tul, isto é, V5| < |v2| contrariando
a minimalidade de |v;|. Assim, podemos supor que aj +t|u|cos® € [—3,}]. Tomando v} =

ayvi + (t — 1)u, temos

Vo> = Javi+ (= 1uf?
= avi]?+2a1(viu)(t —1)+ (1 —1)|ul?
= ai+2ait(vi.u) —2a; (vi.u) + u*t® — 20u* +u?
= |v|* —2ay|vi||u|cos O — |u|*(2t — 1)
= |v2)* —2ay|u|cos O — u|*(cos® 0 +sin> 0) (21 — 1)
= |va|* —2a|u|cos 0 — (|u*cos®> 0) (2t — 1) — (|u|*sin? ) (2t — 1)
= |va]® —2a;|u|cos O — 2t|u|* cos® 6 + |u|* cos® @ — |u|*sin® 6) (2 — 1)
= |v2)* —2(ay +1|u| cos 0)|u|cos 6 + [u]* cos® O — |u|*sin® (21 — 1)
= |va|* —2(ay +1|u| cos 0)|u| cos 6 + |u|* (cos> 8 — 2t sin® 6 + sin” 6)

= |v2)* —2(ay +1|u|cos 8)|u|cos O + |u|* (1 — 2¢sin® H)

1 1 T T
Sabendo que ) <aj)+tu|cosO < 5 que 3 <6< 5 e supondo ¢ > 2, concluimos novamente

que, |v5| < |v2|, contrariando a hipdtese de minimalidade de |v;|. Portanto, temos que ¢ = 1.

Corolario 3.3 Sejam ¢ um reticulado de R", vi um vetor de comprimento minimo de
FC e vy um vetor linearmente independente com v| e que dentre os vetores linearmente
independentes com v\ tenha comprimento minimo. Entdo existem vs,...,v, vetores de F tais

que {vi,v2,v3,...,v,} é uma Z-base de F .

Prova: Pelo Coroldrio 3.2, sejam uy, ..., u, € J¢ tais que {vy,uz ...,u,} seja uma Z-base
de 7. Podemos tomar v, = ajv| + axuy + - - - + ayu,. Pelo Lema 3.2 temos que ay,as,...,a,

sao relativamente primos e pelo Lema 3.1 existe uma matriz

a2 a3 PR an

by b3z -+ bz,

bn2 bn3 bnn
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com entradas inteiras, cujo determinante é 1. Tomando v; = bjpus +. ..+ bj,u,, parai =3,... n,

€ como a matriz

1 0 0 0

ar ap ajs o dp
B'=| 0 by by - by
0 bn2 bn3 tte bnn

invertivel, pois a matriz B é invertivel. Dai, temos que {vy,...v,} é uma Z-base de 7, onde

vi = (1,0,...,0), vy = (ay,ay,...,a,) e vi=(0,bp,...,bin), parai =3,...,n.

Lema 3.3 Seja 77 um reticulado em R", cujos vetores de comprimento minimo tém

comprimento 1, com Z-base {uy,...,u,}. Sem perda de generalidade podemos supor que
ui=(aj,....ap), parai=1,....n—1, que u, = (0,...,0,1) e que |a;,| < % Tomando ' como
sendo o reticulado gerado por u, com i =1,...,n—1, onde u; = (a;,...,ai,—1), a distancia

minima de ' é pelo menos ——.

Prova: De fato, seja u’ = Aju} + -+ A,_1u,,_, um vetor de .7#'. Considere o vetor u =

Auy+--+A,_qu,_1,t" an-ésima coordenada de u e ¢ o inteiro mais proximo de . Dai, temos

u = Ml(ait,..,ai—1,a1,) +A(az1, ..., aom—1,a2,) +
+An—1(@n-11,- -, an—1n—1,an—1n)
= (Mait,- .-, Mam—1,Man) + (ha, ..., a1, pamy)+ -
+(An—1an-115- s An—10n—1n—1, An—1Gn—1n)
= (Man+Aan+-+A1an-11,- - a1 +A2az 1+ +
A 1an—1n—1,Ma1n+Araz, + -+ Ay 1an—1n)

onde t’ = Ayay, +Aaz, + -+ Ay_1an_1n.
Veja que:

u = Mlan,...,ain-2,a1n-1) +22(az1,...,a20-2,a2, 1)+ -
+An—1(an-1.1,- s Gn—1n—2,0n—1n—1)

= (Mair,...,.Main—2, May—1) + (ha, ..., hay 2, Aa, 1)+
+(An—1Gn-11, -+, Aa—1Gn—1n—2; Aa—1an—1n-1)

= (Man +Xax +--+A1ap-11,- -, May—2+Aam 2+ -+ Ap_1ap-10-2,
Main—1+May 1+ + A 1ap-15-1)
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u—tu, = (han+han+-+A1ap-11,-. -, Man-1 + a1+ +
An—1Gn—1n—1,Ma1n +Maon + -+ Ay—1an-1,) —1(0,...,0,1)
= (han+han+-+ A 1ana1,-- L Mano a1+ +
An—1an—1n—1,Ma@1n+ Aoz, + -+ Ay 10510 — 1)
= (han+Aan+-+ A 1apa1,- L Man 1 a1+ +

/
A’n—lan—ln—lvt - t)

Assim, o vetor u — tu, tem as n — 1 coordenadas iguais as do vetor u’ e a n-ésima coordenada,

I 1 . ) .
t' —1t, entre 5 e 7 Tendo em vista que o vetor u — tu, € ndo nulo e portanto tem norma maior

2
1 1
ou igual a 1, temos que 1 < |u—tun\2 = |u'|2—|— (t' —t)2 < |u’|2+ <§) = ]u’]2+ i =1<

1 1 3 3
|u/|2+Z:>|u’|221——=—Z>|”,|221’15t°é’

3
1=2 u | > - Logo, a distincia minima de .77

, 3
€ pelo menos -

Lema 3.4 Sejam ¢ um reticulado de posto maior ou igual que 2 e B = {vy,...,v,} uma
base de 7. Sem perda de generalidade podemos supor que |vi| = 1, vo é um vetor de
comprimento minimo dentre os vetores que sdo linearmente independentes com vy e ainda
que vi = (0,...,0,1). Suponhamos que vy = (0,...,0,‘?,%) e vi = (aj,...,ai), com i =
l,...,n—2. Sejam V. = (aj1,...,ain—2), i = 1,....n —2 e A’ o reticulado gerado por

/ / ~ PSS . ! 4
{V,...,V,_»}. Entdo a distancia minima de 7€' é pelo menos T

Prova: De fato, seja v/ = A1v] +--- 4+ A,_2V/,_, um vetor ndo nulo de .. Tomando
v=Avi+-+ A v 2+ A v + Ay, € I € possivel encontrar A, | e A, nimeros

- . - 1
inteiros tais que v/ =v— A, 1v,_1 — Ay, € J tem a tltima coordenada entre —5e5ea

3 3
pendltima coordenada entre T e \/T— Assim,
|V”|2 = M+ +7Ln,2Vn,2|2

= |M(ann, .- a10-2,a10-1,a10) + -+
F 22 (An-21, - Gn—2n-2, An—20—2, An—2n—1,An—2n)|*

= (Man -+ +A2an-21)* ++ (Mamm—a+ -+ Apsan-24-2)*
+(Main—1+ -+ Apsan-20-1)*+ Main+ -+ Ay—2ay—on)

= VP4 Maim—1+ 4 Ayodn-on-1)* + (M@ + -+ Apo2ay-2,)*

_ |V/|2+i"2+S2
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onde r = Maj—1 + -+ Apnan_on_1 €5 = May, + -+ A_2a,_2,. Como V' tem a tltima

1 1 3 3 3 1
coordenada entre —5 e 5 e a pendltima entre T e — temos que 0 < < 16 e0<s*< T

4
3 1
Visto que [V/|2 > 1, pois v/ € S, temos 1 < V/|? = V> +r2 +5* < |VN|2+E+ 1= 1<
7 7 9 3 . . .
V2P+—=||>1——=— =]/ >=. Logo, a distincia minima de .7#” é pelo menos
16 16 16 4
3
T

3.2 Colagem de reticulados em dimensao 0

Teorema 3.1 Sejam o/ um reticulado de dimensdo n e 2 um reticulado de dimensdo m, ambos
com distancia minima 1. Suponhamos {u;}i—1 .., uma base de <7, onde u; = (aj1, . .., ai,) com
i=1,...,ne{vi}i=1. m uma base de %, onde vi = (bj1,...,bim) com i=1,...,m. Seja€ o

reticulado com matriz geradora dada por:

aiy ... dip 0 0

ag; ... ap, 0 ... 0
C =

0O ... 0 b1 ... bim

0O ... 0 Dbur ... bum

Entdo temos:

1. dim(%’) = dim(«/) 4+ dim(A)
2. Vol(€) = Vol (< )Vol(A)

3. Distyin(¢) =1

4. Kiss(¢) = Kiss(</ ) + Kiss(A)
5.6(¢)=0()0(A)

Prova: 1. Sabemos que a dimensao do reticulado <7 é n e que a dimensio do reticulado %
€ m. Assim, temos que a dimensao do reticulado ¢ € igual a somas das dimensdes de .o/ e A.

Logo, dim(%’) = n+m, isto &, dim(%¢") = dim(</) 4+ dim(%).
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2. Sabemos que, por defini¢do, o volume do reticulado o/ € o valor absoluto do
determinante da matriz

ayy ... dip

anl ... Aupp

e 0 volume de % € o valor absoluto do determinante da matriz

bi1 ... bin

bmi ... bum

Dai, temos que |detC| = | detA||detB|. Logo, como Vol(«7) = |detA|, Vol(#) = |detB| e
Vol (%) = | detC| temos que Vol (€' ) = Vol(</ )Vol(B).

3. Mostraremos que distancia minima do reticulado % é igual a 1, isto €, dado qualquer
vetor ndo nulo em % seu comprimento é sempre maior ou igual a 1. Com efeito, temos por
hipétese que o reticulado 7 e o reticulado & tém distancia minima igual a 1, isto é, dado
qualquer vetor ndo nulo em %7 e em % seu comprimento ¢ sempre maior ou igual a 1. Dai,
como % possui matriz geradora C, qualquer vetor de 4 tem mesmo comprimento que um vetor
de o7 ou de #A. Assim, dado qualquer vetor ndo nulo em % seu comprimento € sempre maior

ou igual a 1. Logo, Disty;y(¢) = 1.

4. De fato, como o reticulado % possui matriz geradora C a quantidade de vetores de
comprimento minimo de % € igual a quantidade de vetores de comprimento minimo de ./ mais

a quantidade de vetores de comprimento minimo de %. Logo, Kiss(%) = Kiss(</) + Kiss(#).
5. Como a distancia minima do reticulado % é igual a 1, temos que o raio de empacotamento
1 ()

deste é ~. Dali, t defini¢a 5(¢) = 2
este € 5. Daf, temos por defini¢do que (€) Vol ()

distancia minima igual a 1, os raios de empacotamentos destes também sdo iguais a 5 Assim,

(3)" (3)"

. Como os reticulados &7 e % tém

temos 0 (&) = Vol(7) ed(A)= Vol ()’ Sabemos que Vol(€') = Vol (< )Vol (), por outro
1\n+m
lado, Vol (¥) = %ET Logo, temos

(3)"
5(%)

= Vol (o7 \Vol ($)
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N 5((€> B (% n+m B (%)n+m
Vol( \Vol(%B) (3" ()"
5(7) 5()
S (@)= = 2—"—'"5(”;%_ 0B) _ 5()5()
5(7)5(%)

Logo, §(¢€) = 8(</)8(B).

3.3 Colagem de reticulados em dimensao 1

Teorema 3.2 Sejam o/ um reticulado de dimensdo n e 2 um reticulado de dimensdo m, ambos

com distancia minima 1. Suponhamos {u;}, i=1,... ,n uma base de <7, com u; = (a;1,. .., ai),
i=1,....n—1 e u, =(0,...,0,1) e {vi}i=1,..,n uma base de % com v; = (bjy1,...,bjn)
i=2,....mev;=(1,0,...,0). Seja € o reticulado com matriz geradora dada por:
ayy ... Aip—1 dip o ... O
o . 0
aAn—11 --- Au—1n—1 An—1n 0 0
C= 0 0 1 0 0
0 0 by by bom
0 0 bui buo ... bum

Entdo temos:

1. dim(%¢’) = dim(%/) + dim(#) — 1
2. Vol(€) = Vol (/' )Vol(A)

3. Distin(€) = 1

4. Kiss(¢) = Kiss(</ ) + Kiss(#) — 2
5.68(¢)=26()6(A)

Prova: 1. Sabemos que a dimensdo do reticulado <7 € n e que a dimensao do reticulado
A € m. Assim, temos que a dimensdo do reticulado % € igual a somas das dimensodes de
o/ e % menos 1, pois temos um vetor na intersecdo das bases desses reticulados. Logo,
dim(%) =n+m—1,isto é, dim(%) = dim(«/) + dim(#) — 1.
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2. Sabemos que, por defini¢do, o volume do reticulado o/ € o valor absoluto do

determinante da matriz

ar adin—1 aln
A=
ap—11 --- dp—1n—1 Au—1n
0 0 1

e 0 volume de % € o valor absoluto do determinante da matriz

1 0 0
B =
bui by ... bum
Considere a matriz
al ... Qip—1
A =
an—-11 --- Ap—1n-1

Dai, |detA| = 1|detA’| e |detC| = |detA’||detB|, isto é, |detC| = |detA|detB|. Logo, como
Vol(<7) = |detA|, Vol(#) = |detB| e Vol(¢) = | detC| temos que Vol (%) = Vol (< )Vol(AB).

3. Mostraremos agora que a distancia minima do reticulado ¢ € igual a 1, isto é, dado
qualquer vetor nao nulo em % seu comprimento € sempre maior ou igual a 1. De fato, sabemos
que o reticulado .7 possui matriz geradora A, isto é, {u,...,u,} é uma base de <7, onde
up, = (0,...,0,1) e u; = (aj1,...,ain), comi=1,....n— 1. Seja &' um reticulado que possui

matriz geradora A’, isto &, {u},...,u/, ,} é uma base de </, onde u} = (a;1,...,ain—1), com

. N 3
i=1,...,n—1. Pelo Lema 3.3 temos que ./’ tem distancia minima pelo menos ——. Por outro
lado, sabemos que o reticulado % possui matriz geradora B, isto é, {vy,...,v,;} € uma base
de %, onde vi = (1,0...,0) e v; = (bi1,...,bim) com i =2,... ,m. Seja %' um reticulado que

possui matriz geradora igual a

by ... by,
B/
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isto &, {v},...,v;,} é uma base de &', onde v} = (bj2,...,bim), com i =2,...,m. Pelo Lema

. . . . 3 .
3.3, podemos concluir que a distAncia minima de %’ é também pelo menos - Dai, seja

w=w; +wy+w3 €% um vetor nio nulo, com w; = Zaiug’, wy = Aul] = AV] e ws = Zb Vi
i=1
1 . /!
onde u; = (aj1,...,ain—1,0in,0,...,0), comi=1,....n—1, u; = (O,...,O,I,O,...,O) =v]e

vl =1(0,...,0,bi1,bi2,...,biy), comi=2,...,m. Dai, temos

n—1 2 n—1 2
WP = (Y aan | ++ Y aiin
i=1 i=1
n—1 m 2
+ | Y aqign+A+) biby
i=1 i=2
2 . 2

n

+ | Xbibo | 4+ | Y bibim
i=2 i=2

= Wil s+ waf?

onde w| é um vetor ndo nulo pertencente a .<7’, w) é um vetor ndo nulo pertencente a %’ e

2
n—1
s = Z aiaip + A+ Z bib;1 | . Como qualquer vetor nio nulo de &7’ ¢ %’ tem comprimento
3 3 3 6 :
maior ou igual a - temos w|* = (W2 + s+ |wh|* > [wi[>+ [wh|> > iT1°1° 1, isto é,
|[w| > 1 ou seja, w tem comprimento minimo igual a 1. Logo, Distyi, (%) = 1

4. Contar os vetores de 4 de comprimento 1, significa contar quantos vetores da forma

w = wi +wy + w3 tem comprimento 1, onde w; = Y7 lza,u wy = Aull = 1 ews = Zb %

isto &, contar os vetores w de % tais que |w| = [w/|? + s+ [w)|> = 1. Dai, o nimero de Vetores
dessa forma de comprimento 1 do reticulado %, tais que w} = 0 é Kiss(#) e o nimero de
vetores dessa forma de comprimento 1 do reticulado %, tais que w), = 0 é Kiss(.</). Temos
pelo item anterior que, se w} # 0 e w) # 0, w terd comprimento maior que 1. Logo, podemos

concluir que Kiss(%') = Kiss(.«7) + Kiss(%) — 2.
5. Como a distancia minima do reticulado % € igual a 1, temos que o raio de empacotamento

( % )n+m71
Vol(¢)
distancia minima igual a 1, os raios de empacotamentos destes também sdo iguais a 5 Assim,
()" ()"

Vol(</) Vol($)

1
deste é X dai, por defini¢do, temos 6(%¢’) = Como os reticulados &7 ¢ £ tém

temos 8 (/) = ed(A)= Sabemos que Vol (%) = Vol (<7 )Vol(£), por outro
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(l)nerfl
lado, Vol (%) = 26(—<@ Logo, temos
(%)n-ﬁ-m 1
= Vol (o )Vol (A
sy = Vel ol )
(%)n—l—m—l (%)n—o—m—l y—n—m+1
= 6(%) - - Iyn (1\m = 2—n—m
Vol )Vol(%) 5(@)/) éi%) 5(7)5(7)
= 5(8) = 2y =2 I o5(0r)5()
0()6(%)

Logo, 6(%) =26(</)0(A).

3.4 Colagem de reticulados em dimensao 2

Teorema 3.3 Sejam o/ e A reticulados de dimensdo n > 2 e m > 2, respectivamente, ambos
com distdncia minima 1 e contendo A;. Suponhamos {u;,i = 1,...,n} uma base de </ com
ui=(aj1,...,aim), i=1,....n—2, u, 1 =(0,.. O,\{,z)eun:(O,...,l)e{v,,i:1 ,m}
uma base de X, com vi = (bj1,...,biy) 1=73,...,m,vi = (1,0,...,0) e v, = (‘2[, é,O ., 0).

Seja € o reticulado com matriz geradora dada por:

arl aAipn-2 Aln—1 Aln 0 0
an—-21 ... Ap—2p—2 An-2n—1 AQn-2n 0 cee 0
0 ... 0 V3 I 0 ... 0
C— 2 2
0 0 0 1 o ... O
0 cee 0 b3 b3, by ... b3y
0 . 0 bm1 by bwz ... bum

Entdo temos:

1. dim(%) = dim(«7) + dim(%#) — dim(A;)
Vol (< \Vol ()

2.Vol(#) = =0

3. Distmin(‘f) =1

4. Kiss(¢') = Kiss(</) + Kiss(#) — Kiss(Az)
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6(/)6(4)
5(A2)

5. 8(€) =

Prova: 1. Sabemos que a dimensao do reticulado <7 é n > 2 ¢ a dimensao do reticulado A
é m > 2. Assim, temos que a dimensdo do reticulado % € igual a somas das dimensdes de .o/ e
28 menos 2, pois temos dois vetores na intersecdo das bases desses reticulados. Portanto, como

a dimensao do reticulado A; € dois, temos que dim% = dim &7 + dim % — dim A;.

2. Sabemos que, por defini¢do, o volume do reticulado o/ é o valor absoluto do

determinante da matriz

ar cee aip-2 ain—1 ain
A= ap—-21 ... Ap—2p—2 4up-2n—1 ap-2n
V3 1
0 0 5= 5
0 0 0 1
Considere a matriz
ay ... dip-2
A =
ap-21 ... dp-2p-2
Vol (&
Temos que Vol(&/) = |detA| = |detA'|Vol(Ay), isto €, |detA’| = %. Por outro lado,
o 2

como 4 possui matriz geradora igual a

V3 1
5 5 0 0
0 1 0 0
B=1 b3y by b3 b3m
bui buy buz ... bum

Assim, temos que Vol (%) = |detC| = |detA’||det B| = | detA’|Vol(A), isto é,

Vol (%)
Al =
|4t = o)
Dai, temos ) ()
Vol Vol
= Al =
Vol(2) 19 = Ty
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Logo,
Vol (7 )Vol(B)

Vol(¢') = Vol (Ag)

3. Mostraremos agora que a distancia minima do reticulado ¢ € igual a 1, isto é, dado
qualquer vetor ndo nulo em % seu comprimento é sempre maior ou igual a 1. De fato, sabemos
que o reticulado .7 possui matriz geradora A, isto é, {u,...,u,} é uma base de <7, onde
1 = (0,...,0, %, 1), w, = (0,...,0,1) e u; = (ain, ..., @), comi=1,....n—2. Seja
/' um reticulado que possui matriz geradora A’, isto é, {u},...,u/, ,} é uma base de .o7’,
onde u. = (aj1,...,ain—2), com i =1,...,n—2. Pelo Lema 3.4 temos que </’ tem distancia

: 3 : : .
minima pelo menos 7 Por outro lado, sabemos que o reticulado % possui matriz geradora

B, isto é, {vi,...,v,} é uma base de A, onde v; = (*[ 1.0,...,0), v, =(0,1,0...,0) e

220
vi= (bi1,...,bim),comi=73,... m. Seja &' um reticulado que possui matriz geradora igual a
b3z ... by
B =
b3y .. bum
isto é, {v5,...,v),} éumabase de #’, onde v = (b;3, ..., bjy), comi=3,...,m. Novamente pelo

Lema 3.4, temos que %’ possui distdncia minima pelo menos 7 Dai, sejaw=w|+wr+w3 €%

m
um vetor ndo nulo, com wy = Z aiu] , wa = Mull |+ Aoul] = MV + V5 e wy = Z biv!, onde
i=1 i=3

Vi . 1" 31 1!
W = (ait, - @in—1,@in,0,...,0), com i = 1,...,n =2, u! | = (0,...,0,%3,10,...,0) = v/,

u, =(0,...,0,1,0,...,0) =vi ev! =(0,...,0,b;1,bi2,...,bin), com i = 3,...,m. Dai, temos

n

n—2 2 n—2 2
wi = | Yaan | ++| Y aigino
i=1

i=1
n—2 Al \/§
2

2
m
+ Z ajQjp—1 + + Z bibi1>
i=1 Fam

n—2 A + 2 m
+ Z ajai, + ATer —_—+ Z b; b12>
i=1
2

i=3

m 2 m
+ ZbibB) +o (Z bibim>
i=3

= Wi st whl?
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onde w| é um vetor ndo nulo pertencente a /', w, é um vetor ndo nulo pertencente a &’ e

2
(= M2k &
(Z a; ,1> (Z aiajp, + Mt + Z bile) . Como qualquer
i=3

i=1 2
vetor ndo nulo de &/’ e %8’ tem comprimento maior ou igual a 2 © temos (w|? = W) > +s+[wh|%

)09 9 18 . .
podemos concluir que |w|* > 2 16 + 7€~ 16 > 1, isto é, |w| > 1, ou seja, w tem comprimento

minimo igual a 1. Logo, Disty;n(¢) = 1.

4. Contar os vetores de % de comprimento 1, significa contar quantos vetores da forma
-2

w = wi +wy + w3 tem comprimento 1, onde wy = Zaul,wz—/hun |+ Aaul, = AV + A5 e
i=1

w3 = Z b}, isto é, contar os vetores w € €, tais que |w|? = [w]|> + s+ |w)|? =. Dat, o niimero
i=3
de vetores de comprimento 1, dessa forma, do reticulado €, tais que w; = 0 € Kiss(#) e o

nimero de vetores de comprimento 1, dessa forma, do reticulado %, tais que w3 = 0 é Kiss(.«7).
Temos pelo item anterior que, se w} # 0 e wh # 0, entdo w terd comprimento maior que 1.
Dai, segue que Kiss(%) = Kiss(«) 4 Kiss(#) — 6. Como o reticulado A, tem 6 vetores de
comprimento 1, temos que Kiss(A;) = 6. Logo, podemos concluir que Kiss(%) = Kiss(.«7) +
Kiss(#) — Kiss(Az).

5. Como a distancia minima do reticulado % é igual a 1, temos que o raio de empacotamento

1\n+m—2
deste é % dai, por defini¢do, temos que 0(%) = (g/)lw Como os reticulados &7, %4 e
0
A; tém distancia minima igual a 1, os raios de empacotamentos destes também sdo iguais
| . G G ()
a 5. Assim, temos 0(&) = Vol () 0(AB) = Vol(Z) e 0(Ay) = Vol(A)' Sabemos que
_ Vol(/)Vol(B) ()
Vol(¢) = Vol (Ag) , por outro lado, Vol (¢) = 5@ Assim,
1\n+m—2 (%)n (%)m —n—m+2
Vol (.</)Vol(B) _ (3) L 3A8A) _ 2
Vol(A;) 8(%) (57) 5(%)
6(A2)
LSO @) @) _ynemiz 20 S22y 27
6()5(%# 6(A2)  6()6(2) 6(A2)
N 5(¢)  27nm2? N 5(¢) 1
§()8(#) 27 m8(A2)  8(H)6(B)  6(A2)
Logo,
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3.4.1 Um caso particular da colagem em dimensao 2

Seja . um reticulado de R”, com base {uy,...,u,}. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que seu raio de empacotamento € igual a R isto €, a distancia minima de J¢ ¢ igual

a l. Sejau; = (aj1,...,apn), comi=1,....new=(cy,...,c,) € 7 um vetor de comprimento
1. Podemos escrever w = byuy + - - - + b,u, para certos b; € 7Z, com i=1,...,n. Definav; =
(ait,...,ain,0), comizl,...,nevn+1:(% LA %) Como Zc lw|> = 1 temos que
i=1
v = — S| =2 —=—+4-=1,istoé, |v = 1. Dizemos que o
n+1 Z\3 =1 4 n+1 q

reticulado 7 possui matriz geradora 1gua1 a

ayly ... Qdip
A=
anl nn
Considere agora a matriz
aiy ... Adip 0
Al =

apl ... App 0
5 @ V3
T

Dai, temos que a matriz A’ € invertivel, ja que a matriz A € invertivel. Logo, definimos o

reticulado estendido 77’ C R"*!, como sendo um reticulado de posto 7+ 1 com matriz geradora
Al

Lema 3.5 Com a notacdo acima, podemos garantir que o comprimento minimo de qualquer
vetor ndo nulo do reticulado estendido 7' ¢é igual a 1. Equivalentemente, o raio de

) 1
empacotamento de 7' é igual a —.

Prova: De fato, seja v = dv| + --- +dpv, +dy1V,s1 um vetor ndo nulo de .7#”’, onde

vi=(ajt,...,ain,0),comi=1,....nev, 1 =(,.. ,Cz”,\f) Sejau’ = (c},...,c,) € # dado
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por v’ = dyuy + -+ +dyuy. Se d, 1 = 0, entdo temos

|V|2 = |d1V1 +"'+dnvn|2 = |d1(alla---aaln70)+"'+dn(an1;--~aann70)|2

= |(d1a117-~~7dlaln70)+ <d2a217-~~7d2a2n70) +- (dnanla'~7dnann70)|2

= |(d1a11 +draz; + -+ duany, ... d1ar, +daao, + - - + dytann, 0)|?

= (dyay1 +dran) + -+ dpan)? 4+ (diar, + doaoy + -+ dpapy)* +0?

= (diay +doay + -+ dupan > + -+ (dya1, + draoy + - - + dpan,)*

= |(d1a11 +draz; + -+ duany, ... d1ar, +daaoy + - - + dpann) |

= |<d1a117" . 7dlaln) + (d261217 ce 7d2“2n) +- (dnanly- .. 7dnann)|

2

= |di(ar1,...,a1n) + -+ du(ant, ... am)*

= |djuy + -+ dyun)? = W > > 1

pois, u’' € 7. Se |d,+1| > 1, sem perda de generalidade, podemos assumir que d,,; = —1, pois

dy+1 € Z. Sejaw = (cy,...,c,) € H um vetor de comprimento 1, com w = bjuy + - - - + byuy,

onde os b; € Z. Sejau = (2d; — by )uy + - - -+ (2d,, — by )up,. Se u # 0 entdo |u| > 1, pois u € .

Veja que:

Juf?

|(2dy — by )uy + -+ -+ (2dy — by)un|?

|(2dyuy — byuy) + - + (2t — byuy) ?
12dyuy + - - - + 2dpuy — (brug +-~-+bnun)\2
12(dyuy + - -+ dyity) — (brug + - - + bpuy) |
12u’ —w?

12(ch,...,ch) = ety hen))?
1(2¢h,...,2¢)) = (c1,...,cn))?
(2} —c1,...,2¢) —cu)?

(2¢) —c1)?+ -+ (2¢, —cn)?
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€

|v|2 = |d1v1+---+dnvn—vn+1|2
= |(c},...,c,0) = (c1/2,...,ca/2,V/3/2)?
= (¢} —c1/2,....c—cn/2,0—/3/2
= (h—c1/2?+ -+ (= /2 +(0-V3/2)

pois, temos que |u|> > 1. Logo, |v| > 1. Se u = 0 entdio sendo u = 2u’ —w temos que w = 2u’ =
lw| =2|u/| > 2.1 =2, isto é,

w| > 2 que contradiz o fato de |w| = 1. Portanto, se |d,41| > 1
entdo temos que |v| > 1. Logo, o comprimento minimo de qualquer vetor ndo nulo do reticulado

estendido .77 € igual a 1.

Lema 3.6 Seja ¢ um reticulado de R" com base {uy,...,u,}, onde u; = (a;1,...,aipp), i =

3
1,...,neseja #" CR"! o reticulado estendido. Entdo, Vol(') = TVOZ(%).

Prova: Temos que o reticulado .7# possui matriz geradora igual a

e o reticulado estendido 2" possui matriz geradora igual a

aiy ... dip 0
Al =
apl ... Apn 0
a @ V3
2 2 2

3
Dai, por definigdo Vol () = |detA| e Vol(#") = |detA’|. Assim, como |detA’| = \/7_|detA|

temos que Vol () = \?Vol(%ﬂ).
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Teorema 3.4 Se 77 C R" é um reticulado de posto n de densidade de centro 8, entido ' C
R ¢ um reticulado de posto n+ 1 de densidade de centro igual a § / V3.

Prova: Sabemos que, por defini¢do, 6(.77) = p—, onde p € o raio de empacotamento

Vol ()
de 7. Como 77 tem distancia minima igual a 1, temos que seu raio de empacotamento € igual

U at sy = 2
a = Vol()
(l)n—l—l

1
. Pelo Lema 3.5 o raio de empacotamento de ¢ € igual a 7 dai

8(H") = W. Temos que Vol (') = %gVol(%) pelo Lema 3.6. Assim,
NN n_ (") AN 6 246))
it BYol(A) = o) = BYol () T = (3)V3Vol ()

T \V3Vol(#) V3
Logo, 8(") = 8/V/3.

3.4.2 Aplicacoes do Teorema 3.4

Agora vamos discutir um pouco aplicacdes do Teorema 3.4. Além de preencher lacunas na
tabela de reticulados, este pode ser usado para criar novos reticulados com densidades récordes.
Para evitar nimeros grandes que naturalmente surgem em maiores dimensdes, costuma-se
listar log, 8 em vez de 8, onde & denota densidade de centro. Com isto em mente, segue
do Teorema 3.4 que comeg¢ando com um reticulado n - dimensional de densidade de centro o
e estendendo este k-vezes sucessivas, a densidade de centro 5% resultando de um reticulado

(n+k) - dimensional satisfaz log, §*) = log, § — klog, /3.
As aplicagdes foram baseadas em [Conway & Sloane 1999]

1. Em dimensdes 64, a densidade de centro do reticulado satisfaz log, o = 25,36.
Estendendo o reticulado correspondente 4 vezes sucessivas, obtemos um reticulado de
dimensao 68 tal que log, 0 = 22,19. O récorde atual, até entdo conhecido, em dimensdo 68

satisfaz log, 6 = 19, 88.

2. Em dimensdo 80, o récorde atual satisfaz log, § = 40,14. Estendendo o reticulado
correspondente 6 vezes sucessivas, obtemos um reticulado em dimensdao 86 tal que
log, 6 = 35,38. O récorde atual, até entdo conhecido, em dimensdo 86 ¢é atingido pelo

reticulado de Shimadage, para o qual log, 0 = 34,20.
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3. Em dimensdes 240, o récorde atual satisfaz log, § = 245. Estendendo o reticulado
correspondente 8 vezes sucessivas, obtemos um reticulado em dimensdao 248 tal que
log, 6 = 238,66. O récorde atual, até entdo conhecido, em dimensdo 248 é atingido pelo

reticulado de Thompson-Smith, para o qual log, § < 196,53.

4. Em dimensdo 512, o récorde atual satisfaz log, 6 = 797,12. Estendendo o reticulado
correspondente 8 vezes sucessivas, obtemos um reticulado em dimensdo 520 tal que
log, 6 = 790,78. O récorde atual, até entdo conhecido, em dimensdo 520 ¢ atingido pelo

reticulado de Craig AAS'%O, para o qual log, § = 767,46.

5. Em dimensao 4096, o récorde atual satisfaz log, § = 11527. Estendendo o reticulado
correspondente 2 vezes sucessivas, obtemos um reticulado em dimensdo 4098 tal que log, § =
11525,41. O récorde atual, até entdo conhecido, em dimensao 4098 € atingido pelo reticulado

de Craig A%gg, para o qual log, 0 = 11344.
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