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Resumo

Nesta dissertacao, fizemos um estudo das propriedades difusivas de um sistema de
particulas classicas carregadas em canais quasi-unidimensionais. Mais especificamente, no
Capitulo 2, apresentamos uma revisao do problema da difusao e do movimento browniano.
Mostramos que as abordagens de Einstein e de Langevin para o movimento browniano
sao equivalentes no limite de tempos longos. Isto foi feito através do cédlculo analitico do
deslocamento quadratico médio (MSD) de um sistema unidimensional de N particulas
nao-interagentes através da solucao da equacao de difusao. No Capitulo 3, introduzimos
o método de Dinamica Molecular (DM), amplamente utilizado em simulagdes computa-
cionais de sistemas de N particulas classicas. Apresentamos dois métodos de integracao
numérica das equagoes de movimento: o algoritmo de Verlet e o algoritmo leapfrog. Abor-
damos brevemente o método de Dinamica Molecular de Langevin (DML), que inclui um
termo de flutuagoes térmicas (forga estocdstica), devido as colisdes das moléculas do fluido
com as particulas do sistema. Finalmente, apresentamos uma aproximacao do método de
DML chamada Dindmica Browniana (DB). No Capitulo 4, estudamos as propriedades
difusivas, através da andlise do deslocamento quadratico médio, de um sistema de parti-
culas classicas carregadas sujeitas a agao de um potencial de confinamento unidimensional,
analisando a transicao do regime de difusao em linha (SFD) para o regime de difusao bidi-
mensional (2D). Vimos como ocorre essa transi¢ao em fungao dos parametros que regulam
o potencial de confinamento. Discutimos a validade dos resultados numéricos obtidos em
relacao a resultados analiticos tedricos encontrados na literatura. Finalmente, no Capitulo
5, apresentamos um resumo dos resultados obtidos, bem como discutimos perspectivas e
sugestoes para futuros trabalhos.



Abstract

In this thesis, we studied diffusive properties of a classical system of charged particles
in narrow quasi-one-dimensional (Q1D) channels. In Chapter 2, we present a revision
of diffusion equation and Brownian motion. We showed that Einstein’s and Langevin’s
approaches to the Brownian motion problem are equivalent in the limit of very long time
scales. We calculated analitically the mean-square displacement (MSD) of a purely 1D
system of N non-interacting particles by solving the diffusion equation. In Chapter 3, we
introduced the method of Molecular Dynamics (MD) simulations, which has been widely
used in computational simulations for N-particles interacting systems. We present two
numerical integration schemes for the integration of the equations of motion: the Verlet
and the leapfrog algorithms. We briefly show the method of Langevin Molecular Dynamics
(LMD) simulations, which includes a term of stochastic fluctuations (stochastic forces)
due to the collisions of the molecules of the medium with the Brownian particles. We also
present the Brownian Dynamics (BD) approximation. In Chapter 4, we studied diffusive
properties of a monodisperse system of interacting particles confined to a Q1D channel
using MD simulations. We calculate numerically the MSD and investigate the influence
of the width of the channel (or the strength of the confinement potential) on diffusion
in finite-size channels of different shape (i.e., straight and circular). The transition from
single-file diffusion (SFD) to the two-dimensional diffusion regime is investigated. We
discussed the validity of our numerical results compared to analytical results found in
literature. Finally, in Chapter 5, we presented a compilation of the obtained results, and
we discussed perspectives and suggestions for future works.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas Coloidais

Sistemas de particulas coloidais tém sido foco de diversos trabalhos tedricos e experi-
mentais nos ultimos 20 anos. Avangos em técnicas numéricas e experimentais permitiram
um consideravel aumento nas possibilidades de estudar estruturas cristalinas formadas por
coldides sob certas circunstancias. Esse tipo de sistema esta presente em varias areas da
ciéncia, como a Fisica (problemas fundamentais em teoria da Fisica da Matéria Conden-
sada e Fisica Estatistica), Quimica, sistemas biolégicos (separagao de estruturas de DNA
através de coléides magnéticos [1] e mecanismos de transporte através de membranas ce-
lulares) e sao essenciais em diversas aplicagoes técnicas, desde tintas até lubrificantes [2].
Sistemas coloidais também estao presentes em aplicacoes médicas e farmacéuticas, como
mecanismos de drug delivery utilizando fluidos portadores de coldides. A organizacao
e manipulacao de coléides em um nivel microscopico sao obtidas utilizando-se feixes de

laser, que confinam as particulas, formando estruturas cristalinas [3].

Um dos dispositivos utilizados para confinamento de particulas carregadas é chamado
de armadilha de Penning, onde um campo magnético estatico homogéneo e um campo
elétrico sao usados para confinar as particulas carregadas. Esse dispositivo de confina-

mento tem uma simetria tipicamente cilindrica e baterias sao colocadas nas pontas do
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Figura 1: Sistemas coloidais experimentais: (a) Esquema de coldides magnéticos ordena-
dos para separacao de estruturas de DNA. (Retirada da referéncia [1]) (b) Imagem real de
cristais coloidais (< 1lum) mostrando a coexisténcia de fases gasosa e liquida. (Retirada
da referéncia [4])

cilindro para produzir os campos elétricos e magnéticos de baixo para cima (Figura 2).
Além disso, um feixe de laser é utilizado para diminuir a temperatura para valores muito

baixos, onde estados de liquido e cristal sao encontrados.

Particulas coloidais tém sido largamente utilizadas como pecas fundamentais na cria-
cao de sistemas de escala nanoscépica, que prometem ser a nova geracao de dispositivos
para aplicagoes tecnoldgicas [5]. Sistemas coloidais apresentam rico diagrama de fase e
transicoes estruturais de fase, além de se mostrarem um interessante modelo para o estudo
de propriedades dinamicas em sistemas confinados em uma dimensao (1D), como veremos

na segao 1.3.

1.2 Limite Classico versus Limite Quantico

Sistemas atomicos podem ser tratados como classicos somente se o comprimento de
onda térmico de de Broglie, definido por g = h?/2wmkgT, for muito menor que a dis-
tancia média entre as particulas, onde h é a constante de Planck e m é a massa do atomo
[7]. Deste modo as particulas apresentam um comportamento cldssico, com posigao e mo-
mento bem definidos, sendo consequentemente distinguiveis. Para sistemas moleculares,
consideraremos que hv < kgT (h é a constante de Planck, v é a frequéncia do movi-

mento vibracional intermolecular, kg é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura
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Figura 2: (a) Ilustragdo de uma armadilha de Penning, onde as particulas carregadas
sao confinadas utilizando-se um campo magnético e um campo elétrico. (b) Esbogo do
experimento utilizado para confinar as particulas e (¢) imagem do aparelho utilizado no
experimento da referéncia [6].

absoluta) [8]. Essa aproximagao é importante pois é vélida para uma ampla faixa de siste-
mas liquidos. No sistema estudado neste trabalho nos limitaremos apenas a aproximagoes

classicas.

No regime cléssico, a importancia da interacao entre os constituintes do sistema é
determinada pelo parametro de acoplamento I' = (V)/(K), que, no caso da interagao
coulombiana, é definido pela razdo entre a energia potencial (V) = €2(1/r) e a energia
cinética (K) = kgT, onde kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta
do sistema. De acordo com o parametro I', diferentes regimes podem ser observados [9].
Quando I' < 1, que ocorre em geral em sistemas que se encontram a uma temperatura
bastante elevada, a interacao coulombiana passa a ter pouca importancia no sistema, e este
torna-se quase um gas de férmions. Para 1 < I" < 100, os elétrons estao correlacionados e
o sistema se comporta como um liquido. Para I' > 100, que é um regime de alta densidade
e baixa temperatura, a energia potencial coulombiana torna-se extremamente importante,
em relacao a energia cinética, na determinacao das propriedades do sistema, fazendo com
que o mesmo seja levado, normalmente através de transicoes estruturais de fase, para um

estado ordenado [9].
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1.3 Difusao em Linha (SFD)

O fenémeno de difusdo em linha (SFD, single-file diffusion) se refere ao processo
unidimensional (1D) no qual o movimento de particulas em canais muito estreitos (por
exemplo, sistemas quasi—1D) é limitado tal que as particulas ndo podem cruzar umas as
outras (Figura 3). Como resultado dessa restrigao, a seqiiéncia na qual as particulas estao
dispostas se mantém ao longo do tempo. Essa restricao ao movimento em uma dimensao
da origem a regimes difusivos andmalos. Uma das caracteristicas marcantes do processo
de SFD é que o deslocamento quadrético médio (MSD), z,(t), de uma particula, no limite

de tempos longos, é proporcional a raiz quadrada do tempo, tal que [10]:

lim z,(t) = 2FtY/?2, (1.1)

t>7*

onde F' é o chamado fator de mobilidade de difusao em linha e 7* é o tempo de relaxamento
caracteristico do sistema. O mecanismo de SF (single-file) foi originalmente sugerido em
1955 por Hodgkin e Keynes [11] com o objetivo de estudar a passagem de moléculas
através de canais moleculares estreitos. Como a ordem das particulas é conservada ao
longo do tempo, isso resulta em uma interessante dinamica para o sistema, diferente
daquela que é prevista para a difusao governada pela Lei de Fick [12, 13]. Apesar de
Hodgkin e Keynes terem introduzido o problema de SF do ponto de vista fenomenolégico,
o estudo matematico aprofundado do modelo de difusdo em linha (SFD) foi introduzido

apenas em 1965, no trabalho pioneiro de T. E. Harris [14].

Avancos recentes na area de nanotecnologia tém estimulado um crescente interesse
no processo de SFD, em particular, o estudo de transporte de particulas nanométricas
em nanoporos [15, 16, 17]. Canais de {fons em membranas biolégicas e nanotubos de
carbono sao exemplos de tais nanoporos. O fluxo macroscépico de particulas através
desses nanoporos é de grande importancia para varias aplicacoes praticas; por exemplo,
o transporte de particulas através de membranas é um passo intermedidrio crucial em

quase todos os processos bioldgicos e de engenharia quimica. O fenomeno de SFD foi
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observado em experimentos de difusao de moléculas em peneiras moleculares de zedlitos
[18] e difus@o de proteinas ao longo de uma cadeia de DNA [19], que podem servir como
uma boa realizagao experimental de sistemas unidimensionais investigados teoricamente.
Além disso, SFD também estd relacionado a fendmenos de crescimento [20]. O aparato
tedrico do SFD foi desenvolvido em estudos de fenomenos de transporte em canais 1D

21, 22, 23].

Também ¢é interessante investigar a influéncia do tamanho do sistema em suas pro-
priedades difusivas. Em sistemas finitos, o processo de SFD tem sido foco de crescente
atencdo, ja que existem alguns resultados tedricos para esse caso [24, 25, 26] que demons-
tram a existéncia de diferentes regimes de difusdo. Recentemente [24], o resultado (1.1)
foi obtido analiticamente para um sistema finito de N particulas com um diametro fixo

o, que interagem através de um potencial Vj,.(r) do tipo hardcore (carogo duro):

0 parar>o
Vie(r) = (1.2)

oo parar < o,

onde r é a distancia entre duas particulas. O problema de difusao em linha em sistemas
finitos também foi estudado analiticamente em [27], onde os autores descrevem o fen6meno
de SFD através de uma formulagao via equagao de Langevin, e em [28], no qual o problema

é abordado do ponto de vista da equagao de Edwards—Wilkinson [29].

(a)
0000000000 -

v

(b)

Figura 3: Representagao gréfica do fenomeno de difusao em linha (SFD) em um sistema
de particulas confinadas num canal de largura R,. (a) Configuragdo do sistema em um
instante de tempo ¢ e (b) configuragdo do sistema em um instante de tempo posterior
t + At. Note que a ordem das particulas nao foi alterada com a evolucao temporal do
sistema.
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Sistemas coloidais, plasmas complexos (dusty plasmas) e vértices em superconduto-
res do tipo-II sao exemplos de sistemas onde o fenomeno de SFD pode ocorrer. Em
particular, o uso de coldides é tecnicamente interessante, pois permite a observacao, em
tempo real, das posicoes das particulas através de técnicas de video-microscopia. Isso é
uma grande vantagem em relacao a dtomos e moléculas, como mostrado recentemente
em estudos experimentais de defeitos induzidos pela transigao sélido-liquido (“melting”)
[30]. Tipicamente, particulas coloidais com dimensoes de algums micrometros sdo utili-
zadas em canais estreitos, como mostrado em [31, 32]. No trabalho de Wei et al. [31],
esferas coloidais paramagnéticas de aproximadamente 3.6 ym foram confinadas em canais
circulares (Figura 4), fabricados pelo processo de fotolitografia, e suas trajetérias foram
acompanhadas durante longos intervalos de tempo. Os resultados experimentais mostra-
ram que, no limite de tempos longos, o deslocamento quadratico médio se comporta de
acordo com a equagao (1.1). O processo de SFD também foi recentemente investigado
em um outro trabalho experimental [33], no qual os autores mostraram que particulas
coloidais carregadas confinadas em um canal de tamanho finito L (Figura 5) possuem
propriedades difusivas distintas dependendo da posicao da particula no canal. Esse efeito
é resultado de um eco das flutuacoes térmicas refletidas pelas paredes que confinam as

particulas em 1D.

Existem diversos estudos focados em propriedades estruturais e dinamicas de plasmas
complexos [34, 35, 36, 37, 38]. Tal sistema consiste em particulas (“dust”) micrométricas
suspensas em um “background” de plasma gasoso (Figura 6). Devido a presenca de cargas
livres nesse meio plasmonico, essas particulas (“dust”) adquirem carga negativa e portanto,

interagem umas com as outras através de uma forca eletrostatica [39].

Sistemas de particulas de baixa dimensionalidade ou submetidos a um potencial ex-
terno de confinamento exibem comportamentos diferentes de sistemas infinitos (sem li-
mitagoes) [40]. O efeito combinado da interagdo entre as particulas e do potencial de
confinamento desempenha um papel muito importante em suas propriedades fisicas e qui-

micas [41]. Em [42], os autores mostraram que o processo de SFD depende da interagao
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Figura 4: (a) Imagem dos canais circulares criados pelo processo de fotolitografia e (b)
imagem feita por video-microscopia das particulas coloidais (pontos pretos) paramagnéti-
cas confinadas nos canais da imagem (a). As particulas foram observadas durante longos
intevalos de tempo, permitindo aos autores do trabalho verificar que o comportamento do
deslocamento quadratico médio (MSD) segue de fato uma lei do tipo MSD ~ /2. Figura
retirada da referéncia [31].

Figura 5: Imagem retirada da referéncia [33], onde os autores estudaram a influéncia da
posicao da particula no canal em suas propriedades difusivas. E possivel observar uma
linha de particulas macroscépicas (bolas de ago milimétricas), confinadas em um canal de
comprimento L (na dire¢ao do eixo-z) e altura suficiente na dire¢ao do eixo-y, tal que as
particulas nao possam cruzar umas as outras.

entre as particulas e concluiram que esse processo pode ser suprimido caso a interacao

seja suficientemente forte, resultando em um comportamento subdifusivo mais lento do

que /2.

1.4 Estrutura da Dissertacao

No Capitulo 2, apresentaremos uma revisao do problema da difusao e do movimento
browniano. Mostraremos que as abordagens de Einstein e de Langevin para o movimento
browniano sao equivalentes no limite de tempos longos. Isto sera feito através do cédlculo

analitico do deslocamento quadratico médio (MSD) de um sistema unidimensional de N
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Figura 6: Esquema de um “dusty” plasma. Os ions positivos que estao livres no meio
plasmonico aderem na superficie de particulas maiores (“dusty”) fazendo com que haja
uma interac@o eletrostdtica entre essas particulas. Figura retirada da referéncia [43].

particulas nao—interagentes.

No Capitulo 3, introduziremos o método de Dinamica Molecular (DM), amplamente
utilizado em simulagbes computacionais de sistemas de N particulas classicas. Apresen-
taremos dois métodos de integracao numérica das equagoes de movimento: o algoritmo
de Verlet e o algoritmo leapfrog. Abordaremos brevemente o método de Dinamica Mole-
cular de Langevin (DML), que inclui um termo de flutuagoes térmicas (forga estocéstica),
devido as colisoes das moléculas do fluido com as particulas do sistema. Finalmente, apre-

sentaremos uma aproximagao do método de DML chamada Dindmica Browniana (DB).

No Capitulo 4, estudaremos as propriedades difusivas, através da analise do desloca-
mento quadratico médio, de um sistema de particulas cldssicas carregadas sujeitas a agao
de um potencial de confinamento unidimensional, analisando a transicao do regime de di-
fusdo em linha (SFD) para o regime de difusao bidimensional (2D). Veremos como ocorre
essa transicao em funcao dos parametros que regulam o potencial de confinamento. Dis-
cutiremos a validade dos resultados numéricos obtidos em relacao a resultados analiticos

tedricos encontrados na literatura.

Finalmente, no Capitulo 5, faremos um resumo dos resultados obtidos, bem como

discutiremos perspectivas e sugestoes para futuros trabalhos.
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Capitulo 2

Processos Difusivos

2.1 Equacao de Difusao

Processos difusivos ocorrem frequentemente na natureza e estao relacionados direta-
mente ao transporte de alguma quantidade fisica. Por exemplo, o transporte de moléculas
em um fluido (difusdo molecular), conducao de calor em uma barra de metal (difusao
de calor) e o movimento de uma particula suspensa em um fluido viscoso (movimento
browniano) caracterizam alguns tipos de processos de difusdo. Uma primeira descrigdo
matematica de um fenomeno de difusao se deu por volta do século XVIII, quando o ma-
tematico Joseph Fourier estudou a conducao de calor em uma barra de metal aquecida
[44]. Fourier percebeu que a quantidade de calor transferida ao longo da barra (Q) era
diretamente proporcional a variagao de temperatura entre dois pontos distintos da barra

e inversamente proporcional a distancia entre esses pontos, tal que:

kAT, — T

Q=" 2.1)

onde d é a distancia entre os pontos 1 e 2, com temperaturas 17 e T respectivamente. A
é a area da seccao transversal da barra e £ é uma constante de proporcionalidade. Em

sua forma diferencial, a equagao (2.1) é escrita como:

q(z,t) = —kA%u(x, t). (2.2)
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onde u(z,t) é o perfil de temperatura da barra no ponto  em um determinado instante de
tempo t e g(z,t) é a quantidade de calor transferida entre o ponto z e x + dz no intervalo
de tempo t + dt. O sinal negativo em (2.2) é devido ao fato de que a quantidade de calor
flui de um ponto de temperatura mais alta para um ponto de temperatura mais baixa.

Esse fato é conhecido como a lei de resfriamento de Fourier.

A variagdo AUy, da energia interna em uma pequena regiao £ da barra (x — Az <

¢ <z + Ax) em um intervalo de tempo 7 (t — At < 7 <t + At) é dada por:

t+At T+Ax
Amm_g/ / Qﬂ@h (2.3)

onde ¢ é uma constante relacionada a capacidade térmica do material da barra. Se o

sistema estiver isolado, é razodvel assumir que a variacao AU/

e da energia interna é devido

apenas ao fluxo de calor nas extremidades da barra. Dessa forma, podemos escrever:

t+AL z+Ax 62
Zn_k/ / Z_dgdr. 2.4
t Aw agg 6 ( )

Pela conservagao da energia, devemos ter que AU, = AUJ,,. Substituindo a equagao

(2.3) em (2.4), obtemos:

t+At z+Az 8
/ / {@7—k%4dwr_o (2.5)

Como o elemento de integracao dédr é arbitrario, o valor do termo entre colchetes na

equacao (2.5) deve ser identicamente nulo, o que leva a:
—U(ZL', t) = ——U(ZL‘, t)v (26)

onde o termo k/¢ é conhecido como coeficiente de difusdo térmico e (2.6) é conhecida

como equacao de difusao do calor.
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2.2 Classificacao dos Processos Difusivos

Os processos difusivos sao classificados de acordo com o comportamento do desloca-

mento quadratico médio (MSD, mean square displacement), z(t), definido como:

2(t) = (r*) = <[r(t + At) — r(t)]2>At, (2.7)

onde [r(t + At) — r(t)] é a distancia percorrida pela particula no intervalo de tempo At e
(...) representa uma média nesse intervalo de tempo. Em muitos casos, a forma funcional
do MSD pode ser expressa em fun¢ao do tempo como z(t) ~ t*, onde o é uma constante
positiva e é chamada de expoente de difusao. Os regimes difusivos podem ser classificados
como: (i) difusd@o normal (se o = 1), (ii) subdifusao (se v < 1) e (iii) superdifusao (se
a > 1). Sob essa perspectiva, o processo de SFD, como vimos anteriormente, é considerado
um processo subdifusivo. Ja o regime de difusao balistico, onde z(t) ~ 2, é classificado

como superdifusivo.

Neste capitulo, vamos abordar o problema do movimento browniano sob dois pontos
de vista importantes: a abordagem difusiva de Albert Einstein e o método das equacoes
diferenciais estocasticas, desenvolvido pelo frances Paul Langevin. Mostraremos que, no

limites de tempos longos, as duas abordagens levam a resultados equivalentes.

2.3 Movimento Browniano

O movimento irregular de particulas suspensas em uma solugao é chamado de mo-
vimento browniano. Esse fendmeno foi primeiramente estudado® pelo botanico escocés
Robert Brown [45], em meados de 1828, que observou o movimento de uma suspensao de
graos de pdlen em uma certa porgao de agua e percebeu que esse movimento era bastante
irregular (Figura 7). Inicialmente, Brown assumiu a hipdtese de que esse movimento

seria causado por organismos vivos contidos na suspensao, mas depois de uma série de

'H4 relatos de que o fisico holandés Jan Ingenhauz verificou movimentos irregulares de particulas de
carvao pulverizado em uma solucao de dlcool em 1785, ou seja, antes de Robert Brown.
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experimentos, essa hipdtese foi abandonada. Experimentos mostravam que o movimento
se tornava cada vez mais intenso quando a temperatura da solucao aumentava ou quando
a viscosidade do meio diminuia. Esse fenomeno foi estudado por muitos anos sem que
houvesse uma explicacao plausivel. No entanto, em 1905, o fisico alemao Albert Einstein
elucidou a questao do movimento browniano com um tratamento matematico sofisticado,

que mostraremos a seguir?.

Figura 7: Trajetoria de uma particula executando um movimento browniano. Nota-se
que o movimento é bastante irregular e experimentos mostraram que esse movimento
se intensifica ao aumentarmos a temperatura ou diminuir a viscosidade do fluido. O
quadrado vermelho (cinza) e o triangulo azul (cinza) representam o ponto inicial e final
da trajetéria, respectivamente.

2.3.1 Equacgao de Difusao e o Movimento Browniano

A abordagem de Einstein para o problema do movimento browniano se baseia, ba-
sicamente, em uma equacao de difusao; dai o fato desse método ser conhecido como
uma abordagem difusiva. Considere um sistema unidimensional de N particulas nao-
interagentes, cada uma executando, independentemente, um movimento aleatério. Seja

p(x,t) a concentragao de particulas por unidade de comprimento, onde ¢ é o tempo e x é

2 importante salientar que o movimento browniano pode ser abordado de diversas maneiras diferentes,
porém equivalentes. Exemplos de métodos alternativos sao: forga flutuante (ou estocéstica) proposta por
Paul Langevin, a abordagem através da equagao de Fokker-Planck e o método da caminhada aleatoria
(random walk). Para mais detalhes, recomendamos a leitura da referéncia [46].
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a coordenada espacial. E importante frisar que Einstein assumiu um intervalo de tempo
curto em relacao ao tempo de observacao do movimento, mas suficientemente longo de
tal forma que o movimento executado pelas particulas sejam eventos totalmente indepen-
dentes durante esse intervalo de tempo. Em outras palavras, t > 7%, onde 7% é o tempo

caracteristico de relaxamento do sistema.

Assumimos que a concentracao de particulas p(z, t) obedece a uma equagao de difusao,

tal que:
2

0 0

onde D é uma constante positiva, chamada de coeficiente de difusdao. Suponha que a

condigao inicial (¢t = 0) do sistema é da forma:
p(x,0) = Ni(z), (2.9)

ou seja, todas as particulas do sistema estdo inicialmente na mesma posi¢ao (zo = 0),
sendo este fato representado pela fungao delta de Dirac, §(z). A (2.8) é uma equagao
diferencial parcial parabdlica e sua solucao pode ser encontrada, dado que sabemos a
condigao inicial (2.9), utilizando-se o método das transformadas de Fourier, como mos-

traremos a seguir.

Seja f(z) uma funcao integrével, representamos a transformada de Fourier de f(x)

como F{f(x)}, sendo esta operagao definida da seguinte forma:

Fl{f(x)} = F(k) = J%?/_ Oof(x)e’ikmd:c, (2.10)

onde k representa a coordenada do chamado espaco reciproco. A operacao inversa também

existe, é representada por F~'{F(k)} e definida como:

+oo
FUF0)} = £0) = o= [ Pean (211)

Uma propriedade importante da transformada de Fourier (que ndo demonstraremos aqui)
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estd relacionada com a transformada da derivada segunda f”(x) da funcao f(z):

F{f" (@)} = =k*F{f(2)}. (2.12)

Podemos agora resolver a equagao (2.8) aplicando o operador F{...} em ambos os lados

da equacao, onde a transformada serd feita na coordenada x. Dessa forma, temos:

F{asenb = pr{Tpwol, (213)

%R(k, t) = —DK*R(k,t), (2.14)

onde R(k,t) é a transformada de Fourier, na coordenada x, da concentragao p(z,t). Vemos

que a fungao R(k,t) obedece & uma equagao diferencial ordinéria, cuja solugao é do tipo:
R(k,t) = R(k,0)e P, (2.15)

onde R(k,0) é o valor da func@o no instante inicial (¢ = 0), que é obtido da condigao (2.9):

Flp(x,0)} = R(k,0) — % / :Oe—ikfva(x)dx, (2.16)
R(k,0) — % (2.17)

Substituindo (2.17) em (2.15), obtemos:
R(k,t) = AN o (2.18)

Vor

Para calcularmos a concentragao p(x,t), devemos aplicar a transformada inversa de Fou-

rier em R(k,t), F Y R(k,t)} = p(x,t):

N +oo 9 . .
pz,t) = Wt /_OO exp{—Dtk" + ixk}dk. (2.19)

Completando o quadrado do termo —Dtk? + ixk, podemos reescrevé-lo como:

. 2 2
Dtk +izk = — (VDth— —2_) - X 2.2
+ix ( 2\/5) 1Dt (2.20)
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Substituindo (2.20) em (2.19) e separando os termos da exponencial, temos:

plx,t) = %/_:Oexp{— (x/D_tk— 2%)2}exp{—4x—l;}dk. (2.21)

Finalmente, resolvendo a integral acima®, obtemos a concentragiao p(z,t) que é solucio

da equagao (2.8) e satisfaz a condi¢ao inicial (2.9):
N x?
T,t) = ———expq ——— ¢ . 2.22
plot) = e {1} (2:22)
Por definigao, a fungao de distribui¢ao de probabilidade P(z,t) associada a concentragao

p(x,t) é definida como P(x,t) = p(x,t)/N. Assim, temos que:

1 x?
P(z,t) = T exp {—m} : (2.23)

onde P(z,t) obedece a condi¢ao de normalizagao:
+o0
/ P(z,t)dx = 1. (2.24)
E importante observar que, a menos do fator N, a distribuicao de probabilidade P(x,t)
também satisfaz a equagao de difusdo da forma (2.8), ou seja:

2

0 0

com a condicao inicial sendo P(z,0) = 6(x). O grafico da equacao (2.23) pode ser visto na
Figura 8. E possivel calcular, a partir da distribuigao de probabilidade P(z,t), algumas

quantidades fisicas importantes.

Um resultado conhecido da Fisica Estatistica é que o n-ésimo momento de uma dis-
tribuicao P(z,t) é dado por:
+o0
(x™) :/ " P(z,t)dz. (2.26)

Dessa forma, vamos calcular (r) (média da posigao z) e (z?) (deslocamento quadratico

30 leitor pode verificar esse resultado utilizando a seguinte transformacao: v Dtk —iz/2vV Dt = y e
oo 42
sabendo que [ e Y dy = /7.
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Figura 8: Distribui¢ao de probabilidade P(z,t) em fungao da posigdo = para diferentes
intervalos de tempo. No limite em que ¢ — 0, a fungdo P(z,t) tende a uma fungao
delta de Dirac centrada na origem (z = 0). A medida que o sistema evolui no tempo,
a distribuicao de probabilidade tende se espalhar no eixo-z, representando a difusao das
particulas ao longo da dimensao .

médio) a partir da distribuigdo P(x,t), dada pela equacao (2.23).

+o0 1 +oo {L‘2
(x) = / xP(z,t)dr = \/M/ T exp {—m} dzx. (2.27)

—z2 /4Dt

Note que a funcdo f(x) = x é impar e que a fungdo g(z) = e é par. Logo, o
produto f(x)g(z) é uma funcdo impar, cuja integral ao longo de um intervalo simétrico
se anula. Portanto, a média da posigao da particula é nula, (z) = 0. O deslocamento

quadratico médio é dado por:

o [ de— ——— [ ep{ -1y 2.28
(z%) = x (:16,75)x—\/m " exp y — 0 ( de. (2.28)

Neste caso, o produto f(x)g(x) (sendo f(z) = z?) é uma fungao par, ja que f(z) e g(x)
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sao fungoes pares. Assim, o cdlculo da integral que aparece na equagao acima deve ser
efetuado utilizando a seguinte identidade:
o0 )
/ e” " dx = /a2, (2.29)
—00o

Tomando a derivada em relagao ao parametro a na equacao acima, obtemos:

g +00 —axQd . g\/— —1/2 (2 30)
0 | e T o= g vmaTl .
oo 2 1
—/ e dy = —5\/%@*3/2, (2.31)
+oo
/ e dy = ga?’/? (2.32)

Na equagao (2.28), fazendo a = 1/4Dt e utilizando o resultado (2.32), obtemos:
(z*) = 2Dt. (2.33)

Portanto, vemos que o deslocamento quadratico médio é proporcional ao tempo?, fato que
caracteriza o movimento browniano como um processo difusivo normal. A partir dessa
teoria, é possivel calcular o ntimero de Avogrado (N4) utilizando um resultado conhecido®,

que relaciona o coeficiente de difusao D com a energia térmica do sistema kgT"

1

D=
o67ry

kT, (2.34)

onde r o raio de uma particula esférica, v é o coeficiente de viscosidade do meio, kg é
a constante de Boltzmann e T' é a temperatura absoluta do sistema. Pode-se escrever
o numero de Avogrado em termos de kg, tal que: kg = R/N4 (onde R é a constante
universal dos gases). Substituindo (2.34) em (2.33), obtemos o deslocamento quadratico

médio em funcao de parametros conhecidos:

_ BT
© 3mryNy

(2?) (2.35)

Obtendo-se experimentalmente o valor de (x?) e substituindo os valores conhecidos de

4No limite para tempos suficientemente longos, ou seja t >> 7*.
5Essa relacdo é a forma mais simples de uma relacio conhecida como Teorema de Flutuacio—
Dissipagao.
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R, T, r, v e t na equagao (2.35), o fisico francés Jean Perrin [47] calculou o nimero de

Avogrado (N4), confirmando as predigoes de Einstein e refor¢ando a hipétese atomica.

O estudo de Einstein do movimento browniano foi importante por dois motivos prin-
cipais: (i) de certa forma validou a teoria atomica, que na época ainda nao era comple-
tamente aceita e (ii) Einstein foi o primeiro a tratar o problema sob o ponto de vista
matematicamente rigoroso. O ponto (i) fica mais claro devido ao fato de que a teoria de

Einstein foi capaz de estimar o nimero de Avogrado (Ny4), como j& vimos anteriormente.

2.3.2 Equacao de Langevin

O problema do movimento browniano visto na secao anterior pode ser estudado tam-
bém por uma abordagem estocéastica devido ao fisico francés Paul Langevin. Sob a pers-
pectiva de Langevin, ao invés de utilizar um tratamento difusivo (como aquele utilizado
por Einstein), o movimento das particulas é analisado através do formalismo das equagoes

diferenciais estocasticas.

Suponha uma particula de massa m submersa em um meio viscoso. Aplicando a

segunda lei de Newton para essa particula, temos:

dv(t)
m— = = F(v,t), (2.36)

onde v(t) é a velocidade da particula, t é o tempo e F'(v,t) é a forca total atuando sobre
a particula. Note que essa forca pode depender da velocidade e do tempo. O ponto de
partida na abordagem de Langevin é considerar que essa forca F'(v,t) é composta por duas
partes, tal que F(v,t) = —vyv(t) + f(t), onde —yv(t) varia lentamente no tempo e f(t) é
uma forca estocastica que varia rapidamente no tempo. O termo dependente da velocidade
(—vv(t)) esta relacionado a uma dissipagdo de energia no sistema (v é o coeficiente de
viscosidade do meio), enquanto o termo estocastico esta relacionado a flutuagoes térmicas,

devido as colisdes das moléculas do fluido com a particula. A abordagem de Langevin
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assume que f(t) obedece duas condigoes:

(ft)) = 0 (2.37)
(fOf(E) = Ad(t—1), (2.38)

onde A é uma constante que calcularemos posteriormente e 6(t —t') é a distribuigao delta
de Dirac. A primeira condi¢ao acima (2.37) representa o fato de que, na média, a forca
exercida pelas moléculas do fluido na particula é nula. Em outras palavras, nao ha uma
direcao preferencial de atuagio dessa forga®. A segunda condigao (2.38) indica que os

impactos recebidos pela particula sao independentes.

Reescrevendo (2.36), temos:

- —%v(t) + 2 (2.39)

Para resolver a equacao diferencial acima, vamos utilizar um método padrao para solucao
de equagoes diferenciais de primeira ordem: multiplicando a equacao (2.39) pelo fator e*”

e integrando no tempo, teremos:

td t 1 ¢
A —ZS_T) eaTdT = —%/{; U(T)eaTdT + E/O‘ f(T)eaTdT- (240)

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da equacao acima e tomando

a = y/m, obtemos facilmente que:
—(y/m)t  rt
v(t) = voe” /™t 4 ‘ / f(r)et ™ dr, (2.41)
m 0

onde vy é a velocidade da particula no instante de tempo ¢t = 0. E mais interessante, no

entanto, calcularmos a velocidade quadratica média, definida como:

(Av?) = w(t) = ([o(t) — (v(1)]*)- (2.42)

O célculo de (v(t)) pode ser efetuado a partir da equacao (2.39). Tomando a média (...)

Em média, a particula recebe o mesmo niimero de impactos tanto para a direita como para a esquerda,
considerando o caso unidimensional. O caso tridimensional é andlogo.
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em ambos os membros dessa equagao, temos:

d Y
%Mt» = _E@(t))’ (2.43)

(v(t)) = wvoe” O™, (2.44)

onde utilizamos a condigao (2.37). Substituindo (2.41) e (2.44) em (2.42), obtemos:

w(t) = <{6_:im)t / t f(T)e(V/m)Tdrr>, (2.45)
e et

—(2v/m)t
. / / )M+ gt g (2.47)

Substituindo a condigao (2.38) em (2.47), obtemos:

A 7(27/m)t t t / 17
w(t) = i 5 / / S(m — 7" dr qr. (2.48)
m 0o Jo

Analisando a equacao acima, vemos que o valor da integral somente sera diferente de zero

17

quando 7 = 7"7. Logo, obtemos a expressao para a velocidade quadratica média em

funcao do tempo:
A

w(t) = S (1 — e /miy, (2.49)

Podemos calcular a constante A observando que no limite em que ¢ > 7*, onde 7" = m/~y

é o tempo de relaxagao caracteristico do sistema, da equagao (2.49), temos que

w(t) = A/2ym, (2.50)
pois

lim e 2/7" = 0. (2.51)

t>7*

Além disso, no equilibrio térmico, o valor esperado da velocidade vai a zero ({(v(t)) — 0),
como indica a equagao (2.44). Isso implica que w(t) = (v?(t)). Por outro lado, o teorema

da equipartigao da energia nos garante que para tempos suficientemente longos (¢ > 7),

"Isso vem de uma propriedade fundamental de fungéo delta de Dirac: fj:; St —t)dt = 1.
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vale a relacao:

1,1
ém(v (1) = ékBT, (2.52)

onde kp é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura absoluta do sistema. Substi-

tuindo (2.50) em (2.52), finalmente obtemos a constante A:
A = 2k5T. (2.53)

Esse resultado é importante pois mostra que a forca estocastica f(t) estd relacionada a
temperatura 1" do sistema, ou seja, relacionada as flutuagoes térmicas e consequentemente,

as colisoes das moléculas do fluido com a particula.

Partimos agora para o célculo da posicao z(t). Considerando que inicialmente a
particula se encontra na posigao zo e pela defini¢ao de velocidade v(t) = dx/dt, temos
que:

x(t) =z + /Ot v(t")dt'. (2.54)

Substituindo (2.41) em (2.54), temos:

¢ , e_('Y/m t'
z(t) = 550—1-/ vge /M)t —1—7/ f(T)e(V/m)TdT dat’, (2.55)
0 m
(v/m)t’
= Zo+ Lo (1 —ef(V/m)t) +/ 7/ f(r)e/™ TdT] dt’, (2.56)
v
= o+ (1= e O/mty /f /=0 47 (2.57)
v

Portanto, obtemos a posi¢ao x(t) da particula no instante de tempo ¢. De (2.57), podemos

calcular (x(t)):

(x(t)) = (vo+ Yo (1 — e_(y/m)t)) + B /Ot<f(7')>(1 — e(V/m)(T_t))dT, (2.58)

= zo+— (1— e*(w/m)t) : (2.59)

onde usamos novamente a condi¢ao (2.37). O deslocamento quadrdtico médio (Ax?) é

definido como:

(Az) = 2(t) = ([z(t) — (=())])- (2.60)
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Substituindo (2.57) e (2.59) em (2.60), obtemos:

) = <F/tf<7)( O/~ t)d7r>, (2.61)
- ([ -] [ s ), e

- 7/ /Mf(f’)f(r”))(l—e%“'”)(1 - A Darar. (2:63)

Substituindo a condigao (2.38) em (2.63) e efetuando a integracdo usando novamente a

propriedade da funcao delta de Dirac, obtemos:

2(t) = % {t — 277" (1 —e0/mty 4 5 (1- e‘(”/m)t)} : (2.64)
E importante observar que para tempos suficientemente longos (¢ > 7*), o termo domi-
nante em (2.64) é oc t (i.e. z(t) ~ t), que foi exatamente o resultado obtido por Einstein
(como vimos anteriormente). O tratamento de Langevin inclui também o limite onde

t < 7*. Nesse caso, o deslocamento quadratido médio é proporcional ao quadrado do

tempo, 2. Os graficos das equagoes (2.49) e (2.64) podem ser vistos na Figura 9.
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Figura 9: (a) Velocidade quadrética média w(t) em fungao do tempo para diferentes
valores do parametro v e (b) deslocamento quadrético médio z(¢) em fungao do tempo
para v = 1.0 kg/s. Em ambos os gréficos, utilizamos m = 1.0 kg. O “inset” em (b) mostra
o deslocamento quadratico médio em funcao do tempo em escala log-log. E possivel
observar que o regime balistico (onde z(t) ~ %) ocorre em intervalos de tempo ¢t < 1.5 s.
Para t > 1.5 s, o comportamento de difusao normal (z(t) ~ t) é recuperado.
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

Neste capitulo, vamos abordar um método de simulacao comumente utilizado na
modelagem computacional de sistemas fisicos; o método de Dinamica Molecular (DM).
Apresentamos ainda uma versao complementar ao método de DM, chamado de Dinamica
Molecular de Langevin (DML) e uma aproximacao desse método, chamada Dinamica
Browniana (DB). Ambos, DML e DB, serao utilizados para o estudo do sistema analisado

nesta dissertacao.

3.1 Dinamica Molecular (DM)

O método de Dinamica Molecular nos permite calcular, através de algoritmos com-
putacionais, propriedades macroscépicas de um determinado sistema fisico (por exemplo,
temperatura, energia potencial, energia cinética, pressao, etc). Além disso, é possivel
obter tanto propriedades estaticas como dinamicas. O ponto de partida para a utilizacao
do método de Dinamica Molecular é ter uma descrigao microscépica bem definida do sis-
tema fisico em consideragao [48]. Essa descrigdo pode ser feita através dos formalismos
Hamiltoniano, Lagrangeano ou mesmo diretamente através das equagoes de movimento

de Newton.

Na sua forma mais simples, o método de DM envolve a escolha das condigoes iniciais da
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simulagao (posigao e velocidade das particulas), do potencial de interagao entre as particu-
las, do ensemble estatistico apropriado e da técnica de integragao numérica das equagoes
de movimento. Dessa forma, o objetivo do método de DM consiste em calcular as traje-
térias, no espaco de fase, de uma colecao de particulas que obedecem, individualmente,
equagoes de movimento cldssicas [48]. Portanto, é necessério resolver numericamente,
utilizando-se algoritmos apropriados!, essas equacoes de movimento para cada particula

do sistema. As primeiras simulagoes de DM descritas na literatura [49, 50, 51| foram:

e Simulac¢do de um sistema de esferas rigidas, por Alder e Wainwright (1957);

e Simulacao de materiais, em um estudo sobre efeitos de radiacao em cobre cristalino,

por Vineyard (1960);

e Primeira simulagao de um sistema de argonio liquido, com potencial de interagao

do tipo Lennard-Jones, por Rahman (1964).

Uma observacao importante deve ser feita: o método de Dinamica Molecular pode
ser utilizado tanto para sistemas em eqiiilibrio (onde ha conservacao da energia total do
sistema e do nimero de particulas) como para sistemas fora do eqiiilibrio. O leitor pode
verificar as seguintes referéncias [52, 53, 54, 55] para um estudo aprofundado de métodos

de Dinamica Molecular aplicado a sistemas fora do eqiiilibrio.

3.1.1 Descricao do Método de DM

Primeiramente, deve-se atribuir a cada particula do sistema uma posicao e velocidade
inicial. Em sistemas atomicos, as geometrias mais utilizadas em trés dimensoes sao do
tipo FCC (face-centered cubic) e cibica. Em duas dimensoes, as mais comuns sao as
redes quadradas e triangulares. Existem outros tipos de configuragoes espaciais iniciais,
mas ¢ comum organizar as particulas, inicialmente, em uma rede cristalina, devido sua

simplicidade. Também ¢é possivel atribuir uma configuracgao inicial aleatéria. Em geral,

LComo exemplo, podemos citar o algoritmo de Verlet, o leapfrog (que é uma variacao do algoritmo de
Verlet) e o método de Runge-Kutta-Gill.
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as velocidades sao distribuidas uniformemente, pois esta distribuicao tende rapidamente
a de eqiiilibrio. Pode-se também distribuir as velocidades de acordo com uma distribuicao
de Maxwell-Boltzmann [56]. Se a simulagao tiver como objetivo representar o ensemble
microcanonico NVE (onde a energia total E do sistema é conservada, assim como o volume
V' e o nimero total de particulas N) em trés dimensdes, as velocidades sao distribuidas

de acordo com o teorema de eqiiiparticao da energia?:
1 & 3
K= 5 221 mv; = 2Nk:BT, (3.1)

onde N é o nimero total de particulas, kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura
absoluta do sistema, m; e v; sao massa e velocidade da i-ésima particula, respectivamente.
O momento linear total do sistema (normalmente nulo) é controlado através da atribuigao
das velocidades iniciais das particulas. Elas devem ser ajustadas para garantir que o centro
de massa do sistema permaneca em repouso [57]. Estabelecidas as condigoes iniciais, o
passo seguinte é determinar as posicoes e velocidades nas etapas subsequentes. Isso pode
ser feito através da solugao numérica das equagoes diferenciais de movimento que governam

o sistema, em condicoes estabelecidas pelo potencial de interacao definido no modelo.

A escolha do potencial de interacao V entre as particulas é importante para a des-
crigao correta do sistema fisico que se quer representar computacionalmente. Em geral,
¢ utilizado um potencial efetivo de pares®, que considera apenas interacoes entre duas
particulas (i e j, separadas por uma distancia r;; = |7; — 7|) a cada passo de simulac@o.
Existem alguns tipos de potenciais mais conhecidos, como o potencial de esferas rigidas
(hardcore, o mesmo da equagao (1.2)), o potencial de Lennard—Jones (para gases nobres)
e potenciais mais complexos para interagoes entre ions e moléculas, como por exemplo os

potenciais de dobragem (“bending”) longitudinal, angular e de torsao.

2Veja, por exemplo, F. Bloch, “Fundamentals of Statistical Mechanics” ICP (1989). A equagio (2.1)
é valida apenas no caso em que os v? sejam as tnicas varidveis quadréaticas do Hamiltoniano do sistema
em consideracao.

30 termo efetivo quer dizer que esse potencial incorpora em média as interacoes de todas as outras
particulas. Em geral, a energia potencial de um conjunto N de particulas é da forma U(r) = Zfij V(ri;)+

N N
Zi<j<k V(rijk) + Zi<j<k<l V(Tijkl) + .
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Podemos calcular a forca resultante f: sobre a i-ésima particula (devida a todas as

outras particulas) como*:

fi=— Z ViVij. (3.2)
J#i
Aplicando-se a segunda lei de Newton para a i-ésima particula, de massa m;, temos:

T
migs = 2 fu £ (33)
j#ig=1
onde ﬁe” (forga externa atuando sobre a i-ésima particula) pode representar um confi-
namento ao sistema. O objetivo do método de DM ¢é, entao, resolver numericamente N
equagoes da forma (3.3) para obter as posicoes 7;(t) de cada particula do sistema, em
qualquer instante de tempo t. Para isso, sao utilizados algoritmos de integracao numérica

que mostraremos a seguir.

3.1.2 Algoritmos de Integracao Numérica

Os algoritmos de integracao numérica utilizados para obter solucoes das equagoes
diferenciais de movimento sao baseados no método das diferencas finitas®, que consiste,
basicamente, em fazer uma expansao em série de Taylor, em torno de um determinado
ponto, para as coordenadas das particulas do sistema. H& dois tipos de erros intrinsecos
ao método das diferengas finitas: erros de truncamento e erros de arredondamento. O
primeiro esta relacionado a precisao com a qual o método de diferencas finitas se aproxima
da solucao real para a equacao diferencial que se pretende resolver numericamente. Ja
os erros de arredondamento englobam todos os erros que resultam da implementagao do
método. A forma como o computador que estd fazendo a simulacao computacional faz
calculos para funcoes exponenciais, raizes quadradas e armazenamento de nimeros reais

(floating point numbers) sao exemplos desse tipo de erro.

4Forcas conservativas sao aquelas que derivam de um potencial escalar. Isto leva & um importante
teorema de conservacao na Mecanica Classica: se todas as forgas do sistema sao conservativas, entao a
energia total do sistema, £ = K + V, é conservada.

50 mais conhecido deles é o método de Euler, que é uma aproximacao de primeira ordem em torno de
um ponto, tal que, dada uma fungdo f(z), entdo podemos expandi-la em torno do ponto Az: f(x+Az) =

f(@) + [ (x)Aw.
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Apresentamos aqui dois métodos comumente utilizados em simulagoes de Dindmica
Molecular: o algoritmo de Verlet e uma variacao do mesmo, chamado de algoritmo de leap-
frog. Existem diversos outros métodos de integracao numérica mais precisos e sofisticados,

como por exemplo, algoritmos de predigao-corregao (predictor-corrector)®.

3.1.2.1 Algoritmo de Verlet

Um dos métodos mais utilizados para integracao numérica das equacoes de movimento
foi introduzido por Verlet, em 1967 [58]. Esse método é uma solucao direta das equagoes
(3.3) através da expansao em série de Taylor’” da posicao 7(¢) de uma determinada parti-

cula, tal que:

Ft+6t) = F(t)+ Ft)dt + %%(t)éﬁ + O(0t%) (3.4)

Flt—6t) = Ft) — F)ot+ %%(t)ét? 05, (3.5)

Somando-se as equagoes (3.4) e (2.5), obtemos a estimativa para a posi¢ao da particula

no instante de tempo ¢ + ot:
F(t + 6t) = 27(t) — F(t — 6t) + 7#(£)6t> + O(5t?). (3.6)

O erro de truncamento local na posigao é da ordem de O(dt), j& que os termos O(dt?)
se cancelam. Nota-se que nao é preciso calcular as velocidades das particulas para se
obter as trajetérias. No entanto, pode ser 1til obter as velocidades para calcular a energia
cinética média do sistema, por exemplo. Subtraindo-se as equagoes (3.4) e (2.5), obtemos

uma estimativa para a velocidade da particula em um instante de tempo t¢:

i) TEHOD T2 00), (3.7)

Uma observagao muito importante a respeito do método de Verlet deve ser feita: vemos

que o algoritmo é apropriadamente centralizado (i.e. 7(t 4 dt) e 7(t — dt) sao simétricas

6Veja, por exemplo, J. M. Haile, “Molecular Dynamics Simulation — Elementary Methods”, Wiley-
Interscience (1997).
"Se f = f(z) for uma funcio continua e de derivadas continuas, é possivel expandi-la em torno de um

ponto zo tal que: f(z) = 300 | L 4= f(z0)(z — z)".
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nas equagoes (3.4) e (2.5)), tornando possivel a reversao temporal [56]. O algoritmo de
Verlet é um método de dois passos, pois ele estima a posigao 7(t + dt) a partir da posi¢ao
atual 7(t) e da posicao anterior 7(t — 0t). As principais caracteristicas desse algoritmo sao
a sua simplicidade de implementacao e a estabilidade para passos de tempo relativamente
longos. Além disso, apresenta boas propriedades de conservacao de energia [57]. Uma

variacao do algoritmo de Verlet é chamado de leapfrog, que veremos a seguir.
3.1.2.2 Algoritmo de Leapfrog

E possivel reescrever a equacao (3.4) como:
, , - Lo
T(t 4 ot) = 7(t) + ot [r(t) + 55157’(15)} : (3.8)

Analisando a equacao (3.8), é simples ver que (¢ + 0t) = F(t) + %&7%(75). Analogamente,
temos que 7(t — 0t) = (t) — %5757%(75). Subtraindo essas duas relagoes, e substituindo a

primeira em (3.8), obtemos as férmulas para posicao e velocidade do método leapfrog:
_, . - 1
rt+ot) = 7(t)+7 (t + 5515) ot (3.9)
N 1 N 1 -,
T (t + 5&) = 7 (t - 5&) + 7(t)ot. (3.10)

Existem diversos outros algoritmos numeéricos para a integragao de equacoes diferenciais.
Mostramos apenas o algoritmo de Verlet devido a simplicidade de implementacao. O
leitor pode verificar [48, 56, 57, 59] para descrigoes mais elaboradas de outros métodos de

integracao.
3.1.3 Condicoes Peridédicas de Contorno

Geralmente, o método de Dinamica Molecular é aplicado a sistemas fisicos consti-
tuidos de um numero da ordem de centenas até poucos milhares de particulas. Isso se
deve, principalmente, a uma questao de armazenamento de dados. Mesmo atualmente,
no mais moderno dos computadores, em uma simulagao na qual o niimero de particulas é

da ordem de 10%* (ntimero de Avogrado), o custo computacional é muito alto e pratica-
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mente invidvel. No entanto, sistemas finitos (onde 10 < N < 105) sao dominados pelos
chamados efeitos de superficie (interagoes dos dtomos com as paredes do recipiente) [56].
Em simulacoes onde nao hé interesse no estudo desses efeitos, os mesmos sao minimizados
utilizando-se condigdes periddicas de contorno [60]. A introdugao dessas condigoes é equi-
valente a considerar um conjunto infinito, que preenche todo o espago, de cépias idénticas

da regiao de simulacao. A Fig. 10 mostra com clareza o conceito de condicoes peridédicas

de contorno.
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Figura 10: Representacao de condigoes periddicas de contorno para um sistema bidimen-

sional. Ao centro, temos a regiao de simulacao e ao lado dessa regiao central, podemos
ver as réplicas do sistema original. (Retirada da referéncia [57])

Para descrever o método detalhadamente, consideramos uma caixa de simulacao de com-
primento L, com o centro dos eixos das coordenadas situado no centro da caixa, e varias
caixas-imagens distribuidas periodicamente em torno da regiao de simulagao. Sendo 7}

a posicao da i-ésima particula, havera um conjunto de particulas imagens, com posigoes

dadas por 7; + nE, onden = ...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3,... e nL é um vetor que conecta a

i-ésima particula a sua n-ésima imagem. Dessa forma, a energia potencial do sistema
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(levando em consideragao todas as particulas imagens) é dada por:

Ui, i) = 3 V() + > Y V(i — 7+ nL)). (3.11)

i<j n  i<j

Com o objetivo de evitar o calculo numérico do somatoério infinito existente na equagao
(2.11), utiliza-se o conceito de imagem minima, no qual uma particula ndo pode interagir
simultaneamente com outra particula e sua imagem. Através desta técnica, uma particula
ird interagir apenas com as particulas que estao a uma distancia menor ou igual a L/2. O
conceito de imagem minima somente é possivel quando o potencial de interacao é de curto

8. Dessa forma, o valor de L deverd ser escolhido de tal forma que as forcas de

alcance
interagao entre as particulas sejam despreziveis a distancias maiores que L/2, eliminando
assim o efeito de tamanho finito. Caso o potencial de interacao entre as particulas seja
de longo alcance (ou seja, V(r) ~ r7¢, onde d é menor do que a dimensionalidade do
sistema), haverd uma considerdvel interagao entre as particulas e suas imagens nas caixas

replicadas. Existem alguns métodos para tratar esse tipo de potencial e o mais conhecido

¢ o método de soma de Ewald [61].

3.1.4 Calculo de Propriedades

Apés vérios passos? de simulacao, que incluem o célculo de forcas de interacao, atu-
alizacao das posicoes e velocidades das particulas e aplicacao das condicoes periddicas de
contorno (caso seja necessario), o sistema atinge o eqiiilibrio, ou seja, sua energia mé-
dia oscila em torno de um dado valor constante. Dizemos, entao, que o sistema chegou
a configuracao de minima energia'® e é a partir desse ponto que efetuam-se calculos de

propriedades estruturais (e.g. fungao de distribuigao radial), térmicas (e.g. temperatura

8Considera-se que as interacoes sdo de curto alcance quando o decaimento com a distincia entre as
particulas é maior do que 7~%, onde d é a dimensionalidade do sistema.

90 ntmero de passos necessario para o sistema atingir o eqiiilibrio varia dependendo do problema
fisico proposto. Durante a simulacao, é possivel monitorar a energia total do sistema, por exemplo, e
verificar se ela atingiu um valor aproximadamente constante.

Como garantir que a trajetéria no espaco de fase represente de fato uma configuracio de minima
energia e nao um estado metaestavel? Essas situacoes de metaestabilidade sao efetivamente um problema
e poucas respostas foram elaboradas até o presente momento. Como referéncia, indicamos a leitura de J.
M. Haile, “Molecular Dynamics Simulation — Elementary Methods”, Cap. 2, pg. 62-63.
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média) e dinamicas (e.g. espectro de féonons, deslocamento médio quadratico, mobilidade,

ete).
3.1.4.1 Funcgao de Distribuicao Radial

A funcao de distribuicao radial g(7) é uma medida de como os a&tomos se organizam uns
em torno dos outros [62]. Especificamente, a func¢ao g(7) é proporcional & probabilidade de
encontrarmos dois atomos separados por uma distancia r + Ar, relativa a probabilidade
esperada para uma distribuicao completamente aleatéria com a mesma densidade [56].
Do ponto de vista da Mecanica Estatistica, que trata de sistemas onde o nimero de
graus de liberdade é bastante elevado, essa funcao desempenha um papel importante na
caracterizagao de estruturas de sistemas moleculares, como por exemplo, sistemas liquidos.
O método de Dinamica Molecular, como ja vimos, efetua célculos das posi¢oes individuais
de cada particula do sistema como fun¢ao do tempo, entdo ¢(7) pode ser imediamente
calculada. Matematicamente, a funcao de distribuicao radial ¢ definida!' como:

| /NN
pg(r) =+ <225(T_Tij)>a (3.12)
i G
onde N é o ntimero total de particulas do sistema, p = N/V é a densidade de particulas, 7;;
o vetor entre duas particulas i e j e (...) representam uma média temporal. E importante
observar que a distancia r;; ¢ invariante sob uma mudanca de indices i e j, ou seja,
rij = rj;. Essa propriedade reduz o nimero de termos da soma anterior & sN(N — 1) e
podemos reescrever a equagao (3.12) como:
9 |N N
po(r) = < <;;5(T—m)>- (3.13)
Integrando ambos os membros da equagao (3.13) sobre todos os valores de separacao
possiveis entre duas particulas e considerando p constante, temos:

p/g('r’)d'?z % <ZZ/5(7’ — rij)d'F> : (3.14)

i j<t

HPara substancias uniformes, o arranjo estrutural das particulas depende somente da distancia r entre
as particulas, ou seja, independe da orientacao do vetor 7.
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e pela propriedade da fungdo 6, [ 6(r — r;;)dr = 1:

p/g(r)df’: N -1 (3.15)

Esse resultado era esperado e pode ser interpretado da seguinte maneira: suponha que
tomamos uma determinada particula do sistema como origem e contamos o numero de

particulas restante. Obviamente, obteriamos exatamente N — 1 particulas.

@

rjo

Figura 11: (a) Ao centro, temos a particula de referéncia (escurecida). Os circulos em
torno dela representam as outras particulas. Um anel centrado é desenhado como referén-
cia e possui raio r e espessura dr. (b) Funcdo de distribui¢ao radial para um sistema de
particulas, na fase liquida, interagindo através de um potencial do tipo Lennard—Jones.

Além disso, a equagao (3.15) é 1til na interpretagao probabilistica da fungao de dis-
tribuigao radial. A probabilidade P(r,dr) de que um centro atomico esteja em uma casca
esférica de raio r e espessura dr com a casca esférica centrada em outro atomo é dada por
(ver Figura 11):

P(r,dr) = ﬁg(r)dr. (3.16)

A funcao de distribuigao radial g(r) também é comumente utilizada como uma fungao

auxiliar no calculo de propriedades termodinamicas macroscopicas. Por exemplo, algumas
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grandezas fisicas de interesse sao pressao, energia e compressibilidade isotérmica:

2
p = pkgT — gpz / o' (r)g(r, p, T)dr, (3.17)
E = gNkBT—i— % (4mr®)u(r)g(r, p, T)dr, (3.18)
dp
kpT | = = 1+p [[g(r)—1]dr. (3.19)
op )

3.1.5 Relagao com a Mecanica Estatistica

Uma das justificavas do método de Dinamica Molecular é que a média de uma gran-
deza sobre um ensemble estatistico é equivalente a média temporal da mesma grandeza,
conhecido como o principio ergédico!? da Mecanica Estatistica, que lida principalmente
com médias sobre ensembles. Por exemplo, para o ensemble canénico (NVT), no qual
o numero de particulas e a temperatura do sistema sao mantidas constantes, a média
(no eqiiilibrio) de uma quantidade A é expressa em termos de integrais no espaco de fase

envolvendo a energia potencial U = U(7) como fungio do conjunto de coordenadas {7 }:

a0 [ AGFEN)ePUE) gpN
< > - fe_BU(FN)dFN )

(3.20)

onde Z = [ e U™ 4N é denominada fungdo de particdo, 3 = 1/kpT e kg é a cons-
tante de Boltzmann. Essa média corresponde a uma série de medidas sobre um ensemble
de sistemas independentes. Sob essa perspectiva, o método de Dinamica Molecular é ba-
seado na hipétese ergddica que diz que para longos periodos de tempo (¢ — o0), o tempo
gasto por uma particula em alguma regiao do espacgo de fase dos microestados de mesma
energia é proporcional ao volume dessa regiao, ou seja, que todos os microestados sao
igualmente provaveis para um tempo muito longo [63]. Assim, a média temporal de uma
grandeza obtida por meio da Dinamica Molecular deve ser a mesma obtida da média sobre

o ensemble:

(A) = A, — % > AG) (3.21)

12Para uma discussdo aprofundada sobre esse principio, veja F. Reif, “Fundamentals of Statistical and
Thermal Physics”, (Capitulo 15, pg. 583).
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O ensemble estatistico padrao para o uso do método de DM ¢é o microcanonico (NVE),
onde o nimero de particulas e a energia total sao conservadas. O sistema percorre todo
o espaco de fase numa trajetdria caracterizada por um valor constante de energia (nao hé
troca de calor entre o sistema e suas redondezas). No entanto, a simulagdo computacional
utilizando o método de DM em outros ensembles pode ser adaptada. Para o ensemble
canonico (NVT), por exemplo, hd os métodos de termostato de Nosé-Hoover, termostato

de Berendsen e Dinamica Molecular de Langevin (DML), que veremos a seguir.

3.2 Dinamica Molecular de Langevin (DML)

Como vimos anteriormente, o método de DM se aplica a sistemas onde nao hé troca de
calor entre as particulas do sistema e o ambiente, ou seja, o ensemble microcanénico (NVE)
é o escolhido para as simulacoes nesse caso. Quando o sistema pode trocar calor com o
ambiente ou diferentes graus de liberdade sao adicionados, as equagoes de movimento
devem ser modificadas de maneira a reproduzir a verdadeira dinamica do sistema. Nesse
caso, a equacao de movimento de Newton (3.3) para a i-ésima particula de massa m; é

substituida pela equac¢ao de Langevin (como vimos na se¢ao 2.3.2):

=

dQFi df; nl ext n
g gy T Pt B F ) (3:22)

onde v é o coeficiente de viscosidade do meio (relacionado a dissipa¢do de energia no
sistema), Fopéa forca de interacao entre pares de particulas, f’f” é uma forca externa
atuando sobre o sistema (e.g. confinamento) e Fi(t) é uma forca estocdstica que depende
da temperatura absoluta 7' do sistema, representando o acomplamento do sistema a um
banho térmico. A equagao de Langevin é uma equacao diferencial estocastica onde o termo
de viscosidade proporcional & velocidade —+(dr;/dt) remove energia cinética do sistema,
enquanto a forga estocastica ﬁ}(t) fornece energia cinética ao sistema. Para garantir que o
sistema atinja uma situagao de eqiiilibrio no ensemble candnico, deve existir uma relagao
entre a dissipagao de energia no sistema () e o acomplamento com o banho térmico (7),

chamada de relacao de flutuacao—dissipacao. O termo estocéastico ﬁ%(t) ¢é conhecido como
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processo de Wiener, e deve obedecer as seguintes propriedades!:

(Fr(t)) = 0, (3.23)

(P (O Fd () = 27kpT0;8,0(t — ), (3.24)

7

onde (/,m) representam coordenadas (e.g. x,y), d;; € o delta de Kronecker e §(t —t') é a

distribuicao delta de Dirac.

Dessa forma, o método de Dinamica Molecular de Langevin (DML) tem como ob-
jetivo a integragao numérica das equagoes (3.22) semelhante ao método de DM exposto
nas segoes anteriores. Em geral, os algoritmos de integracdo sao os mesmos (Algoritmo
de Verlet, leapfrog) com algumas modificacoes. Mais detalhes podem ser encontrados
nas referéncias [64, 65|, onde as equagoes de movimento sdo integradas numericamente

utilizando um algoritmo quasi—simplético do tipo leapfrog.

3.3 Dinamica Browniana (DB)

Uma aproximagao do método de DML é conhecida como Dinamica Browniana (DB).
Essa técnica consiste em desprezar o termo inercial na equagao de movimento (3.22), ou

seja:
2 =
dt?
Esse limite é valido apenas quando a particula suspensa (chamada comumente de parti-
cula browniana) se encontra em movimento num meio viscoso no qual o efeito do atrito
~v é mais relevante do que a massa da particula. Note que se o raio da particula for
suficientemente grande em relagao as moléculas do fluido (cujos efeitos sao adicionados
implicitamente através da forga estocastica ﬁ}(t)), entao sua area superficial serd maior.

Consequentemente, o atrito viscoso tera um efeito mais relevante na dinamica da particula

suspensa!'?. Esse efeito faz com que a distribuicao de velocidades das particulas suspensas

13Se um processo obedece essas propriedades, em geral é chamado de “ruido branco”.

14p importante observar que, neste caso, estamos desprezando os efeitos hidrodindmicos, ou seja,
assumimos que cada particula “sente” a presenca de um fluido de background, que nao é perturbado pela
presenca das outras particulas. Dessa forma, o efeito médio sobre as particulas devido ao fluido decorre
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atinja o eqiiilibrio muito antes de suas posi¢oes terem mudado consideravelmente. Dessa
forma, a particula browniana tera sua velocidade mantida praticamente constante no de-
correr desse intervalo de tempo caracteristico, o que nos permite utilizar a aproximacao

(3.25). Esse regime também ¢é chamado de limite de superamortecimento (“overdamped”).

A técnica de DB é um método que se utiliza do fato da grande diferenca entre as
escalas de tempo entre o rapido relaxamento das velocidades (75) das particulas e das
variagoes mais lentas (75) em suas posigoes. Para uma particula coloidal de diametro
a = 100 nm, uma estimativa [66] para 75 é de 2.2 x 107 s, enquanto que 7, é da ordem
de 4.7 x 1073 5. Como podemos ver, 7, > 7p, o que indica claramente uma separacao
nas escalas de tempo; as velocidades das particulas brownianas relaxaram muito antes de

qualquer mudanga em suas posicoes.

Ap6s fazermos a aproximacao (3.25), a equagao de movimento (3.22) pode ser reescrita

COIMo:
dr, Y
Vo = > Fu+ F 4 F, (3.26)
j=1

N

dF; 1 L _

d_'; = > Fu+ FE™ + Fj| (3.27)
7j=1

valida apenas para intervalos de tempo muito maiores do que 75.

Em diversos sistemas fisicos mesoscopicos, nos quais as particulas brownianas suspen-
sas possuem um diametro da ordem de 100 nm até 10 pm (ou seja, sdo muito maiores
do que as particulas do fluido, cujos diametros sdo da ordem de alguns Angstroms), a
aproximacao acima é valida. Por isso, esse método tem sido amplamente utilizado em
simulacoes computacionais para o estudo de propriedades dinamicas desses sistemas. Al-
guns exemplos desses sistemas sao particulas coloidais suspensas, proteinas ou polimeros

em sistemas bioldgicos, etc.

apenas da forga de atrito, independentemente da posicao ou velocidade das outras particulas.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

Neste capitulo, vamos abordar o problema de um sistema classico de particulas intera-
gentes sob a ac¢ao de dois tipos de potentiais de confinamento: (i) confinamento parabdlico
unidimensional e (ii) confinamento hardwall (“parede dura”). Utilizaremos o método de
Dinamica Browniana (DB) e de Dinamica Molecular de Langevin (DML), mostrados no

Cap. 3.

4.1 Sistemas Monodispersos

4.1.1 Modelo do Sistema

O modelo do sistema consiste em N particulas carregadas interagindo através de
um potencial de interagdo de pares Vj,.(r;;) confinadas sob a agdo de um potencial de
confinamento V,.,¢(7;) e se movendo no plano (z,y) num meio viscoso. Além disso, as
particulas estao em contato com um banho térmico, de temperatura 7. O potencial de

interacao de pares é escrito como:

Vint(rij) = — T ' ; (4.1)

onde g é a carga de cada particula do sistema, € é a permissividade elétrica do meio e A

¢ o comprimento de blindagem de Debye. O potencial da forma (4.1) é conhecido como
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potencial de Debye-Hiickel [67] ou potencial Coulombiano blindado!.

A equacao de movimento para a i-ésima particula do sistema é dada por:

&R d
m =—y— —
a - at

Z ﬁivmt('f’zj) — ﬁz‘Vconf(Fi) + Fji“<t)7 (4.2)

j>i
onde m ¢é a massa de cada particula, 7; é a posicao da particula, v é a viscosidade do meio,
t é o tempo e Fi(t) é uma forca estocastica que obedece as condicdes (3.23), e simula as
colisdes das moléculas do fluido com as particulas do sistema?. Em sistemas coloidais,
podemos utilizar a aproximagao para o limite de superamortecimento (ou seja, despreza-
mos os efeitos inerciais, m{d*r;/dt*} =~ 0). Dessa maneira, reescrevemos a equagao (4.2)

CO1mMo:
dr;

Vg =~ 2o ViVini(rig) = ViVeons (75) + Fr(8). (43)

j>i
Na segao 4.1.2, vamos estudar separadamente o sistema sob a influéncia de dois po-

tenciais de confinamento diferentes, sendo:
. 1
‘/conf<7,l) = _mwgyi27 (44)
o potential de confinamento parabélico unidimensional (na dire¢ao do eixo-y) e

. 0 para |y < R, /2
Veony(T3) = (4.5)
oo para |y;| > Ry,/2,

o potential de confinamento hardwall. Em ambos os casos, o potencial de confinamento
limita o movimento das particulas na direcao do eixo-y. No primeiro caso, esse confina-
mento é regulado pelo parametro w?. J4 no segundo caso, as particulas estao confinadas
por duas placas paralelas separadas por uma distancia I,, uma da outra. Na direcao do

eixo-z, utilizamos condicoes periddicas de contorno.

'Note que no limite A — oo, o potencial V(1) — 1/r, que é exatamente o caso do potencial Coulom-
biano.

2Tal descricdo é chamada de método de “coarse-graining”, ou seja, quando os efeitos do fluido néo sao
adicionados explicitamente, mas na equagao de movimento.
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4.1.1.1 Unidades: Confinamento parabdlico unidimensional e confinamento
hardwall

Apés algumas manipulagoes algébricas, e utilizando a relagdo de Einstein (1/y =
Dy/kgT), a equacao de movimento (4.3) considerando o potencial de confinamento para-
bélico [Eq. (4.4)] pode ser escrita como:

dr’; D, Lo e Do\ = Do\ =
—_r (=0 Zv (2 VVAH+ (2 R 4.6
dt' (ag) ’( ri; ) X(a%) (97 (ag) () (4.6)

j>t

onde Dy = 1.0 x 10712 m?/s é o coeficiente de difusdo livre de cada particula, ag =
1.0 x 107 m é a distancia média entre particulas vizinhas, ¢ é o tempo (medido em
segundos) e kK = ag/A é o parametro de blindagem do potencial de interagao entre as
particulas. Além disso, definimos os parametros:

q2

I = 4.
EkBTao’ ( 7)
1 m(woag)?
= —— 4.
X > T (4.8)

Note que mantendo-se a temperatura constante (71"), os parametros I e y regulam, respec-
tivamente, a energia de interacao particula—particula (I" o< ¢°) e a energia de confinamento

parabdlico (x oc w?).

Para o caso do potencial de confinamento hardwall, as unidades de medidas sao as
mesmas do caso parabdlico. No entanto, o parametro que regula o confinamento na dire¢ao

do eixo-y ¢é a distancia R,, entre as placas paralelas.

4.1.2 Difusao em um Canal Unidimensional Infinito

Nesta secao, iremos analisar o processo de difusao do sistema descrito na secao an-
terior calculando numericamente o deslocamento quadrético médio (MSD, mean-squared
displacement) das particulas. Uma das razoes para a andlise dessa grandeza (MSD) é
verificar a quais regimes de difusao as particulas estarao submetidas em diferentes inter-

valos de tempo. Integrando numericamente as N equagoes de movimento (4.3) através do
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algoritmo de Ermak [68], obtemos as posigoes 7;(t) = z;(t)& + y;(t)y da i-ésima particula
em cada instante de tempo t. O deslocamento quadratico médio na direcao do eixo-z é

calculado como:

z(t) = <% Z [zi(t) — xi(0)12> ) (4.9)

At
onde N é o nimero total de particulas do sistema e (...)a; representa uma média apds

um intervalo de tempo At. Para manter a distancia média entre as particulas aproxima-
damente igual a unidade, definimos o ntimero total de particulas para um sistema 1D e

quasi-1D como:
L

————; Ry
V(1= RY)

onde L é o comprimento da caixa de simulacao na dire¢ao do eixo-x e R, é a largura do

<1, (4.10)

canal hardwall na diregao do eixo-y. Obtivemos as curvas do deslocamento quadratico
médio z,(t) em fungao do tempo (em escala log-log) para diferentes valores dos parametros
que regulam o confinamento do sistema: x no caso do confinamento parabédlico e R,, no

caso do confinamento hardwall. Os resultados podem ser vistos na Figura 12(a)—(b).

Para tempos curtos (I), uma particula nao percebe as particulas vizinhas e executa
um movimento aleatério (random walk) regular, levando a um regime de difusdo normal,
onde MSD ~ ¢!, seguido por um regime estocdstico intermedidrio subdifusivo, onde MSD
~ t* com 0.5 < a < 1.0. No regime de tempos intermediérios (II), é possivel observar um
regime de difusdo em linha (SFD) que apresenta um comportamento subdifusivo do tipo
2.(t) ~ t°°. A difusao normal é suprimida e o regime de difusao em linha é observado
em canais estreitos (por exemplo, x ~ 3.5 ou R, < 0.50). Isso se deve ao fato de que
para valores grandes (pequenos) de y (R,), o confinamento faz com que as particulas
nao possam cruzar umas as outras. No entanto, diminuindo (aumentando) o valor de y
(Ry) (por exemplo, no caso de xy = 0.25, ou R,, = 0.80), o regime de difusdo em linha é

perdido, dando lugar novamente a um regime de difusao normal.

Até aqui, havidmos considerado o célculo do deslocamento quadratico médio (MSD)

levando em consideragao apenas a direcao do eixo-x. No entanto, para compreendermos
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Figura 12: Deslocamento quadratico médio na diregao do eixo-z (z,(t)) como fungao do
tempo para: (a) diferentes valores de x e (b) diferentes valores de R,,. As linhas tracejadas
vermelhas indicam algumas inclina¢oes importantes. Dois regimes diferentes podem ser
observados em ambos os casos: (I) regime de difusdo normal, com z,(t) ~ t e (II) regime
subdifusivo, com z,(t) ~ t* (onde o < 1.0).

melhor como ocorre a transi¢do do regime de difusdo em linha (SFD) para o regime de
difusao normal, calcularemos agora o MSD levando em conta também a direcao do eixo-y.
Dessa forma, o deslocamento quadratico médio é calculado como:

z(t) = <N D lwit) = (0)]* + [mi(t) - yi(O)]2> : (4.11)

1=1 At

Os resultados para o MSD levando em conta as duas diregoes (x e y) é mostrado na
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Figura 13(a)—(b), como funcao dos parametros que regulam o potencial de confinamento.
Assim como no caso anterior, para intevalos de tempo curtos, hd um regime de difusao
normal (I), onde MSD ~ t! seguido por um regime estocastico e depois um regime de
difusdo em linha (II). Para o caso do confinamento hardwall (Figura 13(b)), no regime
subdifusivo, as inclinagoes das curvas do MSD, «,., exibem um comportamento reentrante

para 0.20 < R,, < 0.50, como pode ser melhor visto na Figura 14(b).
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Figura 13: Deslocamento quadrético médio na diregdo do eixo-z e eixo-y (z,(t)) como
fungao do tempo para: (a) diferentes valores de x e (b) diferentes valores de R,,. As linhas
tracejadas vermelhas indicam algumas inclinagoes importantes. Dois regimes diferentes
podem ser observados em ambos os casos: (I) regime de difusdo normal, com z,.(t) ~ ¢ e
(IT) regime subdifusivo, com z,(t) ~ t* (onde o < 1.0).
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Figura 14: As inclinagoes a, e o, versus (a) o parametro de confinamento unidimensional
parabdlico x e (b) largura R, do canal hardwall. Ambos sao calculados no regime sub-
difusivo (regiao (II) na Figura 13). “PBC” em (b) indica simulagoes utilizando condigoes
periédicas de contorno em x e y.

Para melhor entendermos o comportamento reentrante encontrado, calculamos a dis-

tancia média (|y|) das particulas até o centro do canal e seu desvio padrao o, respectiva-
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mente, utilizando a distribuicao de probabilidade P(y):

Y il P
(lyl) = S Al (4.12)

N, 1/2
v - (Nisz<|y@-\—<|y|>>2> , (4.13

=1

onde P(y) é a probabilidade de encontrarmos uma particula no intervalo y e y + Ay,
e N é o numero total de intervalos utilizados no célculo de P(y). Para o caso ideal
completamente 1D, as particulas se localizam em uma linha reta. O aumento da largura
R, do canal ird levar a uma transicao em zig-zag [39, 69], que pode ser vista como uma
configuracao triangular distorcida nessa zona de transicao. Diferentemente do caso ideal
1D, a difusao das particulas na direcao do eixo-y sera influenciada tanto pelas paredes do
canal como pelas particulas da cadeia oposta, suprimindo a difusao nessa direcao. Isso
pode ser visto na Figura 15, para valores de confinamento 0.20 < R, < 0.50. Quando
0.50 < R,, < 0.59, o sistema se encontra em um regime quasi—1D. Ao aumentarmos ainda
mais o valor de R, ou seja, ao diminuirmos o confinamento na dire¢ao do eixo-y, o sistema
é trazido de volta a um regime 2D, onde o comportamento difusivo normal (MSD ~ ¢!0)
é recuperado. Na direcao do eixo-z, particulas em diferentes cadeias podem passar umas

pelas outras, resultando em um valor mais elevado de «,, como vemos na Figura 14(b).

Calculamos o desvio padrao médio o para diferentes valores de R,,, ou seja, a largura
efetiva da distribuigao de particulas P(y) ao longo do eixo-y. Note que o valor de o cresce
com o aumento de R, (Figura 15). Esse comportamento é esperado, pois a abertura do
canal ird permitir que as particulas se movam mais livremente. No entanto, o valor de
o permanece aproximadamente constante na regiao 0.55 < R,, < 0.59. Isso nos fornece
uma clara indicacao do comportamento reentrante: ainda que as particulas tenham mais
espaco para se mover, a difusao é suprimida. Para valores de R,, > 0.60, o desvio padrao
médio decresce, o que indica que as particulas do sistema estao se tornando localizadas em
uma rede triangular. Note também que o valor minimo de «,. (Figura 14(b)) corresponde

ao maximo na curva do desvio padrao médio (Figura 15).
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Figura 15: Distancia média absoluta (|y|) e desvio padrao médio o como fungoes da
largura R,, do canal hardwall.

A dependéncia de «a, com R, (Figura 14) indica que para pequenos valores de lar-
gura R, do canal, o vinculo geométrico do confinamento impoe o regime de SFD. Ao
aumentarmos R, é esperado que as particulas se tornem mais livres para se mover ao
longo da direcao do eixo-y do que na direcao do eixo-x. Até um determinado limite, a
interacao entre as particulas previne a passagem de umas particulas pelas outras, levando
ao regime de SFD. No entanto, a Figura 14(b) mostra que «,. inicialmente decresce com
o aumento de R,,. Para melhor entendermos esse comportamento, calculamos a distan-
cia absoluta média (|y|) das particulas ao centro do canal, utilizando a equacao (4.12).
Também calculamos o desvio padrao médio, o, ou seja, a largura efetiva da distribuicao
de particulas P(y) ao longo do eixo-y, em fungao de R, (Figura 15). O valor de (|y|)
cresce com o aumento de R,,, sugerindo o aparecimento de uma estrutura de duas cadeias,
mesmo para valores pequenos de R,,. No entanto, para valores pequenos de largura do
canal (por exemplo, R, = 0.20), a distribuicao de particulas P(y) ao longo da diregao

do eixo-y mostra que as particulas se movem efetivamente numa estrutura de uma cadeia
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(Fig. 16(a)/Fig. 17(b)). Nesse caso, a oscilagao da densidade de particulas na dire¢ao do

eixo-y ¢ espalhada ao longo da largura do canal.
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Figura 16: Para o caso do confinamento hardwall, mostramos as trajetorias tipicas das
particulas ap6s 10° passos de simulagao, confinadas em canais de largura (a) R, = 0.20,

(b) R, =0.60 e (¢) R, = 0.80.

Outra indicacao do comportamento reentrante pode ser vista analisando o desvio
padrao médio de (|y|), o, cujo valor cresce com o aumento de R, até R, = 0.50. Note
que para R, < 0.50, o regime de SFD ¢é observado, pois o =~ 0.5. Para R, > 0.50, o
decresce com o aumento de R,,. Esse fato, juntamente com o crescimento monotonico de
(ly]) como funcao de R, mostra que a estrutura de duas cadeias efetivamente aparece
para valores de R, > 0.50 (por exemplo, veja o caso R, = 0.60 nas Figuras 16(b) e
17(b)) devido tanto a interagao repulsiva entre particulas de cadeias opostas como do
vinculo geométrico devido ao confinamento do canal. Note também que a, > 0.5 para

R, > 0.50, indicando que o regime de SFD se torna um regime de difusao quasi—1D

(0.50 < R,, < 0.65).

Finalmente, se R,, > 0.65, a largura do canal ¢ suficientemente grande e o movimento
difusivo das particulas se torna simétrico em ambas as direcoes x e y, levando ao regime
de difusao normal 2D («, =~ 1.0). O fato de que no regime 1D « < 0.5 e no regime 2D

a < 1.0 se deve a interacgao repulsiva entre as particulas [42]. Alterando-se o potencial
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Figura 17: Distribuicao de probabilidade P(y) ao longo da dire¢ao do eixo-y sdo mostradas

para (a) diferentes valores do parametro x (confinamento parabdlico 1D) e (b) quatro
valores diferentes de largura R,, do canal hardwall.

de interagao, por exemplo, ajustando o parametro de blindagem x ou a densidade de

particulas, modifica-se o valor de a.
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Para o potential de confinamento parabdlico unidimensional, podemos ver (Figura
17(a)) que a distribuigao de particulas P(y) ao longo do canal é simétrica em relagao ao
eixo y = 0. Note que para grandes valores de x (por exemplo, y = 3.5), as particulas estao
praticamente confinadas, de modo que se movem apenas na direcao do eixo-x, formando
uma estrutura de uma cadeia. Quando o confinamento diminui (xy — 0), as particulas
passam a poder ocupar mais regioes do canal e podem passar do regime de difusao em
linha (SFD) (x ~ 3.5) para o regime de difusio normal 2D (x ~ 0.5). E possivel observar
também que para pequenos valores de x (por exemplo, y = 0.5), o sistema esta formando
aproximadamente uma estrutura de duas cadeias, fato representado pelos dois picos nas

bordas da distribuigao P(y).

4.1.3 Difusao em um Canal Circular Finito

Na secao anterior, analisamos a transigao do regime de difusdo em linha (SFD) para
o regime de difusao normal 2D em canais de largura variavel. A anélise foi feita em um
canal infinito na direcao do eixo-x e confinado na dire¢do do eixo-y: no primeiro caso
utilizamos um confinamento do tipo hardwall, caracterizado por um canal de largura R,,;
no segundo caso, o sistema foi confinado utilizando-se um potencial de confinamento pa-
rabodlico unidimensional, cuja intensidade é controlada pelo parametro y. No entanto, em
termos de uma possivel verificacao experimental dos efeitos estudados, ha uma dificuldade
experimental 6bvia no modelo citado: apesar de ser facilmente implementado numerica-
mente, é dificil reproduzir experimentalmente as condi¢oes de contorno periddicas nas
bordas de um canal aberto. Portanto, para evitar esta dificuldade em experimentos onde
ocorre o processo de SFD, é comum a utilizacdo de canais circulares, como os utilizados

nas referéncias [31, 70].

Nesta secao, investigaremos a transi¢ao de SFD para o regime de difusao normal 2D de
um sistema de particulas em um canal circular. Em particular, iremos estudar a influéncia
do confinamento no comportamento difusivo do sistema. Sem perda de generalidade,

vamos nos concentrar em condicoes especificas e parametros do experimento da referéncia
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[70]. Uma vantagem adicional desse modelo é que o movimento do sistema de esferas
metdlicas carregadas [70] pode ser estudado através da equagao de Langevin completa,

sem a aproximagao do limite de superamortecimento que fizemos anteriormente.

Consideramos N particulas interagindo através do potencial repulsivo de Yukawa
(4.1), que estdao se movendo em um canal circular na forma de um anel, de raio 7.
Definimos o confinamento parabdlico radial, de forma a confinarmos as particulas em um
canal circular, como:

‘/conf = B(Tz - rch)Qa (414)

onde r; é a coordenada radial da i-ésima particula e o parametro ( é escolhido da seguinte

forma:

4 ﬁ v q_2 Z exp [—2,%1“611 sin (Lﬁﬂ | (4.15)

2 . —h.-
yra € .y sin <¢1 2¢J>

ou seja, quando todas as particulas estao distribuidas equidistantes ao longo do compri-
mento do canal circular. Note que, nesse caso, V| ¢ aproximadamente igual a Vs devido
a fraca interacao de Yukawa, que modifica levemente as posicoes das particulas para fora
do centro do canal. Tal escolha para V} esta relacionada ao fato de que, como estamos
estudando a influéncia do confinamento nas propriedades difusivas do sistema, a energia
potencial das particulas deve ser da ordem da energia de interagao entre elas. O para-
metro 7o caracteriza a distancia quando o potencial externo atinge o valor Vy/vy e Vi, € a

energia do estado fundamental do sistema.

Nesse caso, o parametro v funciona como um parametro de controle®. Alterando-
se o valor de 7, podemos manipular a intensidade do potencial de confinamento. Como
conseqiiéncia, o controle desse parametro esta relacionado a existéncia ou nao da condicao
de SF (single-file). Aumentar o valor de = corresponde a diminuir a intensidade do
confinamento, o que leva a um aumento na area de localizacao radial das particulas. Dessa
forma, um aumento em ~ resulta em um efeito similar a um aumento de temperatura; e

portanto, o parametro v pode ser considerado uma “temperatura efetiva”. Note que tal

3Note que o pardmetro v aqui nao é o mesmo v utilizado no Capitulo 2 nem na secao 4.1.1.
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escolha para esse parametro é de fato realista. No experimento da referéncia [70] com
esferas metdlicas carregadas, o potencial de confinamento parabdlico foi criado por um
campo elétrico externo, e a intensidade do potencial é controlada através do ajuste da

intensidade do campo.

Para estudar a difusao das esferas metdlicas carregadas, resolvemos a equacao de
Langevin sem utilizarmos o limite de superamortecimento, ou seja, mantemos o termo

inercial proporcional a massa:

&F, dF,
m P — _
e Tt

Z ﬁV;nt(f;j) - 6‘/conf(f;) + ﬁ%’ (416)

JA#]
onde m = 2.5 x 107% kg é a massa de cada particula e n é o coeficiente de viscosidade.
Todos os parametros do sistema foram escolhidos seguindo o experimento [70] e A\p =

4.8 x 107* m. As unidades de massa, comprimento e tempo sao kg, metros e segundos,

respectivamente.
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Figura 18: Trajetérias das particulas apds 10® passos de simulacao em um canal circular,
para varios valores do parametro v: (a) v = 1.0, (b) v = 2.0, (¢) v = 3.0, (d) v = 5.0, (e)
v="17.0, (f) v =9.0.

A Figura 18 mostra as trajetérias das particulas para os primeiros 10° passos de simu-
lacao, em funcao de diversos valores do parametro 7. Como pode ser visto, a localizacao

radial das particulas diminui com o aumento de . Para um certo valor de v, vemos que
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a condigao de SF (single-file) ¢ quebrada (Figuras 18(c)—(f)).
4.1.3.1 Quebra da Condicao de SF (single—file)

E conveniente introduzir a distribuicao de probabilidade de particulas P,,q no canal ao
longo da dire¢ao radial r. Para calcular a fungdo P,.4(r), dividimos a regiao de simulagao
em um determinado numero de pequenos anéis axiais, cada um com espessura Ar. A
razao entre o nimero de observacoes de particulas em um setor de raio r; e o ntmero
total de observagoes durante a simulacao é definido como a distribuicao de probabilidade
de particulas, P..(r;). Na Figura 19, a fungao P,.4(r) é apresentada para diferentes
valores de . Com o aumento desse parametro, a distribuicao de probabilidade mostra
um certo alargamento na direcao radial r, o que significa que as particulas tendem a
ocupar mais regioes do canal. Além disso, o maximo da fungao P,.4(r) se afasta do centro
do canal (veja Figura 19). Isso é explicado pelo fato de que as particulas tendem a ocupar
regioes de maior raio devido a repulsao entre elas. O alargamento e deformacao da funcao
P,q4(7) sao indicativos de um gradual aumento na probabilidade de passagem mutua de

particulas (ou seja, de uma violagao na condigao de SF) com o aumento de 7.

Vamos agora discutir um critério qualitativo para a quebra da condicao de SF, ou seja,
quando comega a ocorrer a passagem mutua de particulas. Para isso, vamos considerar
uma particula sujeita ao potencial criado por uma particula vizinha (isso é justificado
pelo fato de estarmos utilizando um potencial de interacao de Yukawa de curto alcance
e também por causa da baixa densidade de particulas no canal), mostrado na Figura 20.
Linhas diferentes mostram o perfil de potencial entre as particulas como funcao do angulo
¢ para diferentes valores de raio r. Para pequenos valores de v, o méximo da fungao
P,aq(r) (veja a Figura 19) coincide com o maximo (7, ~ 9.0mm) do perfil de potencial.

Portanto, a passagem mutua entre particulas é impossivel, o que leva ao regime de difusao

em linha (SFD).

O alargamento assimétrico da fungao P,..q(r) com o aumento de 7 resulta em um

aumento na probabilidade de passagem mutua entre as particulas, que precisam superar
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Figura 19: Distribuigao de probabilidade P,,4(r) de particulas ao longo da direcao radial r.

As diferentes curvas sao para varios valores de 7. Um aumento no valor desse parametro

intensidade do potencial de confinamento.

faz com que haja um crescimento na largura da distribui¢ao P,.4(7), devido a reducao na
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Figura 20: Distribuigao espacial do potencial Vj,(r, ¢) criado por uma particula (circulo
vermelho) e a distribui¢ao de particulas P,.4(r) no canal circular ao longo da dire¢ao radial
r. A funcdo Ar determina uma distancia radial aproximada entre as particulas quando a
barreira de potencial Uy, se torna “penetravel” para uma dada temperatura 7. A funcao
Ary, caracteriza a largura da distribuigao P,..q(r) para esse valor de temperatura 7.
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uma barreira de potencial Uy, (veja Figura 20). Isso se torna possivel quando Uy, < kT
Em outras palavras, a energia térmica kg7 determina um valor minimo Ar entre particulas
adjacentes quando a quebra do regime de SFD se torna possivel. E bastante claro que uma
violagao “massiva” (ou seja, quando a maioria das particulas podem cruzar umas as outras)
da condigao de SF (single-file) ocorre quando metade da largura Ar,, da distribuicao de

probabilidade P,.4(r) obedece a condigao:
Arg, < Ar. (4.17)

A funcao Ar,, é definida como a razao entre a energia térmica kg7 e o potencial externo

Ucong(r), € é da mesma ordem de Ar:

Vo
0.

- (Ar/2)? ~ kpT. (4.18)
0

Dessa forma, o critério (4.17) pode ser apresentado na seguinte forma:
Arg, ~ Ar < Ar. (4.19)
4.1.3.2 Regimes Difusivos

O deslocamento quadratico médio (MSD), em fungao do tempo, para o sistema de

particulas confinadas no canal circular é calculado como:

1

2 2 2

<<A¢ >en8>part = m Z Z (<A¢Z,]>t - <A¢Z,]>t) Y (420)
i

onde (...)part ¢ uma média sobre o nimero total de particulas e (..)¢ns ¢ uma média sobre

todos os ensembles. No nosso caso, utilizamos 100 ensembles, para um sistema de 20

particulas.

A dependéncia temporal do deslocamento quadratico médio (MSD) para varios valores
de v é mostrado na Figura 21(a), em um grafico log-log. Podemos ver que para pequenos
valores de v, o regime normal de difusdo (onde MSD ~ t10) é seguido por um regime de

difusdo mais lento, acompanhado de uma aceleragao na difusao [71]. Para v > 1, a regido
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de SFD rapidamente desaparece (7 = 2), e depois some completamente, sendo substituida

por um regime ainda subdifusivo, com MSD ~ t* (0.5 < a < 1.0).

A Figura 21(c) mostra o em termos de 7. Note que a fungdo a(v) aumenta gradu-
almente de um regime a = 0.5 até um regime o < 1.0. O desvio do regime de difusao
normal observado para grandes valores de v é relacionado a presenca do fraco confina-
mento externo na direcao radial. Essa mudanca do comportamento difusivo pode ser
explicado pela diminuigao da localizagao radial de particulas com o aumento de v (Figura
19) e, como conseqiiéncia, pelo aumento da probabilidade de passagem mutua entre as

particulas.

As curvas do MSD que levam em consideragao as diregoes longitudinais (angulares) e
transversa (radial), (AR?) = (r?A¢?)+ (Ar?), podem ser vistas na Figura 21(b) para dife-
rentes valores de . Todos os regimes anteriores, vistos na Figura 21(a), sdo reproduzidos
(ou seja, o regime de difusdo normal e o regime de SFD). No entanto, um comporta-
mento subdifusivo (o < 0.5), similar ao caso do canal infinito estudado na secao 4.1.2
com confinamento parabdlico 1D (ver Figura 13(a)), é observado. Em outras palavras, as

modificagoes qualitativas nas curvas do MSD sao as mesmas para o caso do canal infinito.

A transigao entre os regimes de difus@o em linha (SFD) e o regime difusivo normal 2D,
ou seja, a dependéncia a(y), mostram um comportamento qualitativo significativamente
diferente comparado ao caso mostrado na secao 4.1.2, onde uma transicao descontinua
entre os dois regimes foi encontrada. Esse comportamento diferente se deve aos diferentes
perfis de confinamento e pode ser entendido da analise da distribuicao de probabilidade
de particulas. Para o caso do confinamento hardwall, a repulsao descompensada (ou seja,
devido ao confinamento) entre as particulas leva a uma maior densidade de particulas perto
das bordas do canal do que no centro do mesmo. Como conseqiiéncia, a quebra na condicao
de SF (single-file) acontece simultaneamente para muitas particulas nas proximidades das

bordas (veja Figura 15), resultando em uma transigdo descontinua (Figura 14(b)).

Por outro lado, no caso do confinamento parabdlico (tanto no canal infinito como
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Figura 21: Deslocamento quadratico médio (MSD) em fungao do tempo (escala log-log)
para diferentes valores da “temperatura efetiva” . As curvas foram calculadas (a) na
dire¢do longitudinal (angular) e (b) longitudinal (angular) e transversal (radial). (c¢) O
expoente o como funcao de 7. Note que o aumento de v leva a uma transicao gradual do

regime de SFD (a = 0.5) para o regime de difusdo normal 2D («a = 1.0).
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no canal circular apresentado acima), a distribuigdo de probabilidade possui um pico —
estreito ou largo, dependendo da intensidade do confinamento — perto do centro do canal
(veja as Figuras 17 e 18). Com o aumento da largura do canal (ou seja, diminuindo o
confinamento), apenas um pequeno numero de particulas sofre uma quebra da condigao
de SF (single-file). Esse nimero de particulas aumenta gradualmente com o decréscimo
da intensidade do confinamento, resultando em uma transicao mais suave entre os dois

regimes (SEFD e regime de difusdo normal 2D).
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, estudamos propriedades difusivas de um sistema de particulas clas-
sicas confinadas sob a acao de diferentes tipos de potenciais de confinamento, através da
andlise do deslocamento quadratico médio (MSD) como fungao do tempo. Para isso, no
Capitulo 2, apresentamos uma revisao do problema da difusao e do movimento browniano.
Mostramos que as abordagens de Einstein e de Langevin para o movimento browniano
sao equivalentes no limite de tempos longos, através do calculo analitico do deslocamento
quadratico médio (MSD) de um sistema unidimensional de N particulas nao—interagentes.
Utilizando a abordagem de Einstein, calculamos a distribuicao de probabilidade de um
sistema unidimensional através do formalismo das transformadas de Fourier e mostramos
que o sistema de N particulas apresenta um comportamento difusivo normal para escalas
de tempos longos, onde o deslocamento quadrético médio (MSD) é proporcional ao tempo.
J& na abordagem de Langevin, vimos que o MSD obedece também uma lei do tipo MSD
~ t. No entanto, vimos que para tempos menores do que o tempo de relaxamento do
sistema, o deslocamento quadratico médio é proporcional ao quadrado do tempo, MSD

~ 2, caracterizando um regime de difusao balistica (superdifusivo).

No Capitulo 3, introduzimos o método de Dinamica Molecular (DM), amplamente uti-
lizado em simulacoes computacionais de sistemas de N particulas classicas. Apresentamos

dois métodos de integragao numérica das equacoes de movimento: o algoritmo de Verlet e
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o algoritmo Leapfrog. Abordamos brevemente o método de Dinamica Molecular de Lan-
gevin (DML), que inclui um termo de flutuagoes térmicas (forca estocdstica), devido as
colisoes das moléculas do fluido com as particulas do sistema. Finalmente, apresentamos

uma aproximagao do método de DML chamada Dinamica Browniana (DB).

No Capitulo 4, estudamos um sistema monodisperso de particulas carregadas inte-
ragentes, sujeitas a trés tipos de potenciais de confinamento diferentes: (i) potencial
hardwall, representado por um canal de largura R,, (4.5); (ii) potencial de confinamento
parabdlico unidimensional (4.4), regulado pelo parametro y; e (iii) potencial de confina-
mento circular (4.14), que modela um sistema de tamanho finito. Esse estudo foi feito
pela andlise do deslocamento quadratico médio (MSD) do sistema de particulas, calculado
numericamente através de simulagdes de Dinamica Molecular de Langevin (DML) e Dina-
mica Browniana (DB). Para o caso da se¢ao 4.1.2, no qual as particulas se moviam em um
canal infinito na direcao do eixo-zx, trés regimes de difusao diferentes foram encontrados
para diferentes valores dos parametros que regulam o potencial de confinamento (y ou
R,). Inicialmente, as particulas apresentam um comportamento difusivo normal, onde
MSD ~ t* com o ~ 1.0. Depois, ha um regime estocastico, que corresponde a um compor-
tamento subdifusivo (MSD ~ ¢, com 0.5 < a < 1.0), seguido por um regime subdifusivo
de difusao em linha (SFD), onde MSD ~ t* com a ~ 0.5. Nossos resultados indicam que
o regime de difusdo normal é suprimido se 0.20 < R,, < 0.50 (ou 2.0 < x < 3.5, para
o caso do confinamento parabdlico unidimensional), levando o sistema a um regime de
difusao em linha (SFD) para escalas de tempo intermedidrias. Para valores de R,, > 0.56
(x < 2.0), as particulas poderao cruzar umas as outras e o regime de difusao em linha
(SED) desaparece. Para o caso do confinamento hardwall, um comportamento reentrante
foi observado nas inclinagées (a) das curvas do deslocamento quadrético médio (MSD),
quando o mesmo € calculado levando-se em consideracao ambas as direcoes do eixo-z e
do eixo-y. Isso significa que o potencial de interacao entre as particulas desempenha um
papel importante nas propriedades difusivas de sistemas confinados. O caso do canal

circular apresentando na se¢ao 4.1.3 corresponde ao experimento da referéncia [70], onde
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bolas de ago milimétricas se moviam em um canal gerado por um potencial parabdlico
criado através de um campo elétrico externo. A intensidade do potencial de confinamento,
que determina a “largura” efetiva do canal, pode ser ajustada pela intensidade do campo
externo. Ao contrario do confinamento hardwall, observamos uma transicao suave entre o
regime de difus@o em linha (SFD) e o regime de difusdo normal 2D. Esse comportamento
pode ser explicado pelos diferentes perfis de distribuicao de particulas P(y) para os dois
casos, hardwall e parabdlico. No primeiro caso, a distribuicao de particulas atinge um
valor maximo préximo as bordas do canal, resultando em uma quebra massiva da condi-
cao de SF (single-file), e portanto, em uma transi¢ao descontinua entre os dois regimes
difusivos diferentes. Para o segundo caso, ao contrario, a distribuicao de particulas P(y)
possui um maximo proximo ao centro do canal circular. Isso resulta em uma transicao

mais suave entre os regimes de difusdo, ou seja, difusdo em linha (SFD) e difusao normal

2D.
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