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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Muniz Neto.

FORTALEZA

2011



Aos meus pais Sobreira, Marta e Neiva, ao irmão
Gutemberg e ao amigo Wellington.



AGRADECIMENTOS
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RESUMO

No primeiro caṕıtulo da dissertação, é apresentada uma breve introdução do
trabalho. Em seguida, no segundo caṕıtulo, são demonstradas noções e propri-
edades de espaços vetoriais topológicos. Dando seguimento ao presente estudo,
no terceiro caṕıtulo, efetua-se a abordagem da teoria das distribuições, onde se
proporciona, como exemplo a distribuição delta de Dirac, na qual, por conse-
guinte, são definidas ainda operações com distribuições, entre elas a convolução
de uma distribuição com uma função teste, e por fim, ainda no mesmo capi-
tulo é feito uma análise das distribuições com suporte compacto. No caṕıtulo
quatro, por sua vez, explana-se a transformada de Fourier e suas propriedades,
bem como, propriedades de funções que pertencem ao espaço de Schwartz e
ainda, é feito um estudo das distribuições temperadas. Finalmente, no quinto
e último caṕıtulo é demonstrado o teorema de Malgrange-Ehrenpreis, que é a
temática principal do trabalho elaborado, o qual afirma que todo operador di-
ferencial com coeficientes constantes tem uma solução fundamental. Destarte,
é implementado um estudo de alguns exemplos afins ao teorema.

Palavras-chave: Solução Fundamental, Operador Diferencial, Coeficientes
Constantes.



ABSTRACT

In the first chapter of the dissertation, is a brief introduction. Then in
the second chapter, are shown notions and properties of topological vector spa-
ces. Following the present study, the third chapter, is effected the approach
to the theory of distributions, which provides, as an example the Dirac delta
distribution, in which, therefore, are defined further distribution operations, in-
cluding the convolution of a distribution with a test function, and finally, still
in same chapter an analysis is made of distributions with compact support. In
chapter four, in turn, explains to the Fourier transform and its properties, as
well as properties of functions belonging to Schwartz space and also a study is
made of tempered distributions. Finally, the fifth and final chapter is shown
the Malgrange-Ehrenpreis theorem, which is the main theme of the work done,
which states that any differential operator with constant coefficients has a fun-
damental solution. Thus, it implemented a study of some examples related to
the theorem.

Keywords: Fundamental Solution, Differential Operator, Constant Coeffici-
ents.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O presente trabalho traz como tema : O Teorema de Malgrange-Ehrenpreis, que
foi demonstrado, na primeira metade da década 1950-1960, de forma indepen-
dente por Bernard Malgrange e Leon Ehrenpreis. O teorema se relaciona com
equações em derivadas parciais, que exercem um papel central na matemática
pura e aplicada, e o estudo destas tem proporcionado e segue proporcionando
resultados de enorme interesse teórico e prático. Elas expressam de forma di-
reta, por exemplo, as leis fundamentais do movimento de Newton, as leis básicas
de movimento dos fluidos, dos campos elétricos, transmissão de calor e muitos
outros fenômenos. Historicamente, o estudo das equações em derivadas parciais
foi motivado por problemas da F́ısica e da Geometria.

Tal estudo foi a primeira evidência impressionante do impacto da teoria das
distribuições aplicada a equações diferenciais parciais lineares. Malgrange usou
as distribuições de modo sistemático e estudou operadores de convolução.

A teoria das distribuições está motivada pelo desejo de derivar, em algum
sentido, funções que não são deriváveis. Para isso estendemos o cálculo a uma
classe mais ampla que a classe das funções diferenciáveis, as distribuições. Che-
gamos ao espaço das distribuições como o dual topológico do espaço das funções-
teste. E passamos a ver funções como distribuições, definindo a derivada de uma
distribuição e estudando algumas propriedades do produto de convolução que
se define somente para uma distribuição e uma função-teste.

Apresentamos a transformada de Fourier como uma técnica para solução de
equações diferenciais ordinárias e parciais que nos permite transformar equações
diferenciais em equações algébricas e equações diferenciais parciais em equações
diferenciais ordinárias. Posteriormente, mostramos que ela é um isomorfismo
no Espaço de Schwartz, e a relacionamos com a convolução de funções.

Assim, temos todas as ferramentas necessárias para consecução do objetivo
do trabalho, a demonstração do teorema: Todo operador diferencial L com
coeficientes constantes tem uma solução fundamental, e como este pode
ser aplicado.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Espaços vetoriais topológicos

Em tudo o que segue, salvo menção em contrário consideraremos sempre espaços
vetoriais complexos.

Definição 2.1. Um espaço vetorial topológico (EVT) é um espaço vetorial
munido de uma topologia Hausdorff, em relação à qual as operações de espaço
vetorial são cont́ınuas.

Alguns comentários sobre as continuidades postuladas na definição acima:
a topologia usual de um produto cartesiano X × Y de espaços topológicos é a
topologia produto, i.e., aquela que tem por base a famı́lia

B = {A×B; A ⊂ X e B ⊂ Y são abertos}.

A definição acima afirma que a adição + : X × X → X e a multiplicação por
escalar · : C × X → X são cont́ınuas com respeito às topologias-produto dos
domı́nios. Assim, por exemplo, se xn → x, yn → y no EVT X e λn → λ em C,
então

xn + yn → x+ y e λnxn → λx.

O efeito de se combinar a estrutura de espaço vetorial com a topologia torna
um EVT X homeomorfo a si mesmo sob translações e homotetias. Mais preci-
samente, temos a seguinte

Proposição 2.2. Sejam X um EVT, y ∈ X e λ ∈ C \ {0}. As aplicações
fy : X → X e gλ : X → X, dadas respectivamente por

fy(x) = x+ y e gλ(x) = λx,

são homeomorfismos.
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Demonstração. As aplicações fy e gλ são claramente cont́ınuas. E as aplicações
fy
−1 : X → X e gλ

−1 : X → X, dadas por

fy
−1(x) = x− y e gλ

−1(x) =
1

λ
x,

são suas inversas, que também são cont́ınuas.

No que segue vamos discutir uma maneira de construir EVT’s cujas topolo-
gias satisfaçam uma certa condição adicional.

Definição 2.3. Seja X um espaço vetorial. Uma aplicação ρ : X → R+ é uma
semi-norma se as seguintes condições forem satisfeitas:

(a) ρ é sub-aditiva, i.e., ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y), para todos x, y ∈ X.

(b) ρ(λx) = |λ|ρ(x), para todos λ ∈ C, x ∈ X.

Se ρ é uma semi-norma no espaço vetorial X, então é claro que ρ(0) = 0.
Se a condição rećıproca for satisfeita, i.e., se ρ(x) = 0 ⇒ x = 0, então ρ será
uma norma em X. Há, no entanto, em vários espaços vetoriais de interesse,
semi-normas interessantes que não são normas, conforme atesta o seguinte

Exemplo 2.4. Se X = C1[0, 1] é o espaço vetorial das funções f : [0, 1] → C
de classe C1, então a aplicação ρ : X → R+ dada por ρ(f) = ||f ′||L∞ é uma
semi-norma que não é norma. De fato, ρ(f+g) = ||(f+g)′||L∞ = ||f ′+g′||L∞ ≤
||f ′||L∞ + ||g′||L∞ = ρ(f) + ρ(g), e ainda, ρ(λf) = ||(λf)′||L∞ = ||λf ′||L∞ =
|λ|||f ′||L∞ = |λ|ρ(f), sendo assim uma semi-norma. Mas sendo g qualquer
função constante, temos que ρ(g) = 0. Assim, ρ não é uma norma.

O lema a seguir coleciona algumas propriedades elementares úteis de semi-
normas.

Lema 2.5. Se ρ é uma semi-norma em um espaço vetorial X, então, para todos
x, y, z ∈ X, temos:

(a) ρ(x− y) ≥ |ρ(x)− ρ(y)|.

(b) ρ(x− z) ≤ ρ(x− y) + ρ(y − z).

Demonstração. (a) ρ(y + x− y) ≤ ρ(y) + ρ(x− y)⇒ ρ(x)− ρ(y) ≤ ρ(x− y).
E ainda ρ(x + y − x) ≤ ρ(x) + ρ(y − x) ⇒ ρ(y) ≤ ρ(x) + ρ(x − y) ⇒
−ρ(x− y) ≤ ρ(x)− ρ(y), assim

ρ(x− y) ≥ |ρ(x)− ρ(y)|.

(b) ρ(x− z) = ρ(x− y + y − z) ≤ ρ(x− y) + ρ(y − z)
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Definição 2.6. Uma famı́lia {ρα}α∈I de semi-normas em um espaço vetorial
X é suficiente ou separa pontos se

ρα(x) = 0, ∀ α ∈ I ⇒ x = 0.

É imediato que se {ρα}α∈I é uma famı́lia suficiente de semi-normas em um
espaço vetorial X, então

x 6= y ⇔ ∃ α ∈ I; ρα(x− y) > 0.

Para o que segue, se X é um espaço vetorial e ρ é uma semi-norma em X,
definimos a ρ−bola de raio r centrada em x ∈ X por

Bρr (x) = {y ∈ X; ρ(y − x) < r}.

Se {ρα}α∈I é uma famı́lia de semi-normas em X, denotamos Bραr (x) simples-
mente por Bαr (x); ainda nesse caso, escrevemos

n⋂
j=1

Bαjr (x) = Bα1,...,αn
r (x).

Seja T uma topologia sobre o espaço vetorial X, a qual o torna um EVT.
Se {ρα}α∈I é uma famı́lia de semi-normas em X, todas cont́ınuas em relação
a T , então, fixados r > 0 e α ∈ I, temos que ρ−1

α (0, r) = Bαr (0) é um aberto
de X. Portanto, para cada x ∈ X, são também abertos em X os conjuntos
x+Bαr (0) = Bαr (x) e Bα1,...,αn

r (x). O teorema a seguir estabelece uma rećıproca
dessas observações.

Teorema 2.7. Seja X um espaço vetorial e {ρα}α∈I uma famı́lia suficiente
de semi-normas em X. A coleção B dos conjuntos da forma Bα1,...,αn

r (x), com
x ∈ X, r > 0, n ∈ N e α1, . . . , αn ∈ I, é uma base para uma topologia sobre X,
a qual o torna um EVT.

Demonstração. Para mostrarmos que B é uma base para uma topologia em X,
vamos mostrar que a interseção de dois abertos U e V é também aberta. Mas
se x ∈ U ∩ V e Bα1,...,αm

r (x) ⊆ U e Bβ1,...,βn
s (x) ⊆ V , é imediato que

Bα1,...,αm,β1,...,βn
min{r,s} (x) ⊆ U ∩ V.

Para ver que a topologia assim definida é Hausdorff, sejam dados x, y ∈ X,
com x 6= y. Se α ∈ I é tal que ρα(y− x) = r > 0, então a sub-aditividade de ρα
garante que Bαr/2(x) ∩Bαr/2(y) = ∅.

Resta verificar a continuidade de f : X × X → X e g : C × X → X,
respectivamente as operações de adição e multiplicação por escalar. Como os
conjuntos Bαr (x) formam uma sub-base para a topologia de X, é suficiente
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mostrar que f−1(Bαr (x)) ⊆ X ×X e g−1(Bαr (x)) ⊆ C×X são abertos. Quanto
a f , note inicialmente que

f−1(Bαr (x)) = {(y, z) ∈ X ×X; ρα(y + z − x) < r}.

Portanto, fixado (y0, z0) ∈ f−1(Bαr (x)) e sendo η = r − ρα(y0 + z0 − x) > 0, a
sub-aditividade de ρα garante que

(y0, z0) ∈ Bαη/2(y0)×Bαη/2(z0) ⊆ f−1(Bαr (x)),

i.e., f−1(Bαr (x)) é aberto em X ×X. Para g, temos

g−1(Bαr (x)) = {(λ, y) ∈ C×X; ρα(λy − x) < r}.

Portanto, fixado (λ0, y0) ∈ g−1(Bαr (x)), queremos encontrar δ, η > 0 tais que

(λ, y) ∈ B(λ0; δ)×Bαη (y0)⇒ ρα(λy − x) < r.

Para tanto, utilizando uma vez mais a sub-aditividade de ρ, obtemos

ρα(λy − x) ≤ ρα(λy − λy0) + ρα(λy0 − λ0y0) + ρα(λ0y0 − x)

= |λ|ρα(y − y0) + |λ− λ0|ρα(y0) + ρα(λ0y0 − x)

< (δ + |λ0|)η + δρα(y0) + ρα(λ0y0 − x) < r.

Portanto, sendo ε = r − ρα(λ0y0 − x) > 0, tome δ = ε
2(ρα(y0)+1) e η = ε

2(δ+|λ0|) .

Se X é um espaço vetorial e {ρα}α∈I é uma famı́lia suficiente de semi-
normas em X, é imediato verificar que a base para a topologia de EVT dada pelo
teorema acima é formada por conjuntos convexos. De fato, se y, z ∈ Bα1,...,αn

r (x)
e t ∈ [0, 1], então

ραjr ((1− t)y + tz − x) ≤ (1− t)ραjr (y − x) + tραjr (z − x) < (1− t)r + tr = r,

i.e., (1− t)y+ tz ∈ Bα1,...,αn
r (x). Nesse caso dizemos que X é um espaço vetorial

topológico localmente convexo (EVTLC).

Vale observar que um EVTLC é uma generalização natural de um espaço
vetorial normado (EVN), uma vez que uma norma em um espaço vetorial é uma
famı́lia suficiente e unitária de semi-normas.

Exemplo 2.8. Se X é um EVN, a topologia fraca−∗ em seu espaço dual X∗ é
a menor topologia que torna as aplicações de avaliação

f ∈ X∗ 7→ f(x) ∈ C

cont́ınuas (x ∈ X). Portanto, tal topologia coincide com aquela gerada pela
famı́lia suficiente {ρx}x∈X de semi-normas, onde ρx(f) = |f(x)|, para todo
f ∈ X∗. Em outras palavras, X∗ é um EVTLC quando munido com a topologia
fraca−∗.
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O teorema a seguir dá uma condição necessária e suficiente para a continui-
dade de uma aplicação linear entre EVTLC’s.

Teorema 2.9. Sejam X e Y EVTLC’s, com topologias geradas pelas famı́lias
suficientes de semi-normas {ρα}α∈I e {σβ}β∈J . Se T : X → Y é uma aplicação
linear, então são equivalentes:

(a) T é cont́ınua.

(b) T é cont́ınua em 0 ∈ X.

(c) Para cada β ∈ J , existem α1, . . . , αk ∈ I e uma constante C > 0, tais que

σβ(Tx) ≤ C
k∑
j=1

ραj (x), ∀x ∈ X. (2.1)

Demonstração. A equivalência entre (a) e (b) segue imediatamente da pro-
posição 2.2, de maneira que basta mostrarmos a equivalência entre (b) e (c).
Para tanto, como T (0) = 0, note que T é cont́ınua em 0 se e só se a imagem
inversa por T de todo elemento Bβs (0) da sub-base de vizinhanças de 0 ∈ Y for
uma vizinhança aberta de 0 ∈ X, o que por sua vez ocorre se e só se existirem
α1, . . . , αk ∈ I, e r > 0 tais que

k⋂
j=1

Bαjr (0) ⊂ T−1(Bβs (0)).

Mas isso é o mesmo que

ραj (x) < r, ∀ 1 ≤ j ≤ k ⇒ σβ(Tx) < s. (2.2)

Logo, se (2.1) for satisfeita e s > 0 e β ∈ J forem dados, tome r = s/(Ck): se
ραj (x) < r para todo 1 ≤ j ≤ k, então

σβ(Tx) ≤ C
k∑
j=1

ραj (x) < C · kr = s.

Reciprocamente, fixados s > 0 e β ∈ J , se existirem r > 0 e α1, . . . , αk ∈ I
satisfazendo (2.2), então afirmamos que

σβ(Tx) ≤ s

r

k∑
j=1

ραj (x)

para todo x ∈ X. De fato, para x ∈ X há duas possibilidades:

• ραj (x) = 0 para 1 ≤ j ≤ k: neste caso ραj (tx) = 0 para todo t > 0, e
segue de (2.2) que σβ(Tx) < s/t para todo t > 0, donde σβ(Tx) = 0 e
nossa afirmação é verdadeira.
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• ραj (x) 6= 0 para algum 1 ≤ j ≤ k: sendo λ =
∑k
j=1 ραj (x) > 0, temos

ραj

( r
λ
x
)

=
r

λ
ραj (x) < r

para 1 ≤ j ≤ k, de modo que σβ
(
r
λTx

)
< s. De outro modo,

σβ(Tx) <
s

r
λ =

s

r

k∑
j=1

ραj (x).

Desde que todo EVTLC X é Hausdorff, o limite de uma sequência em X,
quando existir, será único. A proposição a seguir dá um critério útil para decidir
quando uma tal sequência converge para um certo limite.

Proposição 2.10. Seja X um EVTLC cuja topologia é gerada pela famı́lia
suficiente {ρα}α∈I de semi-normas. Uma sequência (xn)n≥1 em X converge
para x ∈ X se e só se ρα(xn − x)→ 0, para todo α ∈ I.

Demonstração. A sequência (xn)n≥1 converge para x ∈ X se e só se, dado
x ∈ U ⊆ X aberto, existir n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒ xn ∈ U . Basta agora
notar que os conjuntos Bαr (x) formam uma sub-base de vizinhanças de x, e que
ρα(xn − x) < r ⇔ xn ∈ Bαr (x).

Definição 2.11. Seja X um EVTLC. Uma sequência (xn)n≥1 em X é de
Cauchy se, para todo ε > 0 e toda semi-norma ρα definindo a topologia de X,
existir N = N(ε, α) ∈ N tal que

m,n ≥ N ⇒ ρα(xm − xn) < ε.

Como no caso de espaços métricos, é imediato verificar que toda sequência
convergente é de Cauchy; reciprocamente, se toda sequência de Cauchy em X
convergir, diremos que X é um EVTLC completo.

Um espaço topológico X é metrizável se existir uma métrica d sobre X
cuja topologia induzida coincida com a topologia original de X. Nesse caso,
diremos que a métrica d é compat́ıvel com a topologia de X. O teorema a
seguir dá uma condição suficiente para a metrizabilidade de um EVTLC.

Teorema 2.12. Se a topologia de um EVTLC X for gerada por uma famı́lia
enumerável {ρk}k∈N de semi-normas, então X é metrizável. Mais precisamente,
X admite uma métrica compat́ıvel e translacionalmente invariante d, dada
por

d(x, y) =
∑
k≥1

2−k
ρk(x− y)

1 + ρk(x− y)
. (2.3)
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Demonstração. A condição d(x, y) = 0⇒ x = y segue da suficiência da famı́lia
{ρk}k∈N. Para verificar a desigualdade triangular d(x, z) ≤ d(x, y) +d(y, z), use
que ρk(x − z) ≤ ρk(x − y) + ρk(y − z), juntamente com o fato que a função
f : R+ → R dada por f(x) = x

1+x é crescente e tal que f(a+ b) ≤ f(a) + f(b),
para todos a, b ∈ R+.

Para mostrar que a topologia induzida pela métrica coincide com a topologia
de EVTLC de X, basta mostrar que toda bola métrica aberta é aberta na
topologia de EVTLC e, reciprocamente, que todo aberto básico de tal topologia
é aberto na topologia métrica. Sejam, pois x ∈ X, R > 0 e Bd(x;R) a bola
métrica de centro x e raio R. Se r > 0 e N ∈ N são tais que r + 2−N < R,
afirmamos que

⋂N
k=1B

k
r (x) ⊆ Bd(x;R). De fato, se y ∈

⋂N
k=1B

k
r (x), então

segue do fato da função f do parágrafo anterior ser crescente que

d(y, x) =

N∑
k=1

2−k
ρk(x− y)

1 + ρk(x− y)
+
∑
k>N

2−k
ρk(x− y)

1 + ρk(x− y)

<

N∑
k=1

2−k
r

1 + r
+
∑
k>N

2−k < r + 2−N < R.

Reciprocamente, dado um aberto básico
⋂N
k=1B

k
r (x) da topologia de EVTLC

de X, se R = 2−N r
1+r afirmamos que Bd(x;R) ⊆

⋂N
k=1B

k
r (x). De fato, se

y ∈ Bd(x;R) e 1 ≤ k ≤ N , então

2−k
ρk(y − x)

1 + ρk(y − x)
≤ d(y, x) < 2−N

r

1 + r
≤ 2−k

r

1 + r
,

donde ρk(y − x) < r.

Um EVTLC metrizável e completo é denominado um espaço de Fréchet. O
resultado a seguir é uma consequência imediata da proposição 2.10, da definição
2.11 e do teorema acima.

Corolário 2.13. Seja X um EVTLC metrizável, cuja topologia é gerada pela
famı́lia {ρk}k∈N de semi-normas. Uma sequência (xn)n≥1 em X é de Cauchy
(resp. converge para x ∈ X) em relação à métrica d dada por (2.3) se e só se,
para todos ε > 0 e k ∈ N, existir N = N(ε, k) ∈ N tal que

m,n ≥ N ⇒ ρk(xm − xn) < ε (resp. ρk(xm − x) < ε).

Para o que segue, dizemos que um espaço topológico X é normável se X
puder ser munido com uma norma || ||, cuja topologia induzida coincida com a
topologia original de X. Nesse caso, diremos que a norma || || é compat́ıvel
com a topologia de X. O teorema a seguir dá uma condição suficiente para que
um EVTLC seja normável.
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Teorema 2.14. Se a topologia de um EVTLC X for gerada por uma famı́lia
finita {ρk}1≤k≤n de semi-normas, então X é normável. Mais precisamente, X
admite a norma compat́ıvel || ||, dada por

||x|| =
n∑
k=1

ρk(x).

Demonstração. Adapte a prova do teorema 2.12.

2.2 Funções-teste

Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Se f ∈ C0(Ω), o suporte de f é o conjunto

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Um multi-́ındice α = (α1, α2, . . . , αn) é uma n−upla de inteiros não-negativos;
a ordem do multi-́ındice α é o inteiro não-negativo

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Denotamos ainda por ∂α o operador diferencial linear

∂α = ∂α1
x1
. . . ∂αnxn ,

de ordem |α|. Definimos então os espaços vetoriais

Ck(Ω) = {f ∈ C0(Ω); ∂αf ∈ C0(Ω), ∀ |α| ≤ k},

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω)

e
D(Ω) = C∞c (Ω) = {f ∈ C∞(Ω); supp(f) é compacto}.

Quando Ω = Rn, denotaremos os conjuntos definidos acima simplesmente por
Ck, C∞ e C∞c , respectivamente. Se K ⊂⊂ Rn, definimos ainda

Dk = C∞c (K) = {f ∈ C∞c ; supp(f) ⊂ K}.

Para o que segue, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.15. A função η : R→ R dada por

η(x) =

{
e−1/x2

, se x > 0
0, se x ≤ 0

é um elemento de C∞(R).
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Demonstração. Essa função é claramente diferenciável em x 6= 0, e sua j-ésima
derivada tem a forma

η(j)(x) =

{
Rj(x)e−1/x2

, se x > 0
0, se x < 0

onde Rj(x) é um polinômio dividido por uma potência de x. Mas pela regra de
L’Hopital,

lim
x→0

Rj(x)e−
1
x2 = 0,

e assim η(j) é cont́ınua em 0, para todo j, sendo η infinitamente diferenciável.

Proposição 2.16. Os conjuntos Ck(Ω), C∞(Ω), C∞c (Ω) e C∞c (K) (para K ⊂⊂
Rn com interior não-vazio) são espaços vetoriais não-vazios.

Demonstração. É suficiente construirmos, para todos x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn e
r > 0, um elemento de C∞c (K), onde K =

∏n
j=1[xj − r, xj + r]. Por composição

com translações e homotetias, basta considerarmos o caso em que x = 0 e r = 1.
Se φ ∈ C∞c ([−1, 1]), então é claro que

ψ(x) = φ(x1) . . . φ(xn)

é um elemento de C∞c ([−1, 1]n), de modo que basta construirmos uma tal φ.
Sendo η a função do lema anterior, podemos tomar φ(x) = η(1−x)η(1+x).

Fixado um inteiro estendido 0 ≤ k ≤ +∞, seja BCk(Ω) o subespaço de
Ck(Ω) formado pelas funções φ ∈ Ck(Ω) tais que

||φ||k,∞,Ω :=
∑
|α|≤k

||∂αφ||∞,Ω

seja finita. É imediato verificar que || ||k,∞,Ω é uma norma em BCk(Ω) e que,
munido com tal norma, BCk(Ω) é um espaço de Banach. Se k ≤ l, é claro que
||φ||k,∞,Ω ≤ ||φ||l,∞,Ω, de modo que a inclusão ι : BCl(Ω) → BCk(Ω) é uma
contração, logo uniformemente cont́ınua. Quando Ω = Rn, denotamos || ||k,∞,Ω
simplesmente por || ||k,∞, e BCk(Ω) simplesmente por BCk.

Para K ⊂⊂ Rn fixado, consideramos sobre C∞c (K) a topologia de EVTLC
gerada pela famı́lia de semi-normas || ||k,∞. Como || ||k,∞ ≤ || ||k+1,∞ para
todo k ≥ 0, dados φ ∈ C∞c (K) e r > 0, temos Bk+1

r (φ) ⊂ Bkr (φ); portanto, um
subconjunto U de C∞c (K) é aberto se e só se, para todo φ ∈ U , existirem k ≥ 0
e r > 0 tais que Bkr (φ) ⊂ U .

Equivalentemente, pelo teorema 2.12, a topologia descrita acima sobre C∞c (K)
é aquela dada pela métrica translacionalmente invariante

dK(φ, ψ) =
∑
k≥0

2−k
||φ− ψ||k,∞

1 + ||φ− ψ||k,∞
.
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Proposição 2.17. Com a topologia descrita acima, C∞c (K) é um espaço de
Fréchet.

Demonstração. Se (φj)j≥1 é uma sequência em C∞c (K), de Cauchy em relação
à métrica dK , segue do corolário 2.13 que, para cada k ≥ 0 inteiro, (φj)j≥1 é
de Cauchy em relação à norma || ||k,∞ de BCk. Como BCk é um espaço de
Banach com tal norma, existe ψk ∈ BCk tal que φj → ψk em BCk. Agora,
para 0 ≤ k ≤ l inteiros, a continuidade da inclusão ι : BCl → BCk garante que
φj → ψk, ψl em BCk, de maneira que ψk = ψl. Fica então bem definida uma
função ψ ∈

⋂
k≥0BC

k = BC∞, tal que φj → ψ em BCk, para todo k ≥ 0.
Em particular, temos supp(ψ) ⊂ K, donde ψ ∈ C∞c (K). Portanto, mais uma
aplicação do corolário 2.13 garante que φj → ψ em C∞c (K).

Observação 2.18. Note que, apesar de ser um espaço de Fréchet, C∞c (K) não
é um espaço de Banach com a métrica dK (é imediato provar que tal métrica
não provém de uma norma).

O teorema a seguir dá um critério para a continuidade de uma aplicação
linear de C∞c (K) em um EVTLC.

Teorema 2.19. Seja X um EVTLC e T : C∞c (K)→ X uma aplicação linear.
São equivalentes:

(a) T é cont́ınua.

(b) T é cont́ınua em 0.

(c) T é sequencialmente cont́ınua.

(d) Para cada semi-norma ρ em uma famı́lia suficiente que gera a topologia
de X, existem um inteiro k ≥ 0 e uma constante C > 0 tais que

ρ(Tφ) ≤ C||φ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K). (2.4)

Demonstração. A equivalência entre os itens (a), (b) e (d) segue imediatamente
do teorema 2.9, juntamente com o fato de que as semi-normas de C∞c (K) são
encaixantes. A equivalência entre (a) e (c) segue do fato de que C∞c (K) é um
espaço métrico.

O exemplo a seguir mostra que é mais dif́ıcil tratar com C∞c (Ω) que com
C∞c (K).

Exemplo 2.20. Tome φ ∈ C∞c (R) tal que supp(φ) = [0, 1] e φ(x) > 0 para
x ∈ (0, 1). Em seguida, para cada inteiro n ≥ 1, seja

ψn(x) =

n∑
j=1

1

j
φ(x− j) ∈ C∞c (R),
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de tal sorte que supp(ψn) = [1, n+ 1]. Defina ainda

ψ(x) =

∞∑
j=1

1

j
φ(x− j) ∈ C∞(R).

É imediato verificar que ||ψ(k)
n −ψ(k)||0,∞ → 0 para cada inteiro k ≥ 0, ou ainda

que
||ψn − ψ||k,∞ −→ 0

para cada inteiro k ≥ 0; no entanto, ψ /∈ C∞c (R), de maneira que C∞c (R) não é
completo em relação à topologia de EVTLC gerada pelas semi-normas || ||k,∞.

Para assegurar que C∞c (Ω) seja completo, nós precisamos tanto da con-
vergência uniforme dada pelas semi-normas || ||k,∞,Ω quanto de uma condição
que force que os limites de sequências convergentes também tenham suporte
compacto. A definição a seguir explica quais semi-normas devem ser tomadas
sobre C∞c (Ω) a fim de que tais condições sejam satisfeitas.

Definição 2.21. Dado Ω ⊂ Rn aberto, consideramos sobre C∞c (Ω) a topologia
de EVTLC gerada pela famı́lia F(Ω) de semi-normas ρ : C∞c (Ω) → R que
admitem, para todo K ⊂⊂ Ω, restrições cont́ınuas ρ|C∞c (K) : C∞c (K)→ R.

Segue imediatamente da definição acima que || ||n,∞,Ω ∈ F(Ω) para todo
n ≥ 0 inteiro. No que segue provamos que, com tal topologia, C∞c (Ω) é um
EVLTC completo. Antes, contudo, precisamos do seguinte

Lema 2.22. Se {φn}n≥1 é uma sequência em C∞c (Ω), então uma das condições
a seguir se verifica:

(a) Existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(φn) ⊂ K para todo n ≥ 1.

(b) Existe uma semi-norma ρ ∈ F(Ω) tal que a sequência real {ρ(φn)}n≥1 é
ilimitada.

Demonstração. Seja K =
⋃
n≥1 supp(φn). Se K estiver contido em Ω e for

compacto, nada mais haverá a fazer. Senão, ou K é ilimitado ou K 6⊂ Ω. Em
qualquer caso, podemos achar uma sequência {xk}k≥1 em Ω e funções ψk ∈
{φn}n≥1 tais que ψk(xk) 6= 0 e ou |xk| → +∞ ou xk → x /∈ Ω. Afirmamos que
ρ : C∞c (Ω)→ R, dada para f ∈ C∞c (Ω) por

ρ(f) =
∑
k≥1

k

|ψk(xk)|
|f(xk)|,

é uma semi-norma em F(Ω). De fato, uma vez que supp(f) ⊂⊂ Ω, a soma do
segundo membro é finita, e portanto ρ certamente define uma semi-norma em
C∞c (Ω). Por outro lado, se L ⊂⊂ Ω e Tk : C∞c (L)→ R é a aplicação linear dada
por Tk(f) = f(xk), então

|Tk(f)| = |f(xk)| ≤ ||f ||0,∞,
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e segue do teorema 2.19 que Tk é cont́ınua sobre C∞c (L). Portanto, a restrição
de ρ a C∞c (L) é uma combinação linear finita das semi-normas f 7→ |Tk(f)|,
donde é cont́ınua. Segue então da definição de F(Ω) que ρ ∈ F(Ω).

Por fim, note que ρ(ψk) ≥ k, i.e., {ρ(ψk)}k≥1 é ilimitada.

Teorema 2.23. Com a topologia de EVTLC acima, C∞c (Ω) é completo. Ade-
mais, dadas uma sequência {φn}n≥1 em C∞c (Ω) e φ ∈ C∞c (Ω), são equivalentes:

(a) φn → φ em C∞c (Ω).

(b) Existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(φn), supp(φ) ⊆ K e φn → φ em C∞c (K).

Demonstração. Se {φn}n≥1 é uma sequência de Cauchy em C∞c (Ω) e ρ ∈ F(Ω),
então é imediato que a sequência {ρ(φn)}n≥1 é limitada. Portanto, pelo lema
anterior existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(φn) ⊆ K para todo n ≥ 1, i.e., φn ∈
C∞c (K) para todo n ≥ 1. Como C∞c (Ω) contém todas as semi-normas || ||n,∞,
temos que {φn}n≥1 é também de Cauchy em C∞c (K), e portanto existe φ ∈
C∞c (K) tal que φn → φ em C∞c (K). Mas se ρ ∈ F(Ω), temos que ρ|C∞c (K) :
C∞c (K) → R é cont́ınua, de maneira que ρ(φn − φ) → 0. Logo, φn → φ em
C∞c (Ω), e portanto, C∞c (Ω) é completo.

Para a equivalência entre (a) e (b), note inicialmente que a última parte do
argumento acima prova a implicação (b) ⇒ (a). Para a rećıproca, se φn → φ
em C∞c (Ω) e ρ ∈ F(Ω), então é novamente claro que a sequência {ρ(φn)}n≥1 é
limitada. Aplicando uma vez mais o lema anterior, garantimos a existência de
K ⊂⊂ Ω tal que supp(φn), supp(φ) ⊆ K para todo n ≥ 1, i.e., φn, φ ∈ C∞c (K)
para todo n ≥ 1. Como F(Ω) contém todas as semi-normas || ||n,∞, segue que
φn → φ em C∞c (K).

Observação 2.24. Mostraremos ao final desta seção que C∞c (Ω) não é um
espaço metrizável.

O teorema a seguir dá um critério para a continuidade de uma aplicação
linear de C∞c (Ω) em um EVTLC.

Teorema 2.25. Seja X um EVTLC e T : C∞c (Ω) → X uma aplicação linear.
São equivalentes:

(a) T é cont́ınua.

(b) T é cont́ınua em 0.

(c) T é sequencialmente cont́ınua.

(d) Para todo K ⊂⊂ Ω, T|C∞c (K) : C∞c (K)→ X é cont́ınua.

(e) Para todo K ⊂⊂ Ω e toda semi-norma ρ em uma famı́lia suficiente que
gera a topologia de X, existem um inteiro k ≥ 0 e uma constante C > 0
tais que

ρ(Tφ) ≤ C||φ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K). (2.5)
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Demonstração. A equivalência entre os itens (a) e (b) segue do teorema 2.9, ao
passo que a equivalência entre os itens (d) e (e) segue do teorema 2.19. Note
ainda que (a)⇒ (c) é sempre verdade para uma função cont́ınua entre espaços
topológicos. Para o que falta, mostremos que (c) ⇒ (d) ⇒ (b). Supondo (c)
verdadeira, segue do teorema 2.23 que T|C∞c (K) é sequencialmente cont́ınua e
portanto cont́ınua, uma vez que C∞c (K) é metrizável. Supondo agora (d) ver-
dadeiro basta provarmos que, se Bρr (0) é um elemento da sub-base da topologia
de X em 0, então T−1(Bρr (0)) é aberto em C∞c (Ω). Como

T−1(Bρr (0)) = {φ ∈ C∞c (Ω); (ρ ◦ T )(φ) < r},

basta então mostrarmos que ρ ◦ T ∈ F(Ω), o que é imediato, pois ρ ◦ T ∈ F(Ω)
se, e só se,

(ρ ◦ T )|C∞c (K) = ρ ◦ T|C∞c (K) : C∞c (K)→ C

é cont́ınua, para todo K ⊂⊂ Ω, o que é garantido por (d).

Corolário 2.26. Fixados ρ ∈ F(Ω) e K ⊂⊂ Ω, existem um inteiro k ≥ 0 e
uma constante C > 0 tais que

ρ(φ) ≤ C||φ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K).

Demonstração. Aplique a equivalência (a) ⇔ (e) do teorema anterior à identi-
dade Id : C∞c (Ω)→ C∞c (Ω), a qual é obviamente cont́ınua.

Corolário 2.27. Para todo multi-́ındice α, o operador linear ∂α : C∞c (Ω) →
C∞c (Ω) é cont́ınuo.

Demonstração. Fixe ρ ∈ F(Ω) e K ⊂⊂ Ω. Como φ ∈ C∞c (K) ⇒ ∂αφ ∈
C∞c (K), segue do corolário anterior que, para certos k ≥ 0 inteiro e C > 0 real
(independentes de φ),

ρ(∂αφ) ≤ C||∂αφ||k,∞ ≤ C||φ||k+|α|,∞.

Portanto, aplicando novamente o teorema 2.25 conclúımos que ∂α : C∞c (Ω) →
C∞c (Ω) é cont́ınua.

Finalizamos esta seção mostrando que, apesar de completo, C∞c (Ω) não é
metrizável. Para tanto, note inicialmente que, para todo K ⊂⊂ Ω fixado,
C∞c (K) é fechado em C∞c (Ω). De fato, seja ψ ∈ C∞c (Ω) um ponto de acumulação
de C∞c (K), com suporte L ⊂⊂ Ω; se L 6⊂ K, fixe x0 ∈ L \K tal que ψ(x0) 6=
0. Como as normas || ||0,∞ são semi-normas para a topologia de C∞c (Ω), a
definição de ponto de acumulação garante a existência de φ ∈ C∞c (K) tal que
||φ− ψ||0,∞ < |ψ(x0)|; em particular,

|ψ(x0)| = |φ(x0)− ψ(x0)| ≤ ||φ− ψ||0,∞ < |ψ(x0)|,

uma contradição.
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Suponha agora que C∞c (Ω) fosse metrizável, donde um espaço métrico com-
pleto. Sendo K1 ⊂ K2 ⊂ · · · uma exaustão de Ω por compactos, teŕıamos

C∞c (Ω) =
⋃
n≥1

C∞c (Kn),

uma união enumerável de fechados. Portanto, para chegarmos a uma con-
tradição via o teorema de Baire (cf. [4]), basta mostrarmos que C∞c (K) tem
interior vazio em C∞c (Ω) para cada K ⊂⊂ Ω, o que pode ser feito do se-
guinte modo: suponha Bρ1,...,ρmr (φ) ⊂ C∞c (K) para certos r > 0 e semi-normas
ρ1, . . . , ρm ∈ F(Ω). Tome L ⊂⊂ Ω \ K com interior não-vazio e, pelo co-
rolário 2.26, constantes Ci > 0 e ki ∈ N tais que

ρi(η) ≤ Ci||η||ki,∞, ∀ η ∈ C∞c (K ∪ L).

Se ψ ∈ C∞c (L) for tal que ||ψ−φ||ki,∞ < r/Ci para 1 ≤ i ≤ m, então ρi(ψ−φ) <
r para 1 ≤ i ≤ m, i.e.,

ψ ∈ Bρ1,...,ρmr (φ) ⊂ C∞c (K),

uma contradição.
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Caṕıtulo 3

Distribuições

3.1 Distribuições

Definição 3.1. Dado Ω ⊆ Rn aberto, uma distribuição em Ω é um funcional
linear cont́ınuo u : C∞c (Ω) → C. Denotamos por D′(Ω) o espaço vetorial das
distribuições em Ω; se Ω = Rn, denotaremos D′(Ω) simplesmente por D′.

Se u : C∞c (Ω) → C é um funcional linear, denotamos a imagem por u de
φ ∈ C∞c (Ω) por 〈u, φ〉. O teorema 2.25 nos dá imediatamente o seguinte critério
para que u ∈ D′(Ω).

Teorema 3.2. Seja u : C∞c (Ω)→ C um funcional linear. São equivalentes:

(a) u é cont́ınuo.

(b) u é cont́ınuo em 0.

(c) u é sequencialmente cont́ınuo.

(d) Para todo K ⊂⊂ Ω, u|C∞c (K) : C∞c (K)→ C é cont́ınuo.

(e) Para todo K ⊂⊂ Ω, existem um inteiro k ≥ 0 e uma constante C > 0 tais
que

|〈u, φ〉| ≤ C||φ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K). (3.1)

Vejamos, no que segue, alguns exemplos relevantes de distribuições.

Exemplo 3.3. Se f ∈ L1
loc(Ω), e uf : C∞c (Ω) → C é o funcional linear dado

por

〈uf , φ〉 =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx,
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então uf ∈ D′(Ω). De fato, tem-se neste caso

|〈uf , φ〉| ≤
∫

Ω

|f(x)||φ(x)|dx ≤ ||f ||L1(Ω)||φ||0,∞,

e o item (e) do teorema acima garante que uf ∈ D′(Ω).

A prova da proposição a seguir pode ser encontrada em [3].

Proposição 3.4. Para 1 ≤ p <∞ e Ω ⊆ Rn aberto, C∞c (Ω) é denso em Lp(Ω).

O corolário a seguir é conhecido como o lema de Lebesgue.

Corolário 3.5 (Lebesgue). Dado Ω ⊆ Rn aberto, a aplicação linear

L1
loc(Ω) → D′(Ω)
f 7→ uf

é injetiva.

Demonstração. Basta provar que se f ∈ L1
loc(Ω) é tal que uf = 0, a distribuição

nula, então f = 0 a.e. em Ω. Fixado um retângulo fechado R ⊂⊂ Ω, seja
(φk)k≥1 uma sequência de funções em C∞c (Ω) tal que φk → XR em L1(Ω). Pelo
teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos

0 = 〈uf , φk〉 =

∫
Ω

f(x)φk(x)dx→
∫

Ω

f(x)XR(x)dx =

∫
R

f(x)dx

Como isso é verdadeiro para todo R, segue que f = 0 a.e. em Ω.

O lema de Lebesgue garante que L1
loc(Ω) pode ser identificado com um su-

bespaço de D′(Ω). Graças a tal identificação, juntamente com o fato de os
elementos de L1

loc(Ω) serem funções (definidas a.e.), é costume denominarmos
os elementos de D′(Ω) de funções generalizadas em Ω. Mais ainda, para
u ∈ D′(Ω) e φ ∈ C∞c (Ω), utilizaremos por vezes a notação alternativa

〈u, φ〉 =

∫
Ω

uφdx.

Doravante, sempre que considerarmos f ∈ L1
loc(Ω) como um elemento u ∈

D′(Ω), suporemos que tal elemento é u = uf .

Dada u ∈ D′(Ω), se existe f ∈ L1
loc(Ω) tal que u = uf , dizemos que u é uma

distribuição regular. Caso contrário, u é dita uma distribuição singular.

Exemplo 3.6. Se µ é uma medida (positiva) localmente finita ou uma medida
complexa na σ−álgebra de Borel de Ω, então o funcional linear u : C∞c (Ω)→ R
dado por

〈u, φ〉 =

∫
Ω

φ(x)dµ(x)
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é um elemento de D′(Ω). De fato, neste caso tem-se

|〈u, φ〉| ≤ |µ|(supp(φ))||φ||0,∞ ≤ |µ|(K)||φ||0,∞,

para todo K ⊂⊂ Ω e toda φ ∈ C∞c (K). Note que se µ for absolutamente
cont́ınua em relação à medida de Lebesgue, então o teorema de Lebesgue-Radon-
Nikodym garante a existência de f ∈ L1(Ω) tal que

〈u, φ〉 =

∫
Ω

φ(x)dµ(x) =

∫
Ω

φ(x)f(x)dx = 〈uf , φ〉,

e a distribuição u será regular.

Exemplo 3.7. Se x ∈ Ω, o funcional linear δx : C∞c (Ω)→ C dado por

〈δx, φ〉 = φ(x)

define uma distribuição singular em Ω, denominada a função de Dirac, ou
massa de Dirac, ou ainda delta de Dirac em x.

Demonstração. Que δx, definida como acima, é distribuição, é óbvio a partir do
teorema 3.2:

|〈δx, φ〉| = |φ(x)| ≤ ||φ||0,∞.

Para ver que tal distribuição é singular, basta usar o lema de Lebesgue: se
φ ∈ C∞c e seu suporte esta contido em Ω \ {x}, então 〈δx, φ〉 = 0. Portanto, se
existisse f ∈ L1

loc(Ω) tal que δx = uf , deveŕıamos ter f = 0 a.e. em Ω \ {x},
donde f = 0 a.e. em Ω; mas áı teŕıamos, para toda φ ∈ C∞c (Ω),

〈δx, φ〉 =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx = 0,

o que é um absurdo.

No que segue, gostaŕıamos de aprender a operar com distribuições, de ma-
neira a generalizar as operações elementares com funções, por exemplo adição,
multiplicação, etc. Para tanto, nos valeremos do seguinte argumento geral: se
T : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) é um operador linear cont́ınuo, então seu dual (ou ad-
junto) T ′ : D′(Ω)→ D′(Ω) é tal que T ′u = u ◦ T , i.e.,

〈T ′u, φ〉 = 〈u, Tφ〉,

para todos u ∈ D′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω).

Exemplo 3.8. Se f ∈ C∞(Ω) e Tf : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) é o operador linear
dado por Tf (φ) = fφ, afirmamos que Tf é cont́ınuo. De fato, fixados ρ ∈ F(Ω)
e K ⊂⊂ Ω, segue do corolário 2.26 a existência de um inteiro k ≥ 0 e uma
constante C > 0 tais que

ρ(Tfφ) ≤ C||Tfφ||k,∞ = C||fφ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K).
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Com tais C e k, a regra de diferenciação de produtos nos dá

ρ(Tfφ) ≤ C||f ||k,∞||φ||k,∞, ∀ φ ∈ C∞c (K),

e o item (e) do teorema 2.25 assegura a continuidade de Tf .

A discussão acima nos permite então definir, para u ∈ D′(Ω), uma nova
distribuição fu por fu = T ′fu, de maneira que

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉, (3.2)

para todos u ∈ D′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω).

Observação 3.9. i) Se u ∈ L1
loc(Ω) e f ∈ C∞(Ω), a distribuição fu defi-

nida acima coincide com a distribuição regular gerada pela função local-
mente integrável fu.

ii) Se u ∈ D′(Ω), temos que uk
k→ u em D′(Ω)⇒ fuk

k→ fu em D′(Ω). E se
ψ ∈ Cc∞(Ω), como 〈ψu, φ〉 = 〈u, ψφ〉 e o segundo membro faz sentido para
φ ∈ Cc∞, podemos usar essa igualdade para definir ψu como um elemento
de D′.

Exemplo 3.10. Pelo corolário 2.27, para todo multi-́ındice α o operador linear
∂α : C∞c (Ω)→ C∞c (Ω) é cont́ınuo. Podemos, então, considerar seu dual (∂α)′ :
D′(Ω) → D′(Ω), tal que (∂α)′u = u ◦ ∂α. Para φ, ψ ∈ C∞c (Ω). Temos, pela
fórmula de integração por partes, que∫

∂αφ(x)ψ(x)dx = (−1)|α|
∫
φ(x)∂αψ(x)dx.

Definimos, então, a distribuição ∂αu por ∂αu = (−1)|α|(∂α)′u, de maneira que

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ〉, (3.3)

para todos u ∈ D′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω).

Observação 3.11. É imediato verificar que, quando u ∈ L1
loc(Ω) e f ∈ C∞(Ω),

a distribuição fu acima definida coincide com a função fu ∈ L1
loc(Ω); do mesmo

modo, para u ∈ Ck(Ω) e todo multi-́ındice α de ordem |α| ≤ k, a distri-
buição ∂αu acima definida coincide com a distribuição regular obtida a partir
da α−derivada ordinária de u.

Para u, v ∈ D′(Ω) e multi-́ındices quaisquer α, β, segue imediatamente da
definição que ∂α(u+ v) = ∂αu+ ∂αv e ∂α∂βu = ∂β∂αu = ∂α+βu.

Proposição 3.12. Podemos estender, à distribuições, a regra de Leibniz de
diferenciação de produtos: para f ∈ C∞(Ω), u ∈ D′(Ω) e α multi-́ındice, temos

∂α(fu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βf∂βu, (3.4)

26



onde (
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
=

n∏
j=1

(
αj
βj

)
.

Demonstração. Façamos indução em |α|
Seja |α| = 1, e φ ∈ Cc∞, então

〈∂(fu), φ〉 = −〈fu, ∂φ〉
= −〈u, f(∂φ)〉
= −〈u, ∂(fφ)− (∂f)φ〉
= 〈u, (∂f)φ〉 − 〈u, ∂(fφ)〉
= 〈(∂f)u, φ〉+ 〈∂u, fφ〉
= 〈(∂f)u, φ〉+ 〈f(∂u), φ〉
= 〈(∂f)u+ f(∂u), φ〉.

E assim ∂(fu) = (∂f)u + f(∂u). Assuma agora que a regra é valida para o
multi-́ındice α, mostremos que a regra vale também para o multi-́ındice γ, com
|γ| = |α| + 1. Suponha, sem perda de generalidade, que α = (α1, α2, ...αn) e
γ = (α1 + 1, α2, ..., αn).

Assim,

∂γ(fu) =

∂1∂
α(fu) =

∂1

∑
β≤α

(
α
β

)
∂α−βf∂βu =∑

β≤α
(
α
β

)
∂1(∂α−βf∂βu) =∑

0≤β1≤α1
0≤β2≤α2...
0≤βn≤αn

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
...
(
αn
βn

)
(∂α1−β1+1

1 ∂α2−β2

2 ...∂αn−βnn f)∂β1

1 ∂β2

2 ...∂βnn u+

∑
0≤β1≤α1

0≤β2≤α2...
0≤βn≤αn

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
...
(
αn
βn

)
∂α1−β1

1 ∂α2−β2

2 ...∂αn−βnn f(∂β1+1
1 ∂β2

2 ...∂βnn u) =

∑
0≤β1≤α1

0≤β2≤α2...
0≤βn≤αn

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
...
(
αn
βn

)
(∂α1−β1+1

1 ∂α2−β2

2 ...∂αn−βnn f)∂β1

1 ∂β2

2 ...∂βnn u+

∑
1≤β1≤α1+1
0≤β2≤α2...
0≤βn≤αn

(
α1

β1−1

)(
α2

β2

)
...
(
αn
βn

)
∂α1−β1+1

1 ∂α2−β2

2 ...∂αn−βnn f(∂β1

1 ∂β2

2 ...∂βnn u) =

∑
0≤β1≤α1+1
0≤β2≤α2...
0≤βn≤αn

(
α1+1
β1

)(
α2

β2

)
...
(
αn
βn

)
∂α1+1−β1

1 ∂α2−β2

2 ...∂αn−βnn f(∂β1

1 ∂β2

2 ...∂βnn u) =∑
β≤γ

(
γ
β

)
∂γ−βf∂βu

Concluindo assim a demonstração.

Exemplo 3.13. Suponha Ω = Rn e defina, para x ∈ Rn e λ ∈ C∗ fixados, os
operadores lineares τx, Tλ : C∞c → C∞c por

(τxφ)(y) = φ(y + x) e (Tλφ)(y) = φ(λy).
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Uma vez que
||τxφ||k,∞ = ||φ||k,∞

e
||Tλφ||k,∞ ≤ ( max

0≤j≤k
|λ|j)||φ||k,∞,

raciocinando como no exemplo 3.8 conclúımos que τx e Tλ são operadores line-
ares cont́ınuos. Podemos então definir as distribuições τ ′xu e T ′λu por 〈τ ′xu, φ〉 =
〈u, τxφ〉 e 〈T ′λu, φ〉 = 〈u, Tλφ〉. Agora, gostaŕıamos de definir o que se entende
pelas distribuições τxu e Tλu; a fim de que tais definições sejam consistentes
com a fórmula de mudança de variáveis para o caso de distribuições regulares,
pomos τxu = u ◦ τ−x e Tλu = 1

|λ|u ◦ T1/λ, i.e.,

〈τxu, φ〉 = 〈u, τ−xφ〉 e 〈Tλu, φ〉 =
1

|λ|n
〈u, T1/λφ〉. (3.5)

Proposição 3.14. Se u ∈ D′(Ω) e ej denota um vetor da base canônica de Rn,
então, em D′(Ω),

τteju− u
t

t→0−→ ∂ju.

Demonstração. Para φ ∈ Cc∞, tem-se

〈
τteju− u

t
, φ〉 = 〈τteju,

φ

t
〉 − 〈u, φ

t
〉

= 〈u, τ−tej
(
φ

t

)
〉 − 〈u, φ

t
〉

= 〈u,
τ−tejφ− φ

t
〉

t→0−→ 〈u,−∂jφ〉 = 〈∂j , φ〉,

uma vez que
τtejφ−φ

t

t→0−→ ∂jφ em Cc
∞, pelos teoremas 2.13 e 2.23.

Consideramos em D′(Ω) a topologia de EVTLC gerada pela famı́lia suficiente
de seminormas {ρφ;φ ∈ D(Ω)}, onde

ρφ(u) = |〈u, φ〉|.

Pela proposição 2.10, uma sequência {uk}k≥1 em D′(Ω) converge para u ∈ D′(Ω)
se e só se

〈uk, φ〉 → 〈u, φ〉, ∀ φ ∈ D(Ω)

(observe que tal topologia em D′(Ω) é simplesmente a topologia fraca−∗).

Proposição 3.15. D′(Ω) é um EVTLC completo.
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Demonstração. Seja {uk}k≥1 ⊂ D′(Ω) tal que 〈uk, φ〉 é de Cauchy para toda
φ ∈ Cc∞(Ω), então basta mostrar que u : Cc

∞(Ω)→ C definido por

〈u, φ〉 = lim
k→+∞

〈uk, φ〉

define uma distribuição. Mas que u está bem definida e é linear é claro. Para
mostrar a continuidade, basta mostrarmos, pelo teorema 3.2, que u|Cc∞(K) é
cont́ınua, ∀ K ⊂⊂ Ω. Para tanto, seja

Fj = {φ ∈ Cc∞(K); |〈uk, φ〉| ≤ j,∀ k ≥ 1}

=
⋂
k≥1

uk
−1(B(0; j)),

fechado em Cc
∞(K). Como toda sequência {〈uk, φ〉}k≥1 converge, temos

Cc
∞(K) =

⋃
j≥1

Fj .

Como Cc
∞(K) é um espaço métrico completo, o teorema de Baire garante que

∃ l ≥ 1 tal que Int(Fl) 6= ∅ em Cc
∞(K). Assim, existem m ∈ Z+, r > 0 e

ψ ∈ Cc∞(K) tais que

Br
m(ψ) = {φ ∈ Cc∞(K); ||φ− ψ||m,∞,K < r} ⊂ Fl.

Assim,
||φ− ψ||m,∞,K < r ⇒ |〈uk, φ〉| ≤ l,∀ k ≥ 1.

Em particular, para φ ∈ Cc
∞(K), temos φ1 = ψ + r

2
φ

||φ||m,∞,K
em Br

m(ψ),

donde |〈uk, φ1〉| ≤ l,∀ k ≥ 1. Portanto,

|〈uk, φ〉| =
2||φ||m,∞,K

r
|〈uk, φ1 − ψ〉| ≤

2||φ||m,∞,K
r

{|〈uk, φ1〉|+ |〈uk, ψ〉|}

2||φ||m,∞,K
r

.2l =
4l

r
||φ||m,∞,K ,

e u|Cc∞(K) é cont́ınua.

Seja agora T : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) um operador linear cont́ınuo com adjunto
T ′. Se uk → u em D′(Ω), então T ′uk → T ′u em D′(Ω). De fato, para φ ∈ D(Ω)
tem-se

〈T ′uk, φ〉 = 〈uk, Tφ〉 → 〈u, Tφ〉 = 〈T ′u, φ〉.

Portanto, as operações que definimos acima sobre distribuições se comportam
bem em relação à convergência de distribuições; em particular, obtemos a se-
guinte proposição, que está longe de ser verdadeira para funções ordinárias.
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Proposição 3.16. Seja α um multi-́ındice qualquer. Se uk → u em D′(Ω),
então ∂αuk → ∂αu em D′(Ω).

Demonstração. Para toda φ ∈ D,

〈∂αuk, φ〉 = (−1)|α|〈uk, ∂αφ〉 → (−1)|α|〈u, ∂αφ〉 = 〈∂αu, φ〉.

3.2 Convoluções

No que segue, denotaremos ux = τx e ũ = T−1u, isto é,

〈ux, φ〉 = 〈u, φ−x〉 e 〈ũ, φ〉 = 〈u, φ̃〉.

Exemplo 3.17. Se f ∈ L1
loc(Rn) e g ∈ Cc(Rn), sabemos que a convolução de

f e g é a função f ∗ g : Rn → C definida por

(f ∗ g)(x) =

∫
f(y)g(x− y)dy =

∫
f(y)g̃x(y)dy =

∫
fg̃xdy.

Isso nos induz a definição definição a seguir.

Definição 3.18. Definimos a convolução de u ∈ D′ e φ ∈ C∞c como a função
u ∗ φ : Rn → C dada por

(u ∗ φ)(x) = 〈u, φ̃x〉, ∀ x ∈ Rn.

Note que xk → x ⇒ φ̃xk → φ̃x em C∞c ⇒ 〈u, φ̃xk〉 → 〈u, φ̃x〉, de modo que
u ∗ φ ∈ C0(Ω).

Proposição 3.19. Se u ∈ D′(Ω) e φ ∈ C∞c , então:

(a) (u ∗ φ)x = ux ∗ φ = u ∗ φx, ∀ x ∈ Rn.

(b) u ∗ φ ∈ C∞ e ∂α(u ∗ φ) = ∂αu ∗ φ = u ∗ ∂αφ, ∀ α.

Demonstração. (a)

(u ∗ φ)x(y) = (u ∗ φ)(y + x) = 〈u, φ̃y+x〉.
(ux ∗ φ)(y) = 〈ux, φ̃y〉 = 〈u, τ−xφ̃y〉.

(u ∗ φx)(y) = 〈u, (̃φx)y〉.

Mas

φ̃y+x(z) = φy+x(−z) = φ(x+ y − z)
τ−xφ̃y(z) = φ̃y(−x+ z) = φy(x− z) = φ(x+ y − z)

(̃φx)y(z) = (φx)y(−z) = φx(y − z) = φ(x+ y − z)

Portanto, (u ∗ φ)x = ux ∗ φ = u ∗ φx, ∀ x ∈ Rn.
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(b) Note primeiro que

(∂αu ∗ φ)(x) = 〈∂αu, φ̃x〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ̃x〉.

Mas, pela regra da cadeia,

(∂αφ̃x)(z) = (−1)|α|(∂αφx)(z) = (−1)|α|(∂αφ)x(z),

de modo que

(∂αu ∗ φ)(x) = (−1)|α|〈u, (−1)|α|(∂αφ)x〉 = 〈u, (∂αφ)x〉 = (u ∗ ∂αφ)(x)

Resta, então, provar que ∂α(u ∗ φ)(x) = (u ∗ ∂αφ)(x). Por indução, basta
provarmos que ∂j(u ∗ φ)(x) = (∂ju ∗ φ)(x),∀ 1 ≤ j ≤ n. Para tanto, seja
ej o j-ésimo elemento da base canônica e, para t > 0, considere

Tt =
1

t
(τtej − I).

Segue de (a) que

Tt(u ∗ φ)(x) =
1

t
{τtej (u ∗ φ)(x)− (u ∗ φ)(x)}

=
1

t
{(τteju ∗ φ)(x)− (u ∗ φ)(x)}

= (Ttu ∗ φ)(x)

= 〈Ttu, φ̃x〉.

Como, pela proposição 3.14, Ttu
t→0−→ ∂ju em D′, segue do que foi feito

acima que lim
t→0

Tt(u ∗ φ)(x) existe e é igual a 〈∂ju, φ̃x〉 = (∂ju ∗ φ)(x). Mas

lim
t→0

Tt(u ∗ φ)(x) = ∂j(u ∗ φ)(x).

Proposição 3.20. Se φ, ψ ∈ Cc∞ e u ∈ D′, então (u ∗ φ) ∗ ψ = u ∗ (φ ∗ ψ).

Demonstração. Como φ ∗ ψ ∈ Cc∞, é uniformemente cont́ınua. Portanto, a in-
tegral de convolução (φ∗ψ)(x) =

∫
φ(x−y)ψ(y)dy é aproximada uniformemente

por uma soma de Riemann: se t > 0 e

Rt(x) =
∑
k∈Zn

φ(x− tk)ψ(tk)tn,

então
Rt

t→0−→ φ ∗ ψ uniformemente em x.
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Portanto, de

(∂αRt)(x) =
∑
k∈Zn

(∂αφ)(x− tk)ψ(tk)tn,

o mesmo argumento acima garante que

∂αRt
t→0−→ (∂αφ) ∗ ψ = ∂α(φ ∗ ψ)

uniformemente em x, onde na última igualdade usamos a proposição anterior.
Lembrando por fim que

supp (Rt) ⊂ supp (φ) + supp (ψ),

conclúımos, do que foi exposto acima, que

Rt
t→0−→ φ ∗ ψ em Cc

∞.

Logo,

u ∗ (φ ∗ ψ))(x) = 〈u, ˜(φ ∗ ψ)x〉 = lim
t→0
〈u, (̃Rt)x〉

= lim
t→0
〈u,

∑
k∈Zn

˜(φ−tk)xψ(tk)tn〉

= lim
t→0

∑
k∈Zn
〈u, ˜(φ−tk)x〉ψ(tk)tn

= lim
t→0

∑
k∈Zn

(u ∗ φ−tk)(x)ψ(tk)tn

= lim
t→0

∑
k∈Zn

(u ∗ φ)(x− tk)ψ(tk)tn

= ((u ∗ φ) ∗ ψ)(x),

a última igualdade valendo para cada x ∈ Rn

Observação 3.21. Fixada ψ ∈ Cc
∞, o operador linear T : Cc

∞ → Cc
∞ tal

que T (φ) = φ ∗ ψ satisfaz, pela desigualdade de Young,

||Tφ||k,∞ = ||φ ∗ ψ||k,∞
=

∑
|α|≤k

||∂α(φ ∗ ψ)||∞

=
∑
|α|≤k

||(∂αφ) ∗ ψ)||∞

≤
∑
|α|≤k

||∂αφ||∞||ψ||1

= ||ψ||1||φ||k,∞,

donde é cont́ınua.
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Portanto, fica bem definido o operador linear dual T ′ : D′ → D′ por
〈T ′u, φ〉 = 〈u, Tφ〉 = 〈u, φ ∗ ψ〉. Quando u ∈ L1

loc, temos, pelo teorema de
Fubini, que

〈u, φ ∗ ψ〉 =

∫
u(x)(φ ∗ ψ)(x)dx =

∫ ∫
u(x)φ(y)ψ(x− y)dydx

=

∫ ∫
u(x)ψ̃(y − x)φ(x)dxdy

=

∫
(u ∗ ψ̃)(y)φ(y)dy

= 〈u ∗ ψ̃, φ〉,

de modo que T ′u = u ∗ ψ̃. Mas, como 〈u ∗ ψ, φ〉 = 〈u, φ ∗ ψ̃〉, teria sido natural
definir, para u ∈ D′, ψ ∈ Cc∞, u ∗ ψ ∈ D′ por

〈u ∗ ψ, φ〉 = 〈u, φ ∗ ψ̃〉.

Mostremos que tal definição, mais consoante com o esṕırito das anteriores,

coincide com a dada no exemplo 3.17. Denotando (u∗1ψ) = 〈u, ψ̃x〉 e u∗2ψ ∈ D′
tal que 〈u∗2ψ, φ〉 = 〈u, φ∗1ψ〉, temos

u∗1ψ = u∗2ψ em D′ ⇔ 〈u∗1ψ, φ〉 = 〈u∗2ψ, φ〉,∀ φ ∈ Cc∞

⇔
∫

(u∗1ψ)(x)φ(x)dx = 〈u, φ∗1ψ̃〉,∀ φ ∈ Cc∞.

Mas pela proposição anterior,∫
(u∗1ψ)(x)φ(x)dx = ((u∗1ψ)∗1φ̃)(0) = (u∗1(ψ∗1φ̃))(0)

= 〈u, ˜
(ψ∗1φ̃)0〉 = 〈u, φ∗1ψ̃〉,

pois

˜
(ψ∗1φ̃)0(x) = (ψ∗1φ̃)0(−x) = (ψ∗1φ̃)(−x) = (φ̃∗1ψ)(−x)

=

∫
φ̃(−x+ y)ψ(−y)dy

=

∫
φ(x− y)ψ̃(y)dy

= (φ ∗ ψ̃)(x).

Definição 3.22. Uma aproximação da identidade é uma famı́lia {φε}ε>0

de funções tal que φε(x) = ε−nφ(ε−1x), onde φ ∈ L1 é positiva e ||φ||1 = 1.

Se u ∈ Ck(Ω) e |α| ≤ k, a distribuição ∂αu coincide com a distribuição
regular obtida a partir de derivação ordinária de ordem α de u. Estabelecemos
a rećıproca desse fato na proposição a seguir.
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Proposição 3.23. Se u ∈ C0(Ω) tem derivadas distribucionais

∂αu ∈ C0(Ω),∀ |α| ≤ k,

então u ∈ Ck(Ω).

Demonstração. Por indução, podemos supor k = 1. Seja ∂ju = fj e suponha
inicialmente que supp (u) ⊂ Ω é compacto. Se {φε}ε>0 é uma aproximação da

identidade Cc
∞, então o teorema 0.13 de [2] garante que u ∗φε

ε→0−→ u uniforme-
mente. Portanto, para x ∈ supp (u) e ε << 1, temos

∂j(u ∗ φε)(x) = (u ∗ ∂jφε)(x) =

∫
u(y)(∂jφε)(x− y)dy

= −
∫
u(y)∂j(φε(x− y))dy = −

∫
u(y)∂j (̃φε)x(y)dy

= −〈u, ∂j (̃φε)x〉 = 〈∂ju, (̃φε)x〉 = 〈fj , (̃φε)x〉

=

∫
fj(y)(̃φε)x(y)dy =

∫
fj(y)φε(x− y)dy

= (fj ∗ φε)(x),

isto é,
∂j(u ∗ φε) = fj ∗ φε como funções.

Agora, novamente pelo teorema 0.13 do [2], ( supp (u∗φε) ⊂⊂ Ω para ε << 1,
uma vez que supp u é compacto)

∂j(u ∗ φε) = fj ∗ φε
ε→0−→ fj

uniformemente, donde o teorema da derivação termo a termo garante que u é
C1 e ∂ju = fj no sentido clássico.

No caso geral, seja x0 ∈ Ω e ψ ∈ Cc∞(Ω) igual a 1 numa vizinhança de x0.
Então ψu ∈ C0(Ω) tem suporte compacto e, para φ ∈ Cc∞(Ω),

〈∂j(ψu), φ〉 = −〈ψu, ∂jφ〉 = −〈u, ψ∂jφ〉
= 〈u, (∂jψ)φ− ∂j(ψφ)〉
= 〈(∂jψ)u, φ〉+ 〈∂ju, ψφ〉
= 〈(∂jψ)u+ ψ∂ju, φ〉,

isto é, no sentido das distribuições,

∂j(ψu) = (∂jψ)u+ ψ∂ju ∈ C0(Ω).

Portanto ψu ∈ C1. Como ψ ≡ 1 numa vizinhança de x0, segue que u é C1

numa vizinhança de x0. Como x0 ∈ Ω foi escolhido arbitrariamente, segue que
u ∈ C1(Ω).
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Lema 3.24. Se φ, ψ ∈ Cc∞, e {φε} é uma aproximação da identidade, então

ψ ∗ φε
ε→0−→ ψ em Cc

∞.

Demonstração. Certamente ψ ∗ φε ∈ Cc∞ e supp (ψ ∗ φε) ⊂ suppψ + supp φ

para ε ≤ 1. Portanto, basta mostrarmos que ∂α(ψ∗φε)
ε→0−→ ∂αψ uniformemente.

Para tanto, note que ∂α(ψ∗φε) = ∂αψ∗φε e que ∂αψ∗φε → ∂αψ uniformemente,
pelo teorema (0.13) de [2].

3.3 Distribuições com suporte compacto

Definição 3.25. Se u, v ∈ D′(Ω), dizemos que u = v em V ⊂ Ω aberto se
〈u, φ〉 = 〈v, φ〉, para toda φ ∈ Cc∞(V ).

Lema 3.26. Sejam u, v ∈ D′(Ω) e {Vα}α∈A uma famı́lia de abertos de Ω, tal

que u = v em cada Vα. Então u = v em
⋃
α∈A

Vα.

Demonstração. Temos de mostrar que 〈u, φ〉 = 〈v, φ〉, ∀ φ ∈ Cc∞
(⋃
α

Vα
)
. Para

tanto, note que o suporte de uma tal φ está contido numa união Vα1
∪ · · ·∪Vαk .

Tomando uma partição da unidade sobre supp (φ), subordinada a Vα1
∪· · ·∪Vαk ,

podemos escrever φ = φ1 + · · ·+ φk, com supp (φj) ⊂ Vj para todo 1 ≤ j ≤ k.
Como u = v em cada Vα, segue que

〈u, φ〉 =

k∑
j=1

〈u, φj〉 =

k∑
j=1

〈v, φj〉 = 〈v, φ〉.

Com o lema acima, a seguinte definição tem sentido.

Definição 3.27. O suporte de u ∈ D′(Ω) é o complemento do maior conjunto
aberto de Ω no qual u = 0.

Se u ∈ L1
loc(Ω), é imediato que os dois conceitos de suporte coincidem.

Proposição 3.28. Cc
∞(Ω) é denso em D′(Ω), ∀ Ω ⊂ Rn aberto.

Demonstração. Sejam u ∈ D′(Ω), {Vj}j≥1 uma exaustão de Ω por abertos pré-
compactos e ηj ∈ C∞c (Ω), tais que ηj = 1 em Vj . Afirmamos inicialmente que

ηju
j→ u em D′(Ω).

De fato, se φ ∈ C∞c (Ω), então existe j ≥ 1 tal que supp (φ) ⊂ Vj ; dáı
(1− ηj)φ = 0 em Ω, de modo que

〈ηju, φ〉 = 〈u, ηjφ〉 = 〈u, φ〉.
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Basta agora mostrarmos que cada ηju é o limite, emD′(Ω), de uma sequência
de funções em C∞c (Ω), vistas como distribuições. Pela observação 3.9, cada ηju
pode ser vista como uma distribuição em Rn. Se {ψε} é uma aproximação da
identidade, então (ηju) ∗ ψε ∈ C∞ e, pelo lema 3.24,

〈(ηju) ∗ ψε, φ〉 = 〈ηju, φ ∗ ψ̃ε〉
= 〈ηju, φ ∗ ψ̃ε〉
ε→0−→ 〈ηju, φ〉

Portanto, basta provarmos que (ηju)∗ψε tem suporte compacto para ε << 1,
o que é imediato: se supp (ηj) ⊂ Vk, afirmamos que supp ((ηju) ∗ψε) ⊂ Vk. De
fato,

supp (φ) ⊂ Vk
c ⇒ 〈(ηju) ∗ ψε, φ〉 = 〈ηju, φ ∗ ψ̃ε〉 = 〈u, ηj(φ ∗ ψ̃ε)〉 = 0

para ε << 1, uma vez que supp (ηj) ∈ Vk e supp (φ ∗ ψ̃ε) ⊂ supp (φ) +

supp (ψ̃ε) ⊂ Vk
c

+B(0, ε) ⊂ Vk
c

para ε << 1.

Se Ω ⊂ Rn é aberto, o espaço das distribuições em Ω com suporte igual a um
subconjunto compacto de Ω é denotado por E′(Ω); se Ω = Rn, denotamos E′(Ω)
simplesmente por E′. Mostremos que E′(Ω) é o dual de C∞(Ω) quando consi-
deramos em C∞(Ω) uma topologia apropriada. Para tanto, fixe uma exaustão
{Vk}k≥1 de Ω e considere em C∞(Ω) a topologia de EVTLC gerada pela famı́lia
de semi-normas

||f ||m,∞,Vk =
∑
|α|≤m

||∂αf ||L∞(Vk).

Fixada uma outra exaustão {Uk}k≥1 de Ω, a topologia gerada é a mesma.
De fato, para cada k ≥ 1 existe j ≥ 1 tal que Uk ⊂ Vj ; portanto,

||f ||m,∞,Vj =
∑
|α|≤m

||∂αf ||L∞(Vj)
≥
∑
|α|≤m

||∂αf ||L∞(Uk) = ||f ||m,∞,Uk

Por outro lado, como todo conjunto compacto K ⊂ Ω está contido em algum
Vk, e como

fj
j−→ f em C∞(Ω)⇔ ||fj − f ||m,∞,Vk

j−→ 0,∀ k,m,

segue que a topologia de C∞(Ω) é a da convergência uniforme, sobre partes
compactas, da função e de todas as suas derivadas.

Como a famı́lia de semi-normas é enumerável, C∞(Ω) é um espaço métrico.
Mais ainda, o teorema da derivação termo a termo garante que C∞(Ω) é um
espaço de Fréchet.
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Proposição 3.29. A inclusão ι : Cc
∞(Ω)→ Cc

∞(Ω) é cont́ınua e densa.

Demonstração. Para a primeira parte, pelo teorema 2.25 basta provarmos qur
ι : Cc

∞(K)→ Cc
∞(Ω) é cont́ınua, ∀ K ⊂⊂ Ω. Mas se K ⊂ Vj , então

||φ||m,∞,K < r ⇒ ||φ||m,∞,Vj < r,∀ φ ∈ Cc∞(K),

isto é,
ι−1(Br(0)) ⊃ Br(0),

onde na primeira bola da equação inclusão acima, usamos a norma || ||m,∞,Vj
e na segunda bola usamos a norma || ||m,∞,K . Para a densidade, tome, para

cada k ≥ 1, ψk ∈ C∞c (Ω) tal que ψk = 1 em Vk. Se f ∈ C∞(Ω), então

k ≥ k0 ⇒ ||ψkf − f ||k0,∞,Vk0 = 0,

uma vez que ψk = 1 em Vk0 .

Teorema 3.30. E′(Ω) ≈ C∞(Ω)′. Mais precisamente, se u ∈ E′(Ω), então u se
estende unicamente a um funcional linear cont́ınuo em C∞(Ω), reciprocamente,
se v ∈ C∞(Ω)′, então v|Cc∞(Ω) ∈ E′(Ω).

Demonstração. Seja v : C∞(Ω) → C cont́ınua. Como ι : Cc
∞(Ω) → C∞(Ω)

é cont́ınua, também é cont́ınua u = v ◦ ι : Cc
∞(Ω) → C. Note agora que a

continuidade de v garante, via teorema 2.9 (e porque as seminormas de C∞(Ω)
são encaixantes) a existência de C > 0 e m, k ≥ 1 tal que

|〈v, f〉| ≤ C||f ||m,∞,Vk ,∀ f ∈ C
∞(Ω).

Portanto,
supp(f) ⊂ Vk

c ⇒ 〈v, f〉 = 0,

de modo que supp(v) ⊂ Vk, isto é, v ∈ E′(Ω).

Tome agora u ∈ E′(Ω), se ψ ∈ Cc∞(Ω) qualquer é tal que ψ = 1 em supp(u),
então

〈v, f〉 := 〈u, ψf〉

bem define um funcional linear v : C∞(Ω) → C. (de fato, se ψ1, ψ2 = 1 em
supp(u), então (ψ1 − ψ2)f = 0 em supp(u), donde 〈u, ψ1f〉 = 〈u, ψ2f〉). Como,
pelo teorema 2.25, u|Cc∞(suppψ) : Cc

∞(suppψ) → C é cont́ınuo, existem C >
0, m ≥ 1 tal que

|〈u, φ〉| ≤ C||φ||m,∞,∀ φ ∈ Cc
∞(suppψ).

Em particular, para f ∈ C∞(Ω), se k ≥ 1 é tal que supp(ψ) ⊂ Vk, então

|〈v, f〉| = |〈u, ψf〉| ≤ C||ψf ||m,∞ ≤ C
′||f ||m,∞,Vk ,

onde na última passagem utilizamos a regra de Leibniz de diferenciação de
produtos. Portanto, pelo teorema 2.9, v : C∞(Ω)→ C é cont́ınua.
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Para o que falta, se v1, v2 ∈ C∞(Ω)′ são tais que v1|Cc∞(Ω) = v2|Cc∞(Ω),
então a densidade de Cc

∞(Ω) em C∞(Ω) garante que v1 = v2. Portanto, a
extensão de u ∈ E′(Ω) a C∞(Ω) é única.

Corolário 3.31. Para u ∈ D′(Ω), se u ∈ E′(Ω), então existem C ′ > 0, m ≥ 1
tais que

|〈u, φ〉| ≤ C ′||φ||m,∞,Ω,∀ φ ∈ Cc
∞(Ω). (3.6)

Demonstração. Se u ∈ E′(Ω) e ψ = 1 em supp(u), ψ ∈ Cc
∞(Ω), então (1 −

ψ)φ = 0 em supp(u),∀ φ ∈ Cc
∞(Ω), donde 〈u, φ〉 = 〈u, ψφ〉. Dáı, vimos na

prova do teorema anterior que existem C > 0, m ≥ 1 tais que

|〈u, φ〉| ≤ C||ψφ||m,∞,Ω ≤ C
′||φ||m,∞,Ω,

onde na última passagem usamos novamente a regra de Leibniz.

É imediato verificar que as operações de multiplicação por uma função
C∞ e de diferenciação preservam E′(Ω). Para E′, também são preservados em
operações de translação e reflexão.

Se u ∈ E′ e ψ ∈ Cc∞, já sabemos que u ∗ ψ ∈ C∞. Mas, se

supp(φ) ∩ (supp(u) + supp(ψ)) = ∅,

então
〈u ∗ ψ, φ〉 = 〈u, φ ∗ ψ̃〉 = 0,

uma vez que
supp(φ ∗ ψ̃) ⊂ supp(φ) + supp(ψ),

o qual é disjunto de supp(u). No entanto, como u se estende unicamente a C∞,
podemos estender a definição de u ∗ ψ para ψ ∈ C∞ pondo

(u ∗ ψ)(x) = 〈u, ψ̃x〉 ou 〈u ∗ ψ, φ〉 = 〈u, φ ∗ ψ̃〉, (3.7)

onde, nos segundos membros acima, u representa a única extensão de u a
C∞(note que φ ∗ ψ̃ ∈ C∞, pelo teorema (0.14) de [2]). Como anteriormente,
afirmamos que tais definições coincidem. De fato, se η = 1 em supp(u), temos
de mostrar que

x 7→ 〈u, ηψ̃x〉 e φ 7→ 〈u, η(φ ∗ ψ̃)〉

coincidem em D′. Mas, pela proposição 3.28, existe sequência (uk)k≥1 em C∞c

tal que uk
k→ u em D′. Se x 7→ 〈uk, ηψ̃x〉 convergir para x 7→ 〈u, ηψ̃x〉 em L1,

teremos

〈u, η(φ∗ψ̃)〉 = lim
k
〈uk, η(φ∗ψ̃)〉 = lim

k→+∞

∫
〈uk, ηψ̃x〉φ(x)dx =

∫
〈u, ηψ̃x〉φ(x)dx,

que é o desejado contanto que valha a segunda igualdade. Isso é fácil:

38



∫
〈uk, ηψ̃x〉φ(x)dx =

∫ ∫
uk(y)(ηψ̃x)(y)φ(x)dydx

=

∫ ∫
uk(y)η(y)ψx(−y)φ(x)dydx

e

〈uk, η(φ ∗ ψ̃)〉 =

∫
uk(y)(η(φ ∗ ψ̃))(y)dy =

∫
uk(y)η(y)

∫
φ(x)ψ̃(y − x)dxdy

=

∫ ∫
uk(y)η(y)ψ(y − x)φ(x)dxdy,

donde são iguais.

Para o que falta, como u ∈ E′, a prova da proposição 3.28 garante que
podemos tomar

uk = u ∗ ζε,

onde ζε é uma aproximação da identidade. Portanto,

〈uk, ηψ̃x〉 = 〈u ∗ ζε, ηψ̃x〉 = 〈u, (ηψ̃x) ∗ ζ̃ε〉.

Mas como u ∈ E′,∃ C > 0, m ≥ 1, tal que |〈u, φ〉| ≤ C||φ||m,∞,∀ φ ∈ Cc
∞, de

modo que

|〈u, (ηψ̃x) ∗ ζ̃ε〉| ≤ C||(ηψ̃x) ∗ ζ̃ε〉||m,∞
= C

∑
|α|≤m

||∂α(ηψ̃x) ∗ ζ̃ε||L∞

≤ C ′
∑
|α|≤m

||∂α(ηψ̃x)||L∞ ||ζ̃ε||L1 = C ′′,

C ′′ independente de k. Assim, as funções x 7→ 〈uk, ηψ̃x〉 são uniformemente

limitadas, convergem pontualmente para x 7→ 〈u, ηψ̃x〉 (pois uk
k→ u em D′) e

para ε ≤ 1 são suportadas no compacto comum supp (u) +B(0; 1). Portanto, o

teorema da convergência dominada garante que x 7→ 〈uk, ηψ̃x〉 converge em L1

para x 7→ 〈u, ηψ̃x〉.
Se u ∈ E′, v ∈ D′, então ũ ∈ E′, ṽ ∈ D′ de modo que, para φ ∈ Cc∞, ũ ∗

φ ∈ Cc∞ e ṽ ∗ φ ∈ Cc∞. Portanto, ficam bem definidos os funcionais lineares
u ∗ v, v ∗ u : Cc

∞ → C por

〈u ∗ v, φ〉 = 〈u, ṽ ∗ φ〉 e 〈v ∗ u, φ〉 = 〈v, ũ ∗ φ〉.

Proposição 3.32. Sejam u ∈ E′ e v ∈ E′, então u ∗ v = v ∗ u ∈ D′. Ademais,
∂α(u ∗ v) = (∂αu) ∗ v = u ∗ (∂αv).
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Demonstração. Como u ∈ E′,∃ C > 0 em ≥ 1 tal que |〈u, φ〉| ≤ C||φ||m,∞,∀ φ ∈
Cc
∞. Dáı,

|〈u ∗ v, φ〉| = |〈u, ṽ ∗ φ〉| ≤ C||ṽ ∗ φ||m,∞
= C

∑
|α|≤m

||ṽ ∗ ∂αφ||∞

Mas |(ṽ ∗ ∂αφ)(x)| = |〈ṽ, ˜(∂αφ)x〉| = |〈v, (∂αφ)x〉| ≤ C1||∂αφ||m1,∞ se φ ∈
Cc
∞(K),∃ C1 > 0 e m1 ≥ 1. Portanto,

φ ∈ Cc∞(K)⇒ |〈u ∗ v, φ〉| ≤ C
∑
|α|≤m

C1||∂αφ||m1,∞ ≤ C1C||φ||m+m1,∞,

e u ∗ v ∈ D′.
Quanto a v ∗ u, sejam K ⊂⊂ Rn e L = supp(u) + K ⊂⊂ Rn. Para φ ∈

Cc
∞(K), temos ũ ∗ φ ∈ Cc∞(L), de modo que

|〈v ∗ u, φ〉| = |〈v, ũ ∗ φ〉| ≤ CL||ũ ∗ φ||m,∞ (3.8)

∃ CL > 0, m ≥ 1. Mas, como acima,

||ũ ∗ φ||m,∞ =
∑
|α|≤m

||ũ ∗ ∂αφ||∞ ≤ C1||∂αφ||m,∞,

que, juntamente com a equação 3.8, garante a continuidade de v ∗ u.
Para u ∗ v = v ∗ u, tome sequências (uk)k≥1 e (vk)k≥1 em Cc

∞ tais que

uk
k→ u e vk

k→ v em D′. Então

|〈uk ∗ vl, φ〉 − 〈u ∗ v, φ〉| ≤ |〈uk ∗ vl, φ〉 − 〈uk ∗ v, φ〉|+ |〈uk ∗ v, φ〉 − 〈u ∗ v, φ〉|
= |〈uk, ṽl ∗ φ〉 − 〈uk, ṽ ∗ φ〉|+ |〈uk, ṽ ∗ φ〉 − 〈u, ṽ ∗ φ〉|.

Fixado ε > 0, podemos escolher k0 ∈ N tal que k ≥ k0 ⇒ |〈uk, ṽ ∗φ〉−〈u, ṽ ∗
φ〉| < ε

2 . Para a 1a parcela, se mostrarmos que ṽl ∗φ→ ṽ ∗φ em C∞, poderemos
tomar l0 ≥ 1 tal que

|〈uk0 , ṽl0 ∗ φ〉 − 〈uk0 , ṽ ∗ φ〉| <
ε

2
,

o que garantirá que uk ∗ vl
k,l−→ u ∗ v. Mas o que falta pode ser provado com o

mesmo argumento das páginas anteriores, notando que ∂α(ṽ ∗φ) = ṽ ∗∂αφ.(veja
também a observação após a prova).

Analogamente, vl ∗ uk
k,l−→ v ∗ u. Dáı,

〈u ∗ v, φ〉 = lim
k,l
〈uk ∗ vl, φ〉 = lim

k,l
〈vl ∗ uk, φ〉 = 〈v ∗ u, φ〉.
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Para o que falta, note que

〈∂α(u ∗ v), φ〉 = (−1)|α|〈u ∗ v, ∂αφ〉 = (−1)|α|〈u, ṽ ∗ ∂αφ〉
= (−1)|α|〈u, ∂α(ṽ ∗ φ)〉 = 〈∂αu, ṽ ∗ φ〉
= 〈∂αu ∗ v, φ〉

〈∂α(u ∗ v), φ〉 = 〈∂α(v ∗ u), φ〉 = 〈∂αv ∗ u, φ〉 = 〈u ∗ ∂αv, φ〉

Proposição 3.33. Fixada φ ∈ Cc
∞, a aplicação ∗φ : D′ → C∞ dada por

∗φ(u) = u ∗ φ é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração. Se uk
k→ u em D′, temos de mostrar que uk ∗ φ

k→ u ∗ φ em
C∞, isto é, fixado K ⊂⊂ Rn compacto e α multi-́ındice, temos de provar que

∂α(uk ∗ φ) = uk ∗ ∂αφ
k→ u ∗ ∂αφ = ∂α(u ∗ φ) uniformemente sobre K. Basta

então, por indução, provar que

uk ∗ φ
k→ u ∗ φ uniformemente sobre K.

O que falta é um argumento análogo ao das páginas anteriores, (se uk = ηju∗ζε, a
única diferença com o argumento de lá é que temos de controlar uniformemente
||ηj ||m,∞, o que certamente pode ser feito tomando Vj = B(0; j) e ηj com

derivada controlada).
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Caṕıtulo 4

A Transformada de Fourier

4.1 Tranformada de Fourier

Definição 4.1. Se f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier f̂ é uma função
limitada em Rn definida por

f̂(ξ) =

∫
e−2πixξf(x)dx.

Claramente f̂(ξ) está bem definida para todo ξ e ||f̂ ||∞ ≤ ||f ||1.

Teorema 4.2. Se f, g ∈ L1 então f̂ ∗ g = f̂ ĝ

Demonstração. Usando o teorema de Fubini

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ ∫
e−2πixξf(x− y)g(y)dydx

=

∫ ∫
e−2πi(x−y)ξf(x− y)e−2πiyξg(y)dxdy

= f̂(ξ)

∫
e−2πiyξg(y)dy = f̂(ξ)ĝ(ξ).

Proposição 4.3. Suponha f ∈ L1(Rn).

(a) Se fa(x) = f(x+ a), então f̂a(ξ) = e2πiaξ f̂(ξ).

(b) Se T é uma transforação linear invert́ıvel de Rn, então

f̂ ◦ T (ξ) = |detT |−1
f̂((T−1)∗ξ).
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(c) Se T é uma rotação de Rn, então f̂ ◦ T = f̂ ◦ T.

Demonstração.

(a)

f̂a(ξ) =

∫
e−2πixξfa(x)dx

=

∫
e−2πixξf(x+ a)dx

TMV
=

∫
e−2πi(x−a)ξf(x)dx

= e2πiaξ

∫
e−2πixξf(x)dx = e2πiaξ f̂(ξ).

(b)

f̂ ◦ T (ξ) =

∫
e−2πixξ(f ◦ T )(x)dx

= |detT |−1
∫
e−2πiTx(T−1)∗ξf(Tx)|detT |dx

TMV
= |detT |−1

∫
e−2πix(T−1)∗ξf(x)dx = |detT |−1

f̂((T−1)∗ξ).

Note que Tx(T−1)∗ξ = xT ∗(T−1)∗ξ = x(T−1T )∗ξ = xξ.

(c) Se T é uma rotação, então T ∗ = T−1, logo f̂ ◦ T (ξ) = f̂((T−1)∗ξ) =

f̂(Tξ) = (f̂ ◦ T )(ξ), uma vez que |detT | = 1.

Definição 4.4. O espaço de Schwartz S é o espaço de todas as funções C∞

em Rn, tais que juntas com suas derivadas, decaem mais rápido que qualquer
potência de x no infinito. Isto é, u ∈ S se, e somente se, u ∈ C∞ e para todos
multi-́ındices α e β,

sup
x∈Rn

|xα∂βu(x)| <∞.

Proposição 4.5. Suponha que f ∈ S.

(a) f̂ ∈ C∞ e ∂β f̂ = − ̂(2πix)βf.

(b) ∂̂βf = (2πiξ)β f̂ .
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Demonstração. (a)

f̂(ξ) =

∫
e−2πixξf(x)dx⇒ ∂j f̂(ξ) =

∫
−2πixje

−2πixξf(x)dx

= ̂(−2πixj)f(ξ).

O resultado geral segue agora por indução.

(b) Note primeiro que
∫

Ω
(∂jg)fdx =

∫
∂Ω
gfµjdσ −

∫
Ω
g(∂jf)dx. Logo, se

∂β = ∂j∂
α, então (pois a derivada de f vai para infinito mais rápido que

qualquer polinômio)

∂̂βf(ξ) =

∫
e−2πixξ(∂βf)(x)dx =

∫
e−2πixξ(∂j∂

αf)(x)dx

= −
∫
∂j(e

−2πixξ)(∂αf)(x)dx

= −(−2πiξj)

∫
e−2πixξ(∂αf)(x)dx

= (2πiξj)∂̂αf(ξ) = (2πiξj)((2πix)αf̂)(ξ)

= (2πiξj)(2πiξ)
αf̂(ξ) = ((2πiξ)β f̂)(ξ).

Proposição 4.6. Se f ∈ S, então f̂ ∈ S.

Demonstração. O item (b) da proposição anterior nos dá que ξαf̂ = (2πi)−|α|∂̂αf,
portanto

∂β(ξαf̂) = (2πi)−|α|∂β(∂̂αf)

(a)
= (2πi)−|α| ̂(−2πix)β∂αf(ξ)

= (−1)β(2πi)|β|−|α|x̂β∂αf(ξ)

Então ∂β(ξαf̂) é limitado para todo α, β. E segue pela regra do produto de

derivadas e indução em β que ξα∂β f̂ é limitado para todo α, β, isto é, f̂ ∈ S.

Lema 4.7. Se f ∈ L1 então f̂ é cont́ınua e tende para 0 no infinito.

Demonstração. Isto é verdade pela proposição anterior, se f pertence ao subspaço
denso S de L1. Mas se {fj} ⊂ S e fj → f em L1, então f̂j → f̂ uniformemente

(pois ||f̂j − f̂ ||∞ ≤ ||fj − f ||1), e o resultado segue imediatamente.

Teorema 4.8. Seja f(x) = e−πa|x|
2

onde a > 0. Então

f̂(ξ) = a
−n
2 e

−π|ξ|2
a .
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Demonstração. Fazendo uma mudança de variável x → a
−1
2 x nós podemos

assumir a = 1. Como a função exponencial converte soma em produto, pelo
teorema de Fubini temos

f̂(ξ) =

∫
e−2πixξ−π|x|2dx =

n∏
i=1

∫
e−2πixjξj−πxj2dxj ,

e isto é suficiente para mostrar que o j-ésimo fator do produto é e−πξj
2

, isto é,
para provar o teorema para n = 1. Agora, quando n = 1, temos∫

e−2πixξ−πx2

dx = e−πξ
2

∫
e−π(x+iξ)2dx.

Mas f(z) = e−πz
2

é uma função holomorfa inteira de z ∈ C que decresce rapi-
damente quando |Re(z)| → ∞ enquanto |Im(z)| permanece limitada. E, pelo
teorema de Cauchy, podemos calcular o contorno de integração de Im(z) = 0
até Im(z) = −ξ, que, junto com a proposição (0.4) de [2], nos dá

e−πξ
2

∫
e−π(x+iξ)2dx = e−πξ

2

∫
e−πx

2

dx = e−πξ
2

.

Teorema 4.9. Se f, g ∈ S então
∫
fĝ =

∫
f̂g.

Demonstração. Pelo teorema de Fubini,∫
fĝ =

∫ ∫
f(x)g(y)e−2πixydydx =

∫
f̂g.

Definição 4.10. Para f ∈ L1, defina a função f̌ por

f̌(x) =

∫
e2πixξf(ξ)dξ = f̂(−x).

Teorema 4.11. Se f ∈ S então
ˇ̂
f = f.

Demonstração. Dado ε > 0 e x ∈ Rn, defina φ(ξ) = e2πixξ−πε2|ξ|2 . Então pelo
teorema 4.8,

φ̂(y) =

∫
e−2πi(y−x)ξe−πε

2|ξ|2dξ = ε−ne
−π|x−y|2

ε2 .

Então,

φ̂(y) = ε−ng(ε−1(x− y)) = gε(x− y), onde g(x) = e−π|x|
2

.
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Pelo teorema anterior, temos,

∫
e−πε

2|ξ|2e2πixξ f̂(ξ)dξ =

∫
f̂φ =

∫
fφ̂ =

∫
f(x)gε(x− y)dy = f ∗ gε(x).

Pela proposição (0.6), juntamente com o teorema (0.14) de [2], f ∗ gε → f
uniformemente quando ε→ 0 pois funções em S são uniformemente cont́ınuas.
Mas claramente, para cada x,∫

e−πε
2|ξ|2e2πixξ f̂(ξ)dξ →

∫
e2πixξ f̂(ξ)dξ =

ˇ̂
f(x).

Corolário 4.12. Se f ∈ S, então
̂̂
f(x) = f(−x) = f̃(x).

Demonstração. Temos pela definição da transformada de Fourier,

̂̂
f(x) =

∫
e−2πixξ f̂(ξ)dξ =

∫
e2πi(−x)ξ f̂(ξ)dξ =

ˇ̂
f(−x) = f(−x),

pelo teorema 4.11.

Corolário 4.13. A transformada de Fourier é um isomorfismo de S em S. Em

particular, ̂̌f = f para f ∈ S.

Demonstração.
̂̂
f(x) = f(−x) ⇒

̂̂̂̂
f(x) = f(x), e dáı ∧ : S → S é sobrejetiva.

De
ˇ̂
f = f, temos que ∧ : S → S é injetiva, logo bijetiva. Portanto, desde que

∨ : S → S é inversa à esquerda para ∧, é inversa bilateral,e dáı ̂̌f = f, ∀ f ∈
S.

Teorema 4.14. Se f, g ∈ S então f ∗ g ∈ S e f̂ ∗ ĝ = f̂g

Demonstração. Pelo teorema 4.2 e pelo corolário 4.12,
̂̂
f ∗ ĝ =

̂̂
f ̂̂g = f̃ g̃ = f̃g =̂̂

fg, e assim, aplicando a transformada inversa de Fourier, f̂ ∗ ĝ = f̂g.

Pelo corolário 4.13, f ∗ g = ̂̌f ∗ ̂̌g = ̂̌fǧ. Mas f, g ∈ S ⇒ f̌ , ǧ ∈ S ⇒ f̌ ǧ ∈
S ⇒ ̂̌fǧ ∈ S, logo f ∗ g ∈ S.

Teorema 4.15. A Transnformada de Fourier em S se estende de maneira única
para um isomorfismo unitário de L2 em L2.
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Demonstração. Como S é denso em L2, pelo corolário anterior, é suficiente

mostrar que ||f̂ ||2 = ||f ||2 para f ∈ S. Se f ∈ S, faça g(x) = f(−x). Mas ĝ = f̂ .
Assim, pelos teoremas 4.2 e 4.11,

||f ||2
2

=

∫
f(x)f(x)dx = f ∗ g(0) =

∫
f̂ ∗ g(ξ)dξ =

∫
f̂(ξ)f̂(ξ)dξ = ||f̂ ||2

2
.

Proposição 4.16. Se f ∈ L1 tem suporte compacto, então f̂ pode ser estendida
para uma função inteira holomorfa em Cn. Se f ∈ Cc

∞, então f̂(ξ) decresce
rapidamente quando |Reξ| → ∞ e quando |Imξ| permanece limitado.

Demonstração. A integral f̂(ξ) =
∫
e−2πixξf(x)dx converge para todo ξ ∈ Cn,

e e−2πixξ é uma função inteira de ξ ∈ Cn. Uma vez que podemos calcular
as derivadas complexas de f̂ simplesmente diferenciando através da integral, e
ainda, se f ∈ Cc∞ e f tem suporte em {x : |x| < K}, para algum multi-́ındice
α temos

|(2πiξ)αf̂(ξ)| =
∣∣∣∣∫ e−2πixξ∂αf(x)dx

∣∣∣∣ ≤ eK|Imξ|||∂αf ||1,
que finaliza a segunda afirmação.

4.2 O Espaço de Schwartz

Lembre que o espaço de Schwartz S foi definido por

S = {φ ∈ C∞; ||xα∂βφ||∞ < +∞,∀ α, β}.

Uma vez que S é um espaço vetorial e ||φ||α,β := ||xα∂βφ||∞ são uma quanti-
dade enumerável de semi-normas em S que separam pontos, tais || ||α,β tornam
S um EVTLC. Para k ≥ 0, α multi-́ındice e φ ∈ S, sejam

ρk,α(φ) = sup
x∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |∂αφ(x)|,

e

ρk(φ) = max
|α|≤k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |∂αφ(x)|.

Afirmamos que as famı́lias de semi-normas {|| ||α,β}, {ρk,α} e {ρk} induzem
em S a mesma topologia de EVTLC. De fato, fixado k ≥ 0, uma soma finita de
semi-normas || ||α,β majora ρk, uma vez que
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ρk(φ) ≤ max
|α|≤k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)k|∂αφ(x)|

= max
|α|≤k

sup
x∈Rn

k∑
l=0

|x|2l|∂αφ(x)|

≤ max
|α|≤k

k∑
l=0

sup
x∈Rn

|x|2l|∂αφ(x)|

Por outro lado, dados multi-́ındices α e β, seja k = max {|α|, |β|}. Então

|xα∂βφ(x)| ≤ |x||α||∂βφ(x)| ≤ max {1, |x|k}|∂βφ(x)|
≤ (1 + |x|2)

k
2 |∂βφ(x)|,

donde
||φ||α,β ≤ ρk,β(φ).

Por fim, dados k ≥ 0 e um multi-́ındice α, se |α| ≤ k, é claro que ρk,α(φ) ≤
ρk(φ),∀ φ.

Caso contrário,

ρk,α(φ) = sup
x∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |∂αφ(x)| ≤ sup

x∈Rn
(1 + |x|2)

|α|
2 |∂αφ(x)| ≤ ρ|α|(φ).

Proposição 4.17. S é um espaço de Fréchet, com a topologia definida por ρk,α

Demonstração. Basta mostrarmos que S é completo com a métrica

d(φ, ψ) =
∑
k≥1

ρk(φ− ψ)

1 + ρk(φ− ψ)
.

Seja (φj)j≥1 sequência de Cauchy em S. Da teoria de EVTLC, sabemos que
isto é equivalente a

ρk(φj − φl)
j,l→+∞−→ 0,∀ k ≥ 0.

Portanto, se α é um multi-́ındice e k ≥ |α|, então a sequência {(1 + |x|2)
k
2 (∂αφj)}j≥1

é de Cauchy em BC(Rn) com a norma do sup, donde existe ψk,α ∈ BC(Rn) tal
que

(1 + |x|2)
k
2 ∂αφj

j→ ψk,α em BC(Rn)

Mas (1 + |x|2)
k
2 ≥ 1 garante que

∂αφj
j→ ψk,α

(1 + |x|2)
k
2

em BC(Rn).
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Em particular, φj
j→ ψ0,0 em BC(Rn). Segue, então, do teorema de derivação

termo a termo que ψ0,0 ∈ C∞(Rn) e ψk, α = (1 + |x|2)
k
2 ∂αψ0,0. Como ψk,α ∈

BC(Rn), segue da última igualdade que ψ0,0 ∈ S. Por fim,

ρk(φj − ψ0,0) = max
|α|≤k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |∂αφj − ∂αψ0,0|

= max
|α|≤k

sup
x∈Rn

|(1 + |x|2)
k
2 ∂αφj − ψk,α|

j→ 0,

de modo que φj
j→ ψ0,0 em S.

Proposição 4.18. Se p é um polinômio, ψ ∈ S e α é um multi-́ındice, então
as aplicações

φ 7→ pφ, φ 7→ ψφ, φ 7→ ∂αφ

são cont́ınuas de S em S.

Demonstração. Como S é um espaço métrico, basta mostrarmos que cada uma
das aplicações acima é sequencialmente cont́ınua. Seja, pois, (φj)j≥1 uma

sequência em S, tal que φj
j→ φ em S. Então

||xα∂β(pφj − pφ)||∞ = ||xα
∑
γ≤β

(
β

γ

)
(∂β−γp)∂γ(φj − φ)||∞

≤
∑
γ≤β

(
β

γ

)
||xα∂β−γ

∑
j

aδx
δ∂γ(φj − φ)||∞

≤
∑
γ≤β

∑
δ

(
β

γ

)
aδ||xα(∂β−γxδ)∂γ(φj − φ)||∞

≤
∑
α′,γ

||xα
′
∂γ(φj − φ)||∞,

onde |α′| ≤ |α|+ ∂p e γ ≤ β.
Para φ 7→ ψφ, o racioćınio é análogo. Para φ 7→ ∂αφ, basta ver que

||xγ∂β(∂αφj − ∂αφ)||∞ = ||xγ∂β+α(φj − φ)||∞.

Proposição 4.19. Para 1 ≤ p ≤ ∞, a inclusão S ↪→ Lp se verifica e é cont́ınua.

Demonstração. Pela desigualdade de interpolação, basta mostrar que se veri-
ficam e são cont́ınuas as inclusões S ↪→ L1 e S ↪→ L∞. A continuidade da 2a
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inclusão é óbvia a partir da definição da topologia de S. Quanto à primeira, note
que

||φ||L1 =

∫
|φ(x)|dx =

∫
(1 + |x|2)−

k
2 (1 + |x|2)

k
2 |φ(x)|dx

≤ ρk,0(x)

∫
(1 + |x|2)−

k
2 dx = ωnρk,0(φ)

∫ +∞

0

rn−1dr

(1 + r2)
k
2

.

Tomando k = n+ 1, temos∫ +∞

0

rn−1

(1 + r2)
k
2

dr =

∫ +∞

0

rn−1

(1 + r2)
n−1
2

1

1 + r2
dr

<

∫ +∞

0

1

1 + r2
dr = arc tgr

∣∣+∞
0

=
π

2
,

de modo que

||φ||L1 ≤ ωn
π

2
ρn+1,0(φ).

Lema 4.20. A transformada de Fourier ∧ : S → S é cont́ınua.

Demonstração. Se φj
j→ φ em S, então φj

j→ φ em L1, pela proposição anterior.

Como ∧ : L1 → L∞ é cont́ınua, segue que φ̂j
j→ φ̂ em L∞. Mas, como

∂α(xβφj)
j→ ∂α(xβφ)

em S, pela proposição 4.18, segue do que fizemos acima que

̂∂α(xβφj)
j→ ̂∂α(xβφ)

em L∞. Mas, pela proposição 4.5, a menos de uma constante, isso é equivalente
a

ξα∂βφ̂j
j→ ξα∂βφ̂

em L∞, de modo que φ̂j
j→ φ̂ em S.

4.3 Distribuições Temperadas

Definição 4.21. O espaço dual de S, denotado S′, é denominado o espaço
das distribuições temperadas.

Proposição 4.22. A inclusão ι : Cc
∞ → S é cont́ınua e Cc

∞ é denso em S.
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Demonstração. Como certamente a inclusão de S em C∞ é cont́ınua, pela pro-
posição 3.29, basta mostrarmos que ι : Cc

∞ → S é cont́ınua. Para tanto, é
suficiente, pelo teorema 2.25, mostrarmos que ι : Cc

∞(K) → S é cont́ınua,
∀ K ⊂⊂ Rn. Para tanto, basta notarmos que, para φ ∈ Cc∞(K),

||xα∂βφ||∞ = sup
x∈Rn

xα(∂βφ)(x)

≤ (sup
x∈K
|x||α|)||φ|||β|,∞,K

Proposição 4.23. Se ι : Cc
∞ → S é a inclusão, então o operador dual(restrição),

ι∗ : S′ → D′ é injetivo e cont́ınuo, se S′ for munido com a topologia fraca− ∗.

Demonstração. Se ι∗(u) = ι∗(v), para u, v ∈ S′, então u ◦ ι = v ◦ ι : Cc
∞ → C.

Mas, como Cc
∞ é denso em S, segue dáı que u = v : S → C.

Para o que falta, se uj
j→ u em S′, então 〈uj , φ〉

j→ 〈u, φ〉 em C,∀ φ ∈ S.
Mas dáı, 〈uj ◦ ι, φ〉

j→ 〈u ◦ ι, φ〉 em C,∀ φ ∈ Cc
∞, isto é, ι∗(uj)

j→ ι∗(u) em
D′.

Segue imediatamente da proposição acima que S′ é o subespaço de D′ for-
mado pelos funcionais que têm extensões cont́ınuas de Cc

∞ para S (lembre que
tais extensões são únicas). Mais geralmente,

E′ ⊂ S′ ⊂ D′. (4.1)

Observação 4.24. Como S não é EVN, não vale o teorema de Hahn-Banach,
e, portanto, um funcional linear φ : Cc

∞ → C não necessariamente admite uma
extensão linear a S. Uma extensão existe pela densidade de Cc

∞ em S, mas não
é necessariamente linear.

O fato de S ser um espaço métrico nos permite dar a seguinte caracterização
de S′:

Teorema 4.25. Um funcional linear u : S → C está em S′ se, e só se, existem
C > 0, k ≥ 0 tais que

|〈u, φ〉| ≤ Cρk(φ),∀ φ ∈ S. (4.2)

Demonstração. Se u ∈ S′, então u−1(B(0, 1)) é aberto em S contendo 0 ∈
S (B(0, 1) ⊂ C). Como as semi-normas ρk são encaixantes, existem r > 0, k ∈ N
tais que

u−1(B(0, 1)) ⊃ Brρk(0),
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isto é, tais que
φ ∈ S, ρk(φ) < r ⇒ |〈u, φ〉| < 1.

Logo, para φ ∈ S \ {0}, qualquer,

|〈u, φ〉| = 2ρk(φ)

r

∣∣∣∣〈u, r

2ρk(φ)
φ〉
∣∣∣∣ < 2

r
ρk(φ).

Reciprocamente, suponha que existam k ≥ 0, C > 0 tais que valha a equação
4.2. Como as ρl, l ≥ 0, definem a topologia de S, é imediato que u : S → C é
cont́ınuo.

Exemplo 4.26. Se, para algum k > 0 e 1 ≤ p < +∞, tivermos f(x)

(1+|x|2)
k
2
∈

Lp, onde f : Rn → C é mensurável, então f é denominada uma função Lp −
temperada (se p = +∞, diz-se ainda que f é vagarosamente crescente).
Nesse caso, se u : S → C for dado por

〈u, φ〉 =

∫
fφdx,

então u ∈ S′. Em particular, os elementos de Lp (para 1 ≤ p ≤ ∞), de S e
todo polinômio (ou, mais geralmente, toda função mensurável majorada por um
polinômio) definem distribuições temperadas regulares.

Demonstração. A segunda parte é imediata da primeira. Para a primeira, é
claro que u, se bem definido, é linear. Mostremos de uma vez a boa definição e
a continuidade, apelando para o teorema 4.25. Sendo q o conjugado de p, temos
para φ ∈ S que

|〈u, φ〉| =

∣∣∣∣∣
∫

f(x)

(1 + |x|2)
k
2

(1 + |x|2)
k
2 φ(x)dx

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ f(x)

(1 + |x|2)
k
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lp

||(1 + |x|2)
k
2 φ(x)||Lq

Se p = 1, temos q = +∞ e o último termo acima é claramente finito. Se
1 < p ≤ +∞, então 1 ≤ q < +∞, e dáı

||(1 + |x|2)
k
2 φ(x)||Lq

q
=

∫
(1 + |x|2)

kq
2 |φ(x)|qdx

=

∫
(1 + |x|2)

kq
2 −l(1 + |x|2)l|φ(x)|qdx

Se l ≥ kq
2 + n, então kq

2 − l ≤ −n, de modo que∫
(1 + |x|2)

kq
2 −ldx ≤

∫
(1 + |x|2)−ndx = ωn

∫ +∞

0

rn−1

(1 + r2)n
dr

< ωn

∫ +∞

0

dr

1 + r2
=
ωnπ

2
.
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Portanto, teremos nesse caso

||(1 + |x|2)
k
2 φ(x)||

q

Lq ≤
(∫

(1 + |x|2)
kq
2 −ldx

)
.||(1 + |x|2)

l
q φ(x)||

q

L∞

≤ (Cρ 2l
q

(φ))q,

∃ C = C(n), de modo que

|〈u, φ〉| ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ f

(1 + |x|2)
k
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lp

ρ 2l
q

(φ).

Pelo teorema 4.25, u : S → C é cont́ınua.

Exemplo 4.27. Nem toda função localmente integrável define uma distribuição

temperada. Por exemplo, ex /∈ S′, basta considerar φ ∈ S tal que φ ∼ e
−|x|

2 no
infinito.

Proposição 4.28. Para 1 ≤ p ≤ +∞, a inclusão ι : Lp → S′ é cont́ınua.

Demonstração. Basta mostrar que se fj
j→ f em Lp, então

∫
(fj − f)φdx

j→
0,∀ φ ∈ S. Mas, pela desigualdade de Hölder,∣∣∣∣∫ (fj − f)φdx

∣∣∣∣ ≤ ||fj − f ||Lp ||φ||Lq j→ 0.

Como com distribuições ordinárias, podemos definir operações sobre distri-
buições temperadas por dualidade, isto é, se T : S → S for linear e cont́ınuo,
então T ∗ : S′ → S′ tal que T ∗(u) 7→ u ◦ T também o é. Temos então a seguinte

Proposição 4.29. Seja u ∈ S′, φ ∈ S.

(a) 〈∂αu, φ〉 := (−1)|α|〈u, ∂αφ〉 define ∂αu ∈ S′,∀ α multi-́ındice.

(b) 〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉 define fu ∈ S′,∀ f ∈ C∞ tal que ∂βf cresce no máximo
polinomialmente no infinito para todo multi-́ındice β.

(c) 〈ux, φ〉 = 〈u, φ−x〉 define ux ∈ S′,∀ x ∈ Rn.

(d) 〈ũ, φ〉 = 〈u, φ̃〉 define ũ ∈ S′.

(e) 〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉 define a transformada de Fourier, û, de u ∈ S′.

(f) 〈ǔ, φ〉 = 〈u, φ̌〉 define a transformada inversa de Fourier, ǔ ∈ S′, de u.

Ademais, todas as operações acima são cont́ınuas de S′ em S′.
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Demonstração. (a) Pela proposição 4.18, o segundo membro está bem defi-
nido. De fato,

S −→ S −→ C
φ 7−→ (−1)|α|∂αφ 7−→ (−1)|α|〈u, ∂αφ〉

é uma composição de aplicações cont́ınuas, logo é também cont́ınua. Agora,

se uj
j→ u em S′, então

〈∂αuj , φ〉 = (−1)|α|〈uj , ∂αφ〉
j→ (−1)|α|〈u, ∂αφ〉 = 〈∂αu, φ〉,

isto é, ∂αuj
j→ ∂αu em S′.

Os demais itens são análogos, sendo que para os itens (e) e (f) usamos
respectivamente o lema 4.20 e a proposição 4.6.

Observação 4.30. Note que se φ ∈ Cc∞, então não necessariamente tem-se
φ̂ ∈ Cc∞, e, portanto, a transformada de Fourier não está definida para todo
u ∈ D′

Se u ∈ S′, podemos obviamente considerar a convolução u∗φ, com φ ∈ Cc∞.
A definição a seguir garante que podemos tomar φ ∈ S.

Definição 4.31. Para φ ∈ S, u ∈ S′, a convolução u ∗φ : Rn → C é a função
dada por

(u ∗ φ)(x) = 〈u, φ̃x〉.

Proposição 4.32. Se u ∈ S′ e φ ∈ S, então u ∗ φ ∈ C∞ e define uma distri-
buição temperada. Ademais, para todo multi-́ındice α tem-se

∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ = u ∗ ∂αφ. (4.3)

E ainda, u ∗ φ cresce polinomialmente no infinito, logo define uma distribuição
temperada regular.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que u∗φ ∈ C∞ e mostremos que u∗φ
cresce no máximo polinomialmente no infinito, assim definindo uma distribuição
temperada.

Como u ∈ S′, existem C > 0, k ∈ N tal que |〈u, ψ〉| ≤ Cρk(ψ),∀ ψ ∈ S.
Portanto, para x ∈ Rn tem-se

|(u ∗ φ)(x)| = |〈u, φ̃x〉| ≤ Cρk(φ̃x).

Agora,

ρk(φ̃x) = max
|α|≤k

sup
y∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |(∂αφ̃x)(y)|

= max
|α|≤k

sup
y∈Rn

(1 + |x|2)
k
2 |(−1)|α|(∂αφ)(x− y)|

= max
|α|≤k

sup
y∈Rn

(1 + |x− y|2)
k
2 |(∂αφ)(y)|,
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e segue de

1 + |x− y|2 ≤ 1 + (|x|+ |y|)2 ≤ 2(1 + |x|2)(1 + |y|2)

que

ρk(φ̃x) ≤ max
|α|≤k

sup
y∈Rn

2
k
2 (1 + |x|2)

k
2 (1 + |y|2)

k
2 |(∂αφ)(y)|

= 2
k
2 (1 + |x|2)

k
2 ρk(φ).

Para o que falta, note primeiro que, para todo multi-́ındice α,

((∂αu) ∗ φ)(x) = 〈∂αu, φ̃x〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ̃x〉

= 〈u, ˜(∂αφx)〉 = 〈u, ˜(∂αφ)x〉
= (u ∗ ∂αφ)(x),

O restante da prova é essencialmente análogo à prova do resultado correspon-
dente para distribuições ordinárias. Por completude, apresentamo-la:

Se mostrarmos que ∂j(u ∗ φ) existe e é igual a u ∗ ∂jφ, seguirá por indução
que ∂α(u ∗ φ) = u ∗ ∂αφ, ∀ α. Para tanto, seja, como antes,

Tt =
1

t
(τtej − Id).

Se, para φ ∈ S, Ttφ
t→0−→ ∂jφ em S, seguirá que

lim
t→0

Tt(u ∗ φ)(x) = lim
t→0

(u ∗ Ttφ)(x) = lim
t→0
〈u, (̃Ttφ)x〉

= lim
t→0
〈(ũ)x, Ttφ〉 = 〈(ũ)x, ∂jφ〉

= 〈u, (̃∂jφ)x〉 = (u ∗ ∂jφ)(x).

Portanto, resta somente provar a seguinte

Afirmação. Ttφ
t→0−→ ∂jφ em S.

Tal ocorre se e só se ρk(Ttφ− ∂jφ)
t→ 0,∀ k ≥ 0. Agora,

ρk(Ttφ− ∂jφ) = max
|α|≤k

sup
x

(1 + |x|2)
k
2 |∂α(Ttφ)(x)− ∂αφ(x)|,

e

|∂α(Ttφ)(x)− (∂αφ)(x)| = |Tt(∂αφ)(x)− (∂αφ)(x)|

=
1

t

∣∣∣∣∫ t

0

(∂j(∂
αφ)(x+ sej)− ∂j(∂αφ)(x))ds

∣∣∣∣
≤ 1

t

∣∣∣∣∫ t

0

(∂j
2(∂αφ)(x+ σsej)sejds

∣∣∣∣
≤ 1

t

∫ t

0

|(∂j2(∂αφ)(x+ σsej)||s|ds.
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Sendo β o multi-́ındice de ordem |α|+ 2 tal que ∂β = ∂j
2∂α, temos

(1 + |x|2)
k
2 |∂α(Ttφ)(x)− ∂αφ(x)| ≤

(1 + |x|2)
k
2

1

t

∫ t

0

|(∂βφ)(x+ σsej)||s|ds =

1

t

∫ t

0

(1 + |x+ σsej − σsej |2)
k
2 |(∂βφ)(x+ σsej)||s|ds ≤

2
k
2

t

∫ t

0

(1 + |x+ σsej |2)
k
2 |(∂βφ)(x+ σsej)|(1 + |σsej |2)

k
2 |s|ds ≤

2
k
2 ρk+2(φ)

1

t

∫ t

0

(1 + |s|2)
k
2 |s|ds =

2
k
2 ρk+2(φ)

1

t

(1 + s2)
k
2 +1

2(k2 + 1)

∣∣+∞
0

=

2
k
2 ρk+2(φ)

k + 2
.
(1 + t2)

k+2
2 − 1

t

t→0−→ 0.

No que segue, estudamos mais a fundo a relação entre convoluções e transfor-
mada de Fourier de distribuições temperadas. Lembre, pelo exemplo 4.26, que
se f é uma função Lp − temperada então f define uma distribuição temperada
regular uf .

Proposição 4.33. Se f ∈ L1 ∪ L2, então ûf = uf̂ . Em palavras, as definições

L1 e L2 de transformada de Fourier coincidem com a definição S′.

Demonstração. Note primeiro que, como
∫
f̂g =

∫
fĝ para f, g ∈ S, e S é denso

em Lp, p ≥ 1, segue ∫
f̂g =

∫
fĝ

Quer f, g ∈ L1 ou f, g ∈ L2.

Para f ∈ L1 ∪ L2 e φ ∈ S, temos então

〈ûf , φ〉 = 〈uf , φ̂〉 =

∫
fφ̂ =

∫
f̂φ = 〈uf̂ , φ〉.

Proposição 4.34. Se u ∈ S′, então:

(a) ˇ̂u = u e ̂̌u = u

(b) ̂̂u = ũ
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(c) û = ˇ̃u = ˜̌u
Demonstração. Se φ ∈ S, temos ̂̌φ = φ, e dáı 〈ˇ̂u, φ〉 = 〈u, ̂̌φ〉 = 〈u, φ〉; ana-

logamente ̂̌u = u. Para (b) temos 〈̂̂u, φ〉 = 〈u, ̂̂φ〉 = 〈u, φ̃〉 = 〈ũ, φ〉. Por fim,

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉 = 〈u,
̂̂̌
φ〉 = 〈u, ˜̌φ〉 = 〈ũ, φ̌〉 = 〈ˇ̃u, φ〉 e 〈˜̌u, φ〉 = 〈u, ˇ̃φ〉 = 〈u,

ˇ̂
φ̂〉 =

〈u,
̂̃̃
φ〉 = 〈u, φ̂〉 = 〈û, φ〉.

Teorema 4.35. A transformada de Fourier ∧ : S′ → S′ é um isomorfismo
cont́ınuo de ordem 4.

Demonstração. Se uj
j→ u em S′, então, para φ ∈ S,

〈ûj , φ〉 = 〈uj , φ̂〉
j→ 〈u, φ̂〉 = 〈û, φ〉,

donde ûj
j→ û em S′, e ∧ : S′ → S′ é cont́ınua. Agora, segue imediatamente

de item (b) da proposição anterior que
̂̂̂̂
u = u, donde ǔ =

̂̂̂
u, e ∨ : S′ → S′ é

cont́ınua.

Exemplo 4.36. Considere a distribuição δ0 em S′, δ0 : S′ → S′. Para φ ∈ S,
temos

〈δ̂0, φ〉 = 〈δ0, φ̂〉 = φ̂(0) =

∫
e−2πix.0φ(x)dx = 〈1, φ〉,

donde δ̂0 = 1. Portanto,

1̂ =
̂̂
δ0 = δ̃0 = δ0

Proposição 4.37. Se u ∈ S′, então:

(a) ûx = e2πixξû e ûx = ̂e2πiyxu,∀ x ∈ Rn.

(b) ∂̂αu = (2πiξ)αû,∀ α multi-́ındice.

(c) ∂αû = ̂(−2πix)αu,∀ α milti-́ındice.

Demonstração. Pelas proposições 4.3 e 4.5, os itens acima são válidos para u ∈
S. Logo, para φ ∈ S, temos

〈ûx, φ〉 = 〈ux, φ̂〉 = 〈u, φ̂−x〉 = 〈u, ̂e2πiyxφ〉
= 〈û, e2πiyxφ〉 = 〈e2πiξxû, φ〉.

Os demais itens são análogos.
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Exemplo 4.38. Pelo item (b) da proposição anterior, ∂̂αδ0 = (2πiξ)αδ̂0 =
(2πi)|α|ξα. Logo,

(−1)|α|∂αδ0 = ∂̃αδ0 =
̂̂
∂αδ0 = (2πi)|α|ξ̂α,

donde

ξ̂α =
1

(2π)|α|
(−i)|α|∂αδ0 =

(
i

2π

)|α|
∂αδ0.

Proposição 4.39. Como distribuições temperadas, 〈u∗φ, ψ〉 = 〈u, ψ∗φ̃〉,∀ φ, ψ ∈
S, u ∈ S′.

Demonstração. Temos de mostrar que 〈u ∗ φ, ψ〉 = 〈u, ψ ∗ φ̃〉,∀ φ, ψ ∈ S. Como
Cc
∞ é denso em S, podemos tomar uma sequência (ψj)j≥1 em Cc

∞, tal que

ψj
j→ ψ em S. Portanto, como u ∗ φ ∈ S′ (pela proposição 4.32), temos

〈u ∗ φ, ψj〉
j→ 〈u ∗ φ, ψ〉.

Agora, se mostrarmos que:

(a) ψj ∗ φ̃
j→ ψ ∗ φ̃ em S e,

(b) 〈u ∗ φ, ψj〉 = 〈u, ψj ∗ φ̃〉,

teremos
〈u ∗ φ, ψj〉

j→ 〈u ∗ φ, ψ〉 e

〈u, ψj ∗ φ̃〉
j→ 〈u, ψ ∗ φ̃〉,

e a unicidade de limites garante que 〈u ∗ φ, ψ〉 = 〈u, ψ ∗ φ̃〉.

(a) Para, ψ, ψj , φ ∈ S, com ψj
j→ ψ, em S temos ψj ∗ φ

j→ ψ ∗ φ em S, e

assim ρk(ψj ∗ φ− ψ ∗ φ) = max
|α|≤k

sup
x

(1 + |x|2)
k
2 |(∂α(ψj − ψ) ∗ φ)(x)|, e

(1 + |x|2)
k
2 |(∂α(ψj − ψ) ∗ φ)(x)| =

(1 + |x|2)
k
2

∣∣∫ ∂α(ψj − ψ)(y)φ(x− y)dy
∣∣ ≤∫

(1 + |x|2)
k
2 |φ(x− y)||∂α(ψj − ψ)(y)|dy ≤

2
k
2

∫
(1 + |x− y|2)

k
2 |φ(x− y)|(1 + |y|2)

k
2 |∂α(ψj − ψ)(y)|dy ≤

2
k
2 ρk(φ)

∫
(1 + |y|2)

k
2 (1 + |y|2)

−k−n−1
2 ρk+n+1(ψj − ψ)dy =

2
k
2 ρk(φ)ρk+n+1(ψj − ψ)

∫
dy

(1+|y|2)n+1 <

2
k
2
π
2 ρk(φ)ρk+n+1(ψj − ψ)

j→ 0,

independente de x e α.
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(b) 〈u∗φ, ψ〉 = 〈u, ψ ∗ φ̃〉,∀ ψ ∈ S, ψ ∈ Cc∞ : seja (φj)j≥1 sequência em Cc
∞,

tal que φj
j→ φ em S. Como u ∈ D′, temos

〈u ∗ φj , ψ〉 = 〈u, ψ ∗ φ̃j〉
j→ 〈u, ψ ∗ φ̃〉,

onde a convergência acima é justificada por (a). Portanto, pela unicidade

do limite basta provarmos que 〈u ∗ φj , ψ〉
j→ 〈u ∗ φ, ψ〉. Para tanto, note

que

〈u ∗ φj , ψ〉 =

∫
(u ∗ φj)(x)ψ(x)dx =

∫
〈u, (̃φj)x〉ψ(x)dx

e

〈u ∗ φ, ψ〉 =

∫
〈u, φ̃x〉ψ(x)dx.

Mostremos que

〈u, (̃φj)x〉
j→ 〈u, φ̃x〉

uniformemente em supp (ψ).

Como u ∈ S′,∃ C > 0 e k ∈ N tal que |〈u, η〉| ≤ Cρk(η),∀ η ∈ S. Dáı,

|〈u, (̃φj)x〉 − 〈u, φ̃x〉| =

|〈u, ˜(φj − φ)x〉| ≤ Cρk( ˜(φj − φ)x) =

C max
|α|≤k

sup
y

(1 + |y|2)
k
2 |∂α( ˜(φj − φ)x)(y)| =

C max
|α|≤k

sup
y

(1 + |y|2)
k
2 |∂α(φj − φ)(x− y)| ≤

C.2
k
2 (1 + |x|2)

k
2 max
|α|≤k

sup
y

(1 + |x− y|2)
k
2 |∂α(φj − φ)(x− y)| ≤

C.2
k
2 (1 + |x|2)

k
2 ρk(φj − φ)

j→ 0

uniformemente para x ∈ supp φ.

Corolário 4.40. Se u ∈ S′ e φ, ψ ∈ S, então

(a) û ∗ φ = φ̂û

(b) φ̂u = û ∗ φ̂

(c) (u ∗ φ) ∗ ψ = u ∗ (φ ∗ ψ)

Demonstração. Mostraremos primeiro que (b) e (c) seguem de (a):

(b)
̂̂
u ∗ φ̂ =

̂̂
φ̂̂u = φ̃ũ = φ̃u =

̂̂
φu. Tomando transformadas inversas, temos

û ∗ φ̂ = φ̂u.
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(c) Basta mostrarmos que ̂(u ∗ φ) ∗ ψ = ̂u ∗ (φ ∗ ψ). Para tanto, notemos que,
por (a),

̂(u ∗ φ) ∗ ψ = ψ̂û ∗ φ = ψ̂φ̂û = φ̂ψ̂û

= φ̂ ∗ ψû = ̂u ∗ (φ ∗ ψ).

Por fim, mostremos (a): basta mostrarmos que 〈û ∗ φ, ψ̂〉 = 〈φ̂û, ψ̂〉,∀ ψ ∈ S.
Mas pela proposição 4.39,

〈û ∗ φ, ψ̂〉 = 〈u ∗ φ, ̂̂ψ〉 = 〈u ∗ φ, ψ̃〉 = 〈u, ψ̃ ∗ φ̃〉 = 〈u, φ̃ ∗ ψ〉 e

〈φ̂û, ψ̂〉 = 〈û, φ̂ψ̂〉 = 〈û, φ̂ ∗ ψ〉 = 〈u, ̂̂φ ∗ ψ〉 = 〈u, φ̃ ∗ ψ〉.
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Caṕıtulo 5

O Teorema de
Malgrange-Ehrenpreis

5.1 Operadores com coeficientes Constantes

Seja Ω um aberto em Rn, e seja F uma função de variável x ∈ Ω e (uα)|α|≤k ∈
Cn. Então podemos formular a equação parcial diferencial

F (x, (∂αu)|α|≤k) = 0. (5.1)

Uma função u = u(x) em Ω é uma solução clássica desta equação se suas
derivadas ∂αu em F existem em Ω, e

F (x, (∂αu(x))|α|≤k) = 0,∀ x ∈ Ω.

A equação 5.1 é chamada linear se F é um funcional linear de variável
vetorial (uα)|α|≤k, isto é, se 5.1 puder ser reescrito como∑

|α|≤k

aα(x)∂αu = f(x). (5.2)

Neste caso, temos o operador diferencial L =
∑
|α|≤k

aα∂
α e escrevemos

5.2 simplesmente como Lu = f. Se os coeficientes aα são C∞ em Ω, podemos
aplicar o operador L para qualquer distribuição u em Ω, e u é chamada de
solução distribucional ou solução fraca de 5.1 se 5.2 ocorre no sentido de
distribuições, ou seja,∑

|α|≤k

(−1)|α|〈u, ∂α(aαφ)〉 = 〈f, φ〉 (φ ∈ Cc∞(Ω)).
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Seja

L =
∑
|α|≤k

cα∂
α

um operador diferencial com coeficientes constantes. A maneira natural para
estudar esse operador é através da tranformada de Fourier. Se f é uma distri-
buição temperada, temos

L̂u(ξ) = P (ξ)û(ξ), (5.3)

onde

P (ξ) =
∑
|α|≤k

cα(2πiξ)α.

P é chamado śımbolo de L.

Comecemos considerando a questão da solubilidade local de L. Pela equação

5.3, se f ∈ Cc∞, podemos resolver Lu = f fazendo û = f̂
P , isto é,

u(x) =

∫
e2πixξ f̂(ξ)

P (ξ)
dξ. (5.4)

O problema é que o polinômio P pode ter zeros, assim f̂
P não é uma função

localmente integrável e a integral 5.4 não é está bem definida. Contudo, como
f ∈ Cc∞, f̂ pode ser estendida para uma função holomorfa inteira em Cn pela
proposição 4.16. A idéia para a equação 5.4 ter sentido é deformar o contorno
de integração de forma que eliminemos os zeros de P.

Podemos, então, fazer uma simplificação. Por uma rotação de coordenadas,
podemos assumir que o vetor (0, ...0, 1) é não caracteŕıstico para L, logo o co-
eficiente de ξn

k em P (ξ) não é zero. Dividindo então todos os termos por ele,
podemos assumir que este coeficiente é 1, e assim

P (ξ) = ξn
k + termos de menor ordem em ξn.

Para cada ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1) ∈ Rn−1 fixado, consideramos P (ξ) = P (ξ′, ξn)
como um polinônio na variável complexa ξn. Sejam λ1(ξ′), ..., λk(ξ′) seus zeros,
contados de acordo com a multiplicidade e ordenados de forma que para i ≤
j, Imλi(ξ

′) ≤ Imλj(ξ
′) e se Imλi(ξ

′) = Imλj(ξ
′) então Reλi(ξ

′) ≤ Reλj(ξ
′).

Pelo teorema de Rouché, uma pequena perturbação em ξ′ produz uma pe-
quena perturbação nos zeros de P (ξ′, ξn), logo as funções Imλj(ξ

′) são funções
cont́ınuas de ξ′. Antes de avançarmos ao resultado principal, precisamos de dois
lemas.

Lema 5.1. Existe uma função mensurável φ : Rn−1 → [−k, k] tal que para todo
ξ′ ∈ Rn−1,

min{|φ(ξ′)− Imλj(ξ′)| : 1 ≤ j ≤ k} ≥ 1.
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Demonstração. Existem no máximo k pontos distintos em Imλj(ξ
′)(1 ≤ j ≤ k),

e assim pelo menos um dos intervalos [2m − k − 1, 2m − k + 1)(0 ≤ m ≤ k)
contém nenhum desses pontos, e podemos fazer φ(ξ′) ser o ponto médio de tal
intervalo. Isto é, para 0 ≤ m ≤ k, seja

Vm = {ξ′ : Imλj(ξ
′) /∈ [2m− k − 1, 2m− k + 1) para j = 1, ..., k}.

Então os conjuntos Vm cobrem Rn−1, e são conjuntos de Borel, pois Imλj é
cont́ınua, e assim podemos considerar

φ(x) = 2m− k para x ∈ Vm \
m−1⋃
n=0

Vl (0 ≤ m ≤ k).

Lema 5.2. Seja g(z) um polinômio mônico de grau k na variável complexa

z tal que g(0) 6= 0, e sejam λ1, ..., λk seus zeros. Então |g(0)| ≥
(
d
2

)k
onde

d = min|λj |.

Demonstração. Temos g(z) = (z − λ1)...(z − λk), então∣∣∣∣g(z)

g(0)

∣∣∣∣ =

k∏
1

∣∣∣∣1− z

λk

∣∣∣∣ ≤ 2k para |z| ≤ d.

Ademais, g(k) ≡ k!, e pela fórmula integral de Cauchy,

k! = |g(k)(0)| =

∣∣∣∣∣ k!

2πi

∫
|z|=d

g(z)

zk+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ k!2k|g(0)|
dk

.

Teorema 5.3. Se L é um operador diferencial com coeficientes constantes em
Rn e f ∈ Cc∞(Rn), então existe u ∈ C∞(Rn) tal que Lu = f.

Demonstração. Seja φ como no lema 5.1, e faça

u(x) =

∫
Rn−1

∫
Imξn=φ(ξ′)

e2πixξ f̂(ξ)

P (ξ)
dξndξ

′. (5.5)

Pelo lema 5.2 (sendo g(z) = P (ξ′, ξn + z)) junto com o lema 5.1, vemos que

|P (ξ)| ≥ 2−k quando Imξn = φ(ξ′). Ademais, pela proposição 4.16, f̂(ξ) de-
cresce rapidamente quando |Re(ξ)| → ∞ quando |Imξ| permanece limitado.
Assim o integrando da equação 5.5 é limitado e decresce rapidamente no infi-
nito e, consequentemente, a integral é absolutamente convergente. Pela mesma
razão, podemos diferenciar sobre a integral e concluir que u é C∞ e que

Lu(x) =

∫
Rn−1

∫
Imξn=φ(ξ′)

e2πixξ f̂(ξ)dξndξ
′.
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Mas, agora, o integrando é uma função inteira que decresce rapidamente
quando |Reξ| → ∞, e pelo teorema de Cauchy, podemos deformar o contorno
de integração em ξn para o eixo real. E, pelo teorema 4.11, Lu = f.

O teorema 5.3 pode ser escrito também da seguinte maneira: Uma solução
fundamental para um operador de coeficientes constantes L é uma distribuição
K em Rn, tal que LK = δ, onde δ é o ponto de massa na origem. Por um lado, o
teorema 5.3 é um corolário imediato da existência de uma solução fundamental,
pois, se f ∈ Cc∞, podemos fazer u = K∗f, e temos Lu = LK∗f = δ∗f = f. Por
outro lado, a prova do teorema 5.3 facilmente gera uma solução fundamental.

Teorema 5.4 (Teorema de Malgrange-Ehrempreis). Todo operador diferencial
L com coeficientes constantes tem uma solução fundamental.

Demonstração. Defina um funcional linear K em Cc
∞ por

〈K, f〉 =

∫
Rn−1

∫
Imξn=φ(ξ′)

f̂(−ξ)
P (ξ)

dξndξ
′.

Como na prova do teorema 5.3, a integral é limitada por

C sup
|Imξ|≤k

(1 + |ξ|)−n−1|f̂(ξ)| ≤ C ′
∑

|α|≤n+1

||∂αf ||∞,

onde C e C ′ depende. somente do suporte de f , logo K é uma distribuição.
Ademais, 〈LK, f〉 = 〈K,L′f〉 onde L′ é o operador com śımbolo P (−ξ), tal que

L̂′f(−ξ) = P (ξ)f̂(−ξ). Assim, como na prova do teorema 5.3,

〈LK, f〉 =

∫
Rn−1

∫
Imξn=φ(ξ′)

f̂(−ξ)dξ =

∫
Rn
f̂(ξ)dξ = f(0) = 〈δ0, f〉.

Podemos também observar que K ∗f é a função u definida pela equação 5.5,
e assim LK ∗ f = Lu = f para todo f e ainda LK = δ0.

Podemos agora resolver a equação Lu = f não somente quando f ∈ Cc∞,
mas quando f é qualquer distribuição com suporte compacto. É claro que a
solução u será uma distribuição. De fato, se f ∈ E′, temos

L(K ∗ f) = K ∗ Lf = f, (5.6)

desde que L(K∗f) e K∗Lf são ambas iguais a LK∗f = δ0∗f = f. Estas relações
podem frequentemente ser estendidas para f que não tem suporte compacto,
mas a classe de f para as quais isso acontece dependerá da natureza de K.

Um operador diferencial L com coeficientes em C∞ é chamado hipoeĺıptico
se qualquer distribuição u em um aberto Ω tal que Lu é C∞ em Ω é C∞ em Ω,
isto é, se todas as soluções da equação Lu = f são C∞ quando f é C∞.
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Teorema 5.5. Se L é um operador diferencial com coeficientes constantes,
então são equivalentes:

(a) Uma solução fundamental para L é C∞ em Rn \ {0}.

(b) Toda solução fundamental para L é C∞ em Rn \ {0}.

(c) L é hipoeĺıptico.

Demonstração. Se K é uma solução fundamental para L, então LK = δ é C∞

em Rn \ {0}, então (c) implica (b), (b) trivialmente implica (a), então falta
apenas mostrar que (a) implica (c), e para isso precisamos de um lema.

Lema 5.6. Suponha que f e g são distribuições em Rn, f é C∞ em Rn \ {0},
e g tem suporte compacto. Então f ∗ g é C∞ em Rn \ ( supp g).

Demonstração. Dado x /∈ supp g, escolha ε > 0 suficientemente pequeno tal que
Bε(x) e supp g sejam disjuntos, e φ ∈ Cc

∞(B ε
2
(0)) tal que φ = 1 em B ε

4
(0).

Então podemos escrever

f ∗ g = (φf) ∗ g + [(1− φ)f ] ∗ g.

Por outro lado, (1−φ)f é uma função C∞, então [(1−φ)f ]∗ g é C∞. Por outro
lado,

supp [(φf) ∗ g] ⊂ supp φ+ supp g,

que é disjunto de B ε
2
(0). Logo, em B ε

2
(0), f ∗ g = [(1− φ)f ] ∗ g é C∞.

Retornando para a porva do teorema 5.5, seja K uma solução fundamental
para L que é C∞ em Rn\{0}. Suponha que u é uma distribuição em um conjunto
aberto Ω ⊂ Rn tal que Lu é C∞ em Ω. Se x ∈ Ω, pegamos ε > 0 tal que
Bε(x) ⊂ Ω, e nós vamos mostrar que u é C∞ em B ε

2
(x). Seja φ ∈ Cc∞(Bε(x))

com φ = 1 em B ε
2
(x). Então L(φu) = φLu+ v onde v = 0 em B ε

2
(x) e fora de

Bε(x). Mas K ∗ (φLu) é C∞ desde que φLu ∈ Cc∞, e K ∗ v é C∞ em B ε
2
(x)

pelo lema 5.6. Mas pela equação 5.6,

φu = K ∗ L(φu) = K ∗ φLu+K ∗ v,

então em B ε
2
(x), u = φu é C∞.

5.2 Exemplos

Exemplo 5.7. Uma solução fundamental de

L =
∂2

∂t2
− c2 ∂

2

∂x2
,
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onde c > 0 é dada por

u(t, x) =
1

2c
H(ct− |x|) =

1

2c
H(ct− c)H(ct+ x),

onde H é uma função tal que H(x) = 1, se x > 0 e H(x) = 0, se x < 0.
Mostremos que 〈Lu, φ〉 = φ(0, 0), ∀ φ ∈ Cc

∞(R2). Sejam D+ = ∂
∂t + c ∂∂x e

D− = ∂
∂t − c

∂
∂x , então L = D+D−. Então

〈Lu, φ〉 = 〈u,D+D−φ〉 =∫ ∫
1
2cH(ct− |x|)D+D−φdtdx =

1
2c

[∫∞
0

∫∞
x
c
D+D−φdtdx+

∫ 0

−∞
∫∞
− xc

D−D+φdtdx
]

=

1
2c

[∫∞
0

∫∞
0

(D+D−φ)(t+ x
c , x)dtdx+

∫ 0

−∞
∫∞

0
(D−D+φ)(t− x

c , x)dtdx
]

=

1
2

[∫∞
0

∫∞
0

d
dx (D−φ)(t+ x

c , x)dxdt−
∫∞

0

∫ 0

−∞
d
dx (D+φ)(t− x

c , x)dxdt
]

=

− 1
2

∫∞
0

[D−φ(t, 0) +D+φ(t, 0)] dt =

−
∫∞

0
∂
∂tφ(t, 0)dt =

φ(0, 0) = 〈δ0, φ〉.

Exemplo 5.8. O operador de Laplace é

∆ =
∂2

∂x1
2

+ ...+
∂2

∂xn2
= ∇.∇ = ∇2.

Uma solução funtamental é dada por

E(x) =


1
2 |x|, se n = 1,

1
2π ln |x|, se n = 2,
1

nωn
. |x|

2−n

2−n , se n > 2,

(5.7)

onde ωn = 2π
n
2

nΓ(n2 ) é o hiper-volume da bola unitária em Rn.

Para n = 1, ficamos com ∂2 1
2 |x| = ∂ 1

2 (2H(x)− 1) = H ′ = δ0. Para n ≥ 2,
precisamos mostrar que

〈∆E, φ〉 = 〈E,∆φ〉 = φ(0), ∀ φ ∈ Cc∞(Rn).

É importante reconhecer que E é uma distribuição regular, isto é, E ∈ Lloc1(Rn).
Mas isso é claro para todo ponto fora de uma vizinhança do 0, sendo 0 < r < 1
e n = 2, fazendo mudança de variáveis para coordenadas polares, ficamos com∫

Br(0)

∣∣∣∣ 1

2π
ln |x|

∣∣∣∣ dx = −
∫ 2π

0

∫ r

0

1

2π
ln rdrdσ

= −1

2
r2 ln r +

1

4
r2 <∞,
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e se n > 2, ∫
Br(0)

|E(x)|dx = −
∫
S1(0)

∫ r

0

r2−n

nωn(2− n)
rn−1drdσ

=
r2

2(n− 2)
<∞,

onde S1(0) é a esfera unitária. Precisamos mostrar então que∫
E(x)∆φ(x)dx = φ(0), ∀ φ ∈ Cc∞.

Seja supp (φ) ⊂ BR(0) e ε > 0. Então∫
ε<|x|<R

E∆φdx = −
∫
ε<|x|<R

∇E.∇φdx+

∫
|x|=ε

E∇φ.vdσ,

pelo teorema da divergência, onde v ∈ Rn é o vetor unitário normal a su-
perf́ıcie |x| = ε apontando para a origem. Aplicando novamente o teorema da
divergência temos que∫

ε<|x|<R
E∆φdx =

∫
ε<|x|<R

∆Eφdx −
∫
|x|=ε

∇E.vφdσ +

∫
|x|=ε

E∇φ.vdσ.

(5.8)
Mas ∆E = 0 para x 6= 0. Além disso, para n > 2∫

|x|=ε
E∇φ.vdσ =

∫
S1(0)

1

nωn
.
ε2−n

2− n
∇φ.vεn−1dσ → 0

quando ε→, analogamente para n = 2. E ainda,

−
∫
|x|=ε

∇E.vφdσ =

∫
S1(0)

∂E

∂r
(ε, σ)φ(ε, σ)εn−1dσ

=

∫
S1(0)

1

nωn
ε1−nφ(ε, σ)εn−1dσ → φ(0).

Então pela equação 5.8,∫
E∆φdx = lim

ε→0

∫
ε<|x|<R

E∆φdx = φ(0),

e assim u é uma solução fundamental de ∆.
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