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RESUMO

No primeiro capitulo da dissertacao, é apresentada uma breve introdugao do
trabalho. Em seguida, no segundo capitulo, sao demonstradas nogoes e propri-
edades de espagos vetoriais topoldgicos. Dando seguimento ao presente estudo,
no terceiro capitulo, efetua-se a abordagem da teoria das distribuigoes, onde se
proporciona, como exemplo a distribuicao delta de Dirac, na qual, por conse-
guinte, sao definidas ainda operagoes com distribuigoes, entre elas a convolugao
de uma distribuicdo com uma funcéo teste, e por fim, ainda no mesmo capi-
tulo é feito uma andlise das distribui¢oes com suporte compacto. No capitulo
quatro, por sua vez, explana-se a transformada de Fourier e suas propriedades,
bem como, propriedades de fungoes que pertencem ao espaco de Schwartz e
ainda, é feito um estudo das distribui¢oes temperadas. Finalmente, no quinto
e ultimo capitulo é demonstrado o teorema de Malgrange-Ehrenpreis, que ¢é a
tematica principal do trabalho elaborado, o qual afirma que todo operador di-
ferencial com coeficientes constantes tem uma solucao fundamental. Destarte,
¢ implementado um estudo de alguns exemplos afins ao teorema.

Palavras-chave: Solugao Fundamental, Operador Diferencial, Coeficientes
Constantes.



ABSTRACT

In the first chapter of the dissertation, is a brief introduction. Then in
the second chapter, are shown notions and properties of topological vector spa-
ces. Following the present study, the third chapter, is effected the approach
to the theory of distributions, which provides, as an example the Dirac delta
distribution, in which, therefore, are defined further distribution operations, in-
cluding the convolution of a distribution with a test function, and finally, still
in same chapter an analysis is made of distributions with compact support. In
chapter four, in turn, explains to the Fourier transform and its properties, as
well as properties of functions belonging to Schwartz space and also a study is
made of tempered distributions. Finally, the fifth and final chapter is shown
the Malgrange-Ehrenpreis theorem, which is the main theme of the work done,
which states that any differential operator with constant coefficients has a fun-
damental solution. Thus, it implemented a study of some examples related to
the theorem.

Keywords: Fundamental Solution, Differential Operator, Constant Coeffici-
ents.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho traz como tema : O Teorema de Malgrange-Ehrenpreis, que
foi demonstrado, na primeira metade da década 1950-1960, de forma indepen-
dente por Bernard Malgrange e Leon Ehrenpreis. O teorema se relaciona com
equagoes em derivadas parciais, que exercem um papel central na matematica
pura e aplicada, e o estudo destas tem proporcionado e segue proporcionando
resultados de enorme interesse tedrico e pratico. Elas expressam de forma di-
reta, por exemplo, as leis fundamentais do movimento de Newton, as leis basicas
de movimento dos fluidos, dos campos elétricos, transmissao de calor e muitos
outros fenomenos. Historicamente, o estudo das equacoes em derivadas parciais
foi motivado por problemas da Fisica e da Geometria.

Tal estudo foi a primeira evidéncia impressionante do impacto da teoria das
distribuicoes aplicada a equacoes diferenciais parciais lineares. Malgrange usou
as distribuigoes de modo sistematico e estudou operadores de convolugao.

A teoria das distribuigoes estd motivada pelo desejo de derivar, em algum
sentido, fungoes que nao sao derivaveis. Para isso estendemos o célculo a uma
classe mais ampla que a classe das fungoes diferencidveis, as distribui¢oes. Che-
gamos ao espaco das distribuicées como o dual topolégico do espago das fungoes-
teste. E passamos a ver fungoes como distribuigoes, definindo a derivada de uma
distribuicao e estudando algumas propriedades do produto de convolugao que
se define somente para uma distribuicao e uma funcao-teste.

Apresentamos a transformada de Fourier como uma técnica para solucao de
equagoes diferenciais ordindrias e parciais que nos permite transformar equagoes
diferenciais em equagoes algébricas e equagoes diferenciais parciais em equagoes
diferenciais ordinarias. Posteriormente, mostramos que ela é um isomorfismo
no Espago de Schwartz, e a relacionamos com a convolugao de fungoes.

Assim, temos todas as ferramentas necessarias para consecucao do objetivo
do trabalho, a demonstracao do teorema: Todo operador diferencial L com
coeficientes constantes tem uma solugao fundamental, e como este pode
ser aplicado.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Espacos vetoriais topologicos

Em tudo o que segue, salvo mencao em contrario consideraremos sempre espagos
vetoriais complexos.

Definigao 2.1. Um espago vetorial topolégico (EVT) é um espago vetorial
munido de uma topologia Hausdorff, em relacdo a qual as operacgdes de espago
vetorial sdo continuas.

Alguns comentarios sobre as continuidades postuladas na definicdo acima:
a topologia usual de um produto cartesiano X X Y de espagos topoldgicos é a
topologia produto, i.e., aquela que tem por base a familia

B={AxB; ACX e BCY sao abertos}.

A defini¢do acima afirma que a adigdo + : X x X — X e a multiplicagdo por
escalar - : C x X — X sao continuas com respeito as topologias-produto dos
dominios. Assim, por exemplo, se x, — x, y, — y no EVT X e \,, = XA em C,
entao

Tn+UYn = T+HY € ATy — AT,

O efeito de se combinar a estrutura de espago vetorial com a topologia torna
um EVT X homeomorfo a si mesmo sob translagées e homotetias. Mais preci-
samente, temos a seguinte

Proposicao 2.2. Sejam X um EVT, y € X e A € C\ {0}. As aplicagoes
fy: X =X egy: X = X, dadas respectivamente por

fyl@)=z4+y e gr(z) = Az,

sao homeomorfismos.



Demonstracdo. As aplicagdes f, e g sao claramente continuas. E as aplicacoes
fu ' X - Xegy ' X = X, dadas por

€z,

B =y e o @)=y

sao suas inversas, que também sdo continuas. O

No que segue vamos discutir uma maneira de construir EVT’s cujas topolo-
gias satisfacam uma certa condigao adicional.

Definigao 2.3. Seja X um espago vetorial. Uma aplicagdo p: X — R4 € uma
semi-norma se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

(a) p € sub-aditiva, i.e., p(x +y) < p(z) + p(y), para todos x,y € X.
() p(Ax) = |A|p(x), para todos N € C, x € X.
Se p é uma semi-norma no espago vetorial X, entdo é claro que p(0) = 0.
Se a condicao reciproca for satisfeita, i.e., se p(x) = 0 = = = 0, entdo p serd

uma norma em X. H4, no entanto, em varios espagos vetoriais de interesse,
semi-normas interessantes que ndo sao normas, conforme atesta o seguinte

Exemplo 2.4. Se X = ([0, 1] é o espago vetorial das fungoes f : [0,1] — C
de classe C!, entdo a aplicagao p : X — R, dada por p(f) = ||f'||L~ é uma
semi-norma que nao é norma. De fato, p(f+9g) = |[(f+9)||= = || +9||l= <

U |Loe + (19|l = p(f) + p(9), € ainda, p(Af) = ||(Af)|lLee = [IAf'llL~ =
IMIF e = |Alp(f), sendo assim uma semi-norma. Mas sendo g qualquer
fungao constante, temos que p(g) = 0. Assim, p ndo é uma norma.

O lema a seguir coleciona algumas propriedades elementares uteis de semi-
normas.

Lema 2.5. Se p € uma semi-norma em um espago vetorial X, entdo, para todos
x,y,z € X, temos:

(a) p(z —y) > |p(x) — p(y)|-
() plz—2z) < plz—y)+ply—2).
Demonstragao. (a) p(y+z—y) < p(y) +plz —y) = p(z) — p(y) < p(z —y).
E ainda p(z +y —2) < p(z) + py — 2) = p(y) < p(z) + plz —y) =
—p(z —y) < p(x) — p(y), assim

p(x —y) > |p(x) — p(y)l-

() plx—z)=plx—y+y—2) <plx-y)+ply—2)
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Definigao 2.6. Uma familia {ps}acr de semi-normas em um espago vetorial
X ¢ suficiente ou separa pontos se

pa(z) =0, Yael=z=0.

E imediato que se {pq}tacr ¢ uma familia suficiente de semi-normas em um
espago vetorial X, entao

x#£ye Fael; po(r—y)>0.

Para o que segue, se X é um espaco vetorial e p é uma semi-norma em X,
definimos a p—bola de raio r centrada em z € X por

Bl(z)={y e X; p(y —x) <r}.

Se {pa}tacr é uma familia de semi-normas em X, denotamos Bf«~(x) simples-
mente por BZ(z); ainda nesse caso, escrevemos

M) B (@) = Byron (@),
j=1

Seja T uma topologia sobre o espago vetorial X, a qual o torna um EVT.
Se {pa}acr ¢ uma familia de semi-normas em X, todas continuas em relacao
a T, entdo, fixados r > 0 e a € I, temos que p;1(0,7) = B¥(0) é um aberto
de X. Portanto, para cada z € X, sao também abertos em X os conjuntos
x+ BX(0) = B¥(z) e B2 (z). O teorema a seguir estabelece uma reciproca
dessas observagoes.

Teorema 2.7. Seja X um espaco vetorial e {potacr uma familia suficiente
de semi-normas em X. A cole¢ao B dos conjuntos da forma BX»%(z), com
zeX,r>0,neNeay,...,a, €I, € uma base para uma topologia sobre X,
a qual o torna um EVT.

Demonstra¢do. Para mostrarmos que B é uma base para uma topologia em X,
vamos mostrar que a interse¢ao de dois abertos U e V é também aberta. Mas
sex €UNV e BX%m(x) CU e BlvPr(x) CV, éimediato que

Balw--aamaﬁla“"ﬁﬂ (.I') g U N V

min{r,s}

Para ver que a topologia assim definida é Hausdorff, sejam dados z,y € X,
com x #y. Se a € I étal que p,(y —x) =r > 0, entdo a sub-aditividade de p,
garante que By, (z) N By (y) = 0.

Resta verificar a continuidade de f : X x X - X eg: Cx X — X,
respectivamente as operagoes de adicao e multiplicagao por escalar. Como os
conjuntos B&(x) formam uma sub-base para a topologia de X, é suficiente
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mostrar que f~1(B2(x)) € X x X e g~} (B%(z)) C C x X sao abertos. Quanto
a f, note inicialmente que

B @) = {(y,2) € X x X paly + 2 — ) <r}.

Portanto, fixado (yo,20) € f~H(B%(x)) e sendo n =1 — pa(yo + 20 — ) > 0, a
sub-aditividade de p, garante que

(40, 20) € Byya(y0) x Byya(20) © f (B (),
i.e., f71(BY(z)) é aberto em X x X. Para g, temos
g7 (B (@) ={(\y) € Cx X; pa(Ay —2) <r}.
Portanto, fixado (A, y0) € g~ (B (z)), queremos encontrar §,n > 0 tais que
(A y) € B(Ao;6) x B (yo) = pa(Ay —x) <1
Para tanto, utilizando uma vez mais a sub-aditividade de p, obtemos

pa My —2) < pa(Ay — Ayo) + pa(Ayo — Aovo) + pa(Aoyo — )
IApa(y — o) + |A = Xolpa(yo) + pa(Aoyo — )
(0 4 [Xol)n + 0pa (o) + pa(Aoyo — ) < 7.

N

Portanto, sendo € = r — po(Aoyo — ) > 0, tome § = m en= 2(6%‘)\‘)'6

Se X é um espago vetorial e {ps}acs é uma familia suficiente de semi-
normas em X, é imediato verificar que a base para a topologia de EVT dada pelo
teorema acima é formada por conjuntos converos. De fato, se y, z € B2 ()
et € [0,1], entéo

p3 (1= )y + t2 — 2) < (1= 0)p% (y — ) + 1% (2 — ) < (1~ t)r + tr =,
ie., (1—-t)y+tz € B (x). Nesse caso dizemos que X é um espago vetorial
topolégico localmente convexo (EVTLC).

Vale observar que um EVTLC é uma generalizacao natural de um espaco
vetorial normado (EVN), uma vez que uma norma em um espago vetorial é uma
familia suficiente e unitaria de semi-normas.

Exemplo 2.8. Se X é um EVN, a topologia fraca—+ em seu espaco dual X* é
a menor topologia que torna as aplicacoes de avaliagao

feXx o flx)eC

continuas (xz € X). Portanto, tal topologia coincide com aquela gerada pela
familia suficiente {p,}rex de semi-normas, onde p,(f) = |f(z)|, para todo
f € X*. Em outras palavras, X* é um EVTLC quando munido com a topologia
fraca—s.
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O teorema a seguir dé uma condi¢ao necesséaria e suficiente para a continui-
dade de uma aplicagao linear entre EVTLC’s.

Teorema 2.9. Sejam X eY EVTLC’s, com topologias geradas pelas familias
suficientes de semi-normas {pa}acr € {0s}pes. SeT : X —Y € uma aplica¢io
linear, entdo sdo equivalentes:

(a) T € continua.

(b) T € continua em 0 € X.

(¢) Para cada B € J, existem o, ..., € I e uma constante C' > 0, tais que
k

og(Tz) < C’Zpaj (), Ve e X. (2.1)
j=1

Demonstrag¢io. A equivaléncia entre (a) e (b) segue imediatamente da pro-
posicdo 2.2, de maneira que basta mostrarmos a equivaléncia entre (b) e (c).
Para tanto, como T'(0) = 0, note que T é continua em 0 se e s6 se a imagem
inversa por T de todo elemento BZ(0) da sub-base de vizinhangas de 0 € Y for
uma vizinhanca aberta de 0 € X, o que por sua vez ocorre se e s se existirem
at,...,a € I, e r >0 tais que

k
() B (0) € T~1(BL(0)).

Mas isso é o mesmo que
pa,;(x) <1, V1< j<k=o05(Tx) <s. (2.2)

Logo, se (2.1) for satisfeita e s > 0 e § € J forem dados, tome r = s/(Ck): se
P, (r) <7 para todo 1 < j <k, entdo

k
og(Tz) < C’Zpaj(x) <C-kr=s.
j=1
Reciprocamente, fixados s > 0 e f € J, se existirem r > 0 e ay,...,a € 1

satisfazendo (2.2), entdo afirmamos que

k

04(T2) < =3 pa, (@)

j=1
para todo = € X. De fato, para x € X ha duas possibilidades:
® po, () = 0 para 1 < j < k: neste caso pa,(tx) = 0 para todo t > 0, e

segue de (2.2) que og(Tx) < s/t para todo t > 0, donde o5(Tz) =0 ¢
nossa afirmacgao é verdadeira.
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® po,(r) # 0 para algum 1 < j < k: sendo A = 2?21 Pa, (x) >0, temos
r r
o (55) =Gt <

para 1 < j <k, de modo que og <§T$> < s. De outro modo,

k
S S
op(Tz) < ;)\ = ;;Paj (2).

O

Desde que todo EVTLC X ¢é Hausdorff, o limite de uma sequéncia em X,
quando existir, serd Gnico. A proposicao a seguir dd um critério util para decidir
quando uma tal sequéncia converge para um certo limite.

Proposigao 2.10. Seja X um EVTLC cuja topologia € gerada pela familia
suficiente {patacr de semi-normas. Uma sequéncia (z,)n>1 em X converge
para x € X se e s0 se po(x, —x) = 0, para todo « € I.

Demonstracdo. A sequéncia (z,),>1 converge para * € X se e sé se, dado
x € U C X aberto, existir ng € N tal que n > ng = =, € U. Basta agora
notar que os conjuntos B (z) formam uma sub-base de vizinhancas de z, e que
poln —x) <r S 2, € BY(2). O

Definicao 2.11. Seja X um EVTLC. Uma sequéncia (x,)n>1 em X é de
Cauchy se, para todo € > 0 e toda semi-norma p, definindo a topologia de X,
existir N = N(e,a) € N tal que

my,n > N = po(m — 2p) < €.

Como no caso de espacos métricos, é imediato verificar que toda sequéncia
convergente é de Cauchy; reciprocamente, se toda sequéncia de Cauchy em X
convergir, diremos que X é um EVTLC completo.

Um espaco topoldgico X é metrizavel se existir uma métrica d sobre X
cuja topologia induzida coincida com a topologia original de X. Nesse caso,
diremos que a métrica d é compativel com a topologia de X. O teorema a
seguir d4 uma condicao suficiente para a metrizabilidade de um EVTLC.

Teorema 2.12. Se a topologia de um EVTLC X for gerada por wma familia
enumerdvel {py }ren de semi-normas, entao X é metrizdvel. Mais precisamente,
X admite uma métrica compativel e translacionalmente invariante d, dada
por

_ —k_Pr(T—Y)
d(m,y)—%Q T4 prla—1) (2.3)

14



Demonstragio. A condi¢ao d(z,y) = 0 = x = y segue da suficiéncia da familia
{pr}tren. Para verificar a desigualdade triangular d(z, z) < d(z,y) +d(y, z), use
que pr(x — 2) < prp(r —y) + pr(y — 2), juntamente com o fato que a fungao
f Ry — R dada por f(z) = {7 ¢ crescente e tal que f(a+b) < f(a) + f(b),
para todos a,b € Ry.

Para mostrar que a topologia induzida pela métrica coincide com a topologia
de EVTLC de X, basta mostrar que toda bola métrica aberta é aberta na
topologia de EVTLC e, reciprocamente, que todo aberto bésico de tal topologia
é aberto na topologia métrica. Sejam, pois z € X, R > 0 e By(z;R) a bola
métrica de centro z e raio R. Se r > 0 e N € N sio tais que » + 27V < R,
afirmamos que ﬂivzl BE(x) C By(x;R). De fato, se y € ﬂgzl BE(x), entdo
segue do fato da funcao f do paragrafo anterior ser crescente que

N
% pr(T—y) 5 pr(r—y)
d(y,z) = ok TR\ I L NT ok PRI
; 1+ pr(z —y) g;v 1+ pr(z —y)
N T
< 2k 2k 2~ N .
> 1+T+Z <r+2¥<R
k=1 k>N

Reciprocamente, dado um aberto bésico ﬂ,ivzl BF(z) da topologia de EVTLC

de X, se R =27V i afirmamos que By(z; R) C ﬂszl BE(x). De fato, se

y € By(z;R) e 1 <k < N, entao

27k pk(y_l') < d(y ZL’) < 27N r < 2714: r
1+ pp(y—2x) = 7 1+7r — 147’
donde pi(y — z) <. O

Um EVTLC metrizavel e completo é denominado um espago de Fréchet. O
resultado a seguir é uma consequéncia imediata da proposi¢ao 2.10, da definigao
2.11 e do teorema acima.

Corolario 2.13. Seja X um EVTLC metrizdvel, cuja topologia é gerada pela
familia {pr}ren de semi-normas. Uma sequéncia (z,,)n>1 em X € de Cauchy
(resp. converge para x € X) em relagdo ¢ méltrica d dada por (2.3) se e sé se,
para todos € > 0 e k € N, existir N = N(e,k) € N tal que

m,n > N = pp(x;, — x,) < € (resp. pp(Tm — ) <e).

Para o que segue, dizemos que um espaco topoldgico X é normavel se X
puder ser munido com uma norma || ||, cuja topologia induzida coincida com a
topologia original de X. Nesse caso, diremos que a norma || || é compativel
com a topologia de X. O teorema a seguir d4 uma condic¢ao suficiente para que
um EVTLC seja normavel.
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Teorema 2.14. Se a topologia de um EVTLC X for gerada por uma familia
finita {pk}1<k<n de semi-normas, entdo X € normdvel. Mais precisamente, X
admite a norma compativel || ||, dada por

llzll =) prla).
k=1

Demonstracdo. Adapte a prova do teorema 2.12. O

2.2 Funcgoes-teste

Seja  C R™ um aberto. Se f € C°(Q2), o suporte de f é o conjunto

supp(f) = {z € ; f(z) # 0}.

Um multi-indice a = (a1, aq, ..., a,) é uma n—upla de inteiros ndo-negativos;
a ordem do multi-indice « é o inteiro nao-negativo

o] = a1 +as + -+ - + .

Denotamos ainda por 9 o operador diferencial linear
a _ Qo [

0% =0y ...0.m,

de ordem |a|. Definimos entdo os espagos vetoriais

CHQ) = {f € C°(Q);0°f € C°(Q), ¥ |a| <k},

C=(Q) =[] CHQ)

k>0

D(Q) = C(Q) = {f € C*(Q); supp(f) é compacto}.

Quando 2 = R™, denotaremos os conjuntos definidos acima simplesmente por
Ck, 0> e C°, respectivamente. Se K CC R", definimos ainda

Dy = CF(K) ={f € C; supp(f) C K}

Para o que segue, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.15. A func¢do n:R — R dada por

pwy={ € sex>0
0, sex <0

é um elemento de C*(R).
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Demonstracdo. Essa fungao é claramente diferencidvel em x # 0, e sua j-ésima
derivada tem a forma

2
@Oy | Ri(@)e /" sex>0
' (z) { 0, sex <0

onde R;(z) é um polinémio dividido por uma poténcia de x. Mas pela regra de
L’Hopital,
1
lim R;(z)e” =% =0,

z—0
e assim nY) é continua em 0, para todo 7, sendo 7 infinitamente diferenciavel. [

Proposicao 2.16. Os conjuntos C*(Q2), C=(Q), C*(2) e CX(K) (para K CC
R™ com interior ndo-vazio) $do espag¢os vetoriais nao-vazios.

Demonstracao. E suficiente construirmos, para todos z = (z1,...,2,) € R" e
r >0, um elemento de C°(K), onde K = [[7_,[x; — 7, x; +r]. Por composicao
com translagoes e homotetias, basta considerarmos o caso em que x = 0er = 1.
Se ¢ € C°([—1,1]), entdo é claro que

P(z) = ¢(x1) ... §(an)

é um elemento de C¢°([—1,1]"), de modo que basta construirmos uma tal ¢.
Sendo 7 a funcao do lema anterior, podemos tomar ¢(z) =n(l—z)n(l+z). O

Fixado um inteiro estendido 0 < k < +oo, seja BC¥(Q) o subespago de
C*(Q) formado pelas fungdes ¢ € C*(Q) tais que

18llk.000 = Y 110%0lloc0

la| <k

seja finita. E imediato verificar que || |[x.co.0 ¢ uma norma em BC*(Q) e que,
munido com tal norma, BC*(2) é um espaco de Banach. Se k < [, é claro que
[|9]]k.00.0 < ||@]]1.00.05 de modo que a inclusdo ¢ : BCY(Q) — BCk(Q) é uma
contragdo, logo uniformemente continua. Quando Q = R"™, denotamos || ||x,c0,0
simplesmente por || ||k, € BCF(Q) simplesmente por BC*.

Para K CC R™ fixado, consideramos sobre C2°(K) a topologia de EVTLC
gerada pela familia de semi-normas || ||x,0c0- Como || ||kco < || ||k+1.,00 DPara
todo k > 0, dados ¢ € C°(K) e r > 0, temos B¥*1(¢) C BF(¢); portanto, um
subconjunto U de C°(K) é aberto se e sé se, para todo ¢ € U, existirem k > 0
er > 0 tais que B¥(¢) C U.

Equivalentemente, pelo teorema 2.12, a topologia descrita acima sobre CS° (K)
é aquela dada pela métrica translacionalmente invariante

_ 2—kM.
() kZZO T+ 116 — 0l
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Proposicao 2.17. Com a topologia descrita acima, C°(K) € um espaco de
Fréchet.

Demonstragio. Se (¢;);>1 ¢ uma sequéncia em C°(K), de Cauchy em relacao
a métrica dg, segue do coroldrio 2.13 que, para cada k > 0 inteiro, (¢;);>1 €
de Cauchy em relagao a norma || ||x,cc de BC*. Como BC* ¢é um espago de
Banach com tal norma, existe v, € BCF tal que ¢; — Y em BC*. Agora,
para 0 < k < [ inteiros, a continuidade da inclusdo ¢ : BC' — BC* garante que
@; = Vi, Y em BC*, de maneira que 9, = ;. Fica entdo bem definida uma
fungdo ¢ € (Nyso BCF = BC™, tal que ¢; — 1 em BC*, para todo k > 0.
Em particular, temos supp(¢)) C K, donde ¢ € C°(K). Portanto, mais uma
aplicac@o do coroldrio 2.13 garante que ¢; — ¢ em C°(K). O

Observagao 2.18. Note que, apesar de ser um espago de Fréchet, C°(K) ndo
¢ um espago de Banach com a métrica dx (é imediato provar que tal métrica
nao provém de uma norma).

O teorema a seguir dd um critério para a continuidade de uma aplicagao
linear de C'°(K) em um EVTLC.

Teorema 2.19. Seja X um EVTLC e T : C°(K) — X uma aplicagdo linear.
Sao equivalentes:

(a) T € continua.

(b) T é continua em 0.
(¢) T € sequencialmente continua.

)

)

)

(d) Para cada semi-norma p em uma familia suficiente que gera a topologia
de X, existem um inteiro k > 0 e uma constante C' > 0 tais que

p(T'9) < Cl[@lk,00, ¥V ¢ € CZ(K). (2.4)

Demonstragao. A equivaléncia entre os itens (a), (b) e (d) segue imediatamente
do teorema 2.9, juntamente com o fato de que as semi-normas de C¢°(K) sao
encaixantes. A equivaléncia entre (a) e (¢) segue do fato de que C°(K) é um
espago meétrico. O

O exemplo a seguir mostra que é mais dificil tratar com CZ°(€2) que com
C*(K).
Exemplo 2.20. Tome ¢ € C°(R) tal que supp(¢) = [0,1] e ¢(z) > 0 para

x € (0,1). Em seguida, para cada inteiro n > 1, seja

vn(o) = Y (o =) € CZ(R)
j=1
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de tal sorte que supp(¢,,) = [1,n + 1]. Defina ainda

(o)=Y

¢(z —j) € CT(R).

E imediato verificar que Hw,(f) — ") |9.00 — 0 para cada inteiro k > 0, ou ainda
que
thn = Pllk,00 — 0

para cada inteiro k > 0; no entanto, ¢ ¢ C°(R), de maneira que C°(R) nao é
completo em relagdo & topologia de EVTLC gerada pelas semi-normas || ||x,co-

Para assegurar que CZ°(Q2) seja completo, nés precisamos tanto da con-
vergéncia uniforme dada pelas semi-normas || ||,00,0 quanto de uma condigao
que force que os limites de sequéncias convergentes também tenham suporte
compacto. A definicao a seguir explica quais semi-normas devem ser tomadas
sobre C$°(€2) a fim de que tais condigoes sejam satisfeitas.

Definigao 2.21. Dado 2 C R™ aberto, consideramos sobre C°(2) a topologia
de EVTLC gerada pela famdlia F(Q) de semi-normas p : C°(Q) — R que
admitem, para todo K CC €, restrigoes conlinuas pjce (i) : C*(K) = R.

Segue imediatamente da defini¢do acima que || ||n,00,0 € F(£2) para todo
n > 0 inteiro. No que segue provamos que, com tal topologia, C°(€2) é um
EVLTC completo. Antes, contudo, precisamos do seguinte

Lema 2.22. Se {¢n}n>1 € uma sequéncia em C° (), entdo uma das condigdes
a sequir se verifica:

(a) FEziste K CC Q) tal que supp(¢y) C K para todo n > 1.

(b) Existe uma semi-norma p € F(Q) tal que a sequéncia real {p(pn)}n>1 €
ilimitada.

Demonstragio. Seja K = J, -, supp(¢,). Se K estiver contido em (2 e for
compacto, nada mais haverd a fazer. Sendo, ou K é ilimitado ou K ¢ Q. Em
qualquer caso, podemos achar uma sequéncia {x}r>1 em Q e fungdes ¥y, €
{dn}tn>1 tais que Y (xg) # 0 e ou |xk| — +00 ou xp — x ¢ Q. Afirmamos que
p:CX(Q) — R, dada para f € C°(£2) por

k
p(f) = Zm\f@kﬂ,

k>1

é uma semi-norma em F(2). De fato, uma vez que supp(f) CC €, a soma do
segundo membro ¢ finita, e portanto p certamente define uma semi-norma em
C'°(82). Por outro lado, se L CC Qe T : C°(L) — R é a aplicagdo linear dada

por Ty (f) = f(zx), entdo
Tk ()] = 1f (@r)l < [If]

0,005

19



e segue do teorema 2.19 que T é continua sobre C2°(L). Portanto, a restrigdo
de p a C°(L) é uma combinacao linear finita das semi-normas f — |Tx(f)l,
donde é continua. Segue entao da defini¢ao de F(Q2) que p € F(Q).

Por fim, note que p(¢x) > k, i.e., {p(¥r)}k>1 ¢ ilimitada. O

Teorema 2.23. Com a topologia de EVTLC acima, C°(2) é completo. Ade-
mais, dadas uma sequéncia {¢n}n>1 em CZ(N) e p € CX(Q), sdo equivalentes:

(@) ¢n — ¢ em CZ(Q).
(b) Ezxiste K CC Q tal que supp(¢y),supp(¢) C K e ¢, — ¢ em C(K).

Demonstracio. Se {¢n}n>1 é uma sequéncia de Cauchy em C°(Q2) e p € F(Q),
entdo é imediato que a sequéncia {p(¢,)}n>1 é limitada. Portanto, pelo lema
anterior existe K CC € tal que supp(¢,) C K para todo n > 1, ie., ¢, €
C*(K) para todo n > 1. Como C°(f2) contém todas as semi-normas || ||n,co;
temos que {¢p}tn>1 ¢ também de Cauchy em C°(K), e portanto existe ¢ €
C&(K) tal que ¢, — ¢ em C°(K). Mas se p € F(£2), temos que pjce (k) :
C*(K) — R é continua, de maneira que p(¢, — ¢) — 0. Logo, ¢, — ¢ em
Cg°(9), e portanto, C'°(€2) é completo.

Para a equivaléncia entre (a) e (b), note inicialmente que a ultima parte do
argumento acima prova a implicacao (b) = (a). Para a reciproca, se ¢, = &
em C°() e p € F(), entdo é novamente claro que a sequéncia {p(¢n)}n>1 ¢
limitada. Aplicando uma vez mais o lema anterior, garantimos a existéncia de
K cc Q tal que supp(¢,),supp(¢) C K para todo n > 1, i.e., ¢, ¢ € C(K)
para todo n > 1. Como F(2) contém todas as semi-normas || ||n,c0, Segue que
On — ¢ em CX(K). O

Observagao 2.24. Mostraremos ao final desta secio que C2°(§2) ndo é um
espago metrizavel.

O teorema a seguir dd um critério para a continuidade de uma aplicagao
linear de C°(92) em um EVTLC.

Teorema 2.25. Seja X um EVTLC e T : C*(Q)) — X uma aplicagdo linear.
Sao equivalentes:

(a) T € continua.

b

)
(b) T é continua em 0.
(¢) T € sequencialmente continua.
d) Para todo K CC Q, Ticeo(xy : C°(K) — X € continua.
|Ce(K) - ~e
e) Para todo K CC Q e toda semi-norma p em uma familia suficiente que
p
gera a topologia de X, existem um inteiro k > 0 e uma constante C' > 0
tais que

p(T'¢) < Cl[@lk,00, ¥V ¢ € CZ(K). (2.5)
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Demonstragdo. A equivaléncia entre os itens (a) e (b) segue do teorema 2.9, ao
passo que a equivaléncia entre os itens (d) e (e) segue do teorema 2.19. Note
ainda que (a) = (c¢) é sempre verdade para uma fungdo continua entre espagos
topoldgicos. Para o que falta, mostremos que (¢) = (d) = (b). Supondo (c)
verdadeira, segue do teorema 2.23 que Tjce () € sequencialmente continua e
portanto continua, uma vez que C¢°(K) é metrizdvel. Supondo agora (d) ver-
dadeiro basta provarmos que, se B£(0) é um elemento da sub-base da topologia
de X em 0, entao T~1(B(0)) é aberto em C°(Q2). Como

T7H(B(0) = {¢ € CZ(Q); (po T)(¢) <1},

basta entao mostrarmos que poT € F(Q2), o que é imediato, pois po T € F ()
se, e so se,

(poT)ice(x) = poTioe(x) : C(K) = C
é continua, para todo K CC 0, o que é garantido por (d). O

Corolario 2.26. Fizados p € F(Q) e K CC Q, existem um inteiro k > 0 e
uma constante C > 0 tais que

p(¢) < CllYlk,00, ¥V ¢ € CZ(K).

Demonstragdo. Aplique a equivaléncia (a) < (e) do teorema anterior & identi-
dade Id : C°(Q2) — C°(Q), a qual é obviamente continua. O

Coroldrio 2.27. Para todo multi-indice o, o operador linear 0% : C°(Q)) —
Ce(Q) € continuo.

Demonstragio. Fixe p € F(2) e K CcC Q. Como ¢ € CX(K) = 0% €
C(K), segue do coroldrio anterior que, para certos k > 0 inteiro e C' > 0 real
(independentes de ¢),

p(0°¢) < Cll0°0lk.co < CllDk+]al,00-

Portanto, aplicando novamente o teorema 2.25 concluimos que 9% : C°(Q2) —
Cg°(9) é continua. O

Finalizamos esta se¢do mostrando que, apesar de completo, C'°(€2) néao é
metrizdvel. Para tanto, note inicialmente que, para todo K CC € fixado,
C(K) é fechado em C°(Q). De fato, seja ) € C°(€2) um ponto de acumulagao
de C*(K), com suporte L CC Q; se L ¢ K, fixe xg € L'\ K tal que ¥(zq) #
0. Como as normas || ||o..c 840 semi-normas para a topologia de C°(f2), a
definigdo de ponto de acumulagéo garante a existéncia de ¢ € C°(K) tal que

|l¢ = ®llo,c0 < [#9(20)|; em particular,
b (wo)| = [@(x0) — P(z0)| < ¢ = Pllo,c0 < [¥(x0);

uma contradigao.
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Suponha agora que C°() fosse metrizdvel, donde um espago métrico com-
pleto. Sendo Ky C K5 C --- uma exaustao de £ por compactos, teriamos

Cx(9) = |J e (Kn),

n>1

uma uniao enumeravel de fechados. Portanto, para chegarmos a uma con-
tradigdo via o teorema de Baire (cf. [4]), basta mostrarmos que C°(K) tem
interior vazio em C2°(2) para cada K CC €, o que pode ser feito do se-
guinte modo: suponha BP1Pm () C C°(K) para certos r > 0 e semi-normas
P15+, pm € F(Q). Tome L cC Q\ K com interior néo-vazio e, pelo co-
rolario 2.26, constantes C; > 0 e k; € N tais que

pi(n) < Cilln|

Se ¢ € C2°(L) for tal que ||t — ||k, 00 < 7/Ci paral < i < m, entdo p;(Y—¢) <
rpara 1 <1t <m, ie.,

ko0, VN ECT(KUL).

P € BtoPm () € O (K),

uma contradigao.
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Capitulo 3
Distribuicoes

3.1 Distribuigoes

Definicao 3.1. Dado 2 C R"™ aberto, uma distribuigao em Q € um funcional
linear continuo u : C(Q) — C. Denotamos por D'(Q) o espago vetorial das
distribuicoes em §; se Q = R"™, denotaremos D'(Q) simplesmente por D'.

Se u : CX(Q) — C é um funcional linear, denotamos a imagem por u de
¢ € C(Q) por (u,d). O teorema 2.25 nos dd imediatamente o seguinte critério
para que u € D'(Q).

Teorema 3.2. Seja u : C2(2) — C um funcional linear. Sao equivalentes:

(a) u € continuo.

b) u € continuo em 0.

(
(

)
)

¢) u € sequencialmente continuo.

d) Para todo K CC Q, ujce (k) : C2°(K) — C € continuo.
)

(
(e) Para todo K CC Q, existem um inteiro k > 0 e uma constante C > 0 tais
que

e

[{u, )] < Cll@ll,00, ¥V ¢ € CZ(K). (3.1)

Vejamos, no que segue, alguns exemplos relevantes de distribuigoes.

Exemplo 3.3. Se f € L] (), e us : C°(Q) — C ¢ o funcional linear dado
por

(s, 6) = /Q F(@)d(x)da,
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entdo uy € D'(Q2). De fato, tem-se neste caso

[(ug, d)] < /Q [f(@)]|p(2)|dz < [[f]|L1@)l[dllo,00,

e o item (e) do teorema acima garante que uy € D'(Q).

A prova da proposicao a seguir pode ser encontrada em [3].

Proposicao 3.4. Para 1l <p < oo e Q) CR" aberto, C(2) € denso em LP(Q).

O corolario a seguir é conhecido como o lema de Lebesgue.

Corolario 3.5 (Lebesgue). Dado Q C R™ aberto, a aplicagao linear

Lie(@) — D'(Q)
f = ug
€ injetiva.
Demonstragio. Basta provar que se f € Li () é tal que uy = 0, a distribuigao
nula, entdo f = 0 a.e. em Q. Fixado um retangulo fechado R CC €, seja
(¢ )k>1 uma sequéncia de fungoes em C°(€2) tal que ¢ — Xr em L*(Q). Pelo
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

Wﬂwﬁw:Afmm@M%+Aﬂ@&MMWjéﬂ@M

Como isso é verdadeiro para todo R, segue que f =0 a.e. em ). O
O lema de Lebesgue garante que Li () pode ser identificado com um su-
bespaco de D'(€2). Gragas a tal identificagdo, juntamente com o fato de os
elementos de L () serem fungdes (definidas a.e.), é costume denominarmos

os elementos de D'(2) de fungdes generalizadas em Q. Mais ainda, para
u € D'(Q) e p € CX(N), utilizaremos por vezes a notagao alternativa

(u, @) :/ngzﬁdx.

1

Doravante, sempre que considerarmos f € L.

D'(€2), suporemos que tal elemento é u = uy.

() como um elemento u €

Dada u € D'(Q), se existe f € L] .(Q) tal que u = uy, dizemos que u é uma

loc
distribuicao regular. Caso contrario, u é dita uma distribuicao singular.

Exemplo 3.6. Se p é uma medida (positiva) localmente finita ou uma medida
complexa na c—4lgebra de Borel de €2, entdo o funcional linear u : C°(Q) — R
dado por

W@:Awwww

24



é um elemento de D'(£2). De fato, neste caso tem-se

[{u, @) < [ul(supp(@))l|@ll0,00 < [l (E)[]0,00,

para todo K CC Q e toda ¢ € C°(K). Note que se p for absolutamente
continua em relacao & medida de Lebesgue, entao o teorema de Lebesgue-Radon-
Nikodym garante a existéncia de f € L*(£2) tal que

<m@=4mmW@=Ayummm=wﬁw

e a distribui¢ao u sera regular.

Exemplo 3.7. Se z € Q, o funcional linear §, : C°(Q2) — C dado por

(02, 9) = ()

define uma distribuigao singular em (2, denominada a funcao de Dirac, ou
massa de Dirac, ou ainda delta de Dirac em =.

Demonstracdo. Que ¢, definida como acima, é distribuicao, é ébvio a partir do
teorema 3.2:

[(02; )| = |¢(2)] < [I¢ll0,00-

Para ver que tal distribuicao é singular, basta usar o lema de Lebesgue: se
¢ € C e seu suporte esta contido em Q \ {z}, entdo (., o) = 0. Portanto, se
existisse f € Li _(Q) tal que d, = uy, deverfamos ter f = 0 a.e. em Q\ {z},
donde f =0 a.e. em €; mas af terfamos, para toda ¢ € C°(Q),

62:6) = [ F@)o()dz =0,
Q
o que é um absurdo. O

No que segue, gostariamos de aprender a operar com distribuicoes, de ma-
neira a generalizar as operagoes elementares com fungoes, por exemplo adigao,
multiplicagao, etc. Para tanto, nos valeremos do seguinte argumento geral: se
T:Cx(Q) = C(Q) é um operador linear continuo, entdo seu dual (ou ad-
junto) 7" : D'(Q) — D'(Q) é tal que T'"u =uo T, i.e.,

(T'u, ¢) = (u, T9),
para todos u € D'(Q), ¢ € C ().

Exemplo 3.8. Se f € C®(Q) e Ty : CX(2) — C(2) é o operador linear
dado por T¢(¢) = f¢, afirmamos que Ty é continuo. De fato, fixados p € F(12)
e K CC Q, segue do coroldrio 2.26 a existéncia de um inteiro £ > 0 e uma
constante C' > 0 tais que

p(T¢) < Cl[T§dllk,c0 = Cllf k00, V ¢ € CZ(K).
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Com tais C e k, a regra de diferenciagao de produtos nos déa

p(Tsd) < Cl|fllk.coll@llr,00n ¥V ¢ € CF(K),

e o item (e) do teorema 2.25 assegura a continuidade de T.

A discussdo acima nos permite entdo definir, para v € D’({2), uma nova
distribuicao fu por fu = T]/cu, de maneira que

(fu,¢) = (u, f), (3.2)
para todos u € D'(Q2), ¢ € CX().

Observagao 3.9. i) Seu € LY1,.() e f € C(Q), a distribuicdo fu defi-
nida acima coincide com a distribuicao reqular gerada pela func¢ao local-
mente integrdvel fu.

it) Sew e D'(Q), temos que uy, 5w em D'(Q) = fug LA fuem D'(Q). E se
Y € C.7°(Q), como (Yu, p) = (u, o) e o sequndo membro faz sentido para
¢ € C.°°, podemos usar essa igualdade para definir 1u como um elemento
de D'.

Exemplo 3.10. Pelo corolério 2.27, para todo multi-indice o o operador linear
0% : C(Q) = C°(Q) é continuo. Podemos, entdo, considerar seu dual (0%)" :
D'(Q2) — D'(Q), tal que (0%)'u = uwo d* Para ¢,¢ € C(). Temos, pela
férmula de integragao por partes, que

/ 0% (a)p()dz = (1) / o(2)0%(x) .

Definimos, entéo, a distribuicio d%u por d%u = (—1)1*/(9%)'u, de maneira que

(0%u, ¢) = (=1)1* (u, 879, (3.3)
para todos u € D'(2), ¢ € C°(Q).

Observagio 3.11. E imediato verificar que, quando u € LL .(Q) e f € C*>(%),
a distribui¢do fu acima definida coincide com a funcio fu € Li (); do mesmo
modo, para u € C*¥(Q) e todo multi-indice o de ordem |a| < k, a distri-
buigdo 0“u acima definida coincide com a distribui¢do regular obtida a partir

da a—derivada ordinaria de u.

Para u,v € D'(Q?) e multi-indices quaisquer «, 3, segue imediatamente da
definicdo que 9% (u 4+ v) = 0% + 0%v e 3%0Pu = 9P0%u = 9°TFu.

Proposigao 3.12. Podemos estender, a distribuicoes, a regra de Leibniz de
diferenciagdo de produtos: para f € C*(Q), u € D'(Q) e a multi-indice, temos

o (fu) = > (g) 8P £98u, (3.4)

Ba
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onde

(5) = s - 115

J

Demonstra¢do. Fagamos inducao em |
Seja || =1, e ¢ € C.*°, entao

(O(fu),¢) = <fu 99)

I
g
63
-

<U 8(fqﬁ) (0f)o)
(u, (0f)®) — (u,0(f
((0f)u, d) + (Ou, fo)

= ((0f)u, ) + (f(Ou), ¢)
((Of)u+ f(Ou), ¢).

E assim 9(fu) = (0f)u + f(Ou). Assuma agora que a regra é valida para o

multi-indice «, mostremos que a regra vale também para o multi-indice v, com

|v] = |a| + 1. Suponha, sem perda de generalidade, que @ = (ay,az,...ay) €

v= (a1 +1,a,..,a).

)

Assim,
" (fu) =
0%(fu) =
Y g (5)0°7P f0Pu =
Y p<a (3)01(0°7F foPu) =
Y oscar (5)(52)-(Gr) (@7 T agE T agnBn £)0) 052 .05 u +

0<hr <., P
0<Bpn<an
_ 1
3 oz (5) (32) - (5) 00 05 e =0n £(0) 71057 .0} u) =
D<B2n<§n
2 ozmzan (51) (%2)..(Gr) (@ Pt ogePe gan=bn £)o] 05 .0 u +
0Zhn<an
n - 1 - n—Pn n —
Sazmemn (5) (52)-(5) 007052 opn e £(0) 0200 u) =
0<Bn<an
Yogmzmn (“5) (%) (Gryog =g re gan=fn £(0 05 .00 u) =
0<hn<an
Ypey (3)07Pf0%u
Concluindo assim a demonstragao. O

Exemplo 3.13. Suponha 2 = R" e defina, para z € R™ e A € C* fixados, os
operadores lineares 7., T : Cg° — Cg° por

(720)(y) = oy +2) e (Tad)(y) = d(Ay).
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Uma vez que

1720100 = 16l k.00

T30l boe < (masx A1

raciocinando como no exemplo 3.8 concluimos que 7, e Ty sao operadores line-
ares continuos. Podemos entao definir as distribuices 7, u e Tiu por (T,u, ¢) =
(u, 70) e (Thu, ) = (u, Th¢). Agora, gostariamos de definir o que se entende
pelas distribuicoes 7,u e Thu; a fim de que tais definicoes sejam consistentes
com a férmula de mudanca de varidveis para o caso de distribuigoes regulares,
pPomos T,u =uoT_, e Thu = ﬁu 0Ty, Le,

<7_z7-’4, ¢> = <ua7_—m¢> e <T)\u, ¢> =

1|,L (1w, Ty ). (3.5)

[A
Proposicao 3.14. Seu € D'(Q) e e; denota um vetor da base candnica de R™,

entao, em D'(Q),
Tte; U — U t—0

; — 8ju.
Demonstragao. Para ¢ € C.°°, tem-se
Tre, U — U _ ? _ ?
<f7 ¢> - <Tt€ju7 t > <U, t >
= fwr, (9=
o Tfte_jd) - QS
el

mjj’*¢ =9 9;¢ em C.*°, pelos teoremas 2.13 e 2.23.

uma vez que

O

Consideramos em D’(2) a topologia de EVTLC gerada pela familia suficiente
de seminormas {pg; ¢ € D(Q)}, onde

po(u) = [(u, 9)|.

Pela proposicao 2.10, uma sequéncia {uy, }r>1 em D’'(£2) converge parau € D'(Q)
se e s6 se

<uk7¢> - <U, ¢>7 v ¢ € D(Q)

(observe que tal topologia em D’(Q) é simplesmente a topologia fraca—s).

Proposicao 3.15. D'(Q) é um EVTLC completo.
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Demonstracdo. Seja {uy},~,; C D'(Q) tal que (uy,$) é de Cauchy para toda
¢ € C.°(Q), entao basta mostrar que u : C.*°(Q) — C definido por

U = lim (u

< 7¢> k~>+oo< k7¢>

define uma distribuicao. Mas que u estd bem definida e é linear é claro. Para
mostrar a continuidade, basta mostrarmos, pelo teorema 3.2, que u|g (k) €
continua, V K CC 2. Para tanto, seja

Fy = {¢ € C™(K); {uk, ¢)| <4,V k >1}
= () w ' (B(0:)),
E>1

fechado em C.*(K). Como toda sequéncia {(u, ¢)},~, converge, temos
C.2(K) = F;.
i>1

Como C.*°(K) é um espago métrico completo, o teorema de Baire garante que
31 > 1 tal que Int(F;) # 0 em C.°°(K). Assim, existem m € Z,.,7 > 0 e
P € C.°°(K) tais que

B, () ={¢ € C.=(K); ¢ =¥l o0 <7} C Fi.

Assim,
16 = Vllmoo,x <7 = [(ur, )| <LV E =1

Em particular, para ¢ € C.(K), temos ¢; = 9 + %W em B,.™ (1),
m,o00, K
donde [{ug, ¢1)| <1,V k > 1. Portanto,

(. 9)| = Wuum—w < W{Muk,mwﬂm,wn
20¢lln oo, _ 41
22 = ][l e 1

e u|c, (k) € continua.
O

Seja agora T : C°(2) — C°(92) um operador linear continuo com adjunto
T'. Se u, — uwem D'(Q), entdo T"uy, — T'u em D'(Q). De fato, para ¢ € D(Q)
tem-se

<Tluk7¢> = <uk7T¢> - <U,T¢> = (T/u’(b)'

Portanto, as operagoes que definimos acima sobre distribui¢des se comportam
bem em relagao a convergéncia de distribui¢bes; em particular, obtemos a se-
guinte proposicao, que estd longe de ser verdadeira para funcgoes ordindrias.
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Proposicao 3.16. Seja o um multi-indice qualquer. Se ui, — u em D'(Q),
entio 0%uy, — 0%u em D' (Q).

Demonstragdo. Para toda ¢ € D,
(0%ur, ¢) = (—1)!* ux, 0°¢) = (~1)1*N{u, 8°¢) = (0%u, 9).

3.2 Convolucoes

No que segue, denotaremos u, = 7, e © = 1T_qu, isto é,

<uwa¢> = <’U,7¢,1> € <:&:a ¢> = <’U,,$>.
Exemplo 3.17. Se f € L'},.(R™) e g € C.(R"), sabemos que a convolugdo de
feg é€a funcio fxg:R™— C definida por

(f*g)(x) Z/f(y)g(w—y)dyZ/f(y)één(y)dyz/ngdy-

Isso nos induz a definicdo definicdo a sequir.

Definicao 3.18. Definimos a convolugao de u € D' e ¢ € C° como a fungdo
ux ¢ : R" — C dada por

(us §)(x) = (u, ), V & € R".

Note que x, — x = 5; = ¢y em Ccr = (u,@b — (u,@), de modo que
ux ¢ € COQ).

Proposicao 3.19. Se u € D'(Q) e ¢ € C°, entdo:
(a) (usxP)y = Uy *d=u*¢y, ¥VoreR™
(b) uxp € C™® e d*(ux¢) =0Uu*d=u*xd, V a.

Demonstragao. (a)

(w* @)oly) = (ux d)(y +2) = (u, dyra).
(ta # O)(Y) = (Ua, By) = (1, T_00y).
(' 62)(y) = {u, (9a)y)-
Mas
Oyra(2) = bysa(—2) = Bz +y - 2)
T_a0y(2) = by(—z +2) = ¢y (z — 2) = p(z +y — )

—_~—

(B2)y(2) = (2)y(—2) = ¢y — 2) = d(z +y — 2)

Portanto, (u* @)y = uy * ¢ = u* ¢, ¥V x € R™.
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(b) Note primeiro que

(0%ux §)(w) = (0w, &) = (=1)1*!(u,07¢,).

Mas, pela regra da cadeia,

(0%62)(2) = (=1)*1(0°6,)(2) = (=1)!*(879)a(2),

de modo que
(0w ¢)(x) = (=1)!*Nu, (=1)1*1(87¢).) = (u, (0*d)s) = (ux 0"¢)()

Resta, entao, provar que 9%(u * ¢)(z) = (u* d*¢)(x). Por indugado, basta
provarmos que 0;(u * ¢)(z) = (Oju * ¢)(x),¥ 1 < j < n. Para tanto, seja
e; o j-ésimo elemento da base canonica e, para ¢t > 0, considere

1
Tt = ;(Ttej- —I)

Segue de (a) que

Tiusd)(@) = p{me,(us6)(a) - (ux6)(a)}
= Hleux0)(@) — (e 9)@))
= (T o))
= (Tiu,¢y).

Como, pela proposigao 3.14, Tiu L Oju em D', segue do que foi feito

acima que }51(1) Ti(u=*¢)(x) existe e é igual a (9;u, é@ = (Ojux*¢)(z). Mas
lim (0 6) () = 0 (u x 0)().

O
Proposicao 3.20. Se ¢, € C.™ e u € D', entdo (ux ) * 1) = ux* (¢ * ).
Demonstragao. Como ¢ * 1 € C.*°, é uniformemente continua. Portanto, a in-

tegral de convolugao (¢p*1)(z) = [ ¢(z—y)¥(y)dy é aproximada uniformemente
por uma soma de Riemann: set > 0 e

Ry(w) = Y ¢l — th)y(th)i",
kezZm

entao
t—0 .
R; —= ¢ * ¢ uniformemente em zx.
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Portanto, de

(0*Re)(x) = Y (9°¢)(x — th)p(th)t",

kezn

0 mesmo argumento acima garante que

t—0

"Ry — (0%¢) x ¢ = 0%(¢ x )

uniformemente em z, onde na ultima igualdade usamos a proposi¢cao anterior.
Lembrando por fim que

supp (Ry) C supp (¢) + supp (),

concluimos, do que foi exposto acima, que

Rtﬂgqb*w em C.*.

Logo,
wx(@x¥)@) = (u(@xv)) = lm(u, (R).)
= i, 3 (G w)at(th)")
kezn
= lim > (u, (d—k)a)P(th)E"
kezn
= tlg% (u* p_gp) (w)(th)L"
kez™
= tim 3 (uk 6)(m — ()"
10 £
= ((ux¢)x9)(x),
a ultima igualdade valendo para cada = € R" -

Observagao 3.21. Fizada ¢ € C.°°, o operador linear T : C.” — C.*° tal
que T(p) = ¢ x 1 satisfaz, pela desigualdade de Young,

1T = el
= D %)l

o] <k

> 11(0%¢) %)

lal<k

> 100l Il

|| <K

= 1%ll111¢ll, 000

k,00

IN

donde € continua.
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Portanto, fica bem definido o operador linear dual 77 : D’ — D’ por
(T'u,¢) = (u,T¢) = (u,¢ * ). Quando u € L';,., temos, pelo teorema de
Fubini, que

wost) = [u@@r)@is= [ [u@ot)ile - ydyds
[ [ wtarity - 2)s(wyizay

/ (u D) ()é(y)dy
= (ux9,0),

de modo que T'u = u * 1’/; Mas, como (u * 1, ) = (u, ¢ * zZ), teria sido natural
definir, para v € D’,¢ € C.°°,ux1 € D’ por

(w1, ¢) = (u, d 1)),

Mostremos que tal definicao, mais consoante com o espirito das anteriores,
coincide com a dada no exemplo 3.17. Denotando (ux1t)) = (u, ;) e uxgy) € D’

tal que (uxot), ) = (u, p*11), temos
uk19) = uxgp em D' & (uk11), @) = (ukorh, ),V ¢ € C.*°
& / ux19)(x)p(z)dxr = (u, ¢*1¢>V¢EC’°°

Mas pela proposicao anterior,

/ (wa)(@)d@)de = ((urr)x13)(0) = (uw (6%18))(0)

—~—

(u, (Yx10)g) = (u, $19)),

pois

—1) = (Yx10)(—z) = (px19)(—2)
= /cb —z +y)Y(—y)dy

(Y*10)o ()

I
<
&
@

Defini¢ao 3.22. Uma aproximacao da identidade é uma familia {¢c}eso
de fungaes tal que ¢ (z) = e "P(e '), onde ¢ € L* € positiva e ||¢||, = 1.

Se u € C*(Q) e |a] < k, a distribuigio 9%u coincide com a distribuigao

regular obtida a partir de derivagao ordinaria de ordem « de u. Estabelecemos
a reciproca desse fato na proposicao a seguir.
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Proposicao 3.23. Se u e C°(Q) tem derivadas distribucionais
0%u € C°(Q),V |a| <k,
entdo u € C*(Q).
Demonstracdo. Por indugdo, podemos supor k = 1. Seja Jju = f; e suponha

inicialmente que supp (u) C Q é compacto. Se {¢c} ., ¢ uma aproximacio da

identidade C.*°, entdo o teorema 0.13 de [2] garante que u * ¢, <9 w uniforme-
mente. Portanto, para x € supp (u) e € << 1, temos

j(ur0)(@) = (ux0;0)(x) = [ u(w)(0;0.(x -~ )y

=~ [ (eute )iy = - [ w0,y
= —(w,0j(d0)a) = (O, (D)a) = (1, (D))

- /fg( 60wy = [ 1)~ iy

= (fj * ¢e) (),

isto é,
Jj(u* ¢.) = fj * ¢ como funcoes.
Agora, novamente pelo teorema 0.13 do [2], ( supp (ux¢.) CC Q parae << 1,

uma vez que suppu é compacto)

e—0

aj(u*¢e) fj*¢e ’f]
uniformemente, donde o teorema da derivagao termo a termo garante que u é
C' e d;u = f; no sentido cléssico.

No caso geral, seja xg € Q e 1 € C.”°(Q) igual a 1 numa vizinhanca de xo.
Entdo u € C°(2) tem suporte compacto e, para ¢ € C.> (1),

0i(Wu),¢) = —(Yu,0;0) = —(u,90;9)
= (4, (0;9)¢ — 0;(¥¢))
= ((9;¥)u, ¢) + (9;u, V)
((0¥)u + ¢dju, ),

isto é, no sentido das distribuigoes,
9;(Yu) = (9;9)u + Ydju € CO(Q).

Portanto Yu € C'. Como % = 1 numa vizinhanca de zg, segue que u é C*
numa vizinhanca de zg. Como zy € 2 foi escolhido arbitrariamente, segue que

u e CHQ).
O
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Lema 3.24. Se ¢,¢ € C.*°, e {¢.} € uma aprozimacio da identidade, entio
P * e ﬂ))w em C.°.

Demonstragdo. Certamente ¢ x ¢ € C.>° e supp (¢ *x ¢.) C suppy + supp d

para ¢ < 1. Portanto, basta mostrarmos que 0% (¢ *¢.) s 0“1 uniformemente.

Para tanto, note que 9% (¢ x ¢, ) = 0% *d. e que %Y *¢p. — 0% uniformemente,
pelo teorema (0.13) de [2]. O

3.3 Distribuicoes com suporte compacto

Definicao 3.25. Se u,v € D'(Q), dizemos que w = v em V. C Q aberto se
(u, ¢) = (v, ), para toda ¢ € C=(V).
Lema 3.26. Sejam u,v € D'(Q) e {Viy}aca uma familia de abertos de Q, tal

que u = v em cada V. Entdo u=v em U V.
a€A

Demonstragao. Temos de mostrar que (u, ¢y = (v, ), V ¢ € CCOO(U Va). Para

tanto, note que o suporte de uma tal ¢ esta contido numa uniao Valau UV,
Tomando uma partigdo da unidade sobre supp (¢), subordinada a V,,, U- - -UV,,, ,
podemos escrever ¢ = ¢1 + - - - + ¢y, com supp (¢;) C V; paratodo 1 < j < k.
Como u = v em cada V,, segue que

ugb:Z’ucb] quﬁj , ).

Jj=1 Jj=1

B
B

Com o lema acima, a seguinte definicao tem sentido.

Definigao 3.27. O suporte de u € D'(2) é o complemento do maior conjunto
aberto de Q) no qual u = 0.

Se u € L'1,.(), € imediato que os dois conceitos de suporte coincidem.

Proposicao 3.28. C.*(Q) € denso em D'(Q2), V Q C R™ aberto.

Demonstragio. Sejam u € D'(Q), {V;};>1 uma exaustao de {2 por abertos pré-
compactos e 1; € C°(Q), tais que n; = 1 em V;. Afirmamos inicialmente que

;U 2y u em D'(Q).
De fato, se ¢ € C°(Q), entdo existe j > 1 tal que supp(¢) C Vj; dai
(1 —-n;)¢ =0em Q, de modo que

<le“7¢> = <Ua7lj¢> = <u’¢)>
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Basta agora mostrarmos que cada n;u é o limite, em D’(£2), de uma sequéncia
de funcées em CZ°(€2), vistas como distribuigoes. Pela observagao 3.9, cada n;u
pode ser vista como uma distribuigdo em R™. Se {1} é uma aproximagao da
identidade, entdo (n;u) * ¢ € C*> e, pelo lema 3.24,

<(77Ju) *¢€a¢> = <77Ju7¢*{/);>
= <"7juv¢*we>
ﬂ)) <njuv¢>

Portanto, basta provarmos que (nju) *1). tem suporte compacto para e - << 1,
o que é imediato: se supp (n;) C Vi, afirmamos que supp ((n;ju) * ) C Vi. De
fato,

supp (9) C V" = ((nju) * b, 8) = (mju, x ve) = (u,m;(d % $)) = 0
para € << 1, uma vez que supp(n;) € Vi ¢ supp (¢ * {b:) C supp (¢) +

SUPP({ﬁ:) C Vi + B(0,¢) C Vi, para e << 1.
O

Se 2 C R™ é aberto, o espago das distribuigoes em {2 com suporte igual a um
subconjunto compacto de 2 é denotado por E’(£2); se Q = R™, denotamos E’(2)
simplesmente por E’. Mostremos que E’(Q2) é o dual de C*°(£2) quando consi-
deramos em C°°(2) uma topologia apropriada. Para tanto, fixe uma exaustao
{Vi}x>1 de Q e considere em C'*°(Q2) a topologia de EVTLC gerada pela familia

de semi-normas
1 o = D 0%l oo viy-

lal<m

Fixada uma outra exaustdo {Uy}r>1 de ©, a topologia gerada é a mesma.
De fato, para cada k > 1 existe j > 1 tal que U C Vj; portanto,

W ooy = D0 10Nl = D 10 My = 1l oo.0n

la|<m loe|<m

Por outro lado, como todo conjunto compacto K C Q esté contido em algum
Vi, e como

fi == Fem C®(Q) & | f; = flln ooy, —— 0,V k,m,

segue que a topologia de C*°(2) é a da convergéncia uniforme, sobre partes
compactas, da fungao e de todas as suas derivadas.

Como a familia de semi-normas é enumerdvel, C*°(£2) é um espago métrico.
Mais ainda, o teorema da derivagdo termo a termo garante que C°°({2) é um
espaco de Fréchet.
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Proposicao 3.29. A inclusio v : C.°(Q2) = C.*°(Q) € continua e densa.

Demonstracao. Para a primeira parte, pelo teorema 2.25 basta provarmos qur
L: C.(K) — C.2°(Q) é continua, V K CC . Mas se K C V}, entdo

||¢||m,oo,K <r= ||¢Hm,oo,\/7 < T,V ¢ € CCOO(K)7

isto é,
" H(Br(0)) D B,(0),

onde na primeira bola da equacdo inclusao acima, usamos a norma || [[,, . v.

100,V

e na segunda bola usamos a norma || ||, . - Para a densidade, tome, para
00,

cada k > 1, ¢y € C°(Q) tal que ¥ = 1 em V. Se f € C*(Q), entdo
k>ko=||vwf— f||k0,oc,vk0 =0,

uma vez que Y = 1 em VT@O O

Teorema 3.30. E'(Q) ~ C*(Q)'. Mais precisamente, se u € E'(Q), entdo u se
estende unicamente a um funcional linear continuo em C*(Q), reciprocamente,
sev € C™(Q), entao vjc,~) € E'(Q).

Demonstragio. Seja v : C*°(Q) — C continua. Como ¢ : C.*(Q) — C>°(Q)
é continua, também é continua u = vo¢ : C.(Q) — C. Note agora que a
continuidade de v garante, via teorema 2.9 (e porque as seminormas de C'*°(2)
s@o encaixantes) a existéncia de C' > 0 e m,k > 1 tal que

{0, I < Cllf 0,30 ¥ € CT(9).

Portanto, o
Supp(f) - Vk = <Uaf> = 07
de modo que supp(v) C V4, isto é, v € E'(Q).

Tome agora u € E'(2), se ¢ € C.*°(Q) qualquer é tal que ¢ = 1 em supp(u),
entao

(v, f) = (W, ¥ f)
bem define um funcional linear v : C*°(Q) — C. (de fato, se ¥1,1%2 = 1 em

supp(u), entdo (11 — 1p2)f = 0 em supp(u), donde (u, 1 f) = (u, 2 f)). Como,
pelo teorema 2.25, u|c, o : C.°(suppy) — C é continuo, existem C' >
0, m > 1 tal que

(suppip)

(w9 < Cll@l],, 000 ¥ & € Cc> (suppt)).

Em particular, para f € C*(Q), se k > 1 é tal que supp(¢p) C Vi, entdo
(v, A = K, v )] < CHY o < Cl i oo,vi

onde na ultima passagem utilizamos a regra de Leibniz de diferenciagao de
produtos. Portanto, pelo teorema 2.9, v : C*°(2) — C é continua.
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Para o que falta, se vi,vo € C(2) sdo tais que vijc,~@) = V2|0, Q)
entdo a densidade de C.*(}) em C*°(Q) garante que v; = wy. Portanto, a
extensao de u € E'(Q2) a C>°(Q) é tnica. O

Corolario 3.31. Para u € D'(Q), se u € E'(Q), entao existem C' >0, m > 1
tais que

[{, )] < Cl, 00,00V ¢ € C™ (). (3.6)

Demonstragio. Se u € E'(2) e v = 1 em supp(u), ¥ € C.~(), entdo (1 —
P)p = 0 em supp(u),¥ ¢ € C.°(R), donde (u,d) = (u,1¢). Dai, vimos na
prova do teorema anterior que existem C > 0, m > 1 tais que

[{t, &) < Cl[Yo I, 00,0 < CNDl 00,02

onde na tdltima passagem usamos novamente a regra de Leibniz. O

E imediato verificar que as operagoes de multiplicacao por uma fungao
C* e de diferenciagao preservam E’(Q). Para E’, também sdo preservados em
operagoes de translacao e reflexao.

Seue E e e C., ji sabemos que u * 1 € C°. Mas, se

supp(¢) N (supp(u) + supp(y)) = 0,

entao

(ux1),¢) = (u, ¢ x¢) =0,
uma vez que

supp(¢p 1) C supp(¢) + supp(),

o qual é disjunto de supp(u). No entanto, como u se estende unicamente a C°°,
podemos estender a definicao de u * ¢ para ¥ € C* pondo

(us¥)(x) = (@) ou (ux,d) = (@, é 1), (3.7)

onde, nos segundos membros acima, U representa a tlnica extensdo de u a
C>(note que ¢ *¢p € C°, pelo teorema (0.14) de [2]). Como anteriormente,
afirmamos que tais definigdes coincidem. De fato, se n = 1 em supp(u), temos
de mostrar que

z = (u,nPz) e ¢ = (u, (¢ * )
coincidem em D’. Mas, pela proposigao 3.28, existe sequéncia (ux)g>1 em C°

tal que wug K wem D'. Se x> (uk,n;b;> convergir para x <u,n{b;> em L1,
teremos

(s n(6D) = lin{un, (@) =l [ G mia)ola)ds = [ (wnd)oods

que é o desejado contanto que valha a segunda igualdade. Isso é facil:
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Jtwmioteids = [ [ )i wot)dys
= / / uk (Y)n(Y) e (—y)p(v)dydx

(wra(é % §)) = / ) (0 * D)) (y)dy = / wr(y)n(y) / ()P (y — o)dudy

_ / / ke ()n(w)b(y — 7)6(x)dady,

donde sao iguais.

Para o que falta, como u € E’, a prova da proposi¢ao 3.28 garante que
podemos tomar
U = U * CE)

onde (. é uma aproximacao da identidade. Portanto,

(ks i) = (o Cemiby) = (u, (i) * Co).
Mas como u € E',3 C > 0, m > 1, tal que [(u, ¢)| < C||9||,, o,V ¢ € C.™, de
modo que ,
[, (1a) * G < Cllm2e) * C o
= C Y (0% (a) Gl

o] <m

"7 0% () lICel o = €7,

lo|<m

IN

C" independente de k. Assim, as fungoes = — (uk,n{[}\b sao uniformemente

limitadas, convergem pontualmente para x — <u,m/b\;> (pois ug K 4 em D) e
para € < 1 sdo suportadas no compacto comum supp (u) + B(0;1). Portanto, o

teorema da convergéncia dominada garante que x +— (uy, 71, ) converge em L'
para x — {u, Ny).

Seu € E',ve D, entao u € F',v € D' de modo que, para ¢ € C.°°,u *
¢ e C.,” evx*¢ e C.,. Portanto, ficam bem definidos os funcionais lineares
u*xv,v*xu:C.>~ — C por

(uxv,¢) = (u,0*P) e (V*ku,d) = (v,Ux* ).

Proposigao 3.32. Sejamu € E' ev € E'| entdo uxv =v*u € D'. Ademais,
0% (u*v) = (0%) xv = u* (0%).
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Demonstragio. Comou € E',3 C > 0em > 1tal que |(u, )| < C||¢||
C.*. Dal,

Ve

m,o00’

(uxv,0)] = [{u,0%¢)] <CO|[v*l],,
= C Y vx0¢ll,
lal<m

—_~—

Mas |(0x 0%¢)(z)| = [(0,(09¢)x)| = [(v,(0%B)2)| < C1][0%¢]],,, o0 S€ & €
C.*(K),3 Cy >0 e my > 1. Portanto,

¢ € C®(K) = [{uxv,0)[ <C Y Cil|0°6ll,, 00 < C1CNI8 s, 0

lal<m

eu*xv €D

Quanto a v x u, sejam K CC R"™ e L = supp(u) + K CC R"™. Para ¢ €
C.>(K), temos u * ¢ € C.°°(L), de modo que

(v u, @) = [(v,uxd)| < Clfux* ], o (3.8)
3 CL >0, m > 1. Mas, como acima,

1@ % Bl oo = Y [a% 3¢l < CLl[0%0 e

la|<m

que, juntamente com a equagao 3.8, garante a continuidade de v * u.
Para u * v = v * u, tome sequéncias (ug)r>1 € (vg)r>1 em C.™ tais que

k k -
up — u e v, — v em D’. Entao

[(ug * 01, ) — (usv,9)] < [u * vy, @) — (uk x v, )| + [(uk x v, ¢) — (u*v,9)|
= [uk, 0% @) — (up, 0% @) | + [(ur, U §) — (u, 0% §)].

Fixado ¢ > 0, podemos escolher ky € N tal que k > ko = |{(ug, Ux @) — (u, v
¢)| < §. Para a 1* parcela, se mostrarmos que v; * ¢ — v* ¢ em C'°°, poderemos
tomar [y > 1 tal que

—~ ~ €
|<uko7vlo *¢> - <uk07v*¢>| < 57

. k.l
0 que garantird que uy * v; — u * v. Mas o que falta pode ser provado com o
mesmo argumento das paginas anteriores, notando que 90%(U @) = vx 0%¢p.(veja
também a observagao apds a prova).

E,l .
Analogamente, v; * up — v * u. Dal,

<’U,>|< Ua¢> = lllcnll<uk *Ula¢> = l}gnll@}l *uk7¢> = <’U * U, ¢>

s )

40



Para o que falta, note que

O

Proposigao 3.33. Fizada ¢ € C.°°, a aplicagio *¢ : D' — C* dada por
xp(u) =ux* ¢ € um operador linear continuo.

. k k
Demonstracao. Se u,, — u em D', temos de mostrar que ug * ¢ — u * ¢ em
C°, isto é, fixado K CC R"™ compacto e o multi-indice, temos de provar que

0% (ug * @) = ug * 0% LA 0%¢p = 0%(u * ¢) uniformemente sobre K. Basta
entao, por inducao, provar que

k .
Uy * ¢ — u * ¢ uniformemente sobre K.

O que falta é um argumento andlogo ao das paginas anteriores, (se up = n;u*(c, a
unica diferenca com o argumento de 14 é que temos de controlar uniformemente
1M31].00- © que certamente pode ser feito tomando V; = B(0;j) e n; com
derivada controlada). O
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Capitulo 4

A Transformada de Fourier

4.1 Tranformada de Fourier

Definigao 4.1. Se f € L*(R"), a transformada de Fourier ]? € uma fungdo
limitada em R™ definida por

flo) = [ playaa.

Claramente f(f) estd bem definida para todo £ e ||f?|\oo <IIfll;-

Teorema 4.2. Se f,g € L' entdo f/\*g = f’g\

Demonstragcdo. Usando o teorema de Fubini

Fra©) = [ [t -ty

/ / e 2L f (o — y)e TV g(y)dwdy
fle) [ ey = Fleyate).

Proposigao 4.3. Suponha f € L'(R"™).

(a) Se fu(x) = f(z+a), entdo f,(€) = > f(€).

(b) SeT é uma transforagdo linear invertivel de R™, entdo

FoT(&) =|det T F(T)"¢).
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(¢) SeT é uma rotagao de R™, entao f/o\T = fo T.

Demonstracao.

fale) = / e~ 2T £ (1)
— /672wim§f(x+a)dx
TA;IV /672772’(:1:7@)5]0(1,)6&6

_ ezm'ag/eﬂmmgf(x)dx _ ezm‘agﬂo.

~
[e]
S

—~

o
I

/6_2”15(]” oT)(x)dx
_ |detT|—1/e—QﬂTI<T“>*ff<Tx)|demdx

vV |detT|—1/e—2m<T”>*€f(x)dx: |det T| "L F((T1)*¢).

Note que Tx(T~1)*¢ = aT*(T~1)*¢ = a(T'T)*¢ = €.

(¢) Se T é uma rotagao, entao T* = T_4, logo f/o\T(g) = f(T~H*¢) =

~ ~

f(T) = (foT)(&), uma vez que |det T| = 1.

O

Definicao 4.4. O espago de Schwartz S ¢ o espaco de todas as fungoes C*
em R™, tais que juntas com suas derivadas, decaem mais rdpido que qualquer
poténcia de x no infinito. Isto €, u € S se, e somente se, u € C* e para todos
multi-indices o e 3,

sup |20 u(x)| < oc.

TER™

Proposigao 4.5. Suponha que f € S.
(a) FeC® cd®f=—(2miz)Pf.

~

(b) 95 = (2mig)’f

43



Demonstragio. (a)

f(& = /ef%izgf(m)dx = 53?({) = /fQWixje*Q’T”gf(x)d:E

= (=2miz;) f ().
O resultado geral segue agora por inducao.

(b) Note primeiro que [, (9;9)fdx = [,q9fujdo — [, 9(d;f)dz. Logo, se
08 = 0;0%, entdo (pois a derivada de f vai para infinito mais rdpido que
qualquer polinémio)

71O = [ pado= [ @0 ) @)ds
=~ [oe 0 s
= —(-2migy) [ P (n ) o)

— ~

= (2mig;)0°[(€) = (2nig;)((2miz)*])(E)
= (2mi&;)(2mi€)* f(€) = ((2mi€)? F)(©).

Proposigao 4.6. Se f € S, entdo fe S.

Demonstragao. O item (b) da proposi¢ao anterior nos dd que 5”‘]? = (2mi)~lel B/‘l\f,
portanto

(27ri)7‘a|8ﬁ(8/a\f)
D (ami) Il (~2miz) B0 £ (€)
= (—1)P(2mi)lfI-lal gBgaf(e)

)

—~

Entao 65(§af) é limitado para todo a, . E segue pela regra do produto de
derivadas e inducdo em 8 que £*9° f é limitado para todo «, 3, isto é, f € S. O

Lema 4.7. Se f € L' entdo f € continua e tende para 0 no infinito.

Demonstragdo. Isto é verdade pela proposicao anterior, se f pertence ao subspago
denso S de L'. Mas se {f;} C Se f; — f em L', entdao f; — f uniformemente

(pois Hfj - ]?||OO <||f; = fll;), e o resultado segue imediatamente. O

Teorema 4.8. Seja f(z) = e=™l* onde a > 0. Entio

-~ —n  —nlgl?

f(§) =a=e =
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- . -1 .
Demonstragao. Fazendo uma mudanga de varidvel x — a2 x nds podemos
assumir ¢ = 1. Como a fung@o exponencial converte soma em produto, pelo
teorema de Fubini temos

n
J/c\(g) _ /6—27riw§—7r|z\2dx _ H/e—27riwj£j—7r;vj2dxj7
=1

. . . c o PRS- 2 .
e isto é suficiente para mostrar que o j-ésimo fator do produto é e T , 1sto e,
para provar o teorema para n = 1. Agora, quando n = 1, temos

/6—27rixf—7r3:2dx — e—ﬂfz/e—ﬂ(ﬂf"’iﬁ)zdx.

Mas f(z) = e~™" & uma fungdo holomorfa inteira de z € C que decresce rapi-
damente quando |Re(z)| — oo enquanto |Im(z)| permanece limitada. E, pelo
teorema de Cauchy, podemos calcular o contorno de integragdo de Im(z) = 0
até Im(z) = —¢, que, junto com a proposicao (0.4) de [2], nos d4

e e /efﬂ(mﬂf)?dx = /677“26156 — ¢,

U
Teorema 4.9. Se f,g € S entao [ fg= ffg
Demonstracdo. Pelo teorema de Fubini,
[ 1= [ [ r@stwem=rayas = [ 7o
O

Definigao 4.10. Para f € L', defina a funcio f por

@) = / 2T f(6)dE = F(—).

Teorema 4.11. Se f € S entao ]?: I

Demonstragio. Dado € > 0 e x € R™, defina ¢(§) = e2mieé—me’l€”  Entao pelo
teorema 4.8,

~ —nlz—y|?

(b(y) — /6—27ri(y—a:)£e—7r62|§|2d£ — ¢ e o

Entao,

—la|?

d(y) = € "gle Lz —y)) = ge(x — y), onde g(z) =
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Pelo teorema anterior, temos,

[emterensfiic— [fo= [ 6= [ f@ute - vy =100

Pela proposicao (0.6), juntamente com o teorema (0.14) de [2], f*xge — f
uniformemente quando € — 0 pois func¢oes em S sao uniformemente continuas.
Mas claramente, para cada z,

[t enfigas - [ e = )

O
Corolario 4.12. Se f € S, entdo }A(:z:) = f(—2) = f(x).
Demonstragao. Temos pela definicao da transformada de Fourier,
Fo) = [ e fieag = [ @mCoeFierie = Fia) = f(-a),
pelo teorema 4.11. O

Corolario 4.13. A transformada de Fourier é um isomorfismo de S em S. Em

particular, f = f para f € S.

»

Demonstragio. f(z) = f(—x) = f(z) = f(z), e daf A : § — S é sobrejetiva.
De f: f, temos que A : S — S é injetiva, logo bijetiva. Portanto, desde que

V : S — S é inversa & esquerda para A, ¢é inversa bilateral,e dai f = f,V f €
S. O

Teorema 4.14. Se f,g € S entdo fxge S ef*ﬁ:f&

—

Demonstragao. Pelo teorema 4.2 e pelo corolario 4.12, f* g= f;@\ = fﬁ = 3‘5 =

fg, e assim, aplicando a transformada inversa de Fourier, f x g = fg.
S

Pelo coroldrio 4.13, f+g = fxg= fg. Mas f,g € S = f,§€ S = fge
S= fge S logo fxges. O

Teorema 4.15. A Transnformada de Fourier em S se estende de maneira unica
para um isomorfismo unitdrio de L em L2.
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Demonstracio. Como S é denso em L2, pelo coroldrio anterior, é suficiente

mostrar que ||f|\2 =||f||, para f € S. Se f € S, faca g(z) = f(—x). Mas g = 7.
Assim, pelos teoremas 4.2 e 4.11,

2

1£1l,2 = / @) F@)dz = f % g(0) = / Fra6)de = / FeF©de = 1711,

O

Proposicao 4.16. Se f € L' tem suporte compacto, entdo fpode ser estendida
para uma fungao inteira holomorfa em C". Se f € C.*°, entao f(§) decresce
rapidamente quando |Re| — oo e quando |Im&| permanece limitado.

Demonstragdo. A integral f(f) = [ 2™ f(z)dx converge para todo £ € C",
e e 2™ ¢ uma funcdo inteira de £ € C". Uma vez que podemos calcular
as derivadas complexas de f simplesmente diferenciando através da integral, e
ainda, se f € C.* e f tem suporte em {z : |z| < K}, para algum multi-indice
« temos

(2mie) (e)| = ] [ oo ] < Ko,

que finaliza a segunda afirmacao. O

4.2 O Espaco de Schwartz

Lembre que o espago de Schwartz S foi definido por

S ={p € 0= |z*0%¢||, < +o0,V a, B}

Uma vez que S é um espago vetorial e ||, 5 := ||[z0° ||, sdo uma quanti-
dade enumeravel de semi-normas em S que separam pontos, tais || ||, 5 tornam
S um EVTLC. Para k > 0, « multi-indice e ¢ € S, sejam

Pral(0) = sup (14 [2[2)%|0%(2)],
rER™

pr(8) = max sup (1 + |z[%)%[8%¢(z)|.
‘0‘|§k TzER™

Afirmamos que as familias de semi-normas {[| ||, s} {pk,a} e {px} induzem
em S a mesma topologia de EVTLC. De fato, fixado k£ > 0, uma soma finita de
semi-normas || [|, 5 majora pg, uma vez que
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Pr()

IN

max sup (1 + |z|?)*|0%¢(z)]
|a|<Ek zecrn

max sup Z|x|2l|aa¢> 2)|

la|<k zeRrn

< maxz bup |$|21|3a¢( )|

Por outro lado, dados multi-indices « e 3, seja k = max {|«/, |3|}. Entao

20" ()|

IA

2107 ¢(2)| < max {1, |z[*}0(z)|
(1+ [2[2) 51079 (2)],

IN

donde
1805 < Pr,p(9)

Por fim, dados k > 0 e um multi-indice «, se |a| < k, é claro que pg.o(¢) <

,Dk(d)),v ¢

Caso contrario,

(@) = sup (1+ [of)81070(x)| < sup (1-+[f2) %10°0(2)| < o ()

TER™

Proposicao 4.17. S é um espaco de Fréchet, com a topologia definida por py o

Demonstra¢do. Basta mostrarmos que S é completo com a métrica

pr(d — )

d(¢’¢):k2171+pk(¢—w)'

Seja (¢;);>1 sequéncia de Cauchy em S. Da teoria de EVTLC, sabemos que

isto é equivalente a

que

pr(d5 — ) T 0,V k> 0.

Portanto, se o é um multi-indice e k > |a/, entao a sequéncia {(1 + |z[2)? (0%¢;)} ;54
é de Cauchy em BC(R™) com a norma do sup, donde existe ¢, o € BC(R™) tal

(1+ [2[*)20%¢; % ¢p.0 em BC(R™)

Mas (1 + |z|?)% > 1 garante que

wka

8¢, %
T (14 |z?)e

—————— em BC(R").
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Em particular, ¢; EN 1o,0 em BC(R™). Segue, entdo, do teorema de derivacao
termo a termo que 1o € C°(R™) e 1k, a = (1 + |x]2) 29 0. Como ty.o €
BC(R™), segue da ultima igualdade que g € S. Por fim,

pe(®j —o00) = max sup (1+ |9C\2)% |0%}; — 0%o 0]
|a|<k zeRrn

= max sup |(1+ |2)50%¢; — dial 20,
‘0‘|§k TER™

de modo que ¢; EN 1o,0 em S. O

Proposicao 4.18. Se p € um polinomio, ¢» € S e a é um multi-indice, entao
as aplicagoes

¢=pd, G Yd, o 0%

sao continuas de S em S.

Demonstracdo. Como S é um espago métrico, basta mostrarmos que cada uma
das aplicagbes acima é sequencialmente continua. Seja, pois, (¢;);>1 uma

sequéncia em S, tal que ¢; 2y ¢ em S. Entao

12°0° (p; — p)l|. = ||xaz(f)<aﬁVp>av<¢j—¢>||oo

v<B
S (5)||maaﬂ-”2aax5m<¢j )l
v N7 7
< T, (5) a5l (01297 (6, — )|
<8 s N
<

> 207 (65 — D)o
a’,y

onde || < |a|+dp ey <p.

Para ¢ — ¢, o raciocinio é analogo. Para ¢ — 0%¢, basta ver que
1279°(0%¢; — 0°9)l|, = [[a70° (9 — 9)| -
O

Proposigao 4.19. Paral < p < o0, a inclusao S — LP se verifica e € continua.

Demonstracdo. Pela desigualdade de interpolagao, basta mostrar que se veri-
ficam e sdo continuas as inclusdes S — L' e S — L. A continuidade da 22
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inclusao é ébvia a partir da definicao da topologia de S. Quanto & primeira, note
que

WM1=(ﬂMmM=/G+MW%GHWﬁWMM
Nk oo ’I“nildr
< Pk,o(ﬂf)/(l-i- |z]%) le“:wnpk,o(@/o m

Tomando £ = n + 1, temos

+o0 ,rn—l 400 ’I“"_l 1
pdr = n—1 QdT
0o (1+r2)k 0o (142t Lty
“+o0
1 +o00 ™
< —— _dr=arct =
/0\ 1 n T2 T arc tgr 0 B

de modo que
T
el < wn59n+1,0(¢)~

Lema 4.20. A transformada de Fourier A : S — S € continua.

Demonstracao. Se ¢; EN ¢ em S, entdo ¢; EN ¢ em L', pela proposicao anterior.

Como A : L' — L™ é continua, segue que 5; EN a em L°°. Mas, como
0 (2% ;) L 0% (2" p)

em S, pela proposigao 4.18, segue do que fizemos acima que

— . —

9o (zBp;) L 9% (2P )

em L°°. Mas, pela proposicao 4.5, a menos de uma constante, isso é equivalente
a

§076; 5 9’9
em L°°, de modo que ES; EA $ em S. O

4.3 Distribuicoes Temperadas

Definicao 4.21. O espaco dual de S, denotado S’, é denominado o espago
das distribuicoes temperadas.

Proposigao 4.22. A inclusdo ¢ : C.°° — S € continua e C.°° ¢ denso em S.
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Demonstracdo. Como certamente a inclusao de S em C°° é continua, pela pro-
posicao 3.29, basta mostrarmos que ¢ : C.>° — S é continua. Para tanto, é
suficiente, pelo teorema 2.25, mostrarmos que ¢ : C.*°(K) — S é continua,
vV K CC R™. Para tanto, basta notarmos que, para ¢ € C.*°(K),

|2%0%|| sup z%(9”9)(z)

rER™

(sup [2[1)]6]115) 00,
zeK

IN

O

Proposicao 4.23. Se.: C.°° — S € a inclusao, entdo o operador dual(restrigcdo),
¥ S"— D’ € injetivo e continuo, se S’ for munido com a topologia fraca — *.

Demonstragao. Se t*(u) = *(v), para u,v € §', entdo uor=vor: C.,* — C.
Mas, como C.* é denso em S, segue daf que u =v: S — C.

Para o que falta, se u; Iy 4 em S, entao (u;, @) EN (u,¢) em C,¥V ¢ € S.

Mas daf, (uj o, ¢) & (uo,d) em C,V ¢ € C.°°, isto é, t*(u;) & *(u) em
D' O

Segue imediatamente da proposicao acima que S’ é o subespacgo de D’ for-
mado pelos funcionais que tém extensoes continuas de C.* para S (lembre que
tais extensOes sdo unicas). Mais geralmente,

EcScD. (4.1)

Observagao 4.24. Como S ndo é EVN, ndo vale o teorema de Hahn-Banach,
e, portanto, um funcional linear ¢ : C.>° — C nao necessariamente admite uma
extensdo linear a S. Uma extensdo existe pela densidade de C.°° em S, mas nao
€ necessariamente linear.

O fato de S ser um espago métrico nos permite dar a seguinte caracterizagao
de S

Teorema 4.25. Um funcional linear v : S — C estd em S’ se, e s6 se, existem
C >0, k>0 tais que
[(u, $)| < Cpi(),¥ ¢ € S. (4.2)
Demonstracdo. Se u € S’, entdao u=!(B(0,1)) é aberto em S contendo 0 €
S (B(0,1) c C). Como as semi-normas py, $a0 encaixantes, existem r > 0, k € N
tais que
u”H(B(0,1)) > B:"*(0),
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isto é, tais que
¢ €S, pe(9) <r = [{u,9)| <1.
Logo, para ¢ € S\ {0}, qualquer,

~ 2pk(9) r
)] = 2242, T

Reciprocamente, suponha que existam k > 0, C' > 0 tais que valha a equagao
4.2. Como as p;, I > 0, definem a topologia de S, é imediato que u : S — C é
continuo. O

f(=)
(1+|z[2) 8
LP, onde f : R® — C é mensurdvel, entao f € denominada uma fungdo LP —
temperada (se p = 400, diz-se ainda que [ é vagarosamente crescente).
Nesse caso, se u: S — C for dado por

(w.6) = [ fods

entdo uw € S'. Em particular, os elementos de LP (para 1 < p < o0), de S e
todo polindmio (ou, mais geralmente, toda fun¢ao mensurdvel majorada por um
polindmio) definem distribuicées temperadas regulares.

0| < 2o

Exemplo 4.26. Se, para algum k > 0 e 1 < p < +00, tivermos

Demonstra¢do. A segunda parte é imediata da primeira. Para a primeira, é
claro que u, se bem definido, é linear. Mostremos de uma vez a boa definicao e
a continuidade, apelando para o teorema 4.25. Sendo ¢ o conjugado de p, temos
para ¢ € S que

worl = | @ s e de
|(u, )] ’/(1+|x|2)§(1+| %)z ¢(x)d
f(z) 2125 bl

< | 1+ [2)S Lp||(1+| 17)Z6(@)]] La

Se p = 1, temos ¢ = 400 e o ultimo termo acima é claramente finito. Se
1 < p < +o0, entao 1 < g < 400, e dai

q

W= [ s
[ Py # la) o(o)1da

(1 + [2[?) 2 p(2))|

Sel > % + n, entao % — [ < —n, de modo que

2y ke o too ot
(I+1z|*)=2 *dx < (14 |2]*) "dz = wy (7d7“
0

1+ r2)n

< /+°° dr Wy, T

w = —.
"Jo o 1472 2
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Portanto, teremos nesse caso

k q kg 1 q
@+l Foly, < ([ Q4% ) Ji+ jaf) ool
< (Cpzu(9)),
3 C = C(n), de modo que
f
(@) < Ol g || P2(9)
(I+z*)= |,
Pelo teorema 4.25, u : S — C é continua. O

Exemplo 4.27. Nem toda fungdo localmente integrdvel define uma distribuicao

—l=|

temperada. Por exemplo, e® ¢ S’, basta considerar ¢ € S tal que ¢ ~e™2 no
infinito.

Proposigao 4.28. Para 1 < p < 400, a inclusio v : LP — S’ € continua.

Demonstracdo. Basta mostrar que se f; EA fem LP, entdao [(f; — f)pdx EN
0,V ¢ € S. Mas, pela desigualdade de Holder,

\/(fj = pode| <1155 - Al 5 o.

O

Como com distribuigoes ordinérias, podemos definir operagoes sobre distri-
buigoes temperadas por dualidade, isto é, se T : § — S for linear e continuo,
entdo T : §' — S’ tal que T*(u) — uo T também o é. Temos entéo a seguinte

Proposigao 4.29. Sejauec S, ¢ € S.

(a) (0%u, d) := (=1)1l(u,0%¢) define 0%u € S’V o multi-indice.

(b) (fu,d) = (u, fo) define fu € S’V f € C™ tal que P f cresce no mdzrimo
polinomialmente no infinito para todo multi-indice (.

(c) (us,d) = (u,¢—s) define u, € ',V x € R™.
(d) (u,¢
(e) (U, ) = (u,d) define a transformada de Fourier, @, de u € S'.
(f) (i, ¢

) = (u, @) defineu e S’.

) = (u, @) define a transformada inversa de Fourier, @ € S', de u.

Ademais, todas as operagdes acima sio continuas de S’ em S'.
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Demonstragio. (a) Pela proposigdo 4.18, o segundo membro estd bem defi-
nido. De fato,

S — S — C
¢ — (D% — (=1)l(u,8%9)
é uma composigao de aplicagbes continuas, logo é também continua. Agora,

se u; % u em S’, entdo
<aauj7 ¢> = (_1)‘04 <ujv aad)) i> (_1)‘04 <’LL, aa¢> = <aau7 ¢>a
isto é, 0%u; 2 9ouem S,
Os demais itens sdao andlogos, sendo que para os itens (e) e (f) usamos
respectivamente o lema 4.20 e a proposicao 4.6. O

Observagao 4.30. Note que se ¢ € C.°°, entdo ndo necessariamente tem-se
¢ € C.°, e, portanto, a transformada de Fourier nao estd definida para todo
ue D

Se u € S’, podemos obviamente considerar a convolucao u* ¢, com ¢ € C.*.
A definigao a seguir garante que podemos tomar ¢ € S.
Definigao 4.31. Para ¢ € S, u € S’, a convolugao ux ¢ : R — C € a funcdo
dada por .
(ux @)(x) = (u, Pa).
Proposigao 4.32. Seu e S e ¢ € S, entdo ux ¢ € C*® e define uma distri-
buicao temperada. Ademais, para todo multi-indice o tem-se

0% (ux* @) = (0%) x p = ux 0%. (4.3)

E ainda, u * ¢ cresce polinomialmente no infinito, logo define uma distribuicao
temperada reqular.

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que u*x¢ € C'°° e mostremos que u* ¢
cresce no maximo polinomialmente no infinito, assim definindo uma distribuigao
temperada.

Como u € 5, existem C > 0, k € N tal que |(u, )| < Cpr(¢),V b € S.
Portanto, para x € R" tem-se

| 6)(@)] = [{u, G2} < Cr(Pa)-
Agora,

pr(@:) = max sup (1+[2*)](0%0s)(v)]
la| <k yeRrn
= max sup (1 + [2[%)%|(—1)*(3¢)(x — y)|
‘MS’W]ER”

= max sup (1+ |z — y[>)](0°0)(y)],
|a|<k yeRrn
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e segue de
L+ |z —y[* < 1+ (|2 + [y))* < 201+ |2[1) 1 + [y])

que

k
2

pe(ds) < max sup 25 (1+ |2*)5 (1 +[y*)¥](0°¢) ()|

T al<k yeR™
k k
= 25(1+2%)% pi(9).
Para o que falta, note primeiro que, para todo multi-indice «,
((0%u) x @) (x) = (0%, ) = (= )'“'< ,0%y)

= (u,(0°6)) = (u, (°9),)
= (u*0%9)(),

O restante da prova é essencialmente analogo a prova do resultado correspon-
dente para distribui¢oes ordindrias. Por completude, apresentamo-la:

Se mostrarmos que 0;(u * ¢) existe e é igual a u * d;¢, seguird por indugdo
que 0%(u * @) = u * 0%¢p,V «. Para tanto, seja, como antes,

1
T = ;(Ttej - Id)

Se, para ¢ € S, T;¢p =9 0;¢ em S, seguird que

Ty (u s @)(z) = lim(usTy0)(x) = lim(u, (T;0).)
= lin((@)e, T9) = ((@)2,0;9)
= (4,(0j9)2) = (ux9;9)(x).
Portanto, resta somente provar a seguinte

Afirmacgao. T;¢ =9 0j¢p em S.

Tal ocorre se e s6 se pi(Trp — 0;¢) BN 0,V k > 0. Agora,

pr(Tig = 0;0) = masx sup(1 + [ol*) ¥ |07 (i) (2) — %0 (w)],

0%(Tig)(z) — (9°0)(x)|

T:(9%¢)(z) — (9°0)(x)|

= 5 / (03(0°0) @ + se;) — 0,(0%0) () ds
<4 (0,2(0°6) & + oses)sesds
< %/| o)(x + ose;)||s|ds.
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Sendo 3 o multi-indice de ordem || + 2 tal que 8% = 9;°9*, temos

(1+[2|?)20%(Typ) (z) — 0%p(z)| <

t
(1 )y [ 1@+ oses)lskds =

0

1 [t k
*/ (1+ |z + ose; — ase;|?)5|(0°9) (x + ose;)||s|ds <

t Jo

25 . _

t
t / (1+ |z + sej[*) 21(97¢) (x + ose;) (1 + |ose;[*) 2 |s|ds
0

k I E
2 pa(0); [ (1 IsP)Eslds =
0

1 (1 + 32)54_1 +oo

k
22 ppg2(@) - =
t 2(541) '°
25 prya(9) (1+12)F — 1 4
. — 0.
k+2

O

No que segue, estudamos mais a fundo a relacao entre convolugoes e transfor-
mada de Fourier de distribuicoes temperadas. Lembre, pelo exemplo 4.26, que
se f é uma fungao LP — temperada entao f define uma distribuicao temperada
regular uy.

Proposicao 4.33. Se f € L' U L?, entdo uy = (O Em palavras, as defini¢oes
L' e L? de transformada de Fourier coincidem com a defini¢io S'.

Demonstragdo. Note primeiro que, como | fg = [ fgpara f,g €S, e S édenso
em LP p>1, segue
[fo= |5
Quer f,g € L' ou f,g € L2
Para f € L' UL? e ¢ € S, temos entdo

@.9) = (us.8) = [ fo= [ Fo=tupe).

Proposicao 4.34. Se u € S, entdo:

(a)
(b)

)¢
)

=ueu=u
u

)
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(c) t=u=1a

Demonstracao. Se ¢ € S, temos 743 = ¢, e dai (u,¢) =
)

{ (
logamente & = u. PaAra (b) temos @\, o) = (u,¢) = <u,$> = (u, ). Por fim,
)

= ~

(@.9) = () = (u,6) = (wd) = (@) = (W,0) e (@,0) = (u.d) = (u,6) =

(u, ¢) = (u, ¢) = (u, §). O

Teorema 4.35. A transformada de Fourier A : S’ — S’ ¢ um isomorfismo
continuo de ordem 4.

Demonstracdo. Se u; 2w em S, entédo, para ¢ €S,

o~ o~

(@), d) = (ug, @) 2 (u, &) = (@, ),

donde 4; % Wem S, e A: S — S é continua. Agora, segue imediatamente
de item (b) da proposi¢ao anterior que & = u, donde & = u, e V : S’ — 5’ é
continua. 0

Exemplo 4.36. Considere a distribuicdo g em S’, 6o : 8" — S'. Para ¢ € S,
temos

(50, 6) = (60, 8) = 3(0) = / &0 (x)di = (1, ),

donde (% = 1. Portanto,

SN

?[ =
Proposicao 4.37. Seu € S, entdo:
(a) Uy = €20 e U, = 2™y ¥ x € R™.
(b) dou = (2mi&)*u, vV o multi-indice.
(¢c) 0%u = (—2mizx)*u,V o milti-indice.

Demonstracdo. Pelas proposicoes 4.3 e 4.5, os itens acima sao validos para u €
S. Logo, para ¢ € S, temos

(@, ¢) = (Up,d) = (u,6_0) = (u,e2mw7g)
)

_ <a7 627riyx¢ — <62ﬂi§za, ¢>

Os demais itens sao andlogos. O
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Exemplo 4.38. Pelo item (b) da proposi¢ao anterior, 571?0 - (me)a(% _
(2mi)l*lée. Logo,

(—1)|05‘80150 = 5_04\5/0 = 51?0 — (27ri)|a|ga7
donde

||
fa - W(—Z)la‘aa% = <27T) 3a50.

Proposicao 4.39. Como distribuicées temperadas, (uxp, ) = (u, ¢*$),V o, €
S,ues.

Demonstrag¢ao. Temos de mostrar que (u * ¢, V) = (u, ¥ * 5),\7 ¢, € S. Como
C.> é denso em S, podemos tomar uma sequéncia (¢;);>1 em C.”, tal que

Y, % 1 em S. Portanto, como u * ¢ € S’ (pela proposi¢ao 4.32), temos
(us ¢, 95) 2 (ux,9).

Agora, se mostrarmos que:

(a) ¢j*¢LyYxdemSe,
(b) <u*¢a¢j> = <u7wj*$>v

teremos

(s ,15) B (w6, )
(u, 5% 6) L (u, 5 ),
e a unicidade de limites garante que {u * ¢, ) = (u, ¥ * 5)

(a) Para, ¥, ¢, ¢ € S, comwji>¢, emStemoswj*qSi)z/J*(/)emS,e

assim pi (1 ¢ — 1+ 6) = mas sup(1+[af) %107 (1 — ) * ) ()], @

(1 +|$| )20 (v — 1) * )(x)| =
(L+[22)3 | [ 021y — ) (y)d(w — y)dy| <
@+ 3oz — )||3a(¢y V) (y)ldy <

25 [ (L4 |z —y?) 5oz — )L+ [y[*)20%(v; — ) (y)|dy <
25 pp(0) [ (L+ Y1)+ [y2) ™2 pronsr (¥ — ¥)dy =
25 ok (0) phans1 (b — ) [ m\,ﬁ% <
23 5Pe(D)Prant1(Vj — 1) 20,

independente de x e a.
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(b) (ux¢,¥) = (u,*p),V eS8, e C.™ :seja(p;);>1 sequéncia em C.>,
tal que ¢; EN ¢ em S. Como u € D', temos

onde a convergéncia acima é justificada por (a). Portanto, pela unicidade

do limite basta provarmos que (u * ¢;, 1) EN (u * ¢,1). Para tanto, note
que

(ux 65, 1) = / (ux ;) (@) = / (1, ()b )

(ux g, ) = / (o, o)) s

Mostremos que

—

<ua (¢j)$> i> <u7 ¢w>
uniformemente em supp (v).
Como u € 5,3 C >0ekeN tal que [{u,n)| < Cpr(n),¥ n € S. Dai,

[, ()2) — (u, d2)| =

—_—~—

[, (65 — D)a)] < Corl(dy — B)) =
C max sup(1 + \y|2)§|3a((¢j —9)z) ()| =
[a|<E o
C max sup(1 + |y[)2[0%(¢; — ¢)(z — y)| <
lal<k
C23(1+ |zf?)2 max sup(1+ |z — y[?)|0(¢; — ¢)(x — )| <
x> Yy

C.25(1+ |22)% (e — 0) > 0

uniformemente para x € supp ¢.

Corolario 4.40. Seu € S’ e ¢, ¢ € S, entdo

(a) ux*d=ou
(b) pu=1+o
(c) (ux@)xip=ux(p*1p)
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—_—

(c) Basta mostrarmos que (u x ¢) % 1) = u * (¢ * 1)). Para tanto, notemos que,
por (a),
(ux @) xth =vux ¢ =vou=gpu
=¢xu=ux(px1)
Por fim, mostremos (a): basta mostrarmos que (m, @) = <$ﬂ, @),V P e S.
Mas pela proposicao 4.39,

~
— —~—

(wx g, ) = (ux ¢, ) = (ux ¢, ) = (u, P x @) = (u, px9) e

—
A~

(G, D) = (@, 60) = (@, * ) = (u, ¢ * &) = (u, % V).
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Capitulo 5

O Teorema de
Malgrange-Ehrenpreis

5.1 Operadores com coeficientes Constantes

Seja {2 um aberto em R", e seja F" uma fungao de varidvel z € Q e (ua )| <), €
C™. Entao podemos formular a equagao parcial diferencial

F(z,(0%)4<;) = 0. (5.1)

Uma fungao v = u(z) em £ é uma solugao cléssica desta equagdo se suas
derivadas 0%u em F' existem em €, e

F(z,(0%u())4)<x) =0,V z € Q.

A equacdo 5.1 é chamada linear se F' é um funcional linear de varidvel
vetorial (u"‘)laKk’ isto é, se 5.1 puder ser reescrito como

D aa(2)0%u = f(x). (5.2)

|| <k

Neste caso, temos o operador diferencial L = Z a,,0% e escrevemos
loe| <k
5.2 simplesmente como Lu = f. Se os coeficientes a, sao C*° em (2, podemos
aplicar o operador L para qualquer distribuicao v em €2, e u é chamada de
solugao distribucional ou solugao fraca de 5.1 se 5.2 ocorre no sentido de
distribuicoes, ou seja,

> (=D Nu,0%(aad)) = (f.¢) (¢ € C2(Q)).

lal<k
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Seja

L= Z Ca 0%

lal<k

um operador diferencial com coeficientes constantes. A maneira natural para
estudar esse operador é através da tranformada de Fourier. Se f é uma distri-
buicao temperada, temos

—

Lu(§) = P(§)u($), (5.3)

onde

P(&) = > cal2mif)".

o<k

P é chamado simbolo de L.

Comecemos considerando a questao da solubilidade local de L. Pela equagao

5.3, se f € C.°°, podemos resolver Lu = f fazendo u = %, isto é,

w(z) = 627rim£@
(@) = [ s S8hde (54)

O problema é que o polinomio P pode ter zeros, assim % nao é uma funcao

localmente integrdvel e a integral 5.4 nao é estd bem definida. Contudo, como
f € C.”, f pode ser estendida para uma funcgio holomorfa inteira em C™ pela
proposicao 4.16. A idéia para a equacao 5.4 ter sentido é deformar o contorno
de integracao de forma que eliminemos os zeros de P.

Podemos, entao, fazer uma simplificagao. Por uma rotagao de coordenadas,
podemos assumir que o vetor (0,...0,1) é ndo caracteristico para L, logo o co-
. k - e . -
eficiente de £," em P(&) néo é zero. Dividindo entdo todos os termos por ele,
podemos assumir que este coeficiente é 1, e assim

P = & + termos de menor ordem em &,.

Para cada ¢ = (&1,...,&,-1) € R"! fixado, consideramos P(§) = P(¢,&,)
como um polindénio na varigvel complexa &,. Sejam A1 ('), ..., A (&) seus zeros,
contados de acordo com a multiplicidade e ordenados de forma que para ¢ <
gy ImA; (&) < ImA;(&) e se ImA;(§') = ImA;(£') entdo Re;(§') < Re;(&').
Pelo teorema de Rouché, uma pequena perturbacao em ¢ produz uma pe-
quena perturbagéo nos zeros de P(£',§,,), logo as fungdes ImA; (') sao fungdes
continuas de &’. Antes de avangarmos ao resultado principal, precisamos de dois
lemas.

Lema 5.1. Eziste uma func¢io mensurdvel ¢ : R~ — [—k, k| tal que para todo
E/ c Rn—l’
min{|(¢) — ImA;(§)]: 1 <j <k} >1
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Demonstra¢do. Existem no maximo k pontos distintos em ImX;(£)(1 < j < k),
e assim pelo menos um dos intervalos 2m — k — 1,2m — k+ 1)(0 < m < k)
contém nenhum desses pontos, e podemos fazer ¢(¢’) ser o ponto médio de tal
intervalo. Isto é, para 0 < m < k, seja

Vin ={& : ImX\; (&) ¢ 2m —k —1,2m —k + 1) para j = 1,..., k}.

Entao os conjuntos V;, cobrem R™~! e sio conjuntos de Borel, pois Im); é
continua, e assim podemos considerar

m—1
¢(x) =2m —kparax € Vo \ |J Vi (0<m <k).

n=0

O

Lema 5.2. Seja g(z) wm polindmio mdnico de grau k na varidvel compleza

z tal que g(0) # 0, e sejam A1, ..., \p seus zeros. Entdo |g(0)| > (g)k onde

d = min|\;|.

Demonstrag¢ao. Temos g(z) = (z — A1)...(z — Ag), entao

z

1- < 2F para |2| < d.
Ak

K

Ademais, ¢*) = k!, e pela férmula integral de Cauchy,

k! 9() E12%g(0)]
/z_d a | = .

—_ k —
k!= |g( )(O)‘ - % Sht1 z dk

O

Teorema 5.3. Se L € um operador diferencial com coeficientes constantes em
R™ e f € C.”°(R™), entdo existe u € C*°(R"™) tal que Lu = f.

Demonstracdo. Seja ¢ como no lema 5.1, e faca

_ omive () 1 o
uw = [ /Im&n_(ﬁ(&l)e L e (5.5)

Pelo lema 5.2 (sendo g(z) = P(¢',&, + z)) junto com o lema 5.1, vemos que
|P(&)] > 27F quando Imé,, = ¢(¢'). Ademais, pela proposicio 4.16, f(f) de-
cresce rapidamente quando |Re(§)] — oo quando |Imé&| permanece limitado.
Assim o integrando da equacao 5.5 é limitado e decresce rapidamente no infi-
nito e, consequentemente, a integral é absolutamente convergente. Pela mesma
razao, podemos diferenciar sobre a integral e concluir que u é C'* e que

@ = [ 2778 7€) g e
R
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Mas, agora, o integrando é uma funcgao inteira que decresce rapidamente
quando |Ref| — oo, e pelo teorema de Cauchy, podemos deformar o contorno
de integracao em &, para o eixo real. E, pelo teorema 4.11, Lu = f. O

O teorema 5.3 pode ser escrito também da seguinte maneira: Uma solugao
fundamental para um operador de coeficientes constantes L é uma distribuigao
K em R", tal que LK = §, onde § é o ponto de massa na origem. Por um lado, o
teorema 5.3 é um corolario imediato da existéncia de uma solugao fundamental,
pois, se f € C.°°, podemos fazer u = Kx f, e temos Lu = LK*f = 0 f = f. Por
outro lado, a prova do teorema 5.3 facilmente gera uma solugao fundamental.

Teorema 5.4 (Teorema de Malgrange-Ehrempreis). Todo operador diferencial
L com coeficientes constantes tem uma solucdo fundamental.

Demonstra¢ao. Defina um funcional linear K em C.* por

_ FEO b e
wn= [ e PG e

Como na prova do teorema 5.3, a integral é limitada por

C sup (L+IENT"THFOI<C D (107 e

[Imé&|<k || <n-+1

onde C' e C’ depende. somente do suporte de f, logo K é uma distribuicao.
Ademais, (LK, f) = (K, L' f) onde L’ é o operador com sfimbolo P(—¢), tal que

— ~

L'f(=€) = P(&)f(=¢). Assim, como na prova do teorema 5.3,

wpy= [ Feede= [ Fed = 0= .0

Rn

Podemos também observar que K * f é a funcao u definida pela equagao 5.5,
eassim LK * f = Lu = f para todo f e ainda LK = §. O

Podemos agora resolver a equacao Lu = f nao somente quando f € C.°,
mas quando f é qualquer distribuigao com suporte compacto. E claro que a
solugdo u serd uma distribuicdo. De fato, se f € E’, temos

LK+f)=KxLf={, (5.6)

desde que L(K*f) e KxLf sdo ambas iguais a LK f = §ox f = f. Estas relagoes
podem frequentemente ser estendidas para f que nao tem suporte compacto,
mas a classe de f para as quais isso acontece dependerd da natureza de K.

Um operador diferencial L com coeficientes em C*° é chamado hipoeliptico
se qualquer distribuicao v em um aberto 2 tal que Lu é C*° em 2 é C*° em (2,
isto é, se todas as solugoes da equacao Lu = f sdo C*° quando f é C*°.
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Teorema 5.5. Se L € um operador diferencial com coeficientes constantes,
entdo sao equivalentes:

(a) Uma solugdo fundamental para L é C> em R™ \ {0}.
(b) Toda solugio fundamental para L é C> em R™ \ {0}.

(¢) L € hipoeliptico.

Demonstracdo. Se K é uma solugao fundamental para L, entao LK =6 é C*
em R™\ {0}, entdo (c) implica (b), (b) trivialmente implica (a), entdo falta
apenas mostrar que (a) implica (c), e para isso precisamos de um lema. O

Lema 5.6. Suponha que f e g sao distribuicoes em R™, f é C> em R™\ {0},
e g tem suporte compacto. Entao f*g é C° em R™\ (suppg).

Demonstragio. Dado z ¢ supp g, escolha € > 0 suficientemente pequeno tal que
B(z) e suppg sejam disjuntos, e ¢ € C.™(Bs(0)) tal que ¢ = 1 em Be(0).
Entao podemos escrever

frg=(0f)xg+[(1—9¢)f]*g.
Por outro lado, (1 —¢)f é uma fungdo C'*°, entdo [(1 — ¢) f]*g é C*°. Por outro

lado,
supp [(of) * g] C supp ¢ + suppg,

que é disjunto de B¢ (0). Logo, em B¢ (0), fxg = [(1 —¢)f] xg é C>. O

Retornando para a porva do teorema 5.5, seja K uma solugao fundamental
para L que é C* em R™\{0}. Suponha que u é uma distribui¢do em um conjunto
aberto 2 C R”™ tal que Lu é C*™ em €. Se x € , pegamos ¢ > 0 tal que
B(z) C Q, e nés vamos mostrar que u é C> em B¢ (). Seja ¢ € C.™(Bc(z))
com ¢ =1 em Be(r). Entdo L(¢u) = ¢Lu + v onde v = 0 em B () e fora de
B(z). Mas K * (¢pLu) é C* desde que ¢Lu € C., e K xv é C*° em B¢ (z)
pelo lema 5.6. Mas pela equacgao 5.6,

¢pu=K % L(pu) = K * pLu + K * v,

entdo em B¢ (v),u = ¢u é C*.

5.2 Exemplos

Exemplo 5.7. Uma solu¢do fundamental de

P2

= C -
ot? Ox?
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onde ¢ > 0 ¢ dada por
(t,z) = iH( t— |xz]) = iH( t — c)H(ct + )
ul\t, % C % C C Ci s

onde H é uma fungdo tal que H(z) = 1, sex > 0 e H(z) = 0, se x < 0.
Mostremos que (Lu,¢) = ¢(0,0), ¥ ¢ € C.®(R?). Sejam Dy = & +c2 e
D_=2 ca‘z, entdo L = D, D_. Entao

= o
(Lu,¢) = (u,D.D_¢) =
[ [ £H(ct —|z|)DiD_¢dtdz =

L[5 2 DyD_patdz + [°,, [, DDy dtda] =
= o7 JoT (4Dt + 2 @)dtde + [ [7 (D-D16)(t - £,x)dtda| =
L I D 0) ¢+ £ @)t — [ [0 (Do)t — % a)drde] =
—3 Jo [D-0(t,0) + Dy (t,0)] dt =

— IS Bo(t,0)dt =
$(0,0) = (do, ¢).

Exemplo 5.8. O operador de Laplace é
0? 0?

A= =V.V=V.
0x12 et 0,2
Uma solugdo funtamental € dada por
%‘:EL sen =1,
E(x)={ zzmlz, sen=2, (5.7)
nin Ixztn , semn > 2,

onde w, = flf(i) € o hiper-volume da bola unitdria em R™.

Paran = 1, ficamos com 8°%|z| = 03(2H (x) — 1) = H' = &. Para n > 2,
precisamos mostrar que

<AEa¢> - <Ea A¢> = ¢(0)a Voe CCOO(RTL)

E importante reconhecer que E& € uma distribuicdo reqular, isto €, E € Llocl(R”).
Mas isso € claro para todo ponto fora de uma vizinhanga do 0, sendo 0 <1 < 1
en =2, fazendo mudanca de varidveis para coordenadas polares, ficamos com

27
/ dx / / — Inrdrdo
B,(0)

1
= —57' lnr+47° < 00,

1
— In|z|
27
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esen> 2,

T ,,42771
|E(x)|dx —/ / — " ldrdo
/BT(O) 5.0 Jo nwn(2—n)
2

T 22 =%

onde S1(0) € a esfera unitdria. Precisamos mostrar entao que
/E(:c)Ang(x)dx =¢(0), V¢eC.™.

Seja supp (¢) C Br(0) e e > 0. Entdo

/ EA¢dx = f/ VE.V(;deJr/ EV¢.vdo,
e<|z|<R e<|z|<R |z|=€

pelo teorema da divergéncia, onde v € R™ € o wetor unitirio normal a su-
perficie |x| = € apontando para a origem. Aplicando novamente o teorema da
divergéncia temos que

/ EA¢dx :/ AFE¢pdxr — VE.vpdo +/ EV.do.
e<|z|<R e<|z|<R |z|=€ |z|=¢€
(5.8)

Mas AE =0 para x # 0. Além disso, para n > 2

1 62_n n—1
/ EV¢.vdo = / — Vo.ve" "do — 0
|z|=€

$1(0) MWn 2 =1

quando € —, analogamente para n = 2. E ainda,

— VE.v¢do

|z|=e

OF =
—(e,0)p(e,0)e" " do
[ Gt

= / 1 e TG(e, 0)e" rdo — ¢(0).
S1(0)

Nnwnp,

Entao pela equagao 5.8,

/EA¢dx = lim EAg¢dx = ¢(0),

€20 Jec)z|<R

e assim u € uma solu¢do fundamental de A.
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