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Resumo

Consideraremos .# (N x R) o conjunto das H-hipersuperficies fechadas M tal que
M C N xR, onde N é uma variedade riemanniana simplesmente conexa com curvatura
seccional limitada superiormente (Ky < —k? < 0). A partir dai, com o auxilio do Teorema
de Comparacdo do Hessiano mostraremos algumas desigualdades para estas subvariedades

M C N x R com curvatura média constante Hy,.

Palavras-Chaves: Curvatura Média, H-hipersuperficies, Raio Extrinseco.



Abstract

Consider .% (N x R) the set of closed hypersurfaces M such that M C N x R where N is a
simply connected riemannian manifold with sectional curvature bounded above (Ky < —k? <
0). Thereafter, with the aid of Hessian Comparison Theorem we show some inequalities for

these submanifolds M C N x R with constant mean curvature Hy,.

Keywords: Mean Curvature, H-hypersurfaces, Ray Extrinsic.
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Introducao

Consideraremos .% (N x R) o conjunto das H-hipersuperficies fechadas M tal que M C
N x R, onde N é uma variedade riemanniana simplesmente conexa com curvatura seccional
limitada superiormente (Ky < —k? < 0). A partir daf, com o auxilio do Teorema de Comparagio
do Hessiano mostraremos algumas desigualdades para estas subvariedades M C N x R com

curvatura média constante Hy,.

Precisamos das defini¢cdes e teoremas a seguir para a demonstracido do Teorema principal.

Definicao 0.1 . Seja .7 (N x R) o conjunto de todas as H-hipersuperficies fechadas M C N x R,
onde N é uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de dimensdo n com curvatura

seccional Ky < —k*. Entdo definimos o niimero h(N x R) por:
h(N x R) = infyrc 7 nxwr){|Hml}-

Definicdo 0.2 . Seja ¢ : M — N X R uma imersdo de uma variedade m-dimensional M na
variedade produto N X R onde N é uma variedade Riemanniana Completa com curvatura
seccional Ky < ¢ < 0. Seja K C @(M) um conjunto compacto conexo. Definimos o raio
extrinseco por R, = raio(p|(K)), o raio do conjunto p|(K), isto é o raio da menor bola métrica

de N contendo p|(K), onde p; : N X R — N é a projecdo sobre o primeiro fator.

Definicao 0.3 . Seja M uma variedade Riemanniana e Q C M um aberto conexo arbitrdrio.

Definimos o Tom Fundamental 1*(Q) de Q por:

Jo|VfP
A (Q) = inf (=25~ IRZ f e Hy(Q\{0}} = inf } ()

onde ¥, é o espectro e H\(Q) é o completamento de Cj(Q) com respeito a norma ||§D||12,11 =
0

Jo @+ Ja Vol
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De acordo com isso, como L(R") = [0,00) e L(H"(—k?)) = [%,w), temos que

AR =0 e A*(H (—k2)) = =K

Teorema 0.1 (Férmula de green). Seja f: M — R uma funcdo de classe C*(M), h: M — R

uma fungdo de classe C'(M), pelo menos uma delas com suporte compacto. Entdo:

/ {hAf+ (grad h,gradf) }dV = 0.
M

Se ambas sdo de classe C*(M), entdo
/ (hAf—fARYGV = 0.
M

Teorema 0.2 (Teorema de Comparagdo do Hessiano). Seja M uma variedade Riemanniana
Completa e seja p a fungdo distancia em M a partir de xy. Seja 'y uma geodésica minimizante
partindo de x e suponha que a curvatura seccional radial de M ao longo de Y satisfaz Ky < k.

Entdo o Hessiano de p em Y(t) satisfaz:

Hessp (x)(X,X) > u(p).|| X ||,

onde 11(p) = i—f(p@))

A demonstracdo do teorema principal deste trabalho depende de uma seqiiéncia de

resultados.

Para o que segue, seja p; : N xR — N a proje¢do sobre o primeiro fator e para uma dada

hipersuperficie fechada M C N x R, seja R,, (3 0 raio extrinseco do conjunto p; (M) C N.

Teorema 0.3 Seja @ : M — N X R uma imersdo de uma hipersuperficie M fechada de dimensdo
m com curvatura média limitada |Hy| < Hy, onde N é uma Variedade Riemanniana com um
polo xy e curvaturas seccionais radiais limitadas Ky < c e py : N = R a fungdo distancia em

x0. Suponha que p; (M) C By(Z£) se ¢ = k. Entdo:
n-|Ho|l > (n—1)- 1W(Ry (a1))-

Segue dos trabalhos de Barbosa-Kenmotsu-Oshikiri em [BARBOSA, KENMOTSU &
0. 1991] e Salavessa em [SALAVESSA 1989], que se um grafico inteiro de uma func¢do
diferencidvel f: H" — R tem curvatura média constante H entdo |H| < % Por outro lado,
Bessa e Montenegro em [BESSA & MONTENEGRO 2007] mostraram com o teorema abaixo
que hipersuperficies compactas imersas em N X R, onde N é uma variedade Riemanniana n

. . . . .. . -1k
dimensional com polo e curvaturas seccionais radiais Ky < —k? < 0, satisfaz |H| > %



Teorema 0.4 . Seja N uma Variedade riemanniana completa de dimensdo n com um polo e
curvatura seccional radial limitada superiormente Ky < —k* < 0 (k > 0). Seja M C N x R uma

imersdo de uma hipersuperficie com curvatura média constante H. Entdo
—-1)-k 2
> 2 a ),
n n

(n—1)-k

n

Em particular,

h(NxR) >
Podemos agora enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 0.5 . Seja N uma Variedade Riemanniana completa de dimensdo n como um polo e
curvatura seccional radial limitada superiormente Ky < —k* <0 (k> 0). SejaM C N xR uma

hipersuperficie imersa com curvatura média constante Hyy. Entdo:

Ry () > cothfl(

n

(n—1)

Em particular, se M; C N xR é uma sequéncia de hipersuperficies fechadas imersas com

(n—1)-k
n

curvaturas médias constantes Hy;. — entdo o raio extrinseco R, (M;) — oo.
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1.1 Gradiente, Divergente, Hessiano e o Laplaciano de uma

Funcao

Nesta secdo vamos relembrar alguns conceitos bdsicos da Geometria Riemanniana
envolvendo Gradiente , Divergente , Hessiano e o Laplaciano de uma funcgao real de classe C™
definidos na variedade Riemanniana M diferencidvel com métrica (.,.) e conexdo de Levi-Civita
V. Denotaremos por 2 (M) o espago dos campos vetoriais diferencidveis em M. T,M vai

denotar o espaco tangente a M no ponto p € M.

Definicao 1.1 . Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. O gradiente de f é o campo vetorial

diferencidvel, grad f, definido sobre M por:

(gradf, X) = X(f),
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para todo X € TyM, x € M.

Observacao 1.1 . Veja que se f, g : M — R sdo fungoes diferencidveis, entdo
(a) grad (f+g) = gradf + gradg
(b) grad (f.g) = ggradf + feradg
De fato, se X € um campo diferencidvel sobre M temos

(grad(f+g),X) = X(f+g) = X(f) + X(g) = (gradf,X) + (gradg,X) = (gradf+ gradg, X),
c

(grad(fg),X) = X(f.g) = gX(f) +/X(g) = (g-gradf, X) + (f.gradg, X) = (g.gradf+f.gradg, X)

Proposicao 1.1 . Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. Dados p € M e v € T,M, seja Y :

(—¢&,€) = M uma curva suave tal que y(0) = p e ¥ (0) = v. Entdo

d
(grad,)p = =0 V) (Do
Em particular, se p é ponto de mdximo ou minimo local para f, entdo gradf(p) = 0.

Prova: Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma extensdo local de Y, temos
(gradf,v), = X(f) (p) = G (fo V) (1) i=0-

Suponha agora que p € ponto de maximo local para f (o outro caso € andlogo). Entdo se
existe U C M vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo ¢ € U.
SeveT,Mey:(—¢&,&) — Uécomo no enunciado, entdo (foy): (—¢&,€) — R tem um maximo
local em 0, donde (gradf,v), = & L (foy)(1)]mo =

Como a relac@o acima é valida para todo v € TpM, segue que gradf(p)=0. O
Proposicao 1.2 . Sef: M — Re ¢ : R — R sdo funcoes diferencidveis, entdo

grad(¢ of) = ¢/(f) gradf.

Prova: SepeM,veT,Me y:(—€,€) — M ¢ uma curva diferencidvel tal que y(0) =p e

Y (0) = v, entdo segue da proposi¢do anterior que

(erad(gof)v) = (9foR)0) lmo

= () (oD D)o
= (¢ o) {aradf,v)y 0
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Definicdo 1.2 .  Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. Dizemos que p € M é um
ponto critico de f se gradf(p) = 0. Em particular, segue da proposi¢cdo acima que todo ponto de

mdximo ou minimo local de f é um ponto critico de f.

Definicao 1.3 . Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. O Hessiano de fem p € M é o
operador linear ((Hessf), : T,M — T,M definido para v € T,M por

(Hessf),(v) =V, gradf.

Observacdo 1.2 . (Hessf) pode ser considerado como um tensor de ordem 2:

Hess,f(X,Y) = (Hessf(X),Y) = (Vxgradf,Y).

Proposicdo 1.3 . Se f: M — R é uma fungdo diferencidvel e p € M, entdo (Hessf), : T,M —

Ty,M é um operador linear auto-adjunto.

Prova. Se v,w € T,M e V,W denotam respectivamente extensoes de v,w a campos definidos em

uma vizinhanga de p em M, entdo

((Hessf),(v),w) = (Vvgradf,W),

(V(gradf, W))(p) — (gradf, Vv W),

(VIWN)(p) — (gradf, VwV +[V,W]),

(WVN) () + ([V, WIf) (p) — (gradf, ViV + [V, W),
(W(V)(p) — (gradf, VwV),

((Hessf),(w),v).0

Definicao 1.4 . Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X é a funcdo

diferencidvel divX : M — R, dada para p € M por

(divX)(p) =tr{v — (V,X)(p)},

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear acima.
Definicao 1.5 . Seja f: M — R uma funcdo diferencidvel. O Laplaciano de f é a fungdo

Af: M — R dada por
Af = divgradf.
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Proposicao 1.4 . Se f: M — R ¢é uma funcdo diferencidvel , entdo

Af = tr(Hessf).

Prova. E suficiente provar a igualdade do enunciado para cada p € M. Considere entio U C M

uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial mével {ey,...,e, }. Entao

tr(Hessf), = ((Hessf),(ei),ei)
= (V,gradf.e;),
= div(gradf)(p)
N

1.2 A segunda forma fundamental

Seja (N, g) uma Variedade Riemanniana de dimenséo n e ¢ : M < N uma subvariedade de N
de dimensdo m onde em M consideramos a métrica induzida 4 = @*g. Para p € M identificamos
o subespaco d@(p)(T,M) de T,N e consideramos o seu complemento ortogonal 7,M=. Assim
obtemos a decomposi¢ao ortogonal T,N = T,M & TPML. Para u € T, N vamos denotar por u'
eua T,M-componente € a TpML - componente, respectivamente. Se V" denota a conexio de
Levi-Civita de (N, g). Entdo para X € 2" (M), lembremos que (VYY)(p),p € M é determinado
por valores de Y em uma curva em M tangente a X,,, e podemos decompor (VYY)(p) em duas

componentes como um vetor de T,N = T,M & TPML.

Podemos ver que a aplicagdo p — (VYY) (p) satisfaz todas as condigdes da conexdo de

Levi-Civita VM de M com a métrica h. Donde temos:
VY = (V¥Y)T.
Agora temos por defini¢do que «(X,Y) := (V¥Y) ", que é um campo de tensores simétrico

de ordem 2 em M e toma valores em TM~". De fato podemos checar diretamente que o é

Z (M)-linear com respeito a X, Y.

Veja que o € um tensor simétrico:

a(X,Y) —a(Y,X) = (V¥r—vix)* = [x,¥y]* =0.

Definicao 1.6 . O campo de tensores o acima é chamado de Segunda Forma Fundamental de
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M.

Defini¢do 1.7 . Para & € TpML definimos o operador forma Ag : T,M — T,M por:
(Aex,y) = —(a(X,Y),¢),
onde & € T,M*.

Veja que Ag € um tensor simétrico.

Os autovalores de A¢ sdo chamados de Curvaturas Principais de M na dire¢do normal E.

Observacao 1.3 . O operador forma pode ser obtido da seguinte maneira:

Extendendo & a um campo normal diferencidvel em uma vizinhanca de p em M,
consideramos a decomposigdo ortogonal (VNE) = (VNE)T + (VNE)L para x € T,M. Entdo

temos:

Agx = (Vijé)T

De fato, para qualquer y € T,M, obtemos

onde X, Y sdo campos de vetores em M com X, = x,Y,, =y, respectivamente.

1.3 Segunda Variacao do Comprimento de Arco

Definicao 1.8 . Seja M uma Variedade Riemanianna. O Comprimento de Arco de uma curva

diferencidvel c : [a,b] — M é, por defini¢do

L= [

c’(1)|| # 0, e sem perda de generalidade, podemos

c’(1)||dt.

Vamos assumir que ¢ ¢ diferencidvel, |

assumir que ¢ € parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco. Em outras palavras,

¢’(1)|| é uma constante.

Definicdo 1.9 .  Seja ¢ : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes na variedade
Riemanniana M. Uma Variagdo de ¢ é uma aplica¢do continua o : |a,b] x (—€,€) - M

satisfazendo as seguintes condigoes:
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(a). o(1,0) = c(1);

(b). Existem a =ty <t <..<ty=>btais que |[tiyti+1}><(*87€) é diferencidvel para todo
0<i<k

Seja ¢ : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes e o : [a,b] X (—€,€) — M uma
variagdo de c¢. Desde que s — «(t,s) é, para cada t € [a,b], uma curva suave em M, fica bem

definido ao longo de ¢ o campo vetorial V = %—?(t, 0), denominado o campo variacional de o.

Note que V é diferencidvel por partes ao longo de c. As curvas da variacao « sdo as curvas

0y : [a,b] — M dadas por o(t) = a(t,s).

Observacio 1.4 . A variagdo o : [a,b] x (—¢€,€) — M dada por a(t,s) = exp.(;(s) V(1) estd

bem definida e é diferencidvel por partes. Veja que:

le—?(t, 0) = d(expc(,) (S)V(f))v(t)’(no)
= (eXPc(t) 0)V(2))
= V(1.

De modo que V é o campo variacional de Q.

Sejam T,V campos de vetores tangentes em [a,b] X (—&, €) correspondentes a primeira e a
segunda varidveis. Vamos identificar estes vetores com suas imagens no ambito da diferencial

dea: V= ‘é—‘;‘(r,O), T= ‘il—‘;‘(t,O).

Nosso objetivo € calcular a mudanca no comprimento de arco sobre a familia de curvas

Cs= O |[a,b]><{s}’ onde —€ < s < €.

Isto € dado por:

%L[Cs] = %/f(ff’s(f)&’s(f)ﬁdf
- /bv<T,T)idz

1 /b 1
= 3 / (T,T)"3V(T,T)dr
1 /b 1
= 5 / (T,T)~2 2(VyT, T)dr
a
b

1

_ / (T,T)"3(VyT, T)dt.

Como [T, V] =0em [a,b] x (—¢,€), podemos escrever isto da seguinte forma:
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%L[cs] _ / Ty VeV, T

Esta férmula é conhecida como a férmula da Primeira Variacao do Comprimento de Arco

Como ||c|| = I, podemos trabalhar um pouco mais com a férmula acima:

Dikedo = 4 [ v ma
- l/b(TWT)—(V VrT))dt
l ) Y
— l/ VVTT>)
= 7(<V 7)) —(V,T)(a)) - <V ViT).

Se todas as curvas ¢s = a|[a,b]>< {s) t8m 0s mesmos extremos temos que
Cs (a) = €XPc(a) (O) = €XPcy(a) (S ) 0) = V(a) =0.
cs(b) = exp., ) (0) = €XPe(b) (s-0) = V(b) =0.

Portanto
d 1

b
—L 0= —-— V7).
dS [CSHS*O l p <V7 TT>

Observacdo 1.5 . Se c: [a,b] — M é uma geodésica, entdo :
Vee'=0.

Portanto,
c’{c’,¢’y=2(Voce',e’) =0.
Isto significa que (c’,c’) deve ser constante. Dai, % (c’,¢’) =0. Podemos dizer que ||c’|| =k # 0

O comprimento de arco s de 7, a partir de uma origem fixa, digamos t = ty, é entdo dado por :

(1) ||dt = k(t—19).

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

Quando o pardmetro é o proprio comprimento de arco, isto é k = 1, diremos que a

()] = 1.

geodésica c estd normalizada : |

Passemos agora para a férmula da Segunda Variaciao do Comprimento de Arco.
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Sejam X = i—?(t, 0), T= ‘il—‘;‘(t, 0) € cs = & [[q ]« {s}- Entdo jd vimos que

d b (ViX,T)
L/ = —L —0) — / —’ .
X(O) ds [Cs] |s—0 g ||T|| dt

Derivando novamente obtemos:

Uy = L
ds2
d (b (VeX,T)
d_/ R
/bX<VTX,T>d
A ]
- /b (VXVEX,T) + (VX VxT) - [T (ViX,T)- (VxT,T)
a

dr
7112 1713

— / " (VAVIX, T) + (ViX,VxT) — (VoX,T) - (VT, T)dr

- / " (VAVIX,T) 4+ (ViX, ViX) — (V4X,T) - (V4X, T)dt

= / ’ (RX,T)X,T) + (VVxX,T) + (VX,V1X) — (V7X,T) - (V1X,T)dt
- / " _ROGTIT,X) 4+ T(VRX,T) + (VX ViX) — (ViX,T) - (V2X, T
— (VX TP+ / (VX VX) — (ROGT)TX) — (ViX,VeX) - (T, Tod
= (X T)0) - (VT @)~ [ RO TIT X

— (VX,T)(b) — (VxX, T (a /KTX

Onde K(T,X) representa a curvatura seccional gerada pelo plano determinado pelos vetores
T, X.

Proposi¢ao 1.5 . Sejam N e N duas variedades de M sem bordo, e seja y: [0,1] — M uma

geodésica tal que y(0) € N, y(t) € N, Y a curva mais curta de N para N. Entdo Y (0) é
perpendicular a Ny e Y (t) é perpendicular a IT]W).

Prova. Se ¥/(0) ndo é perpendicular a Ny, escolha x € Ny tal que (¥(0),x) > 0, e seja c
/

uma curva em N partindo de y(0) tal que ¢'(0) = x.

Construa uma variagdo o : [0,7] x (—¢,€&) — M tal que i x(01 = 7> &(0,s) = c(s),

a(t,s) = y(t). Entdo, se % = otfjpx{s}> entdo pela férmula da primeira variagdo do
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comprimento de arco, temos que

d

—L[Ylls=0 = —
ds [%s]ls=0

Portanto, para todo s pequeno no intervalo (0, €), L[;] < L[7], e ¥ ndo é minima.O

1.4 Formulas Auxiliares

Definicdo 1.10 . Seja y: [0,a] — M uma geodésica. Um campo diferencidvel de vetores ao

longo de 'y é um campo de Jacobi se J satisfizer a equagdo de jacobi

D2J
W +R(J,’}/)'}/ = O,VIE [O,Cl].

Aqui, salvo mengdo em contrdrio, iremos considerar (J,y') = 0.

Definicao 1.11 . Seja y: [0,a] — M uma geodésica. O ponto Y(ty) é conjugado a y(0) ao longo
de v, ty € (0,al, se existe um campo de Jacobi J, ndo nulo, ao longo de y tal que J(ty) = J(0) =0.

O numero méaximo de tais campos linearmente independentes ¢ a multiplicidade de

Y(to)(conjugado a ¥(0).

Definicdo 1.12 . Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para todo
P €M, a aplicagdo exponencial exp,,, estd definida para todo v € T)M, isto é, se as geodésicas

Y(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do parametro t € R.

Definicdo 1.13 . Seja M uma variedade riemanniana, 7y : [0,a] — M uma geodésica e v o
espaco vetorial dos campos diferencidveis por partes ao longo de y. A forma do indice ao

longo de vy é a forma bilinear simétrica I, : v X v — R dada por

LVW) = [V W) = RO/ V)Y W) s

onde V,Wev.

Teorema 1.1 (Lema do indice). Seja M uma variedade riemanniana e tal que 7y : [0,a] — M

uma geodésica tal que Y(t) ndo é conjugado a y(0) ao longo de 7, para todo 0 <t < a. Se V é
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um campo diferencidvel por partes e J um campo de Jacobi ao longo de ¥, com V(0) = J(0) =0

e V(ty) = J(t9) para algum 0 < ty < a, entdo
I[()(V7 V) Z Ito(J7J)7

ocorrendo a igualdade se e 56 se V(t) = J(t), para 0 <t <t

Prova. Para uma prova, ver [CARMO 2008].
Vamos agora, calcular o Hessiano de f= g o ¢ como segue.

Seja @ : M — N uma imersdo isométrica onde M e N sdo Variedades Riemannianas
Completas. Considere uma fun¢do diferencidvel g : N — R e a composicdo f=go ¢ : M — R.

Identificando X com d¢,(X), onde g € M e para todo X € T,M, temos que:
(gradf, X) = X(f) = df(X) = d(g o ¢)(X) = X(g 0 @) = X(g) = (gradg,X).

pois

gradg = gradf+ gradg .

Consideremos agora VM e V¥ as conexdes de M e N respectivamente, e sejam o(q)(X,Y) e
Hessf(q)(X,Y), respectivamente a segunda forma fundamental da imersdo ¢ e o Hessiano de f

emgq € M, comX,Y € T,M. Temos entdo para g € M e para quaisquer X, Y € T,M que:

Hessuf(q)(X,Y) = (V¥gradf,Y),

= ((Vk(gradg — (gradg)™))", V) ey
((Vigradg) ", Y) e — (VX (gradg) ™)™, V),
((V¥gradg) ", ¥) e

= X(gradg,Y)y(q) — (gradg, (V¥Y) ") e(g)

= X(gradg,Y)y(, — (gradg, VXY — (V¥Y)") o)

= X(gradg,Y) e, — (gradg, V¥Y) e, + (gradg, (VXY) ") o)

= (Vieradg,Y) e, + (gradg, (VYY) ) o)

= Hessyg(9(q))(X,Y) + (gradg, a(X,Y)) p(y)-

Tomando o trago na férmula acima em relagdo a uma base ortonormal {ey,...,e,} de T,M,
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obtemos que :
Nflg) = ) Hessf(q)(ei,e))
i=1

= iHessg((p(q))(ei,ei) + (gradg, i a(ei,ei)),

1=

onde o vetor curvatura média € dado por : ﬁ M=y alee).
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2.1 O Hessiano da Funcao Distancia

Definicao 2.1 . Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dados x € M e v € T.M
unitdrio, seja %, : [0,00) — M o raio geodésico normalizado 7,(t) = exp,(tv). Se o conjunto dos
pontos t € (0,00) tais que Y, é minimizante em [0,t] for um intervalo da forma [0,1], dizemos
que Y, (ty) € o ponto de minimo de x na direcdo de v. O cut locus Cut(x) de x em M é definido

como o conjunto dos pontos minimos de x em M(em alguma diregdo).

Definindo
E, = {v € T.M;exp,(tv) € M\Cut(x),¥0 <t <1}

temos

Proposicao 2.1 . exp, : Ex — M\ Cut(x) é um difeomorfismo.

Prova. Para uma prova, ver [CARMO 2008]
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Observacio 2.1 . Fixado x € M denotaremos por py : M\ (Cut(x) U{x}) — R% a fungdo

distancia a partir de x, isto €, py(xo) = disty(x,x0) onde Cut(x) é o Cut Locus de x.

Proposicio 2.2 . Seja y:[0,a] — M\ Cut(x) uma geodésica normalizada partindo de x. Entdo:

gradp(y(t)) =7 (1),V0 <t <a.

Em particular, |gradp| = 1.

Prova. Seja y(1) = exp,(1v) 0 <t <a,ex="Y(ty). Sew € T:M, w Ly (1), segue da proposi¢do
anterior e do Lema de Gauss a existéncia de W € T,(T.M) tal que (W,v) =0 e dexp, ,W =
w. Tomemos entdo « : (—€,€) — Ey tal que |o(s)| = 19, &t(0) = rov e &’ (0) = W. Segue da

unicidade da geodésica minimizante que liga exp, (¢ (s)) a x que

pexpy(a(s))) = to,

e dai que
0= (VP (x), (dexp, )iy W) = (VP (x), ).

Como a igualdade acima € vélida para todo w LY (#y), segue que Vp(x) é um mdtiplo de ¥ (z9).
Mas desde que p(y(7)) =t para 0 < r < a, temos:

(Vo(r(0), 7Y (1)) =1,¥0<t<a,
edai Vp(y(2)) =7 () para0 <t <a. O

Agora fixemos um ponto xg € M. Seja x € M\Cut(xp) e consideremos ¥ uma geodésica
minimizante ¥ : [0,p(x)] — M ligando x a x(, parametrizada pela distncia. Seja J € T, M tal
que (J,7')(x) = 0. Como x ndo é ponto conjugado de xp, podemos estender J a um campo de
jacobi J ao longo de 7 satisfazendo J(xo) = 0, J(x) = J e [J,7] = 0.

Pela proposi¢do anterior temos que ¥ = gradp e temos também que [J,gradp] = 0.
Portanto
Vsgradp = ngdpj.
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Logo

Hessp (x)(X,X) = (V;gradp,J)
= <Vgradp77~>
* 4 ol TN
- . ra ) !
/0 dl< gradp >
P ~ ~ ~ ~
= /0 (<ngdpj7 VgradpJ> + <J7 Vgradpvgradpj>)dt

_ /0 P 1V aratp TP+ 0.V gradp Vgraap D) Y
Como J é um campo de jacobi, temos:
Veradp Vgradp7+ R(AJ/7 gradp)gradp = 0.
Portanto temos que:
Hessp (x)(X,X) = /Op(]ngdp7|2 — (J,R(J,gradp)gradp))dt,

onde R € a curvatura da Variedade Riemanniana M e o segundo membro acima € a forma do

indice.

Podemos entao escrever:

Hessp (0(X.X) = [ ((7.7) — (RU.).3)

Entao reescrevendo de forma mais suscinta:

Observacao 2.2 . Tomemos J € TyM e extenda-o a um campo de jacobi Jao longo de v tal que
J(x0) =0, J(x) = J, com (J,¥) = 0. Dessa forma o Hessiano de py(x) é dado por

(VPP = (R(Y )Y T,

Hessp (x)(X,X) = ]p(jj)
_ /Op(<7’,7’>—<R<7,o/)%7>>dr
= [ (10— RO DY T
p
J

Dessa forma, podemos agora calcular o Hessiano da funcdo distancia das Variedades
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Riemannianas completas de curvatura seccional k. Consideremos
%sin(k.t), seSupK = k?

Sk(t) =14 t,seSupK =0

%sinh(k.t), seSupK = —k*

Defina f(1) = Sk%;)((t))f))' Veja que f satisfaz a equacédo de Jacobi

2
Y tkf=0

f(0)=0.f(p(x)) =1

Os campos de Jacobi ao longo de 7: [0, p(x)] — M, com (J,¥) = 0 sdo dados por

onde X é um campo de vetores paralelo ao longo de ytal que ||X(z)|| =1, X(0) = X. Substituindo

o campo J(¢) = f(r) - X(¢) na equacio obtida na observacio 2.2, obtemos
Hessp((X.X) = [ (0.7)~ (RG.¥) D)
= [[ 5 Ox0.£OX0) - REOX0, V)7 SOX(0)d
= [0 - ®xo.7 xR0
P 2 2
= [ Ur@P -k

k-cot(k-p(x)),seSupK =k

= ﬁ,seSupK:O

k-coth(k-p(x)),seSupK = —k*

2.2 O Teorema de Comparacao do Hessiano

Para a demonstracdo do Teorema de Comparaciao do Hessiano, precisaremos do Teorema

abaixo:

Teorema 2.1 (Rauch). Sejam M" e M™ m > n, variedades Riemannianas, y:[0,a] - M" e

Y:[0,a] — M™ geodésicas com mesma velocidade escalar e tais que
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i. Y(t) ndo é conjugado a y(0), ao longo de ¥,V 0 <t < a.

ii. Ky(v(1),X)< KM(}j’(t),X), VXe Ty(,)M,)? € Ty(,)l\Nl, respectivamente perpendiculares a

Y1) e V(2).

Entdo:

(@). YO ¢ yma fungdo ndo-decrescente de t € (0,d]

()|

(B). (J.J) > % (', J), t € (0,dl.

=

Prova. Ver [CARMO 2008].

Observacao 2.3 . Veja que
B3 =[G RO T
_ /0 2Ty = T T
Pd
_ /0 S dya

~ ~
= <J’J>|g

Logo podemos escrever:

Hessp (x)(X,X) = 1,(J,J)
= J.Dk.

Podemos agora enunciar o Teorema de Comparagao do Hessiano.

Teorema 2.2 (O Teorema de Comparacdo do Hessiano). Sejam M" e M" variedades
Riemannianas completas e y: [0,a] — M e 7: [0,a] — M geodésicas normalizadas que ndo

intersectam respectivamente Cut(y(0)) e Cut(y(0)). Se

KM(’)/(t>7X) < KM(?(Z)vx)a

para todos t € [0,a], X € TyyM e Xe Tj;(t)]vl, ortogonais respectivamente a Y (t) e Y (1), e p e

p denotam respectivamente as fungdes distancia em M e em M a partir de ¥(0) e 7(0), entdo,

para 0 <t < a, tem-se:

(Hessp)y () (X, X) > (Hessp)y (X, X),
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para quaisquer X € Ty\M e Xe Ty(t)AA;I, unitdrios e ortogonais respectivamente a Y (t) e Y (t).

Prova. Fixe 0 < r < a. Assim temos:

(Hessp )y(r,) (X, X) = (J,) (10),

onde J é o campo de jacobi ao longo de 7y tal que J(0) = 0 e J(#)) = X. Note que em particular
temos que (J,7') =0 em [0,1)].

Analogamente,
(Hessp)(s,) (X, X) = (J',J) (10),
onde J é 0 campo de jacobi ao longo de 7 tal que J(0) = 0 e J(ty) = X, com (J,¥) = 0.

Agora, como ¥ ndo encontra Cut(7y(0)) em (0, ], (Y ndo encontra o conjunto dos pontos
minimos de ¥ em (0, ), temos que ¥(f) ndo é conjugado a ¥(0) ao longo de 7, para 0 < 7 < a.

Portanto, segue do Teorema de Rauch que

(Hessp) ) (X.X) = {774)(10)
> ﬁ@’ (1)
= ﬁlz ) 0
X|? _ -~
= el (00
= (Hessp)y(,) (X, X).

Para o que segue precisaremos da seguinte versao do Teorema de Comparacao do Hessiano:

Corolario 2.1 . Seja M uma variedade Riemanniana Completa e seja p a funcdo distdncia em
M a partir de xg. Seja Yy uma geodésica minimizante partindo de xy e suponha que a curvatura

seccional radial de M ao longo de y satisfaz Ky < k. Entdo o Hessiano de p em y(t) satisfaz:

Hessp (x)(X,X) > u(p).||I X,

Prova. Sejam X € T,,)M e X 1Y (p). Denotemos por X() o campo de vetores obtido pela

extensdo paralela de X ao longo de 7.

Consideremos
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sin(k.t), se SupK = k*
Sk(t) =19 t, se SupK =0
rsinh(k.t), se SupK = —k*
Os campos de jacobi X(r) ao longo de 7: [0, p (x)] = M com X(0) =0, X(p) =X e (X,7) =

0 s@o dados por

onde f(t) = %. Veja que f satisfaz a equagdo de Jacobi

&f _
pr k-f=0
f(0)=0.f(p(x)) =
Seja {(%,,Xl,...,X,,_l} uma base ortonormal de Ty,)M e paralela ao longo de y. Entdo

substituindo o campo de jacobi X; = f(1)X;(r) com X;(0) =0, Xi(y(p)) = X; e |X;| =1 na

expressao obtida na observagdo 2.2, temos que:

Hess(p)(X;,Xi) = /P(|a¢9~|2 (R( “;Y);YN
0.0

- (!a—f(t)Xilz— fo (RO, 5) 5 Xi)
[10220p ko)

k-cot(k-p(x)),seSup K = k*

))dt

= ﬁ,seSupKzO

k-coth(k-p(x)),seSup K = —k*

A desigualdade segue diretamente do teorema de Comparacdo do Hessiano que acabamos

de demonstrar.
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3.1 Resultados Importantes

Nesta sessdo mostraremos notacdes e resultados que serdo utilizados na demostragao do

teorema principal.

Teorema 3.1 (Férmula de Green). Sejam f: M — R uma fungdo de classe C*>(M) e h: M — R

uma fungdo de classe C'! (M), pelo menos uma delas com suporte compacto. Entdo:

/ {hAf+ (grad h, gradf)}dV = 0.
M

Se ambas sdo de classe C*(M), entdo

/ (hAf—fARYAV = 0.
M
Prova: Para uma prova ver [SAKAI 1995].

Definicao 3.1 . Seja .7 (N x R) o conjunto de todas as H-hipersuperficies fechadas M C N x
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R, onde N é uma variedade riemanniana simplesmente conexa de dimensdo n com curvatura

seccional Ky < —k*. Entdo definimos o niimero h(N x R) por:
h(N x R) = infyrc 7 nxwr){|Hml}-

Seja ¢ : M — N uma imersao propria de uma variedade m-dimensional M em uma variedade
riemanniana completa N de dimensdo n. Definimos a bola extrinseca de raio R centrada em
p denotada por Dg(p) como sendo a componente conexa diferencidvel de ¢(M) N By(R) =
{q € 9(M);dist(p,q) < R} contendo p, onde By(R) denota a bola geodésica em N centrada em
p = ¢@(p) sujeita a restricdo de que R < inf{in(p), %ﬂ}’ onde k é o supremo das curvaturas
seccionais de N e iy(p) = infd(p, Cut(p)) é o raio de injetividade de N em p.

Observe que Dg(p) € um dominio compacto e conexo em @(M).

Seja ¢ : M — N x R uma imersdo de uma variedade m-dimensional M na variedade produto
N xR onde N é uma variedade riemanniana completa com curvatura seccional Ky < ¢ < 0. Seja
K C @(M) um conjunto compacto conexo. Definimos o raio extrinseco por R, = raio(p;(K)),
o raio do conjunto p;(K), isto é o raio da menor bola métrica de N contendo p,(K), onde

p1 : N xR — N é a projecdo sobre o primeiro fator.

Em [Frankel 1966], Frankel prova que para duas hipersuperficies, uma fechada e a outra
propriamente imersa em uma variedade riemanniana completa com curvatura de Ricci positiva
se intersectam. Este resultado tem uma versdo para N X R onde N tem curvatura seccional

positiva. vejamos:

Teorema 3.2 . Seja N uma variedade riemanniana completa com curvatura seccional positiva.
Sejam M| e My hipersuperficies minimas imersas em N X R, onde M é fechada e M, é propria.

Entdo (por uma translagdo vertical)elas se intersectam, isto é, p; (M) Np; (M) # 0.

Prova. Sejam M/ e M, hipersuperficies de N x R, onde N tem curvatura de Ricci positiva, M

¢ fechada e M é propria.

Suponha que p;(M;) Np;(M>;) =0, onde p; : N x R — N é a projecdo sobre o primeiro

fator.

Seja ¥ uma geodésica ligando a € M1 a b € M, de comprimento positivo realizando a

distancia [ entre M| e M>.

Pela proposicdo (1.5), esta geodésica chega a M; e a M, perpendicularmente a a € b

respectivamente.
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Seja X(0) € T,M; um vetor unitdrio e X(7) seu transporte paralelo ao longo de y. Este vetor

d4 origem a uma variac¢do de ¥ mantendo os extremos fixos sobre M e M5.

Pela féormula da segunda variagdo do comprimento de arco, temos:

1
L{(0) = Bo(X(1). X(1) ~ B1(X(0).X(0)) ~ [ K(XAT)d,
0
onde B; e B, sdo os operadores forma de M| e M, respectivamente.

Tomando uma base ortonormal {X', ..., X"} de T,M, temos
n !
Y 150 == | Ricw.(Y(1).
i=1

Veja que ¥ (1) = y(¢) + & (1) tem componente horizontal yy,(¢) # 0 (pois Yy é ndo constante)
para cada € I, I intervalo de medida positiva, I C [0, 1].

Calculando a curvatura de Ricci de N x R na dire¢do de ¥/(f), obtemos:

Ricy(Y(1) = Y R0+, X)X Y + %)

= Y (RO X)X e + ) + (RO X)X e + )

~.
—_

~.
—_

= Z ’}ﬁaXN XN? %}%) + <R(’}ﬁ{>X§V)X5V7 %V) + <R<%\’7X5\/)X§V7 %@ + <R(VIIV>X§V)X5V’ %\’>
_ - %\’ Xl Xi %\’ . 2 1yl |2
= LG g gl AP

[y

~.

Veja que Y, e Xk sdo miltiplos.

Portanto,

4 7/
. 2 i 12
Ricyyr(Y (1) = Z |X5v\ ’}% - 1712 - X2 > 0,5e Ky > 0.

Consequentemente, ?:1L§,- (0) < 0, contradizendo o fato de que y tem comprimento
minimo.( Se Y\ 1% (0) > 0, Vi, entdo a geodésica y é ponto de minimo para o funcional
comprimento de arco).

Portanto, p; (M) Np;(M3) # 0.0
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3.2 Teorema Principal

A demonstracdo do teorema principal deste trabalho depende de uma sequencia de

resultados.

Para o que segue, seja p; : N x R — N a proje¢do sobre o primeiro fator e para uma dada

hipersuperficie fechada M C N x R, seja R, (y7) 0 raio extrinseco do conjunto p; (M) C N.

Teorema 3.3 . Sejam ¢ : M — N X R uma imersdo de uma hipersuperficie M fechada de
dimensdo m com curvatura média limitada |Hy| < Ho, onde N é uma variedade riemanniana
com um polo xo e curvaturas seccionais radiais limitadas Ky < c e py : N = R a fungcdo

distancia em xo. Suponha que py(M) C By(5;) se ¢ = k%. Entdo:

n-|Hol > (n—1) - u(Ry, (u1))-

Prova. Seja ¢ : M — N x R uma imersdo isométrica. Considere a fungdo distdncia p(x) =
dist(xo,x) ao polo xg € N, g: N x R — R uma fungdo diferencidvel dada por g(x,7) = p3(x) e
defina f=go @ : M — R. Veja que f > 0 € diferencidvel sobre M. Pelo teorema de Green temos

que:

2y of _
/MfAngradﬂ dM_/aMfavd(o'?M)_O

( pois M = 0). v := normal unitdria exterior a M ao longo de dM.
Isto implica que existe um subconjunto @ # S C M tal que para algum ponto x € S temos Af< 0
(f>0,|gradf]* > 0).

Entdo se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de 7,M temos que:
0> Af = tr(Hessf)(ei,e)
n
= ) Hessf(x)(ei,e:)
i=1

n n
= Y Hessg(@(x))(ei,ei) + (gradg, Y a(ei,e;))
i=1 i=1
Escolhamos agora uma base ortonormal {ey, ...,e,} de T,M do seguinte modo.

Tomemos {e>,...,e, } tangentes a esfera dBy(p(x)) de raio p(x) = pn(@(x)).

Considerando uma base ortonormal em coordenadas polares para TyyN,
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{grad py, &‘992, . a o }, temos que a escolha dessa base ortonormal em 7,M ¢ dada por:

; + (e1, grad py) grad py

Calculando Hessg obtemos:

Hessg(X,X) = (Vxgradg,X)
(Vx(pn gradpy + py gradpy), X)
= (Vx2pwygradpy, X)
(X(2pw)gradpy + 2pnVx gradpy, X)
= (2X(py)gradpy +2pyVx gradpy, X)
(gradpy, X) gradpy + 2 pyVx gradpy, X)

(2
= 2(gradpy,X)” + 2py Hesspw(X, X)

Donde temos

2 (ey,gradpy)?,sei=1
Hessg(ei, ei) =

2 pyHesspn(ej, e;),se i > 2

Temos também

<gradg=a(X7X)> = <2pNgrade7a(XaX)> = 2pN<grade7a(XaX)>'

Portanto, para x # xo € S temos que

0> Aflx) = ;Hessg(q)(x))(ei,ei)+<gradg,i‘10¢(€ivei)>

> 2(ey,gradpy)® +2 (n— 1)pyHesspy(es, e;) +2 py(gradpy, nﬁm

> 2(e1,gradpy)>+2 (n— 1)pyHesspy(ei, ;) +2n py(gradpy, H )

> 2(ey,gradpy)? 42 (n— 1)pyHesspy(ei,e;) +2n py{gradpy, ﬁM) —2npy|Ho
> 2(ey,gradpy)* +2(n— 1)pyHesspy(ei, e;) —2npy |Ho|

> 2(n—1)pnu(pn) —2npy|Ho|

Assim, obtemos

2npn|Ho| = 2(n—1)pwy 1(pN)
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Portanto

n|Ho|

(AVARRN AV
)
I |
— —
T T
2

S

Seja M uma variedade riemanniana e Q C M um aberto conexo arbitrdrio. Definimos o

Tom Fundamental 1*(Q) de Q por:

)L* . fQ ’Vf|2
(Q) = inf{ f€ Hy(@\{0}} = inf } ()
Jol?
onde H)(Q) é o completamento de Cg () com respeito a norma H(pHH1 = [0 0>+ [o|Vo|*.

De acordo com isso, como L(R") = [0,0) e X(H"(—k?)) = [M,w),como podemos ver

em [BESSA & MONTENEGRO 2003] temos que A*(R") =0 e A*(H"(—k?)) = w.

Segue dos trabalhos de Barbosa-Kenmotsu-Oshikiri em [BARBOSA, KENMOTSU &
0. 1991] e Salavessa em [SALAVESSA 1989], que se um grafico inteiro de uma func¢do
diferencidvel f: H" — R tem curvatura média constante H entdo |H| < % Por outro lado,
Bessa e Montenegro em [BESSA & MONTENEGRO 2007] mostraram com o teorema abaixo
que hipersuperficies compactas imersas em N X R, onde N é uma variedade Riemanniana n
dimensional com polo e curvaturas seccionais radiais Ky < —k> < 0, satisfaz |H| > @ :
Teorema 3.4 . Seja N uma variedade riemanniana completa de dimensdo n com um polo e
curvatura seccional radial limitada superiormente Ky < —k* < 0 (k > 0). Seja M C N x R uma

imersdo de uma hipersuperficie com curvatura média constante H. Entdo

> 2 fa ),

Em particular,
(n—1)-k

h(NxR) >
(VxR) 2 =

Prova. Pelo teorema anterior, temos que:

nlHy| > (n—1)u(Ry ()
—1)-k-coth(k-R, (M))

AV

—~
S S
I

[E—

~—

o

Portanto,
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Veja agora que como h(N X R) = infyc z(vxr){|Hml} . € (”_T])k < |Hp| entdo segue da
definicdo de infimo que
(n—1)k

h(NxR) >
(VxR) =

.0

Podemos agora enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 3.5 . Seja N uma variedade riemanniana completa de dimensdo n com um polo e
curvatura seccional radial limitada superiormente Ky < —k* <0 (k>0). SejaM C N xR uma

hipersuperficie compacta imersa com curvatura média constante Hyy. Entdo:

R

() = COthil(

" |Hul)
(n—1)-k "M
Em particular, se M; C N x R é uma sequéncia de hipersuperficies fechadas imersas com

(n—1)-k

curvaturas médias constantes Hy;. — entdo o raio extrinseco R, (M;) — oo.

Prova: Pelo teorema anterior temos que
n|Hy| > (n—1)-kcoth(k-R, )
Assim temos:

n-|Hy|

coth (k-Ry, (M)) < )k

Como coth™! é uma funcdo decrescente temos que

_1, - |Hu|
k'Rpl(M) ZCOI]’Z (m)
Portanto,
n-|Huyl

1 _
Ry ) > %coth 1(

(n—1) -k)'

Agora, se M; C N x R é uma sequéncia de hipersuperficies fechadas imersas com curvaturas

médias constantes, entao temos:

n- |HMi|

K T

1 _
pi(M;) = %coth 1(

(n—1)k

n

n- HMi‘

m) = COl’h_l(l) = +°°

Fazendo |Hy,| — , temos que coth™ ! (

Portanto, R, (M;) — oo.
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