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LUIZ ANTONIO TAUMATURGO MORORÓ
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RESUMO

A utilização de vigas laminadas de parede fina nas Engenharias Aeronáutica, Civil, Mecânica

e Naval tem crescido bastante nos últimos anos, devido a suas elevadas relações rigidez/peso

e resistência/peso. Esses elementos estruturais normalmente apresentam paredes finas devido

à alta resistência dos materiais compósitos. Outra caracterı́stica importante é que, mesmo sem

apresentar grandes deformações e sem que o limite elástico do material seja ultrapassado, estas

vigas apresentam comportamento não linear geométrico devido à sua elevada esbeltez, acarre-

tando em grandes deslocamentos e rotações. Dependendo da laminação utilizada, as vigas de

materiais compósitos podem apresentar diversos acoplamentos entre esforços e deformações,

tornando a sua análise bem mais complexa do que a análise de vigas de material isotrópico.

Neste trabalho, foram desenvolvidos dois elementos finitos de pórtico espacial para análise não

linear geométrica de vigas laminadas de parede fina. As propriedades seccionais da viga são

avaliadas através de teorias de vigas laminadas de parede fina apropriadas, em que desprezam-

se os efeitos do empenamento e do cisalhamento transversal. Tais teorias de vigas laminadas

conduzem a uma matriz constitutiva 4x4, onde diferentes nı́veis de acoplamento entre esforços

e deformações de viga são considerados, por exemplo, pode-se obter uma matriz constitutiva

diagonal ou cheia. A abordagem corrotacional independente do elemento é utilizada para o

tratamento de grandes deslocamentos e rotações de corpo rı́gido no espaço. No âmbito lo-

cal, são utilizados dois elementos, um baseado na teoria linear e outro na descrição Lagran-

geana Total. O tratamento matemático das grandes rotações no espaço é realizado por meio

do tensor das rotações (fórmula de Rodrigues), juntamente com o conceito do pseudovetor.

As implementações dos elementos finitos propostos neste trabalho são realizadas no software

de código aberto FAST. A metodologia de trabalho segue o roteiro clássico de métodos com-

putacionais, incluindo formulação, implementação, verificação e validação dos resultados. A

verificação é realizada através dos modelos tridimensionais de elementos finitos de casca e

sólido desenvolvidos no software comercial ABAQUS. A validação é realizada por meio da

comparação com resultados de ensaios experimentais encontrados na literatura. No que diz res-

peito à avaliação das propriedades seccionais, pode-se verificar uma ótima concordância entre

as teorias de vigas laminadas adotadas neste trabalho e os resultados numéricos e de ensaios

experimentais, para todas as laminações e carregamentos considerados. No caso dos elemen-

tos de pórtico espacial, verificou-se uma ótima concordância entre os resultados dos elementos

finitos propostos neste trabalho e os resultados analı́ticos e computacionais disponı́veis na litera-

tura. Observa-se também que o elemento baseado na descrição Lagrangeana é mais eficiente do

que o elemento baseado na teoria linear no que tange à capacidade de apresentar uma resposta

satisfatória com uma malha menos refinada.

Palavras-chave: Materiais compósitos. Vigas de parede fina. Elemento de pórtico espacial.

Formulação corrotacional. Não linearidade geométrica.



ABSTRACT

The use of thin walled laminate beams in Aeronautical, Civil, Mechanical and Naval Enginee-

ring is increasing in the last years. This is due to their high stiffness/weight and strength/weight

ratios. Composite beams and other structural elements tend to have thin walls due to the elevated

strength of the material. Other important aspect is that, even without reaching large strains and

without overcoming the elastic limit of the material, such beams present geometric nonlinear

behavior due to high their slenderness, leading to large displacements and rotations. Depen-

ding on the composite layup, the beams of composite materials can present several couplings

between generalized stresses and strains, requiring a more complex analysis procedure when

compared to isotropic beams. In this work, two three-dimensional space frame finite elements

that can be used to analyze composite thin-walled beams subjected to geometric non-linearity

were developed. The cross-section properties of the beams are evaluated through suitable thin

walled beam theories, where the effects of the warping and transverse shear are neglected. Such

theories yield a 4x4 constitutive matrix for the laminate and different levels of coupling between

generalized stresses and strains can be considered. Depending of such couplings, the constitu-

tive matrix can either be full or diagonal. The element independent corotational approach was

used in order to consider large displacaments and rigid body rotations in space. In the local

coordinate system, two elements are used, one based on the linear strain theory and the other

on the Total Lagrangian formulation. The mathematical treatment of the large rotations in the

space is performed by means of the rotation tensor (Rodrigues’s formula) in conjunction with

the concept of the pseudovector. The computational implementations of the two finite elements

proposed in this work were done in the open source software FAST (Finite Element Analysis

Tool). The methodology used follows the classical steps used in computational methods, in-

cluding formulation, implementation, verification and validation of results. Such verification is

accomplished through shell and solid three-dimensional finite element models developed in the

ABAQUS commercial software. The validation is performed by means of comparison with the

experimental results found in literature. Regarding the evaluation of cross-sectional properties,

one can observe a good agreement between the laminated beam theories adopted in this work

and numerical and experimental results for all composite layups and load conditions conside-

red. In the case of space frame elements, a good agreement is obtained between the results of

finite elements proposed in this work and the analytical and computational results available in

the literature. It is also observed that the element based on the Lagrangian formulation is more

efficient than the element based on the linear theory regarding the ability to provide a satisfatory

response with a less refined mesh.

Keywords: Composite materials. Thin walled beams. Three-dimensional space frame finite

element. Corrotacional formulation. Geometric nonlinearity.
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Figura 1 – Tipos de lâminas reforçadas por fibras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Figura 11 – Esforços resultantes por unidade de comprimento. . . . . . . . . . . . . 41

Figura 12 – Seção transversal do segmento i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Figura 13 – Segmento ds da seção circular vazada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 14 – Identificação dos segmentos da seção transversal. . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 15 – Sistemas de coordenadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Figura 16 – Corte longitudinal de uma viga de seção fechada. . . . . . . . . . . . . . 58

Figura 17 – Rotações da seção no corte longitudinal. . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Figura 18 – Coordenadas do ponto ci e orientação do segmento (ângulo αi). . . . . . 60
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4.1 Grandes rotações no espaço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.1.1 Tensor das rotações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.1.2 Pequenas rotações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.2 Formulação corrotacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2.1 Equações de equilı́brio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.2.2 Atualizações dos deslocamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.2.3 Mudança de variável de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.2.4 Matriz de projeção . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.3 Vetor de forças internas e matriz de rigidez tangente . . . . . . . . . . . . . . 108

5 ELEMENTOS LOCAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.1 Formulação do elemento CRTL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.1.1 Discretização por elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.1.2 Vetor de forças internas e matriz de rigidez tangente do elemento . . . . . . . . 120

5.2 Formulação do elemento CRL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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1 INTRODUÇÃO

Materiais compósitos resultam da combinação de dois ou mais materiais, em uma

escala macroscópica, com o objetivo de obter um novo material melhor que cada uma das

suas partes isoladamente.2,8,9 Para projetos estruturais onde se buscam elevadas relações ri-

gidez/peso e resistência/peso, os materiais compósitos mais utilizados são os reforçados por

fibras (Fiber Reinforced Composites). Estes materiais apresentam excelentes caracterı́sticas

mecânicas como resistência, rigidez, resistência à fadiga, resistência à corrosão.8

No presente trabalho, utilizam-se os compósitos laminados reforçados por fibras

unidirecionais. Esses materiais são formados por uma sequência de lâminas (camadas) com-

postas por um conjunto de fibras de alta resistência imersas em uma matriz polimérica. Cada

lâmina isolada apresenta comportamento ortotrópico, com rigidez e resistência maiores na

direção das fibras. Por outro lado, o laminado pode apresentar comportamento anisotrópico,

devido à presença de lâminas com diferentes orientações, causando acoplamento entre esforços

e deformações que não estão presentes no caso de vigas de material isotrópico.

Tirando partido da ortotropia de cada lâmina, os compósitos laminados podem ser

fabricados de maneira a obter a máxima vantagem em cada situação especı́fica. Isso pode

ser obtido colocando-se a direção das fibras ao longo das direções mais solicitadas. Isso é

impossı́vel de ser alcançado utilizando materiais isotrópicos, uma vez que tais materiais têm

comportamento igual em todas as direções, havendo resistência disponı́vel em todas as direções,

mesmo naquelas onde as solicitações são baixas. Dessa forma, vários trabalhos tratam do uso

de técnicas de otimização no projeto de estruturas laminadas.10–12

A utilização de vigas laminadas de parede fina nas Engenharias Aeronáutica, Ci-

vil, Mecânica e Naval tem crescido bastante nos últimos anos, devido a suas elevadas relações

rigidez/peso e resistência/peso. Esses elementos estruturais normalmente apresentam paredes

finas devido à alta resistência dos materiais compósitos reforçados por fibras. Outra carac-

terı́stica de tais vigas, mesmo sem apresentar grandes deformações e sem que o limite elástico

do material seja ultrapassado, é o seu comportamento geometricamente não linear devido à sua

elevada esbeltez, acarretando em grandes deslocamentos e rotações no espaço. Dependendo da

laminação utilizada, as vigas de materiais compósitos podem apresentar diversos acoplamentos

entre esforços e deformações, tornando a análise destas vigas bem mais complexa do que a

análise de vigas de material isotrópico.

Como exemplo concreto da aplicação deste material, têm-se as pás de aerogera-

dores e helicópteros, os perfis laminados fabricados por extrusão, os risers compósitos, que

são tubulações usada para produção e extração de petróleo em águas profundas, dentre outras

aplicações.

Os risers estão submetidos, predominantemente, à atuação conjunta de pressão in-

terna e externa, força normal, momento torçor e flexão oblı́qua.13 As ações podem ter caráter

estático ou dinâmico. Risers metálicos têm sido usualmente utilizados, contudo, o uso dessa
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solução em águas profundas pode ficar comprometido devido ao peso elevado do aço, tornando

a exploração e produção de petróleo offshore economicamente inviáveis. Devido a isto, tem

crescido o interesse na aplicação em risers compósitos.11,12,14

O projeto de vigas laminadas de parede fina requer a determinação dos desloca-

mentos, esforços e tensões para os diversos carregamentos atuantes. Estruturas laminadas

normalmente são analisadas utilizando elementos finitos sólidos ou de casca, pois permitem

a representação de qualquer laminação, bem como a consideração de todos os possı́veis aco-

plamentos entre esforços e deformações. Contudo, o uso dessa abordagem não é viável para

algumas estruturas, por exemplo, as exemplificadas anteriormente, devido ao seu grande com-

primento. Neste caso, a malha de elementos finitos teria que ser refinada o bastante para cap-

turar estados de tensão e deformação em determinadas regiões para, por exemplo, verificar a

segurança da estrutura através de critérios de resistência.

Essa abordagem apresenta alguns problemas sérios, pois a malha possui um número

muito grande de graus de liberdade, acarretando num custo computacional elevado e dificul-

tando a modelagem geométrica e geração da malha.15 Esses problemas são amplificados quando

somados aos efeitos dos grandes deslocamentos e rotações.

Assim, para estruturas de grande porte, principalmente, as de materiais compósitos,

utiliza-se a abordagem de análise global-local. Segundo Voleti et al.,15 analisar estruturas de

grande porte usando o Método dos Elementos Finitos (MEF) requer técnicas especiais para che-

gar a resultados confiáveis e dentro de tempos computacionais razoáveis. A análise global-local

através de elementos finitos refere-se a um conjunto de técnicas destinadas à reduzir o esforço

computacional. Há outras técnicas para realização da análise global-local em que combinam-se

outros métodos numéricos, como elementos de contorno e diferenças finitas.16

Mais uma vez, tomando os risers como exemplo, a abordagem global-local pode

ser aplicada a tal estrutura. Inicialmente, faz-se uma análise global com o uso de elementos de

pórtico para obtenção de deslocamentos, rotações e esforços internos. Em seguida, a partir dos

dados da análise precedente, modelos locais mais refinados, utilizando elementos finitos sólidos

ou de casca, são empregados para o cálculo das tensões e deformações em regiões crı́ticas da

estrutura. Nota-se que esta abordagem realizada em dois nı́veis (global e local) é uma forma

de abordagem multi-escala.17 Na literatura, encontram-se diversos trabalhos que utilizaram tal

abordagem para analisar risers compósitos.13,18,19

Para uma gama de casos práticos, a análise linear fornece uma avaliação imprecisa

da estrutura. Há casos em que a carga de ruı́na da estrutura é superestimada ou subestimada para

um dado nı́vel de carga. Desta maneira, para realizar uma avaliação mais realista da estrutura,

é necessário incluir os efeitos não lineares na análise estrutural.

Na análise linear, assume-se que os deslocamentos e deformações sofridos pela

estrutura devido ao carregamento externo são pequenos. Isso implica que o deslocamento é

uma função linear das forças aplicadas, a determinação da matriz de rigidez e do vetor de forças

internas do elemento são obtidos através da configuração indeformada (conhecida) do corpo e
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a matriz que relaciona deformação e deslocamento é independente dos deslocamentos.20

Contudo, no caso de estruturas que sofrem grandes deslocamentos, mesmo sem

apresentar grandes deformações e sem que o limite elástico do material seja ultrapassado, deve-

se utilizar equações não lineares de equilı́brio da estrutura. Neste caso, as equações de equilı́brio

devem ser escritas na configuração deformada (desconhecida) da estrutura.20

Nos problemas geometricamente não lineares de estruturas é comum o uso das

abordagens Lagrangeana Total e Atualizada. Na abordagem Lagrangeana Total, as variáveis

estáticas e cinemáticas da configuração desconhecida são referidas à configuração inicial da es-

trutura. Por outro lado, na abordagem Lagrangeana Atualizada, todas as variáveis são referidas

à última configuração de equilı́brio da estrutura.20,21

Diversos trabalhos tratando da análise não linear de vigas laminadas tem sido pu-

blicados nos últimos anos. Bhaskar e Librescu22 propuseram um elemento finito baseado na

descrição Lagrangeana Total considerando os efeitos da deformação de cisalhamento transver-

sal e do empenamento para analisar vigas anisotrópicas de parede fina. Eles aplicaram esse ele-

mento finito para avaliar vigas de seção aberta e fechada. Seguindo a mesma linha de Bhaskar e

Librescu,22 Vo e Lee4 propuseram um elemento de pórtico espacial baseado nas deformações de

von Kármán (tensor de deformação de Green-Lagrange) para analisar vigas caixão. Os autores

avaliaram a influência da laminação e dos acoplamentos. Posteriormente, os autores refinaram

tal elemento para considerar o efeito do cisalhamento transversal.5

Fraternali e Feo23 propuseram um elemento finito de pórtico espacial para analisar

vigas laminadas de parede fina. Tal elemento é formulado por meio da teoria de Vlasov e

capta pequenas deformações e rotações moderadas. Os autores avaliaram apenas vigas de seção

aberta.

Cardoso et al.24 e Omidvar e Ghorbanpoor25 propuseram um elemento finito espa-

cial baseado na descrição Lagrangeana Atualizada para analisar vigas laminadas de parede fina.

Os autores analisaram apenas vigas de seção aberta. Nestes trabalhos, o efeito do empenamento

também foi considerado.

Saravia et al.26 apresentaram uma formulação geometricamente exata para anali-

sar vigas laminadas de parede fina, cujo tratamento das grandes rotações no espaço é realizado

por meio de parametrizações em termos dos spins (matriz antissimétrica). Tal formulação con-

duz matriz de rigidez tangente não simétrica. Tal elemento finito é dependente do caminho

(path dependent) e não invariante (non-invariant), e baseia-se no tensor das deformações de

Green-Lagrange. É importante notar que um elemento finito é dito invariante quando possui a

capacidade de não apresentar deformação quando submetido à deslocamento de corpo rı́gido.27

Tal terminologia surgiu com o crescimento das formulações geometricamente exatas (geome-

trically exact).

Seguindo a mesma sistemática que Saravia et al.,26 Saravia et al.7 propuseram um

elemento finito de pórtico espacial para analisar vigas laminadas de parede fina. Nesse trabalho,

a matriz de rigidez tangente é obtida por meio da parametrização das rotações finitas com o



14

vetor das rotações totais e o elemento finito é independente do caminho (path independent) e

invariante (invariant).

Machado e Cortı́nez28 propuseram uma formulação para analisar vigas lamina-

das de parede fina de seção aberta e fechada. Salienta-se que tal modelo considera apenas

laminações simétricas balanceadas. O empenamento é considerado.

A eficácia da aplicação dos elementos finitos de pórtico das referências supracitadas

depende de uma avaliação cuidadosa da relação constitutiva da viga laminada. Tal relação é de

difı́cil obtenção, devido à geometria da seção e ao esquema de laminação de cada segmento da

seção transversal. Outra dificuldade verificada nas formulações citadas anteriormente é a não

separação explı́cita das grandezas cinemáticas das propriedades seccionais da viga.

Uma abordagem comumente utilizada para analisar vigas laminadas de parede fina

é determinar as propriedades seccionais equivalentes (EA, EIy, EIz, EIyz e GJ) por meio de

alguma técnica, por exemplo, Homogeneização29 e a abordagem apresentada por Massa e Bar-

bero,30 e empregá-las nos elementos finitos de pórticos convencionais. Uma das vantagens

dessas abordagens reside no fato de poder utilizar softwares de análise comerciais sem gran-

des alterações, além de resultarem em expressões analı́ticas simples de fácil aplicação. Porém,

neste tipo de abordagem, desprezam-se os efeitos dos possı́veis acoplamentos entre os esforços

e deformações da viga.

No entanto, há teorias que consideram todos os possı́veis acoplamentos de viga,

como a abordagem proposta por Kollar e Pluzsik.31 Esta abordagem é baseada na Teoria Clássica

de Laminação e os efeitos do empenamento e do cisalhamento transversal são desprezados. Mo-

roró et al.32 propuseram um elemento de pórtico espacial baseado nesta teoria e aplicaram-no

na análise linear de vigas caixão e perfil I.

Os elementos finitos para análise não linear de vigas laminadas supracitados são ba-

seados nas formulações Lagrangeanas Total e Atualizada. Contudo, pesquisas vêm mostrando,

gradativamente, que a formulação chamada corrotacional vem ganhando forte apelo quando

se trata de pórticos e cascas submetidos a grandes deslocamentos e rotações, mas a pequenas

deformações.33 O principal atrativo desta formulação é a possibilidade da exclusão da não linea-

ridade geométrica do âmbito local do elemento. A parcela não linear é incorporada na matriz de

transformação que relaciona os parâmetros locais e globais, que não dependem dos detalhes das

formulações dos elementos locais. Tal abordagem é bastante vantajosa, pois elementos lineares

e não lineares tradicionais podem ser facilmente adaptados para análise não linear geométrica.

Dentre as formulações corrotacionais da literatura, a mais atrativa e por isso a mais

difundida atualmente é a caracterizada como independente do elemento.33 Desde sua criação,

esta formulação tem sido aperfeiçoada por diversos autores.34–37

Desta forma, a abordagem corrotacional permite a separação explicita das grandezas

cinemáticas das propriedades seccionais da viga laminada. No âmbito local da abordagem

corrotacional, pode-se utilizar elementos lineares, como o proposto por Mororó et al.,32 cujo

tratamento matemático é menos complexo do que as formulações dos elementos finitos não
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lineares mencionadas anteriormente. Assim, o tratamento das complexidades que o compósito

laminado possui, principalmente a consideração dos acoplamentos entre esforços e deformações

da viga, são tratados no âmbito local da formulação corrotacional. É importante salientar que os

elementos finitos não lineares baseados na descrição Lagrangeana mencionados anteriormente,

podem ser utilizados também no âmbito local da abordagem corrotacional.

Ressalta-se que, na revisão bibliográfica realizada, não foram detectadas trabalhos

que utilizam a abordagem corrotacional para análise de vigas laminadas de parede fina. Na ver-

dade, verifica-se que a grande maioria dos trabalhos sobre análise não linear de vigas laminadas

é restrita apenas ao caso de rotações moderadas.

Portanto, o desenvolvimento de elementos finitos de pórtico espacial para análise

de vigas laminadas de parede fina submetida a grandes deslocamentos e rotações no espaço é

um tema de grande interessante, devido à simplicidade de discretização e baixo custo computa-

cional, quando comparado com o uso de elementos de casca ou sólido laminados.

Com base no que foi exposto, o objetivo geral deste trabalho é formular elementos

de pórtico espacial para análise não linear geométrica de vigas laminadas de parede fina capazes

de considerar grandes deslocamentos e rotações.

Devido às complexidades analı́ticas e numéricas desses elementos finitos, os obje-

tivos especı́ficos deste trabalho incluem:

a) Empregar as teorias de vigas laminadas para determinação da relação constitu-

tiva da viga laminada de parede fina.

b) Aplicar as teorias de viga para seções transversais do tipo caixão e circular.

c) Avaliar as teorias de vigas laminadas por meio de comparações numéricas para

diferentes esquemas de laminação.

d) Desenvolver elementos locais baseados na teoria linear de vigas e na descrição

Lagrangeana Total.

e) Empregar a abordagem corrotacional independente do elemento de forma a per-

mitir o tratamento dos grandes deslocamentos e rotações no espaço.

f) Verificar a acurácia dos elementos propostos por meio de exemplos numéricos.

A fim de atingir os objetivos acima destacados, a metodologia de trabalho seguiu o

roteiro clássico de métodos computacionais, incluindo formulação, implementação, verificação

e validação dos resultados. A verificação inclui a comparação com outros modelos matemáticos

(elementos finitos 3D), enquanto a validação trata da comparação com resultados experimentais.

É utilizada a abordagem corrotacional independente do elemento para o tratamento

dos grandes deslocamentos e rotações de corpo rı́gido no espaço. No âmbito local, foram de-

senvolvidos dois elementos: um baseado na teoria linear32 e outro na descrição Lagrangeana
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Total (rotações moderadas). O tratamento matemático das rotações finitas no espaço é reali-

zada por meio do tensor das rotações (ou fórmula de Rodrigues), juntamento com o conceito de

pseudovetor.38

Assim, com o uso da abordagem corrotacional independente do elemento fica evi-

dente a separação das duas complexidades do problema: a determinação das propriedades secci-

onais da viga laminada (relação constitutiva), juntamente com todos os possı́veis acoplamentos

entre esforços e deformações; e o tratamento dos grandes deslocamentos e rotações no espaço.

As propriedades seccionais da viga são avaliadas por meio de teorias adequadas de

vigas laminadas de parede fina e são aplicadas apenas para vigas de seção fechada. No entanto,

as formulações apresentadas neste trabalho também podem ser utilizadas para vigas de seção

aberta, desde que o efeito do empenamento possa ser desprezado.

Os elementos finitos de viga laminada propostos neste trabalho foram implemen-

tados no software de código aberto FAST (Finite Element Analysis Tool) escrito em C++ que

utiliza a filosofia de Programação Orientada a Objetos. Atualmente, o FAST encontra-se em

desenvolvimento pelo grupo de Mecânica Computacional do Laboratório de Mecânica Compu-

tacional e Visualização (LMCV) da Universidade Federal do Ceará. As análises utilizando ele-

mentos finitos de casca ou sólido foram realizadas utilizando o software comercial ABAQUS.39

Utilizou-se também o software de programação MATLAB para implementar as me-

todologias de análise de vigas de parede fina apresentadas neste trabalho. Utilizou-se também

o software de programação matemática simbólica Maple para auxiliar na formulação dos ele-

mentos locais.

1.1 Organização da dissertação

Este trabalho está dividido em sete capı́tulos em que será contemplada primeira-

mente a Introdução, que trata da contextualização do problema, da justificativa e dos objetivos.

No Capı́tulo 2, explana-se sobre materiais compósitos reforçados por fibras. Ba-

sicamente, discorre-se sobre as principais caracterı́sticas do material e a sua macro-mecânica.

Apresenta-se também sobre a Teoria Clássica de Laminação, base das teorias para análise de

vigas laminadas apresentadas no capı́tulo seguinte.

No Capı́tulo 3, apresentam-se o cálculo das relações constitutivas de vigas lamina-

das de parede fina empregadas nos elementos finitos desenvolvidos nesta dissertação. Neste

capı́tulo também apresentam-se exemplos numéricos para verificação e validação das teorias de

vigas laminadas. São utilizadas vigas em balanço de seção caixão e circular.

No Capı́tulo 4, apresenta-se a abordagem corrotacional independente do elemento

para elementos de pórtico espacial. Neste capı́tulo também apresenta-se de forma detalhada o

tratamento matemático das grandes rotações no espaço.

No Capı́tulo 5, discutem-se as formulações dos elementos locais propostos neste

trabalho. No âmbito local do elemento corrotacional, utilizam-se dois elementos: um baseado
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na teoria de pequenos deslocamentos e outro na descrição Lagrangeana Total (rotações mode-

radas). Inicialmente, apresenta-se a formulação proposta do elemento local não linear baseado

no tensor de deformação de Gree-Lagrange, cujo grau de não linearidade é inserido apenas na

parcela de membrana. Por fim, é proposto o elemento baseado na teoria de pequenos desloca-

mentos, cuja formulação é apresentada como uma simplificação do elemento não linear local.

O Capı́tulo 6 contém as aplicações numéricas para verificação dos elementos pro-

postos. Neste capı́tulo, inicialmente, apresentam-se exemplos clássicos de estruturas isotrópicas

encontrados na literatura para verificar a capacidade do elemento em tratar grandes rotações no

espaço e a implementação realizada no software FAST. Por fim, são apresentados exemplos em

que se utilizam estruturas laminadas.

Por fim, o Capı́tulo 7 contém as conclusões obtidas neste trabalho e sugestões de

trabalhos futuros.
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2 MATERIAIS COMPÓSITOS LAMINADOS

Os elementos finitos de pórtico espacial propostos neste trabalho são desenvolvidos

utilizando as relações constitutivas obtidas pelas metodologias de análise de vigas laminadas de

parede fina apresentadas no próximo capı́tulo. Antes de apresentar tais teorias e as formulações

dos elementos finitos, neste capı́tulo, descrevem-se as principais caracterı́sticas dos materiais

compósitos laminados reforçados por fibras e sua macro-mecânica.

2.1 Fibras e matriz

Os materiais compostos ou compósitos são formados por dois ou mais materiais

combinados em escala macroscópica, visando obter um material com melhores proprieda-

des mecânicas do que as dos materiais que o compõem quando utilizados isoladamente.2,8,9

Apresentam ótimas caracterı́sticas mecânicas como resistência, rigidez, resistência à fadiga,

resistência à corrosão, dentre outras caracterı́sticas.8

Para projetos estruturais onde se buscam relações ótimas de rigidez/peso, bem como

resistência/peso, objetivando uma estrutura que atenda um nı́vel de segurança e apresente um

ótimo desempenho estrutural, os materiais compósitos mais utilizados são os reforçados por

fibras (Fiber Reinforced Composites). Esses compósitos são formados por dois materiais: as

fibras e as matrizes.

As fibras são as grandes responsáveis pela resistência e rigidez do material. Ressalta-

se que materiais em forma de fibras apresentam maior resistência e rigidez do que o mesmo

material numa forma volumétrica (bulk form). Por exemplo, uma placa de vidro comum apre-

senta, geralmente, valores de resistência à ruptura da ordem de 20 MPa. Já em forma de fibras,

o mesmo vidro apresenta resistência à ruptura de 2800 MPa a 4800 MPa em condições comer-

ciais, e em condições laboratoriais, essa fibra de vibro chega a cerca de 7000 MPa de resistência

à ruptura.8,29

A discrepância entre os valores de resistência do material na forma de fibras e sua

forma volumétrica é explicada pela presença de imperfeições ou falhas no material. Um bloco

de material possui um número de trincas inerentes ao processo de fabricação. Uma fibra de

vidro, por exemplo, é fabricada com diâmetros na faixa de 0.010 mm. Esse diâmetro diminuto

dificulta o desenvolvimento excessivo de trincas durante o processo de fabricação, fazendo com

que a resistência da fibra fique próxima à resistência máxima (teórica) do material definida pela

sua estrutura molecular.29 Isso explica os altos valores para as relações de resistência/peso e

rigidez/peso conseguidas com o uso de materiais em forma de fibras.8

As matrizes são geralmente empregadas na forma de resinas à base epóxi com custo

e resistência menores que as fibras.8 As matrizes são encarregadas de realizar funções primor-

diais, tais como: manter as fibras unidas no arranjo desejado de forma que elas trabalhem em

conjunto, contribuir para a resistência à flambagem de fibras comprimidas, atuar como um dis-

positivo de transferência de carregamento entre as fibras, além de protegê-las de agentes exter-
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nos.9 A penúltima caracterı́stica citada anteriormente é de grande importância, principalmente

quando uma fibra se rompe, pois a matriz auxilia na redistribuição dos esforços entre as fibras

intactas adjacentes.8

2.2 Lâmina e laminado

A lâmina (layer ou ply) é o elemento básico para a construção dos compósitos

laminados. Uma lâmina reforçada por fibras consiste de muitas fibras imersas em uma matriz.

As fibras podem ser contı́nuas ou descontı́nuas, unidirecionais ou bidirecionais, trançadas ou

com distribuição randômica, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 – Tipos de lâminas reforçadas por fibras.

Fonte: Reddy.9

Um laminado é uma coleção de lâminas empilhadas de tal forma que se alcance uma

rigidez e uma resistência desejável. Cada camada (lâmina) terá uma espessura e será orientada

de acordo com a direção principal das fibras, como ilustrado na Figura 2. Essa sequência de em-

pilhamento é chamada de esquema de laminação (lamination scheme ou stacking sequence).9

O desempenho estrutural dos compósitos laminados reforçados por fibras depende

do número de camadas, dos materiais e do esquema de laminação utilizado. O esquema de

laminação define o arranjo dos ângulos de orientação das camadas, por exemplo, [α/β/γ/.../ω],

onde α é a orientação das fibras da primeira camada, β é a orientação das fibras da segunda

camada e assim por diante. O ângulo de orientação é medido no sentido anti-horário a partir do

eixo x, conforme mostrado na Figura 3. A numeração das camadas é feita de baixo para cima,

no sentido positivo do eixo z, como ilustrado na Figura 4.
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Figura 4 – Esquema de laminação.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Encontra-se, comumente na literatura, a classificação para os compósitos em cross-

ply e angle-ply. Um laminado é denominado cross-ply, quando esse possui somente fibras ori-

entadas a 0o ou 90o. Assim, a laminação [0/90/0/90/0] corresponde a um laminado cross-ply

com cinco camadas. Quando o laminado possui uma laminação qualquer, em outras palavras,

se o laminado possuir pelo menos uma fibra orientada em um ângulo diferente de 0o ou 90o,

o laminado é denominado angle-ply. Por exemplo, [30/90/− 45/0] é um laminado angle-ply

com quatro camadas.

2.3 Macro-mecânica de uma lâmina

Conforme mencionado anteriormente, a lâmina é o elemento básico para a cons-

trução dos compósitos laminados. Portanto, o conhecimento do comportamento mecânico da

lâmina é essencial para entender o comportamento de estruturas laminadas reforçadas por fibras.

O comportamento da lâmina pode ser visualizado e analisado em diferentes nı́veis

e em diferentes escalas segundo as abordagens micro e macro-mecânica. A análise micro-

mecânica estuda as interações dos constituintes no nı́vel microscópico.2 Essa abordagem con-

sidera as propriedades diferentes das fibras e da matriz afim de obter as propriedades equiva-

lentes (médias ou efetivas) do compósito, bem como estudar os modos de falha de maneira a

determinar critérios de resistência para os compósitos.13 A modelagem micro-mecânica é bas-

tante ampla, utilizando desde conceitos simples como a Leis das Misturas até métodos mais

sofisticados baseados na Teoria da Elasticidade para determinação dos módulos de elasticidade

equivalentes.2,8

A abordagem macro-mecânica é utilizada para calcular deslocamentos, deformações,

esforços e tensões de elementos estruturais. Nessa abordagem, a lâmina é considerada ho-

mogênea e ortotrópica no sistema de coordenadas do material (x1,x2,x3), onde o eixo x1 é

orientado paralelamente às fibras fazendo uma ângulo θ com o eixo principal x, o eixo x2 é

coplanar e transversal às fibras e o eixo x3 é perpendicular à lâmina, como mostra a Figura 3.

Verifica-se experimentalmente que, em condições usuais de serviço e para cargas
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estáticas de curta duração, o comportamento mecânico dos laminados pode ser considerado

como linear-elástico.8 Neste caso, a relação tensão-deformação pode ser representada pela lei

de Hooke generalizada.8,9,29 Devido à ortotropia das lâminas, a relação entre deformações (εεε) e

tensões (σσσ) no sistema do material é dada por:8,9,29





ε1

ε2

ε3

γ23

γ31

γ12





=




S11 S12 S13 0 0 0

S12 S22 S23 0 0 0

S13 S23 S33 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S55 0

0 0 0 0 0 S66








σ1

σ2

σ3

τ23

τ31

τ12





⇒ εεε = Sσσσ (1)

onde S é a matriz de flexibilidade (compliance) do material, cujos coeficientes são dados por:8,9,29

S11 =
1

E1
; S12 =−

ν21

E2
=−

ν12

E1
; S13 =−

ν31

E3
=−

ν13

E1
; S22 =

1

E2

S23 =−
ν32

E3
=−

ν23

E2
; S33 =

1

E3
; S44 =

1

G23
; S55 =

1

G31
; S66 =

1

G12

(2)

Os ı́ndices aplicados nos coeficientes de flexibilidade devem-se à notação ε4, ε5 e

ε6 e σ4, σ5 e σ6 (notação de Voigt) usada para as deformações γ23, γ31 e γ12 e para as tensões

τ23, τ31 e τ12 de cisalhamento, respectivamente. As variáveis E1, E2 e E3 são os módulos de

elasticidade nas direções principais, enquanto ν12, ν21, ν13, ν31, ν23, ν32 são os coeficientes de

Poisson e G12, G13 e G23 são os módulos de elasticidade ao cisalhamento.

É importante notar que materiais elásticos ortotrópicos possuem apenas nove cons-

tantes independentes, pois os coeficientes de Poisson (νi j) devem satisfazer a relação:

νi j

Ei
=

ν ji

E j
(i, j = 1,2,3 e i 6= j) (3)

uma vez que a matriz S é simétrica (Si j = S ji).

Como a lâmina possui uma espessura pequena, normalmente admite-se que a lâmina

está sob um Estado Plano de Tensão (σ3 = τ23 = τ31 = 0).2,8,9 Logo, a relação deformação-

tensão dada pela Equação (1) torna-se:





ε1

ε2

γ12





=




S11 S12 0

S12 S22 0

0 0 S66








σ1

σ2

τ12





⇒ εεε1 = Sσσσ1 (4)

cujos coeficientes são definidos na Equação (2).

A inversão da Equação (4) resulta na relação tensão-deformação no sistema do ma-
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terial:





σ1

σ2

τ12





=




Q11 Q12 0

Q12 Q22 0

0 0 Q66








ε1

ε2

γ12





⇒ σσσ1 = Qεεε1 (5)

onde os coeficientes Qi j são calculados a partir das propriedades do material da lâmina e são

dados por:

Q11 =
E1

1−ν12 ν21
; Q12 =

ν12 E2

1−ν12 ν21
=

ν21 E1

1−ν12 ν21
; Q22 =

E2

1−ν12 ν21
; Q66 = G12 (6)

Observa-se que as equações escritas até o momento foram referidas ao sistema do

material (x1, x2, x3). Por outro lado, as equações que regem a solução do problema são escritas

no sistema de coordenadas global (x, y, z). Portanto, é necessário relacionar as componentes

de tensão e deformação nesses sistemas de coordenadas. A transformação de um sistema de

coordenadas para o outro é dado por:





x1

x2

x3





=




cosθ senθ 0

−senθ cosθ 0

0 0 1








x

y

z





⇒ x1 = Ax (7)

A transformação do campo de deslocamento u1, u2 e u3 é dada por:





u1

u2

u3





=




cosθ senθ 0

−senθ cosθ 0

0 0 1








u

v

w





⇒ u1 = Au (8)

sendo u1, u2 e u3 os deslocamentos segundo as direções x1, x2 e x3, e u, v e w os deslocamentos

nas direções x, y e z, respectivamente.

A partir das relações cinemáticas da Teoria da Elasticidade, as componentes de

deformações no plano, tanto no sistema de coordenadas global como no sistema do material

são dadas por:

εεε =





εx

εy

γxy





=





∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y
+

∂v

∂x





e εεε1 =





ε1

ε2

γ12





=





∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1





(9)

A partir das Equações (7), (8) e (9), pode-se demonstrar que as deformações podem
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ser transformadas através da relação:40





ε1

ε2

γ12





=




cos2 θ sen2 θ senθ cosθ

sen2 θ cos2 θ −senθ cosθ

−2senθ cosθ 2senθ cosθ cos2 θ− sen2 θ








εx

εy

γxy





⇒ εεε1 = Tεεε (10)

Utilizando o Princı́pio dos Trabalhos Virtuais (PTV), pode-se mostrar que a trans-

formação das tensões do sistema local para o sistema global é realizada através de:40

σσσ = Ttσσσ1 (11)

Finalmente, substituindo as Equações (5) e (10) na Equação (11), tem-se a relação

tensão-deformação no sistema de coordenadas global:

σσσ = Tt QTεεε ⇒ σσσ = Qεεε (12)

onde Q, chamada de matriz de rigidez transformada, é dada por:2,8

Q =




Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66


 (13)

Os coeficientes Qi j podem ser facilmente obtidos realizando o triplo produto matri-

cial Tt QT. Tais coeficientes são escritos da seguinte forma:

Q11 = cos4 θQ11 +2sen2 θ cos2 θ(Q12 +2Q66)+ sen4 θQ22

Q12 = (Q11 +Q22 −4Q66)sen2 θ cos2 θ+
(
sen4 θ+ cos4 θ

)
Q12

Q16 = (Q11 −Q12 −2Q66)senθ cos3 θ+(Q12 −Q22 +2Q66)sen3 θ cosθ

Q22 = sen4 θQ11 +2(Q12 +2Q66)sen2 θ cos2 θ+ cos4 θQ22

Q26 = (Q11 −Q12 −2Q66)sen3 θ cosθ+(Q12 −Q22 +2Q66)senθcos3 θ

Q66 = (Q11 +Q22 −2Q12 −2Q66)sen2 θ cos2 θ+
(
sen4 θ+ cos4 θ

)
Q66

(14)

2.4 Teoria Clássica de Laminação

A Teoria Clássica de Laminação (TCL) ou Teoria Clássica de Placas Laminadas

(TCPL) é uma extensão para compósitos laminados da teoria de placas delgadas com material

homogêneo de Kirchhoff. A TCL, a Teoria de Primeira Ordem de Laminação (ou Teoria das

Deformações de Cisalhamento de Primeira Ordem), dentre outras teorias, são derivadas da Te-

oria da Elasticidade tridimensional, onde hipóteses simplificadoras são feitas no que tange às

relações cinemáticas de deformação ou estados de tensões ao longo da espessura do laminado.9
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A partir dessas simplificações, o problema tridimensional passa a ser tratado como bidimensio-

nal.

A hipótese básica para esta teoria é que uma linha reta e perpendicular à superfı́cie

média da placa permanece reta e perpendicular à superfı́cie média da placa após a deformação

e não apresenta deformação na direção do seu eixo (inextensı́vel), como ilustra a Figura 5. A

partir desta hipótese, conclui-se que o deslocamento transversal é independente da coordenada

transversal z e as deformações εz, γxz e γyz são nulas.

Figura 5 – Indeformada e deformada de uma faixa de uma placa (hipótese de Kirchoff).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2.4.1 Relações entre deslocamentos e deformações

Considera-se uma placa de espessura total h composta por n lâminas ortotrópicas

com as coordenadas principais do material (xk
1, xk

2, xk
3) de uma lâmina genérica k orientada a um

ângulo θk em relação à coordenada x do laminado, como mostrado na Figura 6. A lâmina k é

localizada entre dois pontos z = zk e z = zk+1 na direção da espessura.

Devido a hipótese de pequenos deslocamentos e pequenas deformações, o campo

de deslocamento para qualquer ponto P da placa é dado por:

ux(x,y,z) = u0(x,y)+ zθy

uy(x,y,z) = v0(x,y)− zθx

uz(x,y,z) = w0(x,y)

(15)

onde u0, v0 e w0 são os deslocamentos do ponto P0 da superfı́cie média da placa nas direções x,

y e z, respectivamente, e θy e θz são as rotações das retas normais segundo os eixos coordenados

x e y, respectivamente. De acordo com a hipótese de Kirchhoff, tem-se que:

θx =
∂w0

∂y
e θy =−

∂w0

∂x
(16)
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Figura 6 – Placa laminada.
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Fonte: Adaptado de Reddy.9

onde as rotações serão positivas quando os vetores que as representam apontarem para o sentido

positivo dos eixos (regra da mão direita).

A partir das relações cinemáticas da Teoria da Elasticidade, têm-se as deformações

em qualquer ponto da placa:

εεε =





εx

εy

γxy





=





∂ux

∂x

∂uy

∂y

∂ux

∂y
+

∂uy

∂x





=





∂u0

∂x

∂v0

∂y

∂u0

∂y
+

∂v0

∂x





+ z





−
∂2w0

∂2x

−
∂2w0

∂2y

−2
∂2w0

∂x∂y





(17)

Pode-se verificar que as deformações são compostas de duas parcelas. A primeira

parcela corresponde às componentes de membrana (deformações da superfı́cie média do lami-

nado), e a segunda parcela corresponde às deformações de flexão. A Equação (17) pode ser
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escrita, simbolicamente, na forma compacta:

εεε = εεεm + zκκκ (18)

onde εεεm são as deformações de membrana e κκκ, as curvaturas da superfı́cie média da placa.

2.4.2 Relações entre esforços e deformações

No caso de placas é mais conveniente trabalhar com os esforços por unidade de

comprimento do que utilizar diretamente as tensões. Utilizando-se a Equação (12), as tensões

em um lâmina genérica k podem ser escritas como:

σσσk = Q
k
εεεk (19)

A partir das Equações (18) e (19), as forças e momentos resultantes por unidade

de comprimento (tensões generalizadas) são obtidos por integração das tensões ao longo da

espessura do laminado. Assim,

N =





Nx

Ny

Nxy





=
∫ h/2

−h/2





σx

σy

τxy





dz =
n

∑
k=1




Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33




k

∫ zk

zk+1








εx

εy

γxy





+ z





κx

κy

κxy






dz




M =





Mx

My

Mxy





=
∫ h/2

−h/2





σx

σy

τxy





zdz =
n

∑
k=1




Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33




k

∫ zk

zk+1


z





εx

εy

γxy





+ z2





κx

κy

κxy






dz




(20)

Vale ressaltar que embora as componentes das deformações sejam contı́nuas ao

longo da espessura (Equação 18), as componentes de tensão podem não ser contı́nuas entre

as lâminas. Isto ocorre porque as deformações dependem apenas das relações cinemáticas

(Equação 17), enquanto as componentes de tensão dependem da matriz Q que pode variar

de uma lâmina para outra. Na Figura 7, ilustra-se uma variação hipotética da deformação e da

tensão ao longo da espessura do laminado.

A realização das integrações da Equação (20) conduz a:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 A16 B11 B12 B16

A12 A22 A26 B11 B22 B26

A16 A26 A66 B16 B26 B66

B11 B12 B16 D11 D12 D16

B12 B22 B26 D11 D22 D26

B16 B26 B66 D16 D26 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(21)
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Figura 7 – Variação de deformação e tensão ao longo da espessura do laminado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde:

Ai j =
n

∑
k=1

Q
k
i j (zk+1 − zk) =

n

∑
k=1

= Q
k
i j tk

Bi j =
n

∑
k=1

Q
k
i j

(
z2

k+1 − z2
k

)

2
=

n

∑
k=1

Q
k
i j tk zk

Di j =
n

∑
k=1

Q
k (

z3
k+1 − z3

k

)

3
=

n

∑
k=1

Q
k
i j

(
t3
k

12
+ tk z2

k

)
(22)

Nesta equação, o parâmetro tk representa a espessura da lâmina k e zk representa a distância do

centro da lâmina k ao centro do laminado (Figura 6).

A Equação (21) também pode ser escrita na forma compacta:

{
N

M

}
=

[
A B

B D

]{
εεεm

κκκ

}
⇒ σσσ = Cεεε (23)

onde σσσ e εεε correspondem às tensões generalizadas (esforços internos) e às deformações genera-

lizadas do laminado, respectivamente. A sub-matriz A representa a rigidez de membrana, a sub-

matriz D representa a rigidez à flexão e a sub-matriz B representa o acoplamento membrana-

flexão.

2.4.3 Influência do esquema de laminação

As Equações (21) a (23) mostram que, para um laminado em geral, todos os ter-

mos da matriz C que relacionam os esforços e deformações podem ser não nulos. Portanto,

diversos acoplamentos entre esforços e deformações podem ocorrer. Entretanto, alguns desses
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acoplamentos são indesejáveis. Por exemplo, um elemento estrutural laminado que apresenta

desacoplamento entre membrana e flexão tende a não torcer ou fletir com a variação térmica

presente no processo de fabricação (diferença entre a temperatura de cura e a temperatura de

utilização).8,9

A seguir, discute-se como alterações feitas no esquema de laminação influenciam

no comportamento mecânico da placa laminada. A ênfase é posta em laminados cujas carac-

terı́sticas são semelhantes às laminações utilizadas no decorrer deste trabalho. Daniel e Ishai,2

Jones,8 Reddy9 e Mendonça29 apresentam estudos mais detalhados sobre casos especiais de

laminados e sua influência na matriz C.

2.4.3.1 Laminados simétricos

O laminado é simétrico quando apresenta esquema de laminação, materiais e es-

pessura de camadas simétricas em relação à superfı́cie média. Por exemplo, a laminação

[45/90/0/0/90/45] representa um laminado angle-ply simétrico. Do mesmo modo, uma la-

minado com número ı́mpar de camadas pode ser simétrico, por exemplo [90/0/90/0/90], no

qual a superfı́cie média divide a camada do meio em duas. Uma consequência dessa simetria é

a ausência de acoplamento membrana-flexão, que resulta de B nulo. Para esse tipo de laminado,

a Equação (21) torna-se:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 A16 0 0 0

A12 A22 A26 0 0 0

A16 A26 A66 0 0 0

0 0 0 D11 D12 D16

0 0 0 D11 D22 D26

0 0 0 D16 D26 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(24)

Isso ocorre porque para cada valor de z positivo no somatório da Equação (22)

existe um valor negativo correspondente. As tensões generalizadas para um laminado simétrico,

em geral, têm a mesma forma que placas ortotrópicas com apenas uma única lâmina.9 Para

certos casos especiais de laminados simétricos, a Equação (24) pode assumir uma forma mais

simplificada. Por exemplo, para um laminado simétrico cross-ply, os termos A16, A26, D16 e

D26 são nulos. Portanto, a Equação (24) torna-se:8,9





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 0 0 0

A12 A22 0 0 0 0

0 0 A66 0 0 0

0 0 0 D11 D12 0

0 0 0 D11 D22 0

0 0 0 0 0 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(25)
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2.4.3.2 Laminados antissimétricos

A simetria de um laminado é frequentemente desejável para evitar o acoplamento

entre flexão e membrana. Entretanto, há muitas aplicações que necessitam de um laminado

antissimétrico para atender requisitos de projeto. Por exemplo, algumas formas de acoplamento

são necessárias para fazer as hélices de uma turbina torcerem sem usar moldes complexos.8

O laminado é dito antissimétrico quando apresenta esquema de laminação antis-

simétrico, mas os materiais e espessura são simétricos em relação ao seu plano médio.9 La-

minados com estas caracterı́sticas possuem os termos A16, A26, D16 e D26 nulos, indicando

ausência de acoplamento cisalhamento-extensão e flexão-torção.9 Os laminados antissimétricos

têm sempre um número par de camadas, por exemplo, [−25/35/0/−65/65/0/−35/25]. Neste

caso, para um laminado antissimétrico geral, a Equação (21) torna-se:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 B11 B12 B16

A12 A22 0 B11 B22 B26

0 0 A66 B16 B26 B66

B11 B12 B16 D11 D12 0

B12 B22 B26 D11 D22 0

B16 B26 B66 0 0 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(26)

A antissimetria para laminados angle-ply com alternância das orientações, por exem-

plo, a laminação [−45/40/−15/15/−40/45], leva a Equação (21) assumir a forma:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 0 0 B16

A12 A22 0 0 0 B26

0 0 A66 B16 B26 0

0 0 B16 D11 D12 0

0 0 B26 D11 D22 0

B16 B26 0 0 0 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(27)

uma vez que os termos A16, A26, D16, D26, B11, B22, e B66 são nulos. Reddy9 afirma que para

laminados angle-ply com espessura fixa, quando o número de lâminas aumenta, os termos B16

e B26 da equação acima podem ser desprezados, pois eles tenderão a zero.

Quando os laminados antissimétricos são cross-ply, por exemplo, [90/0/90/0/90/0],

os termos B12, B16, B26 e B66 são nulos, mas ainda haverá o efeito de acoplamento membrana-

flexão, pois os termos B11 e B22 não são nulos e B22 = −B11. Neste caso, a Equação (21)
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fica:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 B11 0 0

A12 A22 0 0 −B11 0

0 0 A66 0 0 0

B11 0 0 D11 D12 0

0 −B11 0 D11 D22 0

0 0 0 0 0 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(28)

A laminação anterior apresenta uma caracterı́stica intrı́nseca. Para um laminado

cuja espessura é fixa, quando se aumenta o número de lâminas o termo B11 tende a zero. Por-

tanto, o efeito do acoplamento diminui, permitindo que os efeitos de membrana e flexão sejam

desacoplados.

Se o esquema de laminação não for simétrico nem antissimétrico, o laminado é dito

assimétrico, por exemplo [15/−45/30/−60/0/−25/90].

2.4.3.3 Laminados balanceados

Os laminados são ditos balanceados quando para cada lâmina existe outra lâmina

com mesmo material e espessura, mas com orientação oposta. Segundo Reddy,9 os pares de

camadas não precisam estar simetricamente distribuı́dos em relação à superfı́cie média. A ca-

racterı́stica principal de qualquer laminado balanceado é que os termos A16 e A26 são nulos,

devido aos termos Q16 e Q26 da Equação (14) terem os sinais opostos. Para este tipo de lami-

nado, a Equação (21) conduz a:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 B11 B12 B16

A12 A22 0 B11 B22 B26

0 0 A66 B16 B26 B66

B11 B12 B16 D11 D12 D16

B12 B22 B26 D11 D22 D26

B16 B26 B66 D16 D26 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(29)

A definição de laminados balanceados não parece unânime. Segundo Jones,8 lami-

nados balanceados necessariamente são simétricos. Neste caso, a Equação (21) fica:





Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy





=




A11 A12 0 0 0 0

A12 A22 0 0 0 0

0 0 A66 0 0 0

0 0 0 D11 D12 D16

0 0 0 D11 D22 D26

0 0 0 D16 D26 D66








εx

εy

γxy

κx

κy

κxy





(30)
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3 TEORIAS DE VIGAS LAMINADAS DE PAREDE FINA

As relações constitutivas de viga laminada de parede fina empregadas nos elemen-

tos finitos desenvolvidos nesta dissertação são apresentadas neste capı́tulo. É importante desta-

car que a eficácia da aplicação desses elementos finitos de pórticos espaciais depende de uma

avaliação cuidadosa dessa relação. Contudo, a determinação de tal relação constitutiva é uma

tarefa difı́cil, devido ao esquema de laminação e à geometria da seção.

Considerando-se laminações e uma geometria da seção transversal quaisquer, e des-

prezando os efeitos da deformação devido ao cisalhamento transversal e do empenamento, a

relação constitutiva da viga laminada de parede fina pode ser escrita na forma:31





Nx

My

Mz

T





=




C11 C12 C13 C14

C21 C22 C23 C24

C31 C32 C34 C35

C41 C42 C43 C44








εx

κy

κz

β





⇒ σσσv = Cvεεεv (31)

onde Nx é a força normal, My e Mz são os momentos fletores segundo os eixos y e z, T é o

torque (momento torçor), εx é a deformação axial na direção x, κy e κz são as curvaturas de viga

segundo os eixos y e z, β é a taxa de variação do ângulo de torção (Figura 8), Cv é a matriz

constitutiva da viga, cujos coeficientes representam as rigidezes seccionais da viga.

Figura 8 – Esforços de viga e sistema de coordenada global.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

É interessante observar que, para uma viga de material isotrópico e com dupla si-

metria, as relações da Equação (31) baseadas nas teorias de Euler-Bernoulli-Navier e St. Venant
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são desacopladas (i.e. C11 = EA, C22 = EIy, C33 = EIz, C44 = GJ e demais termos nulos):





Nx

My

Mz

T





=




EA 0 0 0

0 EIy 0 0

0 0 EIz 0

0 0 0 GJ








εx

κy

κz

β





(32)

Diversas abordagens são encontradas na literatura para obter e aumentar a fidelidade

(proximidade com a realidade) da ”clássica” ou ”padrão” matriz Cv dada na Equação (31). Dois

exemplos importantes desse refinamento são as teorias de Timoshenko e Vlasov.41 Essa é de

suma importância para vigas com seção transversal aberta e a matriz Cv torna-se 5x5.42,43 Já

aquela possui uma matriz Cv 6x6.44 Se ambos os refinamentos são consideradas, a matriz Cv

torna-se 7x7.45 Encontram-se na literatura matrizes 8x846,47 e 9x948,49 para avaliação de vigas

caixão e perfis de seção aberta.

É importante salientar que, quanto maior é o refinamento da teoria (abordagem)

para obter Cv maiores são as dificuldades de formulação e de representação das condições de

contorno do problema.41 Além do maior custo computacional, devido ao aumento do número

de graus de liberdade.

Para analisar vigas laminadas de seção retangular, abordagens baseadas nas hipó-

teses de Estado Plano de Tensões, Estado Plano de Deformações e Arranjo de Lâminas são

encontradas na literatura.50 Essa última abordagem despreza totalmente a integração entre as

lâminas, como se cada lâmina pudesse se deformar de maneira independente das demais.50

Reddy9 e Mendonça29 tratam de vigas laminadas de seção retangular com uma abordagem

mais simples, uma vez que estas vigas correspondem basicamente a placas muito longas em

uma direção.

A forma clássica para analisar vigas de seção não retangular é através da utilização

de módulos de elasticidade equivalentes determinados pela TCL, sendo essa abordagem conhe-

cida como homogeneização. O objetivo da homogeneização é determinar um material fictı́cio

que apresente as mesmas caracterı́sticas equivalentes às do material heterogêneo utilizado na

fabricação de determinado elemento estrutural. Assim, a homogeneização envolve a ideia de

média, já que as propriedades de um material heterogêneo podem variar de ponto a ponto.

Neste caso, a Equação (31) é semelhante à de uma viga isotrópica e homogênea, uma vez que

utilizam-se as propriedades seccionais clássicas (i.e. EA, EIy, EIz, EIyz, GJ). Esse método é

simples, mas nem sempre leva a resultados aceitáveis. Cardoso et al.51 e Cardoso e Valido52

utilizaram tal técnica para otimizar vigas laminadas de parede fina.

Vo e Lee44 propuseram uma metodologia para análise não linear geométrica de

vigas laminadas de parede fina de seção aberta, com a matriz constitutiva 6x6 que considerava

o efeito do cisalhamento. Variando o esquema de laminação, eles analisaram perfis I e Z e

compararam com resultados de elementos finitos e da literatura e obtiveram ótima concordância
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entre os resultados.

Lee e Lee42 propuseram um modelo baseado numa matriz constitutiva 5x5, que

considerava o efeito do empenamento, para analisar perfis I laminados simétricos e assimétricos

submetidos à torção e a cargas transversais. Esse modelo é baseado na TCL e considera o

acoplamento flexão-torção. Modelos de elementos finitos de casca foram desenvolvidos para

verificar a acurácia de tal modelo. Lee e Lee42 variaram o esquema de laminação, condições de

contorno e condições de carregamento, obtendo ótima concordância entre o modelo proposto e

os modelos de elementos finitos desenvolvidos. Baseado no modelo de Lee e Lee,42 Vo e Lee43

expandiram tal metodologia para o caso de vigas caixão.

Sheikh e Thomsen45 propuseram um elemento finito para analisar vigas lamina-

das de parede fina de seções transversais abertas e fechadas baseado numa matriz constitutiva

7x7, uma vez que os efeitos da deformação de cisalhamento e do empenamento são conside-

rados. Eles analisaram vigas caixão, perfis I e C. Os resultados obtidos apresentaram ótima

concordância quando comparados com resultados experimentais, soluções analı́ticas e elemen-

tos finitos de casca.

Salim e Davalos48 expandiram a teoria de Vlasov para analisar vigas laminadas de

parede fina de seção aberta e fechada. Os efeitos da deformação de cisalhamento, empenamento,

bem como todos os possı́veis acoplamentos entre esforços e deformações foram considerados.

Neste caso, a matriz Cv é 9x9. Eles analisaram vigas caixão submetidas à torção pura e com-

pararam com modelos de elementos finitos, micro e macro-mecânica e experimentais, obtendo

ótima concordância com todos os modelos.

Kim et al.53 também utilizaram a teoria de Vlasov para desenvolver uma metodo-

logia de análise de vigas laminadas de parede fina. Eles consideraram apenas seções abertas

sujeitas à torção. Para verificar sua metodologia de análise, Kim et al.53 compararam as res-

postas obtidas com perfis I e C com a resposta obtida através de modelos de elementos finitos

de casca e soluções analı́ticas.

Pluzsik e Kollar54 propuseram uma metodologia de análise para tratar vigas de pa-

rede fina de seção fechada e ortotrópica. O efeito da deformação devido ao cisalhamento é

considerado no tratamento ao empenamento restringido, que pode superestimar a rigidez de

empenamento caso tal efeito não seja considerado. Os autores simularam vigas caixão bia-

poiadas submetidas a um torque senoidal. Ótima concordância foi obtida com resultados de

elementos finitos.

Cesnik e Hodges55 apresentaram um modelo de elemento finito bidimensional, que

resultou no software VABS (Variational Asymptotical Beam Sectional Analysis), para deter-

minar as propriedades seccionais de vigas laminadas. Essa abordagem é baseada no método

denominado VAM (Variational Asymptotic Method).56 Esse método divide o modelo tridimen-

sional em dois modelos: um bidimensional na seção transversal e outro de viga ao longo do

comprimento.

No intuito de avaliar a influência de diversos efeitos sobre o problema, principal-
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mente os efeitos da deformação devido ao cisalhamento e do empenamento, Volovoi et al.41

analisaram diversas teorias de vigas laminadas de parede fina. Segundo Volovoi et al.,41 em

muitos casos práticos, uma matriz Cv 4x4 bem formulada conduz a bons resultados, princi-

palmente, para vigas de seção fechada. Utilizando uma teoria mais refinada para esse tipo de

problema, o ganho é pequeno. Volovoi et al.41 também afirmam que os efeitos da deformação

de cisalhamento, bem como do empenamento não são importantes para vigas de seção fechada.

Contudo, tais efeitos tornam-se importantes quando o comprimento dessas vigas é pequeno em

relação às dimensões caracterı́sticas da seção. No que tange ao empenamento, o seu efeito é

imprescindı́vel para vigas de seção transversal aberta, mas não é importante para as de seção

fechada. Assim como Volovoi et al.,41 Pluzsik e Kollar57 concluı́ram o mesmo por meio de

modelos de elementos finitos de casca.

Pode-se observar que há uma gama bastante grande de metodologias/teorias para

tratar vigas laminadas de parede fina, considerando seções abertas e/ou fechadas. Algumas me-

todologias consideram a influência da deformação de cisalhamento e do empenamento. Assim,

considerando-se as conclusões de Volovoi et al.41 e Pluzsik e Kollar57 e o foco deste trabalho

em seções fechadas, utilizam-se três abordagens para analisar vigas laminadas de parede fina:

Método da Homogeneização;29 teoria de Massa e Barbero;30 teoria de Kollar e Pluzsik.31

Inicialmente, apresenta-se a técnica de homogeneização conhecida como Método

da Flexibilidade do Material.29 Em seguida, apresenta-se a teoria de Massa e Barbero30 e, por

fim, a de Kollar e Pluzsik.31 Esta considera todos os possı́veis acoplamentos entre esforços e

deformações, já aquela apresenta um desacoplamento estre esforços e deformações. A teoria de

Massa e Barbero30 é modificada para melhorar, mesmo que de forma indireta, a representação

dos possı́veis acoplamentos nos segmentos que compõem a seção transversal da viga na cha-

mada matriz de rigidez reduzida, conforme será visto posteriormente. Neste capı́tulo, os concei-

tos básicos de tais abordagens são apresentados e particularizados para o caso de vigas tubulares

de seção circular.

3.1 Homogeneização

Nesta abordagem, cada segmento da seção transversal da viga é modelado como

uma placa laminada (Figura 9). A rigidez da viga é computada pela contribuição da rigidez de

cada segmento. A rigidez de cada segmento é obtida pelo produto das propriedades elásticas (E

e G) com as propriedades geométricas.

As propriedades elásticas de cada segmento são obtidas através de técnicas de

homogeneização. Há dois métodos clássicos de homogeneização de laminados bastante utiliza-

dos: Método da Rigidez do Material (MRM) e Método da Flexibilidade do Material (MFM). O

primeiro método parte da matriz de rigidez do laminado C (Equação 23) com os termos Bi j nu-

los, por este motivo, tal método é conhecido como Método da Rigidez do Material. O segundo

método parte da matriz de flexibilidade do laminado (inversa da matrix C com todos os acopla-
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Figura 9 – Seção transversal qualquer.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

mentos possı́veis), por tal motivo, esse método é conhecido como Método da Flexibilidade do

Material. O MFM é mais adequado para laminados não-simétricos ou não-ortotrópicos do que

MRM, uma vez que o MFM considera parcialmente os efeitos dos acoplamentos no processo

de inversão da matriz C.29 Assim, nesta dissertação, considera-se apenas o MFM.

A matriz de flexibilidade do laminado é definida como a matriz que transforma as

deformações em esforços. Invertendo-se a Equação (23), tem-se que:

εεε = C−1σσσ ⇒

{
εεεm

κκκ

}
=

[
ααα βββ

βββt δδδ

]{
N

M

}
(33)

Portanto, a matriz de flexibilidade (C−1) é a inversa da matriz de rigidez (C) do laminado.

A homogeneização pelo MFM consiste em igualar a matriz de flexibilidade de uma

placa laminada com a matriz de flexibilidade de uma placa de material ortotrópico de mesma

espessura h cujas direções principais estão alinhadas com os eixos globais (i.e. θ = 0o). Assim,

C−1
orto = C−1 ⇒

[
αααorto 0

0 δδδorto

]
=

[
ααα βββ

βββt δδδ

]
(34)

As propriedades de membrana e flexão podem então ser calculadas a partir das igualdades:

αααorto =ααα e δδδorto = δδδ (35)
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Pode-se verificar que a Equação (34) despreza o acoplamento membrana-flexão (βββ = 0). Con-

tudo, no processo de inversão da matriz C, a matriz de flexibilidade C−1 capta tal efeito (B 6= 0)

de forma indireta.

No caso das propriedades de membrana (extensão), tem-se:

1

h




S11 S12 0

S12 S22 0

0 0 S66


=




α11 α12 α16

α12 α22 α26

α16 α26 α66


 (36)

A partir das Equações (2) e (4) obtém-se um sistema de 4 equações e 4 incógnitas cuja solução

é dada por:

S11 = hα11 =
1

Ex
⇒ Em

x =
1

hα11

S12 = hα12 =
−νxy

Ex
⇒ νm

xy =
α12

α11

S22 = hα22 =
1

Ey
⇒ Em

y =
1

hα22

S66 = hα66 =
1

Gxy
⇒ Gm

xy =
1

hα66

(37)

O sobrescrito m indica que a propriedade é obtida através da relação de membrana.

Para o comportamento de flexão, o procedimento é análogo. Assim,

12

h3




S11 S12 0

S12 S22 0

0 0 S66


=




δ11 δ12 δ16

δ12 δ22 δ26

δ16 δ26 δ66


 (38)

então:

S11 =
h3

12
δ11 =

1

Ex
⇒ E f

x =
12

h3δ11

S12 =
h3

12
δ12 =

−νxy

Ex
⇒ ν f

xy =
δ12

δ11

S22 =
h3

12
δ22 =

1

Ey
⇒ E f

y =
12

h3δ22

S66 =
h3

12
δ66 =

1

Gxy
⇒ G f

xy =
12

h3δ66

(39)

O sobrescrito f indica que a propriedade é obtida através das relações de flexão.
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Desta forma, as rigidezes seccionais da viga laminada são computadas através de:51

EA =
N

∑
i=1

Em
xi

Ai

EIz =
N

∑
i=1

Em
xi

Izi

EIy =
N

∑
i=1

Em
xi

Iyi

EIyz =
N

∑
i=1

Em
xi

Iyzi

(40)

sendo N o número total de segmentos, Ai a área do segmento, Izi
e Iyi

os momentos de inércia

do segmento segundo os eixos z e y, respectivamente, e Iyzi
o produto de inércia do segmento.

A rigidez à torção para seções transversais abertas e fechadas são, respectivamente,

dadas por:51

GJ =
N

∑
i=1

G f
xy Ji, Ji =

bi t
3
i

3

GJ =
N

∑
i=1

4Ω2

∮
ds

Gm
xyi

ti

(41)

onde Ω é a área fechada definida pela superfı́cie média da seção transversal e
∮

ds representa a

integral ao longo do contorno da seção.

3.1.1 Particularização para seção circular

Neste tipo de abordagem, a particularização para seção circular é bastante simples.

A partir das Equações (40) e (41), as rigidezes para o tubo podem ser escritas como:

EA = Em
x π
(
R2

e −R2
i

)

EIy = EIz = Em
x

π

4

(
R4

e −R4
i

)

GJ = Em
x

π

2

(
R4

e −R4
i

)
(42)

3.2 Teoria de Massa e Barbero

Massa e Barbero30 e Barbero58 desenvolveram um metodologia, baseada na Re-

sistência dos Materiais, para analisar vigas laminadas de parede fina com seção transversal

fechada e aberta. Tal metodologia resulta em bons resultados para laminados simétricos e balan-

ceados e os efeitos do cisalhamento e do empenamento são considerados. No presente trabalho,
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apenas seções fechadas são tratadas e os efeitos do cisalhamento transversal e empenamento

são desprezados.

Como no MFM, a principal vantagem dessa teoria reside no fato de poder analisar

vigas laminadas de parede fina como vigas de materiais homogêneos e isotrópicos. Isto permite

o uso de programas de análise existentes sem modificações. As propriedades geométricas uti-

lizadas nas teorias clássicas de viga, tais como área, momento de inércia, centro de gravidade,

dentre outras propriedades geométricas, deixam de ser válidas, pois as propriedades do material

podem variar de lâmina para lâmina.30,58 Portanto, no cálculo da rigidez da seção transversal

não é possı́vel separar as propriedades elásticas (E e G) das propriedades geométricas. Por esta

razão, é necessário trabalhar com as propriedades equivalentes (EA, EIy, EIz, EIyz e GJ) que

incorporam as informações geométricas e dos materiais. Assim, a relação entre os esforços de

viga e suas respectivas deformações pode ser escrita como:





Nx

My

Mz

T





=




EA 0 0 0

0 EIy EIyz 0

0 EIyz EIz 0

0 0 0 GJ








εx

κy

κz

β





(43)

onde Nx é a força normal, My e Mz são os momentos fletores segundo os eixos y e z, T é o

torque (momento torçor), εx é a deformação axial na direção x, κy e κz são as curvaturas de viga

segundo os eixos y e z, respectivamente, β é a taxa de variação do ângulo de torção (Figura 8),

EA é a rigidez axial, EIy e EIz são as rigidezes à flexão segundo os eixos y e z, respectivamente,

EIyz é o produto de inércia mecânico e GJ é a rigidez à torção.

Nesta seção, apresenta-se a metodologia de análise de vigas laminadas de parede

fina proposta por Massa e Barbero.30 Inicialmente, apresentam-se os conceitos gerais básicos da

metodologia, dando-se ênfase para o cálculo das propriedades equivalentes. Uma modificação

de tal metodologia é realizada, aqui denominada de Processo Acoplado, como uma tentativa

para melhorar a representação dos acoplamentos. Posteriormente, tal metodologia é aplicada

para o caso de vigas tubulares de seção circular.

3.2.1 Seção transversal

A seção transversal é definida pela linha que passa pelo contorno da superfı́cie

média de cada segmento laminado. Os segmentos laminados utilizados para representar a seção

transversal podem ser retos, curvos ou áreas concentradas. No caso de segmentos curvos, esses

são discretizados em pequenos segmentos retos. Cada segmento laminado é modelado com as

equações constitutivas da TCL, ou seja, considera-se uma distribuição linear das deformações

normais e de cisalhamento ao longo da espessura da parede da viga.

Na Figura 10, ilustra-se uma seção transversal do tipo caixão. Os números inscri-

tos em cı́rculos definem a numeração dos segmentos, enquanto os demais números definem a
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numeração dos nós. A definição de cada segmento é feita em termos dos nós inicial ni e final

n f , que podem ser numerados arbitrariamente. Para uma seção fechada, os segmentos e os nós

são numerados consecutivamente, ou seja, o nó final do último segmento coincide com o nó

inicial do primeiro segmento.

Figura 10 – Sistema de coordenadas locais (s e r) e numeração dos nós e dos segmentos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Cada segmento tem o seu sistema local de coordenadas. O eixo s é orientado no

sentido do nó ni para o nó n f (Figura 10). Os outros dois eixos locais são o eixo x, que é

paralelo ao eixo global x (Figura 8), e o eixo r, cuja definição é dada pelo produto vetorial

r = x× s. É importante ressaltar que a definição do eixo r é de suma importância, pois ele

define a direção do empilhamento das lâminas.

As integrais para determinação das propriedades equivalentes são avaliadas seg-

mento por segmento, contabilizando a contribuição de todos eles. A ordem em que os segmen-

tos são definidos e as orientações das coordenadas locais s em cada segmento deve permitir a

correta integração no contorno da seção transversal.

3.2.2 Rigidez reduzida

Cada segmento i da seção transversal é modelado inicialmente como uma placa fina

usando a equação de flexibilidade de uma placa laminada. Negligenciando-se as deformações

de cisalhamento transversal e substituindo-se a direção y por s, a inversão da Equação (21)
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resulta:





εi
x

εi
s

γ i
xs

κ i
x

κ i
s

κ i
xs





=




α11 α12 α16 β11 β12 β16

α12 α22 α26 β21 β22 β26

α16 α26 α66 β61 β62 β66

β11 β21 β61 δ11 δ12 δ16

β12 β22 β62 δ12 δ22 δ26

β16 β26 β66 δ16 δ26 δ66








Ni
x

Ni
s

Ni
xs

Mi
x

Mi
s

Mi
xs





⇒

{
εεεm

κκκ

}
=

[
ααα βββ

βββt δδδ

]{
N

M

}
(44)

onde Ni
x e Ni

s são forças normais, Ni
xs é a força cisalhante no plano xs, Mi

x e Mi
s são os mo-

mentos fletores, Mi
xs é o momento torçor. A Figura 11 ilustra tais esforços para um laminado

de um segmento i qualquer. Ressalta-se que todos os esforços supracitados são por unidade de

comprimento.

Figura 11 – Esforços resultantes por unidade de comprimento.
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Fonte: Elaborado pelo autor

O sobrescrito ( )i e o subscrito ( )i são usados não apenas para indicar o número do

segmento, mas também para diferenciar as grandezas de placa Ni
x, Ni

s, Ni
xs, Mi

x, Mi
s, Mi

xs, εi
x, εi

s,

γi
xs, κi

x, κi
s e κi

xs das grandezas de viga Nx, My, Mz, T , εx, dentre outras que surgirem ao longo

da dissertação.

Salienta-se que, embora a sub-matriz B definida na Equação (23) seja simétrica

(Bt = B), a sub-matriz βββ não necessariamente é simétrica (βββt = βββ), ao contrário do que é dito

por Massa e Barbero.30

Para vigas de parede fina é válido assumir que Ni
s = 0 e Mi

s = 0.30,58 Portanto,

retendo e rearranjando apenas os esforços e deformações de interesse para o problema de viga,
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a Equação (44) torna-se:





εi
x

κ i
x

γ i
xs

κ i
xs





=




α11 β11 α16 β16

β11 δ11 β61 δ16

α16 β61 α66 β66

β16 δ16 β66 δ66








Ni
x

Mi
x

Ni
xs

Mi
xs





(45)

Neste momento, Massa e Barbero30 e Barbero58 assumem o desacoplamento entre

as deformações de membrana e de cisalhamento (α16 = 0, β16 = 0, β61 = 0, δ = 0). Desta

forma, tem-se:





εi
x

κ i
x

γ i
xs

κ i
xs





=




α11 β11 0 0

β11 δ11 0 0

0 0 α66 β66

0 0 β66 δ66








Ni
x

Mi
x

Ni
xs

Mi
xs





(46)

A inversão da Equação (46) resulta na matriz de rigidez reduzida:





Ni
x

Mi
x

Ni
xs

Mi
xs





=




Ai
x Bi

x 0 0

Bi
x Di

x 0 0

0 0 F i
xs Ci

xs

0 0 Ci
xs H i

xs








εi
x

κ i
x

γ i
xs

κ i
xs





(47)

As últimas manipulações matriciais para chegar à Equação (47) são definidas como

Processo Desacoplado.59 Contudo, o desacoplamento mostrado na Equação (46) só ocorre para

laminados com esquema de laminação cross-ply e angle-ply com grande número de cama-

das. Portanto, para capturar os efeitos do acoplamento normal-cisalhamento quando existentes,

mesmo que de forma indireta, propõe-se aqui a consideração de todos os termos na inversão da

Equação (45), de acordo com Mororó et al.59, sendo os termos de acoplamento somente des-

prezados após esta operação. Essa segunda abordagem de inversão da Equação (45) é definida

como Processo Acoplado.59 Assim, a inversão da Equação (45) resulta em:





Ni
x

Mi
x

Ni
xs

Mi
xs





=




A11 B11 A16 B16

B11 D11 B61 D16

A16 B61 A66 B66

B16 D16 B66 D66








εi
x

κ i
x

γ i
xs

κ i
xs





(48)

Agora, negligenciando o acoplamento entre os efeitos normais e de cisalhamento (A16 = B16 =
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B61 = D16 = 0), a rigidez reduzida pode ser escrita na forma:





Ni
x

Mi
x

Ni
xs

Mi
xs





=




Ai
x Bi

x 0 0

Bi
x Di

x 0 0

0 0 F i
xs Ci

xs

0 0 Ci
xs H i

xs








εi
x

κ i
x

γ i
xs

κ i
xs





(49)

Observa-se que a expressão acima possui a mesma forma obtida por Massa e Bar-

bero30 e Babero,58 contudo, há a inclusão, mesmo de forma indireta, dos efeitos do acopla-

mento normal-cisalhamento quando existentes, pois todos os termos da matriz da Equação (45)

foram considerados.

Mororó et al.59 analisaram as duas abordagens de inversão para chegar às Equações

(47) e (49). Os autores consideraram tanto laminações cross-ply simétricas e antissimétricas

como angle-ply simétricas e antissimétricas. Através de simulações numéricas utilizando ele-

mentos finitos de casca, eles verificaram que o Processo Acoplado é mais eficaz que o Processo

Desacoplado.

3.2.3 Eixo neutro de flexão

Para investigar o significado fı́sico do termo Bi
x, assume-se um estado de deformação

εx 6= 0 e todas as outras deformações e curvaturas nulas.30,58 Portanto, as duas primeiras relações

da Equação (49) tornam-se:

Ni
x = Ai

x εi
x

Mi
x = Bi

x εi
x

(50)

Resolvendo a equação anterior em função de εi
x, tem-se que:

Mi
x =

Bi
x

Ai
x

Ni
x = eb Ni

x (51)

onde eb é a excentricidade com relação à superfı́cie média do segmento. Se uma força Ni
x atuar

com excentricidade eb, a força não produzirá curvatura de flexão, apenas a deformação εx. A

grandeza eb define a localização da superfı́cie neutra de flexão s′ (Figura 12). As coordenadas

do eixo de flexão e do eixo que define a superfı́cie média se relacionam na forma:

y(s′) = y(s)− eb senαi
y

z(s′) = z(s)+ eb cosαi
y

(52)

onde αi
y é o ângulo de orientação do segmento medido em relação ao eixo y e positivo no sentido

anti-horário (Figura 12).

Uma vez definido o eixo neutro de flexão, a rigidez à flexão do segmento é calculada
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com relação ao eixo s′ do segmento. Assumindo que Ni
x = 0 e eliminando εi

x nas duas primeiras

relações da Equação (49), encontra-se a relação momento-curvatura:

Mi
x =

(
Di

x −
(Bi

x)
2

Ai
x

)
κ i

x (53)

Logo, a rigidez à flexão do segmento por unidade de comprimento pode ser escrita como:

D
i
x = Di

x −
(Bi

x)
2

Ai
x

= Di
x − e2

b Ai
x (54)

Assim, definindo Ni
x, Mi

x, εi
x e κ i

x em relação ao eixo neutro de flexão, as duas

primeiras relações da Equação (49) desacoplam-se:

{
Ni

x

Mi
x

}
=

[
Ai

x 0

0 D
i
x

]{
εi

x

κ i
x

}
(55)

Figura 12 – Seção transversal do segmento i.

����������������

��
��

�	

�


�

� �


�





�


�


� 	

���
���
�	

���
���
��

��

��

�	

�	
�	

�	


	�

�

��

Fonte: Adaptado de Massa e Barbero.30

3.2.4 Eixo neutro de torção

Para investigar o significado fı́sico do termo Ci
x, assume-se o estado de deformação

γ i
xs 6= 0 e todas as outras deformações e curvaturas nulas. Assim, as duas últimas relações da
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Equação (49) tornam-se:

Ni
xs = F i

xs γ i
xs

Mi
xs =Ci

xs γ i
xs

(56)

Resolvendo as relações acima em função de γ i
xs, tem-se:

Mi
xs =

Ci
xs

F i
xs

Ni
xs = eq Ni

xs (57)

onde eq fornece a localização do eixo neutro de torção s′′ para o segmento (Figura 12). Assim,

se um fluxo de cisalhamento Ni
xs atuar com excentricidade eq com relação à superfı́cie média do

segmento, Ni
xs não produzirá curvatura de torção, mas apenas a deformação γ i

xs. As coordenadas

do eixo de torção e as da superfı́cie média se relacionam na forma:

y(s′′) = y(s)− eq senαi
y

z(s′′) = z(s)+ eq cosαi
y

(58)

Uma vez determinada a posição do eixo neutro de torção, a rigidez à torção do

segmento é avaliada com relação ao eixo s′′ do segmento. Assumindo que Ni
xs = 0 e eliminando

γ i
xs nas duas últimas relações da Equação (49), encontra-se a relação momento-curvatura de

torção:

Mi
xs =

(
H i

xs −
(Ci

xs)
2

F i
xs

)
κ i

xs (59)

Logo, a rigidez à torção por unidade de comprimento do segmento pode ser escrita como:

H
i
xs = H i

xs −
(Ci

xs)
2

F i
xs

= H i
xs − e2

q F i
xs (60)

Assim, definindo Ni
xs, Mi

xs, εi
xs e κ i

xs em relação ao eixo neutro de torção, as duas

últimas relações da Equação (49) desacoplam-se:

{
Ni

xs

Mi
xs

}
=

[
F i

xs 0

0 H
i
xs

]{
γ i

xs

κ i
xs

}
(61)

É importante salientar que na determinação dos eixos neutros de flexão e torção

foi utilizada a rigidez reduzida obtida por meio da Equação (49) (Processo Acoplado). Essas

equações possuem a mesma forma que a descrita anteriormente se fosse considerada a rigidez

reduzida obtida por meio da Equação (47) (Processo Desacoplado). Ambos os processos são

avaliados em avaliações numéricas apresentadas posteriormente.
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3.2.5 Rigidez axial

A rigidez axial EA da seção é obtida considerando-se apenas uma deformação nor-

mal na direção axial, ou seja, εx 6= 0. A força axial resultante na seção vale:

Nx =
∫

A
σx dA =

∫
s

∫
h

σx dr ds =
∫

s
Ni

x(s
′)ds (62)

A integral na espessura produz Nx aplicada no eixo neutro de flexão, pois não há

curvatura de flexão. Usando a primeira relação da Equação (55), a força axial resultante pode

ser escrita da seguinte maneira:

Nx =
∫

s
Ai

x εi
x ds = εx

∫
s
Ai

x ds = EAεx (63)

onde

EA =
∫

s
Ai

x ds (64)

O termo EA representa a rigidez axial da seção e εx representa a deformação uni-

forme da viga. A integral
∫

s ao longo do contorno da seção transversal reduz-se ao somatório

da contribuição de todos os segmentos da seção transversal. Portanto,

EA =
N

∑
i=1

Ai
x bi (65)

onde N é o número de segmentos da seção transversal. Observa-se que o comprimento do

segmento é o mesmo independentemente do contorno considerado (s, s′ ou s′′).30

3.2.6 Centro mecânico de gravidade

O centro mecânico de gravidade da seção transversal é obtido através do equilı́brio

de momento da força axial Nx, resultante das tensões axiais causadas pelo estado constante de

deformação, em relação aos eixos y e z:

Mz = Nx yG =
∫

A
y(s′)σx dA =

∫
s

∫
h

y(s′)σx drds =
∫

s
y(s′)Ni

x(s
′)ds = εx EAyG

My = Nx zG =
∫

A
z(s′)σx dA =

∫
s

∫
h

z(s′)σx drds =
∫

s
z(s′)Ni

x(s
′)ds = εx EAzG

(66)

A substituição da primeira expressão da Equação (55) na equação acima conduz a:

EAyG =
∫

s
y(s′)Ai

x ds

EAzG =
∫

s
z(s′)Ai

x ds

(67)
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que fornece as coordenadas do centroide mecânico:

yG =
EQz

EA

zG =
EQy

EA

(68)

onde EQz e EQy são os momentos estáticos mecânicos definidos como:

EQz =
∫

s
y(s′)Ai

x ds =
N

∑
i=1

yi Ai
x bi

EQy =
∫

s
z(s′)Ai

x ds =
N

∑
i=1

zi Ai
x bi

(69)

e zi, yi são as coordenadas do ponto P ′ de coordenada s = bi/2 (Figura 12).

3.2.7 Eixos principais de inércia e rigidez à flexão

O produto do módulo de elasticidade E com os momentos de inércia Iz, Iy e o

produto de inercia Iyz da teoria clássica de vigas são substituı́dos pelas propriedades mecânicas

de cada segmento definidas por:30,58

EI
i
s′ = Di bi

EI
i
r′ = Ai

x

b3
i

12

EI
i
r′s′ = 0

(70)

Observa-se que o produto de inércia EI
i
s′r′ é nulo, pois os eixos s′r′ são os eixos principais de

inércia do segmento (Figura 12).

A transformação das propriedades definidas acima para os eixos y′z′ é realizada

girando os eixos sr de um ângulo −αi
y em torno do eixo x (Figura 12). Assim,

EI
i
y′ = EI

i
s′ cos2 αi

y +EI
i
r′ sen2 αi

y

EI
i
z′ = EI

i
s′ sen2 αi

y +EI
i
r′ cos2 αi

y

EI
i
y′z′ =

[
EI

i
r′ −EI

i
s′

]
senαi

y cosαi
y

(71)

Finalmente, utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos para transformar as proprie-

dades definidas nos eixos y′z′ para o sistema global yz e computando as contribuições de todos
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os segmentos, obtêm-se as seguintes rigidezes:

EIyG
=

N

∑
i=1

[
EI

i
y′ +Ai

x bi

(
zi + eb cosαi

y

)2
]

EIzG
=

N

∑
i=1

[
EI

i
z′ +Ai

x bi

(
yi − eb senαi

y

)2
]

EIyGzG
=

N

∑
i=1

[
EI

i
y′z′ +Ai

x bi

(
zi + eb cosαi

y

)(
yi − eb senαi

y

)]

(72)

onde yi e zi são as coordenadas do centro do segmento i (ponto P na Figura 12) sobre o eixo

s (r = 0) com relação ao sistema de coordenadas globais yGzG. O sistema de eixos yGzG tem

origem no centro mecânico de gravidade da seção transversal e é paralelo ao sistema global yz.

Na Equação (72), os termos
(
yi − eb senαi

y

)
e
(
zi + eb cosαi

y

)
são as coordenadas do centro do

segmento sobre o eixo s′ (ponto P′ na Figura 12).

Sendo ϑ o ângulo que define os eixos principais de inércia η e ξ com relação aos

eixos yG e zG, impondo a condição EIηξ = 0, tem-se:

tg2ϑ =
2EIyGzG

EIzG
−EIyG

(73)

e a máxima e a mı́nima rigidezes à flexão com relação aos eixos principais de inércia são dadas

por:

EIη =
EIyG

+EIzG

2
+

√(
EIyG

−EIzG

2

)2

+EIyGzG

EIξ =
EIyG

+EIzG

2
−

√(
EIyG

−EIzG

2

)2

+EIyGzG

(74)

3.2.8 Rigidez à torção

A rigidez à torção é obtida através do balanço de energia, onde o trabalho feito pelo

torque externo T é igual à energia de deformação devido ao cisalhamento:30,58

1

2
T βL =

L

2

∫
s

(
γ i

xs Ni
xs +Mi

xs κ i
xs

)
ds (75)

onde L é o comprimento da viga. Ressalta-se que o fluxo de cisalhamento Ni
xs e o momento

torçor Mi
xs são aplicados no eixo neutro de torção s′′, ou seja, garante-se o desacoplamento

definido na Equação (61).

Para vigas com seção transversal fechada, Massa e Barbero30 e Barbero58 admitem
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que κxs = 0. Assim, a Equação (61) fica:

Ni
xs = F i

xs γ i
xs

Mi
xs = 0

(76)

A substituição destas expressões na Equação (75) e levando em conta que para

seções transversais fechadas o fluxo de cisalhamento é constante, tem-se:

T β = (Ni
xs)

2
∮

s

ds

F i
xs

(77)

A partir deste ponto da formulação faz-se Ni
xs = q. O sobrescrito i é desprezado em

q, pois o fluxo de cisalhamento é constante em toda a seção transversal da viga.

O momento de torção é obtido pela integração do fluxo de cisalhamento em relação

ao eixo neutro de torção s′′. Então,

T =
∮

s
qR(s′′)ds = 2qΓs′′ (78)

onde Γs′′ é a área fechada definida pelo contorno s′′.

A taxa de variação do ângulo de torção β é determinada dividindo a Equação (77)

pela Equação (78):

β =
q

2Γs′′

∮
ds

F i
xs

(79)

A rigidez à torção é obtida dividindo a Equação (78) pela Equação (79):

GJ =
T

β
=

(2Γs′′)
2

N

∑
i=1

bi

F i
xs

(80)

A expressão acima pode ser melhorada para levar em conta a distribuição não uni-

forme do cisalhamento ao longo da espessura do laminado. Isto é realizado através da adição

da rigidez à torção de seções transversais abertas pré-multiplicada pelo fator 3/4:30

GJ =
T

β
=

(2Γs′′)
2

N

∑
i=1

bi

F i
xs

+
3

4

[
4

N

∑
i=1

H
i
xs bi

]
(81)

3.2.9 Particularização para seção circular

A metodologia apresentada anteriormente foi aplicada, com algumas modificações,

para o caso de uma viga tubular de seção transversal circular. Neste caso, as propriedades
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equivalentes são computadas a partir de integrações apropriadas realizadas na seção transversal,

produzindo expressões simples. Fatores de correção baseados em resultados exatos para tubos

homogêneos são obtidos no intuito de capturar efeitos de seções transversais espessas.

Como a metodologia de análise descrita anteriormente foi desenvolvida apenas para

vigas com seção transversal composta por segmentos retos, trabalha-se, no caso da seção circu-

lar, com um elemento infinitesimal ds, conforme ilustrado na Figura 13.

Figura 13 – Segmento ds da seção circular vazada.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O sobrescrito i será abandonado no desenvolvimento apresentado a seguir, uma vez

que a seção é circular, ou seja, a seção possui apenas um segmento, consequentemente, ela

apresenta apenas um esquema de laminação.

3.2.9.1 Rigidez axial

A rigidez axial do tubo é obtida através da Equação (64), onde a integral é realizada

ao longo do eixo neutro de flexão ds = (R+ eb)dα (Figura 13), com α no intervalo de 0 a 2π.

Assim,

EA =
∫

s
Ax ds =

∫ 2π

0
Ax (R+ eb)dα = 2πRAx +2πBx (82)

Para tubos laminados com Bx nulo, o que necessariamente se verifica em laminados

simétricos e antissimétricos angle-ply com grande número de lâminas, eb = 0 e a rigidez axial
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se reduz a:

EA = 2πRAx (83)

É interessante notar que a Equação (83) é a mesma que se obtém ao integrar a

rigidez axial na superfı́cie média da seção (ds = Rdα). As Equações (82) e (83) reproduzem

com exatidão o caso de um tubo homogêneo de material isotrópico, seja ele de parede fina ou

espessa.

Massa e Barbero30 consideraram que cada segmento da seção transversal tinha o

mesmo comprimento, independente do sistema de coordenada (s, s′ ou s′′). Entretanto, a seção

circular apresenta diferentes propriedades equivalentes quando integrada em contornos diferen-

tes, pois o comprimento deles são diferentes.

3.2.9.2 Centro mecânico de gravidade

Pode-se mostrar, a partir da Equação (68), que o centro mecânico de gravidade do

tubo coincide com o centro do tubo, origem dos eixos globais xyz, coincidindo com o centróide.

Assim, trabalhando apenas com as formas integrais da Equação (69), tem-se:

EQz =
∫

s
y(s′)Ax ds =

∫
s
(y(s)+ eb senα)ds

EQy =
∫

s
z(s′)Ax ds =

∫
s
(z(s)+ eb cosα)ds

(84)

onde y(s) = Rsenα, z(s) = Rcosα e ds = (R+ eb)dα. Para laminados concêntricos, Ax não

varia com α. Então,

EQz = (R+ eb)
2

Ax

∫ 2π

0
senαdα = 0

EQy = (R+ eb)
2

Ax

∫ 2π

0
cosαdα = 0

(85)

Portanto, yG = 0 e zG = 0.

3.2.9.3 Rigidez à flexão

Considerando um segmento infinitesimal de comprimento ds da parede do tubo e

trabalhando com as propriedades mecânicas do segmento em relação ao sistema de coordenadas

s′ r′ que contém o eixo neutro de flexão, a partir da Equação (70), tem-se:

dEIs′ = Dx ds

dEIr′ = Ax
ds3

12

dEIs′r′ = 0

(86)



52

A transformação destas propriedades para os eixos y′z′ é realizada girando do ângulo

α em relação aos eixos s′r′, positivo no sentido indicado na Figura 13, e desprezando a contri-

buição da parcela dEIr′ , pois o termo infinitesimal ds está elevado à terceira potência. Pode-se

mostrar que as propriedades transformadas são dadas por:

dEIy′ = Dx cos2 αds

dEIz′ = Dx sen2 αds

dEIy′z′ = Dx cosαsenαds

(87)

Finalmente, usando o Teorema dos Eixos Paralelos aplicado às propriedades mecâ-

nicas do segmento infinitesimal para transformar para o sistema global xyz, tem-se:

dEIy = Dx cos2 αds+Ax (z+ eb cosα)2
ds

dEIz = Dx sen2 αds+Ax (y+ eb senα)2
ds

dEIyz = Dx cosαsenαds+Ax (z+ eb cosα)(y+ eb senα)ds

(88)

onde y e z são as coordenadas do ponto da superfı́cie média do segmento.

As propriedades mecânicas do tubo podem ser obtidas por integrações na superfı́cie

neutra de flexão, ou seja, considerando ds = (R+ eb)dα. Assim,

EIy =
∫ 2π

0
Dx cos2 α(R+ eb)dα+

∫ 2π

0
Ax cos2 α(R+ eb)

3
dα

EIz =
∫ 2π

0
Dx sen2 α(R+ eb)dα+

∫ 2π

0
Ax sen2 α(R+ eb)

3
dα

EIyz =
∫ 2π

0
Dx cosαsenα(R+ eb)dα+

∫ 2π

0
Ax cosαsenα(R+ eb)

3
dα

(89)

A substituição da Equação (54) na equação acima resulta:

EIy = EIz = π(R+ eb)
(
Dx − e2

b Ax

)
+π
(
R3 +3R2 eb +3Re2

b + e3
b

)
Ax

EIyz = 0
(90)

Observa-se que a igualdade dos momentos mecânicos de inércia e a nulidade do produto mecânico

de inércia estão compatı́veis com a simetria da seção circular. Usando a definição de eb (Equação

51):

EIy = EIz = πR3 Ax +2πR
B2

x

Ax
+3πR2 Bx +π

Bx

Ax
Dx +πRDx (91)

Na particularização para uma seção circular com apenas uma lâmina de material
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isotrópico, a Equação (91) resulta em:

EIy = EIz = πR3 Eh+
πREh3

12
= EI ⇒ I = πR3 h+

πRh3

12
(92)

Esse resultado confere com o obtido avaliando-se o momento de inércia do tubo com seção de

paredes finas. Por outro lado, o momento de inércia exato do tubo é:

I =
π

4

[(
R+

h

2

)4

−

(
R−

h

2

)4
]
= πR3 h+

πRh3

4
(93)

Comparando-se as duas últimas expressões, observa-se que a diferença será tanto

menor quando menor for a espessura do laminado. Numa tentativa para considerar um tubo

com parede espessa, baseado no caso de um tubo isotrópico, multiplica-se o último termo da

Equação (91) por 3. Assim,

EIy = EIz = πR3 Ax +2πR
B2

x

Ax
+3πR2 Bx +π

Bx

Ax
Dx +3πRDx (94)

Tal compatibilização é definida como Correção Local e produz o segundo termo do momento

de inércia da Equação (93).

Se a compatibilização for aplicada no primeiro termo da Equação (90), obtém-se

outra expressão para o cálculo da rigidez à flexão. Assim,

EIy = EIz = πR3 Ax −2π
B3

x

A2
x

+3πR2 Bx +3π
Bx

Ax
Dx +3πRDx (95)

Esta segunda compatibilização é definida como Correção Global.

A partir das Equações (94) e (95), observa-se que para laminados com Bx = 0, como

é o caso de laminados simétricos e angle-ply com grande número de camadas, não há diferenças

entre as equações.

3.2.9.4 Rigidez à torção

A rigidez à torção para o caso da seção transversal circular é obtida, inicialmente,

dividindo-se a Equação (78) pela Equação (79):

GJ =
T

β
=

4Γ2
s′′∮

s

ds

Fxs

(96)

Para a seção circular vazada, a área Γs′′ é dada por:

Γs′′ = π
(
R+ eq

)2
(97)
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Por fim, integrando com relação à superfı́cie neutra de torção, ou seja, ds = (R+eq)dα, tem-se:

GJ = 2πFxs

(
R+ eq

)3
(98)

Na Equação (81), adicionou-se um termo para levar em conta a distribuição não

uniforme do cisalhamento ao longo da espessura do laminado. No caso da seção circular, tal

termo é obtido pela segunda integral da Equação (75).30 Assim,

T β =
∫

s
Mxs κxs ds (99)

Por meio da segunda relação da Equação (61) e com κxs constante na seção, a equação acima

se torna:

T β = κ2
xs

∫
s
Hxs ds (100)

Da teoria clássica de placas:30,58

κxs = 2
∂2w

∂x∂y
= 2β (101)

A dupla divisão da Equação (100) pela Equação (101) conduz:

T

β
= 4

∫
s
Hxs ds (102)

No tubo laminado, devido à simetria axial, Hxs é constante. A integração na su-

perfı́cie neutra de torção da equação acima resulta:

T

β
= 8πHxs

(
R+ eq

)
(103)

Desta forma, adicionando a Equação (103) à Equação (98), obtém-se a rigidez à

torção da seção circular:

GJ = 2πFxs

(
R+ eq

)3
+8πHxs

(
R+ eq

)
(104)

A partir da particularização para um tubo isotrópico e homogêneo (eq = 0, Fxs = Gh e Hxs =

Hxs = Gh3/12), a equação anterior fornece:

GJ = G
πD3 h

4
+G

πDh3

3
(105)

onde D é o diâmetro médio do tubo.

A solução exata para tubos isotrópicos de parede espessa, onde a tensão varia ao
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longo da espessura é dada por:

GJ = G

(
πD3 h

4
+

πDh3

4

)
(106)

Observa-se que, para um material isotrópico, aplicando-se um fator de compatibi-

lização igual a 3/4 no segundo termo da Equação (105) conduz à solução exata baseada na

Equação (106). Aplicando o mesmo fator de compatibilização no último termo da Equação

(104), tem-se a rigidez à torção para material compósito:

GJ = 2πFxs

(
R+ eq

)3
+6πHxs

(
R+ eq

)
(107)

3.3 Teoria de Kollar e Pluzsik

Kollar e Pluzsik31 propuseram uma teoria geral para analisar vigas laminadas de

parede fina e apresentaram expressões analı́ticas para matriz constitutiva Cv para seções trans-

versais aberta e fechada. Nesta teoria, o esquema de laminação em cada segmento da seção

transversal é arbitrário.

3.3.1 Seção transversal

Os segmentos que compõem a seção transversal da viga podem consistir de diversas

lâminas de material compósito. Cada segmento é modelado como uma placa laminada (Figura

14) denotado pelo subscrito i (i = 1, 2, 3,..., N, onde N é o número total de segmentos).

Nesta seção, adotam-se os seguintes sistemas de coordenadas (Figura 15): sistema

global xyz, cuja origem coincide com o centroide mecânico da seção (ponto C); sistema global

xyz, cuja origem é posta num ponto arbitrário (ponto O); sistema local xisiri do i-ésimo seg-

mento com origem no centro da linha média do segmento (ponto ci). O eixo xi local é paralelo

ao eixo x global, o eixo si é definido ao longo da circunferência do segmento, e ri é perpendi-

cular à circunferência do segmento.

Os deslocamentos do eixo longitudinal da viga, situado no centroide, são o deslo-

camento axial u, os deslocamentos transversais v e w nas direções y e z, respectivamente, e o

ângulo de torção ψ da seção. Considerando a convenção da Figura 8 para esforços positivos, as

relações entre os deslocamentos e as deformações de viga no sistema global xyz são:

εx =
du

dx
; κy =−

d2w

dx2
; κz =

d2v

dx2
; β =

dψ

dx
(108)

No sistema global xyz, as relações acima tornam-se:

εx =
d u

d x
; κy =−

d2w

d x2
; κz =

d2v

d x2
; β =

dψ

d x
(109)
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Figura 14 – Identificação dos segmentos da seção transversal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde εx, κy, κz e β representam a deformação axial, as curvaturas e a taxa de variação do ângulo

de torção do eixo longitudinal passando pela origem do sistema xyz, respectivamente; u, v, w e

ψ são os deslocamentos relativos ao eixo x.

3.3.2 Viga de seção fechada

Se uma viga de seção fechada é cortada longitudinalmente, as duas bordas cortadas

sofrem um deslocamento relativo, como ilustrado na Figura 16. Na viga original, esse desloca-

mento relativo é impedido pelos esforços internos X1, X2, X3 e X4. As forças transversais X3 e

X4 são, geralmente, pequenas e podem ser desprezadas.31

A força axial X1 e o momento X2 correspondem aos termos Nxs e Ms da Equação

(44), respectivamente. Considera-se que tais termos não mudam ao longo do segmento.

Para determinar X1 e X2, deve-se utilizar condições de compatibilidade. Essas

condições são:31

u|esquerda = u|direita

∂wo

∂s
|esquerda =

∂wo

∂s
|direita

(110)

onde wo é o deslocamento da parede na direção perpendicular à superfı́cie de referência do

segmento (Figura 17).
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Figura 15 – Sistemas de coordenadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A primeira equação de compatibilidade pode ser expressa como:31

−2Aβ+
∮

γo
xs ds = 0 (111)

sendo A a área fechada da seção transversal definida pelo contorno da superfı́cie média, γo
xs a

deformação de cisalhamento do segmento no seu plano.

A segunda equação de compatibilidade pode ser expressa através da definição κs =

−∂2w0/∂s2. Desta forma, a segunda equação de compatibilidade torna-se:31

∮
κs ds = 0 (112)

Para analisar vigas compósitas de parede fina de seção fechada, Kollar e Pluzsik31

definem os seguintes passos que devem ser realizados.

1. As deformações em cada segmento da seção da viga são relacionadas à defor-

mação axial, às curvaturas e ao ângulo de torção do eixo da viga através de

hipóteses cinemáticas e da teoria de placas.

2. As forças em cada segmento da seção da viga são expressas em termos das

deformações dos segmentos e de X1 e X2.

3. A força axial resultante, os momentos resultantes e o torque resultante atuantes

no eixo da viga são determinados através das forças de cada segmento da seção
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Figura 16 – Corte longitudinal de uma viga de seção fechada.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

da viga.

4. X1 e X2 são determinados por meio das equações de compatibilidade.

5. A matriz constitutiva Cv é determinada relacionando a força axial resultante, os

momentos resultantes e o torque resultante à deformação axial, às curvaturas e

ao ângulo de torção do eixo da viga.

3.3.2.1 Passo 1: deformações em cada segmento

A partir da hipótese de Euler-Bernoulli-Navier, a deformação axial num dado ponto

da superfı́cie média de um segmento pode ser escrita como:

εxi = εx + zκy − yκz (113)

onde z e y são as coordenadas de um ponto arbitrário na superfı́cie média do i-ésimo segmento

e εxi é a deformação axial deste ponto.

É importante ressaltar que a seção transversal da viga com esquema de laminação



59

Figura 17 – Rotações da seção no corte longitudinal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

arbitrário pode não permanecer plana e, consequentemente, as hipóteses de Euler-Bernoulli-

Navier deixam de ser válidas. Entretanto, para vigas longas, as deformações podem ser conside-

radas constantes ao longo do comprimento da viga, e a condição de Estado Plano de Deformação

pode ser aplicada na análise, uma vez que as tensões e deformações variam apenas nos planos

perpendiculares ao eixo x.31

As deformações do eixo axial do i-ésimo segmento pode ser expressa como:





εc
x

κc
s

κc
r

βc





i

=




1 zi −yi 0

0 cosαi senαi 0

0 −senαi cosαi 0

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Ri





εx

κy

κz

β





(114)

onde zi e yi são as coordenadas da origem do sistema local xsr para o segmento i (Figura 18).

O ângulo αi é o ângulo entre os eixos s e y (Figura 18). O sobrescrito c refere-se ao eixo

longitudinal que passa pelo centro da superfı́cie média do segmento, onde s = 0 e r = 0. A

primeira equação é escrita em virtude da Equação (113). As grandezas κc
si e κc

ri representam

as curvaturas do i-ésimo segmento nos planos xr e xs, respectivamente (Figura 19). A última

equação (βc
i = β) é escrita considerando que o ângulo de torção na parede do segmento é o

mesmo ângulo de torção da viga.

A deformação axial no i-ésimo segmento varia linearmente com s. Portanto, pode-

se escrever que:

εxi = εc
xi − sκc

ri (115)

A curvatura κxi é uniforme em cada segmento laminado e é definida por:

κxi = κc
si = κy cosαi +κz senαi (116)
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Figura 18 – Coordenadas do ponto ci e orientação do segmento (ângulo αi).

�

�

�

�

�

��

��

��

�

�

��

��

��

��

����

��

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 – Curvaturas do eixo do i-ésimo segmento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A taxa de variação do ângulo de torção é definido como:31

βc
i =−

1

2
κxsi (117)

Logo

κxsi =−2βc
xi (118)

As Equações (115), (116) e (118) podem ser expressas matricialmente:





εx

κx

κxs





i

=




1 0 −s 0

0 1 0 0

0 0 0 −2




︸ ︷︷ ︸
Rs





εc
x

κc
s

κc
r

βc





i

(119)

3.3.2.2 Passo 2: forças e momentos em cada segmento

Como cada segmento é considerado um placa laminada, a relação entre esforços e

deformações do segmento é dada pela Equação (44). Assim, desprezando Ns (= X4) e fazendo

X1 = Nxs e Ms = X2, a Equação (44) fica:





εx

κx

κxs





i

=




α11 β11 β16

β11 δ11 δ16

β16 δ16 δ66




i︸ ︷︷ ︸
µµµi





Nx

Mx

Mxs





i

+




α16 β12

β61 δ12

β66 δ26




i

{
X1

X2

}

{
γo

xs

κs

}

i

=

[
α16 β61 β66

β12 δ12 δ26

]

i





Nx

Mx

Mxs





i

+

[
α66 β26

β26 δ22

]

i

{
X1

X2

}
(120)

Os esforços resultantes do i-ésimo segmento no sistema de coordenadas xsr mos-

trado na Figura 20 são:

N̂c
xi =

∫
s
Nxi ds = bi Nxi (121)

M̂c
si =

∫
s
Mxi ds = bi Mxi (122)

M̂c
ri =−

∫
s
Nxi sds (123)
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onde bi é o comprimento do segmento, conforme ilustrado na Figura 14.

Figura 20 – Esforços resultantes no i-ésimo segmento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O torque T̂ c
i pode ser escrito como:

T̂ c
i =−2

∫
s
Mxsi ds =−2bi Mxsi (124)

Ressalta-se que os esforços resultantes obtidos nas Equações (121), (122), (123) e

(124) estão localizados no centro da linha média do segmento.

A substituição das Equações (121), (122), (124) e (119) na primeira expressão da

Equação (120) resulta:





εc
x

κc
s

βc





i

=
1

bi




α11 β11 −
1

2
β16

β11 δ11 −
1

2
δ16

−
1

2
β16 −

1

2
δ16

1

4
δ66




i





N̂c
x

M̂c
s

M̂c
xs





i

+




α16 β12

β61 δ12

−
1

2
β66 −

1

2
δ26




i

{
X1

X2

}
(125)

Para avaliar a integral da Equação (123), Kollar e Pluzsik31 desprezam os esforços

X1 e X2 e assumem que o segmento possui apenas a curvatura κc
ri, sendo as demais curvaturas

κxi = 0 e κxsi = 0. Com esta aproximação, a inversa da primeira expressão da Equação (120)
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resulta:





Nx

Mx

Mxs





i

=




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33




i





εx

0

0





i

(126)

A matriz ai j é definida como




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33




i

=




α11 β11 β16

β11 δ11 δ16

β16 δ16 δ66




−1

i

(127)

Assim, Nxi = a11i εxi. A substituição dessa expressão e da Equação (115) na Equação (123)

conduz a:

M̂c
ri =

a11i b3
i

12
κc

ri (128)

As Equações (125) e (128) conduzem à relação:





εc
x

κc
s

κc
r

βc





i

=
1

bi




α11 β11 0 −
1

2
β16

β11 δ11 0 −
1

2
δ16

0 0
12

a11i b2
i

0

−
1

2
β16 −

1

2
δ16 0

1

4
δ66




i︸ ︷︷ ︸
ωωωi





N̂c
x

M̂c
s

M̂c
x

T̂ c





i

+




α16 β12

β61 δ12

0 0

−
1

2
β66 −

1

2
δ26




i

{
X1

X2

}

(129)

Rearranjando-se a equação acima, pode-se expressar os esforços no segmento em

função das deformações no segmento e dos hiperestáticos:





N̂c
x

M̂c
s

M̂c
x

T̂ c





i

=ωωω−1
i





εc
x

κc
s

κc
r

βc





i

−ωωω−1
i




α16 β12

β61 δ12

0 0

−
1

2
β66 −

1

2
δ26




i

{
X1

X2

}
(130)

3.3.2.3 Passo 3: esforços na viga

Para vigas com seções transversais fechadas, o momento de torção surge devido

ao momento de torção Mxs e ao fluxo de cisalhamento X1. No sistema de coordenadas xyz, o
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torque devido à X1 é dado:31

T =−2AX1 (131)

onde A é a área fechada definida pela superfı́cie média da seção transversal. O sinal negativo

nesta equação é para compatibilizar os sentidos das grandezas, conforme observado na Figura

8 e Figura 11.

No sistema de coordenadas xyz, os esforços na viga são obtidos através da soma da

contribuição de cada segmento:





Nx

My

Mz

T





=
N

∑
i=1




1 0 0 0

zi cosαi −senαi 0

−yi senαi cosαi 0

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
R t

i





N̂c
x

M̂c
s

M̂c
x

T̂ c





i

+




0 0

0 0

0 0

−2A 0




{
X1

X2

}
(132)

3.3.2.4 Passo 4: Esforços X1 e X2

A substituição da segunda expressão da Equação (120) nas Equações (111) e (112)

leva a:

0 =−

{
2Aβ

0

}
+

∮ [
α16 β61 β66

β12 δ12 δ26

]

i





Nx

Mx

Mxs





i

ds+
∮ [

α66 β62

β62 δ22

]

i

ds

{
X1

X2

}
(133)

As integrais no contorno da seção podem ser obtidas pelo somatório das integrais realizadas ao

longo de cada segmento:

∮
( )ds =

N

∑
i=1

∫
si

( )ds (134)

Após as integrações e levando em conta as Equações (130) e (114), pode-se escrever

a seguinte relação:

{
X1

X2

}
= F−1 L





εx

κy

κz

β





(135)
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onde:

F =
N

∑
i=1




bi

[
α66 β62

β62 δ22

]

i

−




α16 β61 0 −
1

2
β66

β12 δ12 0 −
1

2
δ26




i

ωωω−1
i




α16 β12

β61 δ12

0 0

−
1

2
β66 −

1

2
δ26




i




(136)

L =

[
0 0 0 −2A

0 0 0 0

]
−J (137)

J =
N

∑
i=1




α16 β61 0 −
1

2
β66

β12 δ12 0 −
1

2
δ26




i

ωωω−1
i Ri (138)

3.3.2.5 Passo 5: matriz constitutiva Cv

A partir das Equações (132), (130) e (114), pode-se escrever a relação:





Nx

My

Mz

T





=
N

∑
i=1

Rt
iωωω

−1
i Ri





εx

κy

κz

β





+







0 0

0 0

0 0

−2A 0



−Jt




{
X1

X2

}
(139)

A substituição da Equação (135) na Equação (139) resulta:





Nx

My

Mz

T





=

(
N

∑
i=1

(
Rt

iωωω
−1
i Ri

)
+Lt F−1 L

)

︸ ︷︷ ︸
Cv





εx

κy

κz

β





(140)

onde Cv é a matriz constitutiva referida ao sistema de coordenadas xyz.

3.3.2.6 Vida de seção transversal aberta

Apesar do foco deste trabalho ser em seções transversais fechadas, vale a pena

comentar que para uma seção transversal aberta, os hiperestáticos X1 e X2 são desprezados.

Assim, a partir da Equação (139), a matriz constitutiva Cv correspondente é dada apenas pela

parcela:31

Cv =
N

∑
i=1

(
Rt

iωωω
−1
i Ri

)
(141)



66

3.3.2.7 Centroide

A matriz constitutiva apresentada anteriormente é referida a um sistema de coorde-

nadas arbitrário. Para determinar tal matriz no sistema de coordenada xyz associado ao centroide

mecânico da seção, a localização desse centroide deve ser conhecida. O centroide está locali-

zado no ponto em que o eixo da viga permanece reto quando uma força normal N é aplicada

nele. Enquanto esse eixo permanece reto, a viga pode girar sobre o eixo de torção, que não

necessariamente coincide com o eixo que passa pelo centroide.31

As coordenadas do centroide referidas ao sistema xyz são denotadas por zc e yc

(Figura 18). A força e os momentos resultantes referidos no sistema xyz são relacionados com

a força aplicada no centroide:

Nx = N; My = zc N, Mz = yc N (142)

A relação deformação-tensão para viga é dada por:





εx

κy

κz

β





=




W 11 W 12 W 13 W 14

W 12 W 22 W 23 W 24

W 13 W 23 W 33 W 34

W 14 W 24 W 34 W 44








Nx

My

Mz

T





(143)

onde W i j é a matriz de flexibilidade da viga no sistema xyz dada por:

W = C
−1
v (144)

A partir das Equações (143) e (142), obtém-se as curvaturas:

{
κy

κz

}
=

[
W 12 W 22 W 23

W 13 W 23 W 33

]


1

zc

yc





N (145)

Uma vez que N é aplicado no centroide, por definição as curvaturas da viga são

nulas: κy = 0 e κz = 0. Neste caso, através da Equação (145), obtêm-se as coordenadas do

centroide referidas no sistema xyz:

{
zc

yc

}
=−

[
W 22 W 23

W 23 W 33

]−1[
W 12

W 13

]
(146)

3.3.2.8 Matriz Cv e W referidas ao sistema de coordenadas xyz

A força Nx e os momentos My e Mz no sistema xyz se relacionam com a força N

no sistema xyz através da Equação (142), enquanto os torques nos dois sistemas são idênticos
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T = T . Neste caso, pode-se escrever:





Nx

My

Mz

T





= Rb





Nx

My

Mz

T





(147)

onde Rb é definida como:

Rb =




1 0 0 0

zc 1 0 0

yc 0 1 0

0 0 0 1




(148)

A deformação axial do eixo que passa pelo centroide da viga é relacionada com a

deformação axial e as curvaturas do eixo x (i.e. passa pelo origem do sistema xyz) por meio da

relação:

εx = εx +κy zc −κz yc (149)

A curvatura e o ângulo de torção por unidade de comprimento dos eixos x e x são

idênticos. Portanto, tal condição permite escrever:





εx

κy

κz

β





= Rt
b





εx

κy

κz

β





(150)

A substituição das Equações (147) e (150) na Equação (143) resulta na relação

deformação-tensão para viga com relação ao sistema de coordenadas xyz:





εx

κy

κz

β





= Rt
b




W 11 W 12 W 13 W 14

W 12 W 22 W 23 W 24

W 13 W 23 W 33 W 34

W 14 W 24 W 34 W 44




Rb

︸ ︷︷ ︸
W





Nx

My

Mz

T





(151)

Assim, realizando o triplo produto da Equação (151), obtém-se a matriz de flexibilidade da viga

W com relação ao sistema de coordenadas xyz. É interessante observar que W possui quatro
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elementos nulos:

W =




W11 0 0 W14

0 W22 W23 W24

0 W23 W33 W34

W14 W24 W34 W44




(152)

Esses elementos da matriz W são nulos devido ao fato de que uma força normal aplicada no

centroide mecânico não resulta em curvaturas de flexão.

A inversa da Equação (152) produz a matriz constitutiva da viga com relação ao

sistema de coordenadas xyz:




C11 C12 C13 C14

C12 C22 C23 C24

C13 C23 C33 C34

C14 C24 C34 C44



=




W11 0 0 W14

0 W22 W23 W24

0 W23 W33 W34

W14 W24 W34 W44




−1

(153)

3.3.3 Seção circular

Para consideração de vigas de seção transversal circular, discretizou-se a seção em

segmento retos. Dada uma seção de raio médio R, as coordenadas dos nós de cada segmento

são (Figura 21):

yi = Rsenφ

zi = Rcosφ
(154)

As coordenadas do centroide de cada segmento são:

yi = Rsen(φ+∆φ/2)

zi = Rcos(φ+∆φ/2)
(155)

Cada segmento possui um comprimento:

bi = R∆φ (156)

e um ângulo de orientação:

αi = 2π−φ (157)

Todos os tubos modelados por meio desta sistemática possuem ∆φ= 2.5o e 144 pontos/segmentos.
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Figura 21 – Seção circular modelada por meio de segmentos retos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 Aplicações

As metodologias de análise de vigas laminadas de parede fina apresentadas neste

capı́tulo foram implementadas no software de programação matemática MATLAB. No intuito

de avaliar as formulações propostas, os resultados obtidos nas implementações por meio do

MATLAB foram comparadas com soluções de elementos finitos usando o software ABAQUS.

No caso das propriedades equivalentes, os resultados também foram comparados com alguns

resultados experimentais de Saggar.1

3.4.1 Exemplos de Saggar

Saggar1 avaliou experimentalmente a rigidez à flexão de tubos laminados. Os efei-

tos da variação do esquema de laminação e da relação raio/espessura (Tabela 1) foram analisa-

dos com tubos de seis camadas de prepegs de grafite/epóxi T700S/G91, cujas caracterı́sticas são

mostradas na Tabela 2. Foram consideradas laminações simétricas e assimétricas. A espessura

de cada camada é de 0.1473 mm.

Embora soluções alternativas tenham sido desenvolvidas para o cálculo das propri-

edades equivalentes de seções circulares através da teoria de Massa e Barbero30 e Barbero,58

são apresentadas apenas as comparações entre os resultados dos modelos com integrações nas

superfı́cies neutras, com correção e com abordagens acoplada e desacoplada (Tabela 3). Es-

sas propriedades são coerentemente calculadas com os conceitos de eixos neutros de flexão e

torção, bem como a particularização para o caso de material isotrópico.

Neste trabalho, o tubo foi discretizado usando elementos de casca quadráticos ba-

seado na teoria de Reisner-Mindlin com oitos nós e integração reduzida (S8R) do ABAQUS.
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Tabela 1 – Dados dos modelos ensaiados.1

Modelo Laminações Raio interno (mm) R/h

2A1 [0/−45/+45/+45/−45/0] 9.525 11.28

2A2 [0/+45/−45/0/+45/−45] 9.525 11.28

2A3 [+45/−45/+45/−45/0/0] 9.525 11.28

2B1 [0/−45/+45/+45/−45/0] 6.350 7.68

2C1 [0/−15/+15/+15/−15/0] 9.525 11.28

2C2 [0/−75/+75/+75/−75/0] 9.525 11.28

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 2 – Propriedades do material.1

Propriedades Valores médios

E1 138.580 GPa

E2 12.200 GPa

G12 7.653 GPa

ν12 0.313

Fonte: Elaborado pelo autor.

A malha, mostrada na Figura 22, têm 64 elementos na direção longitudinal e 24 elementos na

direção circunferencial.

Figura 22 – Malha para elemento de casca (S8R) e modelo deformado.
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X

Y

Z

Fonte: Elaborado pelo autor.

O tubo também foi discretizado com elementos sólidos quadráticos com 20 nós

(C3D20) do ABAQUS. A malha tinha 64 elementos na direção longitudinal e 16 elementos na

direção circunferencial. O modelos deformado é ilustrado na Figura 23.

Para o cálculo da rigidez à flexão via elementos finitos, simulou-se, nos dois mo-

delos supracitados, o tubo submetido à flexão pura. O carregamento foi aplicado na forma de

um binário. O modelo é engastado na extremidade oposta ao carregamento e tem comprimento
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Tabela 3 – Resumo das formulações para cálculo da rigidez à flexão de seção circular.

Formulações Equações

Integração na sup. neutra, com correção local EI: (94)

e com desacoplamento: SNCL-DES Desacoplado: (47)

Integração na sup. neutra, com correção local EI: (94)

e com acoplamento: SNCL-AC Acoplado: (49)

Integração na sup. neutra, com correção global EI: (95)

e com desacoplamento: SNCG-DES Desacoplado: (47)

Integração na sup. neutra, com correção global EI: (95)

e com acoplamento: SNCG-AC Acoplado: (49)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 – Deformada para elementos do tipo sólido (C3D20).

Fonte: Elaborado pelo autor.

igual a 20 vezes o seu raio médio. No ABAQUS, esse engastamento foi realizado restringindo

todos os deslocamentos dos nós da seção. Para assegurar a hipótese das seções planas, um anel

rı́gido de material isotrópico foi introduzido onde a carga foi aplicada. O anel rı́gido possui

dimensão de 1 mm na direção axial e módulo de elasticidade igual a 100 vezes o módulo de

elasticidade do aço (Eaço = 200GPa). Assim, da Resistência dos Materiais pode-se escrever:

δ =
ML2

2EIMEF

⇒ EIMEF =
ML2

2δ
(158)

onde δ é o deslocamento na extremidade do tubo.

Os resultados para a rigidez à flexão obtidos com as formulações SNCL-DES,

SNCL-AC, SNCG-DES e SNCG-AC estão apresentados na Tabela 4. Esses resultados são com-

parados na Tabela 5 (modelos simétricos), Tabela 6 (modelos assimétricos) e Tabela 7 (modelos

assimétricos) com os valores obtidos por elementos finitos no ABAQUS e os experimentais de

Saggar1 através da diferença relativa entre aqueles e estes.

A partir dos dados apresentados na Tabela 4, pode-se observar que as formulações
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Tabela 4 – Resultado para rigidez à flexão (Nm2).

Tipos de laminação Modelo
SNCL SNCG

DES AC DES AC

Simétrica

2A1 175.980 175.980 175.980 175.980

2B1 55.892 55.895 55.892 55.895

2C1 340.980 341.000 340.980 341.000

2C2 151.480 151.480 151.480 151.480

Assimétrica
2A2 170.450 171.060 170.480 171.030

2A3 183.830 184.620 183.940 184.510

Fonte: Elaborado pelo autor.

SNCL e SNCG, considerando em ambas o efeito do Desacoplamento e Acoplamento, são iguais

para os laminados simétricos. Isto ocorre porque para esse tipo de laminado o termo Bx = 0,

logo, as Equações (94) e (95) conduzem a resultados iguais. A mesma afirmação não pode ser

feita para os modelos assimétricos, pois o termo Bx pode ser diferente de zero.

Tabela 5 – Rigidez EI dos modelos simétricos - diferença relativa de SNCL-DES-AC (=SNCG-DES-

AC) com respeito a Elementos Finitos e Saggar.1

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)

simétricos Casca (%) Sólido (%) Casca (%) Sólido (%) DES (%) AC (%)

2A1 0.25 -0.24 0.25 -0.24 5.76 6.11

2B1 0.49 -0.28 0.50 -0.27 4.50 4.71

2C1 0.18 0.06 0.19 0.06 -4.62 4.41

2C2 0.25 -0.33 0.25 -0.33 4.67 -4.90

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 6 – Rigidez EI dos modelos assimétricos - diferença relativa de SNCL-DES-AC com respeito a

Elementos Finitos e Saggar.1

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)

assimétricos Casca (%) Sólido (%) Casca (%) Sólido (%) DES (%) AC (%)

2A2 -0.87 -0.26 -0.51 0.10 3.78 4.12

2A3 2.38 -0.82 2.80 -0.39 2.90 3.31

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 7 – Rigidez EI dos modelos assimétricos - diferença relativa de SNCG-DES-AC com respeito a

Elementos Finitos e Saggar.1

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)

assimétricos Casca (%) Sólido (%) Casca (%) Sólido (%) DES (%) AC (%)

2A2 -0.85 -0.24 -0.53 0.08 3.80 4.10

2A3 2.44 -0.76 2.74 -0.45 2.96 3.26

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pode-se observar que as formulações apresentadas, com correção global e local com

ambos os efeitos Acoplados e Desacoplados, produzem excelentes resultados quando compa-

rados com elementos finitos e valores experimentais. A maior diferença percentual (6,11%)

ocorreu no modelo simétrico 2A1 (com SNCG e considerando o efeito do Acoplamento) com

relação ao resultado experimental. Desta forma, pode-se afirmar que as formulações propostas

para uma viga de seção circular foram validadas por resultados experimentais.

Para as próximas simulações numéricas e comparações, no que tange o cálculo da

rigidez à flexão por meio da teoria de Massa e Barbero30 será utilizada apenas a sistemática

SNCG-AC.

3.4.2 Viga caixão

No intuito de verificar as formulações apresentadas anteriormente, foram gerados

no software ABAQUS modelos tridimensionais de vigas laminadas do tipo caixão utilizando

elementos de casca.

No ABAQUS, a viga caixão foi discretizada usando elementos de casca quadráticos

S8R. Na Figura 24, ilustra-se a malha utilizada. A malha possui 8 elementos na direção de cada

alma, 6 elementos na direção de cada mesa e 141 elementos na direção longitudinal da viga.

Figura 24 – Viga caixão discretizada com elementos de casca (S8R).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os modelos foram desenvolvidos usando prepeg carbono/epóxi AS4/3501-6, cujas

propriedades são apresentadas na Tabela 8.2 Todos os modelos têm 6 lâminas, cada lâmina com

espessura de 1 mm. Foram considerados modelos simétricos e assimétricos para a parede. As

especificações de cada modelo são apresentadas na Tabela 9.

Todos os modelos desenvolvidos nesta etapa possuem dimensões de 50 mm para

mesa (b) e 70 mm para alma (d), conforme ilustra a Figura 25. Ressalta-se que tais dimensões
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Tabela 8 – Propriedades do material.2

E1 (GPa) E2 (GPa) E3 (GPa) G12 (GPa) G13 (GPa) G23 (GPa) ν12 ν13 ν23

147.0 10.3 10.3 7.0 7.0 3.7 0.27 0.27 0.54

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 9 – Dados dos modelos.

Modelos Laminações

Simétricos

L1 [+45/-45/+45/+45/-45/+45]

L2 [0/90/0/0/90/0]

L3 [0/90/+45/+45/90/0]

Não-simétricos

L4 [+45/-45/+45/-45/+45/-45]

L5 [0/90/0/90/0/90]

L6 [0/90/-45/0/90/-45]

Fonte: Elaborado pelo autor.

correspondem aos seus valores médios. Cada segmento (alma e mesa) possui 6 mm de espessura

(h). O empilhamento das lâminas de cada segmento da seção transversal é posto de forma

que a laminação da seção fique simétrica, no sentido de dentro para fora da seção transversal,

conforme ilustrado na Figura 25.

Figura 25 – Dimensões da seção caixão e forma de empilhamento das lâminas (modelo L6).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A comparação entre as respostas obtidas por meio das abordagens de análise de

vigas de parede fina apresentada anteriormente e as respostas obtidas por meio dos modelos de

elementos finitos é realizada através da diferença percentual entre estes e aqueles. O parâmetro

de comparação são os deslocamentos do centro do vão (isolar os efeitos de extremidade) da

viga caixão engastada e livre. O comprimento dos modelos é igual a 20 vezes a alma da seção.

Assim como no exemplo de Saggar,1 para garantir a hipótese das seções planas, foi introduzido
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um dispositivo rı́gido onde as cargas são aplicadas (Figura 26). Tal dispositivo rı́gido possui a

mesma espessura que o laminado, 1 mm de comprimento e módulo de elasticidade igual a 100

vezes o módulo de elasticidade do aço (Eaço = 100 GPa).

Figura 26 – Binário aplicado na viga caixão.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir deste ponto da dissertação, para simplificar e auxiliar a leitura dos resul-

tados, utilizam-se as siglas: MFM para as respostas que são obtidas através do Método da

Flexibilidade do Material; MB para as respostas que são obtidas utilizando a teoria de Massa e

Barbero;30 KP para as respostas que são obtidas através da abordagem de Kollar e Pluzsik.31

Quando necessário, será indicada outra nomenclatura.

Para o cálculo dos deslocamentos através das abordagens MFM, MB e KP, calculou-

se, inicialmente, as deformações de viga através da Equação (31). Assim, para uma viga en-

gastada e livre submetida a carregamentos constantes aplicados em sua extremidade livre, os

deslocamentos e a rotação na extremidade livre são:

u = εx L

v =−κy
L2

2

w =−κz
L2

2

ψ = βL

(159)

onde L é o comprimento da viga. Para os deslocamentos no centro do vão da viga, faz-se

L = L/2.

Inicialmente, os modelos foram submetidos a uma força axial N = 240 N, aplicada

na extremidade livre da viga caixão. No ABAQUS, utilizou-se a opção shell load para aplicar

uma carga distribuı́da de 1000 N/m ao longo do contorno da seção transversal para produzir a
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resultante de 240 N. Na Tabela 10, apresentam-se os deslocamentos obtidos nos modelos do

ABAQUS, bem como as diferenças percentuais.

Tabela 10 – Diferença relativa para N = 240 N (seção caixão).

Laminação Desl. Casca MFM (%) MB (%) KP (%)

L1
u (m) 4.8962E-06 -6.78 -0.34 0.97

ψ (rad) 1.6017E-05 - - -1.48

L2
u (m) 1.1459E-06 -7.69 0.00 0.00

ψ (rad) - - - -

L3
u (m) 1.9225E-06 -7.59 -8.26 0.05

ψ (rad) 3.9044E-05 - - 0.31

L4
u (m) 4.8341E-06 -5.91 0.93 0.95

ψ (rad) 1.2524E-06 - - 18.95

L5
u (m) 1.14776E-06 -1.48 0.01 0.00

ψ (rad) - - - -

L6
u (m) 1.9315E-06 10.34 -8.19 0.07

ψ (rad) 3.8653E-05 - - 0.43

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar a partir da Tabela 10 que as abordagens de análise descritas neste

capı́tulo conduzem a bons resultados. Contudo, o processo MFM produziu resultado ruim para

o modelo L6 e a abordagem KP produziu resultado pobre apenas para a rotação ψ para o mo-

delo L4. Vê-se também, como esperado, que apenas a abordagem do KP conseguiu captar o

acoplamento normal-torção, uma vez que as demais abordagens desprezam tal acoplamento.

Na Equação (160), verifica-se, claramente, tal acoplamento através da matriz Cv do modelo L6.

Na Figura 27, ilustra-se a deformada do modelo L6 submetido à força normal de 240 N.

Cv =




9.5258E+07 0.0000E+00 0.0000E+00 −4.1532E+05

0.0000E+00 6.3687E+04 0.0000E+00 0.0000E+00

0.0000E+00 0.0000E+00 3.7809E+04 0.0000E+00

−4.1532E+05 0.0000E+00 0.0000E+00 2.0679E+04




(160)
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Figura 27 – Deformada da viga caixão com laminação L6 submetida ao esforço normal N = 240 N.

U, U3

+0.000e+00
+3.232e−07
+6.465e−07
+9.697e−07
+1.293e−06
+1.616e−06
+1.939e−06
+2.263e−06
+2.586e−06
+2.909e−06
+3.232e−06
+3.556e−06
+3.879e−06

Step: Step−1
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U3
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.800e+04

ODB: box.odb    Abaqus/Standard 6.9−EF1    Tue Jun 04 12:30:43 GMT−03:00 2013
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, aplicou-se um momento My na extremidade livre da viga caixão de

70 Nm. No ABAQUS, tal carregamento foi simulado por meio de um binário, cuja magnitude

das forças é de 1000 N (F), contido no plano xz, como ilustrado na Figura 26. Na Tabela 11,

apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as diferenças percentuais.

Tabela 11 – Deslocamento transversal w e diferença relativa para My = 70 Nm (seção caixão).

Laminação Casca (m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 6.6285E-04 1.55 0.21 1.55

L2 1.5596E-04 0.02 0.01 0.01

L3 2.6087E-04 -40.20 -8.06 0.31

L4 6.5451E-04 2.49 1.49 1.49

L5 2.0461E-04 4.93 0.00 0.02

L6 2.6820E-04 17.20 -8.01 0.40

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir dos dados da Tabela 11, pode-se observar que todas as abordagens apresen-

taram ótima concordância com elementos finitos. Por outro lado, nos modelos L3 e L6, não se

pode afirmar o mesmo para os resultados obtidos através do MFM.

Aplicou-se também um momento Mz cuja magnitude é de 50 Nm na extremidade

livre da viga caixão. No ABAQUS, tal carregamento foi representado da mesma forma como o

momento My, um binário cuja magnitude das forças é de 1000 N. Contudo, o par de forças está

contido no plano xy. Na Tabela 12, encontram-se os valores dos deslocamentos transversais

obtidos nos modelos de elementos finitos, bem como as diferenças percentuais.
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Tabela 12 – Deslocamento transversal v e diferença relativa para Mz = 50 Nm (seção caixão).

Laminação Casca (m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 7.7977E-04 2.04 0.69 2.04

L2 1.8431E-04 0.04 0.00 0.01

L3 3.0820E-04 0.49 -8.14 0.19

L4 7.6948E-04 3.04 2.04 2.04

L5 2.4461E-04 3.74 -0.01 0.01

L6 3.2305E-04 15.01 -8.40 0.29

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se observar a partir dos dados apresentados na Tabela 12 que apenas o MFM

apresentou resultado ruim para o modelo L6 (15.01%). Todas as demais abordagens produziram

ótimos resultados.

Por fim, os modelos foram submetidos a um momento torçor T = 120 Nm, aplicado

na extremidade livre da viga caixão. No ABAQUS, aplicaram-se dois binários no mesmo plano

da seção transversal da viga para produzir o momento torçor resultante de 120 Nm. Na Tabela

13, apresentam-se os deslocamentos obtidos nos modelos do ABAQUS, bem como as diferenças

percentuais.

Tabela 13 – Diferença relativa para T = 120 Nm (seção caixão).

Laminação Desl. Casca MFM (%) MB (%) KP (%)

L1
u (m) 8.0082E-06 - - -1.48

ψ (rad) 1.9354E-03 12.67 -0.86 -0.09

L2
u (m) - - - -

ψ (rad) 9.5817E-03 2.24 1.17 0.81

L3
u (m) 1.9523E-05 - - 0.30

ψ (rad) 4.7747E-03 77.17 -7.66 0.52

L4
u (m) 6.2922E-07 - - 18.39

ψ (rad) 1.7766E-03 8.03 5.86 -0.10

L5
u (m) - - - -

ψ (rad) 9.5829E-03 2.22 1.15 0.80

L6
u (m) 1.9326E-05 - - 0.43

ψ (rad) 4.5013E-03 16.81 -5.07 -1.10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar na Tabela 13 que todas as abordagens conduziram a bons resul-

tados, salvo as abordagem MFM e KP para os modelos L3, L4 e L6. Mais uma vez, pode-se

verificar também que apenas a abordagem KP foi capaz de captar o efeito do acoplamento

normal-torção.
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3.4.3 Viga com seção transversal circular

No intuito de aumentar a gama de aplicações numéricas para verificação das teo-

rias de vigas, bem como das particularizações para viga de seção circular apresentadas neste

trabalho, foram desenvolvidos modelos tridimensionais de vigas tubulares de seção circular no

ABAQUS.

As laminações utilizadas (Tabela 9), bem como as propriedades do material (Tabela

8) são as mesmas utilizadas para o exemplo da viga caixão. O tubo possui 60 mm de raio médio

e 6 mm de espessura. Os modelos possuem as mesmas condições mencionadas no exemplo de

Saggar,1 com comprimento igual a 20 vezes o raio médio, introdução de um anel rı́gido em

uma extremidade e engastamento na extremidade oposta. No ABAQUS, esse engastamento foi

simulado pela restrição de todos os deslocamentos de todos os nós da seção engastada.

Nesta etapa, todos os modelos desenvolvidos no ABAQUS foram discretizados uti-

lizando elementos do tipo casca (S8R). Na Figura 28, ilustra-se a malha utilizada. A malha

possui 36 elementos na direção circunferencial e 121 elementos na direção longitudinal.

Figura 28 – Viga de seção transversal circular discretizada com elementos de casca (S8R).

Z T

R

X

Y

Z

Fonte: Elaborado pelo autor.

A comparação dos resultados seguiu a mesma sistemática do exemplo da viga

caixão, diferença relativa para deslocamentos (no centro do vão) entre as respostas obtidas

através do MFM, MB, KP e de elementos finitos.

Inicialmente, os modelos de viga de seção circular foram submetidos a uma força

normal de N = 376.9911 N, aplicada na extremidade livre da viga. No ABAQUS, utilizou-se

a opção shell load para aplicar uma carga distribuı́da de 1000 N/m ao longo do contorno da

seção transversal para produzir a resultante de 376.9911 N. Na Tabela 14, apresentam-se os

deslocamentos obtidos nos modelos de casca, bem como as diferenças relativas.
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Tabela 14 – Diferença relativa para N = 376.9911 N (seção circular).

Laminação Desl. Casca MFM (%) MB (%) KP (%)

L1
u (m) 4.1898E-06 1.16 -0.18 1.15

ψ (rad) 6.7703E-06 - - -1.75

L2
u (m) 9.8215E-07 0.00 0.00 0.00

ψ (rad) - - - -

L3
u (m) 1.6493E-06 0.03 -8.34 0.01

ψ (rad) 1.6455E-05 - - -0.22

L4
u (m) 4.1327E-06 2.19 1.20 1.20

ψ (rad) 2.3136E-07 - - 31.74

L5
u (m) 1.2665E-06 6.73 0.74 0.00

ψ (rad) - - - -

L6
u (m) 1.6525E-06 19.75 -7.15 0.08

ψ (rad) 1.6429E-05 - - -0.30

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar a partir da Tabela 14 que as abordagens MFM, MB e KP produzi-

ram bons resultados, salvo o MFM e KP, que produziram resultados ruins para os modelos L6

e L4, respectivamente. Apesar do KP ter resultado em uma solução ruim para o deslocamento

secundário (ângulo de torção) do modelo L6, ele produziu bom resultado para o deslocamento

principal (deslocamento axial). Vê-se também que apenas o KP conseguiu captar o acoplamento

normal-torção, uma vez que as demais abordagens não são capazes de captar tal acoplamento.

Na Equação (161), verifica-se esse acoplamento através da matriz Cv do modelo L1.

Cv =




5.4084E+07 1.2648E−12 4.3886E−12 4.5396E+05

1.2648E−12 9.6160E+04 −9.6492E−12 8.0586E−13

4.3886E−12 −1.5163E−11 9.6160E+04 2.7963E−12

4.5396E+05 8.0586E−13 2.7963E−12 2.8925E+05




(161)

Em seguida, aplicou-se um momento My na extremidade livre da viga de 120 Nm.

No ABAQUS, tal carregamento foi simulado por meio de um binário, cuja magnitude das forças

é de 1000 N. Na Tabela 15, apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as

diferenças relativas.

A partir dos dados da Tabela 15, pode-se observar que todas as abordagens apresen-

taram ótima concordância com elementos finitos (diferença relativa abaixo de 10%). Contudo,

no modelo L6 não se pode afirmar o mesmo quando analisado através do MFM. Na Figura 29,

ilustra-se a deformada do modelo L2.

Por fim, os modelos foram submetidos a um momento torçor de T = 240 Nm, apli-

cado na extremidade livre da viga. No ABAQUS, aplicaram-se dois binários, cuja magnitude

das forças são de 1000 N, no mesmo plano da seção transversal para produzir a resultante de
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Tabela 15 – Deslocamento transversal w e diferença relativa para My = 120 Nm (seção circular).

Laminação Casca (m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 2.1949E-04 2.19 0.84 2.34

L2 5.2047E-05 -0.14 -0.16 0.01

L3 8.7283E-05 0.03 -8.49 0.11

L4 2.1640E-04 3.28 2.27 2.43

L5 6.8113E-05 5.02 0.59 0.01

L6 8.9295E-05 17.28 -7.33 0.25

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 – Deformada da viga com laminação L2 submetida ao momento fletor My = 120 Nm.

U, U2

−9.621e−10
+1.741e−05
+3.483e−05
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+6.965e−05
+8.707e−05
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+1.219e−04
+1.393e−04
+1.567e−04
+1.741e−04
+1.916e−04
+2.090e−04

Step: Step−1
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.747e+02

ODB: circular.odb    Abaqus/Standard 6.9−EF1    Tue Jun 04 16:30:51 GMT−03:00 2013
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Fonte: Elaborado pelo autor.

240 Nm. Na Tabela 16, apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as

diferenças relativas.

A partir dos dados apresentados na Tabela 16, pode-se observar que todas as abor-

dagens apresentaram ótima concordância com elementos finitos, diferença percentual abaixo de

10%, salvo o modelo L3 quando analisado através do MFM.
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Tabela 16 – Diferença relativa para T = 240 Nm (seção circular).

Laminação Desl. Casca MFM (%) MB (%) KP (%)

L1
u (m) 4.3101E-06 - - -1.75

ψ (rad) 5.0501E-04 11.36 -1.29 -0.10

L2
u (m) - - - -

ψ (rad) 2.5194E-03 0.27 0.02 -0.06

L3
u (m) 1.0475E-05 - - -0.21

ψ (rad) 1.2437E-03 75.40 -8.20 0.13

L4
u (m) 1.4729E-07 - - 31.74

ψ (rad) 4.6288E-03 6.94 5.63 -0.12

L5
u (m) - - - -

ψ (rad) 2.5190E-03 0.29 0.04 -0.04

L6
u (m) 1.0459E-05 - - -0.30

ψ (rad) 1.2119E-03 11.90 -4.88 -0.80

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 ANÁLISE NÃO LINEAR COM GRANDES ROTAÇÕES

No que tange o uso da descrição corrotacional para análise de vigas laminadas de

parede fina por meio de elementos de barra, ressalta-se que, na revisão bibliográfica realizada,

não foram detectadas pesquisas. Sobre o tema, Almeida e Awruch60 propuseram um elemento

de casca laminada triangular.

Uma das formulações corrotacionais mais consistentes conhecidas como indepen-

dente do elemento foi introduzida por Rankin e Brogan.61 A principal caracterı́stica desta for-

mulação é a separação da parcela de corpo rı́gido do movimento da parcela deformacional. A

parcela não linear é incorporada na matriz de transformação que relaciona os parâmetros lo-

cais e globais. Toda a parcela deformacional é realizada pelo elemento local. Desta forma,

pode-se utilizar elementos convencionais lineares e não lineares no âmbito local da formulação

corrotacional.

Há diversos trabalhos que consolidaram e generalizaram a formulação corrotacio-

nal independente do elemento como Rankin e Nour-Omid62 e Nour-Omid e Rankin.63 Outros

trabalhos importantes usando tal abordagem foram apresentados por Crisfield,64 Crisfield e

Moita34 e Crisfield.65 Pacoste e Eriksson,36 Battini e Pacoste37 e Battini66 introduziram al-

gumas modificações no intuito de melhorar a eficiência computacional. Fellipa e Haugen67

apresentaram uma unificação da descrição corrotacional, discorrendo sobre o histórico, as van-

tagens, as variações, dentre outros aspectos dela.

Nesta dissertação, utiliza-se a formulação corrotacional independente do elemento

para o tratamento de problemas geometricamente não-lineares com grandes rotações. Esta

formulação é apresentada nos moldes do trabalho de Monteiro,33 que é baseado na formulação

de Nour-Omid e Rankin.63

4.1 Grandes rotações no espaço

Nesta seção, explanam-se as fórmulas e o algebrismo para o tratamento das rotações

finitas no espaço tridimensional. A ênfase é posta em expressões úteis para formulação corro-

tacional do elemento de pórtico espacial apresentada a seguir.

A avaliação das rotações no plano é uma tarefa simples, uma vez que uma rotação

no plano é definida apenas por um escalar, o ângulo de rotação em torno do eixo perpendicular

a este plano. Neste caso, as rotações possuem a propriedade da comutatividade. Por outro lado,

a avaliação das rotações finitas no espaço é mais complicada. Seu comportamento é regido por

um teorema fundamental de Euler que garante: o movimento genérico de um corpo rı́gido com

um ponto fixo é equivalente a uma rotação em torno de algum eixo que passa por tal ponto.67

Portanto, para determinação completa das rotações finitas no espaço é necessário o

conhecimento da magnitude da rotação e do eixo em torno do qual esta rotação ocorre, ou seja,

o ângulo de rotação e o eixo de rotação. Estes são os mesmos atributos que caracterizam os

vetores. Entretanto, as rotações finitas no espaço não obedecem as leis do cálculo vetorial. O
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maior problema é a propriedade da comutação, que não é obedecida. Desta forma, alternando

a sequência de duas rotações, os resultados são distintos, salvo se ambas apresentem o mesmo

eixo de rotação.68

No intuito de mostrar o caráter não vetorial das rotações finitas no espaço, ilustra-

se, a seguir, o exemplo extraı́do de Malvern.69 Aplica-se uma sequência de três rotações de 90o

ao corpo rı́gido representado na Figura 30 pelo retângulo A0 contido inicialmente no plano xy:

a) rotação em torno do eixo x, representado por π/2 i, que leva o corpo para a

posição A1;

b) rotação em torno do eixo y, representado por π/2 j, que leva o corpo para a

posição A2;

c) rotação em torno do eixo z, representado por π/2 k, que leva o corpo para a

posição A3.

Figura 30 – Ilustração do caráter não vetorial das rotações.
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Fonte: Adaptado de Malvern.69

Se as rotações fossem grandezas vetoriais, a aplicação das rotações na ordem inversa

levaria para a mesma posição final A3 como explanado anteriormente, porém, como ilustrado

na Figura 30, isto não ocorre. No entanto, vale ressaltar que quando efetuadas em torno de um

único eixo, as rotações podem ser tratadas vetorialmente, como nos casos bidimensionais.

Matematicamente, uma rotação finita θ no espaço em torno de um eixo pode ser

caracterizada por um tensor ortogonal Rθ. Há várias formas de representar esse tensor. A

essas formas de se representar o tensor Rθ, denomina-se parametrização do tensor de rotação

ou parametrização das rotações.68
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Segundo Moreira,68 existem duas classes de parametrizações: as parametrizações

vetoriais e as não vetoriais. As parametrizações vetoriais não são livres de singularidades,

porém, apesar dessa limitação, elas são muito convenientes do ponto de vista computacional,

uma vez que permitem tratar as rotações de forma semelhante às translações. Pode-se citar as

parametrizações de Euler e Parâmetros de Rodrigues como exemplos de parametrizações veto-

riais. Por outro lado, as parametrizações ditas não vetoriais envolvem mais de três parâmetros

associados a restrições ou têm apenas três parâmetros que, entretanto, não podem ser entendi-

dos como componentes de um vetor, por exemplo, os ângulos de Euler, quatérnions (também

conhecidos como Parâmetros de Euler).68

Diversas alternativas de parametrização do tensor Rθ podem ser encontradas na

literatura. Spring70 e Felippa e Haugen67 revisam as parametrizações comumente utilizadas:

parâmetros de Euler (quaternions), parâmetros de Rodrigues, ângulos de Euler, dentre outras

parametrizações.

A escolha destas parametrizações leva em consideração aspectos teóricos e compu-

tacionais. Por exemplo, evitar singularidades ou reduzir o custo computacional.68

A seguir, é mostrado o algebrismo para determinação do tensor Rθ. Este algebrismo

segue a mesma abordagem apresentada por Argyris,38 apontado por muitos autores como o

trabalho pioneiro no ramo da Mecânica Computacional.68,71

4.1.1 Tensor das rotações

Como mencionado anteriormente, matematicamente, uma rotação finita θ em torno

de um eixo pode ser caracterizada por um tensor ortogonal Rθ. As seis condições de ortogonali-

dade resultante da condição RθRt
θ = I (no decorrer do trabalho I denotará a matriz de identidade

de ordem 3) permitem que o tensor Rθ possa ser representado por apenas três parâmetros. Como

sugerido pelo teorema de Euler, sejam esses três parâmetros as componentes do pseudovetor:33

θθθ = θe (162)

definido ao longo do eixo de rotação, cujo vetor unitário é e (Figura 31). Desta forma, o pseu-

dovetor θθθ pode ser escrito em termos das componentes θ1, θ2, θ3 no sistema cartesiano Oxyz:

θθθ =





θ1

θ2

θ3





(163)

com

θ = (θ1 +θ2 +θ3)
1/2

(164)

Considera-se, agora, um vetor po que, com o resultado da aplicação de θθθ, é trans-
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Figura 31 – Rotação de um vetor.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

formado em pn (Figura 31). Assim, busca-se estabelecer a transformação linear:

pn = Rθpo (165)

onde o tensor de rotação Rθ associa cada vetor em sua posição antes da rotação a um outro vetor

em sua posição após a rotação. Vale ressaltar que, por definição, o vetor po não sofre alterações

no seu comprimento com uma rotação de corpo rı́gido e, portanto, pode-se dizer:

pt
opo = pt

npn = (Rθpo)
t (Rθpo) = pt

oRt
θRθpo (166)

ou

pt
o

(
I−Rt

θRθ

)
po = 0 (167)

Sendo a Equação (167) válida para qualquer po, implica na ortogonalidade do tensor Rθ, ou

seja:

Rt
θRθ = I (168)

Na Figura 31, observa-se que o vetor pn pode ser escrito na forma:

pn = po +p∆ (169)
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Uma expressão para o tensor de rotação em função do pseudovetor é obtida escrevendo p∆ na

forma (Figura 32):

p∆ = b+ c (170)

onde c é normal a b. O vetor c situa-se perpendicular ao plano OAC, logo, c possui a mesma

direção que (e×po) e sua magnitude é dada por:

|c|= asenθ (171)

Figura 32 – Detalhe dos vetores b e c.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

Por outro lado, observa-se que a magnitude de (e×po) é:

|e×po|= |e||po|senα

= |po|senα

= |po|
a

|po|

= a

(172)

A partir das Equações (162), (171) e (172), escreve-se:

c = |c|
(e×po)

|e×po|

= asenθ
(e×po)

a

=
senθ

θ
(θθθ×po)

(173)

A partir da Figura 32, demonstra-se imediatamente que b não é apenas perpendicu-

lar a (e×po), mas também a e, uma vez que este vetor está contido no plano ACÂ normal a e.

Portanto, pode-se associar a direção de b à direção de e× (e×po). Verifica-se, que o módulo

de e× (e×po) é a, uma vez que e é um vetor unitário e normal a (e×po). Recorrendo mais



88

uma vez à Figura 32, verifica-se que o módulo do vetor b é dado por:

|b|= a−a cosθ = (1− cosθ)a = 2asen2 θ

2
(174)

Assim, a partir das Equações (162), (174) e de relações trigonométricas, tem-se:

b = |b|
(e× (e×po))

|(e× (e×po))|

= 2sen2 θ

2
(e× (e×po))

=
1

2

sen2(θ/2)

(θ/2)2
(θθθ× (θθθ×po))

(175)

Substituindo as Equações (175) e (173) na Equação (170) e, em seguida, substi-

tuindo a expressão resultante dessa operação na Equação (169), obtém-se o vetor pn na forma:

pn = po +
senθ

θ
(θθθ×po)+

1

2

sen2(θ/2)

(θ/2)2
(θθθ× (θθθ×po)) (176)

A fim de escrever a expressão anterior num formato matricial, introduz-se o seguinte

tensor de segunda ordem antissimétrico:

Sm =




0 −m3 m2

m3 0 −m1

−m2 m1 0


 (177)

onde mi são as componentes de um vetor qualquer m. O produto vetorial de m com outro vetor

n qualquer pode ser escrito na forma:

m×n = Smn (178)

ou

m×n =−Snm (179)

Desta forma, pode-se escrever que:

θθθ×po = Sθpo e θθθ× (θθθ×po) = S2
θpo (180)

Usando a relação acima na Equação (176) e observando a Equação (165), tem-se:

pn = po +
senθ

θ
Sθpo +

1

2

sen2(θ/2)

(θ/2)2
S2

θpo = Rθpo (181)
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então,

Rθ = I+
senθ

θ
Sθ +

1

2

sen2(θ/2)

(θ/2)2
S2

θ (182)

Recorrendo às Equações (162) e (178), pode-se escrever a Equação (182) em função do vetor

unitário e:

Rθ = I+ senθSe +(1− cosθ)S2
e (183)

Esta expressão é conhecida na literatura como fórmula de Rodrigues33 ou como fórmula de

Euler68 e é assim definida em termos do ângulo de rotação e dos cossenos diretores do eixo de

rotação (componentes de e).

Recordando-se que Rθ é um tensor ortogonal, a relação inversa da Equação (181)

fica:

po = R−1
θ pn = Rt

θpn (184)

onde

Rt
θ = I−

senθ

θ
Sθ +

1

2

sen2(θ/2)

(θ/2)2
S2

θ (185)

uma vez que Sθ é antissimétrico e possui a propriedade:

St
θ =−Sθ (186)

A obtenção das componentes de θθθ a partir de Rθ é simbolizado por:

θθθ = rot (Rθ) (187)

e pode ser resolvido por meio do algoritmo de Spurrier.72

4.1.2 Pequenas rotações

Se o vetor po da Figura 31 gira de um pequeno ângulo ∆θ em torno do eixo e, tem-

se que o comprimento do arco descrito pela trajetória do vetor po, entre as posições A e Â, pode

ser aproximado pela corda AÂ,

∆θa = AÂ ≈ |p∆| (188)
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e que o vetor p∆ pode ser considerado perpendicular ao plano formado por e e po:

p∆ = |p∆|
e×po

|e×po|
=

|p∆|

a
e×po (189)

Por meio da Equação (188),

p∆ = ∆θe×po = ∆θθθ×po (190)

Substituindo a equação anterior na Equação (169), obtém-se:

R∆θ = I+S∆θ (191)

que é a linearização da Equação (183). Neste caso, duas pequenas rotações sucessivas no espaço

podem ser tratadas vetorialmente.33

4.2 Formulação corrotacional

Como no caso 2D,36,37,65,66,73 a ideia principal da abordagem corrotacional é de-

compor o movimento em duas parcelas: uma de corpo-rı́gido e outra deformacional. Na Figura

33, ilustra-se tal ideia. Inicialmente, o elemento que se encontra na configuração dita inicial,

indeformada ou base C0 sofre um deslocamento de corpo-rı́gido levando-o para a configuração

CR, dita corrotacionada. Para cada elemento individual sua configuração corrotacionada é obtida

através do movimento de corpo-rı́gido do elemento de base. Por fim, a deformação é aplicada

ao elemento obtendo-se configuração CD.67

Figura 33 – Ilustração da descrição cinemática da abordagem corrotacional.
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Fonte: Adaptado de Felippa e Haugen.67

O movimento de um elemento finito de pórtico espacial, desde sua configuração

inicial C0 até sua configuração de equilı́brio corrente CD, é mostrado na Figura 34. Para o

estudo desse movimento, é importante definir os seguintes sistemas de eixos cartesianos:
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• sistema global xyz, cuja orientação é definida pelos vetores de base agrupados

na matriz I =
[
i j k

]
. A conectividade entre os elementos e a equação de

equilı́brio global da estrutura são referidas a esse sistema de eixos.

• sistema de base x̃ỹz̃, cuja orientação é definida pelos vetores de base agrupados

na matriz T0 =
[
e10 e20 e30

]
. É o sistema local definido na configuração C0.

• sistema corrotacional x̄ȳz̄, cuja orientação é definida pelos vetores de base agru-

pados na matriz T =
[
e1 e2 e3

]
. É o sistema definido na configuração CR.

• sistemas nodais associados aos nós 1 e 2 do elemento, cujos vetores de base

são agrupados nas matrizes A =
[
a1 a2 a3

]
e B =

[
b1 b2 b3

]
, respectiva-

mente. Os sistemas transladam e giram continuamente com as seções transver-

sais nodais. Quando referidos à configuração inicial, a orientação dos sistemas

nodais é igual à do sistema local dessa configuração, isto é, A0 = B0 = T0.

Figura 34 – Sistemas de eixos globais, locais e nodais.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

A origem do sistema de base é posta no nó 1 do elemento finito. O eixo de base x̃

é definido através das posições dos nós do elemento, no sentido do nó 1 para o nó 2, enquanto

os eixos ỹ e z̃ coincidem com os eixos principais de inércia da seção transversal. A orientação

do sistema corrotacional é definida a partir do movimento de corpo rı́gido do sistema de base.
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A origem deste sistema também é posta no nó 1. É interessante observar que, no começo da

análise, a configuração corrente reduz-se a configuração de base, as configurações C0 e CR são

coincidentes (x̃ỹz̃ ≡ x̄ȳz̄). Neste caso, há apenas dois sistemas distintos: o global e o local, os

quais concordam com a análise linear.

Convenção de notações: o uso de 0, R e D como sobrescrito ou subscrito indica

pertinência às configurações de base, corrotacionada e deformada, respectivamente. Grandezas

com sı́mbolos til ou barra são referidos ao sistema de base e ao sistema corrotacional, respecti-

vamente. Grandezas sem esses sı́mbolos são referidas ao sistema global. Exemplo: xR denota

o vetor posição de um ponto na configuração CR cujas componentes são referidas no sistema

global, enquanto x̃0 denota o vetor posição de um ponto na configuração C0 cujas componentes

são referidas no sistema de base. Quando necessário, para não sobrecarregar os sı́mbolos, será

indicada outra notação.

Desta forma a orientação do sistema local de eixos da configuração C0 é definida da

seguinte forma:

e10 =
X21

|X21|
, e30 =

e10 ×v

|e10 ×v|
, e20 = e30 × e10 (192)

Onde X21 =X2−X1, tal que o vetor Xi representa a posição do nó i do elemento na configuração

inicial C0. O vetor v é um vetor auxiliar contido no plano x̃ỹ.

Para definição da orientação do sistema corrotacional, deve-se entender o movi-

mento do elemento de pórtico entre as configurações inicial e atual. Esse movimento pode ser

dividido em duas etapas (Figura 35). Inicialmente, os nós 1 e 2 sofrem deslocamentos u1 e

u2, respectivamente, deformando o elemento axialmente. Por fim, os sistemas nodais rotacio-

nam θθθ1 e θθθ2 com relação à configuração inicial C0, provocando curvatura e torção no elemento.

Portanto, na configuração CD a posição dos nós no sistema global é dada por:

xi = Xi +ui, i = 1,2 (193)

e a orientação dos eixos nodais pode ser obtida por:

A =
[
a1 a2 a3

]
= Rθ1

A0 (194)

e

B =
[
b1 b2 b3

]
= Rθ2

B0 (195)

A orientação do sistema local x̄ȳz̄ é definida de maneira semelhante ao sistema da

configuração C0. O eixo x̄ é direcionado ao longo do eixo do elemento, apontando do nó 1 ao
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Figura 35 – Movimento do elemento.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

nó 2. Utiliza-se o vetor a2 na definição dos demais eixos. Portanto,

e1 =
x21

|x21|
, e3 =

e1 ×a2

|e1 ×a2|
, e2 = e3 × e1 (196)

Definidos os sistemas de eixos locais (base e corrotacional) e global, pode-se es-

tabelecer a relação entre as componentes nas direções x̄ȳz̄ de um vetor qualquer expresso no

sistema xyz através das seguintes operações, sendo x e Q grandezas vetorial e tensorial de se-

gunda ordem, respectivamente:

x̄ = Ttx, Q = TtQT (197)

onde T é a matriz que relaciona as componentes do vetor em sistemas de coordenadas diferentes.

Uma vez definida as posições C0 e CR, pode-se determinar os deslocamentos e
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rotações deformacionais, também denominados corrotacionais, medidos no sistema local. Na

Figura 36, apresenta-se a sistemática para o cálculo do deslocamento corrotacional uRi do i-

ésimo nó de um elemento finito qualquer, dado por:

uRi = Tt (Xi1 +ui −u1)−X
ϕ
i (198)

onde

Xi1 = Xi −X1 (199)

e

X
ϕ
i = |Xi1|e1 (200)

Pode-se dar uma interpretação geométrica do vetor X
ϕ
i por meio do resultado de dois movimen-

tos de corpo rı́gido aplicados sob o vetor Xi1. Inicialmente, o vetor Xi1 sofre um deslocamento

u1. Por fim, Xi1 sofre uma rotação ϕ. O vetor X
ϕ
i possui a mesma magnitude do vetor Xi1,

porém, este é representado no sistema local de C0, enquanto aquele é representado no sistema

local de CR.

Considera-se que a rotação corrente θθθi é composta de uma parcela rı́gida θθθp, apli-

cada ao elemento e que ocorre entre as configurações C0 e CR, seguida de uma parcela defor-

macional θθθis que ocorre entre as configurações CR e CD,

Rθi
= Rθis

Rθp
(201)

onde, por definição, a rotação de corpo rı́gido é dado por:

Rθp
= TTt

0 (202)

Portanto,

Rθi
= Rθis

TTt
0 (203)

Após algumas manipulações algébricas, pode-se escrever o tensor correspondente à parcela de

deformação da seguinte maneira:

Rθis
= Rθi

T0Tt (204)

A rotação corrotacional θ̄θθRi pode, então, ser obtida aplicando a mudança de coorde-
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Figura 36 – Vetor X
ϕ
i .
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Fonte: Elaborado pelo autor

nadas apresentada na Equação (197):

Rθ̄Ri
= TtRθis

T = TtRθi
T0, θ̄θθRi = rot

(
Rθ̄Ri

)
(205)

Pode-se determinar a relação anterior de outra maneira. A trı́ade global sofre uma

rotação definida por T, seguida de uma rotação relativa local, isto é, Rθ̄Ri
. Assim, a orientação

final da trı́ade nodal pode ser obtida através do produto TRθ̄Ri
. Por outro lado, esta mesma

orientação pode ser obtida através do produto Rθi
T0 (Figura 35).67 Desta forma

TRθ̄Ri
= Rθi

T0 ⇒ Rθ̄Ri
= TtRθi

T0 (206)

Os deslocamentos corrotacionais nodais generalizados do elemento de pórtico es-

pacial podem ser escritos como:

dR =

{
dR1

dR2

}
(207)



96

onde

dR1 =

{
uR1

θ̄θθR1

}
, uR1 =





0

0

0





, θ̄θθR1 = rot
(
TtRθ1

T0

)
= rot

(
TtA

)
(208)

e

dR2 =

{
uR2

θ̄θθR2

}
, uR1 =





L−L0

0

0





, θ̄θθR2 = rot
(
TtRθ2

T0

)
= rot

(
TtB

)
(209)

sendo os comprimentos inicial e final do elemento definidos, respectivamente, por:

L0 = |X21|, L = |x21| (210)

4.2.1 Equações de equilı́brio

Devido à invariância do PTV, pode-se escrever:

δdt
DfD = δd

t
RfR (211)

onde δdD e fD são os vetores, pertinentes à configuração CD, de deslocamento virtual e de

força interna escritos no sistema global, respectivamente; δdR e fR são os vetores, pertinentes a

configuração CR, de deslocamento virtual e de força interna escritos no sistema local, respecti-

vamente.

Nesta abordagem corrotacional, antes de qualquer cálculo no nı́vel do elemento

local, a parcela deformacional δdR é obtida através da extração das componentes de corpo rı́gido

do deslocamento total δdD. Este pré-processamento dos deslocamentos pode ser realizado fora

das rotinas dos elementos finitos padrões e, portanto, é independente do tipo de elemento finito.

Assim, é necessário estabelecer a seguinte relação:

δdR = PδdD (212)

com δdR é δdD expresso no sistema local. A relação entre as variações dos deslocamentos

globais no sistema global e local é dada por:

δdD = GtδdD (213)



97

onde

G =




T 0 0 0

0 T 0 0

0 0 T 0

0 0 0 T




(214)

Observa-se que G relaciona as componentes de um mesmo vetor nos sistemas local e global.

Por outro lado, P relaciona dois vetores distintos num mesmo sistema de eixos.

A matriz P tem a propriedade P = P2 e, portanto, é uma matriz de projeção. Na

Equação (212), a matriz P atua como um filtro para extrair as componentes de corpo rı́gido do

vetor δdD, isto é, a ação de P sobre esse vetor retem a parcela deformacional do movimento,

enquanto descarta a parcela de corpo rı́gido.

A substituição das Equações (212) e (213) na Equação (211) conduz a:

δdt
D fD = δd

t
D Pt fR

δdt
D fD = δdt

D GPt fR

fD = GPt fR

(215)

A equação anterior pode ser escrita ainda na forma:

fD = GfD (216)

onde

fD = Pt fR (217)

é o vetor de força interna pertinente à configuração no sistema local corrotacional.

A expressão da matrix de rigidez tangente k t é obtida através da variação do vetor

de força interna fD definido na Equação (215). Portanto,

k t = GPt kR PGt +
∂(GPt)

∂dD
: fR (218)

O segundo termo da equação anterior é a conhecida ”matriz geométrica”.37,66 O sı́mbolo ”:”é

usado para denotar uma contração.

As Equações (215) e (218), bem como os termos P e ∂(GPt)/∂dD desempenham

um papel fundamental na formulação corrotacional independente do elemento. Elas são res-

ponsáveis pela inserção da não linearidade geométrica nas grandezas locais fR e kR. Observa-se

que essas equações, bem como esses termos são independentes das hipóteses para definição dos

termos locais fR e kR. Consequentemente, vários elementos locais podem ser definidos a partir

de diversas hipóteses de deformação, porém, todos compartilharão as mesmas transformações
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de matrizes, isto é, a formulação corrotacional é independente do tipo de elemento. Usando

essa propriedade, elementos locais são apresentados no próximo capı́tulo.

4.2.2 Atualizações dos deslocamentos

No método de Newton-Raphson atualizam-se os deslocamentos nodais para a iteração

k na forma:

dk+1 = dk +δdk (219)

que, matematicamente, é inconsistente para os graus de liberdade de rotação. Contudo, é

inerente ao método, pois os deslocamentos atualizados são apenas candidatos à posição de

equilı́brio da estrutura. Portanto, adota-se uma nova estimativa para o deslocamento u:

uk+1 = uk +δuk (220)

e para a rotação θθθ tem-se a estimativa matematicamente inconsistente:

θθθk+1 = θθθk +δθθθk (221)

Segundo Monteiro,33 o tensor rotação pode ser consistentemente atualizado na

forma:

Rθk+1
= Rδθk

Rθk
(222)

Para correções δθθθ suficientemente pequenas, poderia ainda ser atualizado em uma

das seguintes expressões:33

• substituindo a Equação (191) na Equação (222):

Rθk+1
=
(
I+Sδθk

)
Rθk

= Rθk
+Sδθk

Rθk
(223)

• expandindo Rθ em série de Taylor e truncando após o termo linear:

Rθk+1
= Rθk

+δRθk
(224)

4.2.3 Mudança de variável de rotação

Neste ponto, Monteiro33 define uma nova variável de rotação θθθ
∼

de tal modo que a

atualização definida na Equação (223)

Rθ
∼

k+1 = Rθ
∼

k +Sδθ
∼

k Rθ
∼

k (225)



99

seja idêntica à definida na Equação (224), isto é, Rθ
∼
= Rθ em qualquer iteração. Assim,

Sδθ
∼
= δRθ Rt

θ (226)

Por meio do conceito de rotação espacial e material proposta por Argyris,38 Pacoste e Eriks-

son36 e Battini e Pacoste37 obtiveram expressões similares à Equação (226). Crisfield65 também

apresenta uma expressão similar à Equação (226), obtida a partir da ideia de somar as compo-

nentes do vetor rotação (pseudovetor).

A relação entre as rotações δθθθ e δθθθ
∼

é dada por:

δθθθ =ΛΛΛθ δθθθ
∼

(227)

onde

ΛΛΛθ =
∂θθθ

∂θθθ
∼

= I−
1

2
Sθ +ξS2

θ, ξ =
2senθ−θ(1+ cosθ)

2θ2senθ
(228)

O algebrismo de dedução dessa relação é apresentado por Monteiro.33

Uma vez atualizados os deslocamentos nodais e o tensor das rotações, obtêm-se os

deslocamentos corrotacionais generalizados do elemento através das Equações (198) e (205).

Conhecido o vetor de deslocamentos corrotacionais dR e a matriz de rigidez do elemento local

kR, o vetor de forças nodais corrotacionais torna-se:

fR = kR dR, fR =

{
fR1

fR2

}
, fRi =

{
nRi

mRi

}
(229)

onde nRi e mRi são os esforços (forças e momentos) corrotacionais do i-ésimo nó do elemento.

A mudança da variável de rotação apresentada na seção anterior faz com que seja

necessário determinar as novas grandezas fR
∼

e kR
∼

. Ressalta-se que grandezas com o sı́mbolo
(

x
∼

)
indicam que estas são relacionadas com a nova variável de rotação. Desta forma, é ne-

cessário estabelecer a seguinte relação, da Equação (227),

δdR =
∂dR

∂d
∼ R

δd
∼ R = HR δd

∼ R (230)

onde HR é uma matriz quadrada 12x12 definida por:

HR =
∂dR

∂d
∼ R

=

[
HR11

HR12

HR21
HR22

]
(231)
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e HRi j
são sub-matrizes quadradas 6x6 definidas por:

HR =
∂dRi

∂dR j
∼

=




∂uRi

∂uR j

∂uRi

∂θθθ
∼ R j

∂θθθRi

∂uR j

∂θθθRi

∂θθθ
∼ R j




(232)

A partir da Equação (228), pode-se escrever a equação anterior da seguinte maneira:

HR =




δi j I 0

0 δi j
∂θθθRi

∂θθθ
∼ R j


= δi j

[
I 0

0 ΛΛΛθ̄Ri

]
(233)

onde δi j é o delta de Kronecker.

Da invariância do PTV, tem-se:

δd
∼

t
R fR

∼
= δd

t
R fR (234)

Substituindo a Equação (230) na equação anterior, fica:

fR
∼
= Ht

R fR (235)

que a partir das Equações (233) e (229):

fR
∼
=





nR1

ΛΛΛt
θR1

mR1

nR2

ΛΛΛt
θR2

mR2





(236)

Com esta mudança de variável, a matriz de rigidez tangente local kR
∼

é obtida por:

kR
∼
=

∂fR
∼

∂d
∼ R

(237)

Logo,

kR
∼
= Ht

R

∂fR

∂d
∼ R

+
∂Ht

R

∂d
∼ R

: fR = k
∼ R1 +k

∼ R2 (238)



101

onde

k
∼ R1 = Ht

R

∂fR

∂d
∼ R

= Ht
R

∂fR

∂dR

∂dR

∂d
∼ R

= Ht
R kR HR

(239)

e a matriz k
∼ R2 é dada por:

k
∼ R2 =

∂Ht
R

∂d
∼ R

fR

=
∂

dR

(Ht
R fR)

∂dR

∂d
∼ R

=
∂

dR





nR1

ΛΛΛt
θR1

mR1

nR2

ΛΛΛt
θR2

mR2





HR

(240)

Salienta-se que fR é constante na derivação de k
∼ R2. Assim,

∂nR1

∂dR

=
∂nR2

∂dR

= 03x12 (241)

e

∂

∂dR

(
ΛΛΛt

θR1
mR1

)
=
[
0 ΩΩΩR1 0 0

]
, ΩΩΩR1 =

∂

θθθR1

(
ΛΛΛt

θR1
mR1

)

∂

∂dR

(
ΛΛΛt

θR2
mR2

)
=
[
0 0 0 ΩΩΩR2

]
, ΩΩΩR2 =

∂

θθθR2

(
ΛΛΛt

θR2
mR2

) (242)

sendo as derivadas que aparecem na equação anterior expressas pela seguinte equação, con-

forme demonstrado em detalhes por Monteiro33 e Nour-Omid e Rankin:63

∂

∂θθθ

(
ΛΛΛt

θ m
)
=−

1

2
Sm +ξ

(
θθθt mI+θθθmt −2mθθθt

)
+µS2

θ mθθθt (243)

onde

µ =
1

θ

dξ

dθ
=

θ(senθ+θ)−8sen2(θ/2)

4θ2sen(θ/2)
(244)
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Substituindo as Equações (241) e (242) na Equação (240), tem-se:

k
∼ R2 =ΩΩΩR HR, ΩΩΩR =




0 0 0 0

0 ΩΩΩR1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 ΩΩΩR2




(245)

Verifica-se que o primeiro termo de kR
∼

, k
∼ R1, expresso na Equação (239) será simétrico

desde que a matriz kR seja simétrica também. Para elementos locais não lineares, a sistemática

realizada no cálculo da matriz k
∼ R1 deveria considerar que kR é função de dR. Por outro lado, o

segundo termo de kR
∼

, k
∼ R2, expresso na Equação (245), é não simétrico. Portanto a matriz kR

∼

associada à nova variável de rotação é não simétrica.33

Segundo Monteiro,33 a matriz HR aproxima-se da identidade para pequenas rotações

corrotacionais ou quando a malha é refinada. Nesse caso, a matriz não simétrica k
∼ R2 tem pouca

influência, e a matriz de rigidez kR
∼
= k

∼ R1 é simétrica para efeitos práticos.

4.2.4 Matriz de projeção

Com a mudança da variável de rotação, se faz necessário reescrever a Equação (212)

na forma:

δd
∼ R = P

∼
δd
∼ D (246)

onde

P
∼
=

∂d
∼ R

∂d
∼ D

=


P

∼ 11 P
∼ 12

P
∼ 21 P

∼ 22


 (247)

e cada sub-matriz P
∼ i j é dada por:

P
∼ i j =

∂d
∼ Ri

∂d
∼ D j

=




∂uRi

∂uD j

∂uRi

∂θθθ
∼ D j

∂θθθ
∼ Ri

∂uD j

∂θθθ
∼ Ri

∂θθθ
∼ D j




(248)

Faz-se, inicialmente, para a determinação do operador de projeção P
∼

, a variação do

deslocamento corrotacional definido na Equação (198). Desta forma:

δuRi = δTt xi1 +Tt δui1 (249)
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onde xi1 = Xi1 +ui −u1 e ui1 = ui −u1. Nota-se que X
ϕ
i e Xi1 são constantes no sistema local

definido em CR. Denominando-se θθθT a rotação relativa entre os sistemas xyz e x̄ȳz̄ de tal modo

que se possa escrever que T = RθT
I = RθT

, e através da propriedade estabelecida na Equação

(226) e das equações que definem a mudança de coordenada proposta na Equação (197), tem-se:

δuRi = Tt St
δθ
∼ T

xi1 +Tt δui1

=−Tt Sδθ
∼ T

TTt xi1 +Tt δui1

=−Sδθ
∼ T

xi1 +δuDi1

= Sxi1
δθθθ
∼ T +δuDi1

(250)

Determinada a variação do deslocamento corrotacional uRi, o próximo passo é de-

terminar a variação da matriz de rotação associada à rotação corrotacional θθθRi definida pela

Equação (205). Assim,

δRθRi
=
(
δTt Rθi

+Tt δRθi

)
T0 (251)

De maneira análoga ao caso do deslocamento corrotacional, tem-se que:

δRθRi
=

(
Tt St

δθ
∼ T

+Tt Sδθ
∼ i

)
Rθi

T0

=

(
−Tt Sδθ

∼ T
T+Tt Sδθ

∼ i
T

)
Tt Rθi

T0

=

(
Sδθ

∼ i
−Sδθ

∼ R

)
RθRi

= Sδθ
∼ Di−δθ

∼ R
RθRi

(252)

que resulta, considerando a Equação (226), na seguinte expressão:33

δθθθ
∼ Ri = δθθθ

∼ i −δθθθ
∼ T (253)

Com base na variação de δuRi, pode-se definir os termos
∂uRi

∂uD j
e

∂uRi

∂θθθ
∼ D j

do operador

projeção P
∼ i j. Assim, lembrando que θθθ

∼ T é função de uRi e θθθ
∼ D j, a variação total de θθθ

∼ T torna-se:

δθθθ
∼ T =

∂θθθ
∼ T

∂uD j
δuD j +

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ D j

δθθθ
∼ D j (254)

Lembrando também que uDi e uD1 são funções de uD j e θθθ
∼ D j, suas respectivas variações totais
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tornam-se:

δuDi =
∂uDi

∂uD j
δuD j +

∂uDi

∂θθθ
∼ D j

δθθθ
∼ D j (255)

e

δuD1 =
∂uD1

∂uD j
δuD j +

∂uD1

∂θθθ
∼ D j

δθθθ
∼ D j (256)

Substituindo as Equações (254), (255) e (256) na Equação (250) e agrupando os termos em

função de δuD j e δθθθ
∼ D j, tem-se:

δuRi =


Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂uD j
+

∂uDi

∂uD j
−

∂uD1

∂uD j


δuD j +


Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ D j

+
∂uDi

∂θθθ
∼ D j

−
∂uD1

∂θθθ
∼ D j


δθθθ

∼ D j (257)

Porém, sabe-se que:

δuRi =
∂uRi

∂uD j
δuD j +

∂uRi

∂θθθ
∼ D j

δθθθ
∼ D j (258)

Logo, igualando as duas últimas expressões, tem-se:

∂uRi

∂uD j
= Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂uD j
+

∂uDi

∂uD j
−

∂uD1

∂uD j
= Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂uD j
+δ1 jI−δi jI (259)

e

∂uRi

∂θθθ
∼ D j

= Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ D j

+
∂uDi

∂θθθ
∼ D j

−
∂uD1

∂θθθ
∼ D j

= Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ D j

(260)

Os dois últimos termos do operador P
∼ i j podem ser facilmente obtidos através da Equação (253).

Assim,

∂θθθ
∼ Ri

∂uD j
=

∂θθθ
∼ i

∂uD j
−

∂θθθ
∼ T

∂uD j
=−

∂θθθ
∼ T

∂uD j
(261)

e

∂θθθ
∼ Ri

∂θθθ
∼ Di

=
∂θθθ
∼ i

∂θθθ
∼ Di

−
∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ Di

= δi jI−
∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ Di

(262)

Substituindo as Equações (259), (260), (261) e (262) na Equação (248), obtém-se
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as seguintes expressões para a sub-matriz P
∼ i j:

P
∼ i j = δi j

[
I 0

0 I

]
+




Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂uD j
Sxi1

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ D j

−
∂θθθ
∼ T

∂uD j
−

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ Di



−δ1 j

[
I 0

0 0

]
(263)

que numa forma compacta, fica:

P
∼ i j = δi jI6 −ΨΨΨiΓΓΓi −δ1 j φφφ (264)

onde

ΨΨΨi =

[
−Sxi1

I

]
=
[
Sxi1

I
]t

ΓΓΓi =




∂θθθ
∼ T

∂uD j

∂θθθ
∼ T

∂θθθ
∼ Di


=

∂θθθ
∼ T

∂d
∼ D j

φφφ =

[
I 0

0 0

]

(265)

Assim, P
∼

do elemento pode, então, ser expresso por:

P
∼
=

[
I6 0

0 I6

]
−

[
ΨΨΨ1Γ1 ΨΨΨ1Γ2

ΨΨΨ2Γ1 ΨΨΨ2Γ2

]
−

[
φφφ 0

φφφ 0

]
(266)

ou numa forma compacta:

P
∼
= I12 −ΨΓΨΓΨΓ−ΦΦΦ (267)

onde

ΨΨΨ =

[
ΨΨΨ1

ΨΨΨ2

]
=
[
Sx1

I Sx2
I
]t

=







0 0 0

0 0 0

0 0 0







1 0 0

0 1 0

0 0 1







0 0 0

0 0 −L

0 L 0







1 0 0

0 1 0

0 0 1







t

ΓΓΓ =
[
ΓΓΓ1 ΓΓΓ2

]
=




∂θθθ
∼ T

∂d
∼ D1

∂θθθ
∼ T

∂d
∼ D2


=

∂θθθ
∼ T

∂d
∼ D

(268)
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A seguir, é mostrado o algebrismo para a obtenção da matriz ΓΓΓ, que depende da

geometria atual e da orientação dos eixos locais do elemento. Inicialmente, a Equação (226) é

aplicada na matriz T e em seguida é realizada a mudança de coordenada apresentada na Equação

(197), tal que:

Sδθ
∼ T

= δTTt

Tt Sδθ
∼ T

T = Tt
(
δTTt

)
T

Sδθ
∼ T

= Tt δT

(269)

que ao ser expandida a igualdade anterior fornece no sistema local de coordenada a relação:

δθθθ
∼ T =





−e2
t δe3

−e3
t δe1

e2
t δe1





(270)

sendo que e1 =
{

1 0 0

}t

, e2 =
{

0 1 0

}t

e e3 =
{

0 0 1

}t

. Para determinação das

variações δe1 e δe3 que apareceram na equação anterior, deve-se utilizar as Equações (196)

e (210). Portanto, para a primeira variação, tem-se:

δe1 =
1

L
δx21 −

1

L2
δL(x21)

=
1

L
δx21 −

1

L2
δ

(√
xt

21 x21

)
x21

=
1

L
δx21 −

1

L2

1

2
√

xt
21 x21


δxt

21 x21 +xt
21 δx21︸ ︷︷ ︸

2xt
21 δx21


x21

=
1

L
δx21 −

1

L3
xt

21 δx21 x21

=
1

L
δx21 −

1

L3
x21 xt

21 δx21

(271)

Porém e1 =
x21

L
. Assim,

δe1 =
1

L
δx21 −

1

L
e1et

1 δx21 (272)

Sendo δx21 = δuD21,

δe1 =
1

L

(
I− e1et

1

)
δuD21 (273)
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que localmente escreve-se:

δe1 =
1

L

(
I− e1 et

1

)
δuD21 =

1

L




0 0 0

0 1 0

0 0 1


δuD21 (274)

A variação de δe3 pode também ser obtida a partir da Equação (196), no sistema

local de coordenadas, da seguinte forma:

δe3 =
1

|e1 ×a2|

(
I− e3 et

3

)
δ(e1 ×a2) (275)

Tomando o vetor a2 como:

a2 =





q1

q2

q3





(276)

tem-se, a partir das Equações (196) e (178), que q2 > 0 e q3 = 0. Portanto,

e1 ×a2 =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0








q1

q2

0





=





0

0

q2





(277)

Assim,

δe3 =
1

q2




1 0 0

0 1 0

0 0 0


(δe1 ×a2 + e1 ×δa2) (278)

Através da Equação (194) e lembrando que na configuração inicial A0 = B0 = T0, tem-se:

a2 = Rθ1
T0





0

1

0





(279)

cuja variação, considerando a Equação (226), pode ser escrita como:

δa2 = δRθ1
T0





0

1

0





= Sδθ
∼ 1

Rθ1
T0





0

1

0





= Sδθ
∼ 1

a2 (280)
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que escrita no sistema local, fornece:

δa2 = Sδθ
∼ 1

a2 =−Sa2
δθθθ
∼ 1 (281)

Por fim, substituindo as Equações (274) e (281) na Equação (278), tem-se:

δe3 =
1

q2




1 0 0

0 1 0

0 0 0


(−Sa2

δe1 +Se1
δa2)

=




0 0 −1

0 0 η

0 0 0




δuD21

L
+




0 0 0

−1 η 0

0 0 0


δθθθ

∼ 1

(282)

onde η =
q1

q2
.

Uma vez definidas as variações de δe1 e δe3 nas Equações (274) e (282), respecti-

vamente, pode-se então calcular as componentes de δθθθ
∼ T da Equação (270). Portanto,

δθθθ
∼ T =




0 0 −η

0 0 −1

0 1 0




δuD21

L
+




1 −η 0

0 0 0

0 0 0


δθθθ

∼ 1 (283)

Da definição de ΓΓΓ (Equação 268) e da Equação (283), obtém-se a matriz ΓΓΓ na forma:

ΓΓΓ =
δθθθ
∼ T

δdD

=
1

L







0 0 η

0 0 1

0 −1 0







L −ηL 0

0 0 0

0 0 0







0 0 −η

0 0 −1

0 1 0







0 0 0

0 0 0

0 0 0





 (284)

Definidos os termos do operador de projeção P
∼

, pode-se mostrar que P
∼

2 = I,33

portanto, tal operador é dito ser uma matriz de projeção. Esta matriz possui seis autovalores

cujos autovetores são nulos, ou seja, são os modos de corpo rı́gido do elemento. Neste caso,

pode-se dizer que a confiuração CR é ideal, uma vez que tal operador extrai os modos de corpo

rı́gido. Os três modos de translação estão associados com as três colunas de ΦΦΦ e os modos de

rotação estão relacionados com as colunas ΨΨΨ.33

4.3 Vetor de forças internas e matriz de rigidez tangente

O vetor de forças internas do elemento após a mudança de variável pode ser ex-

presso através da invariância do PTV e da Equação (246) na forma:

δd
∼

t
D f

∼ D = δd
∼

t
R fR

∼
= δd

∼

t
D P

∼

t fR
∼

(285)
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ou

f
∼ D = P

∼

t fR
∼

(286)

A substituição da Equação (267) na equação anterior resulta em:

f
∼ D = (I12 −ΨΨΨΓΓΓ)t fR

∼
−ΦΦΦt fR

∼
(287)

Observa-se que o último termo da equação anterior é escrito na forma:

ΦΦΦt fR
∼
=




I 0 I 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0








nR1

m
∼ R1

nR2

m
∼ R2





=





nR1 +nR2

0

0

0





(288)

que para elementos com forças nRi auto equilibrado será nulo (nR1 +nR2 = 0). Para os elemen-

tos que possuem tal caracterı́stica, como o elemento local apresentado posteriormente, pode-se

reescrever a Equação (286) na forma:

f
∼ D = ∗P

∼

t fR
∼

(289)

onde

∗P
∼
= I12 −ΨΨΨΓΓΓ (290)

Esse operador de projeção também possui a propriedade ∗P
∼
= ∗P

∼

2.

Mais uma vez, pela invariância do PTV, a Equação (246) pode agora ser reescrita

na forma:

δd
∼ R = ∗P

∼
δd
∼ D (291)

Considerando que:

δd
∼ D = Gt δd

∼ D (292)

pode-se escrever que:

f
∼ D = G f

∼ D = G∗P
∼

t fR
∼

(293)
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A matriz de rigidez tangente do elemento k
∼ Dt é obtida pela variação de f

∼ D. Assim,

δf
∼ D = δ

(
G∗P

∼

t fR
∼

)
= δf

∼ D1 +δf
∼ D2 +δf

∼ D3 (294)

onde

δf
∼ D1 = G∗P

∼

t δfR
∼

δf
∼ D2 = G∗δP

∼

t fR
∼

δf
∼ D3 = δG∗P

∼

t fR
∼

(295)

O termo δf
∼ D1 pode ser obtido através da relação:

δf
∼ R =

∂fR
∼

∂d
∼ R

δd
∼ R =

∂fR
∼

∂d
∼ R

∂d
∼ R

∂d
∼ D

∂d
∼ D

∂d
∼ D

δd
∼ D = kR

∼

∗P
∼

Gt δd
∼ D (296)

Portanto,

δf
∼ D1 = G∗P

∼

t kR
∼

∗P
∼

Gt δd
∼ D = Gk

∼ D1 Gt δd
∼ D = k

∼ D1 δd
∼ D (297)

onde

k
∼ D1 =

∗P
∼

t kR
∼

∗P
∼

(298)

e

k
∼ D1 = Gk

∼ D1 Gt (299)

A segunda parcela δf
∼ D2 depende da variação de ∗δP

∼
. Assim, pós-multiplicando a

Equação (290) por ΨΨΨ, pré-multiplicando por ΓΓΓ e verificando que ΓΓΓΨΨΨ = I, tem-se:

∗P
∼

ΨΨΨ = (I12 −ΨΨΨΓΓΓ)ΨΨΨ =ΨΨΨ−ΨΨΨΓΓΓΨΨΨ = 0

ΓΓΓ∗P
∼
=ΓΓΓ (I12 −ΨΨΨΓΓΓ) =ΓΓΓ−ΓΓΓΨΨΨΓΓΓ = 0

(300)

cuja variação resulta:

∗δP
∼

ΨΨΨ+∗ P
∼

δΨΨΨ = 0

δΓΓΓ∗P
∼
+ΓΓΓ∗δP

∼
= 0

(301)

Pós-multiplicando a primeira equação acima por ΓΓΓ e pré-multiplicando a segunda por ΨΨΨ, tem-
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se:

∗δP
∼

ΨΨΨΓΓΓ+∗ P
∼

δΨΨΨΓΓΓ = 0

ΨΨΨδΓΓΓ∗P
∼
+ΨΨΨΓΓΓ∗δP

∼
= 0

(302)

que considerando a Equação (290), torna-se:

∗δP
∼

(
I12 −

∗P
∼

)
+∗ P

∼
δΨΨΨΓΓΓ = 0

ΨΨΨδΓΓΓ∗P
∼
+
(

I12 −
∗P
∼

)
∗δP

∼
= 0

(303)

Somando as duas últimas expressões, resulta:

2∗δP
∼
=−∗P

∼
δΨΨΨΓΓΓ−ΨΨΨδΓΓΓ∗P

∼
+ ∗δP

∼

∗P
∼
+ ∗P

∼

∗δP
∼

(304)

Lembrando que ∗P
∼
=∗ P

∼

2, a variação do operador projeção pode ser também expresso como:

∗δP
∼
= δ

(
∗P
∼

∗P
∼

)
= ∗δP

∼

∗P
∼
+ ∗P

∼

∗δP
∼

(305)

que substituı́da na Equação (304) leva a:

∗δP
∼
=−∗P

∼
δΨΨΨΓΓΓ−ΨΨΨδΓΓΓ∗P

∼
(306)

A expressão apresentada por Monteiro33 difere da expressão apresentada por Nour-

Omid e Rankinn.63 Esses últimos admitem na dedução a existência da inversa de matrizes que

são singulares para o caso de barra.

Portanto, substituindo a equação acima na segunda expressão da Equação (295),

tem-se:

δf
∼ D2 = G∗δP

∼

t fR
∼
=−GΓΓΓt δΨΨΨt ∗P

∼

t fR
∼
−G∗P

∼

t δΓΓΓtΨΨΨt fR
∼
= δf

∼ D21 +δf
∼ D22 (307)

onde

δf
∼ D21 =−GΓΓΓt δΨΨΨt ∗P

∼

t fR
∼

(308)

e

δf
∼ D22 =−G∗P

∼

t δΓΓΓtΨΨΨt fR
∼

(309)
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A parcela δf
∼ D21 é obtida variacionando ΨΨΨ expresso na Equação (268):

δf
∼ D21 =−GΓΓΓt

[
0 0 Sδx2

0
]

δf
∼ D = GΓΓΓt Sδn

∼ D2
δx2 (310)

Através da Equação (198), tem-se:

δf
∼ D21 = GΓΓΓt Sδn

∼ D2
δu2 (311)

ou

δf
∼ D21 = GΓΓΓt Ht

1 δd
∼ R (312)

onde

H1 =




0

0

Sδn
∼ D2

0




(313)

Contudo, das Equações (291) e (292), tem-se:

δf
∼ D21 =−GΓΓΓt Ht

1

∂d
∼ R

∂d
∼ D

∂d
∼ D

∂d
∼ D

δd
∼ D =−GΓΓΓt Ht

1
∗P
∼

Gt δd
∼ D (314)

Por fim, a parcela δf
∼ D22 é dada por:

δf
∼ D22 =−Gϒϒϒδd

∼ D =−GϒϒϒGt δd
∼ D (315)

onde

ϒϒϒ =
m
∼ R11 +m

∼ R21

L

[
ϒϒϒ1 0

ϒϒϒ2 0

]
(316)

e

ϒϒϒ1 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1−η2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 L(1+η2)

0 0 0 0 0 0




ϒϒϒ2 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1+η2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




(317)
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A parcela δf
∼ D22 é considerada nula na literatura.33 Os termos m

∼ R11 e m
∼ R21 são os primeiros

elementos de m
∼ R1 e m

∼ R2, respectivamente. O algebrismo para determinação da matriz ϒϒϒ é

apresentado por Monteiro.33

Portanto, determinadas as parcelas δf
∼ D21 e δf

∼ D22 expressas nas Equações (314) e

(315), respectivamente, pode-se reescrever δf
∼ D2 da seguinte forma:

δf
∼ D2 =−G

(
ΓΓΓt Ht

1
∗P
∼
+ϒϒϒ
)

Gt δd
∼ D = Gk

∼ D2 Gt δd
∼ D = k

∼ D2 δd
∼ D (318)

onde

k
∼ D2 =−ΓΓΓt Ht

1
∗P
∼
−ϒϒϒ (319)

e

k
∼ D2 = Gk

∼ D2 Gt (320)

Finalmente, por meio da Equação (269), o termo δf
∼ D3 pode ser escrito na forma:

δf
∼ D3 = δG∗P

∼

t fR
∼
= δG f

∼ D =




Sδθ
∼ T

0 0 0

0 Sδθ
∼ T

0 0

0 0 Sδθ
∼ T

0

0 0 0 Sδθ
∼ T




f
∼ D =−GH2 δθθθ

∼ T (321)

onde

H2 =




Sn
∼ D1

Sm
∼ D1

Sn
∼ D2

Sm
∼ D2




(322)

Portanto, a partir da Equação (268), tem-se a seguinte relação:

δθθθ
∼ T =

∂θθθ
∼ T

∂d
∼ D

δd
∼ D =ΓΓΓGt δd

∼ D (323)

A substituição na Equação (321) conduz a:

δf
∼ D3 =−GH2ΓΓΓGt δd

∼ D = Gk
∼ D3 Gt δd

∼ D = k
∼ D3 δd

∼ D (324)
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onde

k
∼ D3 =−H2ΓΓΓ (325)

e

k
∼ D3 = Gk

∼ D3 Gt (326)

A matriz de rigidez tangente do elemento no sistema global é então dada por:

k
∼ Dt = k

∼ D1 +k
∼ D2 +k

∼ D3 = Gk
∼ Dt Gt (327)

onde

k
∼ Dt = k

∼ D1 +k
∼ D2 +k

∼ D3 =
∗ P

∼

t kR
∼

∗P
∼
−ΓΓΓt Ht

1
∗P
∼
−ϒϒϒ−H2ΓΓΓ (328)
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5 ELEMENTOS LOCAIS

Neste trabalho, utilizam-se dois elementos locais para formulação corrotacional in-

dependente do elemento: um baseado na teoria de pequenos deslocamentos (CRL) e outro na

descrição Lagrangeana (rotações moderadas). Ambos os elementos consideram as hipóteses de

flexão de Bernoulli-Euler-Navier e de torção de Saint Venant.

O objetivo deste capı́tulo é apresentar a formulação do vetor de forças internas f

e a matriz de rigidez tangente kt dos elementos locais. Esses termos são derivados por meio

do PTV. Todos os elementos foram desenvolvidos no software de matemática simbólica Maple,

pois facilita a implementação no FAST. As subrotinas desenvolvidas no Maple encontram-se

anexas.

Muitos dos elementos corrotacionais encontrados na literatura são baseados em ele-

mentos locais lineares.33,64,74 Entretanto, alguns resultados numéricos apresentados por Battini

e Pacoste37 e Battini66 mostram a incapacidade de tais elementos em tratar problemas em que

os efeitos devido à torção são importantes. Por esta razão, os autores formularam os elementos

locais a partir de aproximações do tensor de deformação de Green-Lagrange.

Desta forma, um dos elementos locais é baseado no tensor de Green-Lagrange.

Contudo, ressalta-se que as hipóteses feitas para esse elemento não são suficientes para tratar

problemas em que os efeitos de torção são importantes. A partir desse elemento, deriva-se o

elemento linear local. É importante salientar que todas as grandezas introduzidas neste capı́tulo

são referidas ao sistema corrotacional xyz.

5.1 Formulação do elemento CRTL

Considerando-se apenas parte da parcela não linear da deformação axial (despreza-

se o termo 1/2u2
,x) do tensor de Green-Lagrange, tem-se o campo de deformação:

εx = u,x +
1

2
v2
,x +

1

2
w2
,x

γxy = u,y + v,x

γxz = u,z +w,x

(329)

onde u, v e w são os deslocamento locais (deformacionais) de um ponto P da seção transversal

(Figura 37) e ( ),x= ∂( )/∂x.

As componentes u, v e w do deslocamento de um ponto genérico P são dadas por:

u = uc − yvc,x − zwc,x

v = vc − zθx

w = wc + yθx

(330)

onde uc, vc e wc são os deslocamentos do centroide da seção transversal e θx é a rotação em
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Figura 37 – Deslocamento do ponto P.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

torno do eixo x.

A substituição da Equação (330) na Equação (329) resulta em:

εx = εm − yκz + zκy + y wc,x θx,x − zvc,x θx,x

γxy =−zθx,x

γxz = yθx,x

(331)

onde

εm = uc,x +
1

2
v2

c,x +
1

2
w2

c,x +
1

2

(
y2 + z2

)
θ2

x,x

κy =−wc,xx

κz = vc,xx

(332)

Neste elemento, o grau de não linearidade é considerado apenas na parcela de membrana εm,

como nos casos planos de elementos corrotacionais cujos elementos locais são para rotações

moderadas (shallow arc).37,66,73,75 Portanto, os dois últimos termos (ywc,x θx,x e zvc,x θx,x) do

campo de deformação axial definido na Equação (331) são desprezados. A partir deste ponto

da formulação, abandona-se o subscrito c para não sobrecarregar os sı́mbolos.

Do PTV, o trabalho virtual δW realizado pelas forças internas no volume V é dado

por:

δW =
∫

V
(σx δεx + τxy δγxy + τxzδγxz)dV (333)
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Substituindo a Equação (331) na Equação (333) e fazendo dV = dAdx, tem-se:

δW =
∫

L

∫
A
(σx δεm − yσx δκz + zσx δκy − zτxy δθx,x + yτxz δθx,x)dAdx (334)

onde A representa a área da seção transversal e L, o comprimento do elemento.

A integração na área do primeiro termo da Equação (334) é avaliada como:

∫
L

∫
A

σx δεm =
∫

L

∫
A

σx δ

[
u,x +

1

2
v2
,x +

1

2
w2
,x +

1

2
(y2 + z2)θ2

x,x

]
dAdx (335)

Observa-se que apenas o último termo de εm varia com a área. Supondo-se uma tensão média

de tal modo que σx = Nx/A,37,66,76 a integral fica:

∫
L

Nx δ

[
u,x +

1

2
v2
,x +

1

2
w2
,x +

1

2

Ip

A
θ2

x,x

]
dx (336)

onde

Ip =
∫

A
(y2 + z2)dA (337)

é o momento polar de inércia da seção transversal.76 Para manter a compatibilidade das nomen-

claturas dos termos, o termo εm é redefinido como o integrando da Equação (336):

εm = u,x +
1

2
v2
,x +

1

2
w2
,x +

1

2

Ip

A
θ2

x,x (338)

A integração na área do segundo e terceiro termo da Equação (334) produz os mo-

mentos segundo os eixos z e y, respectivamente:

Mz =−
∫

A
yσxdA

My =
∫

A
zσxdA

(339)

A integração na área dos dois últimos termos da Equação (334) conduz a:

−
∫

A
zτxydA = (1−α)T

∫
A

yτxzdA = αT

(340)

onde as parcelas α e (1−α) do momento de torção total T são resistidas pelas tensões τxz e τxy,

respectivamente. Para torção pura de Saint Venant α = 1/2.76

Portanto, após todas as integrações na área de todos os termos da Equação (334),
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tem-se:

δW =
∫

L
(Nx δεm +My δκy +Mz δκz +T δθx,x)dx (341)

5.1.1 Discretização por elementos finitos

Do PTV, explicitando o trabalho virtual externo em termos dos deslocamentos vir-

tuais nodais δd e das forças f, e da Equação (341), pode-se escrever:

δdt f =
∫

L
δεεεt

vσσσvdx (342)

onde δd representa o vetor dos deslocamentos nodais virtuais, os vetores δεεεv e σσσv representam

o vetor das deformações virtuais de viga e o vetor de forças de viga, respectivamente.

As deformações de viga se relacionam com os graus de liberdade do elemento por

meio da relações:

εεεv = Bd

δεεεv = Bδd
(343)

onde εεεv = {εm κy κz β = θx,x}
t, B é a matriz que relaciona deslocamento-deformação e B re-

presenta a matriz que relaciona a variação das deformações com a variação dos deslocamentos.

As próximas etapas desta seção dedicam-se à determinação das matrizes B e B.

A fim de evitar o travamento de membrana devido ao desbalanceamento dos termos

axiais e transversais,37,66,75 utiliza-se a deformação de membrana média:

εm =
1

L

∫ L

0

(
u,x +

1

2
v2
,x +

1

2
w2
,x +

1

2

Ip

A
θ2

x,x

)
dx (344)

então

εm =
u2 −u1

L
+

1

2

1

L

∫ L

0
v2
,x dx+

1

2

1

L

∫ L

0
w2
,x dx+

1

2

1

L

Ip

A

∫ L

0
θ2

x,x dx (345)

onde u1 e u2 são os deslocamentos axiais dos nós 1 e 2 do elemento, respectivamente.

Após a discretização, os deslocamentos no interior do elemento são obtidos pela

interpolação dos graus de liberdades nodais. Sendo m o grau da derivada de maior ordem

que aparece na expressão do PTV (i.e. nas deformações) a função de interpolação deve ter

continuidade Cm−1 entre os elementos adjacentes. Assim, o deslocamento axial e o ângulo de

torção podem ser interpolados por funções C0 e os demais deslocamentos transversais podem
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ser interpolados utilizando funções com continuidade C1. Assim,

u2 −u1

L
= [N1,x 0 0 0 0 0 N2,x 0 0 0 0 0]d = B0 d

v,x = [0 H1,x 0 0 0 H2,x 0 H3,x 0 0 0 H4,x]d = Bbv,x d

w,x = [0 0 H1,x 0 −H2,x 0 0 0 H3,x 0 −H4,x 0]d = Bbw,x d

θx,x = [0 0 0 N1,x 0 0 0 0 0 N2,x 0 0]d = Bθ,x d

(346)

onde as funções N′s representam as funções de Lagrange lineares e as funções H ′s representam

os polinômio de Hermite (cúbicos), dadas por:

N1 =
L− x

L

N2 =
x

L

H1 = 1−
3x2

L2
+

2x3

L3

H2 = x−
2x2

L
+

x3

L2

H3 =
3x2

L2
−

2x3

L3

H4 =−
x2

L
+

x3

L2

(347)

A substituição da Equação (346) na Equação (345) resulta em:

εm = B0 d+
1

2
BLv d+

1

2
BLw d+

1

2
BLθ d

=


B0 +

1

2


BLv +BLw +BLθ︸ ︷︷ ︸

BL




d

=

(
B0 +

1

2
BL

)
d

= Bm d

(348)

onde

BLv = dt Av ⇒ Av =
∫ L

0
Bt

bv,x Bbv,x dx

BLw = dt Aw ⇒ Aw =
∫ L

0
Bt

bw,x Bbw,x dx

BLθ = dt Aθ ⇒ Aθ =
∫ L

0
Bt

θ,x Bθ,x dx

(349)

As curvaturas κy, κz e a taxa de variação do ângulo de torção θx,x são as mesmas

do elemento tradicional de pórtico espacial linear.76 Assim, através das Equações (332), (346)
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e (348), a matriz B expressa na Equação (343) é dada por:

B =




Bm

Bbw,xx

Bbv,xx

Bθ,x




(350)

A variação da deformação de membrana δεm é obtida variando a Equação (348):

δεm = B0 δd+
1

2
(δBL d+BL δd) (351)

Por meio da definição de BL na Equação (348), pode-se mostrar que:

δεm = (B0 +BL)d

= Bm δd
(352)

A partir das Equações (332), (346) e (352), pode-se expressar a matriz B da Equação

(343):

B =




Bm

Bbw,xx

Bbv,xx

Bθ,x




(353)

5.1.2 Vetor de forças internas e matriz de rigidez tangente do elemento

O vetor de forças internas do elemento é determinado pela substituição da Equação

(343) na Equação (342). Logo,

f =
∫

L
B

t
σσσv dx (354)

A substituição de σσσv = Cvεεεv (Equação 31) e da Equação (343) na Equação (342), conduz a:

f =
∫

L
B

t
Cv Bdxd (355)

A matriz de rigidez do elemento é obtida pela variação do vetor de forças internas.

Portanto,

δf =
∂f

∂d
δd ⇒ kt =

∂f

∂d
(356)
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que da Equação (354):

kt =
∫

L
B

t ∂σσσv

∂d
dx+

∫
L

∂B

∂d

t

σσσv dx = ke +kg (357)

A matriz ke é dada por:

ke =
∫

L
B

t ∂σσσv

∂d
dx =

∫
L

B
t ∂σσσv

∂εεε

∂εεε

∂d
dx (358)

Utilizando-se a Equação (31) e a segunda expressão da Equação (343):

ke =
∫

L
B

t
Cv Bdx (359)

A matriz kg é dada por:

kg =
∫

L

∂B

∂d

t

σσσv dx (360)

Utilizando as Equações (348), (349), (352) e (353):

∂B

∂d
=




∂BL

∂d

0

0

0




⇒
∂BL

∂d
=

∂

d

(
dt Av +dt Aw +dt Aθ

)
= Av +Aw +Aθ = A (361)

Logo,

kg =
∫

L
At Nx dx (362)

É interessante ressaltar que Nx não pode sair da integral da Equação (362) para vigas laminadas,

pois os termos da primeira linha da matriz Cv (C11, C12, C13 e C14) podem não ser nulos,

fazendo com que Nx seja variável ao longo do elemento, mesmo com a deformação axial εx

sendo constante. Observa-se nas Equações (346) e (347) que as curvaturas (κy e κz) dependem

de x, enquanto εx e β são constantes ao longo do comprimento do elemento. Assim,

Nx =C11 εx +C12 κy +C13 κz +C14 β (363)

No entanto, para vigas de material isotrópico e homogêneo (C11 = EA e C12 =C13 =C14 = 0),

a força norma é constante e, portanto, simplifica o cálculo da matriz de rigidez geométrica.
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5.2 Formulação do elemento CRL

O vetor de forças internas, bem como a matriz de rigidez tangente do elemento

CRL podem ser facilmente obtidos através da formulação do elemento CRTL, uma vez que ele

considera apenas as parcelas lineares do tensor de deformação de Green-Lagrange. Assim,

εx = u,x

γxy = u,y + v,x

γxz = u,z +w,x

(364)

Desta forma, a matriz que relaciona deslocamento-deformação B (Equação 343)

não depende dos deslocamento nodais do elemento:

B =




B0

Bbw,xx

Bbv,xx

Bθ,x




(365)

Portanto, o vetor de forças internas se torna:

f =
∫

L
Btσσσv dx (366)

e a matriz de rigidez do elemento é obtida como:

kt =
∫

L
Bt Cv Bdx (367)

Mororó et al.32 utilizaram este elemento para realizar análises lineares de vigas

laminadas de parede fina com seção caixão e I.
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6 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Os exemplos numéricos apresentados neste capı́tulo têm sido utilizados na literatura

para verificar a capacidade de elementos finitos em tratar não linearidades geométricas oriundas

de grandes rotações. Os problemas são numericamente resolvidos pelo método de Newton-

Raphson com controle de carga e pelo método de Comprimento de Arco.75

Os quatro primeiros exemplos tratam de estruturas com material isotrópico e ho-

mogêneo. Os dois primeiros exemplos são de estruturas cujas configurações inicial e deformada

estão contidas no mesmo plano e dispõem de solução analı́tica para comparação. Os outros dois

exemplos tratam de estruturas cujas configurações iniciais estão contidas no plano, porém com

a configuração deformada no espaço. Esses possuem apenas resultados numéricos da literatura

para comparação.

Os dois últimos exemplos tratam de estruturas com material compósito laminado.

Desses exemplos, o primeiro trata de vigas cujas configuração inicial e deformada estão contidas

no mesmo plano. Nesse primeiro exemplo são utilizadas vigas de seção caixão e circular com

algumas das laminações apresentadas na Tabela 9. Tais vigas são comparadas com resultados

numéricos da literatura e com solução de elementos finitos de casca. Por fim, o último exemplo

trata de uma viga balcão cuja configuração inicial está contida no plano, porém sua configuração

deformada está no espaço. Nesse último exemplo são utilizados resultados numéricos de ele-

mentos finitos de casca para comparação.

6.1 Viga em balanço com carga momento na extremidade

O objetivo deste primeiro exemplo é verificar se o elemento corrotacional apre-

sentado foi implementado corretamento no FAST. Outro objetivo deste exemplo é verificar a

influência das malhas nas respostas obtidas pelo uso dos elementos CRL e CRTL.

Este primeiro corresponde a uma viga em balanço sujeita à flexão pura através da

aplicação de uma carga momento na sua extremidade livre, conforme ilustrado na Figura 38.

A viga possui 3.2 m de comprimento com seção transversal quadrada cujo lado é de 0.1 m.

Utilizou-se um material isotrópico com módulo de elasticidade E = 210 GPa.

Figura 38 – Viga em balanço com carga momento na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Este exemplo com tais caracterı́sticas (comprimento e seção da viga, bem como o

material) foi extraı́do de Monteiro.33 Encontra-se na literatura o mesmo exemplo com carac-

terı́stica diferentes.7,74 A solução analı́tica deste problema para as componentes do desloca-

mento na extremidade livre da viga é dada por:

u

L
=

senθ

θ
−1;

v

L
=

1− cosθ

θ
; θ =

ML

EI
(368)

onde θ é a rotação do eixo da viga em torno do eixo z.

A viga foi modelada com 4 e 8 elementos CRL e CRTL. Os resultados obtidos para

essas malhas são comparados com a solução analı́tica na Figura 39 e Figura 40. O carregamento

M = 4πEI/L é aplicado em 20 incrementos iguais.

Com base na Figura 39 e Figura 40, pode-se verificar ótima concordância entre as

respostas obtidas através dos elementos CRL e CRTL e a solução analı́tica. Contudo, para malha

com 4 elementos, o elemento CRL não apresentou boa concordância com a solução analı́tica

para as curvas v/L e −u/L a partir do incremento 12. No entanto, para malha de 8 elementos,

ambos os elementos apresentaram bons resultados.

Assim, pode-se afirmar que o elemento corrotacional foi verificado por resultados

numéricos e implementado corretamente no FAST.

Figura 39 – Deslocamentos para extremidade livre da viga: malha com 4 elementos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 40 – Deslocamentos para extremidade livre da viga: malha com 8 elementos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2 Viga em balanço com carga transversal na extremidade

O segundo exemplo corresponde a uma viga em balanço sujeita a uma carga trans-

versal aplicada em sua extremidade livre, conforme ilustrado na Figura 41. Assim como o

exemplo anterior, a viga possui 3.2 m de comprimento com seção transversal quadrada cujo lado

é de 0.1 m. Utilizou-se também um material isotrópico com módulo de elasticidade E = 210

GPa. Esses parâmetros também foram extraı́dos de Monteiro.33 O objetivo deste exemplo é

avaliar, mais uma vez, a influência das malhas nas respostas obtidas pelo uso dos elementos

CRL e CRTL.

Figura 41 – Viga em balanço com carga transversal na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Esta viga foi modelada com 1 e 2 elementos CRL e CRTL. Os resultados obtidos

para essas malhas são comparados com a solução analı́tica de Mattiasson,77 que a partir de

integrais elı́pticas determinou valores numéricos para os deslocamentos u, v e para a rotação θ na

extremidade livre da viga. Os resultados obtidos para essas grandezas com a carga F = 10EI/L2

dividida em 10 incrementos iguais são comparados com os de Mattiasson77 na Figura 42.

A partir da Figura 42, pode-se verificar ótima concordância entre a solução ob-

tida por meio do elemento CRTL com dois elementos e a solução numérica de Mattiasson.77

Verifica-se também, claramente, a diferença entre os elementos CRL e CRTL, comparando as

malhas de 1 elemento, observa-se que o elemento CRTL obteve uma resposta melhor do que

o elemento CRL. Desta forma, pode-se afirmar que o elemento CRTL é mais eficiente do que

o elemento CRL, pois com poucos elementos, o elemento CRTL resulta em bons resultados.

Ressalta-se que Monteiro33 utilizou uma malha de 4 elementos equivalente ao elemento CRL

para obter uma solução satisfatória.

Para estruturas de pequeno porte, talvez esta diferença entre as malhas não seja

tão importante. Contudo, para estruturas de grande porte, como no caso dos risers e grandes

edificações, esta diferença é de grande importância devido ao custo computacional envolvido

para solução do sistema.

Com base nos exemplos acima apresentados e para lidar com número pequeno de

dados, utiliza-se apenas o elemento CRTL para o restante dos exemplos.

Figura 42 – Deslocamentos para extremidade livre da viga.
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6.3 Viga circular em balanço

Neste exemplo, uma viga em balanço, inicialmente curva de comprimento πR/4

é analisada, conforme ilustrado na Figura 43. Bathe e Bolourchi21 analisaram este problema

utilizando elementos sólidos tridimensionais e de pórtico espacial baseados na descrição La-

grangeana Total e Atualizada.

Figura 43 – Viga circular em balanço com carga aplicada na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga foi discretizada com 8 elementos CRTL e foi submetida a uma carga vertical

de 600 N dividida em 4 incrementos iguais (i.e. a carga de referência é de 150 N). Para efeito

de comparação com outros trabalhos, analisaram-se os nı́veis de carga 300 N, 450 N e 600 N.

Os resultados obtidos para u, v e w na extremidade livre da viga são apresentados na Tabela 17,

juntamente com os valores fornecidos por Bathe e Borlouchi,21 Simo e Vu-Quoc78 e Crisfield,64

observando-se uma excelente concordância.

Tabela 17 – Deslocamentos u, v e w para extremidade livre da viga circular.

Carregamento P = 300 N P = 450 N P = 600 N

Trabalhos u (m) v (m) w (m) u (m) v (m) w (m) u (m) v (m) w (m)

Bathe e Bolourchi21 -11.51 39.50 -6.79 - - - -23.50 53.40 -13.39

Simo e Vu-Quoc78 -11.87 40.08 -6.96 -18.39 48.39 -10.67 -23.48 53.37 -13.50

Crisfield64 -12.18 40.53 -7.13 -18.78 48.79 -10.86 -23.87 53.71 -13.68

CRTL -12.14 40.47 -7.14 -18.70 48.72 -10.88 -23.78 53.64 -13.70

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.4 Pórtico em forma de L com apoios do tipo pino

O pórtico ilustrado na Figura 44 foi discretizado com 10 elementos CRTL por barra.

O objetivo deste exemplo é verificar a capacidade do elemento em lidar com grandes rotações

no espaço.
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Figura 44 – Pórtico em forma de L com apoios do tipo pino.
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Fonte: Adaptado de Monteiro.33

Os apoios são livres para transladar na direção x e para rotacionar em torno de z,

enquanto o deslocamento no topo é restringido nessas direções. A carga momento é aplicada

segundo o eixo z. À medida que o momento M cresce a partir de zero, o pórtico permanece

no plano xy até o valor do momento crı́tico M = Mcr. A partir daı́ o pórtico pode flambar

lateralmente desde que sofra uma pertubação, caso contrário, o pórtico permanecerá no plano.

Para solução do problema, no primeiro passo utilizou-se um momento M = 620

Nm. Uma pequena carga fictı́cia (1.0×10−6), mantida durante toda a análise, é aplicada na

direção z no topo.

A curva para o deslocamento u do apoio é apresentada na Figura 45. A curva para

o deslocamento w do topo é mostrada na Figura 46. Ambas as grandezas são comparadas com

solução obtida por Monteiro.33 Pode-se verificar a partir dessas figuras ótima concordância com

a solução numérica de Monteiro.33
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Figura 45 – Pórtico em forma de L: deslocamento u do apoio.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 46 – Pórtico em forma de L: deslocamento w do topo.
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6.5 Viga laminada engastada com carga transversal na extremidade

Neste exemplo, considerou-se uma viga laminada engastada e livre, com carga

transversal na extremidade livre, e dois tipos de seção transversal. A viga possui raio médio

de 60 mm, espessura de 6 mm, comprimento de 6 m (100 vezes o raio médio) e corresponde ao

modelo L1 apresentado na Tabela 9, cujas propriedades do material são as mesmas apresentadas

na Tabela 8.

Submeteu-se tal viga a um carregamento de 26.8671 kN, dividido em 10 incremen-

tos iguais. Os resultados são comparados com o modelo de elementos finitos de casca (S8R)

desenvolvido no ABAQUS.

No ABAQUS, a viga foi discretizada com 4816 elementos. Impediram-se todos os

deslocamentos da seção para simular o engaste. A carga de referência foi aplicada em dois

pontos da seção da extremidade livre. Para evitar efeitos localizados, inseriu-se, mais uma vez,

um anel rı́gido onde a carga é aplicada.

A viga foi discretizada com 8 elementos CRTL com duas abordagens, uma com a

matriz constitutiva obtida através do processo MB e outra obtida por meio do processo de KP.

Na Figura 47, ilustram-se as curvas de equilı́brio.

Com base na Figura 47, pode-se observar ótima concordância entre os resultados.

Verifica-se que as duas abordagens MB e KP apresentaram pequena diferença entre si, já que

para esta laminação ambas abordagens apresentaram ótimo desempenho, conforme verificado.

Figura 47 – Deslocamentos para extremidade livre da viga de seção transversal circular: modelo L1.
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Em seguida, analisou-se a mesma viga com o modelo L6 da Tabela 9. Neste caso,

submeteu-se a viga a uma carga transversal de 67027.7778 N dividida em 10 incrementos iguais.

Infelizmente, no ABAQUS, não foi possı́vel atingir o último nı́vel de carga, pois surgiram efei-

tos localizados na região do engaste (ovalização). Desta forma, para efeito de comparação,

apresenta-se na Figura 48 apenas os pontos até o último nı́vel em que o ABAQUS conseguiu

convergir.

Com base na Figura 48, pode-se verificar ótima concordância entre os resultados. É

importante ressaltar que a curva obtida por meio da abordagem KP foi melhor do que a abor-

dagem MB. Isso ocorreu devido ao fato da abordagem KP ter apresentado melhores resultados

para esta laminação do que MB. Verifica-se também que a resposta de casca foi mais flexı́vel

do que as respostas do elemento CRTL, uma vez que o modelo de casca conseguiu captar efei-

tos localizados que o modelo de pórtico não conseguiu. Dessa forma, o modelo de casca foi

perdendo rigidez durante o processo incremental da carga.

Com base nos dois problemas acima apresentados, verifica-se que a abordagem KP

apresenta um desempenho melhor do que MB também em problemas geometricamente não

lineares. Desta forma, para os próximos exemplos é utilizada apenas a abordagem KP para

obter a matriz constitutiva da viga.

Figura 48 – Deslocamentos para extremidade livre da viga de seção transversal circular: modelo L6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, analisou-se uma viga caixão laminada engastada e livre. A viga possui

base de 50 mm (b) e altura (d) de 70 mm, conforme ilustra a Figura 25. Ressalta-se que tais di-
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mensões correspondem aos seus valores médios. Cada segmento possui 6 mm de espessura (h).

Esta viga possui a laminação L6 apresentada na Tabela 9, cujas especificações do material estão

apresentadas na Tabela 8. A viga caixão foi discretizada com 8 elementos CRTL e submetida a

um carregamento de 13006.4382 N divididos em 10 incrementos iguais.

Os resultados são comparados com o modelo de elementos finitos de casca (S8R)

desenvolvido no ABAQUS. A viga foi discretizada com 7488 elementos. Todos os desloca-

mentos da seção do apoio foram restringidos para simular o engaste. A carga de referência

foi dividida em duas cargas pontuais aplicadas na seção transversal livre. Para evitar efeitos

localizados devido as cargas pontuais, inseriu-se mais uma vez um dispositivo rı́gido.

Na Figura 49, apresenta-se a comparação entre as soluções. A partir dessa figura,

pode-se observar mais uma vez ótima concordância entre os resultados. Apenas a curva −u/L

apresentou uma pequena diferença para os últimos nı́veis de carga.

Figura 49 – Deslocamentos para extremidade livre da viga caixão: modelo L6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, o problema não linear analisado por Stemple e Lee,3 Vo e Lee,4 Vo e Lee5

e Vanegas e Patiño6 é analisado nesta seção. Nesse problema, uma viga box laminada engastada

e livre submetida a uma carga transversal é considerado.

A carga é de 1.78 kN aplicada na extremidade livre da viga e dividida em 10 incre-

mento iguais. O esquema de laminação de cada membro da seção transversal, bem como suas

dimensões são ilustrados na Figura 50. Cada segmento da seção (almas e mesas) possui oito

lâminas, cuja espessura de cada lâmina é de 0.032 cm. Varia-se o esquema de laminação das

mesas, porém fixa-se o esquema de laminação das almas. O material utilizado é apresentado na
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Tabela 18.

Figura 50 – Geometria e laminações da viga caixão.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 18 – Dados do material da viga box laminada.3–6

E1 (GPa) E2 (GPa) G12 (GPa) ν12

146.78 10.3 6.2 0.28

Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga possui 2.54 m de comprimento e foi discretizada com 8 e 16 elementos

CRTL. Fez-se também um modelo de elementos finitos de casca (S8R) no ABAQUS de tal

problema. A viga caixão foi discretizada com 7140 elementos.

Para efeito de comparação, os deslocamentos w, v e o ângulo de torção ψ da ex-

tremidade livre da viga são comparados para valores de θ = 90o e θ = 45o. Na Tabela 19,

apresentam-se os valores obtidos com o elemento CRTL e os fornecidos pela literatura. Pode-

se observar a partir desses dados que as respostas do CRTL estão maiores do que as demais

referências. Ressalta-se que apenas o deslocamento w de 57.60 cm ficou abaixo do desloca-

mento de 58.80 cm obtido por Vanegas e Patiño6 para θ = 45o. Observa-se também que o

elemento CRTL não apresentou deslocamento lateral v para θ = 90o como as demais resposta,

pois neste caso, não há nenhum tipo de acoplamento, conforme verificado na Equação (369).

Cv =




4.0486E+07 1.4715E−30 0.0000E+00 3.8401E−13

1.4715E−30 1.4739E+04 0.0000E+00 1.6675E−14

0.0000E+00 0.0000E+00 6.0071E+04 0.0000E+00

3.8401E−13 1.6675E−14 0.0000E+00 4.3515E+03




(369)
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Tabela 19 – Deslocamentos da extremidade livre da viga caixão para 1.78 kN.

Referências
θ = 45o θ = 90o

w (cm) v (cm) ψ (rad) w (cm) v (cm) ψ (rad)

Vanegas e Patiño6 58.80 0.91 0.045 59.12 0.03 0.00

Vo e Lee5 55.00 1.20 0.072 59.12 0.03 0.00

Vo e Lee4 51.30 1.00 0.065 52.90 0.01 0.00

Stemple e Lee3 48.50 1.35 0.090 53.40 0.06 0.00

CRTL: 16 elem. 57.60 1.70 0.114 61.91 0.00 0.00

Fonte: Elaborado pelo autor.

A comparação entre o elemento CRTL com 8 e 16 elementos para o modelo com

θ= 45o é apresentado nas figuras 51, 52 e 53. Os pontos das curvas obtidos através do ABAQUS

foram computados pelo método do controle de carga com o incremento ajustável, o software

ajusta o incremento de carga automaticamente. Porém, para comparar os valores para cada nı́vel

de carga com CRTL, fixou-se o incremento no ABAQUS em 0.1. Tal comparação é apresentada

na Tabela 20. Ressalta-se que quando se fixou o incremento, só foi possı́vel atingir até o fator

de carga 0.5.

Figura 51 – Deslocamentos w para extremidade livre da viga: θ = 45o.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 52 – Deslocamentos v para extremidade livre da viga: θ = 45o.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 53 – Deslocamentos u para extremidade livre da viga: θ = 45o
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode-se observar na Figura 51, Figura 52 e Figura 53, a resposta do modelo

de elementos finitos de casca está mais flexı́vel do que a resposta do elemento CRTL. Observa-
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Tabela 20 – Comparação para viga caixão laminada com θ = 45o.

Fator de Carga
Casca CRTL: KP (16 elem.)

u (m) v (m) w (m) u (%) v (%) w (%)

0.1 -8.8055E-04 -2.1162E-04 -6.1054E-02 -2.49 -0.40 -1.50

0.2 -3.5109E-03 -8.4227E-04 -1.2187E-01 -2.80 -0.60 -1.66

0.3 -7.8575E-03 -1.8795E-03 -1.8223E-01 -3.32 -0.92 -1.93

0.4 -1.3866E-02 -3.3032E-03 -2.4191E-01 -4.05 -1.38 -2.32

0.5 -2.1464E-02 -5.0869E-03 -3.0070E-01 -5.32 -2.28 -3.00

Fonte: Elaborado pelo autor.

se que há uma divergência entre as curvas por volta do fator de carga 0.5. Isso ocorreu devido

ao fato do modelo de casca ter apresentado uma flambagem localizada, conforme apresentado

nas figuras supracitadas. Desta forma, o modelo de casca perde rigidez a partir deste nı́vel de

carga e, portanto, fica mais flexı́vel.

Por fim, as comparações entre o elemento CRTL com 8 e 16 elementos para o

modelo com θ = 90o são apresentadas na Figura 54 e Figura 55. Como no caso do modelo

anterior, os pontos dessas curvas de equilı́brio foram traçadas com o incremento automático do

ABAQUS. A partir dessas curvas, pode-se observar ótima concordância entre os resultados até

o fator de carga 0.6. Depois desse nı́vel de carga, a estrutura apresentou flambagem localizada

como ilustrado na Figura 56.

Figura 54 – Deslocamentos w para extremidade livre da viga: θ = 90o.
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Figura 55 – Deslocamentos u para extremidade livre da viga: θ = 90o
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Fixou-se o incremento de carga no ABAQUS em 0.1 e compararam-se as respostas

na Tabela 21. Verifica-se claramente que a partir do nı́vel de carga 6, a diferença relativa entre

os dois modelos aumenta, indicando a influência da flambagem localizada na resposta.

Tabela 21 – Comparação para viga caixão laminada com θ = 90o.

Incrementos
Casca CRTL: KP (16 elem.)

u (m) w (m) u (%) w (%)

1 -1.0404E-03 -6.6426E-02 -1.34 -0.76

2 -4.1555E-03 -1.3272E-01 -1.53 -0.86

3 -9.3274E-03 -1.9873E-01 -1.86 -1.03

4 -1.6529E-02 -2.6436E-01 -2.32 -1.27

5 -2.5746E-02 -3.2967E-01 -2.99 -1.63

6 -3.7651E-02 -3.9861E-01 -5.62∗ -3.07∗

7 -5.3101E-02 -4.7326E-01 -10.17∗ -5.55∗

8 -7.1905E-02 -5.5010E-01 -14.71∗ -8.00∗

9 -9.3786E-02 -6.2710E-01 -18.66∗ -10.15∗

10 -1.1844E-01 -7.0304E-01 -21.97∗ -11.95∗

∗Flambagem local.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 57 – Viga caixão circular em balanço com carregamento na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 58 – Deslocamentos para extremidade livre da viga.
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho, foram desenvolvidos elementos finitos para análise não linear geo-

métrica de vigas laminadas de parede fina sujeitas a grandes deslocamentos e rotações no

espaço. O problema abordado possui duas grandes complexidades, uma relacionada ao tra-

tamento dos acoplamentos entre esforços e deformações (relação constitutiva da viga laminada)

e outra relacionada ao tratamento dos grandes deslocamentos e rotações no espaço. Devido

a abordagem utilizada neste trabalho, o uso da formulação corrotacional independente do ele-

mento, pode-se separa, explicitamente, ambas as complexidades do problema.

A primeira complexidade foi considerada através de dois elementos finitos, um ba-

seado na teoria de pequenos deslocamentos (CRL) e outro na descrição Lagrangeana Total

(CRTL), ambos consideram as hipóteses de flexão de Bernoulli-Euler-Navier e de torção de

Saint Venant. O elemento CRTL foi desenvolvido a partir do tensor das deformações de Green-

Lagrange, cujo grau de não linearidade foi inserido apenas na parcela de membrana. O elemento

CRL foi desenvolvido como uma particularização do elemento CRTL.

Nos elementos locais, as propriedades seccionais da viga laminada são determi-

nadas por meio da abordagem clássica do Método da Flexibilidade do Material (MFM) e nas

formulações propostas por Massa e Barbero30 (MB) e Kollar e Pluzsik31 (KP). Neste assunto, a

principal contribuição deste trabalho reside no fato das particularizações de tais abordagens

para o caso da seção transversal circular, de forma a permitir a análise de risers de mate-

rial compósito. A forma MB foi modificada para melhorar, mesmo que de forma indireta, a

representação dos acoplamentos existentes no processo de obtenção da matriz de rigidez redu-

zida. Nessas abordagens, os efeitos do empenamento e da deformação de cisalhamento trans-

versal da viga são desprezados. Nesta dissertação, as aplicações de tais abordagens ficaram res-

tritas apenas ao caso de seção transversal fechada, contudo, ressalta-se que as três abordagem

tratadas poderiam ser aplicadas no caso de seção transversal aberta, desde que o empenamento

não seja importante.31,32

A metodologia MFM, a mais simples dentre as três abordagens de análise de vigas

laminadas, conduziu a erros grandes em deslocamentos, mesmo para laminações simétricas em

que se esperava erros menores. A partir desta teoria, obteve-se uma matriz constitutiva da viga

laminada 4x4 em que desprezavam-se os acoplamentos entre esforços de deformações de viga,

pois não há elementos fora da diagonal. Devido a baixa precisão dos resultados obtidos, tal

metodologia não foi utilizada nos exemplos geometricamente não lineares.

A metodologia MB conduziu a bons resultados em deslocamentos para todos os

esquemas de laminações e seções transversais, indicando que as propriedades equivalentes são

computadas corretamente para laminações simétricas e não-simétricas; seções caixão e circular.

Vale ressaltar que o processo de obtenção da matriz de rigidez reduzida do laminado (Acoplado

ou Desacoplado) pouco influencia o valor das propriedades equivalentes. Assim como no MFM,

obteve-se uma matriz diagonal 4x4 para relação constitutiva da viga laminada, resultando num
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desacoplamento entre os esforços e deformações de viga.

Dentre as três metodologias utilizadas, a KP é a única que considera os possı́veis

acoplamentos entre esforços e deformações de viga, pois todos os termos da matriz constitutiva

da viga laminadai são retidos. A metodologia KP conduziu a bons resultados em deslocamentos

para todos os esquemas de laminações e seções transversais, salvo para alguns modelos em

que os deslocamentos secundários apresentaram erros maiores. Para o caso da seção circular,

discretizou-se a seção com segmentos retos de pequeno comprimento.

A segunda complexidade mencionada foi considerada por meio da abordagem cor-

rotacional independente do elemento. Tal abordagem foi empregada nos moldes do que é apre-

sentado por Monteiro.33 Um tratamento matemático não trivial, partindo do conceito do tensor

das rotações, é realizado para o tratamento das grandes rotações no espaço. Uma vez inserida

a não linearidade geométrica nas matrizes de transformação, tem-se um leque de opções para

o uso local de diferentes tipos de elementos. No presente trabalho, os elementos CRL e CRTL

foram empregados no âmbito local da formulação.

Desta forma, pode-se afirmar que a grande vantagem desta abordagem esta relacio-

nado ao fato de que, uma vez inserida a não linearidade geométrica nas matrizes de transformação

da abordagem corrotacional, pode-se separar explicitamente o problema dos acoplamento entre

esforços e deformações de vigas laminadas do problema das grandes rotações no espaço.

Em função dos exemplos de estruturas isotrópicas sujeitas a grandes rotações, pode-

se concluir que a formulação dos exemplos CRL e CRTL e suas implementações no FAST

apresentaram, de forma geral, resultados com grande concordância em relação aos da literatura.

Pode-se concluir também que o elemento CRTL é mais eficiente do que o CRL no que tange à

capacidade de apresentar uma boa resposta com uma malha menos refinada. Portanto, para a

análise de estruturas de grande porte, recomenda-se o uso do elemento CRTL, uma vez que este

elemento permite utilizar malhas menos refinadas, reduzindo o esforço computacional.

Em relação aos exemplos geometricamente não lineares de estruturas laminadas,

pode-se concluir que os elementos CRL e CRTL apresentaram ótima concordância com mo-

delos de elementos finitos de casca, ocorrendo apenas pequenas discrepâncias em problemas

em que fenômenos tı́picos de casca (por exemplo, como flambagem localizada e ovalização da

seção transversal) possuem grande influência na resposta. Ressalta-se que tais fenômenos sur-

giram para nı́veis elevados de carga, onde a estrutura já apresentava grandes deslocamentos e

rotações. Nestes exemplos laminados, pode-se observar também a influência da matriz consti-

tutiva Cv nas respostas não lineares, uma vez Cv bem formulada, os resultados obtidos foram

muito bons.

7.1 Sugestões para trabalhos futuros

O assunto foi bastante explorado e resultou no estudo de uma diversidade de tópicos

cujas relações entre si aumentaram com o evolução da pesquisa. Desta forma, apresentam-se



142

algumas sugestões para futuras linhas de investigação, a fim de abordar aspectos não estudados

na presente dissertação:

a) Efeitos da não linearidade do material.

b) Vigas de seção aberta.

c) Efeitos devido ao empenamento.

d) Efeitos devido à deformação de cisalhamento transversal.

e) Análise não linear geométrica de cascas laminadas com o uso da abordagem

corrotacional.

f) Análise dinâmica com ênfase em risers de material compósito.
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59 MORORÓ, L. A. T.; MELO, A. M. C.; PARENTE, E. J.; HOLANDA, A. S.; ALMEIDA,

D. C. Global analysis of laminated tubes. Congresso Ibero Latino Americano em

Métodos Computacionais em Engenharia (CILAMCE), v. 31, p. 1367–1383, 2010.

60 ALMEIDA, F. S.; AWRUCH, A. M. Corotational nonlinear dynamic analysis of laminated

composite shells. Finite Elements in Analysis and Design, v. 47, p. 1131–1145, 2011.

61 RANKIN, C. C.; BROGAN, F. A. An element independent corotational procedure for the

treatment of large rotations. Journal of Pressure Vessel Technology, v. 108, p. 165–174,

1986.

62 RANKIN, C. C.; NOUR-OMID, B. The use of projectors to improve finite element perfor-

mance. Comput. Struct., v. 30, p. 257–267, 1988.

63 NOUR-OMID, B.; RANKIN, C. C. Finite rotation analysis and consistent linearization



147

using projectors. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., v. 93, p. 353–384, 1991.

64 CRISFIELD, M. A. A consistent co-rotational formulation for non-linear, three-

dimensional, beam-elements. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., v. 81, p. 131–150,

1990.

65 CRISFIELD, M. A. Non-linear finite element analysis of solids and structures: advanced

topics. 4. ed. John Wiley & Sons, 1997.

66 BATTINI, J. M. Co-rotational beam elements in instability problems. 2002. 196 f. Tese

(Doutorado em Engenharia Mecânica) – Royal Institue of Technology, Stockholm, Sweden,

2002.

67 FELIPPA, C. A.; HAUGEN, B. A unified formularion of small-strain corotational finite

elements: I. theory. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., v. 194, p. 2285–2335, 2005.

68 MOREIRA, M. L. T. Parametrização das rotações em teorias de barras e cascas. 2009.

190 f. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas e Geotécnica) – Escola Politécnica da
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A ANEXO - CÓDIGO MAPLE PARA O ELEMENTO LOCAL CRTL

> restart;

> with(linalg) : with(CodeGeneration) :

> Polinomios de Lagrange :

> N1 := (L− x)/L;

> N2 := x/L;

> Polinomios de Hermite :

> H1 := 1−3∗ (x/L)2 +2∗ (x/L)3;

> H2 := x−2∗ x2/L+ x3/L2;

> H3 := 3∗ (x/L)2 −2∗ (x/L)3;

> H4 :=−x2/L+ x3/L2;

> Derivadas do Polinomios :

> N1x := di f f (N1,x);N2x := di f f (N2,x);
> H1x := di f f (H1,x);H2x := di f f (H2,x);H3x := di f f (H3,x);H4x := di f f (H4,x);
>H1xx := di f f (H1,x,x);H2xx := di f f (H2,x,x);H3xx := di f f (H3,x,x);H4xx := di f f (H4,x,x);
>Vetor nodal :

> ue := matrix(12,1, [u[1],u[2],u[3],u[4],u[5],u[6],u[7],u[8],u[9],u[10],u[11],u[12]]);
> Matrizes B :

> B0 := matrix(1,12, [N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0,0,0,0]);
> Bbvx := matrix(1,12, [0,H1x,0,0,0,H2x,0,H3x,0,0,0,H4x]);
> Bbvxx := matrix(1,12, [0,H1xx,0,0,0,H2xx,0,H3xx,0,0,0,H4xx]);
> Bbwx := matrix(1,12, [0,0,H1x,0,−H2x,0,0,0,H3x,0,−H4x,0]);
> Bbwxx := matrix(1,12, [0,0,H1xx,0,−H2xx,0,0,0,H3xx,0,−H4xx,0]);
> Bθx := matrix(1,12, [0,0,0,N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0]);
> Matriz A :

> BbvxtBbvx := evalm(transpose(Bbvx)&∗Bbvx);
> Av := evalm(map(int,BbvxtBbvx,x = 0..L)/L);
>BbwxtBbwx := evalm(transpose(Bbwx)&∗Bbwx);>Aw := evalm(map(int,BbwxtBbwx,x=
0..L)/L);
> BθxtBθx := evalm(transpose(Bθx)&∗Bθx));
> Aθ := evalm(I p∗map(int,BθxtBθx,x = 0..L)/(L∗A));
> Matriz Bm :

> BLv := evalm(transpose(ue)&∗Av));
> BLw := evalm(transpose(ue)&∗Aw));
> BLθ := evalm(transpose(ue)&∗Aθ);
> BL := evalm(BLv+BLw+BLθ);
> Bm := evalm(B0+(1/2)∗BL);
> Bbm := evalm(B0+BL);
> MAtriz B :

>B :=matrix(4,12, [[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]);
> f or j to 12 do

B[1, j] := Bbm[1, j];
B[2, j] := Bbvxx[1, j];
B[3, j] := Bbwxx[1, j];
B[4, j] := Bθx[1, j];
end do;
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>B1 :=matrix(4,12, [[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]);
> f or j to 12 do

B1[1, j] := Bm[1, j];
B1[2, j] := Bbvxx[1, j];
B1[3, j] := Bbwxx[1, j];
B1[4, j] := Bθx[1, j];
end do;

> Matriz C diagonal eC cheia ( f ull) :

>Cdiag := matrix(4,4, [[EA,0,0,0], [0,EIz,0,0], [0,0,EIy,0], [0,0,0,GJ]]);
>C f ull :=matrix(4,4, [[C11,C12,C13,C14], [C21,C22,C23,C24], [C31,C32,C33,C34], [C41,
C42,C43,C44]]);
> Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas Interna para C f ull :

> BtC f ullB1ue := evalm(transpose(B)&∗C f ull&∗B1&∗ue));
> gl f ull := map(int,BtC f ullB1ue,x = 0..L);
>C(gl f ull,optimize,declare= [gl f ull :: numeric,L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::

numeric,C14 :: numeric]);
> BtC f ullB := evalm(transpose(B)&∗C f ull&∗B);
> k f ull := map(int,BtC f ullB,x = 0..L);
>C(k f ull,optimize,declare= [k f ull :: numeric,L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::

numeric,C14 :: numeric]);
> At := evalm(transpose(Av+Aw+Aθ));
>Ndx := evalm(C f ull[1,1]&∗Bm&∗ue+C f ull[1,2]&∗Bbvxx&∗ue+C f ull[1,3]&∗Bbwxx&∗
ue+C f ull[1,4]&∗Bθx&∗ue);
> N f ull := map(int,Ndx,x = 0..L);
>C(N f ull,optimize,declare= [N f ull :: numeric,L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::

numeric,C14 :: numeric]);
> Matri de Rigidez e Vetor de Forca Interna :

> BtCB := evalm(transpose(B)&∗Cdiag&∗B);
> kdiag := map(int,BtCB,x = 0..L);
>C(kdiag,optimize,declare= [kdiag :: numeric,L :: numeric,EA :: numeric,EIz :: numeric,EIy ::

numeric,GJ :: numeric]);
> ktdiag := evalm(kdiag+At ∗N ∗L);
> BtCB1ue := evalm(transpose(B)&∗Cdiag&∗B1&∗ue);
> gl := map(int,BtCB1ue,x = 0..L);
> C(gl,optimize,declare = [gl :: numeric,L :: numeric,EA :: numeric,EIz :: numeric,EIy ::

numeric,GJ :: numeric]);
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B ANEXO - CÓDIGO MAPLE PARA O ELEMENTO LOCAL CRL

> restart;

> with(linalg);with(CodeGeneration);
> Polinomios de Lagrange;

> N1 := (l − x)/l;

> N2 := x/l;

> Polinomios de Hermite;

> H1 := 1−3∗ (x/l)2 +2∗ (x/l)3;

> H2 := x−2∗ x2/l + x3/l2;

> H3 := 3∗ (x/l)2 −2∗ (x/l)3;

> H4 :=−x2/l + x3/l2;

> Derivada dos polinomios;

> N1x := di f f (N1,x);N2x := di f f (N2,x);
>H1xx := di f f (H1,x,x);H2xx := di f f (H2,x,x);H3xx := di f f (H3,x,x);H4xx := di f f (H4,x,x);
> Matrix B :;

> B := matrix(4,12, [[N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0,0,0,0], [0,H1xx,0,0,0,H2xx,0,H3xx,0,
0,0,H4xx], [0,0,H1xx,0,−H2xx,0,0,0,H3xx,0,−H4xx,0], [0,0,0,N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0]]);
> Matriz C diagonal e C cheia ( f ull);
>Cdiag := matrix(4,4, [[EA,0,0,0], [0,EIz,0,0], [0,0,EIy,0], [0,0,0,GJ]]);
>C f ull :=matrix(4,4, [[C11,C12,C13,C14], [C21,C22,C23,C24], [C31,C32,C33,C34], [C41,
C42,C43,C44]]);
> Matriz de Rigidez;

> BtCB := evalm(transpose(B)&∗Cdiag&∗B);
> kdiag := map(int,BtCB,x = 0..l);
> BtCB := evalm(transpose(B)&∗C f ull&∗B);
> k f ull := map(int,BtCB,x = 0..l);
>C(kdiag,optimize,declare = [l :: numeric,GJ :: numeric]);
>C(k f ull,optimize,declare = [l :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric]);


