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Resumo

Baseados nos trabalhos de Gerhardt e Urbas [12], [36], provamos um resultado de con-
vergéncia global e determinamos precisamente o comportamento assintético de solugcbes de
um fluxo geométrico que descreve a evolucao de hipersuperficies estreladas e k-convexas por
funcdes das curvaturas principais. Como aplicacdo, e seguindo o argumento de Guan e Li
[16], utilizamos um caso particular deste resultado de convergéncia para generalizar a classica
desigualdade de Alexandrov-Fenchel para dominios estrelados e k-convexos.

Palavras-chave: Desigualdade de Alexandrov-Fenchel, estrelado, k-convexo.



Abstract

Based on the work of Gerhardt and Urbas [12], [36], we prove a global convergence result
and precisely determine the asymptotic behavior of solutions of a geometric flow describing
the evolution of starshaped, k-convex hypersurfaces according to certain functions of the
principal curvatures. As an application, and following the argument of Guan and Li [16], we
use a special case of this convergence result to generalize the classical Alexandrov-Fenchel
inequality for domains which are starshaped and k-convex.

Key words: Alexandrov-Fenchel inequality, starshaped, k-convex.
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Capitulo 1

Introducao

A desigualdade isoperimétrica classica afirma que se L é o comprimento de uma curva
plana simples ' C R? entdo vale
L? > 4nQ,

onde Q)| é a area da regido Q limitada por I'. Mais ainda, a igualdade acontece se e somente
se Y é um circulo.

Esta desigualdade notdvel tem sido bastante estudada e generalizada ao longo dos tempos.
Por exemplo, se QO C R™' é um dominio limitado com fronteira suave £ = 0(Q) ent3o vale

A(Z) = cQlF, (1.1)

onde A(X) é drea de L, |Q] é o volume de QO e ¢,, > 0 é uma constante que depende
somente de n. Novamente, esta desigualdade é 6tima no sentido que a igualdade acontece
se e somente se () é uma bola aberta B™"! (e portanto, £ é uma esfera S™). Note que isto
implica em particular que

A(S™)

n = |Bn+1|n%1'

Uma maneira equivalente de formular (1.1) é considerar o quociente isoperimétrico

A(X)

Q—J(Q) :\Q]—n%’

que evidentemente é invariante por homotetias. Assim, a desigualdade isoperimétrica expressa-
se como

J(Q) = J(B),

com a igualdade acontecendo se e somente se () € uma bola. Noutras palavras, ] é minimizado
precisamente nas bolas.

Mais geralmente ainda, podemos considerar a normal unitdria v exterior a ¥ = 0Q) e
considerar o operador de Weingarten correspondente A : TZ — TZ, Ax = Vv, onde V é
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a derivada covariante usual em R™"'. Desse modo, A define um campo de endomorfismos
simétricos de TX cujos autovalores, se ordenados em ordem nao-decrescente, definem o vetor
das curvaturas principais

x € L= k(x)=(ki(x), -+ ,kn(x)) € R™
Paracada 1 =0, .- ,n definamos a funcao simétrica elementar de grau 1, o1 = o1(k), por
meio de
oK)= Y Ky K,
< <iy

e, parak=1,--- . m, aintegral de curvatura de ordem k — 1 de Q por

n—(k—1

A 1(Q) = Cn,kJ or-1(k)dL, Cpx= %
b

Para estes objetos, a cldssica desigualdade de Alexandrov-Fenchel afirma: existe Dy > 0
tal que, para qualquer O convexo vale

1 1
A1 (Q) =1 < Do e Ak(Q) 7w, (1.2)
com a igualdade acontecendo se e somente se () é uma bola. Observe que se iterarmos (1.2)
e a combinarmos com (1.1), concluiremos que existe ¢y, x > 0 tal que

A(Q) > Cn,k|Q|Tﬁl’(, (1.3)

com a igualdade acontecendo se e somente se () é uma bola. Neste sentido, (1.2) induz
uma extens3o da desigualdade isoperimétrica para dominios convexos em R™! no sentido
que (1.3) reduz-se a (1.1) quando k = 0.

Mais uma vez, podemos reformular este resultado apds considerar o quociente isoperimétrico
correspondente, a saber,

1
(O n==T)

‘Ak 1( ) 1 ’ (14>
A (Q) 7=

que novamente é invariante por homotetias. Assim, (1.2) reescreve-se como

L(Q) < L(B),

onde QO C R™! e a igualdade acontece se e somente se () é alguma bola B. Note que isso
implica em particular que

L(Q) =

Dn,k = Ik(B)

Assim, a igualdade significa que Iy é maximizado exatamente nas bolas.

A demonstracdo usual de (1.2) é fortemente baseada na hipétese de convexidade de Q,
pois usa a Teoria dos Volumes Mistos para corpos convexos [1], [2], [32]. Mas é natural sus-
peitar que a desigualdade vale para dominios nao necessariamente convexos, eventualmente
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satisfazendo propriedades adicionais sobre sua geometria. O propdsito desta dissertacdo é
precisamente demonstrar um resultado recente, devido a Guan e Li [16], que estende a de-
sigualdade , incluindo a caracterizagcdo do caso de igualdade, para uma classe mais geral de
dominios euclidianos.

Diremos que um dominio limitado Q C R™"" com fronteira regular £ = 0Q) é k-convero
se, na notacdo acima, satisfaz oi(k)(x) > O parai =1,--- ke x € X. O teorema de
Guan-Li (veja Teorema 3 abaixo) afirma que (1.2) continua valendo se supusermos que Q) é
k-convexo e estrelado. Mais ainda, a igualdade vale em (1.2) se e somente se Q) é uma bola.
A demonstracao deste resultado, porém, utiliza técnicas bastante diversas do caso classico.
Mais precisamente, dado () como acima, e supondo inicialmente que oi(k) >0,i=1,--- Kk,
considera-se o fluxo geométrico

0X _ 0Oy
ot N Ok

v, t>0, (1.5)

onde X(-,t) : S™ x [0, +00) — R™! é uma familia de hipersuperfices parametrizadas como
graficos radiais sobre S™, com X(-,0) parametrizando X e com v sendo a normal unitdria
exterior. Um resultado profundo, obtido independentemente por Gerhardt e Urbas [12], [36],
garante que, nas condi¢des dadas, (1.5) de fato possui uma solu¢do suave definida para
todo t > 0. Mais ainda, se esta solu¢do é adequadamente normalizada por uma familia
a um-parametro de homotetias, entdao as hipersuperficies correspondentes convergem, na
topologia C*, para uma esfera redonda. De posse deste resultado, e observando que um
célculo direto nos garante que o quociente isoperimétrico (1.4) é nao-crescente ao longo da
solucdo normalizada, a desigualdade (1.2) é entdo imediatamente obtida. O caso geral, em
que supomos que ) é meramente k-convexo (e estrelado) é entdo inferido por meio de um
processo de aproximacao.

Esta dissertacao é organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2, é apresentada a de-
monstra¢do do Teorema de Gerhardt-Urbas acima mencionado (Teorema 1 abaixo). Na ver-
dade, o resultado que apresentamos vale para funcbes das curvaturas principais muito mais
gerais que oy_1/0x. Como sempre, a demonstracdo depende de estimativas a priori das
derivadas da solucdo até sequnda ordem, que sdo entdo combinadas com a Teoria de Regu-
laridade Parabdlica para garantir a existéncia de solugdes globais (no tempo). Uma anilise
complementar, que envolve estimativas mais refinadas para o gradiente de solucGes, permite
caracterizar exatamente o comportamento assintético de tais solucdes, como sendo precisa-
mente determinados por esferas. Este resultado é entdo utilizado no Capitulo 3, seguindo
o argumento de Guan-Li, para verificar que o quociente isoperimétrico é ndo-decrescente ao
longo de solugdes de (1.5), conforme ja explicado acima. Finalmente, reservamos um apéndice
para a compilacao de fatos bdsicos sobre as fun¢des simétricas elementares e sobre os espacos
funcionais utilizados no corpo da dissertacdo.
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Capitulo 2

Expansao de hipersuperficie
estreladas por funcoes da curvatura

Neste capitulo, demonstraremos a convergéncia global e descreveremos precisamente o
comportamento de solugoes de um certo fluxo geométrico com velocidade dada por fun¢des
apropriadas das curvaturas principais de uma hipersuperficie; veja Teorema 1. Este resultado
serd utilizado no Capitulo 3 para verificar a monoticidade de certas integrais de curvatura
e, consequentemente, fornece uma demonstracdo da classica desigualdade de Alexandrov-
Fenchel para hipersuperficies euclidianas estreladas e k-convexas.

2.1 Expansao de hipersuperficies estreladas: o teo-
rema de Gerhardt-Urbas

Seja Mo uma hipersuperficie compacta, sem bordo e mergulhada em R™! n > 2,
definida por um mergulho diferenciavel Xy : S™ — R™'. Consideremos o problema de valor
inicial -

—(x,t) = K(x,t)v(x,t
() = K vt
X(’O) = X07
onde K(-,t), t € [0, T), é uma funcdo conveniente das curvaturas principais da hipersuperficie
M, parametrizada por X(-,t) : S™ — R™ " e v(-,t) é o campo de vetores normal unitério

exterior a M.
Suporemos que K pode ser expressa como

(2.1)

1

KoY = e

: (2.2)

onde Kj,--- , Ky S30 as curvaturas principais de My, e f € C®(I') N C°(T) é uma funcdo
simétrica positiva definida em um cone aberto, convexo e simétrico I' C R™ com vértice na
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origem, contendo o cone positivo
M ={(ky, - ,kn) € R™ ki >0 Vil

E claro que

M ik ka) €RY ) k> 0},
i=1

Admitiremos ainda que f satisfaz as seguintes condicOes de estrutura:

f é positiva e homogénea de grau um em T (2.3)
of

P >0 em T; (2.4)

f é concava em T (2.5)

f=0 em OI. (2.6)

Neste capitulo, demonstraremos o seguinte resultado de convergéncia global, com cor-
respondente descricdo do comportamento assintético, para solugdes de (2.1) com condi¢bes
iniciais apropriadas.

Teorema 1. ([12], [36]) Nas condi¢ées acima, suponha que My € estrelada com respeito a

algum Py € R™ . Sejam ainda T e f como acima, satisfazendo as condicdes de estrutura
(2.3)-(2.6). Suponha, além disso, que vale

fki(&), -+, kn(&)) >0, (2.7)

para qualquer & € My, onde Ky, -+ , Ky SG0 as curvaturas principais de Mg com respeito
a normal unitdria exterior. Entdo o problema de wvalor inicial (2.1)-(2.2) possui uma
unica solugao suave X definida em [0,00), de modo que para cada t € [0,00), X(-, 1)
parametriza uma hipersuperficie suave My em R™ ', que € estrelada com respeito a P.
Além disso, se My, t € [0,+00), € dada por X(-,t) = e PX(-, 1), onde

B=A(1,---,1), (2.8)

entdo My converge para uma esfera redonda centrada em Py na topologia C* quando
t — oo.

Exemplo 1. Em geral, exemplos interessantes de fung¢des satisfazendo as hipdteses do teo-
rema s3o encontrados por meio da teoria de polindmios hiperbdlicos de Garding [11], conforme
elaborada em [7]; veja ainda [30]. Assim, as fun¢des

Sunl(K1, -+ Kn) = Om(Kq, -+ 5 Kn) ™, (2.9)
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1
. 1 1\ "
Sm(Kb'” 7KT1.) =0m (_ _) s (210)

) 7
K1 Kn

onde T < m < n, satisfazem tais condi¢cbes. No primeiro caso, tomamos I' como a compo-
nente conexa do conjunto em que S, é positiva e que contém (1,--- ,1), enquanto que no
segundo tomamos ' como o cone positivo. Note que S éum quociente de funcdes simétricas
elementares; a saber,

gm:GmC_,...,l) m:(gnm) m:( On )m (2.11)
K1 Kn On On—m

Na verdade, neste trabalho somente usaremos o teorema no caso em que

f(Kh”'?Kn): Om ) m:27"'7n7 (212>
Om—1

ondek € I,_1 e
M1 ={ke R%or(k) >0,Vk<m—1}

A justificativa de que f como em (2.12) satisfaz as condi¢des de estrutura (2.3)-(2.6) é
detalhadamente tratado em [21] e [29].

2.2 Graficos radiais: a existéncia de solugoes locais

Como, no Teorema (1), a hipersuperficie inicial é estrelada com respeito a Py, o qual
pode ser tomado como sendo a origem, é natural expressar as hipersuperficies do fluxo como
graficos radiais sobre S™. Conforme veremos, a vantagem deste procedimento é que a equacao
de evolugdo em (2.1), se descrita em termos da fungdo radial p que define os géficos, torna-se
escalar com esta escolha. Isto simplificard sobremaneira a analise do problema de valor inicial
correspondente. Em particular, conforme veremos nesta secdo, este método é especialmente
efetivo para verificar a existéncia de solug¢des locais, no tempo, de (2.1), com condi¢des iniciais
apropriadas.

Com efeito, seja M C R™! uma hipersuperficie estrelada com respeito a origem, que
supomos nao pertencer a M. Nestas condicoes, podemos escrever

X(x) =p(x)x, xe&S", (2.13)

onde p : S* — R é positiva e suave; esta é precisamente a func¢do radial que representa
M. Nosso objetivo nesta secdo é descrever a geometria de M em termos de p. Seja entdo
{e1, -+, en} um referencial ortonormal em S™, de modo que derivadas em relacdo a este
referencial serdo denotadas por sub-indices. Assim, como

Xi:pix+pei7 i:]a"'7n7
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constituem uma base de TM e x € normal a S™, a métrica induzida em M escreve-se, em
termos de p, como

9y = P20y + pipj, (2.14)
onde p; = Vip, V é o operador gradiente em S™ e (,) é o produto interno candnico em
R™"1. Além disso, a inversa da métrica é

i _ PiP;
g’ =p 2(%— W;), (2.15)

2 donde resulta que a normal exterior a M ¢é

onde w? = p? + |Vp

v:l(px—Vp). (2.16)
w

A proposicdo a seguir determina os coeficientes hy; = —(Xy5,v) da segunda forma funda-
mental de M em relacdo ao referencial {X;}. Enfatizamos que, se M C R™"' é compacta
e mergulhada, sempre consideraremos seu operador de Weingarten A em relacdo a normal
unitaria exterior v, definida como

A=Vv, (2.17)
onde V é a derivada covariante em R™",

Proposicao 1. Nas condigoes acima, vale
1
hy = (0% +Vp[*) "2 (p?855 + 2p:p5 — pP), (2.18)
onde Py = Vlv)p

Demonstracao. Basta fazer o célculo em xo € S™ onde o referencial {e;} é geodésico, ou
seja, Ve ej(xo) = 0. Note inicialmente que

Xij = pyX + Pi€; + pjei + p@ej e;.

Por outro lado, com a nossa convencao, o operador de Weingarten de S™ é o tensor identidade,
e resulta da equacdo de Gauss que

@ei e; = —513'7(.
Desse modo,
hi' = —<Xij,'V>
1 5 B
= _V_V(ppij — piprdjk — P3PxOik + PP (Ve €1, x) — p(Ve €5, V)
1 B
= —(—ppy + 2p:ip5 — P> (Ve e, X))
w
1
= —(—ppij + 2pip; — P*(—0ix,
- (PP + 2105 — p(=8yx, X))

1
= v_v(pzzsﬁ + 2pip; — PPy)-

Isto conclui a demonstracao. O
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As curvaturas principais de M sdo os autovalores do operador de Weingarten relativamente
a métrica, ou seja, sdo precisamente as solucoes em k de

det(hij — Kgi]') =0.
Equivalentemente, elas satisfazem
det(aij - Kéi]') = O,

onde
1 a1

[ay] = [gY]2 [hyllgY]=. (2.19)

Aqui, [g¥]2 é a matriz raiz quadrada positiva de [g7]: explicitamente,

(U] = p dij — PiP; :
VP2 +IVolE(p+ \/p?+ [Vpl?)
Vamos agora ilustrar a abordagem acima verificando como o problema de valor inicial
(2.1)-(2.2) pode ser reduzido a uma equagdo de evolugdo escalar para a funcao radial p. Seja
entdo M, uma hipersuperficie compacta e suave em R™"!, que é estrelada com respeito 3
origem e descrita por um mergulho Xy : S™ — R™"'. Suponha que X : S™ x [0,T) — R™' ¢
solugdo suave do problema de valor inicial (2.1)-(2.2), de tal modo que, para cada t € [0, T),
X(-,t) é uma hipersuperficie compacta e mergulhada M em R™"' e estrelada com respeito
a origem. Entdo, para uma familia conveniente de difeomorfismos (-, t) : S™ — S™, vale

X(x,t) = ple(x, t), t)o(x, ), (2.21)

onde p(-,t) : S™ — R, é a funcido radial que representa M. Se estendermos p(-,t) de modo
a ser constante em direcOes radiais teremos

0X dp dpt 0 d
_(pcp p>+pp

(2.20)

ot T3t ot’

oxt ot ot

e como 0¢/0t é tangencial a S™,
1
f  \ot’
1 dp ¢+  0p (%
W ((axi ot at> P p<vp, ot

_ pop
wot’
Desse modo, p: S™ x [0, T) — R satisfaz o problema de valor inicial escalar
Do — P2HIVeR):
pFlay) (2.22)
p(-,0) = po,
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onde D¢p = 9p/0t e py € a fungdo radial que representa a hipersuperficie My, ai; = aj;(t)
é dada por (2.19) com p substituida por p(-, t), e

Flay) = f(k, -+, kn), (2.23)

onde Kq,- - , Ky S30 os autovalores de [ay].
Reciprocamente, suponha que p > 0 é uma solugdo de (2.22), e que @ é um difeomor-
fismo de S™ satisfazendo
Xo(x) = p(@o(x),0)@o(x). (2.24)

Pelo célculo que leva a (2.22), mostra-se facilmente que os mergulhos ﬁ(-,t) dados por

X(x) = p(@o(x), t) po(x) (2.25)

satisfazem (2.1)-(2.2). Verificamos assim que, a menos de difeomorfismos tangenciais, os
problemas de valor inicial (2.1)-(2.2) e (2.22) sdo completamente equivalentes. Em particular,
pode-se reduzir o problema de encontrar solugdes locais (no tempo) do fluxo original (2.1)-
(2.2) ao problema correspondente ao fluxo escalar (2.22).

Note, porém, que a dependéncia dos lados direitos das equagdes de evolugdo (2.1) e
(2.22) em relagdo a geometria das hipersuperficies expressa-se de maneira diversa, ou seja,
no primeiro caso, esta dependéncia é expressa em termos de f = f(kq, -+ , k) que depende
dos autovaloes do operador de Weingarten

ai; = g™ hy;, (2.26)

enquanto que no segundo caso a dependéncia é descrita em termos de F(ay;), que depende do
proprio operador de Weingarten. Felizmente, conforme mostrado em [7], as condi¢des de es-
trutura em f (2.3)-(2.6) implicam em condi¢des correspondentes sobre F. Mais precisamente,

Fe C®(M(I)NnCcom(m)), (2.27)

onde M(T') é o cone convexo das matrizes reais simétricas com autovalores pertencentes a I,
e

F é homogénea de grau um em M(T"). (2.28)
Além disso, se
Fo oF B 0°F
ij — aaﬁ’ ij,kl — aaijaakl’
entdo vale
Fij(t.,i(z_,j >0 em M(F), (229)

para todo & € R™\{0}, ou seja, Fi; é positiva definida, e, mais ainda, F é concava no sentido
que
Fij,kl‘Yij’Ykl < O c1m M(F), (230)
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para qualquer matriz real simétrica [yy]. Finalmente,
F=0 em OoM(I). (2.31)
Note ainda que, como F é homogénea de grau 1, podemos supor que
F(oy) =1. (2.32)

Usando o resultado fundamental na teoria de existéncia e unicidade de equagdes diferenciais
parabdlicas [27], estas observacdes nos permitem garantir a existéncia local (no tempo) de
solucdes do problema de valor inicial (2.1)-(2.2) no caso em que a hipersuperficie inicial é
estrelada com f = f(ky, -, ky,) satisfazendo as equacdes de estruturas acima descritas.

Teorema 2. Se My é como na formulag¢io do problema de valor inicial (2.1)-(2.2) e
f =1(ky, -+, Kkn) satisfaz as condigies de estrutura (2.3), (2.4) e (2.6) entao, para T >0
suficientemente pequeno, existe uma aplicacdo suave X : ST x [0, T) — R™ " que € solucao
do problema. Mais ainda, esta solugao € unica (a menos de difeomorfismos de S™) no
sentido que quaisquer duas solugoes do problema coincidem onde estao definidas.

Demonstracao. Pelos comentdrios acima, basta verificar o resultado correspondente para o
problema de valor inicial (2.22). Os resultados usuais de existéncia de solu¢des locais para
equagdes parabdlicas [27] nos garantem o resultado se verificarmos que (2.22) é parabdlica
em t = 0, o que por defini¢do significa que o lado direito de (2.22), que denotaremos por
F(ay), satisfaz

oF

0Py
Mas, por (2.18), (2.26) e a Regra da Cadeia,

(po) > 0. (2.33)

oF 0F Odaxm

0Py 0aym 0Py

P 0T
w a(lkj7

de modo que, como g'* é positiva definida, (2.33) acontece se e somente se

oF
Ay
Mas 0F oF
w
= (po) = = ()2 (po),
ay P 6ai]~

e a existéncia segue de (2.29). A unicidade é consequéncia do Principio do Maximo Parabdlico
[27]. O
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Resulta da demonstra¢do acima que, para T como no teorema, a; € M(I') e p > 0
em [0, T), o que implica em particular que as condicbes de estrutura para F sdo satisfeitas
neste intervalo. Diremos que uma tal solucdo é admissivel. A proposicdo a seguir fornece
um critério muito conveniente para garantir a admissibilidade de solu¢des.

Proposicao 2. Uma solucao de 2.22 permanece admissivel enquanto for positiva e [as;]
pertencer a M(T).

Demonstragao. Num ponto em que p(-, t) assume seu maximo espacial, [a;;] evidentemente
pertence a M(T"). Mas, como F é continua e vale (2.31), [ay] € M(T") em qualquer outro
ponto. ]

Resulta do teorema acima que o problema de valor inicial (2.22), ou equivalentemente
(2.1)-(2.2), possui uma solu¢do admissivel definida em algum intervalo [0, T), onde T < +00.
Mostraremos na secao seguinte que, na verdade, T = 400, ou seja, a solucao é global no
tempo. Para tanto, devemos obter estimativas a priori para todas as derivadas de solucdes
admissiveis de (2.22) independemente de t em intervalos limitados. Na verdade, a teoria de
Regularidade Parabdlica [27] nos asegura que, neste caso, basta controlar as derivadas de p
em (2.22), o que faremos na préxima segdo.

Encerraremos esta secdo apresentando um artificio que facilitard consideravelmente a ob-
tencdo destas estimativas, a saber, a descricao local das hipersuperfices do fluxo como grafico
euclidianos. Mais precisamente, se T € [0, T) e t situa-se préximo de T, podemos, apds com-
posicdo com um movimento rigido, escrever M = {((x, t), u(x, t)}, onde x varia num aberto
de R™ e u é suave. Observe que, se {e;}l*; € a base canbnica de R™ e D;u = 0u/0x;, os
vetores X; = (e, Dyu), i = 1,--- ,n, geram o espaco tangente a M em cada ponto, de
modo que a métrica em relacdo a este referencial é

gy = 0y + DuDju, (2.34)
com inversa ) DD
97 =0y — %, (2.35)
onde v =14 |Du/?. Assim,
1

V= _(D1u’7'” JDﬂ.uJ_1)
v

pode ser escolhido como a normal unitaria a M. Consequentemente,

Mo 1_<Xﬁ’v> 2.36
= —Diju. ( ’ )
v
Neste caso, Dub
CIE P St et
[g ] 1 \)(1 +v)7



e as curvaturas principais de My s3ao os autovalores de
enl 1
a; = [gM2[hudlg]z,
ou, de modo mais explicito, de

DiuD luDjfLL B D]'LLD 1LLD u

s = —(Dyu— -
e % et v(T+v) v(T+w) (2.37)
DiuDjuDkuDluDklu ’
V(1 4+v)? ’
(veja [8]). Isto e (2.28) nos dizem que u € solugdo admissivel da equagdo
(1+ [Du):
Du=——771—7— 2.
tu Flay) (2.38)

2.3 Estimativas a priori e existéncia de solucoes glo-
bais

Vamos estabelecer nesta secdo as estimativas a priori necessasias para garantir a existéncia
de uma solugdo de (2.22) definida para t > 0. Conforme j& mencionamos, basta controlar
uniformemente no tempo as derivadas até segunda ordem de solucdes admissiveis. Este
controle, para a prépria funcdo, é feito na préxima subsecao.

2.3.1 Estimativas a priori de ordem zero

O primeiro resultado em nossa jornada no sentido de estabelecer estimativas a priori para
solugdes admissiveis de (2.22) é o lema a seguir, que mostra que a solu¢do cresce exponenci-
almente no tempo, sendo em particular uniformemente limitada em intervalos limitados.

Proposicao 3. Se p > 0 ¢ uma solu¢ao admissivel de (2.22) em S™ x [0, T) entdao vale

IISlTiLD po < e fp(-,t) < max po, te[0,T). (2.39)

Demonstracao. Se p(-,t) atinge seu maximo com respeito a varidvel espacial em x; entdo,
neste ponto, temos Vp =0 e VZp < 0. Assim, (2.15), (2.18) e (2.26) nos d3o

ay = p dy—p Py
> p by,

donde resulta, por (2.29), (2.28) e (2.32), que
Flay) = F(p~'8y) = p 'F(dy) = p
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o que significa, por (2.22), que a fungdo p(t) = maxgsn p(-,t), que é Lipschitz e portanto
diferenciavel em quase todo ponto, satisfaz

Dtﬁ < §7

o que implica p(t) < e'p(0). Isto mostra a segunda estimativa em (2.39). A primeira é
obtida por um argumento andlogo. O]

2.3.2 Estimativas a priori para a primeira e segunda derivadas

O préximo passo na demonstragdo do teorema (1) é estabelecer estimativas a priori para
as derivadas de ordem um e dois de solugdes admissiveis de (2.22). Na verdade, inverteremos
a ordem natural e provaremos inicialmente uma estimativa para a norma do vetor curvatura
principal (ou, equivalentemente, para as derivadas de ordem dois) das solu¢Bes. A estimativa
para a derivada de primeira ordem decorre entdo disto, da Proposiciao 3 e de um controle
uniforme sobre F(ay;); veja Proposi¢do 7. A primeira etapa desta estratégia é o contetido do
lema abaixo, que adapta ao nosso contexto uma estimativa de curvatura de [8]. Salientamos
que é precisamente neste ponto da demonstracdo que a condicdao de estrutura envolvendo a
concavidade de F, a saber, (2.30), ¢ utilizada.

Proposicao 4. Sejam p > 0 uma solugdo admissivel de (2.22) em S™ x [0,T) e My
a hipersuperficie correspondente, ou seja, X(x,t) = p(x,t)x. Entdo, para qualquer t €
[0, T),

n%/zlxx|K\ < Cet (2.40)

t

onde C depende apenas de n, Mg e pg € 0 maximo é tomado sobre My e K = (Kq, -+, Kn).

e suponha que, em T € (0, T), h atinge seu maximo sobre todas as M, e todas as curvaturas
principais k em Z; = X(X.,T) € M na diregdo & € T, M~.. A menos de uma rotagdo
podemos supor que X, € S™ é o polo sul. Seja L o plano tangente a M em Z.. Entdo, em
uma vizinhanca de (Z., T), a familia de hipersuperficies M pode ser escrita como um gréfico
de uma funcdo suave u definida em uma vizinhanca de (Z.,t) em £ x [0,T). Como vimos
no final da Sec3o 2.2, tal fun¢do é uma solugdo admissivel de (2.38).

Escolhamos agora um novo sistema de coordenadas ortogonais em ¥ com origem em
Z, que denotaremos por X1, -+ ,Xn. Entdo, em termos das coordenadas paralelas as novas
coordenadas com centro na origem, temos

Demonstracao. Considere a funcao

ZT: ((11,“' 7a‘n.7_a)
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para constantes convenientes aj,--- , d,,a com a > 0. Daf,

(Du, —1)
v

vV =

_ Dyuar+ Dyuxgy —u+a

@ = (X,v) = ” : (2.41)

onde v =1+ |Dul?.
Por uma rotacao das novas coordenadas, podemos admitir que a curvatura principal
maxima do grafico u(-,T) na origem ocorre na direcdo xj. Assim, proximo a (0, T), temos

Dnu
v(1+(Du)?)

K1 =
Mais ainda, apds estas mudancas de coordenadas, a funcdo

. Dyju
h=log <<pvu T (D1u)2))

atinge seu maximo espacial local no tempo T na origem, de forma que vale

u(0,7) = [Du(0,7)| =0, (2.42)

e, naturalmente,
Diou(0,t) =0 para & > 1.
Como consequéncia, apds girarmos convenientemente as coordenadas x;, - -+ , X, podemos
admitir que D?u(0, T) é diagonal e D1;(0,T) > 0.
A estratégia, a partir das normaliza¢Ges acima, é obter uma inequacgao diferencial apropri-
ada para h; veja (2.51) abaixo. Para tanto, observemos inicialmente que

D11u@v(1 + (Dyu)?) — Dyu[Da@v(1 + (Dyu)?)
(Driuev(1 + (Dyu)?)
@D (T 4 (Dquw)?) + @vD (1 + (Dqu)?)]
(Druev(1 + (Dqu)?)
Dn“u Do((p D,x\) ZD]LLDM{LL
Diu ¢ v (1+(Du)?

Dsh =

D.o— Daguax  Dgauxe  @Dgv
«P = - - )
v v v
onde tanto acima como a seguir, somaremos sobre indices latinos mas nao sobre indices

gregos, a menos que indicado explicitamnte. Por outro lado,

—1
Dy =v DyuDgu,
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de modo que, por (2.42),
Dyv = 07 Doc(P = Dococuaou

o Dﬂocu . Dococuaoc

Dsh = =0 2.43
Dyu @ (2:43)
em (0, 7).
Derivando mais uma vez, encontramos
DococV - (Dococu)z
e
D <Da(0) ~ Dua(Dauax + Daauxi) @V — Do(@V) (D ggeurak + D ggeuxy)
“\ o (@v)?
D goVvv — (Dov)?
_ =
— (Docockuak + Docockuxk + Dococu)((pv) o
(pv)?
_ (Da@v + Do) (Daguax + D gguxy)
(pv)?
~ (Da@Dov + @Daav)@v  (¢Dav)(Dapv + ¢Dov)
(@v)? (@v)?
_ Kuay + u (02 . Kuay D..v
(¥ © 5
- £ . - 2 - (D(XO(u)z
© ®

em (0, 7). Dai, se pusermos A% =1+ (D;u)? e aplicarmos o célculo anterior, teremos

Diju v 14+ (D)2 0]

Dﬂococu D]]ocu g Dococv Docv ?
Diiu Diiu Y v

) { D“(D]LLDHXLL)AZ — (D]LLD1“LL)2D1LLD1(XLL}

0>D,h = D“< ot v ) Ui (P)

A4

_ {Do«xkua(l;‘l‘ D aat B <D(xocua‘x>2 — (Doaxu)z}

®
Dﬂococu_ Dllcxu 2_ Dcxcxv . Docv z
D]]'LL D]]LL A% v
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2 [(Dlocu)z‘|‘D]uDlococu])A2_ (D]LLD1OCU)2D1LLD10¢U.
_ e
D ootay 2 D qoacitax + D gt
+ < > - £ £ + (Doccxu)z
® ®
D D z D z
- o (o) w2 (B5)
Dococ Dococ
- kua1<p+ = + (Doccx)z
_ Dﬂococu - (Dllcxu)z_z(D] )2+ (Dococuaoc)z
Dnu Dnu * @
_D(xcxkuak + Dcxcxu
®

em (0, T), de maneira que, por (2.43), obtemos a estimativa

D . Dococ Dococ
0> 2ol 5, g2 Deekt@ict Daalt (2.44)
Dyu ®
em (0,7T) paracada x =1,--- ,n.

7

E chegada a hora de usar a equacio de evolugdo para u, a saber, (2.38). Derivando-a
uma primeira vez na direcdo x;, obtemos

1+ |Duf2)? 1+ |Dul?):
Dy = _H%Dkquu + HTHEJ‘D]%, (2.45)

e derivando novamente, aplicando em (0, T) e usando (2.42) resulta que

(Dyyu)? L FiDnay L FijrsD1ayDiars

Dpauw = — - = =
2
_E(FijD1aij)2
_(D”u)z n FyD1ray n FijrsD1ayDiars
S F P2 ERE

E precisamente neste ponto que a crucial hipStese de concavidade sobre F, (2.30), sera
usada. Assim, obtemos uma desigualdade diferencial preliminar para Dqu, a saber,

(D11u)? i FyDiay
F F2

A etapa final da demonstracdo consiste em entender a natureza do segundo termo a direita
em (2.46). Para tanto, veja que, por (2.37),

Diju < —

te (0,7). (2.46)

1
ay = ;Cﬁ (247)

27



onde
D iuD luDjlu B D juD IuD i D 1'_'LLD jUD kLLD 11LD KU

si= Dy —
Co u v(T+v) v(1+v) v2(1 +v)2

Mas,

DjuDuDju + DiuDuDjiu + DiuDuDjiu
v(1+v)
v 'DuD (1 +v) + vDauD i
V(1 +v)2 )
DyjuDuDyu + DyjuDyuDyu + DyjuDuDgu
_( v(1+v)
v D uDu(1 +v) + vDuD g
V(1 +v)2 >
DuDjuDuDuDygu + DyuD jyuDuDuDqu
+( vZ(1 +v)2
DiyuD;uD nuDuDyu + DyuDjuDuDpuDu
+ v2(1 +v)2
DiuDjuDuDuD jqu
V2 (1 +v2)?

D:Cy = Dnju—<

—DiuD LLLD i

—D jLLD 1UD i

2w D uDu(1 4 v)
vi1 +v)?

v(1 +v)v D uD
vHT +v)*4 >’

e usando que no ponto em questao tem-se Du = 0, obtemos

D] (1> :D1V=O
v

Dy (-) = —DjmuDinu,
v

—D iuD j uukD 1UD KU

—D iuD j uukD 1LLD KU

e, consequentemente,

DﬁanuDﬂu + DHanuDﬂu
2
o D”uDuuDuu + D]jLLDnLLDuu

2
= Diyyu— DjjuDuDjiu — DyyuDuDyu.

DnCy = Dpyu—

Lembrando agora que
1 1
Diay; = Dy < ) Cy+ \—)chij»

v
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resulta que
1 1 1 1
Dnay = Doy 5 Cy + Dy " D:Cy + Dy " D1Cij+;DHCij
—D1muD1muDij + D]]ULL — DHLLDHLLD]'[U. — Dh-uDuuDuu

= Diyyu — DnauDpauDyy — 2DguD uDju.

Observe agora que no ponto em questdo, Diu e Fy; = Fij(Diju) sdo ambas diagona-
lizaveis, de modo que vale

Dyia = Dypiu—3(Dyu)? (2.48)

Dﬂaococ:Dﬂococu_Dococu(Dﬂu)z) (249)

para @« = 2,--- ,n. Substituindo estas expressdes em (2.46), obtemos

(Dyuw)? 1 (

Djpou < — + =

F F2

D;juw)? 1
( 1}1: ) +ﬁ(FnDnnu—3F11(D11u)3

+ Z(FoaxDHaococu - Dococu(D%u)))

o>1

D;ju)? 1
( ]]l ) +§<F11D1111u—3F11(D11U)3

+ Z FococDHoco(u - Z FococD Owcu(D%u)) ’

o>1 o>1

FiuDpan + ZFococDﬂaococ)

oa>1

<—

~

e usando a estimativa (2.44),

(Dyqu)? 1 (

Diau < —

+_

T 2 F11D1111u—3F1](D11u)3+ZF“‘XD”O‘O‘u

o>1

- Z FococDococu(Dﬂ)2>

o>1

< _(D11U)2+l FiiDiu(Dincuax + Dyju)
= F F2 %)

D jocutay + D u
+Z (ZFococDHu(Dloc)z_"FococDHu( £ (]; ))

—F11(Dyu)’

oc>1

- Z(DH)ZFococDococu

o>1
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_ (Diw)?  Fii(Dyju)®  (Dyqu)?
- - ZFococDococu

F - FZ FZ o>1
DquF Diu
]]:12—(p”(D11kuak+D11u)+ F; Z]choc(Douxkuak‘l_Dcxocu)
o>
Dyu)?2 (Dju)? & D
_( ]}]:u) _( ;:12u) ZchocDococu‘l' ”uZch(x aakuak+Docau)
a=1
Diiu D u)? Diiu
—( ]}1:) ( ” ZFaaDaau+ L ZFaaDaakuak+
=1
Dnu =
= D FaaDaall,
a=1
ou seja,
(Djw)?  Djju D u
D”tu<—2 ]}]: + F](jl + ” ZFocochxockuaka

uma vez que @(0,T) = a e, pela homogeneidade de F,
n
F=> FeaDaall
oa=1
Como, no ponto em questdo, Dyai; = Dijcu, se trocarmos 1 por k em (2.45), vemos que

Fij D kaij o Fij Di,-ku

Dktu —

2~ B
donde
D < _2(D111Eu)2 D];;u + Dﬂu Z F oD o Qe
_ _Z(Dnu)z Diu N DnuDktuak‘ (2.50)
F Fa a
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Por outro lado, pelas definicoes de h e @,

ev(1 4 (Dyu)?) Dyu Di@v(1 4 (Dqu)?)
Dy <<pv(1 +(Duw?z " ((cpvu + (D1u)2))?
+(thv(1 + (Du)?) + Z(vakuDktu))
(@v(1 + (Dyu)?))2

Dth —

_ Dnau Do
Diu @
D 1
= D”tu — —(Dyuax — Dyu)
nu

donde, por (2.50),

D
Dih < 2%
F
Mas, como Diyu é o maior autovalor de D?u, temos, pela homogeneidade e monotonicidade
de F, 5
F D-u
=F < F(oqp) =1,
D]]u (Dnu) ( B)
ou seja,

Dih <=2, te(0,1). (2.51)

Repetindo o argumento do final da demonstracdo da Proposicao 3, obtemos, apds inte-
gracao desta desigualdade diferencial, que

hmax(t) < hmax(o) - 2t7 te (OaT)7

Mas |k| = p(x,v)e™ < [ple™ e assim obtém-se, por meio da Proposicdo 3, uma estimativa
uniforme para || em (0, T). Como T € (0, T) é arbitrario, a demonstrac3o esta concluida. [J

2.3.3 Estimativas a priori refinadas para o gradiente

Nesta subsecdo estabeleceremos uma estimativa a priori para a funcdo de curvatura F =
F(ay) associada a uma solu¢do p > 0 de (2.22). Isto resulta imediatamente da proposicdo
abaixo, que implica ainda dois fatos cruciais na teoria, a saber, o controle uniforme no tempo
sobre o gradiente da solucdo e a parabolicidade uniforme da equacio de evolugio para p.
Essas informacdes nos permitirdo, conforme veremos, estabelecer a existéncia global no tempo
de solugdes de (2.22) através do controle uniforme, em intervalos finitos, de derivadas de todas
as ordens de p.
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Proposicao 5. Seja p > 0 uma_solugio admissivel de (2.22) em S™ x [0,T). Entdo
existem constantes positivas Cq e C,, que dependem apenas de n, F e pg e suas derivadas
até sequnda ordem, tais que

™|

. (1 + ey
Ci < ¥
pF(ay)

<Cy telo,T). (2.52)

Demonstracdao. Sera conveniente trabalhar com r = log p, de forma que inicialmente rees-
creveremos os invariantes geométricos das hipersuperficies do fluxo em termos de r. Notando
que Vip = e"V;r e pondo v2 = 1 + |Vr|?, obtemos

gy = e*"(84 + VirViT), (2.53)
.. V-TV.T
ij _ ,—2r i j
g’ =e (611- = ) ; (2.54)
hij = er\;i] (51]' + viTVjT — VﬁT), (255)
e
ay = e—r{)—lbﬁ’ (256)
onde
by = Yi(Otm + VirVi® — Vi) Vimj, (2.57)
) VirV
irvar
il — 6i — =] - 2.58
v ( Ly —i—v)) (2.58)
Assim, r é uma solucao admissivel do problema de valor inicial
1 2
D= % em S"x[0,T), 7(-,0)=ro=logpo. (2.59)
L]

Escrevamos entdo (2.59) na forma

Dir = G(cyy) em S™x[0,T), (2.60)
onde 1
Glcy) = —— 2.61
) F(Cij) ( )
e

Cy = (1+ ‘VT|2)7]bﬁ.
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Mas como Vit = Vip/p implica [Vr]? = |Vp|?/p?, (2.56) e a homogeneidade de F nos

fornecem

ou seja,

G(Cij) =

F(Cij)
1
(14 [Vr2)~TF(by)
1
(14[Vr2)~Ter(1 + |Vr2)2F(ay)
1

(1+ V12
pF(ay)

)

(2.62)

Derivando (2.60) com respeito a t, obtemos

onde

DtG = GithCij (263)

Gy = e (2.64)

Desejamos agora verificar que G satisfaz um equacao diferencial conveniente. Para tanto,
observe que se derivarmos ci; com respeito a t e observarmos que, por (2.60), valem

obteremos

DtCi]' = OCijkva + BjViG +’YIVJG -

VthT’ = va, VletT' = VHG,

YitVimG¥Yjm

1+[Vr2 (2.65)
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Para justificar isto, escrevamos 1i, 135 em vez de V;r, Vyr. Com esta convengdo,

D ¢(vit) (Otm + T1iTm — Ttm) Ymj _ (Otm + T1iTm — Tim) Ymj (Dt(TiTl)
1+ |Vr|? 1+ |Vr|? v(1+v)
TimD(v(1 +v))
V(14 v)2 )
(61m + T — Tin) Ymj [ TV Dtr + rl ViDyr
1+ |Vr|? (
1TlTkaG (2v+1)
V(1 +v)2 )
(Otm + T1Tm — Ttm) Ymj nV G + rlle
1+ |Vr|? (
lnrkaG(Zv +1)
v3(1 4 v)? >
= B3ViG + PyuiViG + Qu VG
= B;ViG + Py VG + Qi VG,

’Yil(élm + TT'm — T‘1m)[)t(ﬂYTnj) . ’Yil(élm + T'm — T‘l'm) T‘mij + T‘janG
1+ [V - 1+ |V < V(1 + V)
TmTiT VG (2V + 1)
(1 4v)? >

= YiVjG + Rijmva + Sijkva
= ’Yiv]'G + Rijkva + Sﬁkva,

YitYmiDt(dtm + TiT'm — Tum) _ YitYmj(TVimG — 1iVinG — VinG)
1+ |Vr|? 1+ |Vr?
= TymVmG + WiimVmG — virym;(1 + V) 'VimG
= T VG + Ui ViG — Yirymi(1 4 V1)) Vi G,
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de modo que

Di(by) . D1+ V)
T+[Vr2 77 (14|Vr]2)2
D vi(ditm + TiTm — Tin) Yimj) B 2byT Vi Dyr
1+ |Vr]? (1+1|Vr2)?2
D (Vi) (8tm + T17m — Ttm)Ymj + YitDt(Otm + T1Tm — Tim) Yy
14 |Vr]?
YitlOtm + Tim — Ttm) Dt (V) _ 2byriViDyr
1+ [Vr2 (T+1[Vr2)?
= ijiG + PijkaG + QijkaG
+ Tk ViG + Ui VieG — YirYmi (1 + [VT13) ' Vi G
+'Y1VjG + Rijkva + Sijkva
= i ViG + B;ViG +viViG — (1 + V113 'yYiYim

DtCij =

+

onde otiji, By, Yi» Pijk Qiji Riji Sisior Tijio Uiji, dependem de Vr e V2r, e vy é dado por
(2.58). Isto completa a dedugdo de (2.65), que, substituida em (2.63), nos da
YuiFiyYim
€ = Feoai vy VG T (GueViG 4 Gy ViG + GyviViG)

de maneira que, se pusermos

A — YitFumYmj
Y Fley)2(1 4+ [Vr2)

resulta que G satisfaz uma equacdo diferencial parabdlica do tipo
D.G = AyVy;G + BiV;iG.
Pelo principio do maximo [27],

o que completa demonstracao. O

2.4 Existéncia de solucoes globais

A proposicao acima é um dos ingredientes cruciais na demonstracdo de que as solugoes do
problema de valor inicial estdo globalmente definidas no tempo. Para explicar isto, conven-
cionemos que no restante deste capitulo todas as contantes que aparecem nas estimativas,
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salvo mencao explicita em contrario, dependem somente de n, F de pg e de suas derivadas até
segunda ordem. Observemos inicialmente que a homogeneidade de F nos fornece a estimativa

[F(ay)] < Cmax|k|, C>0,
de modo que a Proposicdo 4 nos fornece entdo uma estimativa a apriori para F, a saber,
Flay)| < C'e™t, tel0,T). (2.66)
Resulta imediatamente dai, de (2.52) e da Proposi¢do 3 que

Vv ~ ~/
'Tp < CaplF(ag)| < Cb. (2.67)

e assim obtemos a seguinte estimativa para o gradiente de p:

max |Vp| < Cle', tel0,T). (2.68)

A proposi¢do a seguir resulta entdo de (2.68) e das Proposigdes 3 e 4.

Proposicao 6. Seja p > 0 uma solu¢ao admissivel de (2.22) em S™ x [0, T). Entao,
HPH&Z(snx[o,t]) < Ce', telo,t). (2.69)

Observe que esta proposicdo implica que, em intervalos finitos, a norma C? de p esta
uniformemente limitada. E necessério agora controlar similarmente todas as derivadas supe-
riores em termos do controle explicitado em (2.69). Nesse intuito usaremos a Teorema de
Regularizagdo Parabdlica [27], mas para tanto faz-se necessdrio verificar que a equagdo de
evolucdo para p é uniformemente parabdlica, que é precisamente o contetido da proposicao
a seguir.

Proposicao 7. Fxistem constantes 0 < C; < C, tais
Cie "< Flay) < Cae™", tel0,T). (2.70)

Demonstragdo. A dupla estimativa (2.52) implica que F(ay;) e p~ ' (14]Vp|?/p?)'/? possuem
o mesmo tipo de crescimento. Mas por (2.67), (1 + [Vp|?/p?)!/? possui o mesmo tipo de
crescimento de uma contante, donde F(aj;) possui o mesmo tipo de crescimento de p~'. O
resultado segue entdo da Proposi¢ado 3. O

Observacao 1. Note que as Proposicdes 3 e 7 garantem, em virtude da Proposicdo 2, que
todas as solugdes de (2.22) sdo admissiveis enquanto existirem. Em particular, isto justifica
a hipdtese de admissibilidade nas estimativas a priori até aqui estabelecidas.
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De todo modo, de posse de (2.69) e (2.70), a Teoria de Regularidade Parabdlica [27],
garante que, para cada k > 3, existe C(k)(t) > 0, continua em t, tal que

ol (snxion < CH(t), telot). (2.71)

Com estas estimativas em maos, € facil verificar que o problema de valor inicial (2.22) possui
uma solucdo global no tempo. Com efeito, suponha por absurdo que a solugdgo maximal do
problema, que é admissivel pela Observacio 1, estd definida em [0, T) para T < +o0. Por
(2.71), Ascoli-Arzela e a equagdo de evolugdo, todas as derivadas de p, tanto espaciais como
temporais, estao bem definidas no intervalo (0,T) e a equagao de evolucao é satisfeita em
t = T. Resolvendo entdo a equacio com dado inicial p(-,T) e justapondo esta solucio 2
solugdo original, obtém-se uma solugdo de (2.22) definida num intervalo do tipo 0,T+ ¢),
€ > 0. Mas isto entra em contradicao com a hipdtese de T < 400 ser o tempo maximal de
solucdo. Assim, T= 400, conforme queriamos.

Este argumento demonstra o Teorema 1, exceto pela descricao do comportamento as-
sintético das solucbes, que trataremos na préxima se¢ao.

2.5 Comportamento assintético: convergéncia para
esferas

Mostraremos aqui que, para qualquer dado inicial admissivel, a solucao correspondente
de (2.22), se propriamente normalizada, converge para uma fun¢do constante. Isto encerra a
demonstracao do Teorema 2.

A estimativa a seguir, que representa um melhoramento substancial em relagdo a (2.67),
é o passo crucial na estratégia.
Proposicao 8. Se p > 0 € uma solugdo de (2.22) em S™ x [0, 400) entdo existe u > 0,
independente de t, tal que vale

Vp(-,t \Y%
maxM <e ™ maxﬂ, t>0. (2.72)
svop(st) ST po

Demonstragao. Lembrando que r = log p e derivando (2.59) na direcdo ey, obtemos

(14 [Vr2)ViF . Vil Vr[?

VthT = —
P2 F (2.73)
(] + \Vrlz)Fiijbﬁ 2 ’
= — FZ + FVITVHT,

de modo que multiplicando isto por Vi1 e somando em Kk,

3 (Vi
ot 2

) - VkTVkD 7

1+ [Vr? 2
— _%Fﬁvkbﬁvﬂ + Fvlrvkrvklr.

(2.74)
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Em um ponto (x¢,t) € S™ x [0, T) em que |Vr|> atinge um méximo espacial no tempo t,
deve ocorrer V|Vr|? = 0, donde

Vi®Vimr =0 paratodok=1,--- n.

Observemos agora que, em (x4, t), temos

vk'}/ijva‘ =0.

Com efeito, usando (2.75),

Vk%j Vir

Vk 611' — 1VierT 7 va
1T+ Vr2)z(1 4+ (1 4+|Vr2)2)

0,

Vi(VarVim) (1 + Ve (1 + (14 |Vr)2) — o)
VkT

(14 V21 + (1 +|Vr[2))2

(Vi Vit + VirVigr) (1 +Vr2)2) (1 + (1 + [Vr2)2)

™

(14 [Vr2)(1 + (1 +|Vr2)2)2

1

(Vkﬂ‘VjT + Vﬂ‘vkﬂ‘))
[ 3 Vkr
(1T+|Vr2)z(1+ (14 |Vr2)z)2

1

(Vkﬂ‘vaV]‘T + Vﬂ‘vkﬂ‘ka))
(1+|Vr)2(1+ (14 |Vr]2)2)2

como prometido. Agora, (2.75), (2.76) implicam

pois

kaﬁva

VibyVir = = Vi ViryaY mi,

= Vilvuldum + VirViT — Vi) v} Vir

(kailva) (61m + V[Tva - vlmr)Ym)’
Vil Vi(dim + ViV r — Vi) fym Vir
+'Yil(6lm + vlrv'rrfr - vlmT) (vk’ijVkr)

= YiuYmj Vi(Oum + VirVir — Vir) Vir
YiYmj(Viar Vi Vir + Vir Vit Viar — VigmVir)

—Viam Vi YiuY mj.

(2.75)

(2.76)

) VkT‘

(2.77)

Substituindo (2.77) em (2.74) e usando a férmula de comutagdo para derivadas covariantes,

a saber,

ViamT = Vimk? + dxm Vir — dim Vi,
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obtemos que, em (x4, t),

0 [|Vr]? v
3t ( ) = SFVirvaYmi(Vimer + 0 Vir — 0um Vi)

2 F2
v? 5
= ﬁ (YuFinjmvlkaVkT + YuFiﬂ/jkvlTVkT - YuFiﬂ/ﬂWkﬂ )
=2
v
= FZ (Almvlkava + AlkvlTva — T‘VT| )
2
= B (A4 ViirVir + Ay VirVir — T|Vr]? ),
ou seja,
2 =2 2
3 (50) =5 (e () Ao ),
onde

n
T= Z A
i=1

e [Ay] é a matriz simétrica positiva definida dada por

Ay = YuFlemj-

Observe que, em fungdo de (2.58) e 2.70, na verdade temos Ay; > cdy, para alguma constante
c>0.

Sejam A < Ay < - -+ < A, os autovalores de A, de modo que Ay > c. Entdo,
AijViTVjT A
V| "
< T— Z A
i<n
< 71— (n—1)c,
ou seja,
V|2 v [Vr|? V|2
Yy Vi - y 2.
at< 2 FZAJVJ 2 ) M2 (2.79)
onde
~2

Y
uz(ﬂ—])cmtma > 0.

A proposigdo resulta agora do Principio do Maximo Parabdlico aplicado a inequagdo (2.79);
(veja [27]). O

39



Daqui em diante, é conveniente usar a funcdo normalizada p = e 'p, t > 0. Repetindo
os célculos (2.14)-(2.19) é imediato escrever os invariantes geométricos do grafico estrelado
correspondente a p:

gij = e gy,

gy — e2tgh
— ’\/7

e thy,

9] = e'lgh]:,

Z2
I

donde,
dij = etaﬁ. (280)
Mais ainda,

t t

D = 0ipe  —pe
(P> +IVoP): o -
pF(ay) ‘
(B +IVBP):
pe'F(ay)
(P> +IVBP):z
pF(etay)
(p*+ Vo) .
pF(ay)
isto é, p € solucdo global do problema de valor inicial
. i ]
Dip = w —p em S™x[0,T), p(-,0) = po. (2.81)
pF(ay)
Observe agora que as estimativas (2.39), (2.67) e (2.40) implicam um controle do tipo

||F3||62(snx[o,+oo)) < Céa

para uma constante C5 > 0 que nao depende de t. Mais ainda, a equagdo de evolugdo ¢é
também uniformente parabdlica, pois vale

Ci < Flay) < Cy,

conforme decorre de (2.70) e (2.80). Assim, a Teoria de Regularidade Parabdlica [27] aplica-se
para garantir que, para quaisquer p > 0 e 0 < o < 1, existe Cy, o > 0, independente de t,
tal que

1P ep.a(sn x 10, 400)) < Crx (2.82)
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Com os preliminares acima estabelecidos, é relativamente facil agora determinar o com-
portamento assintético das solucdes de (2.22) e concluir a demonstra¢do do Teorema 1. Com
efeito, usemos agora a estimativa melhorada (2.72) para Vp, que nos fornece

H%%X‘V@(',t” <Ce ™ t>0. (2.83)

Em particular, existe a funcao limite constante e positiva

t— oo
e, além disto, 3
n%%xlf)(-,t) —p* < Ce M. (2.84)

E hora de usar a famosa desigualdade de interpolacao,

Jn VT2 < C(m, ) (J n IVmT|2)‘]’<* (Ln |T|2)1_m

que é valida para qualquer campo de tensores suave T em S™ e inteiros k, m tais que 0 < k <
m; (veja [17], Corolario 12.7). Aplicando isto a T = Vp e usando (2.82) e (2.83), obtemos

ZJ VKV < C'(m,n)e ™t t>0,

k=0">"

onde i’ > 0 n3o depende do tempo. Noutras palavras, verificamos que a norma de Sobolev
de ordem m de Vp converge para 0 quando t — 400, para qualquer m > 0. Usando o
Teorema do Mergulho de Sobolev (veja [4], Segdo 2.7 ), obtemos que, se 0 < 1< m —mn/2

entao
m

V6] cisny < € (Z j

|Vkv52> < Clmmn)e ™™, t>0, (2.85)
k=0

ou seja,
lim H@(,t) — p*HCOO(S“) = 0

t—+o0

exponencialmente em t. Isto demonstra a assercdo no Teorema 1 a respeito do comporta-
mento assintético de solugdes. Como a unicidade de solugdes de (2.22) decorre facilmente
do Principio do Maximo Parabdlico [27], isto conclui a demonstracdo do Teorema 1.
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Capitulo 3

As desigualdades para integrais de
curvatura em dominios k-convexos
estrelados

Nesta secdo definiremos as integrais de curvatura para hipersuficies fechadas e mergulhadas
em R™'" e demonstraremos, para estas integrais, as famosas desigualdades de Alexandrov-
Fenchel, seguindo o argumento de Guan e Li [16]; veja Teorema 3 abaixo. Para isso é pre-
ciso determinar como as quocientes isoperimétricos evoluem ao longo de fluxos geométricos
com velocidade dada por alguma fun¢do das curvaturas principais, pois a idéia da demons-
tracdo é precisamente verificar que estes quocientes sao mondtonos ao longo de certos fluxos
geométricos e entdo aplicar o Teorema 1, que descreve o comportamento assintético de tais
fluxos.

3.1 As integrais de curvatura e a desigualdade de
Alexandrov-Fenchel

Seja QO C R™! um dominio limitado com fronteira M = 0M, que supomos suave. Seja

K(x) = (Ki(x), -+, Kn(x))

o vetor das curvaturas principais em x € M e oy(k) a k-ésima fungdo simétrica elementar
em K.

Definigao 1. Para k inteiro positivo e Q C R™"', a curvatura integral de ordem k — 1 de
Q) é definida por

Ay 1(Q) = cn,kJM o 1(K)diim, (3.1)
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onde

o (1)
Crx = : 3.2
*= o) 32)
el=(1,---,1), ou seja,
n—(k—1
ol o3

A cléssica desigualdade de Alexandrov-Fenchel estabelece que, no caso em que Q) é
convexo, vale

_1

A (Q)\ T (AL (Q)) T
w) <(Rw) o emen .

onde B é uma bola qualquer em R™'. Mais ainda, a igualdade vale em (3.4) se, e somente
se, () é uma bola.

Definicao 2. Diremos que Q C R™! € k-convezo se k(x) € T para todo x € M, onde
lc={keR™ o) >0 Vm<khL
Diremos ainda que Q € estritamente k-convezo se k(x) € I para qualquer x € M.

O objetivo deste capitulo é precisamente demonstrar o resultado a seguir, que é uma
extensdo de (3.4) para dominios k-convexos estrelados.

Teorema 3. ([16]) Se Q C R™" é um dominio suave, k-convezo e estrelado entio a
desigualdade (3.4) € vdlida para T < m < k. Mais ainda, a igualdade acontece se e
somente se (O é uma bola.

A demonstragdo que apresentaremos, baseada em [16], usa métodos parabdlicos e consiste
em verificar que, nas condi¢cdes do teorema, o quociente isoperimétrico

1

A ()T

L(Q) , 3.5
¢ A Q) 3)
é nao-decrescente ao longo de uma versao normalizada do fluxo
0X Ok—1
R 3.6

onde v é o vetor normal exterior as hipersuperficies do fluxo. Observe que o quociente
isoperimétrico (3.5) é obviamente invariante por homotetias de R™"'.
Este fluxo é um caso especial do fluxo mais geral tratado no Teorema 1. Com efeito,
podemos reescrevé-lo na forma
oX v Oy

HF oy
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e este caso satisfaz as hipdteses gerais do Teorema 1; veja exemplo 1. Como, novamente
pelo Teorema 1, o comportamento assintético de (3.6) é determinado por esferas e (3.4) é

equivalente a
L(Q) < Ik(B), (3.7)

a primeira assercdao no Teorema 3 verifica-se. A demonstragdo é entdo completada com um
argumento adicional que trata o caso em que vale a igualdade. Para verificar a monotonicidade
de (3.5) ao longo de (3.6), precisamos determinar como os invariantes geométricos de uma
hipersurperficies variam ao longo de tais fluxos, o que faremos na préxima secao.

3.2 As integrais de curvatura via fluxos geométricos

Daqui em diante denotaremos por M(t), t > 0, uma solucdo de um fluxo geométrico do
tipo

% v, (3.8)
onde H = H(k), e como antes, kK = (k1,--- ,K,) € o vetor das curvaturas principais de M.
Assim, se
H— Gk—l7
O

recuperamos o fluxo (3.6).
A proposicdo a seguir determina como os invariantes geométricos das hipersuperficies do
fluxo variam ao longo do tempo.

Proposicao 9. Sob o fluzo (3.8), temos as sequintes equagoes de evolugdo:

)
agﬁ = 2H]"L'Lj, (39)
9 _ ij
3¢9 2HhY, (3.10)
0 -
)
a(dug) = Hodpg, (3.12)
0 L
ahﬁ = —ViV;H + H(h?)y, (3.13)
%h{ — —V'V;H — H(h?), (3.14)
o 00m

Om = —V;([TmaliViH) — H—2(h?)} (3.15)

ot
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onde o tensor simétrico gy € a métrica induzida, dug € seu elemento de volume, hy; €
a sequnda forma fundamental da hipersuperficie, V € o gradiente intrinseco da hipersu-
perficie,
00m
oh

onde A} = h} = g*hy € o tensor de Weingarten,

(h?)} = tr (A" T 1),

( hz ) =4 s g klhskhl) )

[Tl];‘ € o l-ésimo tensor de Newton associado a A e, finalmente,
(h?)y := g*'hixhy;.

Demonstracao. Para demonstrar a primeira relacdo, note que
3 o a oX 0oX
ot axt 0%
/0% ax L (X 2 ax
t Oxt’ OxJ Oxt’ 0t 0xJ
29X aX\)  Jox 0 oX
xt ot’ 6xl oxt’ oxJ ot
oX 0
< >+<axl’axl( M)
ov oX
2H
<axl 6x1>

ov ax oX Ha_v
ax1 o0 oxt’ ¥
— 2Hhy,

Agora, como &% = g'*gg, temos

0
0 = s 3.16

at(g Osk) ( )
agls i agsk

_ . is ZIsk 3.17
ot ——9sk 1+ 9 ot ( )

(3.9) O0g' i

i _agt ger + g5 2Hhy, (3.18)

donde 5
gls
ot

que multiplicado por g™ nos fornece

. Osk = _ZHglshska
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ij is is
aagt = aagt 5, = aé;t 9sk9" = —2Hg"hyg" = —2Hhig" = —2HhY,
e (3.10) segue.
Para (3.11), notemos que, como v é um unitdrio, sua derivada com respeito a qualquer
campo resulta em um vetor tangente 3 hipersuperficie, o que nos fornece 0v/9t = c*0X/0x*.
Para determinar os c*'s, observe que

o, X\ _ k/0X 0X
ot o/ T ¢ \axk axt

= Ckgkb
nos da
¢t = cgug"
B av oX\ u
~ \ot i/ 9
donde resulta que
0 0X kla_x
i/ 9 axx

b
(

L OXN /00X 40X
" oxt oxiot/ )9 oxk

20X g2

<V’ ot/ axk
d X

= (v, L (Hv) ) it
<v, o v)>g >
oH 4 OX

= _a 1( 7V>g Oxk

_ _OH X

N Qxig oxk

— _VH,

onde VH é o gradiente de H.
Uma vez que, fixado j, tem-se

det M = Z(—1 ) my; det My,
i
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onde Mj; é a matriz obtida a partir de M pela omissao da i-ésima linha e da j-ésima coluna,

(3.19)

resulta que
detM = (—1)"" det My
6mij
= (AdjM)y
det MMt
onde AdjM é a matriz adjunta de M. Note agora que como dpg = +/det(gy) dx, temos
0 1 0
duy, = ————=—det(gy)dx

_ 1 (adet(gﬁ)) (agjk
2\/ det(gu) ag]k ot
(det(gi;)g’) (%) dx

ot

1
2+/det(gy;)

: 1 :
= z det(gij)QJKZHh]—k dx

ngkhjk\ / det(gi]-) dx
HO'] \/ det(gﬁ) dx

= Hodpg,

e isto demonstra (3.12).

)ax

Para verificar (3.13), notemos que como dv/dx) = ckdX/dx¥, e os ck's satisfazem

/v X\ /X X\
Pm = <a m> = <am> = 9k

temos

1 kgl k ml ml 1
G =G o = ¢ gkmg = hjmg™ = hy,

donde, 0v/0x) = h¥0X/0x* e consequentemente

0%v A 0 a_vv -
oxtox)’ o\ oxtox’ -
0 (. ,0X
- <axi (*‘ia—m)”>

/0 X L 92X
= () v () 2

0 0X 02X
= hi{ —— hi( ——
oxt <ax1’v> 0 <ax1x1’

= —hjhy.
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Disto e de (3.11) decorre que
0 0 02X
ahﬁ B __<ax‘ax3 V>
- L/ X v
N xlaxl oxtox)’ 9t
0 0(Hv) B 02X a_v
oxt ax7 ' oxitoxi’ ot
W) 02X a_v
axJ ’ oxitoxi’ ot
02X -
i <6x3 ) ,v> B <6xiax5’_VH>
2H @avv_aHa_vv_Halvv+
oxtoxJ VoV oxJ oxt’ oxtox)’ oxitoxi’
92X -
* <axlax1 v >
o oxdoxd ox) \ oxt’ oxt \ oxJ’ oxtox)’
02X -
—— VH
* <axlax’ v >

0°H 0%V X =
= —/————H —— —, VH
oxtox <axlax3 ’V> * <6x16x1 v >

Q)
,..

(@]
O)X

—<
- (o
&
~

ou seja,
d 02H X
—hy = — Hhjhy + T H
ot x| o )<a eV >
02H OH
(67&670 9% k>+ 9 TimiTi
= —ViV;H 4+ H(h%)y,
onde

~ oX 0oX
Kkl 9X 09X
=9 <va31 oxi’ ax1>

sdo os simbolos de Christoffel da hipersuperficie.
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Para (3.14), observe que

0. . o .
—ht = — (g™hy;
at j at(g k])
= -~ h. ik 3%
ot W9 5

BIOLB1 R *hy + g% (= ViV;H + H(h?)y)

= —g™V V;H + Hg™(h?),; — 2Hg"hihy,

= —g™ Vi ViH + Hg™(h?)y; — 2Hg" "™ h il
= —g™ViVjH + Hg™(h?)yy — 2Hg" (h?)y

= —V'V;H 4+ H(h?)f — 2H(h?)}

= —V'V;H — H(h?)],

como desejado. Finalmente, pela regra da cadeia,

04, = OomM
ot ™ oh; ot
SR LR
_ _%i?@i@jH_H%i?(hZ)}
= [T liVIVH - H%‘;?(hz)}
= ([T liViH) — Haa(;?(hz)},

onde usamos, na dltima igualdade, o fato que T,,_; possui divergéncia nula; (veja [31]), o
que demonstra (3.15). Na verdade, pela Proposi¢do 12, podemos reescrever

d _ L
5om = V([T aliViH) = Hir (AT )
= —Vj([TmliViH) = H(o100m — (M + 1) 0mi1).
O que conclui a demonstracdo do teorema. O

Determinemos agora como as integrais de curvatura variam ao longo do fluxo (3.6).

Proposicao 10. Sob o fluzo (53.6), as integrais de curvatura evoluem de acordo com

d O1+10%—1
— =(1+1 _— . 2
prY JMcndug (L+ )JM o dpg (3.20)
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Demonstracao. De fato,

d d d
T JM odpy = JM (Emdug + Gla(dug))

- | (—@j(ﬁu]gw"k“)) _

M Ox Ox

Ox—1

(o101 — (L4 1ors1)

Ox—
+01 K 10'])(1]49
Ox

O
= —J . ](0101+(1+1)GL+1—0101)ng
M Ok

Or—
= (1+1)J Lo du,
M Ok

conforme queriamos. O

Estamos agora em condi¢es de demonstrar o Teorema 3. Conforme ja mencionamos, a
idéia consiste em verificar que o quociente isoperimétrico (3.5) é ndo-decrescente ao longo
do fluxo (3.6). Comecemos considerando o caso em que Q é estritamente k-convexo e seja

X(+,t), t > 0, uma solugdo global do fluxo (3.6) com dado inicial descrevendo a fronteira de
Q). Como sabemos, a existéncia de tal solu¢do é garantida pelo Teorema 1. Definamos entdo

X(7t) :eifér(S]dSX(Wt)? t>07

onde - o
Ok—10%k 41
IM oy d}lg

Croks1 g Okdig

r(t) = (3.21)
Denotemos por Q. o dominio limitado por X(-,t). Como, novamente pelo Teorema 1, X(, )
converge, a menos de homotetias, para uma esfera, precisamos mostrar que I3 (Q¢) é ndo-
decrescente. Usando a Proposi¢do 10 e (3.3), obtemos

Q )
d«Ak( t) . d (Cn7k+1e(nk]for(s)dsj

dt dt de”‘J)

M

O
= Pk,n,t) (J Lo dig —TCn,kHJ deug>
VY M

K
O 1 J‘M Uk—:;fkﬂ dugd

= P(k,n,t) J Orr1dpy — X Cn oxd

<M o, Ho Cruki1 g 0kditg LY Ve Ho

- 0,

onde t
P(k,n,t) := (k4 1)Cpie R orls)ds,

50



De modo similar,

dAk1(Qy) d (n—(k=1)) [ f(s)dSJ o 1dig)
M

Tt = E(Cn,k—He

= Pk—1,n,1t) <J quokdug—rCn,kJ Gk1dug)
M M

Ox
Ok—10%k+1
IM oy d}lg
Crukt1 [ pq Oxditg

o1 (Do (D)
[ IM 2 (7 deug
P(k—1,1,1t) 1— % (D

Im Cruk+1 [ Okdig

= P(k—1,n,t) <1—
M

J

Cn,k> Ox—1dpg

WV

Chnx | ok—1dpg

[ o1 o (I) Crx
= P(k—-1 t 1— ’ _1d
( T )UM< o7 (1) Crkt1 Ok1CHs
— O’

onde usamos a desigualdade de Newton-Maclaurin, a saber,

2
Ok—10%+1 0%

or-1(Dowi (1)~ of(1)

(3.22)
na desigualdade acima; (veja [19], pagina 52). Note ainda que na dltima igualdade usamos o
fato que

or-1(I)or (D) Gk :O—kf1(1)0—k+1(1)‘ or(l)  ox(I)
or(I) Crkr1 ox(I) or-1(I) o1 (D)

Isto mostra entdo que

=1.

d. -
—I(Q) >0,
SO
o que demonstra (3.4) neste caso.
Para analisar o caso da igualdade em (3.4), ainda supondo que Q) é estritamente k-

convexo, observe que se este € 0 caso entdo devemos necessariamente ter

dA_1(Qy)
dt

Assim, a igualdade vale em (3.22), ou seja, as curvaturas principais de M coincidem em todos
os pontos de M, o que obviamente implica que M é uma esfera redonda parat > 0. Em
particular, My é uma esfera.

No caso em que Q) é k-convexo, podemos aproxima-lo na topologia C* por dominios
estritamente k-convexos, de modo que a desigualdade (3.4) continua valendo nesta situagdo
geral.

=0.
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Tratemos agora o caso da igualdade. Em primeiro lugar, a existéncia de pelo menos um
ponto eliptico numa hipersuperficie compacta mergulhada em R™"' implica que, em algum
ponto de M, oy e 01 sdo positivas e assim a hipdtese de k-convexidade assegura que essas
funcoes permanecem ndo negativas, o que acarreta a positividade das integrais de curvatura
fM ordpg e J‘M or—1dHg.

Suponhamos entdo que QO é um dominio estrelado k-convexo e que vale a igualdade em
(3.4). Seja M| ={x € M; 0x(k(x)) > 0}, de modo que M, é aberto e ndo-vazio. Completa-
remos a demonstracdo do Teorema 3 verificando que M ;. é também fechado, donde M| = M.
De fato, basta lembrar que se ' (0y) € a componente conexa de {x € R™ oy (k(x)) > 0}
contendo I = (1,--- 1), demonstra-se; (veja [7], [20]), que T'" (o) = Tk, ou seja, Q de fato
é estritamente k-convexo, de modo que o resultado segue do caso ja analisado.

Mostremos entdo que M, é fechado. Sejam & € C3(M, ), com suporte compacto em
M., e M a hipersuperficie parametrizada por X(*) = X+ s&v, onde X é uma parametrizacio
de M e v é o normal unitario exterior a M. Seja QO o dominio limitado por M. Obviamente,
M é k-convexo e estrelado para todo s suficientemente pequeno. Portanto, para tais valores
de s,

L(Qg) — L(Q) = L(Qs) — Ik(B) <0,

pelos resultados ja estabelecidos, de forma que, em particular,

d
— I (Qg)|s=0 = 0. 2
s K(Qs)ls=0=0 (3.23)

Veja ainda que X% /9s = &v, de modo que usando (3.12) e (3.15) com H = &, temos

d

s (—V5(MaliVi€) — Etr (AT 1) 4 01£01) dpg

J Gl(Ks)dUng:O =
M

(_5(01 o1 — (1‘1’ 1))0‘1.,.1 + 0'1((_,01) d},lg

.
L.

= (1| oudu,
M
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e assim, por (3.23), obteremos, apés alguns célculos, que

0

d 1
= (A Q)7 - (A2 75) ) oo
1 e —
- n—k+ n k n—k
n_k+1 ‘Ak—l C k JM O'kad}lgflk
1 1 —l-n+k
AT —— A Cuen(k+ 1) J Ok+1&d g
n—k M
1 7n1l£+1
— ( Ch 1d Cnixk d
n—k+1 ( ,kJM Ok—1 ug> k JM o0& g
Tn—k TIJTH
' <Cn,k+1J deug) - (Cn,kJ Gk—ldue‘l)
M M
—1-—n+k
1 n—k
— (Cn,k+1j deug) Crkr1(k + 1)J oxr1&dpg
n—k M M
1 o
Chr [ (Upmor dug)i“_kkl dugk [, okédpyg IM(deug)in%k dug
Cn]ifkljr1 n—k + 1
(o 1dug) T ([ ondpg) T (k1) [y Gk+15dug}
n—k

] n—k

C;E{T k J d TR J‘ 4 n1kJ' £d
Ok o o
Cﬁ n_kd Mk1ug Mkug Mk Hg
n,k+1
k+‘| —L+1 7]7—nk7k
- (J Gk—1dug> (J deug) J Gkﬂidug}
n—k \Jm M M
CTT‘;T kT —wk
i (J Gk1dug> (J de}lg)
Cn—k M M
n,k+1

{ k  Juorddug k+1IMGk+1<E}

n—k+1[,0c1dug n—k[,, owdyg
k d k+1 d
Ik(B){ Jpm oK ditg +1 [\ Oki1& Hgdug}

n—k+1[,00qdyy n—k [, 0%
Cs <J (Ciox — Gkﬂ)&dug) ;
M

para qualquer & € C3(M ), onde

k41 I(B)
n—k [, oxdpg

G
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C] k(n — k) IM de}lg
(=K 1)+ 1) [ 01
k(n —k) Crx 1

Y

(Kt )=k 4 1) 55 (B 41( [, ovding) o
donde
Ori1(k(x)) =crop(k(x)), Vxe M,. (3.24)

Por outro lado, pela desigualdade de Newton-Maclaurin existe uma constante ék,n > 0 tal
que

o1 (k(x) < Cinoy H(k(x)),  x € My, (3.25)
donde resulta que
or(k(x)) >c2 >0, Vx € M,, (3.26)

onde ¢, = (c1/(~3k7n)k depende somente de n, k e Q. De (3.26) segue obviamente que M ;.
é fechado e isto conclui a demonstracdo do Teorema 3.
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Capitulo 4
Apeéendice

Neste capitulo, recordamos alguns fatos sobre tensores de Newton, fun¢des simétricas
elementares e ainda definimos alguns espacos de fung¢des utilizados ao longo deste trabalho.

4.1 Tensores de Newton e funcoes simétricas elemen-

tares
Para cada inteiror =1,2,--- 'n, seja 0, : R™ — R a r-ésima fungdo simétrica elementar
definida por
Oy = GT(K) - Z Ky Ki,
i) <<y

Por convencdo, poremos ainda 0gp = 1 e 0, = 0 para r > n. O teorema a seguir lista algumas
propriedades elementares destes invariantes.

Proposicao 11. Se, parai =1,--- ,m, oni denota a soma dos termos em 0O, que nao
contém o fator ki, entao valem as sequintes identidades:.
aGr+1
—— = 0y, 4.1
aKiL nt ( )
Or+1 = Or415i + KiO¥rsi, (42>
n
Z KiOri = (T4 1)ory1, (4.3)
i=1
n
Z Opi = (Nn—r1)oy, (4.4)
i=1
n
Z Kfcrﬁ = 010,11 — (T4 2)0r4 2, (4.5)

i=1
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Demonstracao. A primeira relagdo é ébvia. Quanto a segunda, note que

Ory1i T KiOpi = Kip = Kiy T K¢ E Ky = Ky
B < <brypr,j#AL h<<ip AL
= 2 Kip o Ky
<o <iy
= Ory1

Por outro lado, (4.1) e o Teorema de Euler para fungdes homogéneas nos fornecem

n

oo
3 o= 3 kgt =t v,
i=1 t

o que demonstra (4.3). Trocando T+ 1 por r em (4.2), obtemos

Oy = Opi + KiOr—1:1, (46>
e somando em 1,
no, = § Orii + § KiOr—1;i
i i
(4.3)
- E Ori + TO,,
i

donde resulta (4.4). Finalmente, por (4.2),

Or42 = O0r4 25t = KiOryp1si
= Ki(org1 — KiGr;i)
_ 2
= KiOprp1 — KOy,

e somando em 1,
mn mn mn
_ 2
NOy42 = E Ory2:i + E KiOp1 — E Ki“ O
i=1 i=1 i=1

Assim, por (4.4),

n n

=(n=T=2)or2+ Y KO — ) Koy

Nnorp2 =M T Ory2 KiOr4+1 KiOri,
i=1 i=1

donde,
n
2
E KiOpi = 01041 — (T + 2)0ry 2,
i=1
Isto conclui a demonstracao da proposicao. O

56



Estreitamente relacionados as funcdes simétricas elementares estdo os tensores de Newton,
que passamos a definir. Dados um espaco vetorial real n-dimensional V e uma transformacao
linear simétrica A : V — V, para cada 0 < v < n, definimos o r-ésimo tensor de Newton
T.(A) associado a A, por

T(A) = 6 (A)T— oy 1(A)A+ -+ (—1)A", (4.7)

ou, indutivamente,
To = In, Tr = O'rIn — AT-r_1, (48)

onde 0,(A) é a r-ésima funcdo simétrica elementar dos autovalores de A. Resulta do teorema
de Cayley-Hamilton que T,, = 0.

Cada tensor de Newton, sendo polinomial em A, é auto-adjunto e comuta com A, e
portanto tem os mesmos autovetores que A, mas nao necessariamente 0s mesmos autovalores,
conforme veremos no teorema abaixo. Para tanto, seja {eq, -, en} uma base ortonormal de
autovetores de A com respectivos autovalores Ky, - - - , Ky,. E imediato que tal base diagonaliza
simultaneamente A e T.. Representemos por A; a restricio de A ao subespaco ortogonal a
ei e por 0.(A;) a r-ésima fungdo simétrica elementar associada a Aj, ou seja, 0;(A{)=0r.i.
O teorema seguir resume as propriedades basicas dos tensores de Newton.

Proposicao 12. Para cada 1 < 1 < n, valem:
L. Ti(ed) = or(Ai)e;
2. trT, =3 0 00(A) = (n—1)oy
3. tr(AT) = 31 kion(Ay) = (r+ 1) o
1t (AT = 0 20r(AY) = 010, — (1 4+ 2)0ry 5

Demonstracao. A demonstracdo de 1. e das primeiras identidades em 2., 3. e 4. podem ser
encontradas em [5]. As demais identidades foram verificadas no Proposi¢do (11). O

4.2 Alguns espacos de funcoes

Listaremos agora alguns espacos de fun¢des que foram usados ao longo do texto. Dados
um natural k e & € (0, 1], definimos:

1. CK(S™) é o espaco de Banach das funcdes reais em S™ que s3o k vezes continuamente
diferencidveis, com a norma

[uf|cxisny = Z S;p|vﬁu|;

IBI<k
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2. CR%(S™) & o espaco das funcdes em CK(S™) tais que a norma

HuHCk’“(sn) = HUHCk(sn) + sup sup
Bl=k | xyesn

(!VBu(X) — Vﬁu(y)!)
x —yl*
é finita. Aqui [x — y| representa a distancia entre x e y em S™;

3. Em S x I, I = [a,b] C R, denotamos por C(S™ x I) o espaco das funcdes a valores
reais em S™ X I que sdo k vezes continuamente diferencidveis com respeito a x e k/2
vezes continumente diferencidveis com respeito a t tais que a norma

Il ersnxn = Z Sup IVPaul
Ipl+2rgk S X!

é finita;

4. CR*(S™ x 1) é o espaco das funcdes em C¥(S™ x I) tais que a norma

Iulle = [Jufl¢ + sup sup (Vﬁa{u(x,s) — vﬁa{u(y,t))

kK, (N — K (Qn

cre D a2k (b tjesnx (Jx —y| +|s — t])o/2
(x,8)#(y,s)

¢ finita.

_No caso em que Q é um dominio limitado do R™, os espagos C*(Q), Ck¥(Q), C*Qx1)
e C**(Q x 1), sdo definidos analogamente.
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