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Resumo

Subvariedades analiticas complexas e totalmente reais sao duas classes
tipicas dentre todas as subvariedades de uma variedade quase Hermitiana.
Neste trabalho procuramos dar algumas caracterizagoes de subvariedades
totalmente reais. Além disso algumas classificacoes de subvariedades total-
mente reais em formas espaciais complexas sao obtidas.

Palavras-chave: Subvariedades totalmente reais, Variedades Kéhler,

Curvatura seccional Holomorfa.



Abstract

Complex analytic submanifolds and totally real submanifolds are two
typical classes among all submanifolds of an almost Hermitian manifolds.
In this work, some characterizations of totally real submanifolds are given.
Moreover some classifications of totally real submanifolds in complex space
forms are obtained.

Keywords: Totally real submanifolds, Kahler manifolds, Holomorphic

sectional curvature.
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Introducao

Dentre todas as subvariedades de uma variedade quase Hermitiana, ha
duas classes importantes: uma ¢é a classe das subvariedades holomorfas e a
outra ¢ a classe das subvariedades totalmente reais. Uma subvariedade M
de uma variedade quase Hermitiana M é chamada holomorfa se cada espaco
tangente de M ¢ aplicado sobre si mesmo pela estrutura quasi-complexa de
M. Por outro lado, se a estrutura quasi-complexa de M leva cada espaco
tangente de M em seu respectivo espaco normal, entao M é dita totalmente
real.

O estudo de subvariedades totalmente reais sobre o ponto de vista da geo-
metria Riemanniana teve inicio por volta de 1970. Tais subvariedades fazem
parte da classe das subvariedades Lagrangianas que aparecem naturalmente
no contexto da mecanica classica e fisica matematica. Por exemplo, como
é citado em [3], os sistemas de equagdes diferenciais parciais de Hamilton-
Jacobi estao relacionados com o estudo de subvariedades Lagrangianas e fo-
lheacoes no fibrado cotangente. Além disto, subvariedades Lagrangianas sao
parte de uma crescente lista de objetos, matematicamente ricos, que ocorrem
naturalmente na teoria das cordas.

A proposta do trabalho é estudar algumas propriedades de subvarieda-
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des totalmente reais, investigando suas propriedades. Para isto, considera-
remos subvariedades totalmente reais imersas em uma forma espacial com-
plexa (conhecidas pelo fato de seu recobrimento universal ser isométrico ao
espaco Euclidiano complexo, espago projetivo complexo ou espago hiperbdlico
complexo, dependendo do sinal da curvatura seccional holomorfa constante).
Daremos também uma caracterizagao para superficies totalmente reais em
uma forma espacial complexa e, em seguida, provaremos alguns resultados
para superficies totalmente reais ou holomorfas, usando a teoria de fungoes
analiticas.

O trabalho é dividido em trés capitulos e consideramos sempre subvarieda-
des imersas isometricamente. No Capitulo 1, estabelecemos alguns conceitos
e ferramentas basicas da teoria, apresentando alguns detalhes da teoria de
imersoes isométricas, tais como: a definicao da segunda forma fundamental
o e dos operadores de Weingarten associados a campos normais a subva-
riedade; a curvatura média H; as equagoes de Gauss e Codazzi; definicao
de tensores associados a segunda forma fundamental, bem como a norma
de tais tensores a partir de um referencial mével local adaptado a imersao.
Seguindo o primeiro capitulo, definimos variedades Kahler ao longo de uma
breve exposigao sobre os conceitos de estrutura complexa em espagos vetori-
ais, estrutura quasi-complexa em variedades, variedades complexas, métrica
Hermitiana e forma Kéhler. Destacamos na proposicao 1.5 o fato de que a
estrutura quasi-complexa de uma variedade Kahler comuta com a conexao
de Levi-Civita, isto é, VxJY = JVxY (onde, na variedade Kéhler, V é a
conexao Riemanniana, J é a estrutura quase complexa e X,Y sao campos

vetoriais). Consequentemente, esse fato caracteriza uma variedade Kéahler.
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Depois, trabalhando com variedades Kahler, discutimos a expressao do ten-
sor curvatura Riemanniana e introduzimos a defini¢ao de curvatura seccional
holomorfa, observando que a curvatura seccional holomorfa determina o ten-
sor curvatura Riemanniana. Além disto, encontramos a expressao para o
mesmo em uma forma espacial complexa, isto é, no caso em que a variedade
Kahler possui curvatura seccional holomorfa constante.

No capitulo 2, estaremos interessados na deducao de uma férmula lo-
cal para o calculo do Laplaciano do quadrado da norma da segunda forma
fundamental, ||o||?, para subvariedades minimas localmente simétricas. A
dedugao de tal formula segue de contas feitas usando o método do referencial
mével que foram apreciadas no trabalho da referéncia [5]. Ainda no segundo
capitulo, deduzimos a expressao da curvatura Gaussiana de uma superficie
em um sistema de coordenadas isotérmicas e enunciamos o conhecido teo-
rema de E.Hopf. Essas duas ferramentas serao utilizadas na demonstragao
de alguns dos resultados apresentados sobre subvariedades totalmente reais.

Finalmente, no capitulo 3, trabalhamos com uma subvariedade total-
mente real M de uma variedade Kéahler M. Inicialmente, formalizamos a
definicio e escolhemos um referencial ortonormal local adaptado em M. Em
tal referencial, obtemos as componentes do tensor curvatura Riemanniana
de M que aparecem na férmula local para Allo||> obtidas no capitulo an-
terior. Daf, supondo M uma variedade Kéhler de curvatura seccional holo-
morfa constante, digamos ¢, obtemos uma férmula tipo-Simons apresentada
na proposicao 3.6. A partir de tal proposicao, passamos a apreciar alguns

resultados sobre subvariedades totalmente reais, dos quais destacamos:

Teorema 0.1. Seja M uma subvariedade n-dimensional, compacta, ori-
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entdvel, totalmente real e minima imersa em M"(¢), com ¢ > 0. Se ||o|* <

1
nt ¢, entao M ¢€ totalmente geodésica.

Teorema 0.2. Seja M uma subvariedade n-dimensional minima totalmente
real imersa em M™(¢). Se a curvatura seccional de M é constante igual a c,

entio ¢ = 1¢ (isto é, M € totalmente geodésica) ou ¢ < 0.

Logo em seguida, encerramos nosso trabalho apresentando um breve es-
tudo sobre superficies totalmente reais, onde definimos a nocao de campo de
vetores normal isoperimétrico, umbilico, livre de pontos umbilicos e geodésico

associado ao operador de Weingarten. Em particular, obtemos:

Teorema 0.3. Seja M uma superficie compacta totalmente real imersa em

M'™7(). Se
(1) a curvatura de Gauss de M nao muda de sinal e

(ii) existe um campo de vetores normal unitdrio paralelo, livre de pontos

umbilicos e isoperimétrico, entao M ¢ flat.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sobre imersoes isométricas

Sejam M uma variedade diferencigvel, M uma variedade Riemanniana
munida de uma métrica ge ¢ : M — M uma imersdo. Dizemos que M é uma
subvariedade Riemanianna imersa isometricamente em M quando dotamos
M com a métrica induzida por ¢, ou seja, denotando por g a métrica de M,

temos
9(X,,Y,) = 9(0.X,, ¢.Y,), para todo p € M com X, Y, € T,M.

Por simplicidade, denotaremos g e § apenas por (-, -).
Para cada p € M, o produto interno obtido a partir da métrica (-,-) em

TpM induz uma decomposi¢cao em soma direta ortogonal
T,M = T,M ® T,M~.

Denotando o espago dos campos tangentes a M, campos tangentes a M e

dos campos que sao ortogonais a M, respectivamente, por X(M), X(M) e

13
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XH(M), temos que restrito a M, X = (X)T + (X)*, onde X € X(M),
(X))t e x(M) e (X)*F e %(M)

Sejam V a conexdo de Levi-Civita de M e XY € X(M). Se X1, X,
sao extensoes locais de X e Y7, Y, sao extensoes locais de Y a M. Segue do
fato de Vx,Yi(p) depender apenas de X;(p) e de Y; ao longo de uma curva

qualquer em M que
VY1 = VY.

Portanto, escrevendo VyY para denotar \V/ x, Y1, onde X; e Y, denotam
extensoes locais quaisquer de X e Y a M , obtemos um campo vetorial bem
definido VxY € X(M). Além disto, a conexdo de Levi-Civita de M pode ser

reobtida da seguinte forma:

Proposicao 1.1. Sejam ¢ : M™ < M™% wma imersio isométrica e V, V
as conexoes Riemaniannas de M e M, respectivamente. Para X,Y € X(M),

temos VxY = (VxY)T.

Seja o a segunda forma fundamental da imersao ¢ : M —» M dada por,

o(X,Y) = VyY — VyY, (1.1)

para todos X,Y € X(M). Para um campo & € X*(M), escrevemos V x& =
—AeX + V%&, onde —A¢ X denota a componente tangente e V¢ denota a

componente normal de \Y, x&. Dessa forma,
(0(X,Y),€) = (VxY.€) = (Y, Vx¢)

Como o é bilinear e simétrica (veja por exemplo [6]), temos que, A¢, em cada

ponto p € M, é um operador linear simétrico, denominado o operador de
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Weingerten com respeito ao campo normal {. Um campo § € X(M) é dito
paralelo & imersdo se V¢ = 0, para todo X € X(M).
Construindo um referencial ortonormal local, {ei,...,e,1x}, adaptado

a imersao ¢ : M — M , isto é, tal que restrito a uma vizinhanca de M,

{e1,...,e,} forma um referencial local em M, definimos o campo
H=14 12 (es,€;) € XH(M) (1.2)
= —Iiro = — ol\€;, €; . .
n n
Observemos que, sendo o(e;,e;) = (o(e;,€;),eq) = (Ae,€i,€i)€q, também

podemos escrever,

1
H=—tr(A.,)eq, comn+1<a<n-+k, (1.3)

n
o que mostra que H independe tanto do referencial tangente {ej,...,e,}
quanto do referencial normal {e, 1,...,€,1x}. Dessa forma, fica bem defi-

nido o campo H = %tra, conhecido como o vetor curvatura média em cada

ponto de M.

Definicao 1.1. Uma subvariedade Riemanianna M imersa isometricamente

em M € dita minima se H = 0.

A curvatura de uma variedade Riemanniana qualquer, digamos N, é de-

finida, para cada X,Y € X(NV), por
R(X,Y): X(N) = X(N),

onde R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - VixyZ.
Para a segunda forma fundamental o e X, Y, Z € X(M), definimos

(Vxo)(Y,Z) =Vx0(Y,Z) —o(VxY,Z) —o(Y,VxZ).
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A proposicao a seguir relaciona, para campos em M, as componentes
tangente e normal da curvatura Riemanianna R, de M, com a curvatura R,
de M, e a segunda forma fundamental ¢ da imersao. As equacoes que se

apresentam sao conhecidas como as equacoes de Gauss e Codazzi.

Proposicdo 1.2. Se ¢ : M — M ¢ uma imersao isométrica e X,Y,Z €

X(M), entao:
(a) (RIX,Y)Z)" = R(X,Y)Z + Agix.2)Y — Aoy X. (Gauss)
(b) (R(X,Y)Z): = (V%o)(Y, Z) — (V$0)(X, Z). (Codazzi)

Definigao 1.2. Um r-tensor em uma variedade Riemanianna qualquer N é

uma aplicacao T, r-linear,

T:%(N) x...x X(N) = D(N),

/

TV
r fatores

onde D(N) denota o espago das fungoes diferencidveis em N.

Dessa forma, fixados r campos X1, ..., X, € X(N) e T um r-tensor, temos
que T'(Xy,...,X,) é uma funcao diferenciavel em M e T é linear em cada

argumento, isto é,
T(Xy,...,fX4+Y,.... X)) =fT(Xq,..., X,.... X, )+ T(Xy,...., Y, ..., X,),
para todos X,Y € X(N), f € D(N).

Observagao 1.1. A aplicagcio R dada por R(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W)
para X, Y, Z,W € X(N) define um 4-tensor (veja em [6]) e é chamada o

tensor curvatura de N.
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Definigao 1.3. A derivada covariante de um r-tensor T' € um (r+1)-tensor,

VT, dado por

VI(Xy,....X,.Z) =V,T(Xy,...,X,) =
= Z2(T(X1,..., X)) = T(VzX1,.... X)) — ... = T(X1,...., X, 1,V2X,).

Em um referencial local {e;}, 1 < i < dimN sobre N, temos que as

componentes de um r-tensor 7', no referencial {e;}, sdo as fungoes
Tiig. i, = T(em ce 61'7»)-

Denotamos as componentes da derivada covariante do tensor 7" no referen-

cial {e;} por T; Dessa forma, para o tensor curvatura, escrevemos

Levipigrg)
Riji = Rlei,ej,ep,er) € Rijrim = Ve, R(ei,€j,ex, ). Notemos que, pela
linearidade do tensor curvatura e escrevendo os campos X, Y, Z, W € X(M)
no referencial {e;}, temos

R(X,Y,Z, W) = Z Rijixiy; 2wy, (1.4)

ijkl

sendo que x;, y;, 2, w; denotam, respectivamente, as componentes de X, Y, Z,
W na base {e;}, em cada ponto. Desta maneira, convém observar que, em
cada ponto p € N e fixado um referencial local, R(X,Y, Z, W)(p) depende
apenas dos vetores X (p),Y (p), Z(p), W(p). A partir do tensor curvatura,

definimos o tensor de Ricci, S, e a curvatura escalar, p por:

i

S(X,Y) =) (R(es, X)Y, ;) p= ZS(ej,ej).

A funcao ) T? ., independe do referencial local fixado e, aplicada a

0.0

cada pondo p, é definida como o quadrado da norma do tensor 1" no ponto
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p. Escrevemos,
2 Z
’TH 110"
1.l
No caso de uma imersao ¢ : M — M de uma variedade Riemanianna, é
conveniente estendermos a nocao de tensor da seguinte maneira. Um tensor

de ordem (r,[), [ # 0, de uma imersao ¢ é uma aplicagao T', (r + [)-linear,

T:X(M)x...x X(M)xX5(M) x ... x X(M) — D(M).

~/

Ve vV
r l
Em especial, associados a segunda forma fundamental o, destacamos os se-

guintes tensores

o(X,Y, &) = (o(X,Y),&);
(V'o) (XY, Z,€) = (Vxo) (Y, 2),§),

para X,Y,Z € X(M) e £ € X (M).
Para um referencial adaptado, {e1,..., €, €ns1,-..,€nir}, as fungoes
lol* =)o (eiresiea), [V'al* = (Vo) (es 5 en,ea),
ija ijka
onde 1 <i,7<nen+1<a<n+k, sao os quadrados das normas dos
tensores. Verifica-se que ||o||? e ||V'c]|? independem do referencial adaptado

a imersao.

1.2 Definindo variedades Kahler

Aqui estamos interessados em definir variedade Kéahler. Para tanto, é

necessario conhecermos algumas estruturas em variedades complexas. Os
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resultados e defini¢oes apresentados podem ser encontrados em [1]. Também

sugerimos a leitura de [11] para mais detalhes sobre variedades complexas.
Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e J : V' — V um operador

linear tal que J? = —1, onde 1 indica o operador identidade em V. Se existir

tal operador J, dizemos que V admite uma estrutura complexa J.

Observagao 1.2. Note que V', munido da operacao multiplicacao por escalar

sobre o corpo dos complexos definida por
(a+ib)v = av+bJv, onde a+ibeCev eV,
¢ um espaco vetorial sobre C.

Lema 1.1. Um espaco vetorial real V' admite uma estrutura complexa J se, e
somente se, V' possui dimensao par. Além disto, € possivel escolhermos uma
base para V da forma{ey,... ey, Jey, ..., Jey}, onde{ey, ... e,} € uma base

de V' sobre C.

Definigao 1.4. Se V' é um espaco vetorial munido de uma estrutura com-
plexa J, dizemos que um produto interno (-,-) : V. x V — R ¢ Hermitiano
se

(Ju, Jv) = (u,v), Yu,v € V.
Dai, dizemos que (V, J, (-,-)) é um espago vetorial Hermitiano.

Lema 1.2. Se V ¢ um espaco vetorial Hermitiano, podemos escolher uma

base ortonormal de V' da forma {eq, Jeq, ..., e, Je,}.
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1.2.1 Variedades quasi-complexas

Definigao 1.5. Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade di-
ferencidvel 2n-dimensional M ¢é a escolha, para cada p € M, de uma estru-
tura compleza J, : T,M — T,M, a qual € diferencidvel no sequinte sentido:
para cada p € M existem coordenadas locais (x1,...,%s,) definidas numa
vizinhanga U de p em M e tais que a matriz de J, com respeito a base

coordenada {a%l, ce %} de T,M tem a forma

(o) =) (5e)

onde Jiy € C®(U) para todos 1 <k <mnel<Il<2n.

Notemos que a estrutura quasi-complexa J esta munida da propriedade

de que J? = —Id. Com isto, temos a seguinte

Definicao 1.6 (Variedade quasi-complexa). Uma variedade quasi-
complezxa € um par (M, J), onde M € uma variedade diferencidvel e J € uma

estrutura quasi-complexa, ou seja, um campo tensorial tal que J*> = —Id.

1.2.2 Variedades complexas

Passaremos agora a definir variedades complexas. Precisamos, inicial-
mente, dar uma no¢ao de fungao holomorfa entre abertos do espago euclidi-
ano complexo C". Temos que C" é naturalmente identificado com o espaco
euclidiano real R?", isto ¢, para z = (z1,...,2,) € C", podemos escrever
z = (z1,Y1,--,Tn,yn) € R* onde z; = x; + iy; para todo j € 1,...,n.
Seja f : U C R?*™ — R? uma funcao diferencidvel, f(z1,y1,...,%Tn,Yn) =

(w1, Tpy o ooy Ty Yn), 0(T1, Y1, - - -, Ty Yn)). Pela identificacdo natural f pode
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ser vista como uma funcao do aberto U de C" em C e escrevemos f = u+1v

df __ Ou iav

(vista assim, f é dita uma fungao complexa). Entendendo que e = oo, Tlon;

of _of _;of Of _ Of 4 ;Of ; .
e denotando 05 = e Yoy 0% oa; +1 By; definimos:

Definigao 1.7. Seja U C C" aberto e f = u+iv : U — C uma funcao
diferenciavel em U. Dizemos que f é holomorfa em U quando %]; = 0 para

todo 1 < j <n.

Observagao 1.3. Vale observar que % = 0 se, e somente se, valem as
J

equacoes

ou B ov ou ov

—_— ——f — = -,
dr;  Oy; Oy O
para todo 1 < j < n. Tais equacoes sao coletivamente denominadas de

equacgoes de Cauchy-Riemann para f.

Podemos agora estender nocao de holomorfia para aplicacoes entre aber-

tos dos espacos euclidianos complexos.

Definicao 1.8. Seja f = (f1,..., fn) : U C C" — V C C™ uma aplicagao
diferenciavel em U. Dizemos que f € holomorfa em U se cada f, com

1 <k <n, € funcao holomorfa em U.
Agora estamos em condi¢oes de definir variedades complexas.

Defini¢ao 1.9. Uma variedade complexa M de dimensao (compleza) n
¢ uma variedade diferencidvel 2n-dimensional (dimensdo real), munida de
um atlas formado por cartas ¢, : U, — C" ~ R?" satisfazendo a sequinte

condigao: sempre que U, NUp # &, a mudanca de coordenadas

¥p© 90;1 : (zpa(Ua N UB) — ‘Pﬁ(Ua N Uﬁ)

¢ uma funcao holomorfa de n varidveis complexas.
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A préxima proposicao garante que o espaco tangente a todo ponto de

uma variedade complexa vem munido de uma estrutura complexa canodnica.

Proposicao 1.3. Sejam M uma variedade complexa de dimensao complexa
n e (21,...,2,) um sistema de coordenadas complexas para M definido em

um aberto U C M. Entao, para p € U, o operador linear J, : T,M — T,M

M2 (), (8) (), o

independe das coordenadas zp = x + iy escolhidas e define uma estrutura

tal que

complexa em T, M.

Definigao 1.10. Seja M uma variedade complexa com estrutura quasi-comple-

za J. Uma métrica Riemanniana (-,-) € dita uma métrica Hermitiana se
<JPX> JPY> = <X> Y>7 (16)
para todop € M e X,Y € T,M.

Observemos que sendo (-,-) uma métrica em uma variedade M com es-
trutura quasi-complexa J, podemos definir, uma métrica Hermitiana g em
M. Basta considerarmos ¢g(X,Y) = (X,Y) + (JX,JY), com X, Y € X(M).

Com isto, destacamos a seguinte

Proposicao 1.4. Qualquer variedade complexa admite uma métrica Hermi-

tiana.

Uma variedade complexa com uma métrica Hermitiana ¢ chamada uma

variedade Hermitiana.
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Definicao 1.11. Seja M uma variedade Hermitiana. A forma Kéahler

associada a M € a 2-forma w definida por
w(X,Y)=({JX)Y). (1.7)
Observemos que w é uma 2-forma, uma vez que
wX,Y)=({JX,)Y)=(J(JX),JY) = —(X,JY) = —w(Y, X).

Lema 1.3. Se M € uma variedade Hermitiana com dimensao (compleza) n
ep e M, existem uma vizinhanca U C M de p e um referencial ortonormal

positivo em U da forma {ey, Jey, ... e, Jep}.

Definicao 1.12. Nas notacoes do lema acima, dizemos que
{e1, Jeq, ... en, Je,} € um referencial Hermitinano em U. O co-refe-

rencial associado {wy,w, ... ,wy,wl} € tal que
wi(X) = (X,e5) e )(X) = (X, Jey)
para todos 1 < j<neX e X(U).

Definigao 1.13 (Variedade Kahler). Se M ¢ uma variedade complexa
com estrutura quasi-complexa J, uma métrica Kahler em M é uma métrica
Hermitiana (-,-) em M cuja forma Kdihler é fechada. Neste caso, (M, J,q)

¢ dita uma variedade Kahler.

Exemplo 1.1. Com a estrutura quasi-complexa canonica e a métrica Eucli-
diana canonica, o espaco C" é uma variedade Kahler, denominada o n-espago
Euclidiano complexo. De fato, tome (x1,41,...,%,, Yn) as coordenadas

canodnicas de C" ~ R?". Dali,

()G (== )
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Da mesma maneira,

()1 ) (G ()

Assim, a métrica canodnica é Hermitiana. Agora, se w é a forma Kéhler

correspondente, temos

o 0 g 0
w = Zw(a—%,a—x’)d%/\dmk+z<;w(a—xj,a—%>dxj/\dyk

j<k j
+§w<£/j,a k>dyy/\dyk

_ <a%j, aak>dx] /\dxk—i—j <8(Zj,a—>dxj/\dyk
_;<a%j’8iyk>dyjAdyk

= Y Gpda; Ady, = da; A dy;.

j<k
Logo, dw = d(dz; A dy;) = 0.
Sendo V a conexao Riemanianna e J a estrutura quase-complexa de uma
variedades Kéhler, entao VxJY = JVxY para todo X,Y € X(M). Isto

caracteriza uma variedade Kahler e sera destacado na proposicao a seguir.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade Hermitiana com estrutura quasi-
compleza J e conexao Riemanianna V. Entdo M ¢é uma variedade Kdhler

se, e somente se, Vx.J =0 para todo X € X(M).

1.3 Curvatura seccional holomorfa

Nesta sec¢ao, trabalhando com uma variedade Kahler M, definimos a ex-

presao da curvatura seccional holomorfa e tratamos de deduzir a expressao
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do tensor curvatura Riemanniana de uma variedade Kahler de curvatura
seccional holomorfa constante.

Inicialmente, sejam R o tensor curvatura Riemanniana e J a estrutura
quasi-complexa de M. Temos, conforme conhecido (veja por exemplo [6]), as

seguintes relagoes
Proposicao 1.6.
(R(X,Y)Z,W) = (R(Z, W)X, Y), (1.9)
(RIX,Y)Z, W)+ (R(Z,X)Y, W)+ (R(Y,Z)Z, W) =0., (1.10)
para todo X,Y,Z e W € X(M).
Além disto, obtemos
(R(JX,JY)Z, W) =(R(X,Y)JZ,JW) = (R(X,Y)Z, W), (1.11)
uma vez que, vale a seguinte
Proposicao 1.7. O tensor curvatura R verifica as sequintes propriedades:
(a) R(X,Y)JZ = J(R(X,Y)JZ);
(b) R(JX,JY)Z = R(X,Y)Z.
Prova. Sendo M Kihler, temos (VxJ)Y = 0, ou equivalentemente,
JVxY =VxJY, para todos X,Y € X(M). Logo, para (a),
R(X)Y)JZ = VxVyJZ—-VyVxJZ -V xy1JZ
= JVxVyZ — JVyVxZ — JVxy1Z
= JR(X,Y)Z.
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Para (b), segue de (1.10) e do cardter Hermitiano da métrica que,

(R(JX,IVZ,W) = (R(Z,W)JX,JY) = J(R(Z, W)X, JY)
= (R(Z,W)X,Y) = (R(X,Y)Z,W).

O

Agora, passando a analisar R como uma aplicagao quadrilinear em cada
espago vetorial tangente 2n-dimensional V' = T, M, escrevemos por simplici-

dade,
R(X,Y,Z W) =(R(X,Y)Z,W),,

e estudamos as propriedades algébricas da aplicagdo R satisfazendo, (1.8),

(1.9), (1.10) e (1.11).

Proposicao 1.8. Sejam R e T duas aplicacoes quadrilineares satisfazendo

(1.8), (1.9), (1.10) e (1.11). Se
R(X,JX,JX, X)=T(X,JX,JX, X),
para todo X € V', entao R ="TT.

Prova. Por abuso de notacao, denotemos R—T a aplicagao que, devido a
linearidade, satisfaz (1.8), (1.9), (1.10) e (1.11), por R. Dessa forma, devemos
mostrar que R = 0. Para tanto, consideremos a aplicacao quadrilinear G que

leva (X, Y, Z, W) eV xV xV xV em

R(X,JY,Z,JW)+ R(X,JZ,Y,JW) + R(X, JW,Y, J Z).
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Como consequéncia das propriedades dadas em (1.8), (1.9), (1.11) e sendo
R(X,JX,JX,X) =0, para todo X € V, obtemos o seguinte fato algébrico:
Fato. G é simétrica e se anula quando avaliada em (X, X, X, X) para todo
X e V. Isto garante que G = 0.

Com este fato, concluimos, em particular, G(X,Y, X,Y) = 0, ou seja,

2R(X,JY, X, JY)+ R(X,JX,Y,JY) = 0. (1.12)

Por outro lado, segue de (1.10),

R(JX,)Y, X, JY)+R(Y,X,JX,JY)+ R(X,JX,Y,JY) =0
e, equivalentemente, por (1.8) e (1.11),
R(X,JX,Y,JY) - R(X,Y,X,Y) -~ R(X,JY,X,JY)=0.  (1.13)

Subtraindo as igualdades em (1.12) e (1.13), temos

3R(X,JY,X,JY)+ R(X,Y,X,Y) =0 (1.14)

Como a igualdade acima vale para todo X,Y, reobtemos a iguadade acima

trocando Y por JY, e assim ficamos com
3R(X,Y, X,)Y)+ R(X,JY, X, JY) =0. (1.15)
De (1.14), (1.15), obtemos
R(X,Y,X,Y) =0, para todo X,Y € V.

Logo, como conhecido (veja cap. 4, lema 3.3 de [6]), temos que R = 0.
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Sendo (-, ), produto interno Hermitiano em V, definamos a aplicagao Ry,

quadrilinear em V por,

1
+(JY, ZWJX, W) — (JX, Z){(JY, W)
+2(X, JY ) JZ, W)}
Proposicao 1.9. A aplica¢io quadrilinear Ry satisfaz (1.8), (1.9), (1.10),

(1.11), e as sequintes relagoes:

Ro(X,Y,Y, X) = (Y, Y)(X, X) — (X,Y)* + 3(X, JY)?},
Ro(X,JX,JX,X) = (X, X)*

Prova. Temos, do carater Hermitiano da métrica, que
(X,JY)=—(JX,Y).

Atentando-se para este fato e fazendo a substituigao direta nas expressoes

que devemos verificar, segue o resultado.

O

Seja 7 um plano, isto é, um subespago 2-dimensional, em V' e seja { X, Y}
uma base ortonormal para 7. Sabe-se (cf.proposi¢ao 3.1 de [6]) que a curva-

tura seccional Riemanniana K (7), definida por,
K(r) = R(X,Y,Y, X)

depende somente de 7 e independe da escolha de uma base ortonormal para

T.
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Proposigcao 1.10. Seja R uma aplica¢ao quadrilinear satisfazendo (1.8),
(1.9), (1.10) e (1.11). Se K(7) = ¢ para todo plano T invariante por J, isto

¢, {X,JX} determinam uma base para T, entio R = cRy.

Prova. Tomando 7 invariante por .J, para todo vetor unitario X, {X, JX'}

é uma base ortonormal para 7. Logo, por hipdtese,
K(r)=R(X,JX,JX,X)=c

para todo vetor unitario X € V.
Por linearidade, para todo X € V| temos R(X, JX, JX, X) = ¢(X, X)? =
cRo(X, JX, JX, X), pela proposicao 1.9. Aplicando a proposi¢ao 1.8, pode-

mos concluir que R = cR,.
O

A curvatura seccional holomorfa em uma variedade Kéahler é definida por,

R(X,JX,JX,X)
X4

K(XAJX) =

Para encerrar esta secao, facamos as seguintes observacoes acerca da de-

finicao de curvatura seccional holomorfa.

Observagao 1.4. A proposi¢ao 1.8 nos diz que a curvatura seccional holo-

morfa determina o tensor curvatura Riemanniana R em cada ponto p.

Observagao 1.5. A proposi¢do 1.10 nos dd a expressao do tensor curvatura
Riemanniana R numa variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa

constante, digamos c.



Capitulo 2

Em um referencial movel

Neste capitulo, damos importancia a deducao de uma férmula para o
calculo do Laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental
em cada ponto de uma subvariedade imersa isometricamente, que é conhe-
cida como férmula de tipo Simons. Para tanto, precisamos de ferramentas
desenvolvidas na teoria de referéncial mével.

Seja M uma variedade Riemaniana com conexao Riemanniana V e con-

sidere {ey,...,e,} um referencial mével local em M.

Definicao 2.1. Seja f : M — R uma func¢do suave em M. Definimos o
Laplaciano de f por,

Af =eilei(f) = (Ve f.

Notemos que tal definicao independe do referencial local escolhido. Con-

siderando {éy,...,€,} um outro referencial mével local, temos, para cada 1,

30
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€; = a;je;j. Dessa forma,

Af = éz(éz(f>) - (vézél)f = aijej(ailel(f)) - (vaijejailel)f
= aijailej(€l<f)> + aijej(ail)el(f) - aijail(vejel)f - aijej(ail)el(f>
= jl€j<el(f)> - jl(vejel)f = ei(ei(f)) - (veiei>f-

2.1 Foérmula local para subvariedades minimas

Seja M uma subvariedade Riemanniana n-dimensional imersa isometri-
camente em M"*. Considere {ey, ..., e, 4} um referencial mével adaptado
local, ou seja, n + k campos ortonormais tais que, restritos a M, os cam-
pos ey, ..., e, sao tangentes a M e, por consequéncia, os campos restantes
€ntls - -+ Enik sao normais a M. Utilizamos a seguinte convengao para indices

sobre os somatdérios que aparecem nesta secao:

1<ABC,...<n+k,
1<i,j k... <n,
n+1<a,pB,7...<n+k.
Com respeito ao referéncial mével considerado, tomemos wy, ..., wWpig O
co-referencial associado. Entfio as equacdes de estrutura de M (veja em [1])

sao dadas por,
dw 4 ZZwAB/\wB, wap +wpa =0, (2.1)

_ 3 1.
dwap = wac Nwep + Qap, Qap = §RABC'DWC N wp, (2.2)

onde, wap(ec) = (Veo€a,€ep) sdo as chamadas formas de conexao de M e

Qap(X,Y) = (R(e4,ep)X,Y) sio as 2-formas de curvatura de M.
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Restringindo os co-referenciais a M, temos
We =0, (2.3)

pois, se X € X(M), entdo w,(X) = (X, e,) = 0.
Com isto, 0 = dw, = wa; A w; e, pelo Lema de Cartan, (cf. lema 1 de [7])
podemos escrever,

Wai = hwj, RS = RS, (24)

J

Destas férmulas temos as equacoes de estrutura de M e as seguintes equagoes

associadas a imersao (tais equagoes sdo bem conhecidas e podem ser estuda-

das em [7]):

dw;, = wij Nwj, wij +w;i =0, (2.5)
dwij = wi Nwij + Qij, Qi = %Rijklwk A w, (2.6)
Riji = Riju + (h§hSy, — h$hs), (2.7)
dwap = Wary N Wy + Qap, Qap = %Raﬁkl(ﬂk A wy, (2.8)
Rapia = Raga + (hhG, — BGhg). (2.9)

Tomando a diferencial exterior em (2.4) e definindo h¢iy por
hewwr, = dhS; + hiwy; + hiwy; — hwa s (2.10)

temos,
dwoﬂ' = dh% A\ Wj + h,ajdw]

= hijkwk A wj — hjjwj A w; hjlwh N wj+

+ hfjwag A wj + hiwi A wy. (2.11)
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Por outro lado, segue das equacoes de estruturas que, quando restritas a M,

1 -
dwai = wac Nwei + zRaicpwe AN wp

=N

= Wac N\ we; + iijkwj N\ W

Rai]‘kw]' N Wi

DO | =

= Wa NWi +Wap Nwgi +

1=~
= hf;wj N wy; + Wap A hfjw]' + §Raijkwj N Wi (212)

Igualando (2.11) e (2.12), concluimos que

1=~
Z< ik iijk)wj Nwi =0, (2.13)
j.k
ou ainda,
« 14 o 1~
Z( ik T §R@ijk)wj N Wy + Z( ijk T iRaijk)Wj Nwy =
i<k k<j
= Z( e — Py + Raijk)wj Nwp =0 (2.14)
j<k

Agora, com o intuito de calcularmos a diferencial exterior em ambos os mem-

bros de (2.10), consideramos
hewi = ARy, + s + hiwiy + hwi — hwa,s. (2.15)
Temos, portanto,

d(hSwr) = d(hSy) A wy + B d(wy)
(RS — hifewn — hSwy — R wi, + hfjkwag) A wy, + hS;p.dwy,
h?jklwl A Wy — hf;kwli A w — hijwi; A wi, — h%lwlk A wy +

R wap A wi + hiwn A w, (2.16)
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e, por outro lado, usando (2.10), (2.6) e (2.8),

Ahpeor) = d(dhy) + d(hfiwn) + () — d(hwns)

= dhy; Nwy + hizdwy; + dhy A wig + hgdw;
—dh}; N wag — hdwas

= (BSwh — A wmi — WS wmt + howag) A wyj
H(hfgwr — he jwmt — BiWmj — hijwag) A wi
—(hfjkwk — hfjwli — thlj + thwm) A Wags
R (Wim A Wini + %Rlikmwk A W)
+h (Wi A Wiy + %lekmwk A Wiy
—hiﬁj (Wary A Wy + %Raﬁkl(ﬂk Awp)

= hggwr A wij + hjwr A wy — hiﬁjkwk A Wap

1 1
+§h3lekmwk N Wy, + ih%Rlikmwk A Wi

1
_ithaﬂklwk A wy. (217)

Com a igualdade entre (2.16) e (2.17), e reorganizando os indices, obtemos

1 1 1
Z( %kl + §h?anmikl + §hiamijkl — §hiﬁjRa,8kl)wk A w; = 0, (218)
kil

ou, equivalentemente,
Z(h%kl - h?jlk + h%ijikl + hzqumjkl — thagkl)wk Aw; = 0. (2.19)
k<l

De forma similar ao que foi feito para construir as fungoes hiy, e hiy,

definimos Rgiji por,

Raijklwl = déaijk + Ramjkwmi + Raimkwmj + Raimkwmk’ - Rﬁijkwaﬂ' (220)
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Notemos que a derivada covariante do tensor curvatura Rapcp de M, deno-

tada aqui por RABCD;E, quando restrita a M, é dada por
Reijia = Raijir + Rapjihi + Raisihy + Raijshiy — Ruiihly.  (2.21)

Isto se verifica como se segue. Por definicao da derivada covariante,

Reijig = Ve, (R(ea, €:)e;, er)

= ¢/(Raiji) — (R(VeyCar €i)ej, ex) — (R(eq, Veei)es, ex)—
—(R(eq, €)Veei, ex) — (R(ea, ei)e;Veer)

= déaijk(el) — (R((?elea, ea)ea, )€, ep)—
— <}~%(ea, <@elei, CA)EA)E), €f) — (R(ea, ei)(@elej, ea)eq, ) —
- <R(ea,e,~)ej, (Veer,en)en)

= (dﬁ’m]‘k - RAijkWaA - RaAjkwiA - Rm‘AijA - Rm‘jAka)(@l)

= Rai]‘kmwm — Ramjkwmi — ]N%mmkwmj — Raijmwmk + Rﬁi]‘kwaﬁ—
- RAijkwaA - RaAjkwiA - RaiAkij - Raz‘jAka)(ez)

= Raijit + Ragjehly + Raisihy + Rasjghiy — Bonigihiy.

Observacao 2.1. Nesta secio, a partir de agora, assumimos que M € local-

mente simétrica, isto é, VR = 0.

Construindo um referencial em cada ponto p € M de modo que em p
Vee; = 0, @eiea = 0 para todos i, j,a, temos que o Laplaciano de cada

componente da segunda forma fundamental é dado por

Ay =Y hi = exex(h). (2.22)
B
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De (2.14), (2.19) e (2.21), segue para todos «,1, j, k e | as equagoes:

Wik = Py — Raijr (2.23)
h?jkl = h?jlk - h;:szmik:l - h?mijkl + hz‘o}Raﬁkla (2-24)

Reoijit = —Rapjuhly — Raipehly — Raijphlyy + Ruijehy.  (2.25)

Pela definicao de Ahg; e de (2.24)

ARS; = hy, — Ragjin = hilyr, — Raijin- (2.26)

De (2.25), obtemos
hgijk = hzikj - h%kRmijk - h?mRmkjk + hiﬂkRaﬁjk' (2~27)
Reescrevendo hf;;.;, como ensina (2.24), na expressao acima e substituindo

hiie em (2.26), temos

Ah% = (hzkij - Rakikj - Raijkk) -

~ (M Ronige + hiyi Rkt — 1y Raj). (2.28)
De (2.7), (2.9), (2.25) ¢ (2.28) obtemos,

ARG = B + Raginhy + Rakpehl) + Rarigh'),
— RokithS, + Ragjehi + Raiprhly + Rasshily — Rmijihi
- {Rmijkh%k + Rmkjkh?m - Raﬁjkhfk + h%khfnkh%@j - h%kh’fnjh?k
+ h?mhfnkhgj - h?mhijhfk - hz’ﬁkh?nkhfnj + hfkhfn]‘ hfnk}
= hii; + (Raijshiy, + Rakarhl — 2Rapihly, — 2Rapiihly)
— (Rukjihi + Rnkinhin; + 2Rumijuhfh,) — (Wbl by — hochi hiy

+ R R L — e B B — W ho bl 4 R R h ). (2.29)

im' “mk im''myj m myj'“mk
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Agora, assumindo que M é minima, temos que » hfk = 0 para todo f.

Sendo assim, pela expressao acima, obtemos

S OhGARG = = > (ARagrilhS — Raggrhlh;)—

a,i,j a,B,i,7,k
— ) " (2Rumkinhiy ;b + 2Rinijihiihy)
= D (R§hSy = W) (hiihiy — i)

= b by, (2.30)

Observando que o operador de Weingarten na direcao e,, denotado por A,

satisfaz, (Aqe;, €;) = —hS,

&, temos que a expressao em (2.30) pode ser reescrita

da seguinte forma

S OhEAR = = ) (4Raprih[ph — Rarpehlhly) —

a,i,j a,B,i,7,k
= " @Rukichy b + 2Ronijeh hh)
+) T tr(AgAp — AgA)? =D (trA.Ag)t (2.31)

Observacao 2.2. No referencial considerado (em p, V,e; =0, @eiea =0
para todo i, j, o), temos hy, = dh(er.), hiy, = dhiy.(er) ao longo da geodésica

passando por p € M com velocidade ey, e e, respectivamente.
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Observacgao 2.3. Para a seqgunda forma fundamental sequem as igualdades:

lol> =) o*(eiejea) = > (Aaeire;)” =Y (h)%,

ijo ijo ija
IVl = (Vo) (eirejrensea) = D (Vao(ese)),ea)’
ijka ijka
=Y (Veolene),ea)” = (erl(olene)), ea)))?
ijka ijka
= (dh(er)) = D (A
ijka ijka

Proposicao 2.1. Se M ¢ uma subvariedade minima imersa em um espago

localmente simétrico M, entdo

1 ;2
§AH0H2 = VolI" + D tr(Aads — AgAa)® = ) (trAaAs)
= ARagrihhS; — Rakgrhlh + 2Rijughihy + 2Rijuhh,.

Prova. De fato, dado p € M, considere um referencial geodésico em

p € M de modo que, em p, @ekea = 0, para todos k e . Logo,
1 9 1
Al = 53 enen((hgy))
= > er{hf(exhs)}
= ) (exh$)? + hi(erexhsy)
= > (h5)" + b Ang,. (2.32)
Dali, pelo que foi feito acima, temos o resultado.

O

Considere uma superficie M (subvariedade Riemanianna de dimensao

dois) imersa isometricamente em M. Passamos agora a deduzir uma expresao



CAPITULO 2. EM UM REFERENCIAL MOVEL 39

para a curvatura Gaussiana K = (R(eq, es)es, e1) de M. Para isto, parametri-
zamos M com um sistema de coordenadas isotérmicas locais (x1, z2) no qual
a métrica é dada por g = F(dz? + dx3), isto é, (X;, X;) = E e (X;, X;) =0
para 7,7 = 1,2, onde X; sao os campos coordenados locais. Temos, desta
maneira, que oS campos e; = ﬁ, para ¢ = 1,2, determinam um referen-

VE

cial ortonormal local cujo co-referencial associado é denotado por w;. Como

X i
d.’L’Z‘( = L

. 5
.) = —L, concluimos que dx; = para i = 1,2. De (2.6), temos

VE' VE VE
dwia(er, e2) = wi; A wiz(er, e2) + Qia(eq, e2)

= Qia(er, e2) = — K,
portanto,
dwis = —Kwi A ws = —KEdxq N das. (2.33)
Por outro lado, wis = wia(X7)dzy + wiz(Xs)dry €

1
W12(X1) = <VX1€1762> = E<VX1X17X2>
1 1

= _E<X17VX1X2> = _E<Xla VX2X1>
1
= ——Xs(F).
=X (E)
1 1
Analogamente, wlg(XQ) = ﬁXl(E) LOgO, W19 = 5{—%(1371 + Xl]gE) d.l‘Q}
e, assim,
1 Xo(F Xi(FE
dw12 = —{X2< 2( )) + Xl( 1( ))}d(L'l N dCL’Q. (234)
2 E E
De (2.33) e (2.34), ficamos com
1 Xo(F) X1(FE)
K = — o {Xa(F) + (5 )) (2.35)
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Observando que K e F sao vistas localmente como fungoes de x1 e g,
definidas em um aberto do R?, consideramos o Laplaciano A usual do R? no

seguinte

Lema 2.1. Seja (x1,x2) um sistema de coordenadas locais isotérmicas em
uma superficie M imersa isometricamente em M. Seja E = (X, X;), onde
X, 1 = 1,2, sao os campos coordenados locais de M. FEntdao, a curvatura
Gaussiana K de M satisfaz

1 2
K = —E(AlogE ).

Prova. De fato, temos que

0 2 9 X,(E
X5(X,(log E?)) = Xg(a—x2 log E%) = XQ(Ea—xQE) = 2X,( Zé )

)
e, analogamente, X;(X;(log E?)) = 2X1(%). Portanto, visto (2.35),

_éAlog E* = _ﬁ{Xl(Xl(log E?)) + Xo(Xs(log E%))}
1 Xo(E) Xi(E

— X
oF 2( E E

~—

)+ Xa( )} =K.

O

Encerramos esta se¢ao enunciando o teorema de E.Hopf que sera utilizado
no proximo capitulo na demonstracao de alguns resultados. A prova deste

teorema pode ser vista no primeiro capitulo de [7].

Teorema 2.1. Seja M uma variedade Riemaniana orientdvel, compacta e

conexa. Se f € uma funcao suave em M com Af >0, entao f € constante.



Capitulo 3

Sobre subvariedades totalmente

reais

Sejam M uma variedade Riemanniana n-dimensional e M uma variedade
Kéhler de dimensao 2(n + p), com p > 0. Sejam também J a estrutura
quasi-complexa e (-, -) a métrica Riemanniana de M. Denominamos M uma
subvariedade totalmente real de M se existe uma imersao isométrica de
M em M tal que, para todo p € M, j(TpM) C (T,M)*, onde T,M denota
o espago tangente de M em p e (T,M)* o espaco normal em p.

Por uma secao plana entendemos um subespago vetorial 2-dimensional de
um espaco tangente. Uma seco plana 7 é chamada antiholomorfa se Jr é

perpendicular a 7.

Proposicao 3.1. Seja M uma subvariedade imersa em uma variedade quasi-
Hermitiana M. Entao M ¢ uma subvariedade totalmente real se, e somente

se, toda secao plana de M € antiholomorfa.

Prova. Seja X um vetor arbitrario em 7, M\ {0}, e considere {e; = X, eo, ...,

41
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en} base de T, M. Denotaremos 7;; a secao plana gerada por e; e e;.
Supondo que toda secao plana é antiholomorfa, temos que J T1; € perpen-
dicular a 7;;, para j = 2,--- ,n. Portanto JX é perpendicular a e, e, ..., e,,
donde concluimos que JX € (T,M )*. Isto implica dizer que M é uma subva-
riedade totalmente real de M, uma vez que X foi tomado arbitrariamente. A

reciproca segue diretamente da definicao de subvariedades totalmente reais.
O

Assuma que M ¢é uma subvariedade totalmente real imersa em M. De-

notaremos por V (resp. @), a conexao Riemanianna de M (resp. M ).

Observagao 3.1. Por convengdao usaremos os sequintes indices: A, B,C, D =
..o, (n+1), 1% ... (n+ 1) 4,4,k Imys =1, ... ,n; o, 6= (n41), ..., (n+
p)?"'71*7"'7(n+p)*7‘A?/’L:(n+1>7"'7(n+p)'

Escolhendo um referencial ortonormal local em M da forma,

€1;,° " ,€6ny Cntly - - Cngp, C1x = Jey. . <oy Cnr = J@n,
_ 7 x 7
Cny1x = J6n+17 s 7€n+p - J€n+p
de maneira que, restrito a M, eq, ..., e, sao tangentes a M, podemos escrever

as componentes de J com respeito a tal referencial na forma

) jAB = <j63,€A>

uma vez que, a partir da observagao 3.1, temos : J;; = (Jej, e;) = 0; J;j» =
<J€j*,€i> = <JJ6j,6i> = —<€]‘,€i> = _5ij; Ji)\ = <J6)\,€i> = —<6)\,J6i> =
(ex,eix) = 0; Jy, = (Jey,en) = (ear,e,) = 0; o operador J verifica, J4p =

(Jep,ea) = —(ep, Jea) = —Jap para todos os indices A, B.
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Com respeito ao referencial em M escolhido acima, considere

Wiy ooy Wny Wit ds - ooy Wnps -+ o5 Wiy -+ o5 Wiy W(nd 1)y« -+ 5 W(ndp)*

o co-referencial associado. Dessa forma, temos a disposicao todas as equacoes
de estruturas dadas no capitulo preliminar e devido a estrutura quasi-complexa

de M, destacamos o seguinte

Lema 3.1. Se wyp sao as formas de conexao Riemanianna em M, valem as

sequintes igualdades:
(1) Wij = Wisje, Wirj = Wiy,
(ZZ) Wy = Wy, Wasy = Wyt
(111) Wiy = Wispr, Wisy = Wyir.

Prova. Verificaremos as duas primeiras igualdades e a prova das restantes
segue de modo andlogo. Usando a definicao das formas de conexao Rieman-

niana, o carater Hermitiano da métrica e o fato de M ser Kahler, temos

wii(X) = (Vxese;) = (JVxe;, Jej)
- <@Xj€z7j€]> = (@Xei*,ejﬁ = (,UZ*J*(X>
e ainda,
wij(X) = <@Xef;€j> = <@Xj€iyej>
= —<@X€Z’, j€j> = <@Xj€j7€i> = wj*i(X),

para todo X € X(M). Logo, valem as igualdades.
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Observagao 3.2. Seque das equagoes de estrutura que wqi(e;) = h; = h;.
Em nosso caso, para o = k*, podemos escrever, wg«i(€e;) = wi(e;), portanto,

k* _ pi* 3"
hij = hkj = hik.

3.1 Subvariedades totalmente reais imersas
em uma forma espacial complexa.

Uma variedade Kahler de curvatura seccional holomorfa constante é chama-
da uma forma espacial complexa. Seja M"™?(¢) uma forma espacial
complexa (n + p)-dimensional de curvatura seccional holomorfa constante

¢. Temos, entao, pela expressao da curvatura seccional holomorfa,

RXVVZ = ‘e px—(x. 27 (3.1)

onde X, Y e Z sio campos de vetores em M"?(&). Assim, podemos obter

N 1. . I N
Rapep = ZC{5BC5AD —0acOp + JpcJap — JacIsp + 2JapIpc}. (3.2)

Uma subvariedade M de M"*?(¢) é dita uma subvariedade invariante
se, para cada ponto x € M, o espaco tangente a M em z é invariante pelo

operador curvatura, isto é, (R(X,Y))T,M C T, M, paratodos X,Y € X(M).

Proposigao 3.2. Seja M uma subvariedade n-dimensional imersa em M"ﬂ’(é),
com ¢ # 0. Entao M € uma subvariedade holomorfa ou totalmente real de

M"™P(¢) se, e somente se, M é uma subvariedade invariante.
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Prova. Sejam z € M, X,Y campos de vetores em M e Z € T, M. De (3.2)

temos,

R(X,Y)Z = ié{(Y, VX — (X, Z2)Y
H(JY, Z)VJX — (JX,2)JY +2(X,JY)JZ}.

Logo, se M é holomorfa ou totalmente real, vemos que todos os termos da
expressao de R(X ,Y')Z acima sdo, em x, no caso holomorfo, vetores de T, M
e, no caso totalmente real, os termos que apresentam J séo todos nulos e os
restantes pertencem & T, M. Portanto, R(X,Y)Z € T, M.

Reciprocamente, suponha que f%(X, Y)Z € T,M para todos X,Y e Z.
Fazendo Z = X, obtemos

R(X,Y)X = }15{<Y, X)X — (X, X)Y +3(X, JY)JX}.

Como R(X,Y)Z € T,M, devemos ter (X, JY)JX € T,M. Sendo assim,
pode ocorrer JX € T, M, para todo X, ou existe X nao nulo, tal que JX ¢
T,M. Se JX € T,.M, para todo X, temos que M é holomorfa. Se existe X
nao nulo, tal que JX ¢ T,M (podemos supor JX € (T, M)*), mostraremos
que, paratodo Y € T, M, JY € T:CLM, ou seja, M é totalmente real. E assim
o resultado seguira.

Para o que falta, considere uma base ortonormal {X = X;,..., X} em
T.M e suponha que exista algum X;, da base, tal que (in)T # 0. Dessa

forma, lembrando do carater Hermitiano da métrica e que J? = —Id, tem-se
. 1 - N
R(X, X)) (JX)" = 16{(Xi, JXHX — (X1, JX)X;
+ (JX;, JXNIX) — (JX1, JX)TX; 4+ 2(X, JX,)JJX;}

1 - - -
= 15(JX,-, JX)JIX,, € (T,M)*,
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o que nos déa uma contradicao, ja que, pelo que estamos assumindo,

R(Xl, XJ(JX,L)T e T, M.
Portanto deve-se ter (JX;)T =0, ou seja, JX; € (T,M)*, para todo i. Isto
nos garante que M é totalmente real.

O

Seja M uma subvariedade totalmente real imersa em M”*7(¢). Da equacio

de Gauss, temos

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z, W)+ (o(X,W),0(Y, Z))
—(0(X,2),0(Y,V))
= W)Y, 2) — (X, 2)(V, )
Fo(XW),0(Y, 2) ~ (o(X, 2),0(, W)
= LI, 2) — (X, 2) (Y, W)
+ ) {{AX, WHALY, Z) — (A X, Z)(AY, W) }.
Proposicio 3.3. Seja Ma uma subvariedade totalmente real n-dimensional

imersa em M™P(¢). Se M € totalmente geodésica em M"™P(¢), entdo M ¢

um espago de curvatura constante (K = 1¢).

Prova. De fato, temos que a curvatura seccional K de M determinada por

vetores ortonormais X e Y é dada por
1
K(X.Y) = R(X,Y,Y,X) = ¢+ D {{AX, X)(AYY) — (A, X,Y)%}.
Portanto, como M é totalmente geodésica, a expressao acima torna-se

K(X,Y) =

C.

1=
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0

Agora, obtemos expressoes para o tensor de Ricci e a curvatura escalar de
M.

Seja S o tensor de Ricci de M. Entao, temos
S(X> Y) - ZR(ein)}/;ei)
1.
=> ZC{<6“ e (X, Y) — (e, Y)(X, &)}
+ > {(Aaei ) (AaX,Y) = (Ages, Y)(AuX, 1)}
1
= (= DAXY) + D {(trAn)(AX,Y) — (A X, AY)} (3.3)
Seja p a curvatura escalar de M. Entao, temos que
P = Z S(€j7 ej)
J
1 .
= Z{Z(” — 1éleje5) + > _{(trAa){Aacj, €;) — (Aaej, Aae;)}}
J a
1
= n(n— 1)+ ;(trAa)z — ol (3.4)
De posse das expressoes encontradas, concluimos o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Seja M uma subvariedade n-dimensional totalmente real

minima imersa em M™P(Z). Entdo
(a) S—1(n—1)¢&(, ) € negativa semi-definida;

(b) p<in(n—1)c
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Prova. De fato, para (a), sendo M minima, temos que trA, = 0, para todo

a. Logo, em (3.3), ficamos com

S(X,X) = i(n — DX, X) =D (AaX, AuX).

[0}

Dessa forma,
1 ~ 2
S(X, X) = 2 (n =X, X) = —EO;HAQXH <0

o que prova (a).

Para (b), em (3.4), ficamos com

1 1
p=gnln— 1z~ o] < Tn(n — 1)e
o que prova (b).

O

Proposicao 3.5. Seja M uma subvariedade n-dimensional totalmente real
minima imersa em M" (). Entio M € totalmente geodésica se, e somente

se, M satisfaz uma das sequintes equagoes:
(a) K = 1ic,
(b) S = 3(n—1)cg,

(¢c) p=in(n—1)c.

Prova. Supondo M totalmente geodésica, temos que a segunda forma fun-
damental o ¢ identicamente nula. Dai, (a) é a proposi¢ao 3.3; (b) segue
direto de 3.3, visto que (A, X, A.Y) = (0(X, A.Y ), eq) = 0; (¢) segue direto

de (3.4), uma vez que trA, = 0, pois M é minima, e ||o| = 0.
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Reciprocamente, se vale (a), temos
0= {(Aaei,ei)(Aaej, ) — (Aaei, €5)°},
para todos i, j. Logo, tomando a soma em ¢ e j na expressao acima, obtemos

0 = Z{<Aa@u€z‘><14a€jv€j> — (Aaci, €5)}

a7z)j

= > (trd.) — ol

«

Como M é minima, ficamos com ||o|| = 0, portanto M é totalmente geodésica.

Se vale (b), segue de (3.3),

0="> (Aaes, Aues),

«
para todos i, visto que M é minima. Com isto, escrevendo A,e; na base {e;}
e substituindo na expressao acima, obtemos
0=2 (Aacire;)* =|lo]%, (3.5)
a,i,]
donde concluimos que M é totalmente geodésica.

Por fim, se vale (c), segue diretamente de (3.4), que ||o||* = 0, dai M ¢é

totalmente geodésica.
O

O objetivo agora é obtermos uma férmula tipo-Simons para uma subvarie-

dade totalmente real minima imersa em uma forma espacial complexa.
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Proposicao 3.6. Seja M uma subvariedade n-dimensional totalmente real

minima imersa em M™P(Z). Entdo
1
EAHJW = Vol + D tr(Aads — AgAa)® = (trAqAp)?
1 1
—&—ZnEHUHQ + Z&ZtrAf*
= Vol +2) tr(Aads)? —2tr() " A2)2 =) " (trA.Ap)’
1 1
Prova. Sendo M uma subvariedade minima de Mn+p(5), obtemos, conforme

a proposicao 2.1,

1 2 2
Al = IV/ol* + > tr(Aads — AgAa)® = D (trAaAs)®
> (4Rapishj Sy — Rarpehiyhls + 2Rijushhiy + 2Rijahghs, ).

Segue, de (3.2), que o tensor curvatura de M, ,(¢), satisfaz (1),(2),(3) e (4):
(1)

1. - - .
Ragij = 70aj0pi = 0ai08; + JajJsi = JaiJs; + 2JasJji}

1.~ - -

= 5 AJaiJsi = Jaidsity

e aqui, analisando os indices, temos
a=j*eB =i comi+#j= Rapij = c.
a=1"ef=j" comi;«éj:>.f{a5,;j:—}—lé.
Em qualquer outra hipétese, temos Ra/gi‘j = 0.
Logo, concluimos que

» B 1a ~ i it i* 7"

Z ARopishhi; = CZ(h;‘khik - hjkhgk) (3.6)

¥
i#]

o ~ k* k* ~ 2* j* - o i* ]*
ik i1,k Pk

i,k i,5,k i,k
i#] i#] i#]
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1. _ o _
Rorgre = 10{5ak5k,@ — 00Okt + JakJkp — JapJik + 20 Jis }

1. _ _
= ZC{_(saﬁ(skk + JakJkg + 2ok T}

Analisando os indices, temos

a = = R = 3¢{—1—3(Jar)*}

Portanto, Rakgk =—C,sea=k"e Rakﬁk = —g, se a # k*.
a # B = R = 1{3Jar i} = 0.

Logo, concluimos que,

2:" aﬁ_§:~k*k* 2 6aa
ki i,k
a#k*

Ry = 3600ube— by + Tyl — Jadyy + 2750}
= 35{5@% — kdjs},

analisando os indices, temos

i =k = Riij = 16{085 — 010y}

Portanto, Rijr; = 0, se i = j; e Riji; = —< sei#].

i # k= Iéim = 0. Logo, concluimos que

B, ara ¢ apa
Z Rijiihghiy = Z _th’lhil' (3-8)

i,

7]

1. S .
Riju = 10{51'153'1@ — 001 + Judji — JiJj + 2J55 b

1.
= Zc{éiléjk — (Szké]l}
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Analisando os indices, temos
i=lej=k= Rijy=1c{1-0;0;}

Portanto, Ry, = 7, se for i # j; e RUM = 0, nos demais casos.

i=kej=1= Ryjy=31c{6uou — 1}.
Portanto, Rijkl = —;’i, sefor k #£1; e Rijkl = 0, nos demais casos.
Em qualquer outra hipdtese diferente das duas acimas analisadas, temos
Rijkl = 0.
Logo, concluimos que
S Rigeihiihis = 3 Shns; = S Shiuhi (3.9)
wirg okl

i#£g k#l

De (5.11), (5.12), (5.13) e (5.14), temos que

= (4RapijhjhSy — Rarpehlhy + 2Rijshhiy + 2Ry hGhs,) =

ij'vij
= (G 3 D+ g DA 5 3o
o e
- {3z - Z(hfﬂ -S| e - o]
a,ij.k ik iy, i,7,k
[thh;; S (h ﬂ —g[szl)?—szk)?]}
,i,j 1,0 ,i,j k,a

1 1
= qndllo|®+ e trAz.

E assim, obtemos a primeira das igualdades desejadas.
Para a segunda igualdade, desenvolvemos o termo Y tr(A,As — AgA,)?
utilizando as propriedades do trago (trago da soma é a soma dos tracos e

tr(AB) = tr(BA)). Dai obtemos as seguintes igualdades
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D tr(Aads — Al =11 (AaAs — AgA,)?
= tr {Z(AQAM + D (Asda)’ = Y AaApAsAa =) AﬁAaAaAﬂ]
= 23 tr(Aadg)? -2 tr(A3A2)
= 23 tr(Aadp)? - 2tr Y (A342)
= 2 tr(AuAp)? —2er(D] A2 A2)
— 9 Z:tr(AaAﬁ)2 — 2tr Z(Ai)?

Substituindo na primeira igualdade a expressao acima encontrada, temos

demonstrado a segunda igualdade da proposicao.
O

Lema 3.2. Seja M uma subvariedade n-dimensional, totalmente real e mi-

nima, imersa em M™(¢). Entdo
(a) (S A2 = S (trAu Ay
0ij , . _
(b) trAiAj. = —2||o||?, se M é uma variedade Einstein.
n

Prova. (a) Usando as propriedades do trago e a simetria do operador A;

podemos escrever as igualdades

tr(z A§*>2 = trYy ALY AL =try ALAL
= D tr(ALAL) =) (AL Aler,en) = > (Aloer, Aley,)
- Z(Ai*ek, ey (Aley, e) = Z(Aj*ek, Ajeer)(Aiex, Ai-er)
= ) (Ajer, em)(Ajeer, em)(Aser, e:)(Aser, e,).
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Agora observando a igualdade acima e o fato de h] E = hj,C concluimos que
w(SA) = S = S
SR WD SUTED SRS
7,m
O que prova (a).
(b) Suponha que M é uma variedade Einstein. Entao, por defini¢ao,
existe uma constante real, digamos d, de modo que, S(X,Y) = d(X,Y),

para todos X,Y € X(M). Como M é uma subvariedade totalmente real e

minima de M, (¢), obtemos, conforme (3.3) e (3.4) que
1 -
S(X,Y) = 1 (n = DHX,Y) - D (A X, ApY),
1

p= tnln— 1)~ [

Assim,
1
AX.Y) = H(n - DEX.Y) ~ (A X, AcY) VXY,

e, em paticular, fixado i € {1,2,...,n}

1 _
d = Z(n — ].)C — Z<Ak*6l7‘4k*ei>

k
Tomando o somatoério em ¢ na igualdade acima, obtemos

1
nd = 2n(n = 1)é— |lo|f%,

donde concluimos que d =

Slb

Agora, sendo

trApAje = Y hphly =Y B by
1 P
= Z(Ak*eia Apeej) = (Z(n —1)¢c— E)(Sij

lol”

— M9t
n
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concluimos a prova de (b).
UJ

Corolario 3.1. Seja M uma subvariedade n-dimensional totalmente real,

minima imersa em M™(¢). Entdo

1
§A||U||2 = Vol + ) (tr(Andj, — AjAi) = Y (trAuA;L)°
1
300+ 1ol
= [Viol* +2) tr(Andn)® =3 tr()_ AL + S (n+ 1)d|o|

= =

1
2 .
= [[V'o|"+2 E tr(AnA;u)? —3 g (trAnAj)? + Z(n +1)é|o .

Prova. A primeira igualdade é uma consequéncia imediata da proposicao
3.6, visto que, neste caso, temos que os indices /s sao todos da forma i* para
algum 7. A segunda e a terceira igualdade seguem da segunda igualdade da

proposigao 3.6 e do lema 3.2(a), apenas substituindo as expressoes.

3.2 Alguns resultados sobre subvariedades to-
talmente reais minimas em uma forma es-
pacial complexa

Para o primeiro resultado faremos uso de parte do teorema 1 de [10] que

nos conta:
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Lema 3.3. Sejam Ay, A, ..., A, matrizes simétricas (p > 2). Denote por

N(A) =trA*A a norma de uma matriz A. Entao

D ON(AA; — AjA) + (trAAy) < g(z N(A))2. (3.10)

1,7 ij
Podemos agora enunciar e provar um dos principais resultados deste tra-

balho.

Teorema 3.1. Seja M uma subvariedade n-dimensional, compacta, ori-

entdvel, totalmente real e minima imersa em M™(), com ¢ > 0. Se ||o? <

n+1_ - , .
¢, entao M ¢ totalmente geodésica.

Prova. Notemos inicialmente que tr(A;A;. — Aj*Ai*)Q = —N(Aj A —
A; Aiy) devido a definicao de N e o fato dos operadores de Weingerten A;-

serem simétricos. Desta maneira, pelo corolario 3.1
Al = VoI Y (A Ay — A i) — 3 (A AL
—l—i(n +1)é)|o|?
= [IVo|> =D N(AuAj — AjAi) =) (trAuA;)’
+i(n +1)éjo|?
utilizando o lema 3.3, temos

1 3 1 -
SAlglP = IVl = Slollt + 36+ Delo]?

Y

Portanto, se ||o]]? < ”T“é, entdo Allo||* > 0. Dai, pelo teorema de E.Hopf,

concluimos que Al|o||*> = 0, donde, pelas desigualdades acima, temos que

llo|| = 0. Assim, M ¢ totalmente geodésica.
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Corolario 3.2. Seja M uma superficie compacta, orientdvel, totalmente real
e minima, imersa em M™(¢), ¢ > 0. Se a curvatura Gaussiana de M €

positiva, entao M ¢é totalmente geodésica.
Prova. De fato, considerando {ey, eo} um referencial ortonormal local em M,

temos que a curvatura Gaussiana é dada por (R(eq, e3)es, e1) e, portanto, a

curvatura escalar p = (R(eq, e2)ea, e1) + (R(eq, e1)eq, e2) = 2(R(eq, e9)ea, e1).
Logo, da hipdtese, temos que p > 0. Sendo p > 0, entao, por (3.4) e usando a

hip6tese de M ser minima, tem-se ||o||? < $¢. Pelo teorema anterior, fazendo
0

n = 2, concluimos que M ¢é totalmente geodésica.

O préximo resultado nos mostra uma caracterizacao para formas espaciais

reais quando vistas como subvariedades totalmente reais minimas de formas

espaciais complexas.
Teorema 3.2. Seja M uma subvariedade n-dimensional minima totalmente
real imersa em M™(¢). Se a curvatura seccional de M é constante igual a c,

entio c = 1¢ (isto é, M € totalmente geodésica) ou ¢ < 0.
Uma vez que a curvatura seccional K = ¢, podemos escrever a

Prova.
=n(n—1)c.

curvatura escalar Ccomo
= (Rlei,ej)ej, e)

p="> (Rleiej)e;,ei)
i#]
n=lz 10 <&
—¢. Logo, ¢ < ¢

. Além disto, sendo

5{(6zl5]k — 5ik:6jl) +

Pela proposicao 3.4, temos que p <
Rijkl = c(éiléjk — 5ik’6jl)a pOiS K = cC, e também Rijkl =
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> (hghs, — hih§;), devido a equagao de Gauus da imersao, ficamos com

m* m* m* m* E
Z(hil Wi — hip B ) = (c— Z)((Sil(sjk — Gikj1)-

m

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por " hf, hjz e somando

com respeito a 4, j, k e [, obtemos

S tr(Ape A ) =Y (A Ag)? = (c— Z)||a||2, (3.11)
visto que,

SRR B = Y (A A )i (A Ase)ji = Y tr(Ae Ay
> R by = Z(AWAS*)M(AWAS*)M = Z(trAm*AS*) :

e ainda,
6 S S
Z(C = 3 (Gudje = Sixd)hiphsy =
= C__ th]h;z thz hj] = {HUH2 Z(Zh >
= (e~ Hllol”

Nas condi¢des do teorema, concluimos, de (3.4), que ||o||* = n(n—1)(% —
¢). Observe que M ¢é Einstein, por consequéncia de K = c.

Com isto, usando o corolério 3.1, (3.11) e Lema 3.2 (b), obtemos
0 = [[Vo|?+2) tr(AmAs)® =3 (trAy,-As
1
+7(n+Déllo]’
IV'a1? +2(c = D)llol? = D (trAn- Ae)? +

1 .
5+ el
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Donde decorre que,

c ¢ lo|”

— / 2 2) _E —1)(= = o 2
0 IViall” +2(c = 2)[n(n = 1)(7 — o)l = n(==)"+
1
+7(n+ Déllo]?
— Vo2 0@ o Cng
= [|[V'o||* + n(n 1)(% c)(2¢ 1 (n 1)(4 c)+4(n+1))
= IVl +n(n = 1)(5 = )n+ L)e.
Segue que [|[V'o|? = n(n? — 1)c(c — £). Dai, como (¢ — £) < 0, devemos ter
c<0ouc=2¢.

O proximo resultado é uma consequéncia do teorema anterior.

Teorema 3.3. Seja M uma subvariedade n-dimensional minima totalmente

real imersa em M"(¢). Se
(1) a curvatura seccional K de M € constante;

(2) a sequnda forma fundamental da imersao € paralela, entao M é total-

mente geodésica (K = 1¢), ou M € flat.

Prova. Desde que a curvatura seccional K de M ¢ constante igual a c,

temos, pelo que vimos na prova do teorema anterior, que

’ Cc
IV'ol[* = n(n® = 1)ele = 7).

Como a segunda forma fundamental é paralela, podemos tomar um refe-
rencial geodésico numa vizinhanca de cada ponto p € M e assim, em p,

V'o(ei,ej,ex) = Vi o(e;,e;) = 0. Uma vez que ||V'o[|? independe da escolha
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do referencial escolhido, temos 0 = [[V'o|?> = n(n® — 1)c(c — £). Logo,
concluimos que, K = ¢ = 0 ou K = g, ou seja, M é flat ou totalmente

geodésica.

3.3 Superficies totalmente reais

Nesta secao tratamos especificamente do caso de subvariedades de di-
mensao 2.

Seja M uma superficie imersa em uma forma espacial complexa M'*7(¢)
(1 + p)-dimensional. Assumindo, sem perda de generalidade, que M é ori-
entavel podemos cobrir M por uma familia de sistemas de coordenadas locais

isotérmicas. Seja (x1,z5) um sistema de coordenadas isotérmicas locais tal

0

dz;

que a métrica é dada por g = E(dz1? + dzs?). Denotemos por X; = 0s

campos coordenados e por 0;; = o(X;, X;), para i,j = 1,2, as componentes

da segunda forma fundamental. Entao, pela equacao de Codazzi,
(R(X1, X2)X1)" = (Vy,0) (X2, X1) = (Vy,0) (X3, X1)
=V3,001 — 0(Vx, X5, X1) = 0( X5, Vi, X1) = Vig,o11 + 20(V, X1, X3)
=Vx,001 = Vy,on +0(X1, Vx, X5) — 0(Xs, Vx, X1)

1
=Vx,021 — Vx,011 + U(E(<VX1X2aX1>X1 + (Vx, X, X2) X3), X1)

1
— 0 (X, E(<VX1X1;X1>X1 +(Vx, X1, X5) X3))
- 1
(R(X, Xz)X1)L = V)L(IUM - V)LQUH + E<VX1X27 X1) (o1 + 022)
1 1
+ —Xl(E)O'Ql - —Xl(E>O'21.

2F 2F
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Dai teremos,

_ 1
(R(X1,X2)X1)" = Vx,00 — Vy,011 + EXQ(E)MH
= Vx,0m — Vx,on+ Vyx,EH — EVx, H
O11 + 0922

- V§_(1021 - VJ)EQO'H -+ VAJ)_Q( — EVAJ{(QH

5 )
011 — 022
=~ VH(PESTE) + Vi o — BV, H.

Efetuando uma permutacao dos indices 1 e 2 na igualdade acima, obser-

vamos que

022 — 011

(R(X1, X5)X5)t = —(R(Xy, X1)Xo)t = v;T — Vy,001 + EVy H.

ou seja, as seguintes equagoes sao validas

(R(Xth) ) = V (022 011) + VX10-21 EV_J)'(QH
(R(X1, X2) Xo)t = Vg, (22571) — V001 + EV% H

Proposicao 3.7. Seja M uma superficie em M'P(¢) com & +# 0. Entdo M
¢ uma superficie holomorfa ou totalmente real em MHP(E) se, e somente se,

a sequnda forma da imersao satisfaz as equacoes diferenciais

V)L(Q (0115022)
@l) val (011 - 022)
N

— V&, 01+ EV%, H =0,
+ V)L(l('flg — EV)L(IH =0.

Prova. Suponhamos que M é holomorfa ou totalmente real. Pela proposicao
3.2, vale que R(X,Y)Z € X(M), para todos X,Y e Z € ¥(M). Dessa forma,

sua componente ortogonal (R(X ,Y)Z)t é nula e, em particular,

(R(X1, X)) X))t = (R(X1, X)) Xo)t =0,
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para X1, X5, o que mostra que a segunda forma fundamental verifica as
equagoes em ().

Reciprocamente, se as equagoes em (21) sao satisfeitas, observamos, pela
linearidade de R e escrevendo X, Y e Z na base { X1, X5}, que (R(X,Y)Z)*+ =
0, para todos X,Y e Z € X(M). Portanto,

(RIX,Y)Z) = (R(X,.Y)Z)" + (R(X,Y)Z)* = (R(X,Y)Z)" € X(M),

para todos X,Y e Z € X(M) e, novamente pela proposigao 3.2, segue que

M é holomorfa ou totalmente real.
O

Para concluirmos este trabalho, caracterizamos um campo normal £ de
acordo com certas propriedades do seu operador de Weingarten associado.

Um campo vetorial normal unitario £ é chamado:

(1) isoperimétrico, se trAe é constante

(2) umbilico, se A¢ é multiplo do operador Id,

(3) livre de pontos umbilicos, se A¢, em todo ponto de M, nao é um
multiplo do operador Id.

(4) geodésico, se A¢ = 0.

Proposicao 3.8. Seja M uma supeficie holomorfa ou totalmente real imersa

em M1+p(6). Se & ¢ paralelo e isoperimétrico, entao a fung¢ao

¢§ = %<U11 - 022a§> - i<0127§>

¢ analitica em z = x1 + ixg, onde (x1,x2) € um sistema de coordenadas

1sotérmicas local.
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Prova. Desde que M é holomorfa ou totalmente real, obtemos da primeira

equagao de (2() na proposigao 3.7, através de um produto escalar por &, que

(v, T2 ) — (Vh 00, + B(VE, T2 g =0 (312)
Mas (Vx, ZLboz ) = X,((2toe ¢)) — (aLtez vle) ¢ como € é paralelo

e isoperimétrico, segue que (VL qutez ¢) = 0. Logo, por (3.12), obtemos

que

TR ) = (Ve T 6 = (Vhon, €)= Xi((01,€)),

onde a primeira e a ultima igualdades se devem ao fato de £ ser paralelo.

De forma andloga, verificamos a igualdade

011 — 022

X (( 5

,§)) = —Xa({012,§)),

a partir da segunda equacao em (21). Mas estas sao exatamente as equagoes

de Cauchy-Riemann para a funcao ¢¢, ou seja, ¢¢ ¢ analitica.
O

Finalmente, a seguir provamos um resultado desta teoria envolvendo a

curvatura Gaussiana da superficie.

Teorema 3.4. Seja M uma superficie compacta totalmente real imersa em

M™P(¢). Se
(1) a curvatura de Gauss de M nao muda de sinal,

(ii) existe um campo de vetores normal unitdrio paralelo, livre de pontos

umbilicos e isoperimétrico, entdo M € flat.



CAPITULO 3. SOBRE SUBVARIEDADES TOTALMENTE REAIS 64

Prova. Pela proposicao 3.8, a funcao ¢¢ é analitica. Das propriedades de
funcgao analiticas devemos ter que, se |¢¢| > 0, log [¢¢|* é harmonica, isto é,
Alog|¢¢|* = 0, onde A denota o laplaciano da fungao com respeito a métrica.

Sendo,

%(011 - U22>f>)2 + <012,§>2
((011,€) + (022,6))> = ({011, €) (022, &) — (012, €)?)

1
= EZ(Z(tT’Ag)Q - detAg),

—~

gel” =

-

e observando que (3 (trA¢)? —detAe) > 0, ja que £ é livre de pontos umbilico,

obtemos |¢¢]* > 0. Com isto, podemos escrever

1
0= Alog|¢e|* = Alog E? + Alog(z(zemg)2 — det Ag)

e assim,
1
Alog B? = —Alog(:l(trAg)Q — detAg).
Sendo a curvatura Gaussiana K de M dada por K = —ﬁAlog E?, ficamos
com,

1 1
K = EA log(é—]:(trAg)2 — detAg).

Portanto, como K nao muda de sinal, Alog(3trAs — detA¢) é sempre nao
negativa ou nao positiva. Em qualquer caso, aplicando o teorema de E.Hopf
a funcao log (3 (trA¢)* —detA¢) (ou —log (3 (trAg)? — detAg)), concluimos que
K = 0. Logo M ¢ flat.
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