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Resumo

O objetivo desde trabalho é estudar a geometria das métricas tipo-Einstein
(solitons de Ricci, quase solitons de Ricci e métricas quasi-Einstein). Mais es-
pecificamente, vamos obter equagoes de estrutura, exemplos, férmulas integrais

e estimativas que permitirao caracterizar estas classes de métricas.

Palavras-chave: Solitons de Ricci, Quase solitons de Ricci, métricas quasi-

Einstein.



Abstract

The purpose of this work is study the geometric of the like-Einstein me-
trics (Ricci soliton, almost Ricei solitons and quasi-Einstein metrics). More
specifically, we obtain structure equations, examples, integral formulae and

estimates that will enable characterize these classes of metrics.

Keywords: Ricci solitons, Almost Ricci soliton, quasi-Einstein metrics.
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Introducao

O estudo das métricas tipo-Einstein tem sido de grande relevancia nos
ultimos anos, podemos citar, como por exemplo, os solitons de Ricci, quase
solitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Os solitons de Ricci representam
os pontos estaciondrios do fluxo de Ricci, que foi intruzido por Hamilton [19]
na década de 80. Eles mudam apenas por scale da métrica e por difeomorfis-
mos. Indicamos como leitura basica sobre solitons de Ricci um recente artigo
escrito por H.D. Cao [11]. Em [29], Perelman provou que todo soliton de Ricci
compacto contratil é gradiente. Nessas condi¢oes solucionaremos o primeiro

problema proposto por [17] com o seguinte teorema.

Teorema 0.1 Seja (M", qg, X) um soliton de Ricci compacto. Entao o po-
tencial do Perelman € igual ao potencial do Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Além disso vamos caracterizar os solitons de Ricci cujo o campo associado é

um campo conforme. Mais especificamente, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 0.2 Para um soliton de Ricci conforme (M”, g, X) comn > 2, as

sequintes sentencas ocorrem.

1. Se M™ € compacta, entao X € um campo de Killing. E portanto € trivial.

2. Se M™ € um soliton gradiente nao compacto, entao o soliton € gaussiano

ou X € um campo de Killing.

Em 2010, Pigola-Rigoli-Rimoldi-Setti [32] propusaram uma generalizagao
para as métricas Einstein, tal generalizacao também particulariza a definicao
de soliton de Ricci. No artigo supracitado os autores provaram alguns teoremas
de rigidez e mostraram condigoes para a existéncia de exemplos para tal classe
de métricas. No capitulo 3 iremos provar uma série de equagoes basicas para o

estudo de quase solitons de Ricci e exemplos no caso compacto e nao compacto.
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Considerando que o campo associado ao quase soliton de Ricci é um campo

conforme, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 0.3 Seja (M", g, X, )\) um quase soliton de Ricci compacto com
n > 2. Se X € um campo conforme nao trivial, entao M™ € isométrico a uma

esfera Fuclidiana S™.

Além disso, na direcao de obter outras caracterizagoes para os quase soli-

tons de Ricci compactos, obteremos a seguinte formula integral.

Teorema 0.4 Seja (M”, g, Vf, )\) um quase soliton de Ricci gradiente com-

pacto. Entao temos que:

Af - n—2
| = Sgpar =222 [ (vR v fav.

Como consequéncia da féormula integral obtida, vamos provar o seguinte

corolério, que é o resultado central de [3].

Corolario 0.1 Um quase soliton de Ricci gradiente compacto, nao-trivial, é

1sometrico a esfera Fuclidiana, se uma das sequintes concicoes ocorre.

1. M™ tem curvatura escalar constante.
2. [ (Rie(NV £,V f) + (n — 1)(VA, Vf))dM < 0.

3. M™ é uma variedade homogeénea.

Na sequéncia vamos caracterizar os quase solitons de Ricci nao compactos
com a hipdtese do campo associado ser conforme. Além disso, vamos obter um
série de equagoes fundamentais que permitem caracterizar os quase solitons de
Ricci usando principios do méaximo. Finalizaremos o capitulo 3 sobre quase

soliton de Ricci, provando o seguinte teorema tipo-Myers.

Teorema 0.5 Seja (M”, g, X, )\) um quase soliton de Ricci. Se existe k € R
tal que A > k > 0 e | X| € limitada, entdao M™ é compacta. Em particular, o

seu grupo fundamental € finito.
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No capitulo 4 iremos estudar a geometria das métricas quasi-Einstein. Tal
classe de métrica foi introduzida por Case-Shu-Wei em [13], nesse artigo eles
provaram que tais métricas geram os produtos warped Einstein. Além disso,
eles provaram alguns teoremas de rigidez e de trivialidade para métricas quasi-
Einstein. No capitulo 4 iremos provar um série de equagoes de estrutura para
as métricas quasi-Einstein, em especial, iremos obter uma equacao para o

laplaciano da curvatura escalar, dada pelo seguinte teorema.

Teorema 0.6 Seja (M”, g, Vf) uma métrica quasi-FEinstein. Entao temos

A Af)?
ar = v Bl BN ap Lwrvr) 1 L vap)

- %div(VWVf—Afo).

Como consequéncia do supracitado teorema, obteremos as seguintes formulas

integrais.

Corolario 0.2 Seja (M", qg, Vf) uma métrica quasi-Einstein compacta. Entao:

1 [, IV f = @Lg12dM = [, (Vf, VR)AM + 52 [, (Vf, VA f)dM.
2. [, |V2f — BDg2AM 4 222 [ (Af)2AM = [, (Vf, VR)dM.
3. [, Ric(Vf,V)AM + [, (Vf, VR)AM = 2 [, (Af)2dM.

4. M™ é uma variedade de Einstein, se [, (VR,V f)dM < 0.

5. Suponha que f é nao constante e exista p: M™ — R solug¢ao da equagao
”2—J;2Af + R = pu, tal que p L Af, no produto interno do L?. Entdo
M™ € conformemente equivalente a uma esfera FEuclidiana S™, mas nao

isométrica.

Ainda no capitulo 4, obteremos um gama de resultados que garante a
trivialidade e rigidez de métricas quasi-Einstein. Finalizaremos o capitulo
com um teorema de caracterizagao para métricas quasi-Einstein com m finito.
Para tanto, sendo m finito, consideraremos uma funcao auxiliar v : M™ — R

_f - _
dada por u = e~ m, nessas condi¢oes obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 0.7 Uma variedade quasi-Einstein compacta nao-trivial (M”, qg, Vf),
comn > 2, é isométrica a uma esfera S, se uma das sequintes condig¢oes

ocorre.

1. YVu € um campo conforme.

2. [y Ric(Vu, Vu)dM > ==L [ (Au)2dM.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria
Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura

complementar (7], [16] e [9].
1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espagos tangentes a uma variedade
Riemanniana torna possivel visualizar tensores de diferentes maneiras. Ve-
remos isso com o tensor Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observacao
fundamental é que uma aplicacao bilinear pode ser interpretada como uma
aplicagao linear quando se tem uma estrutura de produto interno, como ensina

o seguinte lema.

Lema 1.1 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Fxiste um isomor-
fismo entre o espago dos (I + 1,k)—tensor T, (V) e o espago das aplicagies
multilineares

V*x---xV*x}/x---xVJ—H/.

(N

a'e

I k
Demonstragao: Denotando por A(V') o espago vetorial das aplica¢oes mul-
tilineares

V*x~-><Vi><Y><-~-><\{—>V.

.

l k
Definindo ® : A — T, (V) que associa cada A € A(V) ao (I + 1, k)—tensor

DA (w,wy, .. w, Xy, Xg) = w(A(wy oywr, X, -0, Xi)). E f4cil ver que

16



1.1 Alguns conceitos sobre tensores

esta aplicacao é linear, note também que ® ¢ injetiva, pois dados w,wy, ...,

w € Ve Xq,..., X € V quaisquer, se
DA (w,wy,. .., w, Xy, Xg) =0

entao

W(A(CLJl’ e ,wl,Xl, R ,Xk)) =0.

Como os vetores e covetores sao arbitrarios, segue que
A(wl,. .. ,wl,Xl, ce ,Xk) = 0,

donde A = 0. Além disso, dimA = dimT,"*(V), logo ® é o isomorfismo pro-

curado. O

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos ({41, k)—tensor, iremos
trabalhar com este na forma de uma aplicacao multilinear como vimos no
lema anterior. Além disso, em todo o texto usaremos a convencao de Einstein
para soma, que consiste em omitir o sinal do somatério quando temos indices

cruzados repetidos, por exemplo

Yi = Z ZUng
j=1
é equivalente a y; = 27 ;.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s,t)—tensor 7" em M
podemos tornar 7" um (s — k,t + k)—tensor para qualquer k& € Z tal que
s — k e t + k sejam nao negativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte
forma. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e seja X(M) o espago dos
campos diferenciaveis sobre M, entao existe um isomorfismo natural entre
X(M) e X*(M); este isomorfismo é dado pela aplicagdo que associa cada X €
X(M) a aplicagao linear (W — g(X,W)) € X*(M). Usando este isomorfismo,
podemos substituir X(M) por X*(M) ou vice-versa, e assim mudar o tipo de

tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {Ej,..., E,} um refe-

rencial em X(M) e {o',...,0"} C X*(M) sua base dual, i.e., 0'(E;) = 0} Os

17



1.1 Alguns conceitos sobre tensores

vetores e os covetores podem ser escritos como
v = VvE; =0 (v)E;,
w = a0 =w(E;)d’
J J .
O tensor T" pode agora ser escrito como

T:T?l"'isUjl®"'®th®Ei1®"'®Ei

Ji---Jt

s

onde T = T(O-jla t Jo-jtv Ei17 e 7Eis)'

J1--Jt
Agora vejamos como podemos mudar E; num covetor e ¢/ em um vetor.

Lembre que o dual de E; é o covetor w — g(F;, w), que pode ser escrito como
9(Ei,w) = g(Ei, Ej)o’ (w) = gio” (w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor o”.

A propriedade que o define é

g(v,w) = o’ (w).

Assim, temos

g(v, E;) = 6.
Escrevendo v = v*E},, temos que
gkwk = 5f
Sendo (¢*) a inversa de (g;;), temos portanto
v=0'E; = ¢"E;.

Assim,
E; — gijo’,
ol — ¢ E;.
Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)—tensor, o tensor métrico

g € igual a aplicagdo identidade [ : X(M) — X(M). Com efeito, escrevendo o

tensor ¢g na forma de (1, 1)—tensor

9(E;) = g/E;,

18



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

g= Q;Ez ® o’
Assim na forma de (0, 2)—tensor teremos
9= grio’ ® 0’ = gigio" © o’
e na forma de (2,0)—tensor temos que

9=9"E; ® Ey = gigV E; @ By,

assim
gégik = Gkj
99" = g%
dai
9i9ig.9" = grig™

9i8lg; = 9
g, = 0,
implicando que g§ =0sei#£je gj = 1. Logo g(FE;) = E;.

Definicao 1.1 Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita com produto

interno e L : V. — V um (1,1)—tensor, definimos a norma do tensor L por

|L| = \/tr (L* o L) = \/tr (L o L*),
onde L*:V — V € a adjunta de L.

Note que, V' tem dimensao finitan e L : V — V é auto-adjunto entao existe

uma base de autovetores tais que A\; < --- < )\, sao seus autovalores contados

com suas respectivas multiplicidades, donde |L| = /A\? + -+ + A2.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotard uma variedade Riemannnina n-dimen-
sional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das

fungoes diferenciaveis (ou de classe C*°) sobre M serd denotado por C*(M).

19



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Definicao 1.2 Definamos a derivada covariante de um (1,7)—tensor S,

como sendo o (1,7 + 1)—tensor V.S : (M) — X(M) dado por

= Vx(S(Mi,....Y)) =) _SM,... . VxYi, ... Y)).
i=1
Dizemos que um tensor S é paralelo se V.S = 0. Observe que uma métrica

Riemanniana g é um tensor paralelo, pois
para quaisquer X, Y7, Yy € X(M).

Definicao 1.3 Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f

€ o campo diferencidavel V f, definido sobre M por

9(Vf.X) = Dx [ = df(X),

para todo X € X(M).

Proposicao 1.1 Sejam f,h € C*(M), entao
(1) V(f + h) = Vf + Vh.

(2) V(fh) =hV [+ fVh.
Além disso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2 Seja f € C®(M). Dados p € M e v € T,M, seja
v i (—e,e) = M uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e 7/(0) = wv.

Entao
d

9V 1.0)) = S (F o) . (1)

Em particular, se p é um ponto de maximo ou de minimo local para f, entao

Vfp)=0.

Demonstracao: Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma

extensao local de v/, temos

o(V1,0)(p) = DxS(0) = (o)1)

=0

20



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Suponha agora que p é ponto de méaximo local para f (o outro caso é
andlogo). Entao existe U C M uma vizinhanga aberta de p tal que
f(p) > f(q) para todo ¢ € U. Sev € T,M e v : (—e,6) — U ¢é como no
enunciado da proposic¢ao, entao f o~ : (—&,e) — R tem um méximo local em

0, donde
oV 0)(p) = S (Fo)n)] =0

t=0

Como a igualdade anterior é vélida para todo v € T,M, entao V f(p) =0. O
Corolario 1.1 Se f € C*°(M) e ¢ : R — R é uma fun¢ao diferencidvel, entao
Vigo f)=d¢'(f)V/. (1.2)

Demonstracao: Se p € M, v e T,M e~ : (—,e) - M é uma curva dife-
renciavel tal que v(0) = p e 4/(0) = v, entdo segue da proposigao anterior que
o(V(6o D)) = (oo o)
= S (For0)
= (¢' 0 N)g(Vf.0)(p).

t=0

O

Definicao 1.4 Dada uma funcao diferenciavel f : M — R, dizemos que
p € M é um ponto critico de [ se Vf(p) = 0. Em particular, seque da
Proposi¢cao 1.2 que todo ponto de maximo ou de minimo local de f é um ponto

critico de f.

Corolario 1.2 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M — R

uma fungao diferencidavel. Se Vf =0 em M, entao f é constante em M.

Demonstragao: Fixe p € M eseja A = {q € M; f(q) = f(p)}. A continui-
dade de f garante que A é fechado em M. Como A # ) (pois p € M), se
mostrarmos que A é aberto em M seguira da conexidade de M que A = M,
i.e., f serd constante. Seja entao g € A e U C M uma vizinhanca coordenada
conexa de ¢. Para todo ¢’ € U, existe uma curva diferenciavel v : [0,1] — U

com ¥(0) = ¢ e y(1) = ¢'. Segue da Proposigao 1.2 que

Lo =o(v. D)) =0,

21



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

e daf a fungao t +— (f o)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f) = f(@) = (foy)(0) = (foy)() = f(d),

donde ¢’ € A. Sendo ¢’ € U arbitréario, concluimos que U C A, ou seja, A é
aberto em M. O

Proposigao 1.3 Se f € C*(M) eU C M é uma vizinhanga coordenada, com

campos coordenadas %, <o 3o, €ntao o gradiente de f € dado em U por
I
Oxt Oxk
Em particular,
V=g 2O
oxk Ozt
Demonstracao: Se Vf = ak%, entao
o (1 )l 2
- - — = _—
ot Y " Ot oz 9t )
de maneira que
w Of J J k
9 5 =9 gj1 = a’0p; = a”.

Para o que falta, temos

(klﬁ 0  .;0f 0 >
9 0d 0z59 B o
= ¢"g" g 9f 9F
" 0l Oxd

klgs. ﬁﬁ

I* 9l Qi
2 0f of
9 -

Ozt OxJ

VF* =

O

Definicao 1.5 Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia

de X € uma funcao diferencidvel div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) = tr {v — (V,X)(p)}, (1.3)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.

22



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

De maneira similar a definicao anterior, podemos definir a divergéncia de

um (1, 7)—tensor S como sendo o (0, r)—tensor
(divS)(v1,...,v,) = tr{w— (VyuS)(v1,...,v.)}

= > o((VeS)wr, v en),
i=1
onde {e;} é uma base ortonormal de 7,,M. Lembre que um referencial ortonor-
mal {Er,...,E,} em um aberto
U C M é geodésico em p € U se (Vg E;)(p) = 0 para todo 1 < i,j < n.
Para a construgao de um referencial geodésico em uma vizinhanga de p, veja

Capitulo 3 de [9].

Definicao 1.6 Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de
féa funcao Af : M — R dada por

Af = div (Vf). (1.4)

Definicao 1.7 Seja f : M — R uma funcao diferenciavel. O Hesstano de
f € o campo de operadores lineares (Hess f), : T,M — T,M, definido para
v e T,M por

(Hess ), (v) = V, V.

Segue da definicao da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao

de v a uma vizinhanca de p € M, entao

(Hess f), (X) = Vx V.

Proposicao 1.4 Se f: M — R € uma funcao diferencidavel e p € M, entdo

(Hess f), : T,M — T,M ¢é um operador linear auto-adjunto.
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Demonstracao: Se v,w € T,M e V,W denotam respectivamente extensoes

de v, w a campos definidos em uma vizinhanca de p € M, entao

g((Hess f),(v),w)(p) = g(Vv'Vf,W)(p)
= Dyg(Vf,W)(p) = g(Vf,VyIW)(p)
= (Dv(Dw)(p) — 9V, VwV + [V,W])(p)
= (Dw(Dv[))(p) + (D f)(p)
—9(V,VwV)(p) + g(V [, [V, W])(p)
= (Dw(Dv))(p) — 9(Vf,VwV)(p)
= Dwg(V[,V)(p) = 9(Vf,VwV)(p)
= 9(VwV£,V)(p)
= g((Hess f),(w), v)(p).

Proposicao 1.5 Se f: M — R é uma funcao diferencidvel, entao
Af = tr (Hess f). (1.5)

Demonstracgao: E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada
p € M. Para tanto, seja U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um
referencial ortonormal {ey,...,e,}. Entao

n

tr (Hess f), = Zg((HGSSf)p(ei%ei)(p)Zzg(veivﬁei)(p)

— A (VAP = AG).

Proposicao 1.6 Seja f: M — R uma funcgao diferencidvel.

(a) Se p € M ¢é ponto critico de f, v € T,M ec: (—e,e) - M é uma curva
diferencidvel tal que ¢(0) = p e ¢(0) = v, entao

dQ

(Hess f) (v, v) (foo)t)| . (1.6)

T ar =0
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

(b) Se v :(—e,e) = M é uma geodésica de M, entao

(Hess 1),/ (). 7/(8) = 55 (1 0 1)) (17)

Demonstragao: Fagamos a prova de (a), sendo a prova de (b) andloga. Basta

ver que

(Hess f)y(v.0) = 9(VaVF.)p)

d D¢

= Z9(VEA)|_—9(VE )W)
d dc

- Eg(Vf, %) t=0
d2

= ﬁ(foc)(t) Y

O
Agora observe que podemos definir o Hessiano como o (1,1)—tensor V(V f) =
V2f dado por V2f(X) = VxV/f, a Proposigao 1.4 sugere uma defini¢ao na
forma de um (0, 2)—tensor simétrico Hess f(X,Y) = g(VxV f,Y), tal que

g(VAf(X),Y) = g(V2f(Y), X).
Diremos que V2f > k(< k), se todos os seus autovalores forem > k(< k).

Definigao 1.8 Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curva-

tura de Riemann ¢ o (1,3)—tensor Rm : X(M)? — X(M) dado por

Rm(X,Y)Z = ViyZ-Vi,Z
= VxVyvZ —VyVxZ —VixyZ,

para todo X,Y, 7 € X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,

definido por Rm : X(M)* — C>=(M)

Rm (X,Y, Z,W) = g(Rm (X, Y)Z,W).
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Proposicao 1.7 O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propri-

edades
(1) Rm (X,Y, Z,W) = —Rm (Y, X, Z,W) = Rm (Y, X, W, Z).
(2) Rm (XY, Z, W) = Rm (Z, W, X,Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
Rm (X,Y)Z+Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VZzRm)(X,Y, W) + (VxRm)(Y, Z,W + (VyRm)(Z, X, W = 0.
Para uma prova veja Capitulo 3 de [30].

Definicao 1.9 Seja P C T,M um subespago bi-dimensional do espaco tan-
gente. A curvatura seccional de P em p é dada por

g(Rm (X, Y)Y, X)
(XPY 2 = g(X, )

sec (X,Y) =

onde X,Y € P sao dois vetores linearmente independentes de T,M. Lembre

que esta defini¢ao nao depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [9]).
Observe que, se {e1, €2} é uma base ortonormal de P, entao

sec (e1,e2) = g(Rm (eq, e2)ea, €1).

Definicao 1.10 Definimos o  tensor curvatura de Ricer
Ric : X(M)? — C>*(M) como sendo o traco do tensor curvatura de Riemann,
1.€.,

Ric (Y, Z) = tr {X — Rm (X, Y)Z},

onde X, Y € X(M).

Se {ej,...,e,} é uma base ortonormal de T,,M, entao

Ric (v, w) Zng (e5,v)w, €;) Zng (e;, w)v, €;).
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido

como o (1, 1)—tensor simétrico
n
Ric (v) = ZRm (v, e;)e;.
i=1

Se (M,g) satisfaz  Ric(v) = kv, ou equivalentemente,
Ric (v,v) = kg(v,v) onde k : M™ — R é uma fungao em M, entao (M, g)

¢ dita uma variedade de Einstein.

Definicao 1.11 A curvatura escalar de uma variedade € a funcdo

R: M — R dada por

R = trRic.
Se {e1,...,e,} ¢ uma base ortonormal de T,M, entao
R = trRic
n

= Zg(RiC (ej),€j)

— Z g(Rm (e;, ej)ej, €;)

i,j=1

= 9 Z g(Rm (e;, ej)e;, €;)

1<j

= 2 Z sec (e;, €;).

1<j

Proposicao 1.8 (Segunda Identidade de Bianchi contraida- 2 vezes)
dR = 2div Ric.

Demonstragao: Dado um referencial geodésico {F;}! ; em uma vizinhanga
de
p € M qualquer, X € X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, te-
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1.3 Campos de Killing

mos que

dR(X) = DxR

n

= Z (VXRIIl)(EZ, Ej, Ej, Ez)
ij=1
= Y (VyRm)(E;, X, E;, E;)

ij=1

— > (VeRm)(E;, X, E;, E;)

,5=1

= ZZ(VE].Rm)<E1L’X7Ej>Ei>

ij=1

= 2> (VgRm)(E), E;, E;, X)

ij=1

1,7=1

= 2 Vg g(Ric(E)),X)

=1

— 23 g((Vi,Rie)(X), Ej).

Jj=1
Usando a definicao 1.5 concluimos que

dR (X) = 2div Ric (X),

CcOmo queriamos provar. O

1.3 Campos de Killing

Lembre que um campo de vetores X é dito completo se houver um grupo a

1—parametro de difeomorfismos {¢;} gerado por X.

Definicao 1.12 Seja o um tensor e X um campo completo (esta defini¢ao

estender-se ao caso em que X nao é completo e somente define um grupo a
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1.3 Campos de Killing

1l—parametro de difeomorfismos locais), a derivada de Lie de o com respeito

a X € dada por

Lxa = 11_{% ;(@ta —a) = dt Pt

onde ©f € o difeomorfismo induzido pelo ¢;.

Proposicao 1.9 A derivada de Lie com respeito a X € X(M) satisfaz as

sequintes propriedades:

(1) Se f € C®(M), entio Lxf = Dxf.
(2) SeY € X(M), entao LxY = [X,Y].
(3) Sejam « e B tensores, entdo Lx(a® ) = (Lxa) @[ +a® (Lxf).

(4) Se a € um (0,7)—tensor, entao para quaisquer Yi,...,Y, € X(M)
(‘CXa)(Yla?K“) = DXO[<}/177}/7‘)
_ZOZ<}/17"'aY;—17[X7}/;]aY;+17"'7}/7‘)
i=1

+Za(}/17 s 7}/;—17an’ }/;—&-17 s 7}/;")
i=1
Para uma prova veja Capitulo 13 de [22].
Agora note que da proposicao acima, e do fato que Vg = 0 temos que
(Lxg)(Y,Z) = g(VyX,Z)+g(Y,VzX), (1.8)

para todo X, Y, Z € X(M). Além disso, se X = V f para alguma f € C*(M),

teremos

(Lxg)(Y,Z) = 2Hess f(Y,Z). (1.9)
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1.3 Campos de Killing

Observagao 1.1 Se ¢ : M — M ¢é um difeomorfismo , & um tensor e X €
X(M) temos

" (Lxa) = Lox(p a).

Se f: M — R, entao

SO* (gradgf) - gradgp*g(f © SO)

Se p(t) : M — M é uma familia a 1—parametro de difeomorfismos e o é um

tensor, entao

9 (glt)"0) = Lxeli)'a,

onde

o= (o)) ot

Defini¢ao 1.13 Um difeomorfismo ¢ : (M,g) — (N, h) diz-se uma isome-

X(t) = 2 (t0) " o (1)

t=to

tria, se o*h = g. Se para cada p € M existe uma vizinhan¢a U de p tal que

@, U= o(U) € uma isometria, entdo este serd uma isometria local.

Proposicao 1.10 Se ¢ : (M,g) — (N,h) € uma isometria, entdo
do(VxY) = Vaux)(de(Y)), para todo X, Y € X(M).

Para uma prova veja Capitulo 3 de [28].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos pos-

teriormente.

Lema 1.2 Seja ¢ : (M,g) — (N, h) isometria. Entdo
(1) do(Rmy (X,Y)Z) = Ry (de(X), de(Y))(de(Z)).
(2) ¢*(Rx) = Rat, isto €, Rx o = R

(3) ¢*(Ricy) = Ricy,
onde Rmy e Rmy sao os tensores curvatura de Riemann de M e N respecti-

vamente, Ricy e Ricy seus tensores Ricci e Ry e Ry suas curvaturas escalar.
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

Demonstragao: Para (1), note que dados X,Y, Z € X(M) quaisquer
dp(Rmy (X,Y)Z) = do(VxVyZ —VyVxZ —VixyZ)

= dgo(VXVyZ) — ng(VYVXZ) — dg@(V[)gy]Z)

da proposigao anterior e usando o fato que [dp(X), dp(Y)] = de([X,Y]), ob-

temos

do(Rm (X,Y)Z) = Vipx)Vaey)do(Z) — Vapy) Viex)de(Z)
—V(ap(x),dp(v)) A (Z)
= Rmy (dp(X),dp(Y))de(Z).

Para (2), veja que dados {ey, e2} base ortonormal de P C T,M, entao

sec (dp(er),dp(ez)) = gn(Rmy (dp(er), dp(es))dp(es), dp(er))
= gn(dp(Rmy (€1, e9)ez), dp(er))

= gu(Rmy (e1,e2)eq,€1).

Assim Ry o ¢ = Ry, Um raciocinio andlogo leva a (3). O

Definigao 1.14 Dizemos que um campo X de vetores diferencidvel sobre (M, g)
¢ de Killing se Lxg = 0. Se X € um campo de Killing completo, entao o
grupo a 1—parametro de difeomorfismos p; que sao gerados por X € um grupo

a 1—pardametro de isometrias de (M, g).

Proposicao 1.11 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X €

X(M) é um campo de Killing, entao X € completo.

Para uma prova veja Capitulo 9 de [28].

1.4 Definicoes e féormulas em solitons de Ricci

Definicao 1.15 Seja M uma variedade Riemanniana, um soliton de Ricci
(M,g,X,\) é uma métrica Riemanniana junto com wum campo vetorial

X € X(M) e uma constante A € R | tal que,

1
Ric + §£Xg = \g. (1.10)
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

Este ¢ chamado de expansivo se A < 0, estavel quando A = 0 e contradtil se
A > 0. Quando X = Vf, onde f € C®°(M), pela igualdade (1.9) podemos

reescrever a equagdo (1.10)
Ric + Hess f = Ag, (1.11)

e este é chamado soliton de Ricci gradiente, ou simplesmente soliton

gradiente.

Observagao 1.2 Note que tomando o traco em (1.11) obtemos pela Pro-
posicao 1.5
R+ Af = An. (1.12)

O estudo dos solitons de Ricci estd contido na teoria dos Fluxos de Ricci, teoria
esta utilizada por Grigori Perelman para demonstrar a conjectura de Poincaré,
neste trabalho nao trataremos diretamente de sua conexao com a teoria dos

Fluxos de Ricci. Esta conexao fica evidenciada pelo

Teorema 1.1 Se (M, go, fo, _TA) ¢ um soliton gradiente com grad, fo com-
pleto, entao existe uma solug¢ao g(t) do fluxo de Ricci, isto é,

9 _ omicg(r).
com g(0) = go, difeomorfismos ¢(t) com ¢(0) = Idy;, fungoes f(t) com f(0) =
fo, definido para todo t, tal que T(t) = Mt + 1 > 0, sastifazendo:

(1) ¢(t) : M — M € uma familia a 1 parametro de difeomorfismos gerados por

X(t) = %gradgofo, isto €,

% ()(z) = %@radgofo)w(t)(a:));
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

(4)
Ric(g(t)) + V9OV £(t) + TA@M —o,

onde grad, f(t), € o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Demonstragao: Defina 7(t) = At + 1. Ja que o campo grad, fo ¢ completo,
existe uma familia a 1—parametro de difeomorfismos ¢(t) : M — M ge-

rados pelo campo %gradgofo definido para todo 7(t) > 0. Entao defina
f(t) = fooo(t) e g(t) =7(t)p(t)*go. Assim

aga—(tt) e T(?o)g (to) + T<t0)a(¢<ati*go> —

Usando a observacao 1.1, temos que

I(o(t)"g )
(i)™ %2 L e = T L)1), g emigoPt0) 90
Egradg(to)f(to)g(t0)7
ja que
det)| 1 _
v W T(to)gradgofo = ¢(t).(grady ) f(to))-
Consequentemente
9g(t) _ A
o %g(f) + Larad, 109 (t)-

Agora usando a observacao 1.1, teremos

“2Ric(g(t) = ¢

~~

t)"(—2Ric(g0))

- Cb(t)*()\g() + 'Cgradgofog())
A
= mg(t) + Lorad, , 109(t),
isto ¢,
A
' 9(t)x79(t) _
Ric(g(t)) + VIOVIf(t) + 2T(t)g(t) 0
Portanto
dg(t A
O(t ) = %g(t) + ‘Cgradg(t)f(t)g(t)

—  —92Ric(g(t)).
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

O teorema acima, diz que dado um soliton gradiente com V f completo,
existe uma solucao do Fluxo de Ricci que € igual ao soliton gradiente em algum
instante e mais ainda, a solucao é ainda um soliton gradiente para todo ¢ do

intervalo de definicao da solucao.

Agora exibiremos alguns exemplos classicos de solitons gradiente.

1. Solitons de Einstein. Se M é uma variedade de Einstein com constante
de Einstein A, tomando f : M — R constante temos que Hess f = 0,
assim

Ric + Hess f = Ag.

Portanto, (M, g, Vf, A) é um soliton gradientes.

2. Soliton Gaussiano. Seja (R" g,V f,\) onde f : R" — R é dado por
f= %M?, A € R e g é a métrica canonica do R™. Assim o tensor
curvatura Rm =0 = Ric(g) = 0. Além disso seja {E;}; base canonica
do ]Rn, isto é, g(EZ, EJ> = 5ij (S VEZEJ = 0, entao

o0 f

Hess f(E;, Ej) = E;(E;(f)) — 9(V [, VE,E;) = Or.0x:

Logo, Hess f(E;, Ej) = 0 se i # j e Hess f(E;, E;) = A, dai
RiCij + Hess fij = )\gz]

Portanto, (R", g, Vf, A) é um soliton gradiente chamado soliton Gaussi-
ano.
3. Soliton de Hamilton. Seja (R?, gs) uma superficie Riemanniana, com

9

gz = 1+ 22+ 92’

onde g é a métrica canonica do R2. Afirmamos que

g
gZ<t) = €4t+l‘2 +y2
é uma solucao de
t
8%_(t) = —2Ric(g(t)).
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

Para ver isto lembre que, se (M? h) é uma superficie Riemanniana e

g = uh, onde u: M — R, entao
Rg = U_I(Rh - Ah In U)

(para uma prova deste fato veja Capitulo 2 de [16] ), e Ric;; = %gij
quando n = 2, assim ¢(t) = u(t)h é uma solugao da equagao do fluxo de
Ricci se, e somente se,

ou
E = Ahlnu— Rh.

Verifiquemos a condicao suficiente,

dg(t)  Ou(t)h
T (ApInu(t) — Ry)h,

assim

893_@ = —Rygyu(t)h = —Ryg(t) = —2Ric(g(t)).

Entao, como g¢x(t) = u(t)g onde
u(t) = (" +2° +y°)7,

basta mostrar que

0
3_2; =Ajlnu - R, = A, logu.
Para isto, veja que
t
du(t) _ _4€4t(€4t 2?4y
ot
e
dlnu(t) —2x
or  (ef + a2 +12)
Assim

?Inu(t) —2(e 4 2? +y?) 4 4a?
ox2 (et + 22 + y?)?

analogamente obtemos

Plnu(t) —2(e* + 2% + y?) + 4y

8y2 - (e4t 24 y2)2

)

Logo
—4ett ~ Ou(t)

A,Inu = =
T e 2 e T o
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

Assim,
1 0g(t) 1 —4
R' g _—— = ——
ic(gz) 2 Ot =0  2(e"+ a2+ y2)2g
2

- (1+x2+y2)29'

Seja Y € X(R?) definido por Y = —Q(IIJ% + ya%). Mostremos que

—4
Lygs, = (

T+ a2 +2)27

Com efeito, como gs = ug onde u = (1 + 2% + y*)~!, entao

Lygs = Ly(ug) = (Lyu)g +ulyg.

Sendo
ou ou
Lyu=Dyu= 2028 947
YU YU $5$ y@y’
onde
ou  d(uold™")
or Ox
e Id~! é identidade do R?( analogamente para g—;‘), entao
—2x —2y
Dyu = —2p— 0 9y Y
e (e e (L

422 + 49
(1+224y%)%

Em coordenadas locais {z'}?_,, observe que
assim

Lyg = Ey(gijdxi ® da?)
= Lygijda' @ de’ + gij(Lyda") @ da’ + gijda’ @ (Lyda’)
= Dygijde' @ dr’ + g;dY"' @ da’ + g;jda’ @ dY?
) ) AN .
— .. — o ? J
= (Dvgij + 9 op T Ik Jdx' & da’ .
Dai

g 0 oYk oYk
(Lyg) <%, %)— Dy gi; + ki g7 + Gik 507
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1.4 Definicoes e formulas em solitons de Ricci

tomando {32 }?_, como a base canonica do R?, entao
a 0
£ <—,, —> -
(£v9) Oxt’ Ox7
e .
o 0 oy"
., T~ - |— 2 T .
(£vg) <8x“ 8xl> o'
Como
.0 0 0
y=viL = 9@Z 442
ox’ (:B@x +y8y)’
entao
a 0
(2 )=
(£v9) oxt’ 0x'
Donde
Lyg = —4g,
e portanto
422 + 492 —4
r _
v (1—1—3:2—|—y2)2g+ 1+x2+y2g
—4
- 2 229
(1+ 22+ y?)
Logo

) 1
Ric(gs) + §£Y92 =0,

isto é, (R?, gx,0) é um soliton de Ricci estavel. Note ainda que Y = V f,
onde f : R? — R ¢é dada por f(z,y) = —In(1 + 2? + 3?). Com efeito,

basta notar que

) 9(Vf 5)
92(Vf o) = —525
ox 14+a22+y
af
— oz
1+ 2?2 + 92
= 2z,

analogamente para gs(V f, a%>' Assim na métrica gsx

Portanto (R?, gs;, V f,0) é um soliton gradiente estavel.
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1.5 Fémula de Bochner generalizada

1.5 Foémula de Bochner generalizada

Agora estabeleceremos uma férmula geral que conduz as férmulas de Bochner

para campos de Killing e campos gradiente.

Lema 1.3 Sejam M wma variedade Riemanniana ¢ X € X(M) qualquer,

entao
div (Lxg)(X) = %A|X|Q — |[VX|? + Ric (X, X) + Dxdiv X. (1.13)
Quando X =V f € um campo gradiente e Z € X(M), entao
(div £x¢)(Z) = 2Ric (Z, X) + 2D ydiv X (1.14)
ou na notagao de (1,1)—tensor
div (VVf) = Ric(Vf) + VAF. (1.15)

Demonstracao: Dado um referencial geodésico {E;}! , em wvizinhanca de

p € M qualquer e X € X(M), temos que

n

(divLxg)(X) = Y (VeLlxg)(E,X)

i=1

= Zin(ﬁXg(EivX)) - ZEXg(inEi’X)

=1 =1

— Z Lxg(E;, Vg, X)
i—1
i—1

> 9(VeX, Ve X) =Y g(E;, Vv, xX)

=1 =1
= Y Vu(9(Ve X, X))+ Vil(g(Ei, VxX))
i-1 im1

- Zg(inX7 VEZX) - Zg(EhvaiXX)'

i=1 i=1

Agora note que, sendo V%]XP = o’ E; temos
, 1
o = g(VSIXP.E)
1
= Dy, (51XP)
= g(ijX,X).
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1.5 Fémula de Bochner generalizada

Assim

oo w—
VoI :;g(ijX,X)Ej
donde
1o , 1o
A§!X\ = le(V(§!X! )

- 1

=1

Além disso,

1 n
VeVoIXE = Ve(d_ (Ve X X)E)

J=1

= Y 9(Ve, X, X)VE5E;j+ Y Vi (9(Ve X, X))E;

j=1 j=1

= ) Vi (9(VeX X))E;.
j=1
Dat,
1o -
AZIX]P = ;Vmg(v&x,xn-

Agora lembre que VX = " VX = |[VX|*? = 3" 9(VEX,VEX).
Entao

(@ Lxg)(X) = AZIXP+Y Vi lg(Fi VxX)

—[VX] = g(Ei, Vo x X)

i=1

1 n
= ASIXP = VX + ) g(ViE;, VxX)

i=1

+ Z 9(Ei, Vg VxX) — Z 9(Ei, Vv, xX)
i=1 i=1

1 n
_ A§|X]2 — [VX|? 4+ g(E;, Vi, xX).

=1
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1.5 Fémula de Bochner generalizada

Note ainda que,

Ric (X, X) = i g(Rm (E;, X)X, E;)

i=1

= ) g(VixX — Vi X E),
=1
assim
1
(divLxg)(X) = A§|X|2 — |[VX? + Ric(X, X)

i=1

Usando que X = ©'E; = VxE; =2V E; =0, calculemos Dxdiv X

i=1

= > 9(VxVpX E)+ > g(VeX,VxE)

=1 i=1

- Zg(vg(,ElXa Ez) + ZQ<VVXEiX7 EI)
=1 =1

i=1

i=1

Logo,
1
(divLxg)(X) = §A]X|2 — |[VX|? + Ric (X, X) 4+ Dxdiv X.
Quando X =V f, entdo para todo Z,Y € X(M)

g(VzX,Y)=Hess f(Z,Y) =Hess f(Y, Z) = g(Z,Vy X),
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1.5 Fémula de Bochner generalizada

assim

(divLxg)(Z) = Z Vi, (9(VeX, Z) + g(Ei, V2X))

- Zg(inXv VEZZ> - Zg<Ei7 VVEiZX)
i=1

i=1

= Z Vi (9(V2X, Ei) + g(E;, V2 X))
=1
= 9V, zX.E) = > g(E;, Vv, zX)
=1 =1

= 2 ZQ(V&VZX, E;)+2 Zg(inEi; VzX)

i=1 i=1

-2 Z g(vVEizXa EZ)

i=1

= > 29(VE, X, E)
=1
= 2Ric(Z,X)+29(Vyp X, E).

Logo,
(divLxg)(Z) = 2Ric(Z,X) + 2Dydiv X.
Como %Lxg = VV/, entao na forma de (1,1)—tensor teremos
divVVf = Ric(Vf)+ VAS.

Observagao 1.3 Dado um referencial geodésico { E;}_, numa vizinhan¢a de
p € M qualquer, temos que:
trlxg =Y Lxg(E,E)=2Y ¢(VgX, E)=2divX. (1.16)
i=1 i=1
Corolario 1.3 Se X € X(M) é um campo de Killing sobre uma variedade

Riemanniana, entao
1
AE]XF = |VX]* - Ric (X, X). (1.17)

Demonstragao: Como X € X(M) é um campo de Killing, entao Lxg = 0
e da igualdade (1.16) temos que divX = 0, além disso da igualdade (4.2)

obtemos
1
5A]XP = |[VX|? — Ric (X, X).
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1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Corolario 1.4 Se X =V f com f € C>®(M), entao
1
A§|X\2 = |VX|? + Dxdiv X + Ric (X, X). (1.18)

Demonstracao: Basta fazer Z = X em (1.14) e igualar a (4.2), para obter-

mos

1
§A\X]2 = 2Ric(X, X) + 2Dxdiv X
+|VX|* - Ric (X, X) — Dxdiv X
= |VX|*+ Dxdiv X + Ric (X, X).

As igualdades (1.17) e (1.18), constituem as férmulas de Bochner mencio-

nadas anteriormente.

1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Inicialmente, para cada p € M defina

7, = sup{Ric,(v,v) : y € B(p,1), |lv]| =1}

H, = max{0,7,}.

Nessas condigoes, nos trabalhos de Hamilton [19] e Perelman [29] foi utilizado

o seguinte lema.

Lema 1.4 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa, seja p,q €
M tal que d(p,q) > 1 e seja v uma geodésica minimizante ligando p a q

parametrizada pelo comprimento de arco, entao
d(p,q) ) )
/ Ric(vy (s),v (s))dM < 2(n — 1) + H, + H,.
0

Demonstracao: De fato, pela féormula da segunda variagao, para qualquer

funcao diferencidvel por partes ¢ com p(0) = ¢(d(p,q)) = 0,

d(p,q)
0 < / {(n = 1)(& () — GX(s)Rie( (s).7 (5))}ds. (1.19)
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1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Seja  tal que
S, 0<s<1
o(s) = 1, 1 <s<d(p,q) —1
d(p.q) — s, d(p,q) —1 < d(s.q)

Entdo, sendo p(s) = 1e ¢ (s) = 0 para 1 < s < d(p, q) — 1, assim a equacio
(1.19) implica

d(p.q)
< [to-neemas [ -2

p,a)—1

- / {*()Ric(+ (). (5))}ds — / PR ()7 (5))}ds

(p,a)—1

- / " Ricy ().7 () }ds.

Adicionando fod(p ) (7'(5),7 (s))ds em ambos os lados da equacao temos

d(p,q) 1 d(p,q)
/0 Ric(+ (s).7 (5))ds < / {(n— 1)(& (5)?}ds + / {(n— 1)(¢ ()} ds

(pya)—1

v (et (9761
T R G RO T (e
d(p.a)—1

Agora, levando em conta que | (s)] = 1 para 0 < s < 1 ed(p,q) < s <7

temos

d(p,a)
/ {(n —1)( )) }ds—i—/d {(n—=1)(¢ ( )) Jds=2n—-1). (1.21)

(pya)—1

Além disso, 0 < ¢ < 1 e Ric(y'(s),7'(s)) < H, para 0 < s < 1, portanto

/{“‘ s))Ric(v'(s),7 (s))}ds < Hy. (1.22)
Analogamente, sendo Ric(v' (s),v (s)) < H, para d(p,q) — 1 < s < r, temos

d(pq)

L<H“hw%W%W@ﬁbm%§m. (1.23)

Portanto, combinando as equagoes (1.20), (1.21), (1.22) e (1.23) concluimos a

prova do lema. 0
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Capitulo 2

Solitons de Ricci

Neste capitulo iremos apresentar alguns resultados obtidos em [1] pelo au-
tor em parceria com Barros e Aquino para solitons de Ricci. Em particular,
vamos provar que o potencial de Perelman ¢ igual ao potencial de Hodge-de
Rham. Além disso, vamos encontrar uma férmula integral para solitons de

Ricci compacto, e por fim, iremos caracterizar os solitons de Ricci conforme.

2.1 Definicao e equacoes de estrutura

Os solitons de Ricci desepenham um papel importante no estudo do fluxo
de Ricci. Eles apareceram primeiramente nos trabalhos de Hamilton sobre
fluxo de Ricci e representam solugoes auto-similares do fluxo de Ricci. Mais
precisamente, representam os pontos estacionarios do fluxo e mudam apenas

por homotetia e scaling da métrica.

Definicao 2.1 Um soliton de Ricci é uma variedade Riemanniana (M™,g) e

um campo de vetores X que satisfaz
1
Ric + §£Xg = \g, (2.1)

para algum A € R. Onde Lxg representa a derivada de Lie da métrica g com

respeito a X.

Se X é o gradiente de uma funcao f em M", entao a variedade serd chamada

soliton de Ricci gradiente. E neste caso a equacao fundamental pode ser escrita
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

COo1mo

Ric+ V2f = \g, (2.2)
onde V2 f representa o hessiano de f.

Como comentado anteriormente nas preliminares, o soliton de Ricci (M "g, X )
sera chamado expansivo, estavel ou contratil se A < 0, A = 0 ou A > 0, res-

pectivamente.

Definicao 2.2 Dizemos que um soliton de Ricci (M", g, Vf) ¢ trivial se o
potencial f for constante. Caso contrdario, dizemos que o soliton de Ricci €

nao-trivial.

Para um soliton de Ricci gradiente Hamilton provou em [19] o seguinte

resultado.

Proposicao 2.1 (Hamilton [19]) Seja (M”, g, Vf) um soliton de Ricci gra-

diente. Entao as sequintes equagoes ocorrem:
1. R+ Af=nA\
2. VR = 2Ric(Vf).

3. R+ |Vf|? = 2\f = C, onde C é uma constante.

Em particular, para qualquer vector Z € X(M™), temos pela equagao (3) que
Z(R)+2(VsVf,Vf)=2\Z(f). (2.3)

Tais equacoes sao conhecidas como equacoes de Hamilton, e serao utilizadas
no decorrer do capitulo sem maiores detalhes. Para vermos uma prova, basta

considerarmos A constante na Proposi¢ao 3.1 do préximo capitulo.

2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci

solitons

Em [29], Perelman provou que um soliton de Ricci compacto é sempre gra-

diente. Mais precisamente, provou que existe uma funcao diferenciavel f :

45



2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

M"™ — R tal que o campo que define o soliton pode ser dado pelo gradiente
de f. Esta funcao é conhecida com potencial de Perelman. Por completude

iremos apresentar a prova do Perelman.

Teorema 2.1 (Perelman [29]) Todo soliton de Ricci contrdtil compacto é

gradiente.

Demonstracao: Podemos considerar a equacao do soliton da seguinte forma
Rij + Viwj + iji = )\gij, (24)

onde w é a 1-foma associada ao campo X, isto é, w(.) = (., X) = X”.

Facamos um calculo independente para uma funcao f : M"™ — R genérica,

P"V2(Ry + V5f = Agiyle T} = ¢F{2ViRy; + 2V, Y,V e
+9"{2(Rij + V3 f — Agij)}Vile™ )
= {2¢""ViRij + 29"V, V.V, fle™ !
—{29"" RV (f) + 29"V, fV k()
—20g7* gi; Vi fye .

Usando a identidade de Ricci, obtemos
G"VR2(RVEf = Agi)e !} = {ViR+ 29"V, ViV, f + 2R, V* fYe™!
—{2Ra V" [+ 20"V VLS = 20Vif}e
= VAR+2Af — V2 +2\f e/
Podemos considerar a existéncia de uma funcao f: M™ — R tal que

R+2Af — |[Vf* +2\f =C,

onde C' é uma constante. Tal existéncia é garantida pela minimizacao do
funcional de Perelman W definida em [29], juntamente com uma estimativa

de Sobolev, para maiores detalhes veja [17].

Portanto, podemos garantir que

diV{(Rjj + sz — )\g)e*f} = 0.
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Dessa forma, se considerarmos a 1 forma

T = (Vif —wi)g™(Rij + Vi, f — Agij)e 7,

J

temos

divT = (V,\Vif — vlwk>gkjgli(Rij + V?jf - Agij>€_f
~f
L. e
= (2V\Vif — Viwr — View)) g™ g" (Rij + V5, f — Agij) =5

usando a equagao (2.4), obtemos

. -f
leT = (2V5ka + 2le — 2)\glk)gk]g”(Rij + V?]f — )\gz])%
|Ri]’ + leJf - )\gij]2e_f.
Portanto, 0 < |Ric + V2f — A\g|?e/ = divT. Para alguma 1-forma 7. Inte-
grando |Ric + V2f — \g|?e~/, obtemos que

Ric+ V2f = \g.

Logo (M, g,V f,\) é um soliton gradiente com potencial f. O

Observe que no enunciado do Teorema 2.1 colocamos a hipétese contrdtil,
necessaria durante a prova devido aos argumentos utilizados na estimativa de
Sobolev. Porém, esta hipétese poderd ser removida em virtude do seguinte

resultado.

Proposigao 2.2 (Hamilton [19]) Todo soliton de Ricci compacto expansivo

ou estavel é Einstein.

Em [17] foi proposto o seguinte problema.

Problema 2.1 F possivel provar o Teorema 2.1 mostrando diretamente que

a forma w € exata?

Para solucionarmos esse problema, utilizamos em [1] o Teorema de decom-

posicao de Hodge-de Rham e provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Seja (M”, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entao o poten-

cial de Perelman € igual ao potencial de Hodge-de Rham, a menos de constante.
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Demonstracao: De fato, seja X um campo de vetores em uma variedade
compacta M™, o Teorema de decomposi¢ao de Hodge-de Rham, veja [35],
mostra que é possivel decompor o campo X como a soma de um campo Y de

divergente nulo e o gradiente de uma fungao h, ou seja
X =Y +Vh,

onde divY = 0 e h é uma funcao conhecida como potencial de Hodge-de Rham.

Para tanto, basta considerarmos a 1-forma X°. Aplicando o Teorema de

Hodge-de Rham, podemos decompor X° da seguinte forma
X’ =da+ 66+, (2.5)

onde v é uma 1-forma harmonica e a decomposi¢ao é tnica. Agora, conside-
remos Y = (63 + 7)* e (da)? = Vh para obtermos a afirmagao inicial.
Sendo (M "g, X ) um soliton de Ricci compacto, entao o traco da equagao

fundamental (2.1) implica

R+ divX = \n.

Mas, pela decomposigao descrita acima, na equagao (2.5), temos que divX =

Ah, assim, obtemos

R = An — Ah. (2.6)

Por outro lado, usando o Teorema 2.1 e considerando o trago da equacao

fundamental (2.1), temos
R=XMn—Af, (2.7)
onde f é o potencial de Perelman.

Portanto, comparando as duas tltimas equagoes, obtemos A(f — h) = 0.
Aplicando o Teorema de de Hopf, concluimos que f = h + ¢, onde ¢ é uma
constante, o que finaliza a prova do teorema. O

Com a decomposicao de Hodge-de Rham e o teorema anterior obtemos o

seguinte corolario.
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Corolario 2.1 Seja (M”, g, X) soliton de Ricci compacto. Se

/ (X, Vh) <0,
M
onde h € o potencial Hodge-de Rham, entao o soliton é trivial.

Demonstracgao: Para provarmos o corolario basta lembramos que a decom-

posi¢ao de Hodge-de Rham é ortogonal em Lo(M™). Assim, temos que

/(X,Vh)dM:/ |Vh|2dM:/ |V f|?dM.
M M M

Portanto, se fM<X, Vh)ydM < 0, vamos obter que f é constante, e portanto o
soliton é trivial. 0

Uma observagao importante, ¢ que no caso nao-compacto, existem solitons
de Ricci nao-gradiente, veja Baird e Danielo [2] e Lott [24]. Além disso, solitons
contrateis nao-compactos sao gradientes, veja Naber [25]. Existem exemplos
de solitons de Ricci compacto nao-triviais, veja uma recente publicacao de Cao

[11] e algumas de suas referéncias.

Agora, vamos provar uma férmula integral para soliton de Ricci compacto.
Usando a simetria do Hessiano, podemos escrever a equagao (2.3) da seguinte
forma

(VR,Z) +2(Vy;Vf, Z) =2\NVf, 2). (2.8)
Mas, a equagao (2.2) implica Ric(V f,Z) +V*(Vf,Z) = XV [, Z) para qual-
quer vetor Z € X(M"™). Entao, usando a equagao (2.8) obtemos

Rie(V f,2) = %(m, 7). (2.9)
Em particular
Ric(Vf,Vf) = 3 (VR V) (2.10)
(§]
Ric(Vf,VR) = %|VR|2. (2.11)

Agora, usando a formula de Bochner temos
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

SAIVIP = Rie(VE V) + V217 +(Vf,VAf)
_ %w £,VR) +|V2f|> = (V},VR)

= VP - (VI VR)

Usando a equagao (3) da Proposicao 2.1 obtemos A|V f|*> = 2AAf — AR. Em

particular concluimos que
AR =2\Af + (Vf,VR) — 2|V*f|%. (2.12)

Portanto, vamos obter uma férmula alternativa para o laplaciano da cur-

vatura escalar apresentada em [17]

Lema 2.1 Seja (M”, g, Vf) um soliton de Ricci gradiente. Entdo

Af

p
AR+ 2|V — =Zg* = (Vf,VR) + ~RA/.

Demonstragao:De fato, usando a equagao (2.12) temos

AR = 2)\Af —2|V*f]2+ (VR, V)

= 2)Af -2V — %gﬁ — 2% +(VR, V)

A A
= 2Af()\—7f) —2|V3f — fg|2+<VR,Vf)

n

— %RAf —2|V2f — %g\z +(VR,Vf),

o que conclui a prova do Lema. O]

Usando uma férmula similar e o Principio do Maximo, foi mostrado em [17]
que um soliton de Ricci contratil compacto nao-trivial tem curvatura escalar

estritamente positiva.

Como consequéncia do Lema 2.1 temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 Seja (M”, qg, X) um soliton de Ricci compacto. Entao

A n—
[ = S gpan - 22
M n

2n

/M (Af)2dM.
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2.2 Decomposicao de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Demonstracao: Para obtermos o Teorema 2.3 basta integrarmos a equacao

obtida no Lema 3.2. De fato, integrando obtemos que
2 Af 2 2
2 |\Vof — —=g|?dM = (Vf,VRYdM + — RAfdM
M n M nJm
2
_ / (/. VR)AM — —/ (Vf. VRYIM
M g

n—2
- 2 /M<Vf,VR>dM

n—2
= /M<Vf,VAf>dM

- (=2 [ @y

2n

onde na pentltima igualdade usamos a identidade (1) da Proposigao 2.1, o que

finaliza a prova do teorema.

Como uma consequéncia deste teorema temos o seguinte corolario.

Corolario 2.2 Para um soliton de Ricci compacto (M", g, X) temos

A(n+2)/M\Vh]2:/M(Ah)2+/MR\VMQ.

Demonstracao:De fato, relembre da férmula do lema 2.1
2
AR+ 2|®,> = (VR,Vh) + ERAh,

onde &, = V?h — % g. Integrando esta identidade e utilizando o Teorema da

divergéncia, obtemos

2/ |<I>h|2dM:/ (Ah)QdMJrz/ hARAM. (2.13)
M M nJm

Agora vamos substituir AR = 2AAh — A|Vh|? na equagao (2.13) para con-

cluirmos
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2.3 Soliton de Ricci conforme

2
2/ |y 2dM = /(Ah)szJr—/ h(2A\AR — A|Vh[?)dM
M M nJm

= / (AR + 2 / hAhdM
M M

n

2
——/ |Vh|> AhdM
nJm

- / (AR + 2 / hAhdM
M M

n
—%/ VAP (A — R)dM
nJm
2 4\ 2
— (AR)?dM — (2X+ =) [ |Vh[*dM
M n-Jm

2
+—/ R[Vh|2dM.
nJm

Agora vamos usar o Teorema 2.3 para obter
An + 2)/ |Vh[2dM = / (AR)*dM +/ R|Vh|*dM,
M M M

o que finaliza a prova do corolario. O

Corolario 2.3 Seja (M2,g,X) um soliton de Ricci compacto. Entao ou so-

liton € trivial ou M? é conformemente equivalente a uma esfera S?.

Demonstracao: Sendo n = 2 podemos usar o Teorema 2.3 para concluir
que [, |V*f— %gPdM = 0. Se f for constante, entao o soliton é trivial. Caso
contrario, V2 f = % g. Assim, podemos usar um teorema de Ishihara e Tashiro
[20] para concluir que M? é conformemente equivalente a S*. Uma observagao
importante é que um soliton de Ricci compacto contratil de dimensao dois é

isométrico a um esfera, veja [14].

2.3 Soliton de Ricci conforme

Primeiramente, vamos relembrar que um campo de vetores é chamado con-

forme se exite uma funcao diferenciavel p : M™ — R tal que Lxg = 2pg. Nesse
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2.3 Soliton de Ricci conforme

sentido, vamos dizer que um soliton de Ricci é conforme se o campo X associ-
ado for um campo conforme. Além disso, relembre que um soliton gaussiano,
dado pelo espago Euclidiano R" com métrica padrao || .|| e fun¢ao potencial
f(z) = 3||z|[?, é conforme, veja [31].

Por outro lado, Tashiro [33] mostrou em seu Teorema 2 que uma variedade
Riemanniana (M™, g) é isométrica ao espago Euclidiano R”" se existe um fungao
diferencidvel nao-trivial f : M™ — R satisfazendo V?f = vg para alguma

constante v. Aplicando este resultado, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 2.4 Para um soliton de Ricci conforme (M”,g, X) comn > 3, as

sequintes sentencas ocorrem.

1. Se M™ € compacta, entao X € um campo de Killing. E portanto € trivial.

2. Se M™ um soliton gradiente nao-compacto, entao o soliton € Gaussiano

ou X € um campo de Killing.

Demonstragao: Sendo X um campo conforme, temos Lxg = 2pg. Pela

equagao fundamental (2.1), obtemos

Ric = (A — p)g. (2.14)

Portanto M™ é uma variedade de Einstein. Sendo n > 3 e A constante, temos

que p é constante.

Agora, suponha que M™ é compacta e p # 0. Sendo divX = np, temos

pela férmula de Stokes que
0= / divXdM = npvol(M),
M

que mostra que p = 0. Entao, temos Lxg = 0, o que prova o primeiro item.

Por outro lado, se X = Vf, entao Ly;g = 2V2f, assim
V2 f = py,

com p constante. Se p # 0 podemos usar o teorema de Tashiro [T, Teorema 2]

para concluir que M™ é isométrico ao espaco Euclidiano R™, implicando que o
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2.3 Soliton de Ricci conforme

soliton é Gaussiano. Caso contrario, p = 0, assim X é um campo de Killing,

o que finaliza a prova do teorema. 0]

Agora, dado um soliton de Ricci conforme, apresentaremos uma estimativa
para o primeiro autovalor do Laplaciano. Mais precisamente, temos o seguinte

teorema.

Teorema 2.5 Dado (M”, g, X) um soliton de Ricci conforme. Se n > 3,
entao o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz Ay > -5 \. Além disso, a

igualdade ocorre, se e somente se, M™ € isométrica a esfera S™(r).

Demonstracao: Sendo M"™ compacta temos pelo Teorema 2.4 que X é
um campo de Killing. Entao Ric = A\g, podemos usar um resultado classico
de Lichnerowicz [23] que diz que se a curvatura de Ricci é maior ou igual a
k, entao o primeiro autovalor do Laplaciano \; satisfaz A\; > %n Entao

concluimos que

A

n—1

n.

A >

Além disso, aplicando o teorema de Obata [27] a igualdade ocorre, se, e so-
mente se, M" é isométrica a esfera S"(r), o que finaliza a prova do teorema.

g
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Capitulo 3

Quase solitons de Ricci

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em dois
artigos devido ao autor em parceria com Barros, tais resultados permitira

entender a geometria dos quase solitons de Ricci, veja [3] e [6].

Primeiramente, vamos mostrar alguns exemplos de quase solitons de Ricci,
além disso, vamos provar algumas equagcoes de estrutura para este tipo de va-
riedades. Como consequéncia dessas equagoes, vamos obter formulas integrais
para o caso compacto e assim vamos caracterizar os quase solitons de Ricci
compactos, para isto indicamos como leitura complementar [3]. Na sequéncia,
iremos provar uma equacao para o laplaciano da curvatura de Ricci e como
consequéncia desta, vamos obter uma equacao para o laplaciano da curvatura
escalar. Logo apos iremos apresentar uma caracterizacao para quase soliton de
Ricci nao necessariamente compacto. Para finalizar, iremos calcular o grupo
fundamental de um quase soliton de Ricci, para essa parte final indicamos

como leitura [6].

3.1 Definicao de quase soliton de Ricci

O estudo de quase soliton de Ricci foi introduzido num recente artigo devido a
Pigola et al. [32], onde essencialmente eles modificaram a defini¢ao de soliton
de Ricci adicionando a condi¢ao do parametro A ser uma funcao diferenciavel,
mais precisamente, dizemos que a variedade Riemanniana (M™, g) é um quase

soliton de Ricci se existe a campo X e uma funcao soliton A : M" — R
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3.1 Definicao de quase soliton de Ricci

satisfazendo

1
Ric + §£Xg = \g, (3.1)

onde Ric e L representam, respectivamente, tensor de Ricci e derivada de Lie.
Vamos nos referir a esta equacao como equacgao fundamental. Na equacao
fundamental consideramos um campo X nao necessariamente gradiente, dife-
rentemente do caso considerado por Pigola et al. [32], onde definem o quase
soliton de Ricci apenas para campos gradientes. Um quase soliton de Ricci
sera chamado de expansivo, estavel ou contratil, respectivamente, se A < 0,
A =0o0uA\ > 0. Caso contrario, o quase soliton de Ricci sera chamado de
indefinido. Além disso, quando o campo que define o quase soliton de Ricci
for o gradiente de uma funcao diferenciavel f : M"™ — R, a variedade sera
chamanda quase soliton de Ricci gradiente, neste caso a equacao fundamental

é escrita da seguinte forma:
Ric+ V2 f = \g, (3.2)

onde V2f ¢é o Hessiano da funcao f. Neste caso, f é dita funcao potencial.

Algumas vezes, é mais conveniente escrevermos a equacao fundamental

para um quase soliton de Ricci gradiente da seguinte forma

Definicao 3.1 Se o campo X € trivial ou a funcdo potencial f € constante, o

quase soliton de Ricci é chamado trivial.

Quando n > 2 e X é um campo de Killing o quase soliton de Ricci sera

simplesmente uma variedade de Einstein com A constante.

Considerando que A é nao necessariamente constante, obteremos uma certa
modificao em relagao a teoria de soliton de Ricci, indicamos com referéncia
[32] para ver algumas dessas mudangas. Em [15], Catino provou que um
quase soliton de Ricci gradiente localmente conformemente flat, em torno de
qualquer ponto regular de f, é localmente um produto warped de fibras (n—1)-

dimensional de curvatura seccional constante.
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3.2 Exemplos

3.2 Exemplos

Nesta se¢ao vamos mostrar dois exemplos de quase solitons de Ricci com fungao

soliton A nao constante, estes exemplos foram obtidos pelo autor em [3] e [6].

Exemplo 3.1 (caso compacto) Por exemplo, vamos considerar a esfera Eu-
clidiana com métrica canonica gy, X um campo dado pela projecao de um
campo constante ndo-nulo V. em R™ sobre S" e \ = 1(divX +R). Entio X
€ um campo conforme sobre S™ onde o subgrupo a 1-parametro p; é dado por
transformacaoes conformes, mas nao isometrias. Assim, (S”, Jo, X, )\) € um

quase soliton de Ricci.

E bem conhecido que um soliton de Ricci compacto de dimensao dois é
trivial, é possivel provar este fato usando a identidade de Pohozaev. Porém,
vamos mostrar com um contra-exemplo que existe um quase soliton de Riccci
compacto de dimensao dois nao trivial. O que iremos fazer é basicamente

esclarecer os comentarios do exemplo anterior.

Observagao 3.1 Considere E5 = (0,0,1) o campo de vetores em R3. Defina
um campo de vetores X na esfera como sendo a projecao ortogonal de E3 sobre
o0 espaco tangente a esfera S®. De fato, temos que para qualquer vetor tangente

v=(x,y,2) e reta a(t) = E3 + tv, ocorre
0= (a(t),v) = (E3,v) + t{v,v).
Portanto, X (x,y, z) = (—xz, —yz,1 — 2?). Além disso, sendo
d(X 2Qg2) = divXQgz,
onde Qg2 € o elemento de volume da esfera S®>. Portanto, temos que
d(X Qg2) = =220z,

e assim divX = —2z.

Observe ainda, que nas notagoes acima € possivel provar que o subgrupo a
1-parametro gerado por X € dado por

1
= inht ht).
(Pt(x,y,z) COSht—i-ZSiIlh(x?y’Sln + 2 cos )
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3.3 Equacoes basicas

Com 1isso, temos que

1

dz® + dy* + dz?).
cosht+zsinht)2( v A dy 4 d2)

sol‘gz(

Portanto, X € um campo conforme. Observe que se considerarmos a fun¢ao
altura para um vetor fizo a do R® dada por l,(w) = (w,a) para todo vetor w,

temos que para todo Y tangente ocorre
Y(la) - <}/7 aT>’

portanto, o campo X € o gradiente da funcao altura. Nessas condicoes, se
consideramos a esfera S* com métrica canonica gy, o campo X comentando
actma e a funcao \ = %(1 — 2z), entao (SQ, Jgo, X, )\) é um quase soliton de

Ricci gradiente compacto, nao trivial e com fung¢do X\ nao constante.

Para o caso nao compacto, temos o seguinte exemplo de quase soliton de

Ricci com funcao soliton A nao constante.

Exemplo 3.2 (caso nao compacto) Considere M"T" = R X o) S* com

g = dt*+cosh? tgy, onde gy € a métrica padrao de S™. Escolhendo (M"H, g9,VF, )\),
onde f(x,t) = sinh(t) e A(z,t) = sinh(t) + n, portanto, usando o Lema 1.1 de-
vido a Pigola et. al. [32], concluimos que (M”“,g, Vf, )\) € um quase soliton

de Ricci.

3.3 Equacoes basicas

Nesta subsecao iremos apresentar alguns resultados preliminares que irao ser-
vir de base para o resultados principais desta secao. Primeiramente, vamos
deduzir para um quase soliton de Ricci algumas féormulas classicas para soli-
ton de Ricci. Esta primeira proposicao pode ser encontrada em [17] para um

soliton de Riccl.

Proposicao 3.1 Num quase soliton de Ricci (M”, g, Vf, )\) as sequintes

formulas ocorrem:

1. R+ Af=n.
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3.3 Equacoes basicas

2. VIR = 2Rijij+ 2(n — 1)Vi)\.
3. VjRik — ViRjk — RijksVSf = (Vj)\)gik - (Vi)\)gjk.
J. V(R + V2 = 2(n — 1)A) = 2AVH.

Demonstragao: Para provarmos o item (1) basta tomarmos o trago da
equacao fundamental (3.2).
Para o segundo item recordemos da identidade de Bianchi (contraida 2 ve-
zes) 2divRic = dR, portanto, usando-a juntamente com a equagao (3.3) e a
identidade de Ricci, temos seguinte expessao
%ViR—diVRici = ¢"ViRi
= —¢"ViViVif + ¢ (ViA)gis
= —¢"ViViVif — ¢ Riijs Vo f + ¢ (Vid) g
= —Vi(Af) = Ri;V°f 4+ (V)
= (1-n)V,A+V,R— R, V°f;
donde a identidade segue.
Agora vamos provar o tereceiro item. Pela equacao (3.3) vamos obter que

Portanto, aplicando a identidade de Ricci obtemos o terceiro item.
Finalmente, usando a segunda identidade e a equacao fundamental vista como

(1, 1)-tensor, obtemos que
SV(REIVIP) = VR4 V|VSP
= Ric(Vf)+(n—1)VA+Vy,;Vf
= AVf+(n—-1)VA,
o que finiliza a prova da proposicao. 0]

O segundo item da proposicao anterior permite concluir que para todo

Z € X(M) temos
g(VR.Z) = 2Ric(Vf, Z) + 2(n — 1)g(VA, 2). (3.4)

Para o que segue, vamos enunciar o Lemma 2.1 provado em [31], cuja prova

encontra-se nas preliminares deste trabalho, veja o Lema 1.3.
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3.3 Equacoes basicas

Lema 3.1 Dado um campo X numa variedade Riemanniana (M™, g) temos
divLxg(X) = %A]XF — VX[ + Ric(X, X) + DxdivX.
Quando X =V f é um campo gradiente e Z é um campo qualquer
divLysg(Z) = 2Ric(Z,V f) +2D,divV f,
ou em notagao (1,1)-tensor

divVV f = Ric(Vf) + VAT.

Levando em conta que div(A])(X) = g(VA, X), onde A é uma funcao em
M™e X € X(M), vamos usar o Lema 3.1 para generalizar para um quase

soliton de Ricci o Lema (2.4) de [31] para um Ricci soliton.

Lema 3.2 Um quase soliton de Ricci (M" g, X, /\) satisfaz:
1. %A|X|2 = |VX|? — Ric(X, X) — (n — 2)g(V\, X),
2. LA - Dy)|XPP = |VX]? = NX[]2 = (n—2)g(VA X).
Demonstracao: Primeiramente vamos observar que pela equacao fundamen-

tal temos que

2div Ric 4+ div(Lxg) = 2V . (3.5)

Além disso, sendo R + divX = nA, para todo Z € X(M)
DzR + DzdIVX == TLDz()\)

Por outro lado, usando a segunda identidade de Bianchi (contraida 2 vezes)

obtemos

2div Ric(Z) = DzR.
Considerando Z = X, usando o lema 3.1 e a equagao (3.5) deduzimos
DxdivX = ng(VA\X)—DxR
= ng(VA, X) — 2divRic(X)
= ng(VA X) +div(Lxg)(X) — 29(VA, X)
= (1 2g(VA, X) + (AIXP ~ [VXP + Ric(X, X) + DxdivX)
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3.4 Um Teorema de Rigidez

Portando
1
SAIX = [VXP — Ric(X, X) - (n — 2)g(VA, X),

que finaliza a prova do primeiro item. Pela equacao fundamental podemos
escrever Ric(X,X) = MX* — 3Lxg(X, X), assim, usando o item anterior

obtemos

1 1
FAXP = VX + 5 Lxg(X, X) = AX[* = (n = 2)g(VA, X)

1

o que completa a prova do lema. O

Considere o operador difusao Ax = A — Dx. Em particular, se X = V f
temos que Ay = A — Dyy. Nessa notagao, usando o item (2) do lema anterior

obteremos o seguinte corolério.

Corolario 3.1 Um quase soliton de Ricci gradiente (M", g, Vf, )\) satisfaz

SAVIP = [P AP - (- 29(VAYS). (36)

3.4 Um Teorema de Rigidez

No estudo de métricas tipo-Einstein é importante entender sob que condicoes
esta métrica é Einstein. Para tanto, iremos provar um teorema de rigidez para
quase soliton de Ricci, o qual generaliza o Teorema 1.1 obtido em [31] para

Ricei soliton.

Teorema 3.1 seja (M”, g, X, )\) um quase soliton de Ricci compacto. Supo-

nha que

/ (Ric(X, X) + (n —2)g(VA, X))dM <0,

entao (M™, g) € Finstein.

Demonstracgao: Para provarmos o teorema ¢ suficiente considerarmos a

equagao (1) do Lemma 3.2. De fato, Integrando a identidade (1) e levando em
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3.5 Um Teorema de Caracterizacao para o caso compacto

conta o fato de M"™ ser compacta, obtemos

/|VX|2dM = /(Ric(X,X)+(n—2)<V>\,X>)dM.

Assumindo que o lado direito da igualdade ¢ menor ou igual a zero, temos
que VX = 0. Portanto, temos que Lxg = 0 que implica X ser um campo
de Killing. Logo M"™ é uma variedade de Einstein, o que conclui a prova do

teorema. O

3.5 Um Teorema de Caracterizacao para o caso

compacto

Primeiramente, vamos chamar a atencao para seguinte observacao, onde tal
fato pode ser observado no exemplo do tipo compacto comentado anterior-

mente.

Observacao 3.2 Usando o principio do mdzximo de Hopf e o traco da equacgao
fundamental € fdcil provar que um soliton de Ricci compacto de dimensdo
mator que dois € Einstein se, e somente se, € trival. Mas esse resultado nao
¢ verdade no caso dos quase soliton de Ricci, podemos ter quase soliton de
Ricci do tipo Finstein, porém nao trivial, isso pode ser visto no exemplo co-
mentado anteriormente. De fato, observe que o Teorema de Hopf nao poderd

ser aplicado quando X for indefinido.

Agora vamos apresentar um teorema de caracterizagao para os quase soli-

tons de Ricci compactos com campo confome nao trivial.

Teorema 3.2 Seja (M”, g, X, )\) um quase soliton de Ricci compacto com
n > 2. Se X € campo conforme nao trivial, entao M™ é isométrico a uma

esfera Fuclidiana S™.

Demonstracao: Sendo X um campo conforme nao trivial, entao Lxg = 2Wg

com ¥ # 0. Portanto, obtemos Ric = ()\ — \If)g, o que implica R = n(A — \I/)
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3.6 Formulas Integrais e Aplicagoes

Sendo n > 2 temos que a curvatura escalar R é constante, afinal A\ — W é
constante. Além disso, podemos usar o Lemma 2.3 (p. 52 do Yano [36])
para concluir que R # 0, caso contrario ¥ = 0. Por outro lado, sendo A — ¥

constante, temos que

L Ric = 2(/\ — \I/)\IJg.

Aplicando o Teorema 4.2 — p.54 de [36], concluimos que M"™ é isométrica a

uma esfera Euclidiana, o que finaliza a prova do teorema. 0]

3.6 Formulas Integrais e Aplicacoes

Nesta subsec¢ao, iremos apresentar uma formula integral para os quase solitons
de Ricci que é uma generalizagdo de um férmula obtida pelo autor em [1].
Esta férmula integral sera utilizada para caracterizar os quase solitons de Ricci

compacto.

Teorema 3.3 Seja (M”, g, Vf, )\) um quase soliton de Ricci gradiente com-

pacto. Entao temos que:

1. [, IV f = 2LgPdM = 2 [ (VR Vf)dM.

2. [, |IV2f = BALgPdM = "2 [ (Ric(Vf, V) + (n — 1)(VA, Vf))dM.

Demonstragao: Primeiramente, vamos considerar o divergente da equagao

(4) da Proposicao 3.1 para obtermos a seguinte relagao
AR+ AV =2(n — 1)AXN+2)0Af + 2(VA, V). (3.7)

Usando a férmula de Bochner, podemos escrever a equagao (3.7) da se-

guinte forma

%ARJr IV2f|2+Ric(Vf, V) + (VE,V(AL)) = (n—DAX+AAf + (VA V1),
(3.8)

Lembre que

Af=n\—R
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3.6 Formulas Integrais e Aplicagoes

MRic(VF,VF) = (VR Vf) —2(n — 1)(VA,VF),

assim, o lado esquerdo da equagao (3.8) pode ser escrito como
1 9.9 1
§AR+ \Vof|° — §<VR, V) +(VA\VL).
Portanto, temos que

§AR+W 2f2=(n—1DAXNFAASf + = <VR V).

Sendo |V2f — &Lg|2 = |V2f|? — (ATf vamos deduzir pela ultima equacao

a seguinte rela(;éo

Af

~Sgp - naniarn-2h v Lowr v,

1
SAR+ |V2f

Portanto, usando a equacao fundamental de um quase soliton de Ricci, obte-

remos a seguinte equacao

Af

%AR_HVQf—TgF (n—1)AA+ = RAf+ (VR V). (3.9)

Pela compacidade de M™ temos

Af n—2
/M|V2f— 7g|2dM_ o /M(VR, V)M, (3.10)

Sendo [,, RAfdM = — [, (VR,V f)dM. Assim, obtemos o primeiro item.

Para o que segue, basta utilizarmos a equacao (3.4) para escrevermos

1

§/M<VR, V[ ydM = /M (Ric(V, V) + (n—1)g(VA, Vf))dM

Comparando esta tltima equacao com a equagao (3.10) completamos a prova
do teorema. O

Em [33] Tashiro provou que uma variedade Riemanniana completa M",
n > 2, é conformemente equivalente a uma esfera Euclidiana S™ se admite um
campo conforme nao trivial, solugao da seguinte EDP V?p = %Apg. Utilili-
zando este teorema devido a Tashiro e a férmula integral obtida no Teorema

3.3, iremos provar o seguinte corolério.
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Corolario 3.2 Um quase soliton de Ricci compacto nao trivial (M", g, Vf, /\)
¢ isométrico a uma esfera Fuclidiana S"(r), se uma das sequintes condigoes

0CoTTE.

1. M™ tem curvatura escalar constante.
2. [, Ric(V,Vf)+ (n—1)g(VA V[))dM <0.
3. M™ é uma variedade homogénea.

Demonstragao:Note que qualquer uma das hipéteses do corolario, impli-
cara
A
/ IV2f — —fg|2dM =0, (3.11)
M n
sendo f nao trivial, concluimos pelo Teorema 1 [33] que (M",g) é conforme-

mente equivalente a uma esfera Euclidiana.

Por outro lado, usando a equagao fundamental temos que

R R A
Ric—;g:—VQer ()\—E)g: —V2f—|—7fg. (3.12)

Portanto comparando a equagao anterior com a equagao (3.11), obtemos
que Ric = % g. Utilzando novamente a equacao fundamental, temos que V f é
um campo conforme nao trivial. Para n > 2 podemos aplicar o Teorema 3.2
para concluir que M™ é isométrica a uma esfera Euclidiana, o que finaliza a

prova do corolério. (]

3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da cur-

vatura escalar

Agora, vamos provar uma equacao para o laplaciano da curvatura de Ricci e,
como consequéncia desta equacao, obteremos uma equacao para o laplaciano

da curvatura escalar.

Proposicao 3.2 Seja (M”, g, VTf, )\) um quase soliton de Ricci gradiente.
Entao:

, 1
ARzk = <VR1]€, Vf>—|—)\le—2R”ksR]S+Rw 2+5V;€V1R—VkRSZVSf—i—A)\gm—Vsz)\
(3.13)
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Demonstracgao: De fato, sendo AR, = gjkaVjRik = vjv]’Rik temos

ARy = YV (ViR + RijisV°f + VAgix — Vidgjn)

= VIViRjk + VIR Ve f + Rijes V' Vo f + AXgi — ¢7°VVidgix

= VIV,Rji + VRins V'V f + Mg — Vi VA

= ViV/Rj+ Rl Ry + R} R — Vi RyV*f + VR, V* f
+Rijks VIV [ + Agir — ViV

= ViV'Rj+ RiRj, + Ry RS — ViRGV* f + VR V° f
+Rijis VIV f + Adgix — Vi Vil

- %vivm + Ry Ry + Rl RS — ViRV f + (VRy,, V f)
—Rijrs R7° + ARy + AXgi — Vi Vi

= (VRiy, Vf) + ARi, — 2Rijns R + Ri Ry + %V,NZR

ViRV f 4+ AXgir, — ViV,

o que finaliza a prova do Lema. O

Utilizando a proposi¢ao anterior obtemos o seguinte Lema.

Lema 3.3 Para um quase soliton de Ricci gradiente (M”, g, Vf, )\) a se-

gquinte formula ocorre:
ARj; = (VRy, V) + 2ARj; — 2RigsR* + (0 — 2)V;ViA + Adgy.

Demonstragao: Usando a equacao (1) da Proposigao 3.1, temos

1
0= SVi(ViR = 2RV f = 2(n = 1)V:N),

portanto

1
S ViVilt = ViR, V' f = (n = 1ViVid + R VoV, f.
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Assim, usando a equacao (3.13), obtemos
ARy, = (VRi, VF) + ARy — 2Rijns R7* + Ri RS

+ R VYL f 4 (0 — 1)ViVd + Adgy, — Vi Vi

= (VRit,, V) + ARy — 2R R7° + Ry RS
+Risg”V,;Vif + (n — 1)ViVid + Adg, — Vi VA

= (VRi, Vf) + AR — 2R R7* + Ri Ry + AR
—Ris Ry + (n — 1)V Vil + AXgi, — Vi VA

= (VRu,Vf) + 2 Ry — 2R, R’®
+(n — 2)ViVi) + Adg.

Assim, concluimos que
AR;; = (VR;;, V) 4+ 2\R;; — 2Ry B* + (n — 2)V;V, A + A)gi,

o que finaliza a prova da Lema. 0

Em particular, tomando o traco na identida do Lema anterior, temos
AR = (VR,Vf) + 2AR — 2|Ric|* + 2(n — 1)A\. (3.14)
Esta equagao apareceu em [32], mas por um argumento diferente.

Corolario 3.3 Seja (M”, g, Vf, )\) um quase soliton de Ricci gradiente. Se
AR + (n — 1)AX > |Ric?,
entao R ¢é constante na vizinhang¢a de qualquer mdximo local.

Demonstragao: De fato, usando a hipétese na equacao (3.14), obtemos

1
SO 20,

onde AyR = AR — (Vf,VR) é o operador difusao. Portanto, pelo principio
do maximo para EDP’s Elipticas, obtemos que R é constante na vizinhanca

de qualquer maximo local. O

Em [4] provamos que um quase soliton de Ricci gradiente satisfaz a seguinte

equacao

1 R R 1
AR+ [Ric = —gl = (n = DA+ ZAf + Z(VR, V),
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3.8 Um Teorema de Caracterizagao para o caso gradiente

para maiores detalhes, veja a equagao 3.9. Considerando a equagao (1) da
Proposicao 3.1 e o operador difusao, podemos reescrever a equagao da seguinte

forma:

1 R R
§AfR= (n—1)A N+ (A= E)R— |Ric — Eg|2. (3.15)

Usando a equagcao (3.15) podemos enunciar a seguinte proposigao.

Proposicao 3.3 Todo quase soliton de Ricci estavel cuja curvatura escalar

atinge seu minimo € Ricci flat.

Demonstracao: De fato, em um ponto de minimo de R, podemos usar a

equagao (3.15) para concluir

R? R
0<AfR=—— —|Ric— —g|* <0.
n n

Assim R =0 e Ric =0, portanto (M", g) é Ricci flat. O

3.8 Um Teorema de Caracterizacao para o caso

gradiente

Inicialmente, consideremos um quase soliton de Ricci gradiente nao necessa-
riamente compacto, nessas condigoes obtemos o seguinte teorema de caracte-

rizagao.

Teorema 3.4 Seja (M”, g, Vf, )\),n > 3, wm quase soliton de Ricci gradi-
ente. Se Vf € um campo conforme nao trivial, entao M™ € isométrica a R™

ou S™.

Demonstragao: Relembre que para um quase soliton de Ricci (M " g, Vf, )\)

temos

R+ Af =nh. (3.16)

Se V f é um campo conforme nao trivial, temos que Ly;g = 2¥g, onde ¥ # 0.
Sendo %Evfg = %g temos que Af # 0. Agora, usando que V f é um campo
conforme, vamos deduzir Ric = ()\ — \I/)g. Em particular, o Lema de Schur

nos diz que (A — ) é constante, como tal R =n(A — ¥) é também contante.
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3.9 O grupo fundamental de um quase soliton de Ricci

Supondo R = 0 obtemos que (M™, g) é Ricci flat e usando o Teorema 2 devido
a Tashiro [33] (M",g) é isométrico a R"™. Por outro lado, se R # 0, podemos
usar o Teorema 1 devido a Nagano-Yano [26] para concluir que (M",g) é

isométrica a esfera Euclidiana S™, o que finaliza a prova do teorema. O

3.9 O grupo fundamental de um quase soliton

de Ricci

Nesta secao iremos calcular o grupo fundamental de um quase soliton de Ricci.

Primeiramente, para cada p € M considere

7, = sup{Ricy(v,v) : y € B(p, 1), [[v|| =1}

H, = maz{0,7,}.
Nessas notacoes obtemos o seguinte lema.

Lema 3.4 Seja (M", g, X, )\) um quase soliton de Ricci. Se existe k € R tal
que A > k > 0, entao para qualquer p,q € M,

1
d(p,q) < maz{1, —(2(n —1) + Hy + Hy + | X, + | X,]) }-

Demonstragao: Primeiramente, vamos assumir que d(p,q) > 1 e seja vy
uma geodésica minimizante partindo de p na direcao de q. Aplicando o Lema

1.4, obtemos
/T Ric(v (), 7 (s))ds < 2(n — 1) + H, + H,, (3.17)
onde r = d(p, q). igora vamos afirmar que
/0 Ric(y ()7 (s))ds = wd(p, q) — | X, — | X,]- (3.18)

De fato, pela equacao fundamental temos

| Rict/ (514 !

s = [ 2 (0 s = 5 [ Lxala' (5 ()
= [ o0 eNas— [ Soxy @)

_ /OT/\|7'(s)|2ds—|—g(X,7/(0))p—Q(Xﬁl(?"))q

> Kd(p,q) = | Xpll = [ Xl

’ !’
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3.9 O grupo fundamental de um quase soliton de Ricci

Portanto, combinando a desigualdade anterior e a desigualdade (3.17), con-
cluimos

2(n — 1)+ Hy + Hy + [| Xp|| + | Xql| > wd(p,q),

o que finaliza a prova do lema. O

Como consequéncia direta do Lema 3.4, vamos apresentar o resultado prin-
cipal desta segao, tal resultado é um generalizacao para os resultados de [18],
[5] e [34].

Consideremos que a norma do campo que define o quase soliton de Ricci

seja finita. Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Seja (M”, g, X, )\) um quase soliton de Ricci. Se existe Kk € R

tal que A > k > 0, entdo seu grupo fundamental é finito.

Demonstracao: De fato, basta observarmos que (H, 7, X, )\), onde M, g e
X, representam o recobrimento universal de M, a métrica dada pelo pullback
de g e o campo dado pelo pullback de X, respectivamente, satisfazem a equacao
fundamental de um quase soliton de Ricci. Portanto, se fixarmos um ponto
p € M e considerar ¢ € m;(M) como uma transformacao de recobrimento em
M, entdo B(p,1) e B(¢(p), 1) sdo isométricas, assim H, = H,,. Além disso,
vamos ter que || X, = || Xy |, nessas condigdes podemos aplicar o Lema 3.4

para concluir que

A(p, ¥(p)) < mar{1, > (0 — 1) + Hy + [0}, (3.19)

para todo ¢ € m(M).

Portanto, como o lado direito da inequacao acima independe de v, entao
M é compacta, assim, o niimero de folhas de recobrimento ¢ finito; como este é
o numero de elementos do grupo fundamental 7y (M) de M, temos que 7 (M)

é finito, portanto, concluimos a prova do teorema. O]
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Capitulo 4
Meétricas quasi-Einstein

Este capitulo ird tratar das métricas quasi-Einstein, essas métricas sao
generalizagoes das métricas de Einstein e Ricci soliton, elas tem uma relagao
direta com os produtos warped. Os resultados apresentados neste capitulo sao
alguns dos resultados obtidos em dois artigos escritos pelo autor em parceria

com Barros, veja [4] e [5].
4.1 Definicao

A principal motivacao do estudo de métricas quasi-Einstein em variedades Ri-
emannianas (M",g) ¢ a relagdo direta com as métricas Einstein, solitons de
Ricci e produtos warped. Em [13] e [12] os autores estudaram as métricas
quasi-Einstein, onde provaram alguns teoremas de rigidez e de existéncia, re-

comendamos as supracitadas referéncias para maiores detalhes.

No estudo de métricas quasi-Einstein o tensor m-Bakry-Emery aparece

naturalmente. Este tensor é dado por
1
Ric}' = Ric + V*f — —df ® df, (4.1)
m

onde 0 < m < oo, enquanto Ric e V2f representam o tensor de Ricci e o
Hessiano de f, respectivamente. Uma extensao natural do tensor anterior é
considerar um campo X ao invés do gradiente de uma funcao diferenciavel f,

mais precisamente, vamos definir Ricy{ como segue

1 1
Rick = Ric+ 5Lxg — —X'® X, (4.2)
m
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4.1 Definicao

onde X € X(M), X" é a 1-forma associada a X, enquanto Lxg representa a

derivada de Lie do campo X.

Definicao 4.1 Uma métrica g numa variedade Riemanniana (M™, X) serd
dita uma métrica m-quasi- Kinstein, ou simplesmente uma métrica quasi-Einstein,
se a relacao

1 1
Ric+ 5Lxg - —X@X" =g, (4.3)
m

ocorre para algum A € R.

Em particular, temos que
Ric(X, X) +(VxX,X) = %|X|4 + X (4.4)
Além disso, tomando o trago da equacao (4.3) obtemos
R+ divX — %|X|Q = \n. (4.5)

Observe que se m = oo na equagao (4.3), obtemos a equagao fundamen-
tal de um soliton de Ricci, além disso, se m é um inteiro positivo e X é um
campo gradiente, obtemos métricas produto warped Einstein, para maiores
detalhes veja [13]. Seguindo a mesma terminologia dos solitons de Ricci, dize-
mos que uma métrica quasi-Einstein g numa variedade Riemanniana M" sera

dita expansivo, estdavel ou contratil, respectivamente, se A < 0, A =0ou A > 0.
Definicao 4.2 Uma métrica quasi-Einstein serd chamada trivial se X = 0.

A definicao de trivialidade é equivalente a dizer que M™ é uma variedade de
Einstein. Por outro lado, é conhecido que uma variedade compacta numa
métrica oco-quasi-Einstein com A < 0 é trivial, veja [17]. O mesmo resul-
tado foi provado anteriormente em [21] para métricas quasi-Einstein em va-
riedades compactas com m finito. Ademais, é conhecido que um soliton de
Ricci contrétil compacto tem curvatura escalar positiva, veja [17]. Uma ex-
tensao desse resultado para métricas quasi-Einstein com X campo gradiente e

1 <m < oo foi obtida em [13].

Observe que se X = Vf é um campo gradiente na equagao (4.5) temos

1
R+Af:E\Vf\2+An. (4.6)
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4.2 Equacoes de estrutura

Assim vamos obter

(V1. VR) + (V1. VAS) = 2 (Yo, 91,V ) (4.7)

4.2 Equacoes de estrutura

Nesta se¢ao, iremos apresentar alguns resultados preliminares que serao utili-

zados para provar os resultados principais deste capitulo.

Primeiramente, usando a defini¢cao do operador difusao e o Lema 3.1 pro-

vado em [31], obteremos o seguinte lema:

Lema 4.1 Seja (M", g, X) uma variedade Riemanniana tal que Ric% = A\g.

Entao temos:

1. IA|IXP = |[VX|? - Ric(X, X) + 2| X|*divX.

2. AAx| X2 = VX2 = A X2+ LIX[2(2divX — | X]?).

3. Se M™ € compacta e VX =0, entdo X = 0.
Demonstracao: Sendo divg = 0, temos que

N Lo b b
divRic + §d1V£Xg — —div(X” ® X”) = 0.
m

Usando a identidade de Bianchi (contraida 2 vezes), VR = 2divRic, vamos
deduzir

2 2
VR4 divLxg — —divX X’ — —(V|X*)’ =0.
m m

Em particular, para todo Z € X(M) temos
(VR, Z) +div(Lxg)(Z) — %X"(Z)divX — %(V\X!Q)b(Z) =0.
Portanto, fazendo Z = X obtemos
div(Lxg)(X) = —(VR, X) + %divXXb(X) + %ﬁxg(X, X). (4.8)

Agora vamos usar a relagio VR+ VdivX = LV|X|?, juntamente com o Lema

1.3 e a equagao (4.8) para obter
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4.2 Equacoes de estrutura

1 1
§Ap(|2 = |VX|> = Ric(X, X) — DxdivX + —Lxg(X, X) + DxdivX
m

1 2
— —X(IXP) + ZdivX X (X).
m m

Usando o Lema 3.1 concluimos o primeiro item do lema.

Observe que o segundo item do lema, segue imediatamente do primeiro
item e a equac@o fundamental (4.4).

Para provarmos o terceiro item, vamos supor que VX = 0, assim temos
que |X| é constante, além disso divX = 0. Usando o primeiro item do lema,

obtemos que Ric(X, X) = 0. Usando a equagao (4.4) deduzimos
L 2
—| X"+ A\ X]*=0. (4.9)
m

Se A é nao negativo obtemos o resultado. Caso contrario, assuma por
contradicao que X # 0. De fato, a equacdo (4.9) implica A = —L|X 2. Assim
obtemos

Ric(X,Y) = %Xb(X)Xb(Y) - %\X\Zg(X, Y) =0, (4.10)

para qualquer Y. Assim, vamos concluir que M" é Ricci flat. Por outro lado,

se consideramos Y um vetor nao nulo ortogonal a X obtemos que

1 1
Ric(Y,Y) = —((X,Y)? = |[X|Y]?) = ——|X[|Y]* <0,
m

m
o que ¢ uma contradi¢ao. Entao, A < 0, também implicarda X = 0, finalizando

a prova do lema. O

Considerando X = Vf no Lema anteriori e fazendo Ay = Ay, vamos

obter o seguinte corolério.

Corolario 4.1 Sob as condi¢coes do Lemma 4.1, se considerarmos X = V f,

entao as sequintes equagoes ocorrem.:
1. AV =|VVf] = Ric(Vf, V) + ZVIPAS.

2. DGV = IVVIE = AV + ZIVIPQRAS = [VFP).
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4.2 Equacoes de estrutura

Escrevendo a equagao principal (4.3) em notagao tensorial:
1
Rij +ViVif = —(df @ df )i = Agij, (4.11)
temos o seguinte Lema.

Lema 4.2 Seja (M", g, V f) uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricy, = Ag.

Entao as sequintes equagoes ocorrem:
1. 3ViR="SAR;Vf + L(R— (n — 1)A)V, [.
2. ViRi; — VR = Rijus Vo f + 2(Ri;jVif — RV, f) — 2(9:;Vif — 9V [).
5. V(R+ VP =2M) = AV, VI + (VP = ANV}

Demonstracao: Para a provarmos o primeiro item basta usarmos a férmula
(3.12) do Lema 3.2 de [13], por completude irei apresentar uma prova para
este item. Para obtermos o item (1), fazemos o uso da segunda identidade de
Bianchi (contraida 2 vezes), equacao (4.11) e a identidade de Ricci. De fato,

a partir desses dados temos que
1 .
5 ViR = divRic; = 9"V Ry;
. 1 .
= —¢"ViViV,f + Egjkvk[(df@?df)ij]
) ) 1 .
= —¢"ViViVif — ¢ Re VO f + Egjkvk[(df@@df)ij]
1 1
= —VIAf—R;V°f+ —AfV,f+—=Vy,;Vf
m m
1 1 1
= —R,V°f—Vi(—R++ —|VF») +—=AfV,f + —Vy,Vf
m m m

1 1 1
= —R.V°f+V,R— —V|Vf>+ =AfV.f + —Vy;V/.
m m m

Assim
1 : 1 1
—ViR = R;;V'f — —AfVif + —V ¢ VE. (4.12)
2 m m
Por outro lado, usando a equacao (4.11) na notagao de (1, 1)-tensor, temos
1
Ric(Vf) + V*(Vf) — B|Vf|QVf = \VT, (4.13)
e
1
Vi VE = AVF + E]nyQVf — Ric(Vf). (4.14)
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4.2 Equacoes de estrutura

Agora, as equagoes (4.12), (4.13) e (4.14), nos permitem concluir

1 1 1 1
~ViR = RyVIf — —AfVif + —(AVf + —|Vf|*Vf — Ric(Vf)). (4.15)
2 m m m

Agora vamos usar o trago da equagao fundamental e a equacao (4.15) para

obtermos

1 -1 , 1 1
ViR = LS RVIf+ —(R— —|Vf— An)V.f
2 m m m
1 1
+ —AVif+ _2|Vf’2Vif7
m m
0 que prova o item (1).

Provemos agora o item (2). Usando a equagao (4.11) obtemos
ViRij — VR, = —(ViV,;Vif —=V,;V,V,f)
1
+ E(vkvifvjf + Vi VifVif =V;VifVief = V;VifVif)

s 1 A
= RijsV°f + E(Rijka — RV, f) — E(gijka —9iVif),
onde usamos a identidade de Ricci na tultima igualdade para obtermos a
equagao (2).
Finalmente, vamos provar o tltimo item do lema. De fato, pelo item (1) e
(4.11) vamos deduzir

m— 1

%V(R+|Vf]2) - Ric(Vf)Jr%(R—(n—l))\)VervaVf

1 1
= Rice(Vf)+Vy/Vf— ERic(Vf) + E(R —(n—1NVSf
1 1 1
= —|VfPVf+AVf— —Ric(Vf)+ —(R— (n— 1NV
m m m
Assim, usando que R —nX = |V f|> — Af obtemos

V(R+ V2 —2)f) = %{(ny2 L R—nA+ NV - Rie(V])}

- %{(|Vf|2 + %|Vf|2 — Af+ NV f — Ric(Vf)}

= %{(\VfP —AfVf+ %yvﬁw + AV S — Rie(Vf)}

_ %{(|Vf|2 ~ Af)VS+ VsV

o que conclui a prova do lema. (]
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4.2 Equacoes de estrutura

E importante observar que se m = oo no terceiro item do Lema anterior,
obtemos uma identidade cldssica conhecida como equagdo de Hamilton [19]
para solitons de Ricci:

R+|Vf]? =2 f =C, (4.16)
onde C' é uma constante.

Como consequéncia do Lema anterior temos o seguinte corolario.

Corolario 4.2 Seja (M™, g, Vf) uma variedade Riemanniana satisfazendo

Ricg; = Ag. Entao as sequintes formulas ocorrem:
1. (VR Vf) = "LRic(Vf,Vf) + LR~ (n— DNV fI%

2. 3|VR|* = ®=LRic(Vf,VR) + (R — (n — 1)A)(V [, VR).

Demonstragao: Escolha Z € X(M) no item (1) do lema anterior para dedu-

7Zirmos

m—1

VR, Z) = "L Rie(v £, 2) + %(R (- DA(YVEZ),  (417)

1
2
portanto, o corolario segue. U

Agora iremos provar o Lema principal desta secao.

Lema 4.3 Seja (M”, qg, Vf) uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricg, = Ag.

Entao

lAR [ RiC(Vf,Vf) o |V2f— (Af)g|2 . (Af)2
2 n n

- %{Wf]QAerdw(vaVf—VfAf)}. (4.18)

+AASf + (VR V)

Demonstragao: Inicialmente vamos calcular o divergente da identidade (3)

do Lema 4.2 para obtermos

AR+ ANVSP —248f = 2LV = AP,V + (VI ~ APAT +div(Ve,91) )

Usando a férmula de Bochner: 1A|V f|* = Ric(V f,V f)+|V2f*+(V [, VA[),
e escrevendo |V f|? = |V f — B0g12 — L(Af)? temos
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4.3 Teoremas de rigidez

A Af)?

n n

%AR = —Rie(Vf,Vf) = |[Vf — TAA — VALV

1
m

2 .
+ VoV + —{(VFE = ADAS = (VAL V) +div(Te, Y1)}
Prosseguindo, vamos usar a equagao (4.6) para escrever

(VAS, V) = (VoA + LVfP — R), V1) = 2o,/ 9)) ~ (VR V).

2
m
Entao, a tltima relacao para %AR, torna-se

(Af)?

n

AR — —Rz’c(Vf,Vf)—sz—%gIQ— FAAf + (VR V)
+ LI9SR~ ADAS ~ (VAL V) + div(Ve V) )

Agora vamos usar que div(VfAf) = (Af)? + (VASf,V[f) para obtermos a

identidade do lema, o que finaliza a prova do lema.

4.3 Teoremas de rigidez

O primeiro teorema desta se¢ao é uma generalizagao de resultados obtidos em

[31] e [1] para solitons de Ricci.

Teorema 4.1 Seja (M”, g, X), n > 3, uma variedade Riemanniana com-
pacta satisfazendo Ric} = Ag. Entao (M™,g) é uma variedade de Finstein se

uma das sequintes condicoes ocorre:
1. [, Rie(X, X)dM < 2 [, | X|*divXdM.
2. X for um campo conforme e [,, Ric(X, X)dM < 0.
3. |X| € constate e [, Ric(X, X)dM < 0.

Demonstragao: Primeiramente vamos integrar a equacao (1) do Lema

4.1 para deduzir

1 2
-/ A\X|2dM:/ yvxEdM—/ Rz’c(X,X)dM+—/ X [2div X dM.
2 M M m Jy
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4.3 Teoremas de rigidez

Isso implica
2
/ VX |?dM = / Ric(X, X)dM — = / | X|*divXdM. (4.19)
M M m Jm

Uma vez que estamos supondo que o lado direito da equagao (4.19) é menor
ou igual a zero, obtemos VX = 0. Assim, a afirmacao (3) do Lema 4.1 nos

permite concluir o primeiro item.

Prosseguindo, existe p em M, para a qual
Lxg=2pg. (4.20)

Em particular, (Vx X, X) = p|X|?. Além disso, tomando o trago em ambos os

membros da equagao 4.20 vamos obter que

divX = np. (4.21)
Por outro lado, note que
div(X|X[?) = |X|*divX + 2(VxX, X)
= (n+2)plX[".

Sendo M™ compacta, usamos a formula de Stokes para concluir

/ p| X 2dM = 0. (4.22)
M

Assim, usando este resultado juntamente com a equacgao (4.19), concluimos
que VX = 0, uma vez que estamos assumindo que f v Ric(X, X)dM < 0.
Portando, usando a afirmagao (3) do Lema 4.1, vamos concluir que M™ é uma

variedade de Einstein.

Finalmente, se |X| é constante, podemos aplicar a férmula de Stokes a

equagao (4.19) para deduzir
/ IVX|?dM = / Ric(X, X)dM. (4.23)
M M

O que conclui a prova do teorema.
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4.3 Teoremas de rigidez

Observagao 4.1 Observe que para n = 2, podemos escrever a equa¢ao (4.19)

da sequinte forma
1 2
/ |VX|*dM = —/ K|X|*dM — —/ | X|2div X dM, (4.24)
M 2 Ju m Jm
onde K ¢ a curvatura Gaussiana. Em particular, temos:
o If |X| € uma constante ndao nula, entio M? tem género zero ou um.

o If X é um campo conforme nao trivial e K € constante, entao M? é

isométrica a S*(r).

Para provarmos o préximo teorema relembre de um resultado devido a Yau
[37], que é uma generalizagao do Teorema de Hopf: uma fun¢ao subharmonica
f: M" — R definida em uma variedade Riemanniana nao compacta ¢ cons-
tante, se o seu gradiente pertence a L'(M™). Recentemente este resultado foi
extendido por Camargo et al. [10] para um campo X. Tal generalizacao é dada

pela seguinte proposicao.

Proposicao 4.1 Seja X um campo de vetores em uma variedade Riemanni-
ana completa, nao compacta e orientada M™, tal que o div X nao mude de

sinal em M. Se |X| € LY(M), entdao divX =0 em M.

Usando esta generalizagao provaremos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja (M”, g, X) uma variedade Riemanniana completa nao
compacta satisfazendo Ricd = \g. Se nA > R e |X| € LY(M"), entao M"™ é

uma variedade de Einstein.

Demonstragao: Levando em conta que Ric} = g, entao pela equagao (4.5)
obtemos

mdivX = |X|* + m(n\ — R). (4.25)
Assim, se (nA — R) > 0, entao temos mdivX > 0. Por outro lado, se |X| €
L'(M), vamos usar a Proposi¢ao 1 em [10] para concluir que divX = 0. Pros-
seguindo, podemos usar a equagao (4.25) para concluir que X = 0 bem como
nA = R. Portanto, (M™, g) é uma varidade de Einstein e assim finalizamos a

prova do teorema. ([l
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4.4 Formulas integrais e aplicacoes

4.4 Foérmulas integrais e aplicagoes

Nesta se¢ao vamos provar algumas férmulas integrais para variedades quasi-
Einstein compacta. Em particular, essas formulas integrais no caso m infinito
(soliton de Ricci) foram obtidas pelo autor em [1]. Essas férmulas permitirao

concluir alguns resultados de rigidez para tal classe de variedades.

Teorema 4.3 Seja (M", g, Vf) uma variedade Riemanniana satisfazendo

Ricg, = Ag. Entao temos

_&h) <Af>

g1* —

+ %div(VVfo—Afo).

%AfR —" ey FAAf - (Vf,VR) <Vf,VAf>

Demonstracgao: Primeiramente vamos usar o Lema 4.3 para deduzir a se-

guinte equagao

"ar- LR vy —— Rivrvn - - Bl GBI,
1 1 )
+5 (VR V) + —|VIFAf
L div(Vo, Vs - VA, (1.26)

Agora, usando a defini¢ao do operador difusao e substituindo a identidade (1)

do Corolario 4.2 na equacao anterior, obtemos

%AfR == B’Z’C(VJ"‘,VJ“")—|V2f—@g\2 (Af) +AAS

m —
+

L. 1
Rie(V 1,V )+ — (R~ (n - 1>A>|Vf|2 +|VIPAS

Por isto vamos deduzir

1 (Af)

W (Af)

1
g> — +AAf — Rz’c(Vf, V)
1
+ —(R + Af — n/\)|Vf|2 + —/\|Vf|2 + —div(Vy;Vf — VFAS).
m m m
Assim, usando R+ Af —nX = |V f]?, vamos obter

(Af) o2 — (Af)

1
GAR = |V LAAS

n %{ — Ric(Vf, V) + ENfl4 F AV 4 div(Vy V-~ VfAf)}-
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Por outro lado, usando a equacao (4.4) com X = V f, temos

Rie(V V)= VAP = (Yo, Y,V f) = 2 (VF VRV, V5)),
(4.27)

na ultima igualdade usamos a equagao (4.7). Substituindo isso na férmula

acima para AyR, obtemos a expressao procurada, assim, concluimos a prova

do teorema. O

Como uma consequécia do teorema anterior, temos as seguintes férmulas

integrais.

Corolario 4.3 Seja (M", g, Vf) uma variedade Riemanniana compacta sa-

tisfazendo Ricg, = Ag. Entao:
1 [, IV2f = BLg12dM = [, (Vf, VR)AM + %2 [, (Vf, VA f)dM.
2. [y, IV2f — CLgPAM + 22 [ (Af)2dM = [, (Vf, VR)dM.
3. [y Ric(Vf,V)AM + [, (Vf,VR)AM = 2 [} (Af)*dM.
4. M"™ € uma variedade de Einstein, se [, (VR,V f)dM < 0.

5. Suponha que f € nao constante e exista p: M™ — R solu¢ao da equagao
”Q—*fAf + R = pu, tal que p L Af, no produto interno do L?. Entdo
M™ € conformemente equivalente a uma esfera Fuclidiana S™, mas nao

1sométrica.

Demonstracao:Sendo M"™ compacta, podemos o usar o Teorema 4.3 e
férmula de Stokes para obtermos
A A
/ |V2f — Mg[QdM = / ()\ — —f)AfdM —|—/ (Vf,VR)AM
M n M n M

+ %/M<Vf,V(R+Af)>dM.

Prosseguindo, usamos a rela¢ao (4.6) para escrever

A 1 1
/M()\——f)AfdM:E/M(R—E|Vf|2)AfdM.

n
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4.4 Formulas integrais e aplicacoes

Entao, a férmula de Stokes nos permite concluir que

1 Lo _ 1 1 2
/M(R m!Vf| JAfdM n/M(Vf,VR)dMJrnm /M(Vf,V|Vf| YdM

n

Por outro lado, observe que a equagao (4.6) implica V(R—i—Af) = %V(|Vf|2).

Usando a equacao anterior, obtemos

2
/ (v2f — 20 2N = / (Vf, VR>01M+”2+ / (VF,VAFAM, (4.28)
M

0 que prova o primeiro item.

Agora, sendo [, (Vf,VAf)YAM = — [, (Af)*dM, obtemos da equagao
(4.28) que
9 o n+ 2 9
vy M= [ (VYR = TS [ (apPav, - (429)
M

0 que prova o segundo item.

Prosseguindo, vamos integrar a férmula de Bochner para deduzir:

/Rz’c(Vf,Vf)dM+/ \VQfIQdMJr/ (Vf,VAF)YAM = 0. (4.30)
M M M

Sendo [,,|V2f — ELgl2dM = [, |V*f]2dM — L [\ (Af)*dM, usando nova-

mente a férmula de Stokes temos
1
/ Ric(V f,V f)dM +/ |V2f — (87 )gy dM = T/ (Af)*dM. (4.31)
M M
Agora, comparando a equagao (4.31) com o segundo item, obtemos

/M{Ric(Vf, Vf)+(Vf,VR)}dM = g/ (Af)*dM

M

como procurado.

Por outro lado, se [,,(VR,V f)dM < 0, em particular, isso ocorre se R for

constante, vamos deduzir, pelo segundo item, que

/ (VR,V f)dM = 0 (4.32)

n+2 2 g
/lVf ) g2aM + s /M(Af) M = 0. (4.33)
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4.4 Formulas integrais e aplicacoes

Isto implica V2f = %(Af)g e Af = 0. Assim, podemos aplicar o Teorema de
Hopf para concluir que f é constante, o que implica (M", g) ser uma variedade

de Einstein.

Finalmente, observe que [,, |V2f—22g)2dM = [, (Vf, V(Z2A f+R))dM,
Assim, se ”Q—J;LQAf + R = p, com [, puAfdM = 0, temos V*f = %(Af)g
Sendo f nao constante, podemos aplicar o Teorema 2 devido a Tashiro [33],
para concluir que M™ é conformemente equivalente a esfera unitaria S™. Além
disso, se tivermos uma isometria entre M™ e S”, entao sua curvatura escalar R
sera constante. Pela pirmeira identidade deste corolario, vamos concluir que
S IV2f — (An—f)g|2dM + 22 [ (Af)2dM = 0. Entdo, pela afimacdo anterior
terfamos f constante, o que é uma contradi¢ao. Assim, completamos a prova

do coroléario.

Como uma consequéncia deste corolario, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.4 Seja (M”, g, Vf) uma variedade Riemanniana compacta sa-
tisfazendo Ricg, = Ag. Entao Vf nao pode ser um campo conforme nao tri-

vial.

Demonstracao: Suponha que Vf é um campo conforme nao trivial, i.e.
Lysg = 2pg com p nao constante. Portanto, podemos aplicar o Teorema /1.9

de [8] para deduzir que

/ Ly RAM = / (Vf, VR)AM = 0. (4.34)
M M

Entao, o corolario anterior nos permite concluir a prova.

Observacgao 4.2 E importante comentar que Sy (Vf,VRYAM = 0 em di-
mensao dois para m finito € sempre valida. De fato, sendo V(e’%) um campo
conforme e a integral de Dirichlet é um invariante conforme, a afirmac¢ao
seque do Teorema I1.9 em [8]. Portanto, se (Mz, g, Vf) é uma variedade

quasi-Einstein compacta, entao € trivial pelo coroldrio 4.3, veja também [13]

e [21].
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4.5 Um Teorema de Caracterizacao

Para esta secao, considere (M g, Vf ) uma variedade Riemanniana compacta
satisfazendo Ricg, = Ag com m finito, assim podemos considerar a fungao

positiva u : M™ — R dada por

Nessas condigoes, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.4 Uma variedade quasi- Finstein compacta nao-trivial (M”, g, Vf),
com n > 2, € isométrica a uma esfera S", se uma das sequintes condi¢oes

ocorre.

1. YVu € um campo conforme.

2. [y Ric(Vu, Vu)dM > 2=L [\ (Au)2dM.

- _f .
Demonstracao: De fato, note que u = e~ m, entao

1
Vu = ——e_%Vf
m

1
Hessf — Edf ® df = —%Hessu.

Portanto, sendo f nao constante, temos que Vu é um campo conforme nao-
trivial. Assim, podemos escrever Ly,g = 2% g. Usando a equacao fundamen-
tal (4.3) temos que

A
Ric= (A + m—u)g.
nu

Portanto, M™ é uma variedade de Einstein. Além disso, sendo n > 2, temos
pelo Lema de Schur que R = nA —i—m% é constante. Por outro lado, a formula

(5.38), (p.26 de [36]), nos diz que
nly,R = —2(n — 1)A(Au) — 2RAwu,

se supusermos que R = 0, obtemos que u é constante, o que é uma contradicao.
Portanto, R # 0. Agora, podemos aplicar o Teorema (6.1) (p.27 de [36]) para

concluir que M™ é isométrica a esfera S™, o que prova o primeiro item.
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Agora, levando em conta novamente que M"™ é compacta, podemos integrar

a férmula de Bochner e obtermos

/ |V2u — %g|2d1\/[ = n-l / (Au)2dM — / Ric(Vu, Vu)dM.
M n n M M

Portanto, temos que [, |[V?u — 2%g|>dM = 0.
Observe ainda que

R A
Ric — —g="(v? - 24y, (4.35)
n u n

assim, Ric = %g e Vu é um campo conforme nao-trivial. Portanto, estamos
nas condigoes da prova do item anterior, o que nos permite concluir que M" é

isométrica a esfera S, o que finaliza a prova do teorema. O]
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