
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ
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Resumo

O objetivo desde trabalho é estudar a geometria das métricas tipo-Einstein

(solitons de Ricci, quase solitons de Ricci e métricas quasi-Einstein). Mais es-

pecificamente, vamos obter equações de estrutura, exemplos, fórmulas integrais

e estimativas que permitirão caracterizar estas classes de métricas.

Palavras-chave: Solitons de Ricci, Quase solitons de Ricci, métricas quasi-

Einstein.



Abstract

The purpose of this work is study the geometric of the like-Einstein me-

trics (Ricci soliton, almost Ricci solitons and quasi-Einstein metrics). More

specifically, we obtain structure equations, examples, integral formulae and

estimates that will enable characterize these classes of metrics.

Keywords: Ricci solitons, Almost Ricci soliton, quasi-Einstein metrics.



Conteúdo
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Introdução

O estudo das métricas tipo-Einstein tem sido de grande relevância nos

últimos anos, podemos citar, como por exemplo, os solitons de Ricci, quase

solitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Os solitons de Ricci representam

os pontos estacionários do fluxo de Ricci, que foi intruzido por Hamilton [19]

na década de 80. Eles mudam apenas por scale da métrica e por difeomorfis-

mos. Indicamos como leitura básica sobre solitons de Ricci um recente artigo

escrito por H.D. Cao [11]. Em [29], Perelman provou que todo soliton de Ricci

compacto contrátil é gradiente. Nessas condições solucionaremos o primeiro

problema proposto por [17] com o seguinte teorema.

Teorema 0.1 Seja
(
Mn, g, X

)
um soliton de Ricci compacto. Então o po-

tencial do Perelman é igual ao potencial do Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Além disso vamos caracterizar os solitons de Ricci cujo o campo associado é

um campo conforme. Mais especificamente, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 0.2 Para um soliton de Ricci conforme
(
Mn, g, X

)
com n > 2, as

seguintes sentenças ocorrem.

1. Se Mn é compacta, então X é um campo de Killing. E portanto é trivial.

2. Se Mn é um soliton gradiente não compacto, então o soliton é gaussiano

ou X é um campo de Killing.

Em 2010, Pigola-Rigoli-Rimoldi-Setti [32] propusaram uma generalização

para as métricas Einstein, tal generalização também particulariza a definição

de soliton de Ricci. No artigo supracitado os autores provaram alguns teoremas

de rigidez e mostraram condições para a existência de exemplos para tal classe

de métricas. No caṕıtulo 3 iremos provar uma série de equações básicas para o

estudo de quase solitons de Ricci e exemplos no caso compacto e não compacto.
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Considerando que o campo associado ao quase soliton de Ricci é um campo

conforme, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 0.3 Seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci compacto com

n > 2. Se X é um campo conforme não trivial, então Mn é isométrico a uma

esfera Euclidiana S
n.

Além disso, na direção de obter outras caracterizações para os quase soli-

tons de Ricci compactos, obteremos a seguinte fórmula integral.

Teorema 0.4 Seja
(
Mn, g, ∇f, λ

)
um quase soliton de Ricci gradiente com-

pacto. Então temos que:

∫

M

|∇2f −
∆f

n
g|2dM =

n− 2

2n

∫

M

〈∇R,∇f〉dM.

Como consequência da fórmula integral obtida, vamos provar o seguinte

corolário, que é o resultado central de [3].

Corolário 0.1 Um quase soliton de Ricci gradiente compacto, não-trivial, é

isometrico a esfera Euclidiana, se uma das seguintes concições ocorre.

1. Mn tem curvatura escalar constante.

2.
∫
M

(
Ric(∇f,∇f) + (n− 1)〈∇λ,∇f〉

)
dM ≤ 0.

3. Mn é uma variedade homogênea.

Na sequência vamos caracterizar os quase solitons de Ricci não compactos

com a hipótese do campo associado ser conforme. Além disso, vamos obter um

série de equações fundamentais que permitem caracterizar os quase solitons de

Ricci usando prinćıpios do máximo. Finalizaremos o caṕıtulo 3 sobre quase

soliton de Ricci, provando o seguinte teorema tipo-Myers.

Teorema 0.5 Seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci. Se existe k ∈ R

tal que λ ≥ k > 0 e |X| é limitada, então Mn é compacta. Em particular, o

seu grupo fundamental é finito.
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No caṕıtulo 4 iremos estudar a geometria das métricas quasi-Einstein. Tal

classe de métrica foi introduzida por Case-Shu-Wei em [13], nesse artigo eles

provaram que tais métricas geram os produtos warped Einstein. Além disso,

eles provaram alguns teoremas de rigidez e de trivialidade para métricas quasi-

Einstein. No caṕıtulo 4 iremos provar um série de equações de estrutura para

as métricas quasi-Einstein, em especial, iremos obter uma equação para o

laplaciano da curvatura escalar, dada pelo seguinte teorema.

Teorema 0.6 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma métrica quasi-Einstein. Então temos

1

2
∆fR = −|∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f +

1

2
〈∇f,∇R〉+

1

2
〈∇f,∇∆f〉

+
1

m
div

(
∇∇f∇f −∆f∇f

)
.

Como consequência do supracitado teorema, obteremos as seguintes fórmulas

integrais.

Corolário 0.2 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma métrica quasi-Einstein compacta. Então:

1.
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM =

∫
M
〈∇f,∇R〉dM+ n+2

2n

∫
M
〈∇f,∇∆f〉dM.

2.
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM + n+2

2n

∫
M
(∆f)2dM =

∫
M
〈∇f,∇R〉dM.

3.
∫
M
Ric(∇f,∇f)dM +

∫
M
〈∇f,∇R〉dM = 3

2

∫
M
(∆f)2dM.

4. Mn é uma variedade de Einstein, se
∫
M
〈∇R,∇f〉dM ≤ 0.

5. Suponha que f é não constante e exista µ :Mn → R solução da equação

n+2
2n

∆f + R = µ, tal que µ ⊥ ∆f , no produto interno do L2. Então

Mn é conformemente equivalente a uma esfera Euclidiana S
n, mas não

isométrica.

Ainda no caṕıtulo 4, obteremos um gama de resultados que garante a

trivialidade e rigidez de métricas quasi-Einstein. Finalizaremos o caṕıtulo

com um teorema de caracterização para métricas quasi-Einstein com m finito.

Para tanto, sendo m finito, consideraremos uma função auxiliar u : Mn → R

dada por u = e−
f
m , nessas condições obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 0.7 Uma variedade quasi-Einstein compacta não-trivial
(
Mn, g, ∇f

)
,

com n > 2, é isométrica a uma esfera S
n, se uma das seguintes condições

ocorre.

1. ∇u é um campo conforme.

2.
∫
M
Ric(∇u,∇u)dM ≥ n−1

n

∫
M
(∆u)2dM.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria

Riemanniana que serão utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura

complementar [7], [16] e [9].

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espaços tangentes a uma variedade

Riemanniana torna posśıvel visualizar tensores de diferentes maneiras. Ve-

remos isso com o tensor Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observação

fundamental é que uma aplicação bilinear pode ser interpretada como uma

aplicação linear quando se tem uma estrutura de produto interno, como ensina

o seguinte lema.

Lema 1.1 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Existe um isomor-

fismo entre o espaço dos (l + 1, k)−tensor T l+1
k (V ) e o espaço das aplicações

multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Demonstração: Denotando por A(V ) o espaço vetorial das aplicações mul-

tilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Definindo Φ : A → T l+1
k (V ) que associa cada A ∈ A(V ) ao (l + 1, k)−tensor

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)). É fácil ver que

16



1.1 Alguns conceitos sobre tensores

esta aplicação é linear, note também que Φ é injetiva, pois dados ω, ω1, . . . ,

ωl ∈ V
∗ e X1, . . . , Xk ∈ V quaisquer, se

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0

então

ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)) = 0.

Como os vetores e covetores são arbitrários, segue que

A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0,

donde A = 0. Além disso, dimA = dimTl+1
k (V), logo Φ é o isomorfismo pro-

curado. �

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (l+1, k)−tensor, iremos

trabalhar com este na forma de uma aplicação multilinear como vimos no

lema anterior. Além disso, em todo o texto usaremos a convenção de Einstein

para soma, que consiste em omitir o sinal do somatório quando temos ı́ndices

cruzados repetidos, por exemplo

yi =
n∑

j=1

x
j
iEj

é equivalente a yi = x
j
iEj.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s, t)−tensor T em M

podemos tornar T um (s − k, t + k)−tensor para qualquer k ∈ Z tal que

s − k e t + k sejam não negativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte

forma. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e seja X(M) o espaço dos

campos diferenciáveis sobre M , então existe um isomorfismo natural entre

X(M) e X
∗(M); este isomorfismo é dado pela aplicação que associa cada X ∈

X(M) a aplicação linear (W 7→ g(X,W )) ∈ X
∗(M). Usando este isomorfismo,

podemos substituir X(M) por X∗(M) ou vice-versa, e assim mudar o tipo de

tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {E1, . . . , En} um refe-

rencial em X(M) e {σ1, . . . , σn} ⊂ X
∗(M) sua base dual, i.e., σi(Ej) = δij. Os

17



1.1 Alguns conceitos sobre tensores

vetores e os covetores podem ser escritos como

v = viEi = σi(v)Ei,

ω = αjσ
j = ω(Ej)σ

j.

O tensor T pode agora ser escrito como

T = T i1...isj1...jt
σj1 ⊗ · · · ⊗ σjt ⊗ Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eis ,

onde T i1...isj1...jt
= T (σj1 , · · · , σjt , Ei1 , · · · , Eis).

Agora vejamos como podemos mudar Ei num covetor e σj em um vetor.

Lembre que o dual de Ei é o covetor w 7→ g(Ei, w), que pode ser escrito como

g(Ei, w) = g(Ei, Ej)σ
j(w) = gijσ

j(w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor σj.

A propriedade que o define é

g(v, w) = σj(w).

Assim, temos

g(v, Ei) = δ
j
i .

Escrevendo v = vkEk, temos que

gkiv
k = δ

j
i .

Sendo (gij) a inversa de (gij), temos portanto

v = viEi = gijEi.

Assim,

Ei → gijσ
j,

σj → gijEi.

Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)−tensor, o tensor métrico

g é igual a aplicação identidade I : X(M)→ X(M). Com efeito, escrevendo o

tensor g na forma de (1, 1)−tensor

g(Ei) = g
j
iEj,

18



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

e

g = gijEi ⊗ σj.

Assim na forma de (0, 2)−tensor teremos

g = gkjσ
k ⊗ σj = gijgikσ

k ⊗ σj,

e na forma de (2, 0)−tensor temos que

g = gikEi ⊗ Ek = gijg
kjEi ⊗ Ek,

assim

gijgik = gkj

gijg
kj = gik,

dáı

gijgikg
i
jg
kj = gkjg

ik

gijδ
j
i g
i
j = δij

gij = δij,

implicando que gij = 0 se i 6= j e gjj = 1. Logo g(Ei) = Ei.

Definição 1.1 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita com produto

interno e L : V → V um (1, 1)−tensor, definimos a norma do tensor L por

|L| =
√
tr (L∗ ◦ L) =

√
tr (L ◦ L∗),

onde L∗ : V → V é a adjunta de L.

Note que, V tem dimensão finita n e L : V → V é auto-adjunto então existe

uma base de autovetores tais que λ1 ≤ · · · ≤ λn são seus autovalores contados

com suas respectivas multiplicidades, donde |L| =
√
λ21 + · · ·+ λ2n.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotará uma variedade Riemannnina n-dimen-

sional com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das

funções diferenciáveis (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M).
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Definição 1.2 Definamos a derivada covariante de um (1, r)−tensor S,

como sendo o (1, r + 1)−tensor ∇S : X(M)r+1 → X(M) dado por

∇S(X, Y1, .., Yr) = (∇XS)(Y1, . . . , Yr)

= ∇X(S(Y1, . . . , Yr))−
r∑

i=1

S(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).

Dizemos que um tensor S é paralelo se ∇S ≡ 0. Observe que uma métrica

Riemanniana g é um tensor paralelo, pois

(∇g)(X, Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0,

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).

Definição 1.3 Seja f :M → R uma função diferenciável. O gradiente de f

é o campo diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = DXf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

Proposição 1.1 Sejam f, h ∈ C∞(M), então

(1) ∇(f + h) = ∇f +∇h.

(2) ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Além disso, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.2 Seja f ∈ C∞(M). Dados p ∈ M e v ∈ TpM , seja

γ : (−ε, ε) → M uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Então

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.1)

Em particular, se p é um ponto de máximo ou de mı́nimo local para f , então

∇f(p) = 0.

Demonstração: Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma

extensão local de γ′, temos

g(∇f, v)(p) = DXf(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
.

20



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Suponha agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é

análogo). Então existe U ⊂ M uma vizinhança aberta de p tal que

f(p) ≥ f(q) para todo q ∈ U . Se v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → U é como no

enunciado da proposição, então f ◦ γ : (−ε, ε)→ R tem um máximo local em

0, donde

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= 0.

Como a igualdade anterior é válida para todo v ∈ TpM , então ∇f(p) = 0. �

Corolário 1.1 Se f ∈ C∞(M) e φ : R→ R é uma função diferenciável, então

∇(φ ◦ f) = φ′(f)∇f. (1.2)

Demonstração: Se p ∈ M , v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → M é uma curva dife-

renciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, então segue da proposição anterior que

g(∇(φ ◦ f), v) =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= φ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= (φ′ ◦ f)g(∇f, v)(p).

�

Definição 1.4 Dada uma função diferenciável f : M → R, dizemos que

p ∈ M é um ponto cŕıtico de f se ∇f(p) = 0. Em particular, segue da

Proposição 1.2 que todo ponto de máximo ou de mı́nimo local de f é um ponto

cŕıtico de f .

Corolário 1.2 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R

uma função diferenciável. Se ∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Demonstração: Fixe p ∈ M e seja A = {q ∈ M ; f(q) = f(p)}. A continui-

dade de f garante que A é fechado em M . Como A 6= ∅ (pois p ∈ M), se

mostrarmos que A é aberto em M seguirá da conexidade de M que A = M ,

i.e., f será constante. Seja então q ∈ A e U ⊂M uma vizinhança coordenada

conexa de q. Para todo q′ ∈ U , existe uma curva diferenciável γ : [0, 1] → U

com γ(0) = q e γ(1) = q′. Segue da Proposição 1.2 que

d

dt
(f ◦ γ)(t) = g

(
∇f,

dγ

dt

)
(γ(t)) = 0,
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

e dáı a função t 7→ (f ◦ γ)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(q) = (f ◦ γ)(0) = (f ◦ γ)(1) = f(q′),

donde q′ ∈ A. Sendo q′ ∈ U arbitrário, conclúımos que U ⊂ A, ou seja, A é

aberto em M . �

Proposição 1.3 Se f ∈ C∞(M) e U ⊂M é uma vizinhança coordenada, com

campos coordenadas ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, então o gradiente de f é dado em U por

∇f = gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
.

Em particular,

|∇f |2 = gkl
∂f

∂xk
∂f

∂xl
.

Demonstração: Se ∇f = ak ∂
∂xk

, então

∂f

∂xl
= g

(
∇f,

∂

∂xl

)
= ajg

( ∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
,

de maneira que

gkl
∂f

∂xl
= ajgklgjl = ajδkj = ak.

Para o que falta, temos

|∇f |2 = g
(
gkl

∂f

∂xl
∂

∂xk
, gmj

∂f

∂xj
∂

∂xm

)

= gklgmjgkm
∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gklδjk
∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gjl
∂f

∂xl
∂f

∂xj
.

�

Definição 1.5 Seja X um campo vetorial diferenciável emM . A divergência

de X é uma função diferenciável divX :M → R, dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)}, (1.3)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

De maneira similar a definição anterior, podemos definir a divergência de

um (1, r)−tensor S como sendo o (0, r)−tensor

(div S)(v1, . . . , vr) = tr {w 7→ (∇wS)(v1, . . . , vr)}

=
n∑

i=1

g
(
(∇eiS)(v1, . . . , vr), ei

)
,

onde {ei} é uma base ortonormal de TpM . Lembre que um referencial ortonor-

mal {E1, . . . , En} em um aberto

U ⊂ M é geodésico em p ∈ U se (∇Ei
Ej)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Para a construção de um referencial geodésico em uma vizinhança de p, veja

Caṕıtulo 3 de [9].

Definição 1.6 Seja f :M → R uma função diferenciável. O Laplaciano de

f é a função ∆f :M → R dada por

∆f = div (∇f). (1.4)

Definição 1.7 Seja f : M → R uma função diferenciável. O Hessiano de

f é o campo de operadores lineares (Hess f)p : TpM → TpM , definido para

v ∈ TpM por

(Hess f)p (v) = ∇v∇f.

Segue da definição da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão

de v a uma vizinhança de p ∈M , então

(Hess f)p (X) = ∇X∇f.

Proposição 1.4 Se f : M → R é uma função diferenciável e p ∈ M , então

(Hess f)p : TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Demonstração: Se v, w ∈ TpM e V,W denotam respectivamente extensões

de v, w a campos definidos em uma vizinhança de p ∈M , então

g((Hess f)p(v), w)(p) = g(∇V∇f,W )(p)

= DV g(∇f,W )(p)− g(∇f,∇VW )(p)

= (DV (DWf))(p)− g(∇f,∇WV + [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p) + (D[V,W ]f)(p)

−g(∇f,∇WV )(p) + g(∇f, [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p)− g(∇f,∇WV )(p)

= DWg(∇f, V )(p)− g(∇f,∇WV )(p)

= g(∇W∇f, V )(p)

= g((Hess f)p(w), v)(p).

�

Proposição 1.5 Se f :M → R é uma função diferenciável, então

∆f = tr (Hess f). (1.5)

Demonstração: É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada

p ∈M . Para tanto, seja U ⊂M uma vizinhança de p onde esteja definido um

referencial ortonormal {e1, . . . , en}. Então

tr (Hess f)p =
n∑

i=1

g((Hess f)p(ei), ei)(p) =
n∑

i=1

g(∇ei∇f, ei)(p)

= div (∇f)(p) = ∆f(p).

�

Proposição 1.6 Seja f :M → R uma função diferenciável.

(a) Se p ∈ M é ponto cŕıtico de f, v ∈ TpM e c : (−ε, ε) → M é uma curva

diferenciável tal que c(0) = p e c′(0) = v, então

(Hess f)p(v, v) =
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.6)
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

(b) Se γ : (−ε, ε)→M é uma geodésica de M , então

(Hess f)γ(t)(γ
′(t), γ′(t)) =

d2

dt2
(f ◦ γ)(t). (1.7)

Demonstração: Façamos a prova de (a), sendo a prova de (b) análoga. Basta

ver que

(Hess f)p(v, v) = g(∇ dc
dt
∇f, c′)(p)

=
d

dt
g(∇f, c′)

∣∣∣
t=0
−g

(
∇f,

Dc′

dt

)
(p)

=
d

dt
g
(
∇f,

dc

dt

)∣∣∣
t=0

=
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
.

�

Agora observe que podemos definir oHessiano como o (1, 1)−tensor∇(∇f) =

∇2f dado por ∇2f(X) = ∇X∇f , a Proposição 1.4 sugere uma definição na

forma de um (0, 2)−tensor simétrico Hess f(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ), tal que

g(∇2f(X), Y ) = g(∇2f(Y ), X).

Diremos que ∇2f ≥ k(≤ k), se todos os seus autovalores forem ≥ k(≤ k).

Definição 1.8 Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curva-

tura de Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm(X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇

2
Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)−tensor,

definido por Rm : X(M)4 → C∞(M)

Rm (X, Y, Z,W ) = g(Rm (X, Y )Z,W ).
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Proposição 1.7 O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propri-

edades

(1) Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X, Z,W ) = Rm (Y,X,W,Z).

(2) Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm(X, Y )Z + Rm(Y, Z)X + Rm(Z,X)Y = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇ZRm)(X, Y,W ) + (∇XRm)(Y, Z,W + (∇YRm)(Z,X,W = 0.

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [30].

Definição 1.9 Seja P ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tan-

gente. A curvatura seccional de P em p é dada por

sec (X, Y ) =
g(Rm (X, Y )Y,X)

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ P são dois vetores linearmente independentes de TpM . Lembre

que esta definição não depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [9]).

Observe que, se {e1, e2} é uma base ortonormal de P , então

sec (e1, e2) = g(Rm (e1, e2)e2, e1).

Definição 1.10 Definimos o tensor curvatura de Ricci

Ric : X(M)2 → C∞(M) como sendo o traço do tensor curvatura de Riemann,

i.e.,

Ric (Y, Z) = tr {X 7→ Rm(X, Y )Z},

onde X, Y ∈ X(M).

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

Ric (v, w) =
n∑

i=1

g(Rm (ei, v)w, ei) =
n∑

i=1

g(Rm (ei, w)v, ei).
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1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido

como o (1, 1)−tensor simétrico

Ric (v) =
n∑

i=1

Rm(v, ei)ei.

Se (M, g) satisfaz Ric (v) = kv, ou equivalentemente,

Ric (v, v) = kg(v, v) onde k : Mn → R é uma função em M , então (M, g)

é dita uma variedade de Einstein.

Definição 1.11 A curvatura escalar de uma variedade é a função

R :M → R dada por

R = trRic.

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

R = trRic

=
n∑

j=1

g(Ric (ej), ej)

=
n∑

i,j=1

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑

i<j

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑

i<j

sec (ei, ej).

Proposição 1.8 (Segunda Identidade de Bianchi contraida- 2 vezes)

dR = 2div Ric.

Demonstração: Dado um referencial geodésico {Ei}
n
i=1 em uma vizinhança

de

p ∈ M qualquer, X ∈ X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, te-
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1.3 Campos de Killing

mos que

dR (X) = DXR

=
n∑

i,j=1

(∇XRm)(Ei, Ej, Ej, Ei)

=
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ei, X,Ej, Ei)

−
n∑

i,j=1

(∇Ei
Rm)(Ej, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ei, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ej, Ei, Ei, X)

= 2
n∑

i,j=1

∇Ej
(Rm (Ej, Ei, Ei, X))

= 2
n∑

j=1

∇Ej
g(Ric (Ej), X)

= 2
n∑

j=1

g((∇Ej
Ric)(X), Ej).

Usando a definição 1.5 concluimos que

dR (X) = 2div Ric (X),

como queriamos provar. �

1.3 Campos de Killing

Lembre que um campo de vetores X é dito completo se houver um grupo a

1−parâmetro de difeomorfismos {ϕt} gerado por X.

Definição 1.12 Seja α um tensor e X um campo completo (esta definição

estender-se ao caso em que X não é completo e somente define um grupo a
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1.3 Campos de Killing

1−parâmetro de difeomorfismos locais), a derivada de Lie de α com respeito

a X é dada por

LXα = lim
t→0

1

t
(ϕ∗tα− α) =

d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tα,

onde ϕ∗t é o difeomorfismo induzido pelo ϕt.

Proposição 1.9 A derivada de Lie com respeito a X ∈ X(M) satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) Se f ∈ C∞(M), então LXf = DXf .

(2) Se Y ∈ X(M), então LXY = [X, Y ].

(3) Sejam α e β tensores, então LX(α⊗ β) = (LXα)⊗ β + α⊗ (LXβ).

(4) Se α é um (0, r)−tensor, então para quaisquer Y1, . . . , Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, . . . , Yr) = DXα(Y1, . . . , Yr)

−
r∑

i=1

α(Y1, . . . , Yi−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yr)

= (∇Xα)(Y1, . . . , Yr)

+
r∑

i=1

α(Y1, . . . , Yi−1,∇YiX, Yi+1, . . . , Yr).

Para uma prova veja Caṕıtulo 13 de [22].

Agora note que da proposição acima, e do fato que ∇g ≡ 0 temos que

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX), (1.8)

para todo X, Y, Z ∈ X(M). Além disso, se X = ∇f para alguma f ∈ C∞(M),

teremos

(LXg)(Y, Z) = 2Hess f(Y, Z). (1.9)
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1.3 Campos de Killing

Observação 1.1 Se ϕ : M → M é um difeomorfismo , α um tensor e X ∈

X(M) temos

ϕ∗(LXα) = Lϕ∗X(ϕ
∗α).

Se f :M → R, então

ϕ∗(gradgf) = gradϕ∗g(f ◦ ϕ).

Se ϕ(t) : M → M é uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos e α é um

tensor, então
∂

∂t
(ϕ(t)∗α) = LX(t)ϕ(t)

∗α,

onde

X(t0) +
∂

∂t

(
ϕ(t0)

−1 ◦ ϕ(t)
)∣∣∣

t=t0
=

(
ϕ(t0)

−1
)
∗

∂

∂t
ϕ(t)

∣∣∣
t=t0

.

Definição 1.13 Um difeomorfismo ϕ : (M, g) → (N, h) diz-se uma isome-

tria, se ϕ∗h = g. Se para cada p ∈ M existe uma vizinhança U de p tal que

ϕ|U : U → ϕ(U) é uma isometria, então este será uma isometria local.

Proposição 1.10 Se ϕ : (M, g) → (N, h) é uma isometria, então

dϕ(∇XY ) = ∇dϕ(X)(dϕ(Y )), para todo X, Y ∈ X(M).

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [28].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos pos-

teriormente.

Lema 1.2 Seja ϕ : (M, g)→ (N, h) isometria. Então

(1) dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))(dϕ(Z)).

(2) ϕ∗(RN) = RM, isto é, RN ◦ ϕ = RM.

(3) ϕ∗(RicN) = RicM,

onde Rm1 e Rm2 são os tensores curvatura de Riemann de M e N respecti-

vamente, RicM e RicN seus tensores Ricci e RM e RN suas curvaturas escalar.
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

Demonstração: Para (1), note que dados X, Y, Z ∈ X(M) quaisquer

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = dϕ(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

= dϕ(∇X∇YZ)− dϕ(∇Y∇XZ)− dϕ(∇[X,Y ]Z).

da proposição anterior e usando o fato que [dϕ(X), dϕ(Y )] = dϕ([X, Y ]), ob-

temos

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = ∇dϕ(X)∇dϕ(Y )dϕ(Z)−∇dϕ(Y )∇dϕ(X)dϕ(Z)

−∇[dϕ(X),dϕ(Y )]dϕ(Z)

= Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))dϕ(Z).

Para (2), veja que dados {e1, e2} base ortonormal de P ⊂ TpM , então

sec (dϕ(e1), dϕ(e2)) = gN(Rm2 (dϕ(e1), dϕ(e2))dϕ(e2), dϕ(e1))

= gN(dϕ(Rm1 (e1, e2)e2), dϕ(e1))

= gM(Rm1 (e1, e2)e2, e1).

Assim RN ◦ ϕ = RM. Um raćıocinio análogo leva a (3). �

Definição 1.14 Dizemos que um campo X de vetores diferenciável sobre (M, g)

é de Killing se LXg = 0. Se X é um campo de Killing completo, então o

grupo a 1−parâmetro de difeomorfismos ϕt que são gerados por X é um grupo

a 1−parâmetro de isometrias de (M, g).

Proposição 1.11 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X ∈

X(M) é um campo de Killing, então X é completo.

Para uma prova veja Caṕıtulo 9 de [28].

1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

Definição 1.15 Seja M uma variedade Riemanniana, um soliton de Ricci

(M, g,X, λ) é uma métrica Riemanniana junto com um campo vetorial

X ∈ X(M) e uma constante λ ∈ R , tal que,

Ric +
1

2
LXg = λg. (1.10)
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

Este é chamado de expansivo se λ < 0, estável quando λ = 0 e contrátil se

λ > 0. Quando X = ∇f , onde f ∈ C∞(M), pela igualdade (1.9) podemos

reescrever a equação (1.10)

Ric + Hess f = λg, (1.11)

e este é chamado soliton de Ricci gradiente, ou simplesmente soliton

gradiente.

Observação 1.2 Note que tomando o traço em (1.11) obtemos pela Pro-

posição 1.5

R +∆f = λn. (1.12)

O estudo dos solitons de Ricci está contido na teoria dos Fluxos de Ricci, teoria

esta utilizada por Grigori Perelman para demonstrar a conjectura de Poincaré,

neste trabalho não trataremos diretamente de sua conexão com a teoria dos

Fluxos de Ricci. Esta conexão fica evidenciada pelo

Teorema 1.1 Se (M, g0, f0,
−λ
2
) é um soliton gradiente com gradg0f0 com-

pleto, então existe uma solução g(t) do fluxo de Ricci, isto é,

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

com g(0) = g0, difeomorfismos φ(t) com φ(0) = IdM , funções f(t) com f(0) =

f0, definido para todo t, tal que τ(t) = λt+ 1 > 0, sastifazendo:

(1) φ(t) :M →M é uma famı́lia a 1 parâmetro de difeomorfismos gerados por

X(t) = 1
τ(t)

gradg0f0, isto é,

∂

∂t
φ(t)(x) =

1

τ(t)
(gradg0f0)(φ(t)(x));

(2)

g(t) = τ(t)φ(t)∗g0;

(3)

f(t) = f0 ◦ φ(t) = φ(t)∗(f0);
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

(4)

Ric(g(t)) +∇g(t)∇g(t)f(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0,

onde gradg(t)f(t), é o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Demonstração: Defina τ(t) = λt + 1. Já que o campo gradg0f0 é completo,

existe uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos φ(t) : M → M ge-

rados pelo campo 1
τ(t)

gradg0f0 definido para todo τ(t) > 0. Então defina

f(t) = f0 ◦ φ(t) e g(t) = τ(t)φ(t)∗g0. Assim

∂g(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
λ

τ(t0)
g(t0) + τ(t0)

∂(φ(t)∗g0)

∂t

∣∣∣
t=t0

.

Usando a observação 1.1, temos que

τ(t0)
∂(φ(t)∗g0)

∂t

∣∣∣
t=t0

= τ(t0)L(φ(t0)−1)∗
∂
∂t
|t=t0φ(t)

φ(t0)
∗g0

= Lgradg(t0)f(t0)
g(t0),

já que
∂φ(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
1

τ(t0)
gradg0f0 = φ(t)∗(gradg(t0)f(t0)).

Consequentemente

∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t).

Agora usando a observação 1.1, teremos

−2Ric(g(t)) = φ(t)∗(−2Ric(g0))

= φ(t)∗(λg0 + Lgradg0f0
g0)

=
λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t),

isto é,

Ric(g(t)) +∇g(t)∇g(t)f(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0.

Portanto

∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t)

= −2Ric(g(t)).

�
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

O teorema acima, diz que dado um soliton gradiente com ∇f completo,

existe uma solução do Fluxo de Ricci que é igual ao soliton gradiente em algum

instante e mais ainda, a solução é ainda um soliton gradiente para todo t do

intervalo de definição da solução.

Agora exibiremos alguns exemplos clássicos de solitons gradiente.

1. Solitons de Einstein. Se M é uma variedade de Einstein com constante

de Einstein λ, tomando f : M → R constante temos que Hess f = 0,

assim

Ric + Hess f = λg.

Portanto, (M, g,∇f, λ) é um soliton gradientes.

2. Soliton Gaussiano. Seja (Rn, g,∇f, λ) onde f : Rn → R é dado por

f = λ
2
|x|2, λ ∈ R e g é a métrica canônica do R

n. Assim o tensor

curvatura Rm ≡ 0 ⇒ Ric(g) = 0. Além disso seja {Ei}i base canônica

do R
n, isto é, g(Ei, Ej) = δij e ∇Ei

Ej = 0, então

Hess f(Ei, Ej) = Ei(Ej(f))− g(∇f,∇Ei
Ej) =

∂2f

∂xi∂xj
.

Logo, Hess f(Ei, Ej) = 0 se i 6= j e Hess f(Ei, Ei) = λ, dáı

Ricij +Hess fij = λgij.

Portanto, (Rn, g,∇f, λ) é um soliton gradiente chamado soliton Gaussi-

ano.

3. Soliton de Hamilton. Seja (R2, gΣ) uma superf́ıcie Riemanniana, com

gΣ :=
g

1 + x2 + y2
,

onde g é a métrica canônica do R
2. Afirmamos que

gΣ(t) =
g

e4t + x2 + y2

é uma solução de
∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)).
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

Para ver isto lembre que, se (M2, h) é uma superf́ıcie Riemanniana e

g = uh, onde u :M → R, então

Rg = u−1(Rh −∆h ln u)

(para uma prova deste fato veja Caṕıtulo 2 de [16] ), e Ricij = R
2
gij

quando n = 2, assim g(t) = u(t)h é uma solução da equação do fluxo de

Ricci se, e somente se,

∂u

∂t
= ∆h ln u− Rh.

Verifiquemos a condição suficiente,

∂g(t)

∂t
=
∂u(t)h

∂t
= (∆h ln u(t)− Rh)h,

assim
∂g(t)

∂t
= −Rg(t)u(t)h = −Rg(t)g(t) = −2Ric(g(t)).

Então, como gΣ(t) = u(t)g onde

u(t) = (e4t + x2 + y2)−1,

basta mostrar que

∂u

∂t
= ∆g ln u− Rg = ∆g log u.

Para isto, veja que

∂u(t)

∂t
= −4e4t(e4t + x2 + y2)−2,

e
∂ ln u(t)

∂x
=

−2x

(e4t + x2 + y2)
.

Assim
∂2 ln u(t)

∂x2
=
−2(e4t + x2 + y2) + 4x2

(e4t + x2 + y2)2
,

analogamente obtemos

∂2 ln u(t)

∂y2
=
−2(e4t + x2 + y2) + 4y2

(e4t + x2 + y2)2
.

Logo

∆g ln u =
−4e4t

(e4t + x2 + y2)2
=
∂u(t)

∂t
.
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

Assim,

Ric(gΣ) = −
1

2

∂g(t)

∂t

∣∣∣
t=0

= −
1

2

−4

(e0 + x2 + y2)2
g

=
2

(1 + x2 + y2)2
g.

Seja Y ∈ X(R2) definido por Y = −2(x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
). Mostremos que

LY gΣ =
−4

(1 + x2 + y2)2
g.

Com efeito, como gΣ = ug onde u = (1 + x2 + y2)−1, então

LY gΣ = LY (ug) = (LY u)g + uLY g.

Sendo

LY u = DY u = −2x
∂u

∂x
− 2y

∂u

∂y
,

onde
∂u

∂x
=
∂(u ◦ Id−1)

∂x

e Id−1 é identidade do R
2( analogamente para ∂u

∂y
), então

DY u = −2x
−2x

(1 + x2 + y2)2
− 2y

−2y

(1 + x2 + y2)2

=
4x2 + 4y2

(1 + x2 + y2)2
.

Em coordenadas locais {xi}2i=1, observe que

LY dx
i = d(LY x

i) = d(DY x
i) = dY i,

assim

LY g = LY (gijdx
i ⊗ dxj)

= LY gijdx
i ⊗ dxj + gij(LY dx

i)⊗ dxj + gijdx
i ⊗ (LY dx

j)

= DY gijdx
i ⊗ dxj + gijdY

i ⊗ dxj + gijdx
i ⊗ dY j

= (DY gij + gkj
∂Y k

∂xi
+ gik

∂Y k

∂xj
)dxi ⊗ dxj.

Dáı

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= DY gij + gkj

∂Y k

∂xi
+ gik

∂Y k

∂xj
,
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1.4 Definições e fórmulas em solitons de Ricci

tomando { ∂
∂xi
}2i=1 como a base canônica do R

2, então

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= 0

e

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= 2

∂Y i

∂xi
.

Como

Y = Y i ∂

∂xi
= −2(x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
),

então

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= −4.

Donde

LY g = −4g,

e portanto

LY gΣ =
4x2 + 4y2

(1 + x2 + y2)2
g +

−4

1 + x2 + y2
g

=
−4

(1 + x2 + y2)2
g.

Logo

Ric(gΣ) +
1

2
LY gΣ = 0,

isto é, (R2, gΣ, 0) é um soliton de Ricci estável. Note ainda que Y = ∇f ,

onde f : R2 → R é dada por f(x, y) = − ln(1 + x2 + y2). Com efeito,

basta notar que

gΣ(∇f,
∂

∂x
) =

g(∇f, ∂
∂x
)

1 + x2 + y2

=
∂f
∂x

1 + x2 + y2

= −2x,

analogamente para gΣ(∇f,
∂
∂y
). Assim na métrica gΣ

∇f = −2x
∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Portanto (R2, gΣ,∇f, 0) é um soliton gradiente estável.
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1.5 Fómula de Bochner generalizada

1.5 Fómula de Bochner generalizada

Agora estabeleceremos uma fórmula geral que conduz às fórmulas de Bochner

para campos de Killing e campos gradiente.

Lema 1.3 Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M) qualquer,

então

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric (X,X) +DXdivX. (1.13)

Quando X = ∇f é um campo gradiente e Z ∈ X(M), então

(divLXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdivX (1.14)

ou na notação de (1, 1)−tensor

div (∇∇f) = Ric(∇f) +∇∆f. (1.15)

Demonstração: Dado um referencial geodésico {Ei}
n
i=1 em vizinhança de

p ∈M qualquer e X ∈ X(M), temos que

(divLXg)(X) =
n∑

i=1

(∇Ei
LXg)(Ei, X)

=
n∑

i=1

∇Ei
(LXg(Ei, X))−

n∑

i=1

LXg(∇Ei
Ei, X)

−
n∑

i=1

LXg(Ei,∇Ei
X)

=
n∑

i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,X) + g(Ei,∇XX))

−
n∑

i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

X)−
n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

=
n∑

i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,X)) +
n∑

i=1

∇Ei
(g(Ei,∇XX))

−
n∑

i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

X)−
n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX).

Agora note que, sendo ∇1
2
|X|2 = αjEj temos

αj = g(∇
1

2
|X|2, Ej)

= DEj
(
1

2
|X|2)

= g(∇Ej
X,X).
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1.5 Fómula de Bochner generalizada

Assim

∇
1

2
|X|2 =

n∑

j=1

g(∇Ej
X,X)Ej,

donde

∆
1

2
|X|2 = div (∇(

1

2
|X|2))

=
n∑

i=1

g(∇Ei
∇
1

2
|X|2, Ei).

Além disso,

∇Ei
∇
1

2
|X|2 = ∇Ei

(
n∑

j=1

g(∇Ej
X,X)Ej)

=
n∑

j=1

g(∇Ej
X,X)∇Ei

Ej +
n∑

j=1

∇Ei
(g(∇Ej

X,X))Ej

=
n∑

j=1

∇Ei
(g(∇Ej

X,X))Ej.

Dáı,

∆
1

2
|X|2 =

n∑

i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,X)).

Agora lembre que ∇X =
∑n

i=1∇Ei
X ⇒ |∇X|2 =

∑n
i=1 g(∇Ei

X,∇Ei
X).

Então

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 +

n∑

i=1

∇Ei
(g(Ei,∇XX))

−|∇X|2 −
n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

= ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +

n∑

i=1

g(∇Ei
Ei,∇XX)

+
n∑

i=1

g(Ei,∇Ei
∇XX)−

n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

= ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +

n∑

i=1

g(Ei,∇
2
Ei,X

X).
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1.5 Fómula de Bochner generalizada

Note ainda que,

Ric (X,X) =
n∑

i=1

g(Rm (Ei, X)X,Ei)

=
n∑

i=1

g(∇2
Ei,X

X −∇2
X,Ei

X,Ei),

assim

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +Ric(X,X)

+
n∑

i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei).

Usando que X = xjEj ⇒ ∇XEi = xj∇Ej
Ei = 0, calculemos DXdivX

DXdivX =
n∑

i=1

∇X(g(∇Ei
X,Ei))

=
n∑

i=1

g(∇X∇Ei
X,Ei) +

n∑

i=1

g(∇Ei
X,∇XEi)

=
n∑

i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei) +
n∑

i=1

g(∇∇XEi
X,Ei)

+
n∑

i=1

g(∇Ei
X,∇XEi)

=
n∑

i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei).

Logo,

(divLXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric (X,X) +DXdivX.

Quando X = ∇f , então para todo Z, Y ∈ X(M)

g(∇ZX, Y ) = Hess f(Z, Y ) = Hess f(Y, Z) = g(Z,∇YX),
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1.5 Fómula de Bochner generalizada

assim

(divLXg)(Z) =
n∑

i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,Z) + g(Ei,∇ZX))

−
n∑

i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

Z)−
n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
ZX)

=
n∑

i=1

∇Ei
(g(∇ZX,Ei) + g(Ei,∇ZX))

−
n∑

i=1

g(∇∇Ei
ZX,Ei)−

n∑

i=1

g(Ei,∇∇Ei
ZX)

= 2
n∑

i=1

g(∇Ei
∇ZX,Ei) + 2

n∑

i=1

g(∇Ei
Ei,∇ZX)

−2
n∑

i=1

g(∇∇EiZ
X,Ei)

=
n∑

i=1

2g(∇2
Ei,Z

X,Ei)

= 2Ric (Z,X) + 2g(∇2
Z,Ei

X,Ei).

Logo,

(divLXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdivX.

Como 1
2
LXg = ∇∇f, então na forma de (1, 1)−tensor teremos

div∇∇f = Ric (∇f) +∇∆f.

Observação 1.3 Dado um referencial geodésico {Ei}
n
i=1 numa vizinhança de

p ∈M qualquer, temos que:

trLXg =
n∑

i=1

LXg(Ei, Ei) = 2
n∑

i=1

g(∇EiX,Ei) = 2divX. (1.16)

Corolário 1.3 Se X ∈ X(M) é um campo de Killing sobre uma variedade

Riemanniana, então

∆
1

2
|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X). (1.17)

Demonstração: Como X ∈ X(M) é um campo de Killing, então LXg = 0

e da igualdade (1.16) temos que divX = 0, além disso da igualdade (4.2)

obtemos
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X).
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1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Corolário 1.4 Se X = ∇f com f ∈ C∞(M), então

∆
1

2
|X|2 = |∇X|2 +DXdivX + Ric (X,X). (1.18)

Demonstração: Basta fazer Z = X em (1.14) e igualar a (4.2), para obter-

mos

1

2
∆|X|2 = 2Ric (X,X) + 2DXdivX

+|∇X|2 − Ric (X,X)−DXdivX

= |∇X|2 +DXdivX + Ric (X,X).

As igualdades (1.17) e (1.18), constituem às fórmulas de Bochner mencio-

nadas anteriormente.

1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Inicialmente, para cada p ∈M defina

τp = sup{Ricy(v, v) : y ∈ B(p, 1), ‖v‖ = 1}

e

Hp = max{0, τp}.

Nessas condições, nos trabalhos de Hamilton [19] e Perelman [29] foi utilizado

o seguinte lema.

Lema 1.4 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa, seja p, q ∈

M tal que d(p, q) > 1 e seja γ uma geodésica minimizante ligando p a q

parametrizada pelo comprimento de arco, então

∫ d(p,q)

0

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))dM ≤ 2(n− 1) + Hq +Hp.

Demonstração: De fato, pela fórmula da segunda variação, para qualquer

função diferenciável por partes ϕ com ϕ(0) = ϕ(d(p, q)) = 0,

0 ≤

∫ d(p,q)

0

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2 − ϕ2(s)Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds. (1.19)
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1.6 Um lema de geometria Riemanniana

Seja ϕ tal que

ϕ(s) =





s, 0 ≤ s ≤ 1

1, 1 ≤ s ≤ d(p, q)− 1

d(p, q)− s, d(p, q)− 1 ≤ d(s, q)

Então, sendo ϕ(s) = 1 e ϕ
′

(s) = 0 para 1 ≤ s ≤ d(p, q)−1, assim a equação

(1.19) implica

0 ≤

∫ 1

0

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds +

∫ d(p,q)

d(p,q)−1

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds

−

∫ 1

0

{ϕ2(s)Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds−

∫ r

d(p,q)−1

{ϕ2(s)Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds

−

∫ r−1

1

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds.

Adicionando
∫ d(p,q)
0

(γ
′

(s), γ
′

(s))ds em ambos os lados da equação temos

∫ d(p,q)

0

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))ds ≤

∫ 1

0

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds +

∫ d(p,q)

d(p,q)−1

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds

+

∫ 1

0

{(1− ϕ2(s))Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds

+

∫ d(p,q)

d(p,q)−1

{(1− ϕ2(s))(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds. (1.20)

Agora, levando em conta que |ϕ
′

(s)| = 1 para 0 ≤ s ≤ 1 e d(p, q) ≤ s ≤ r

temos

∫ 1

0

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds +

∫ d(p,q)

d(p,q)−1

{(n− 1)(ϕ
′

(s))2}ds = 2(n− 1). (1.21)

Além disso, 0 ≤ ϕ ≤ 1 e Ric(γ
′

(s), γ
′

(s)) ≤ Hp para 0 ≤ s ≤ 1, portanto

∫ 1

0

{(1− ϕ2(s))Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds ≤ Hp. (1.22)

Analogamente, sendo Ric(γ
′

(s), γ
′

(s)) ≤ Hp para d(p, q)− 1 ≤ s ≤ r, temos

∫ d(p,q)

d(p,q)−1

{(1− ϕ2(s))Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))}ds ≤ Hq. (1.23)

Portanto, combinando as equações (1.20), (1.21), (1.22) e (1.23) conclúımos a

prova do lema. �
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Caṕıtulo 2

Solitons de Ricci

Neste caṕıtulo iremos apresentar alguns resultados obtidos em [1] pelo au-

tor em parceria com Barros e Aquino para solitons de Ricci. Em particular,

vamos provar que o potencial de Perelman é igual ao potencial de Hodge-de

Rham. Além disso, vamos encontrar uma fórmula integral para solitons de

Ricci compacto, e por fim, iremos caracterizar os solitons de Ricci conforme.

2.1 Definição e equações de estrutura

Os solitons de Ricci desepenham um papel importante no estudo do fluxo

de Ricci. Eles apareceram primeiramente nos trabalhos de Hamilton sobre

fluxo de Ricci e representam soluções auto-similares do fluxo de Ricci. Mais

precisamente, representam os pontos estacionários do fluxo e mudam apenas

por homotetia e scaling da métrica.

Definição 2.1 Um soliton de Ricci é uma variedade Riemanniana (Mn, g) e

um campo de vetores X que satisfaz

Ric+
1

2
LXg = λg, (2.1)

para algum λ ∈ R. Onde LXg representa a derivada de Lie da métrica g com

respeito a X.

Se X é o gradiente de uma função f em Mn, então a variedade será chamada

soliton de Ricci gradiente. E neste caso a equação fundamental pode ser escrita
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

como

Ric+∇2f = λg, (2.2)

onde ∇2f representa o hessiano de f.

Como comentado anteriormente nas preliminares, o soliton de Ricci
(
Mn, g, X

)

será chamado expansivo, estável ou contrátil se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0, res-

pectivamente.

Definição 2.2 Dizemos que um soliton de Ricci
(
Mn, g, ∇f

)
é trivial se o

potencial f for constante. Caso contrário, dizemos que o soliton de Ricci é

não-trivial.

Para um soliton de Ricci gradiente Hamilton provou em [19] o seguinte

resultado.

Proposição 2.1 (Hamilton [19]) Seja
(
Mn, g, ∇f

)
um soliton de Ricci gra-

diente. Então as seguintes equações ocorrem:

1. R +∆f = nλ.

2. ∇R = 2Ric(∇f).

3. R + |∇f |2 − 2λf = C, onde C é uma constante.

Em particular, para qualquer vector Z ∈ X(Mn), temos pela equação (3) que

Z(R) + 2〈∇Z∇f,∇f〉 = 2λZ(f). (2.3)

Tais equações são conhecidas como equações de Hamilton, e serão utilizadas

no decorrer do caṕıtulo sem maiores detalhes. Para vermos uma prova, basta

considerarmos λ constante na Proposição 3.1 do próximo caṕıtulo.

2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci

solitons

Em [29], Perelman provou que um soliton de Ricci compacto é sempre gra-

diente. Mais precisamente, provou que existe uma função diferenciável f :
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Mn → R tal que o campo que define o soliton pode ser dado pelo gradiente

de f . Esta função é conhecida com potencial de Perelman. Por completude

iremos apresentar a prova do Perelman.

Teorema 2.1 (Perelman [29]) Todo soliton de Ricci contrátil compacto é

gradiente.

Demonstração: Podemos considerar a equação do soliton da seguinte forma

Rij +∇iωj +∇jωi = λgij, (2.4)

onde ω é a 1-foma associada ao campo X, isto é, ω(.) = 〈., X〉 = X♭.

Façamos um cálculo independente para uma função f :Mn → R genérica,

gjk∇k{2(Rij +∇
2
ijf − λgij)e

−f} = gjk{2∇kRij + 2∇k∇i∇jf}e
−f

+gjk{2(Rij +∇
2
ijf − λgij)}∇k(e

−f )

= {2gjk∇kRij + 2gjk∇k∇i∇jf}e
−f

−{2gjkRij∇k(f) + 2gjk∇2
ijf∇k(f)

−2λgjkgij∇kf}e
−f .

Usando a identidade de Ricci, obtemos

gjk∇k{2(Rij∇
2
ijf − λgij)e

−f} = {∇iR + 2gjk∇i∇k∇jf + 2Ris∇
sf}e−f

−{2Rik∇
kf + 2gjk∇ijf∇kf − 2λ∇if}e

−f

= ∇i{R + 2∆f − |∇f |2 + 2λf}e−f .

Podemos considerar a existência de uma função f :Mn → R tal que

R + 2∆f − |∇f |2 + 2λf = C,

onde C é uma constante. Tal existência é garantida pela minimização do

funcional de Perelman W definida em [29], juntamente com uma estimativa

de Sobolev, para maiores detalhes veja [17].

Portanto, podemos garantir que

div{(Rij +∇
2f − λg)e−f} = 0.
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Dessa forma, se considerarmos a 1 forma

T = (∇kf − ωk)g
kj(Rij +∇

2
ijf − λgij)e

−f ,

temos

divT = (∇l∇kf −∇lωk)g
kjgli(Rij +∇

2
ijf − λgij)e

−f

= (2∇l∇kf −∇lωk −∇kωl)g
kjgli(Rij +∇

2
ijf − λgij)

e−f

2
,

usando a equação (2.4), obtemos

divT = (2∇l∇kf + 2Rlk − 2λglk)g
kjgli(Rij +∇

2
ijf − λgij)

e−f

2

= |Rij +∇
2
ijf − λgij|

2e−f .

Portanto, 0 ≤ |Ric + ∇2f − λg|2e−f = divT. Para alguma 1-forma T . Inte-

grando |Ric+∇2f − λg|2e−f , obtemos que

Ric+∇2f = λg.

Logo (M, g,∇f, λ) é um soliton gradiente com potencial f . �

Observe que no enunciado do Teorema 2.1 colocamos a hipótese contrátil,

necessária durante a prova devido aos argumentos utilizados na estimativa de

Sobolev. Porém, esta hipótese poderá ser removida em virtude do seguinte

resultado.

Proposição 2.2 (Hamilton [19]) Todo soliton de Ricci compacto expansivo

ou estável é Einstein.

Em [17] foi proposto o seguinte problema.

Problema 2.1 É posśıvel provar o Teorema 2.1 mostrando diretamente que

a forma ω é exata?

Para solucionarmos esse problema, utilizamos em [1] o Teorema de decom-

posição de Hodge-de Rham e provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Seja
(
Mn, g, X

)
um soliton de Ricci compacto. Então o poten-

cial de Perelman é igual ao potencial de Hodge-de Rham, a menos de constante.
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Demonstração: De fato, seja X um campo de vetores em uma variedade

compacta Mn, o Teorema de decomposição de Hodge-de Rham, veja [35],

mostra que é posśıvel decompor o campo X como a soma de um campo Y de

divergente nulo e o gradiente de uma função h, ou seja

X = Y +∇h,

onde divY = 0 e h é uma função conhecida como potencial de Hodge-de Rham.

Para tanto, basta considerarmos a 1-forma X♭. Aplicando o Teorema de

Hodge-de Rham, podemos decompor X♭ da seguinte forma

X♭ = dα + δβ + γ, (2.5)

onde γ é uma 1-forma harmônica e a decomposição é única. Agora, conside-

remos Y = (δβ + γ)♯ e (dα)♯ = ∇h para obtermos a afirmação inicial.

Sendo
(
Mn, g, X

)
um soliton de Ricci compacto, então o traço da equação

fundamental (2.1) implica

R + divX = λn.

Mas, pela decomposição descrita acima, na equação (2.5), temos que divX =

∆h, assim, obtemos

R = λn−∆h. (2.6)

Por outro lado, usando o Teorema 2.1 e considerando o traço da equação

fundamental (2.1), temos

R = λn−∆f, (2.7)

onde f é o potencial de Perelman.

Portanto, comparando as duas últimas equações, obtemos ∆(f − h) = 0.

Aplicando o Teorema de de Hopf, conclúımos que f = h + c, onde c é uma

constante, o que finaliza a prova do teorema. �

Com a decomposição de Hodge-de Rham e o teorema anterior obtemos o

seguinte corolário.
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Corolário 2.1 Seja
(
Mn, g, X

)
soliton de Ricci compacto. Se

∫

M

〈X,∇h〉 ≤ 0,

onde h é o potencial Hodge-de Rham, então o soliton é trivial.

Demonstração: Para provarmos o corolário basta lembramos que a decom-

posição de Hodge-de Rham é ortogonal em L2(M
n). Assim, temos que

∫

M

〈X,∇h〉dM =

∫

M

|∇h|2dM =

∫

M

|∇f |2dM.

Portanto, se
∫
M
〈X,∇h〉dM ≤ 0, vamos obter que f é constante, e portanto o

soliton é trivial. �

Uma observação importante, é que no caso não-compacto, existem solitons

de Ricci não-gradiente, veja Baird e Danielo [2] e Lott [24]. Além disso, solitons

contráteis não-compactos são gradientes, veja Naber [25]. Existem exemplos

de solitons de Ricci compacto não-triviais, veja uma recente publicação de Cao

[11] e algumas de suas referências.

Agora, vamos provar uma fórmula integral para soliton de Ricci compacto.

Usando a simetria do Hessiano, podemos escrever a equação (2.3) da seguinte

forma

〈∇R,Z〉+ 2〈∇∇f∇f, Z〉 = 2λ〈∇f, Z〉. (2.8)

Mas, a equação (2.2) implica Ric(∇f, Z) +∇2(∇f, Z) = λ〈∇f, Z〉 para qual-

quer vetor Z ∈ X(Mn). Então, usando a equação (2.8) obtemos

Ric(∇f, Z) =
1

2
〈∇R,Z〉. (2.9)

Em particular

Ric(∇f,∇f) =
1

2
〈∇R,∇f〉 (2.10)

e

Ric(∇f,∇R) =
1

2
|∇R|2. (2.11)

Agora, usando a fórmula de Bochner temos
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

1

2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉

=
1

2
〈∇f,∇R〉+ |∇2f |2 − 〈∇f,∇R〉

= |∇2f |2 −
1

2
〈∇f,∇R〉.

Usando a equação (3) da Proposição 2.1 obtemos ∆|∇f |2 = 2λ∆f −∆R. Em

particular conclúımos que

∆R = 2λ∆f + 〈∇f,∇R〉 − 2|∇2f |2. (2.12)

Portanto, vamos obter uma fórmula alternativa para o laplaciano da cur-

vatura escalar apresentada em [17]

Lema 2.1 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
um soliton de Ricci gradiente. Então

∆R + 2|∇2f −
∆f

n
g|2 = 〈∇f,∇R〉+

2

n
R∆f.

Demonstração:De fato, usando a equação (2.12) temos

∆R = 2λ∆f − 2|∇2f |2 + 〈∇R,∇f〉

= 2λ∆f − 2|∇2f −
∆f

n
g|2 − 2

(∆f)2

n
+ 〈∇R,∇f〉

= 2∆f
(
λ−

∆f

n

)
− 2|∇2f −

∆f

n
g|2 + 〈∇R,∇f〉

=
2

n
R∆f − 2|∇2f −

∆f

n
g|2 + 〈∇R,∇f〉,

o que conclui a prova do Lema. �

Usando uma fórmula similar e o Prinćıpio do Máximo, foi mostrado em [17]

que um soliton de Ricci contrátil compacto não-trivial tem curvatura escalar

estritamente positiva.

Como consequência do Lema 2.1 temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 Seja
(
Mn, g, X

)
um soliton de Ricci compacto. Então

∫

M

|∇2f −
∆f

n
g|2dM =

(n− 2)

2n

∫

M

(∆f)2dM.
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2.2 Decomposição de Hodge-de Rham para Ricci solitons

Demonstração: Para obtermos o Teorema 2.3 basta integrarmos a equação

obtida no Lema 3.2. De fato, integrando obtemos que

2

∫

M

|∇2f −
∆f

n
g|2dM =

∫

M

〈∇f,∇R〉dM +
2

n

∫

M

R∆fdM

=

∫

M

〈∇f,∇R〉dM −
2

n

∫

M

〈∇f,∇R〉dM

=
n− 2

n

∫

M

〈∇f,∇R〉dM

= −
n− 2

n

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dM

=
(n− 2)

2n

∫

M

(∆f)2dM,

onde na penúltima igualdade usamos a identidade (1) da Proposição 2.1, o que

finaliza a prova do teorema.

Como uma consequência deste teorema temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2 Para um soliton de Ricci compacto
(
Mn, g, X

)
temos

λ(n+ 2)

∫

M

|∇h|2 =

∫

M

(∆h)2 +

∫

M

R|∇h|2.

Demonstração:De fato, relembre da fórmula do lema 2.1

∆R + 2|Φh|
2 = 〈∇R,∇h〉+

2

n
R∆h,

onde Φh = ∇
2h− ∆h

n
g. Integrando esta identidade e utilizando o Teorema da

divergência, obtemos

2

∫

M

|Φh|
2dM =

∫

M

(∆h)2dM +
2

n

∫

M

h∆RdM. (2.13)

Agora vamos substituir ∆R = 2λ∆h − ∆|∇h|2 na equação (2.13) para con-

cluirmos
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2.3 Soliton de Ricci conforme

2

∫

M

|Φh|
2dM =

∫

M

(∆h)2dM +
2

n

∫

M

h
(
2λ∆h−∆|∇h|2

)
dM

=

∫

M

(∆h)2dM +
4λ

n

∫

M

h∆hdM

−
2

n

∫

M

|∇h|2∆hdM

=

∫

M

(∆h)2dM +
4λ

n

∫

M

h∆hdM

−
2

n

∫

M

|∇h|2
(
λn−R

)
dM

=

∫

M

(∆h)2dM −
(
2λ+

4λ

n

) ∫

M

|∇h|2dM

+
2

n

∫

M

R|∇h|2dM.

Agora vamos usar o Teorema 2.3 para obter

λ(n+ 2)

∫

M

|∇h|2dM =

∫

M

(∆h)2dM +

∫

M

R|∇h|2dM,

o que finaliza a prova do corolário. �

Corolário 2.3 Seja
(
M2, g,X

)
um soliton de Ricci compacto. Então ou so-

liton é trivial ou M2 é conformemente equivalente a uma esfera S
2.

Demonstração: Sendo n = 2 podemos usar o Teorema 2.3 para concluir

que
∫
M
|∇2f− ∆f

2
g|2dM = 0. Se f for constante, então o soliton é trivial. Caso

contrário, ∇2f = ∆f
2
g. Assim, podemos usar um teorema de Ishihara e Tashiro

[20] para concluir queM2 é conformemente equivalente a S
2. Uma observação

importante é que um soliton de Ricci compacto contrátil de dimensão dois é

isométrico a um esfera, veja [14].

2.3 Soliton de Ricci conforme

Primeiramente, vamos relembrar que um campo de vetores é chamado con-

forme se exite uma função diferenciável ρ :Mn → R tal que LXg = 2ρg. Nesse
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2.3 Soliton de Ricci conforme

sentido, vamos dizer que um soliton de Ricci é conforme se o campo X associ-

ado for um campo conforme. Além disso, relembre que um soliton gaussiano,

dado pelo espaço Euclidiano R
n com métrica padrão || . || e função potencial

f(x) = λ
2
||x||2, é conforme, veja [31].

Por outro lado, Tashiro [33] mostrou em seu Teorema 2 que uma variedade

Riemanniana (Mn, g) é isométrica ao espaço Euclidiano Rn se existe um função

diferenciável não-trivial f : Mn → R satisfazendo ∇2f = νg para alguma

constante ν. Aplicando este resultado, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 2.4 Para um soliton de Ricci conforme
(
Mn, g,X

)
com n ≥ 3, as

seguintes sentenças ocorrem.

1. Se Mn é compacta, então X é um campo de Killing. E portanto é trivial.

2. Se Mn um soliton gradiente não-compacto, então o soliton é Gaussiano

ou X é um campo de Killing.

Demonstração: Sendo X um campo conforme, temos LXg = 2ρg. Pela

equação fundamental (2.1), obtemos

Ric = (λ− ρ)g. (2.14)

Portanto Mn é uma variedade de Einstein. Sendo n ≥ 3 e λ constante, temos

que ρ é constante.

Agora, suponha que Mn é compacta e ρ 6= 0. Sendo divX = nρ, temos

pela fórmula de Stokes que

0 =

∫

M

divXdM = nρvol(M),

que mostra que ρ ≡ 0. Então, temos LXg = 0, o que prova o primeiro item.

Por outro lado, se X = ∇f , então L∇fg = 2∇2f , assim

∇2f = ρg,

com ρ constante. Se ρ 6= 0 podemos usar o teorema de Tashiro [T, Teorema 2]

para concluir que Mn é isométrico ao espaço Euclidiano R
n, implicando que o
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2.3 Soliton de Ricci conforme

soliton é Gaussiano. Caso contrário, ρ ≡ 0, assim X é um campo de Killing,

o que finaliza a prova do teorema. �

Agora, dado um soliton de Ricci conforme, apresentaremos uma estimativa

para o primeiro autovalor do Laplaciano. Mais precisamente, temos o seguinte

teorema.

Teorema 2.5 Dado
(
Mn, g, X

)
um soliton de Ricci conforme. Se n ≥ 3,

então o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz λ1 ≥
n
n−1

λ. Além disso, a

igualdade ocorre, se e somente se, Mn é isométrica a esfera S
n(r).

Demonstração: Sendo Mn compacta temos pelo Teorema 2.4 que X é

um campo de Killing. Então Ric = λg, podemos usar um resultado clássico

de Lichnerowicz [23] que diz que se a curvatura de Ricci é maior ou igual a

k, então o primeiro autovalor do Laplaciano λ1 satisfaz λ1 ≥
k

n−1
n. Então

conclúımos que

λ1 ≥
λ

n− 1
n.

Além disso, aplicando o teorema de Obata [27] a igualdade ocorre, se, e so-

mente se, Mn é isométrica a esfera S
n(r), o que finaliza a prova do teorema.

�
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Caṕıtulo 3

Quase solitons de Ricci

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em dois

artigos devido ao autor em parceria com Barros, tais resultados permitirá

entender a geometria dos quase solitons de Ricci, veja [3] e [6].

Primeiramente, vamos mostrar alguns exemplos de quase solitons de Ricci,

além disso, vamos provar algumas equações de estrutura para este tipo de va-

riedades. Como consequência dessas equações, vamos obter fórmulas integrais

para o caso compacto e assim vamos caracterizar os quase solitons de Ricci

compactos, para isto indicamos como leitura complementar [3]. Na sequência,

iremos provar uma equação para o laplaciano da curvatura de Ricci e como

consequência desta, vamos obter uma equação para o laplaciano da curvatura

escalar. Logo após iremos apresentar uma caracterização para quase soliton de

Ricci não necessariamente compacto. Para finalizar, iremos calcular o grupo

fundamental de um quase soliton de Ricci, para essa parte final indicamos

como leitura [6].

3.1 Definição de quase soliton de Ricci

O estudo de quase soliton de Ricci foi introduzido num recente artigo devido a

Pigola et al. [32], onde essencialmente eles modificaram a definição de soliton

de Ricci adicionando a condição do parâmetro λ ser uma função diferenciável,

mais precisamente, dizemos que a variedade Riemanniana (Mn, g) é um quase

soliton de Ricci se existe a campo X e uma função soliton λ : Mn → R
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3.1 Definição de quase soliton de Ricci

satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (3.1)

onde Ric e L representam, respectivamente, tensor de Ricci e derivada de Lie.

Vamos nos referir a esta equação como equação fundamental. Na equação

fundamental consideramos um campo X não necessariamente gradiente, dife-

rentemente do caso considerado por Pigola et al. [32], onde definem o quase

soliton de Ricci apenas para campos gradientes. Um quase soliton de Ricci

será chamado de expansivo, estável ou contrátil, respectivamente, se λ < 0,

λ = 0 ou λ > 0. Caso contrário, o quase soliton de Ricci será chamado de

indefinido. Além disso, quando o campo que define o quase soliton de Ricci

for o gradiente de uma função diferenciável f : Mn → R, a variedade será

chamanda quase soliton de Ricci gradiente, neste caso a equação fundamental

é escrita da seguinte forma:

Ric+∇2f = λg, (3.2)

onde ∇2f é o Hessiano da função f . Neste caso, f é dita função potencial.

Algumas vezes, é mais conveniente escrevermos a equação fundamental

para um quase soliton de Ricci gradiente da seguinte forma

Rij +∇i∇jf = λgij. (3.3)

Definição 3.1 Se o campo X é trivial ou a função potencial f é constante, o

quase soliton de Ricci é chamado trivial.

Quando n > 2 e X é um campo de Killing o quase soliton de Ricci será

simplesmente uma variedade de Einstein com λ constante.

Considerando que λ é não necessariamente constante, obteremos uma certa

modifição em relação a teoria de soliton de Ricci, indicamos com referência

[32] para ver algumas dessas mudanças. Em [15], Catino provou que um

quase soliton de Ricci gradiente localmente conformemente flat, em torno de

qualquer ponto regular de f , é localmente um produto warped de fibras (n−1)-

dimensional de curvatura seccional constante.
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3.2 Exemplos

Nesta seção vamos mostrar dois exemplos de quase solitons de Ricci com função

soliton λ não constante, estes exemplos foram obtidos pelo autor em [3] e [6].

Exemplo 3.1 (caso compacto) Por exemplo, vamos considerar a esfera Eu-

clidiana com métrica canônica g0, X um campo dado pela projeção de um

campo constante não-nulo Ṽ em R
n+1 sobre S

n e λ = 1
n
(divX + R). Então X

é um campo conforme sobre S
n onde o subgrupo a 1-parâmetro ϕt é dado por

transformações conformes, mas não isometrias. Assim,
(
S
n, g0, X, λ

)
é um

quase soliton de Ricci.

É bem conhecido que um soliton de Ricci compacto de dimensão dois é

trivial, é posśıvel provar este fato usando a identidade de Pohozaev. Porém,

vamos mostrar com um contra-exemplo que existe um quase soliton de Riccci

compacto de dimensão dois não trivial. O que iremos fazer é basicamente

esclarecer os comentários do exemplo anterior.

Observação 3.1 Considere E3 = (0, 0, 1) o campo de vetores em R
3. Defina

um campo de vetores X na esfera como sendo a projeção ortogonal de E3 sobre

o espaço tangente à esfera S
2. De fato, temos que para qualquer vetor tangente

v = (x, y, z) e reta α(t) = E3 + tv, ocorre

0 = 〈α(t), v〉 = 〈E3, v〉+ t〈v, v〉.

Portanto, X(x, y, z) = (−xz,−yz, 1− z2). Além disso, sendo

d(XyΩS2) = divXΩS2 ,

onde ΩS2 é o elemento de volume da esfera S
2. Portanto, temos que

d(XyΩS2) = −2zΩS2 ,

e assim divX = −2z.

Observe ainda, que nas notações acima é posśıvel provar que o subgrupo a

1-parâmetro gerado por X é dado por

ϕt(x, y, z) =
1

cosh t+ z sinh
(x, y, sinh t+ z cosh t).
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Com isso, temos que

ϕ∗tg =
1

(cosh t+ z sinh t)2
(dx2 + dy2 + dz2).

Portanto, X é um campo conforme. Observe que se considerarmos a função

altura para um vetor fixo a do R
3 dada por la(w) = 〈w, a〉 para todo vetor w,

temos que para todo Y tangente ocorre

Y (la) = 〈Y, a
⊤〉,

portanto, o campo X é o gradiente da função altura. Nessas condições, se

consideramos a esfera S
2 com métrica canônica g0, o campo X comentando

acima e a função λ = 1
2
(1 − 2z), então

(
S
2, g0, X, λ

)
é um quase soliton de

Ricci gradiente compacto, não trivial e com função λ não constante.

Para o caso não compacto, temos o seguinte exemplo de quase soliton de

Ricci com função soliton λ não constante.

Exemplo 3.2 (caso não compacto) Considere Mn+1 = R ×cosh(t) S
n com

g = dt2+cosh2 tg0, onde g0 é a métrica padrão de Sn. Escolhendo
(
Mn+1, g,∇f, λ

)
,

onde f(x, t) = sinh(t) e λ(x, t) = sinh(t)+n, portanto, usando o Lema 1.1 de-

vido a Pigola et. al. [32], conclúımos que
(
Mn+1, g,∇f, λ

)
é um quase soliton

de Ricci.

3.3 Equações básicas

Nesta subseção iremos apresentar alguns resultados preliminares que irão ser-

vir de base para o resultados principais desta seção. Primeiramente, vamos

deduzir para um quase soliton de Ricci algumas fórmulas clássicas para soli-

ton de Ricci. Esta primeira proposição pode ser encontrada em [17] para um

soliton de Ricci.

Proposição 3.1 Num quase soliton de Ricci
(
Mn, g, ∇f, λ

)
as seguintes

fórmulas ocorrem:

1. R +∆f = nλ.
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3.3 Equações básicas

2. ∇iR = 2Rij∇
jf + 2(n− 1)∇iλ.

3. ∇jRik −∇iRjk − Rijks∇
sf = (∇jλ)gik − (∇iλ)gjk.

4. ∇(R + |∇f|2 − 2(n− 1)λ) = 2λ∇f.

Demonstração: Para provarmos o item (1) basta tomarmos o traço da

equação fundamental (3.2).

Para o segundo item recordemos da identidade de Bianchi (contráıda 2 ve-

zes) 2divRic = dR, portanto, usando-a juntamente com a equação (3.3) e a

identidade de Ricci, temos seguinte expessão

1

2
∇iR = divRici = gjk∇kRij

= −gjk∇k∇i∇jf + gjk(∇kλ)gij

= −gjk∇i∇k∇jf − gjkRkijs∇
sf + gjk(∇kλ)gij

= −∇i(∆f)−Ris∇
sf + (∇iλ)

= (1− n)∇iλ+∇iR−Ris∇
sf ;

donde a identidade segue.

Agora vamos provar o tereceiro item. Pela equação (3.3) vamos obter que

∇jRik +∇j∇i∇kf = (∇jλ)gik.

Portanto, aplicando a identidade de Ricci obtemos o terceiro item.

Finalmente, usando a segunda identidade e a equação fundamental vista como

(1, 1)-tensor, obtemos que

1

2
∇(R + |∇f |2) =

1

2
∇R +

1

2
∇|∇f |2

= Ric(∇f) + (n− 1)∇λ+∇∇f∇f

= λ∇f + (n− 1)∇λ,

o que finiliza a prova da proposição. �

O segundo item da proposição anterior permite concluir que para todo

Z ∈ X(M) temos

g(∇R,Z) = 2Ric(∇f, Z) + 2(n− 1)g(∇λ, Z). (3.4)

Para o que segue, vamos enunciar o Lemma 2.1 provado em [31], cuja prova

encontra-se nas preliminares deste trabalho, veja o Lema 1.3.
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3.3 Equações básicas

Lema 3.1 Dado um campo X numa variedade Riemanniana (Mn, g) temos

divLXg(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric(X,X) +DXdivX.

Quando X = ∇f é um campo gradiente e Z é um campo qualquer

divL∇fg(Z) = 2Ric(Z,∇f) + 2DZdiv∇f,

ou em notação (1, 1)-tensor

div∇∇f = Ric(∇f) +∇∆f.

Levando em conta que div(λI)(X) = g(∇λ,X), onde λ é uma função em

Mn e X ∈ X(M), vamos usar o Lema 3.1 para generalizar para um quase

soliton de Ricci o Lema (2.4) de [31] para um Ricci soliton.

Lema 3.2 Um quase soliton de Ricci
(
Mn , g , X, λ

)
satisfaz:

1. 1
2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X)− (n− 2)g(∇λ,X),

2. 1
2
(∆−DX)|X|

2 = |∇X|2 − λ|X|2 − (n− 2)g(∇λ,X).

Demonstração: Primeiramente vamos observar que pela equação fundamen-

tal temos que

2div Ric + div(LXg) = 2∇λ. (3.5)

Além disso, sendo R + divX = nλ, para todo Z ∈ X(M)

DZR +DZdivX = nDZ(λ).

Por outro lado, usando a segunda identidade de Bianchi (contráıda 2 vezes)

obtemos

2div Ric(Z) = DZR.

Considerando Z = X, usando o lema 3.1 e a equação (3.5) deduzimos

DXdivX = ng(∇λ,X)−DXR

= ng(∇λ,X)− 2divRic(X)

= ng(∇λ,X) + div(LXg)(X)− 2g(∇λ,X)

= (n− 2)g(∇λ,X) + (
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +DXdivX).
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3.4 Um Teorema de Rigidez

Portando

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X)− (n− 2)g(∇λ,X),

que finaliza a prova do primeiro item. Pela equação fundamental podemos

escrever Ric(X,X) = λ|X|2 − 1
2
LXg(X,X), assim, usando o item anterior

obtemos

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 +

1

2
LXg(X,X)− λ|X|2 − (n− 2)g(∇λ,X)

= |∇X|2 +
1

2
DX |X|

2 − λ|X|2 − (n− 2)g(∇λ,X),

o que completa a prova do lema. �

Considere o operador difusão ∆X = ∆ − DX . Em particular, se X = ∇f

temos que ∆f = ∆−D∇f . Nessa notação, usando o item (2) do lema anterior

obteremos o seguinte corolário.

Corolário 3.1 Um quase soliton de Ricci gradiente
(
Mn, g, ∇f, λ

)
satisfaz

1

2
∆f |∇f |

2 = |∇2f |2 − λ|∇f |2 − (n− 2)g(∇λ,∇f). (3.6)

3.4 Um Teorema de Rigidez

No estudo de métricas tipo-Einstein é importante entender sob que condições

esta métrica é Einstein. Para tanto, iremos provar um teorema de rigidez para

quase soliton de Ricci, o qual generaliza o Teorema 1.1 obtido em [31] para

Ricci soliton.

Teorema 3.1 seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci compacto. Supo-

nha que ∫

M

(
Ric(X,X) + (n− 2)g(∇λ,X)

)
dM ≤ 0,

então (Mn, g) é Einstein.

Demonstração: Para provarmos o teorema é suficiente considerarmos a

equação (1) do Lemma 3.2. De fato, Integrando a identidade (1) e levando em
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3.5 Um Teorema de Caracterização para o caso compacto

conta o fato de Mn ser compacta, obtemos

∫

M

|∇X|2dM =

∫

M

(
Ric(X,X) + (n− 2)〈∇λ,X〉

)
dM.

Assumindo que o lado direito da igualdade é menor ou igual a zero, temos

que ∇X = 0. Portanto, temos que LXg = 0 que implica X ser um campo

de Killing. Logo Mn é uma variedade de Einstein, o que conclui a prova do

teorema. �

3.5 Um Teorema de Caracterização para o caso

compacto

Primeiramente, vamos chamar a atenção para seguinte observação, onde tal

fato pode ser observado no exemplo do tipo compacto comentado anterior-

mente.

Observação 3.2 Usando o prinćıpio do máximo de Hopf e o traço da equação

fundamental é fácil provar que um soliton de Ricci compacto de dimensão

maior que dois é Einstein se, e somente se, é trival. Mas esse resultado não

é verdade no caso dos quase soliton de Ricci, podemos ter quase soliton de

Ricci do tipo Einstein, porém não trivial, isso pode ser visto no exemplo co-

mentado anteriormente. De fato, observe que o Teorema de Hopf não poderá

ser aplicado quando λ for indefinido.

Agora vamos apresentar um teorema de caracterização para os quase soli-

tons de Ricci compactos com campo confome não trivial.

Teorema 3.2 Seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci compacto com

n > 2. Se X é campo conforme não trivial, então Mn é isométrico a uma

esfera Euclidiana S
n.

Demonstração: Sendo X um campo conforme não trivial, então LXg = 2Ψg

com Ψ 6= 0. Portanto, obtemos Ric =
(
λ−Ψ

)
g, o que implica R = n

(
λ−Ψ

)
.
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3.6 Fórmulas Integrais e Aplicações

Sendo n > 2 temos que a curvatura escalar R é constante, afinal λ − Ψ é

constante. Além disso, podemos usar o Lemma 2.3 (p. 52 do Yano [36])

para concluir que R 6= 0, caso contrário Ψ = 0. Por outro lado, sendo λ − Ψ

constante, temos que

LXRic = 2
(
λ−Ψ

)
Ψg.

Aplicando o Teorema 4.2 − p.54 de [36], conclúımos que Mn é isométrica a

uma esfera Euclidiana, o que finaliza a prova do teorema. �

3.6 Fórmulas Integrais e Aplicações

Nesta subseção, iremos apresentar uma fórmula integral para os quase solitons

de Ricci que é uma generalização de um fórmula obtida pelo autor em [1].

Esta fórmula integral será utilizada para caracterizar os quase solitons de Ricci

compacto.

Teorema 3.3 Seja
(
Mn, g, ∇f, λ

)
um quase soliton de Ricci gradiente com-

pacto. Então temos que:

1.
∫
M
|∇2f − ∆f

n
g|2dM = (n−2)

2n

∫
M
〈∇R,∇f〉dM.

2.
∫
M
|∇2f − ∆f

n
g|2dM = (n−2)

n

∫
M

(
Ric(∇f,∇f) + (n− 1)〈∇λ,∇f〉

)
dM.

Demonstração: Primeiramente, vamos considerar o divergente da equação

(4) da Proposição 3.1 para obtermos a seguinte relação

∆R +∆|∇f |2 = 2(n− 1)∆λ+ 2λ∆f + 2〈∇λ,∇f〉. (3.7)

Usando a fórmula de Bochner, podemos escrever a equação (3.7) da se-

guinte forma

1

2
∆R+ |∇2f |2+Ric(∇f,∇f)+ 〈∇f,∇(∆f)〉 = (n−1)∆λ+λ∆f + 〈∇λ,∇f〉.

(3.8)

Lembre que

∆f = nλ−R
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3.6 Fórmulas Integrais e Aplicações

e

2Ric(∇f,∇f) = 〈∇R,∇f〉 − 2(n− 1)〈∇λ,∇f〉,

assim, o lado esquerdo da equação (3.8) pode ser escrito como

1

2
∆R + |∇2f |2 −

1

2
〈∇R,∇f〉+ 〈∇λ,∇f〉.

Portanto, temos que

1

2
∆R + |∇2f |2 = (n− 1)∆λ+ λ∆f +

1

2
〈∇R,∇f〉.

Sendo |∇2f − ∆f
n
g|2 = |∇2f |2 − (∆f)2

n
vamos deduzir pela última equação

a seguinte relação

1

2
∆R + |∇2f −

∆f

n
g|2 = (n− 1)∆λ+∆f

(
λ−

∆f

n

)
+

1

2
〈∇R,∇f〉.

Portanto, usando a equação fundamental de um quase soliton de Ricci, obte-

remos a seguinte equação

1

2
∆R + |∇2f −

∆f

n
g|2 = (n− 1)∆λ+

1

n
R∆f +

1

2
〈∇R,∇f〉. (3.9)

Pela compacidade de Mn temos

∫

M

|∇2f −
∆f

n
g|2dM =

n− 2

2n

∫

M

〈∇R,∇f〉dM, (3.10)

Sendo
∫
M
R∆fdM = −

∫
M
〈∇R,∇f〉dM. Assim, obtemos o primeiro item.

Para o que segue, basta utilizarmos a equação (3.4) para escrevermos

1

2

∫

M

〈∇R,∇f〉dM =

∫

M

(
Ric(∇f,∇f) + (n− 1)g(∇λ,∇f)

)
dM.

Comparando esta última equação com a equação (3.10) completamos a prova

do teorema. �

Em [33] Tashiro provou que uma variedade Riemanniana completa Mn,

n ≥ 2, é conformemente equivalente a uma esfera Euclidiana S
n se admite um

campo conforme não trivial, solução da seguinte EDP ∇2ρ = 1
n
∆ρg. Utilili-

zando este teorema devido a Tashiro e a fórmula integral obtida no Teorema

3.3, iremos provar o seguinte corolário.
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Corolário 3.2 Um quase soliton de Ricci compacto não trivial
(
Mn, g, ∇f, λ

)

é isométrico a uma esfera Euclidiana S
n(r), se uma das seguintes condições

ocorre.

1. Mn tem curvatura escalar constante.

2.
∫
M

(
Ric(∇f,∇f) + (n− 1)g(∇λ,∇f)

)
dM ≤ 0.

3. Mn é uma variedade homogênea.

Demonstração:Note que qualquer uma das hipóteses do corolário, impli-

cará ∫

M

|∇2f −
∆f

n
g|2dM = 0, (3.11)

sendo f não trivial, conclúımos pelo Teorema 1 [33] que (Mn, g) é conforme-

mente equivalente a uma esfera Euclidiana.

Por outro lado, usando a equação fundamental temos que

Ric−
R

n
g = −∇2f +

(
λ−

R

n

)
g = −∇2f +

∆f

n
g. (3.12)

Portanto comparando a equação anterior com a equação (3.11), obtemos

que Ric = R
n
g. Utilzando novamente a equação fundamental, temos que ∇f é

um campo conforme não trivial. Para n > 2 podemos aplicar o Teorema 3.2

para concluir que Mn é isométrica a uma esfera Euclidiana, o que finaliza a

prova do corolário. �

3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da cur-

vatura escalar

Agora, vamos provar uma equação para o laplaciano da curvatura de Ricci e,

como consequência desta equação, obteremos uma equação para o laplaciano

da curvatura escalar.

Proposição 3.2 Seja
(
Mn, g, ∇f, λ

)
um quase soliton de Ricci gradiente.

Então:

∆Rik = 〈∇Rik,∇f〉+λRik−2RijksR
js+RisR

s
k+

1

2
∇k∇iR−∇kRsi∇

sf+∆λgik−∇k∇iλ.

(3.13)
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Demonstração: De fato, sendo ∆Rik = gjk∇k∇jRik = ∇
j∇jRik temos

∆Rik = ∇j(∇iRjk +Rijks∇
sf +∇jλgik −∇iλgjk)

= ∇j∇iRjk +∇
jRijks∇

sf +Rijks∇
j∇sf +∆λgik − gjs∇s∇iλgjk

= ∇j∇iRjk +∇Rijks∇
j∇sf +∆λgik −∇k∇iλ

= ∇i∇
jRjk +R

j
ijsR

s
k +R

j
iksR

s
j −∇kRsi∇

sf +∇sRki∇
sf

+Rijks∇
j∇sf +∆gik −∇k∇iλ

= ∇i∇
jRjk +RisR

s
k +R

j
iksR

s
j −∇kRsi∇

sf +∇sRki∇
sf

+Rijks∇
j∇sf +∆λgik −∇k∇iλ

=
1

2
∇i∇kR +RisR

s
k +R

j
iksR

s
j −∇kRsi∇

sf + 〈∇Rik,∇f〉

−RijksR
js + λRik +∆λgik −∇k∇iλ

= 〈∇Rik,∇f〉+ λRik − 2RijksR
js +RisR

s
k +

1

2
∇k∇iR

−∇kRsi∇
sf +∆λgik −∇k∇iλ,

o que finaliza a prova do Lema. �

Utilizando a proposição anterior obtemos o seguinte Lema.

Lema 3.3 Para um quase soliton de Ricci gradiente
(
Mn, g, ∇f, λ

)
a se-

guinte fórmula ocorre:

∆Rij = 〈∇Rij,∇f〉+ 2λRij − 2RikjsR
ks + (n− 2)∇j∇iλ+∆λgik.

Demonstração: Usando a equação (1) da Proposição 3.1, temos

0 =
1

2
∇k(∇iR− 2Ris∇

sf − 2(n− 1)∇iλ),

portanto

1

2
∇k∇iR−∇kRis∇

sf = (n− 1)∇k∇iλ+Ris∇
s∇kf.
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3.7 Laplaciano da curvatura de Ricci e da curvatura escalar

Assim, usando a equação (3.13), obtemos

∆Rik = 〈∇Rik,∇f〉+ λRik − 2RijksR
js +RisR

s
k

+Ris∇
s∇kf + (n− 1)∇k∇iλ+∆λgik −∇k∇iλ

= 〈∇Rik,∇f〉+ λRik − 2RijksR
js +RisR

s
k

+Risg
sj∇j∇kf + (n− 1)∇k∇iλ+∆λgik −∇k∇iλ

= 〈∇Rik,∇f〉+ λRik − 2RijksR
js +RisR

s
k + λRis

−RisR
s
k + (n− 1)∇k∇iλ+∆λgik −∇k∇iλ

= 〈∇Rik,∇f〉+ 2λRik − 2RijksR
js

+(n− 2)∇k∇iλ+∆λgik.

Assim, conclúımos que

∆Rij = 〈∇Rij,∇f〉+ 2λRij − 2RikjsR
ks + (n− 2)∇j∇iλ+∆λgik,

o que finaliza a prova da Lema. �

Em particular, tomando o traço na identida do Lema anterior, temos

∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2|Ric|2 + 2(n− 1)∆λ. (3.14)

Esta equação apareceu em [32], mas por um argumento diferente.

Corolário 3.3 Seja
(
Mn, g, ∇f, λ

)
um quase soliton de Ricci gradiente. Se

λR + (n− 1)∆λ ≥ |Ric|2,

então R é constante na vizinhança de qualquer máximo local.

Demonstração: De fato, usando a hipótese na equação (3.14), obtemos

1

2
∆fR ≥ 0,

onde ∆fR = ∆R − 〈∇f,∇R〉 é o operador difusão. Portanto, pelo prinćıpio

do máximo para EDP’s Eĺıpticas, obtemos que R é constante na vizinhança

de qualquer máximo local. �

Em [4] provamos que um quase soliton de Ricci gradiente satisfaz a seguinte

equação

1

2
∆R + |Ric−

R

n
g|2 = (n− 1)∆λ+

R

n
∆f +

1

2
〈∇R,∇f〉,
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3.8 Um Teorema de Caracterização para o caso gradiente

para maiores detalhes, veja a equação 3.9. Considerando a equação (1) da

Proposição 3.1 e o operador difusão, podemos reescrever a equação da seguinte

forma:
1

2
∆fR = (n− 1)∆λ+

(
λ−

R

n

)
R− |Ric−

R

n
g|2. (3.15)

Usando a equação (3.15) podemos enunciar a seguinte proposição.

Proposição 3.3 Todo quase soliton de Ricci estável cuja curvatura escalar

atinge seu mı́nimo é Ricci flat.

Demonstração: De fato, em um ponto de mı́nimo de R, podemos usar a

equação (3.15) para concluir

0 ≤ ∆fR = −
R2

n
− |Ric−

R

n
g|2 ≤ 0.

Assim R = 0 e Ric = 0, portanto (Mn, g) é Ricci flat. �

3.8 Um Teorema de Caracterização para o caso

gradiente

Inicialmente, consideremos um quase soliton de Ricci gradiente não necessa-

riamente compacto, nessas condições obtemos o seguinte teorema de caracte-

rização.

Teorema 3.4 Seja
(
Mn, g, ∇f, λ

)
, n ≥ 3, um quase soliton de Ricci gradi-

ente. Se ∇f é um campo conforme não trivial, então Mn é isométrica a R
n

ou S
n.

Demonstração: Relembre que para um quase soliton de Ricci
(
Mn, g, ∇f, λ

)

temos

R +∆f = nλ. (3.16)

Se ∇f é um campo conforme não trivial, temos que L∇fg = 2Ψg, onde Ψ 6= 0.

Sendo 1
2
L∇fg = ∆f

n
g temos que ∆f 6= 0. Agora, usando que ∇f é um campo

conforme, vamos deduzir Ric =
(
λ − Ψ

)
g. Em particular, o Lema de Schur

nos diz que (λ−Ψ) é constante, como tal R = n
(
λ−Ψ

)
é também contante.
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3.9 O grupo fundamental de um quase soliton de Ricci

Supondo R = 0 obtemos que (Mn, g) é Ricci flat e usando o Teorema 2 devido

a Tashiro [33] (Mn, g) é isométrico a R
n. Por outro lado, se R 6= 0, podemos

usar o Teorema 1 devido a Nagano-Yano [26] para concluir que (Mn, g) é

isométrica a esfera Euclidiana S
n, o que finaliza a prova do teorema. �

3.9 O grupo fundamental de um quase soliton

de Ricci

Nesta seção iremos calcular o grupo fundamental de um quase soliton de Ricci.

Primeiramente, para cada p ∈M considere

τp = sup{Ricy(v, v) : y ∈ B(p, 1), ‖v‖ = 1}

e

Hp = max{0, τp}.

Nessas notações obtemos o seguinte lema.

Lema 3.4 Seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci. Se existe κ ∈ R tal

que λ ≥ κ > 0, então para qualquer p, q ∈M ,

d(p, q) ≤ max
{
1,

1

κ

(
2(n− 1) +Hp +Hq + ‖Xp‖+ ‖Xq‖

)}
.

Demonstração: Primeiramente, vamos assumir que d(p, q) > 1 e seja γ

uma geodésica minimizante partindo de p na direção de q. Aplicando o Lema

1.4, obtemos
∫ r

0

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))ds ≤ 2(n− 1) +Hp +Hq, (3.17)

onde r = d(p, q). Agora vamos afirmar que
∫ r

0

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))ds ≥ κ d(p, q)− ‖Xp‖ − ‖Xq‖. (3.18)

De fato, pela equação fundamental temos
∫ r

0

Ric(γ
′

(s), γ
′

(s))ds =

∫ r

0

λg(γ
′

(s), γ
′

(s))ds−
1

2

∫ r

0

LXg(γ
′

(s), γ
′

(s))ds

=

∫ r

0

λg(γ
′

(s), γ
′

(s))ds−

∫ r

0

d

ds
g(X, γ

′

(s))ds

=

∫ r

0

λ|γ
′

(s)|2ds + g(X, γ
′

(0))p − g(X, γ
′

(r))q

≥ κ d(p, q)− ‖Xp‖ − ‖Xq‖.
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3.9 O grupo fundamental de um quase soliton de Ricci

Portanto, combinando a desigualdade anterior e a desigualdade (3.17), con-

clúımos

2(n− 1) +Hp +Hq + ‖Xp‖+ ‖Xq‖ ≥ κ d(p, q),

o que finaliza a prova do lema. �

Como consequência direta do Lema 3.4, vamos apresentar o resultado prin-

cipal desta seção, tal resultado é um generalização para os resultados de [18],

[5] e [34].

Consideremos que a norma do campo que define o quase soliton de Ricci

seja finita. Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Seja
(
Mn, g, X, λ

)
um quase soliton de Ricci. Se existe κ ∈ R

tal que λ ≥ κ > 0, então seu grupo fundamental é finito.

Demonstração: De fato, basta observarmos que
(
M, g, X, λ

)
, onde M , g e

X, representam o recobrimento universal de M , a métrica dada pelo pullback

de g e o campo dado pelo pullback deX, respectivamente, satisfazem a equação

fundamental de um quase soliton de Ricci. Portanto, se fixarmos um ponto

p ∈M e considerar ψ ∈ π1(M) como uma transformação de recobrimento em

M , então B(p, 1) e B(ψ(p), 1) são isométricas, assim Hp = Hψ(p). Além disso,

vamos ter que ‖Xp‖ = ‖Xψ(p)‖, nessas condições podemos aplicar o Lema 3.4

para concluir que

d(p, ψ(p)) ≤ max
{
1,

2

κ

(
(n− 1) +Hp + ‖Xp‖

)}
, (3.19)

para todo ψ ∈ π1(M).

Portanto, como o lado direito da inequação acima independe de ψ, então

M é compacta, assim, o número de folhas de recobrimento é finito; como este é

o número de elementos do grupo fundamental π1(M) de M , temos que π1(M)

é finito, portanto, conclúımos a prova do teorema. �
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Caṕıtulo 4

Métricas quasi-Einstein

Este caṕıtulo irá tratar das métricas quasi-Einstein, essas métricas são

generalizações das métricas de Einstein e Ricci soliton, elas tem uma relação

direta com os produtos warped. Os resultados apresentados neste caṕıtulo são

alguns dos resultados obtidos em dois artigos escritos pelo autor em parceria

com Barros, veja [4] e [5].

4.1 Definição

A principal motivação do estudo de métricas quasi-Einstein em variedades Ri-

emannianas (Mn, g) é a relação direta com as métricas Einstein, solitons de

Ricci e produtos warped. Em [13] e [12] os autores estudaram as métricas

quasi-Einstein, onde provaram alguns teoremas de rigidez e de existência, re-

comendamos as supracitadas referências para maiores detalhes.

No estudo de métricas quasi-Einstein o tensor m-Bakry-Emery aparece

naturalmente. Este tensor é dado por

Ricmf = Ric+∇2f −
1

m
df ⊗ df, (4.1)

onde 0 < m ≤ ∞, enquanto Ric e ∇2f representam o tensor de Ricci e o

Hessiano de f , respectivamente. Uma extensão natural do tensor anterior é

considerar um campo X ao invés do gradiente de uma função diferenciável f ,

mais precisamente, vamos definir RicmX como segue

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗X♭, (4.2)
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onde X ∈ X(M), X♭ é a 1-forma associada a X, enquanto LXg representa a

derivada de Lie do campo X.

Definição 4.1 Uma métrica g numa variedade Riemanniana (Mn, X) será

dita uma métricam-quasi-Einstein, ou simplesmente uma métrica quasi-Einstein,

se a relação

Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗ X♭ = λg, (4.3)

ocorre para algum λ ∈ R.

Em particular, temos que

Ric(X,X) + 〈∇XX,X〉 =
1

m
|X|4 + λ|X|2. (4.4)

Além disso, tomando o traço da equação (4.3) obtemos

R + divX −
1

m
|X|2 = λn. (4.5)

Observe que se m = ∞ na equação (4.3), obtemos a equação fundamen-

tal de um soliton de Ricci, além disso, se m é um inteiro positivo e X é um

campo gradiente, obtemos métricas produto warped Einstein, para maiores

detalhes veja [13]. Seguindo a mesma terminologia dos solitons de Ricci, dize-

mos que uma métrica quasi-Einstein g numa variedade Riemanniana Mn será

dita expansivo, estável ou contrátil, respectivamente, se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0.

Definição 4.2 Uma métrica quasi-Einstein será chamada trivial se X ≡ 0.

A definição de trivialidade é equivalente a dizer que Mn é uma variedade de

Einstein. Por outro lado, é conhecido que uma variedade compacta numa

métrica ∞-quasi-Einstein com λ ≤ 0 é trivial, veja [17]. O mesmo resul-

tado foi provado anteriormente em [21] para métricas quasi-Einstein em va-

riedades compactas com m finito. Ademais, é conhecido que um soliton de

Ricci contrátil compacto tem curvatura escalar positiva, veja [17]. Uma ex-

tensão desse resultado para métricas quasi-Einstein com X campo gradiente e

1 ≤ m <∞ foi obtida em [13].

Observe que se X = ∇f é um campo gradiente na equação (4.5) temos

R +∆f =
1

m
|∇f |2 + λn. (4.6)
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Assim vamos obter

〈∇f,∇R〉+ 〈∇f,∇∆f〉 =
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉. (4.7)

4.2 Equações de estrutura

Nesta seção, iremos apresentar alguns resultados preliminares que serão utili-

zados para provar os resultados principais deste caṕıtulo.

Primeiramente, usando a definição do operador difusão e o Lema 3.1 pro-

vado em [31], obteremos o seguinte lema:

Lema 4.1 Seja (Mn, g, X) uma variedade Riemanniana tal que RicmX = λg.

Então temos:

1. 1
2
∆|X|2 = |∇X|2 −Ric(X,X) + 2

m
|X|2divX.

2. 1
2
∆X |X|

2 = |∇X|2 − λ|X|2 + 1
m
|X|2(2divX − |X|2).

3. Se Mn é compacta e ∇X = 0, então X = 0.

Demonstração: Sendo div g = 0, temos que

divRic+
1

2
divLXg −

1

m
div(X♭ ⊗X♭) = 0.

Usando a identidade de Bianchi (contráıda 2 vezes), ∇R = 2divRic, vamos

deduzir

∇R + divLXg −
2

m
divXX♭ −

2

m
(∇|X|2)♭ = 0.

Em particular, para todo Z ∈ X(M) temos

〈∇R,Z〉+ div(LXg)(Z)−
2

m
X♭(Z)divX −

1

m
(∇|X|2)♭(Z) = 0.

Portanto, fazendo Z = X obtemos

div(LXg)(X) = −〈∇R,X〉+
2

m
divXX♭(X) +

1

m
LXg(X,X). (4.8)

Agora vamos usar a relação ∇R+∇divX = 1
m
∇|X|2, juntamente com o Lema

1.3 e a equação (4.8) para obter
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1

2
∆|X|2 = |∇X|2 −Ric(X,X)−DXdivX +

1

m
LXg(X,X) +DXdivX

−
1

m
X(|X|2) +

2

m
divXX♭(X).

Usando o Lema 3.1 conclúımos o primeiro item do lema.

Observe que o segundo item do lema, segue imediatamente do primeiro

item e a equação fundamental (4.4).

Para provarmos o terceiro item, vamos supor que ∇X = 0, assim temos

que |X| é constante, além disso divX = 0. Usando o primeiro item do lema,

obtemos que Ric(X,X) = 0. Usando a equação (4.4) deduzimos

1

m
|X|4 + λ|X|2 = 0. (4.9)

Se λ é não negativo obtemos o resultado. Caso contrário, assuma por

contradição que X 6= 0. De fato, a equação (4.9) implica λ = − 1
m
|X|2. Assim

obtemos

Ric(X, Y ) =
1

m
X♭(X)X♭(Y )−

1

m
|X|2g(X, Y ) = 0, (4.10)

para qualquer Y. Assim, vamos concluir que Mn é Ricci flat. Por outro lado,

se consideramos Y um vetor não nulo ortogonal a X obtemos que

Ric(Y, Y ) =
1

m

(
〈X, Y 〉2 − |X|2|Y |2

)
= −

1

m
|X|2|Y |2 < 0,

o que é uma contradição. Então, λ < 0, também implicará X = 0, finalizando

a prova do lema. �

Considerando X = ∇f no Lema anteriori e fazendo ∆f = ∆∇f , vamos

obter o seguinte corolário.

Corolário 4.1 Sob as condições do Lemma 4.1, se considerarmos X = ∇f,

então as seguintes equações ocorrem:

1. 1
2
∆|∇f |2 = |∇∇f |2 −Ric(∇f,∇f) + 2

m
|∇f |2∆f.

2. 1
2
∆f |∇f |

2 = |∇∇f |2 − λ|∇f |2 + 1
m
|∇f |2(2∆f − |∇f |2).

74



4.2 Equações de estrutura

Escrevendo a equação principal (4.3) em notação tensorial:

Rij +∇i∇jf −
1

m
(df ⊗ df)ij = λgij, (4.11)

temos o seguinte Lema.

Lema 4.2 Seja (Mn, g, ∇f) uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricm∇f = λg.

Então as seguintes equações ocorrem:

1. 1
2
∇iR = m−1

m
Rij∇

jf + 1
m
(R− (n− 1)λ)∇if.

2. ∇kRij −∇jRik = Rijks∇
sf + 1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)−

λ
m
(gij∇kf − gik∇jf).

3. ∇(R + |∇f |2 − 2λf) = 2
m
{∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f}

Demonstração: Para a provarmos o primeiro item basta usarmos a fórmula

(3.12) do Lema 3.2 de [13], por completude irei apresentar uma prova para

este item. Para obtermos o item (1), fazemos o uso da segunda identidade de

Bianchi (contráıda 2 vezes), equação (4.11) e a identidade de Ricci. De fato,

a partir desses dados temos que

1

2
∇iR = divRici = gjk∇kRij

= −gjk∇k∇i∇jf +
1

m
gjk∇k[(df ⊗ df)ij]

= −gjk∇i∇k∇jf − gjkRkijs∇
sf +

1

m
gjk∇k[(df ⊗ df)ij]

= −∇i∆f −Ris∇
sf +

1

m
∆f∇if +

1

m
∇∇f∇f

= −Ris∇
sf −∇i(−R + λn+

1

m
|∇f |2) +

1

m
∆f∇if +

1

m
∇∇f∇f

= −Ris∇
sf +∇iR−

1

m
∇i|∇f |

2 +
1

m
∆f∇if +

1

m
∇∇f∇f.

Assim
1

2
∇iR = Rij∇

jf −
1

m
∆f∇if +

1

m
∇∇f∇f. (4.12)

Por outro lado, usando a equação (4.11) na notação de (1, 1)-tensor, temos

Ric(∇f) +∇2f(∇f)−
1

m
|∇f|2∇f = λ∇f, (4.13)

e

∇∇f∇f = λ∇f +
1

m
|∇f|2∇f − Ric(∇f). (4.14)
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Agora, as equações (4.12), (4.13) e (4.14), nos permitem concluir

1

2
∇iR = Rij∇

jf −
1

m
∆f∇if +

1

m
(λ∇f +

1

m
|∇f|2∇f − Ric(∇f)). (4.15)

Agora vamos usar o traço da equação fundamental e a equação (4.15) para

obtermos

1

2
∇iR =

m− 1

m
Rij∇

jf +
1

m
(R−

1

m
|∇f |2 − λn)∇if

+
1

m
λ∇if +

1

m2
|∇f |2∇if,

o que prova o item (1).

Provemos agora o item (2). Usando a equação (4.11) obtemos

∇kRij −∇jRik = −(∇k∇j∇if −∇j∇k∇if)

+
1

m
(∇k∇if∇jf +∇k∇jf∇if −∇j∇if∇kf −∇j∇kf∇if)

= Rijks∇
sf +

1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)−

λ

m
(gij∇kf − gik∇jf),

onde usamos a identidade de Ricci na última igualdade para obtermos a

equação (2).

Finalmente, vamos provar o último item do lema. De fato, pelo item (1) e

(4.11) vamos deduzir

1

2
∇(R + |∇f |2) =

m− 1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f +∇∇f∇f

= Ric(∇f) +∇∇f∇f −
1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f

=
1

m
|∇f |2∇f + λ∇f −

1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f.

Assim, usando que R− nλ = 1
m
|∇f |2 −∆f obtemos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) =
2

m
{
(
|∇f |2 +R− nλ+ λ

)
∇f −Ric(∇f)}

=
2

m
{(|∇f |2 +

1

m
|∇f |2 −∆f + λ)∇f −Ric(∇f)}

=
2

m
{(|∇f |2 −∆f)∇f +

1

m
|∇f |2∇f + λ∇f −Ric(∇f)}

=
2

m
{(|∇f |2 −∆f)∇f +∇∇f∇f},

o que conclui a prova do lema. �
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É importante observar que se m = ∞ no terceiro item do Lema anterior,

obtemos uma identidade clássica conhecida como equação de Hamilton [19]

para solitons de Ricci:

R + |∇f |2 − 2λf = C, (4.16)

onde C é uma constante.

Como consequência do Lema anterior temos o seguinte corolário.

Corolário 4.2 Seja (Mn, g, ∇f) uma variedade Riemanniana satisfazendo

Ricm∇f = λg. Então as seguintes fórmulas ocorrem:

1. 1
2
〈∇R,∇f〉 = m−1

m
Ric(∇f,∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2.

2. 1
2
|∇R|2 = m−1

m
Ric(∇f,∇R) + 1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f,∇R〉.

Demonstração: Escolha Z ∈ X(M) no item (1) do lema anterior para dedu-

zirmos

1

2
〈∇R,Z〉 =

m− 1

m
Ric(∇f, Z) +

1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f, Z〉, (4.17)

portanto, o corolário segue. �

Agora iremos provar o Lema principal desta seção.

Lema 4.3 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricm∇f = λg.

Então

1

2
∆R = − Ric(∇f,∇f)− |∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉

+
1

m

{
|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∇f∆f)

}
. (4.18)

Demonstração: Inicialmente vamos calcular o divergente da identidade (3)

do Lema 4.2 para obtermos

∆R +∆|∇f |2 − 2λ∆f =
2

m

{
〈∇(|∇f |2 −∆f),∇f〉+ (|∇f |2 −∆f)∆f + div(∇∇f∇f)

}
.

Usando a fórmula de Bochner: 1
2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f)+|∇2f |2+〈∇f,∇∆f〉,

e escrevendo |∇f |2 = |∇f − (∆f)
n
g|2 − 1

n
(∆f)2 temos
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1

2
∆R = −Ric(∇f,∇f)− |∇2f −

∆f

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f − 〈∇∆f,∇f〉

+
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

1

m

{
(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)

}
.

Prosseguindo, vamos usar a equação (4.6) para escrever

〈∇∆f,∇f〉 = 〈∇
(
nλ+

1

m
|∇f |2 −R

)
,∇f〉 =

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉 − 〈∇R,∇f〉.

Então, a última relação para 1
2
∆R, torna-se

1

2
∆R = −Ric(∇f,∇f)− |∇2f −

∆f

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉

+
1

m

{
(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)

}
.

Agora vamos usar que div(∇f∆f) = (∆f)2 + 〈∇∆f,∇f〉 para obtermos a

identidade do lema, o que finaliza a prova do lema.

4.3 Teoremas de rigidez

O primeiro teorema desta seção é uma generalização de resultados obtidos em

[31] e [1] para solitons de Ricci.

Teorema 4.1 Seja
(
Mn, g, X

)
, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana com-

pacta satisfazendo RicmX = λg. Então (Mn, g) é uma variedade de Einstein se

uma das seguintes condições ocorre:

1.
∫
M
Ric(X,X)dM ≤ 2

m

∫
M
|X|2divXdM.

2. X for um campo conforme e
∫
M
Ric(X,X)dM ≤ 0.

3. |X| é constate e
∫
M
Ric(X,X)dM ≤ 0.

Demonstração: Primeiramente vamos integrar a equação (1) do Lema

4.1 para deduzir

1

2

∫

M

∆|X|2dM =

∫

M

|∇X|2dM −

∫

M

Ric(X,X)dM +
2

m

∫

M

|X|2divXdM.
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Isso implica

∫

M

|∇X|2dM =

∫

M

Ric(X,X)dM −
2

m

∫

M

|X|2divXdM. (4.19)

Uma vez que estamos supondo que o lado direito da equação (4.19) é menor

ou igual a zero, obtemos ∇X = 0. Assim, a afirmação (3) do Lema 4.1 nos

permite concluir o primeiro item.

Prosseguindo, existe ρ em M , para a qual

LXg = 2ρg. (4.20)

Em particular, 〈∇XX,X〉 = ρ|X|2. Além disso, tomando o traço em ambos os

membros da equação 4.20 vamos obter que

div X = nρ. (4.21)

Por outro lado, note que

div(X|X|2) = |X|2divX + 2〈∇XX,X〉

= (n+ 2)ρ|X|2.

Sendo Mn compacta, usamos a fórmula de Stokes para concluir

∫

M

ρ|X|2dM = 0. (4.22)

Assim, usando este resultado juntamente com a equação (4.19), conclúımos

que ∇X = 0, uma vez que estamos assumindo que
∫
M
Ric(X,X)dM ≤ 0.

Portando, usando a afirmação (3) do Lema 4.1, vamos concluir que Mn é uma

variedade de Einstein.

Finalmente, se |X| é constante, podemos aplicar a fórmula de Stokes a

equação (4.19) para deduzir

∫

M

|∇X|2dM =

∫

M

Ric(X,X)dM. (4.23)

O que conclui a prova do teorema.

�
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Observação 4.1 Observe que para n = 2, podemos escrever a equação (4.19)

da seguinte forma
∫

M

|∇X|2dM =
1

2

∫

M

K|X|2dM−
2

m

∫

M

|X|2divXdM, (4.24)

onde K é a curvatura Gaussiana. Em particular, temos:

• If |X| é uma constante não nula, então M2 tem gênero zero ou um.

• If X é um campo conforme não trivial e K é constante, então M2 é

isométrica a S
2(r).

Para provarmos o próximo teorema relembre de um resultado devido a Yau

[37], que é uma generalização do Teorema de Hopf: uma função subharmônica

f : Mn → R definida em uma variedade Riemanniana não compacta é cons-

tante, se o seu gradiente pertence a L1(Mn). Recentemente este resultado foi

extendido por Camargo et al. [10] para um campo X. Tal generalização é dada

pela seguinte proposição.

Proposição 4.1 Seja X um campo de vetores em uma variedade Riemanni-

ana completa, não compacta e orientada Mn, tal que o div X não mude de

sinal em M . Se |X| ∈ L1(M), então div X = 0 em M .

Usando esta generalização provaremos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja
(
Mn, g, X

)
uma variedade Riemanniana completa não

compacta satisfazendo RicmX = λg. Se nλ ≥ R e |X| ∈ L1(Mn), então Mn é

uma variedade de Einstein.

Demonstração: Levando em conta que RicmX = λg, então pela equação (4.5)

obtemos

mdivX = |X|2 +m(nλ−R). (4.25)

Assim, se (nλ − R) ≥ 0, então temos mdivX ≥ 0. Por outro lado, se |X| ∈

L1(M), vamos usar a Proposição 1 em [10] para concluir que divX = 0. Pros-

seguindo, podemos usar a equação (4.25) para concluir que X ≡ 0 bem como

nλ = R. Portanto, (Mn, g) é uma varidade de Einstein e assim finalizamos a

prova do teorema. �
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4.4 Fórmulas integrais e aplicações

Nesta seção vamos provar algumas fórmulas integrais para variedades quasi-

Einstein compacta. Em particular, essas fórmulas integrais no caso m infinito

(soliton de Ricci) foram obtidas pelo autor em [1]. Essas fórmulas permitirão

concluir alguns resultados de rigidez para tal classe de variedades.

Teorema 4.3 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma variedade Riemanniana satisfazendo

Ricm∇f = λg. Então temos

1

2
∆fR = −|∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f +

1

2
〈∇f,∇R〉+

1

2
〈∇f,∇∆f〉

+
1

m
div

(
∇∇f∇f −∆f∇f

)
.

Demonstração: Primeiramente vamos usar o Lema 4.3 para deduzir a se-

guinte equação

1

2
∆R−

1

2
〈∇R,∇f〉 = − Ric(∇f,∇f)− |∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f

+
1

2
〈∇R,∇f〉+

1

m
|∇f |2∆f

+
1

m
div(∇∇f∇f −∇f∆f). (4.26)

Agora, usando a definição do operador difusão e substituindo a identidade (1)

do Corolário 4.2 na equação anterior, obtemos

1

2
∆fR = − Ric(∇f,∇f)− |∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f

+
m− 1

m
Ric(∇f,∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2 +

1

m
|∇f |2∆f

+
1

m
div(∇∇f∇f −∇f∆f).

Por isto vamos deduzir

1

2
∆fR = −|∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f −

1

m
Ric(∇f,∇f)

+
1

m
(R +∆f − nλ)|∇f |2 +

1

m
λ|∇f |2 +

1

m
div(∇∇f∇f −∇f∆f).

Assim, usando R +∆f − nλ = 1
m
|∇f |2, vamos obter

1

2
∆fR = −|∇2f −

(∆f)

n
g|2 −

(∆f)2

n
+ λ∆f

+
1

m

{
−Ric(∇f,∇f) +

1

m
|∇f |4 + λ|∇f |2 + div(∇∇f∇f −∇f∆f)

}
.
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Por outro lado, usando a equação (4.4) com X = ∇f , temos

−Ric(∇f,∇f)+
1

m
|∇f |4+λ|∇f |2 = 〈∇∇f∇f,∇f〉 =

m

2

(
〈∇f,∇R〉+〈∇f,∇f〉

)
,

(4.27)

na última igualdade usamos a equação (4.7). Substituindo isso na fórmula

acima para ∆fR, obtemos a expressão procurada, assim, conclúımos a prova

do teorema. �

Como uma consequêcia do teorema anterior, temos as seguintes fórmulas

integrais.

Corolário 4.3 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma variedade Riemanniana compacta sa-

tisfazendo Ricm∇f = λg. Então:

1.
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM =

∫
M
〈∇f,∇R〉dM+ n+2

2n

∫
M
〈∇f,∇∆f〉dM.

2.
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM + n+2

2n

∫
M
(∆f)2dM =

∫
M
〈∇f,∇R〉dM.

3.
∫
M
Ric(∇f,∇f)dM +

∫
M
〈∇f,∇R〉dM = 3

2

∫
M
(∆f)2dM.

4. Mn é uma variedade de Einstein, se
∫
M
〈∇R,∇f〉dM ≤ 0.

5. Suponha que f é não constante e exista µ :Mn → R solução da equação

n+2
2n

∆f + R = µ, tal que µ ⊥ ∆f , no produto interno do L2. Então

Mn é conformemente equivalente a uma esfera Euclidiana S
n, mas não

isométrica.

Demonstração:Sendo Mn compacta, podemos o usar o Teorema 4.3 e

fórmula de Stokes para obtermos

∫

M

|∇2f −
(∆f)

n
g|2dM =

∫

M

(
λ−

∆f

n

)
∆fdM +

∫

M

〈∇f,∇R〉dM

+
1

2

∫

M

〈∇f,∇(R +∆f)〉dM.

Prosseguindo, usamos a relação (4.6) para escrever

∫

M

(
λ−

∆f

n

)
∆fdM =

1

n

∫

M

(
R−

1

m
|∇f |2

)
∆fdM.
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Então, a fórmula de Stokes nos permite concluir que

1

n

∫

M

(
R−

1

m
|∇f |2

)
∆fdM = −

1

n

∫

M

〈∇f,∇R〉dM+
1

nm

∫

M

〈∇f,∇|∇f |2〉dM.

Por outro lado, observe que a equação (4.6) implica ∇
(
R+∆f

)
= 1

m
∇
(
|∇f |2

)
.

Usando a equação anterior, obtemos

∫

M

|∇2f−
(∆f)

n
g|2dM =

∫

M

〈∇f,∇R〉dM+
n+ 2

2n

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dM, (4.28)

o que prova o primeiro item.

Agora, sendo
∫
M
〈∇f,∇∆f〉dM = −

∫
M
(∆f)2dM, obtemos da equação

(4.28) que

∫

M

|∇2f −
(∆f)

n
g|2dM =

∫

M

〈∇f,∇R〉dM−
n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dM, (4.29)

o que prova o segundo item.

Prosseguindo, vamos integrar a fórmula de Bochner para deduzir:
∫

M

Ric(∇f,∇f)dM +

∫

M

|∇2f |2dM +

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dM = 0. (4.30)

Sendo
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM =

∫
M
|∇2f |2dM − 1

n

∫
M
(∆f)2dM, usando nova-

mente a fórmula de Stokes temos
∫

M

Ric(∇f,∇f)dM +

∫

M

|∇2f −
(∆f)

n
g|2dM =

n− 1

n

∫

M

(∆f)2dM. (4.31)

Agora, comparando a equação (4.31) com o segundo item, obtemos
∫

M

{Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇R〉}dM =
3

2

∫

M

(∆f)2dM,

como procurado.

Por outro lado, se
∫
M
〈∇R,∇f〉dM ≤ 0, em particular, isso ocorre se R for

constante, vamos deduzir, pelo segundo item, que
∫

M

〈∇R,∇f〉dM = 0 (4.32)

e ∫

M

|∇2f −
(∆f)

n
g|2dM+

n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dM = 0. (4.33)
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Isto implica ∇2f = 1
n
(∆f)g e ∆f = 0. Assim, podemos aplicar o Teorema de

Hopf para concluir que f é constante, o que implica (Mn, g) ser uma variedade

de Einstein.

Finalmente, observe que
∫
M
|∇2f− (∆f)

n
g|2dM =

∫
M
〈∇f,∇

(
n+2
2n

∆f+R
)
〉dM.

Assim, se n+2
2n

∆f + R = µ, com
∫
M
µ∆fdM = 0, temos ∇2f = 1

n
(∆f)g.

Sendo f não constante, podemos aplicar o Teorema 2 devido a Tashiro [33],

para concluir que Mn é conformemente equivalente a esfera unitária S
n. Além

disso, se tivermos uma isometria entreMn e Sn, então sua curvatura escalar R

será constante. Pela pirmeira identidade deste corolário, vamos concluir que
∫
M
|∇2f − (∆f)

n
g|2dM + n+2

2n

∫
M
(∆f)2dM = 0. Então, pela afimação anterior

teŕıamos f constante, o que é uma contradição. Assim, completamos a prova

do corolário.

Como uma consequência deste corolário, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.4 Seja
(
Mn, g, ∇f

)
uma variedade Riemanniana compacta sa-

tisfazendo Ricm∇f = λg. Então ∇f não pode ser um campo conforme não tri-

vial.

Demonstração: Suponha que ∇f é um campo conforme não trivial, i.e.

L∇fg = 2ρg com ρ não constante. Portanto, podemos aplicar o Teorema II.9

de [8] para deduzir que

∫

M

L∇fRdM =

∫

M

〈∇f,∇R〉dM = 0. (4.34)

Então, o corolário anterior nos permite concluir a prova.

Observação 4.2 É importante comentar que
∫
M
〈∇f,∇R〉dM = 0 em di-

mensão dois para m finito é sempre válida. De fato, sendo ∇(e−
f
m ) um campo

conforme e a integral de Dirichlet é um invariante conforme, a afirmação

segue do Teorema II.9 em [8]. Portanto, se
(
M2, g, ∇f

)
é uma variedade

quasi-Einstein compacta, então é trivial pelo corolário 4.3, veja também [13]

e [21].
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4.5 Um Teorema de Caracterização

Para esta seção, considere
(
Mn, g, ∇f

)
uma variedade Riemanniana compacta

satisfazendo Ricm∇f = λg com m finito, assim podemos considerar a função

positiva u :Mn → R dada por

u = e−
f
m .

Nessas condições, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.4 Uma variedade quasi-Einstein compacta não-trivial
(
Mn, g, ∇f

)
,

com n > 2, é isométrica a uma esfera S
n, se uma das seguintes condições

ocorre.

1. ∇u é um campo conforme.

2.
∫
M
Ric(∇u,∇u)dM ≥ n−1

n

∫
M
(∆u)2dM.

Demonstração: De fato, note que u = e−
f
m , então

∇u = −
1

m
e−

f
m∇f

e

Hessf −
1

m
df ⊗ df = −

m

u
Hessu.

Portanto, sendo f não constante, temos que ∇u é um campo conforme não-

trivial. Assim, podemos escrever L∇ug = 2∆u
n
g. Usando a equação fundamen-

tal (4.3) temos que

Ric = (λ+m
∆u

nu
)g.

Portanto, Mn é uma variedade de Einstein. Além disso, sendo n > 2, temos

pelo Lema de Schur que R = nλ+m∆u
u

é constante. Por outro lado, a fórmula

(5.38), (p.26 de [36]), nos diz que

nL∇uR = −2(n− 1)∆(∆u)− 2R∆u,

se supusermos que R = 0, obtemos que u é constante, o que é uma contradição.

Portanto, R 6= 0. Agora, podemos aplicar o Teorema (6.1) (p.27 de [36]) para

concluir que Mn é isométrica a esfera S
n, o que prova o primeiro item.
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Agora, levando em conta novamente queMn é compacta, podemos integrar

a fórmula de Bochner e obtermos

∫

M

|∇2u−
∆u

n
g|2dM =

n− 1

n

∫

M

(∆u)2dM−

∫

M

Ric(∇u,∇u)dM.

Portanto, temos que
∫
M
|∇2u− ∆u

n
g|2dM = 0.

Observe ainda que

Ric−
R

n
g =

m

u
(∇2 −

∆u

n
g), (4.35)

assim, Ric = R
n
g e ∇u é um campo conforme não-trivial. Portanto, estamos

nas condições da prova do item anterior, o que nos permite concluir que Mn é

isométrica a esfera S
n, o que finaliza a prova do teorema. �
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