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Resumo

Neste trabalho analisamos as solugdes para a equagdo de movimento para os
osciladores de Lane-Emden, onde a massa é dada por m(t) = t*, onde a > 0. Os

osciladores de Lane-Emden sdo osciladores harmonicos amortecidos, onde o fator de

amortecimento depende do tempo, y(t) = % Obtivemos as expressdes analiticas

de q(t), g(t), and p(t) = m(t)q para @ = 2 e a = 4. Discutimos as diferengas entre as
expressoes da hamiltoniana e da energia para sistemas dependentes do tempo. Também,

comparamos nossos resultados com aqueles do oscilador de Caldirola-Kanai.

Usamos o método dos invariantes quanticos e uma transformac¢io unitaria
para obter a fungdo de onda exata de Schrédinger, Y, (q,t), e calcular paran =0 a
entropia conjunta (entropia de Leipnik) dependente do tempo e as informagdes Fisher
para posi¢do (F;) e para o momento (F,) para duas classes de osciladores harmonicos

quanticos amortecidos. Observamos que a entropia de Leipnik ndo varia no tempo para

o oscilador Caldirola-Kanai, enquanto diminui e tende a um valor constante (In (2))
para tempos assintdticos para o oscilador de Lane-Emden. Isto ¢ devido ao fato de que,
para este ultimo, o fator de amortecimento diminui a medida que o tempo aumenta. Os
resultados mostram que a dependéncia do tempo da entropia de Leipnik ¢ bastante

complexa e ndo obedece a uma tendéncia geral de aumento monotonicamente com o

tempo € que F; aumenta enquanto F, diminui com o aumento do tempo. Além disso,
4 .. I

F,F, aumenta ¢ tende a um valor constante (ﬁ) no limite em que t — oo. Nds

comparamos os resultados com os do bem conhecido oscilador de Caldirola-Kanai.

Palavras-chave: Invariantes quanticos. Oscilador harmdnico amortecido. Entropia de

Leipnik. Informacao de Fisher.



Abstract

In this work we analyze the solutions of the equations of motions for two
Lane-Emden-type Caldirola-Kanai oscillators. For these oscillators the mass varies as
m(t) =t*, where @ > 0. We obtain the analytical expression of q(t), q(t), and
p(t) = m(t)q for « = 2 and a = 4. These are damped-like harmonic oscillators with a

time-dependent damping factor given by y(t) = % We discuss the differences between

the expressions for the hamiltonian and the mechanical energy for time-dependent
systems. We also compared our results to those of the well-known Caldirola-Kanai

oscillators.

We use the quantum invariant method and a unitary transformation to obtain
the exact Schrédinger wave function, ¥, (q,t), and calculate for n = 0 the time-
dependent joint entropy (Leipnik’s entropy) and the position (F;) and momentum (F,)
Fisher information for two classes of quantum damped harmonic oscillators. We

observe that the joint entropy does not vary in time for the Caldirola-Kanai oscillator,
while it decreases and tends to a constant value (In (g)) for asymptotic times for the

Lane-Emden ones. This is due to the fact that for the latter, the damping factor
decreases as time increases. The results show that the time dependence of the joint
entropy is quite complex and does not obey a general trend of monotonously increase

with time and that F, increases while F, decreases with increasing time. Also, F;F,
increases and tends to a constant value (%) in the limit t — c0.We compare the results
with those of the well-known Caldirola-Kanai oscillator.

Keywords: Quantum invariant. Damped harmonic oscillator. Leipnik’s entropy. Fisher

information.
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1. Introducio

Em 1927, Heisenberg formulou um dos mais importantes alicerces da
mecanica quantica, o principio da incerteza [1], que nos diz que quanto maior a precisao
na medida da posi¢do de uma particula, maior serd a incerteza na medida do momento, e

vice-versa. O principio da incerteza ¢ a razdo do cardter probabilistico da mecanica
quantica. Quantitativamente, temos que AxAp > h/ 2, onde Ax e Ap sdo os desvios

padrdo da posi¢do e do momento (incertezas), respectivamente. O principio da incerteza
de Heisenberg impde um limite inferior para o produto das incertezas da posi¢do ¢ do
momento, o que nio implica que o observador ndo tenha habilidade o suficiente para
medir simultaneamente com precisdo a posi¢do € o momento de uma particula, mas sim

a impossibilidade natural de tal medicdo ser realizada.

Dada essa consequéncia necessaria e de extrema importancia para a
mecanica quantica, diversos autores propuseram novas relacdes de incerteza além da
relacdo com base nos desvios padrdo. E € nesse ambito que a teoria da informagdo se
mostra especialmente util, por exemplo, novas relagdes de incerteza em termos das
entropias de Shannon, Rényi e Tsallis [2-4], e em termos da informagdo de Fisher [5-8]

foram propostas nos ultimos anos.

O termo “informagdo” ¢ demasiado amplo para ser expresso por uma so
definicdo, mas para qualquer distribuicdo de probabilidades, podemos definir uma
grandeza denominada entropia. Em 1948, C. Shannon introduziu na literatura uma
medida conhecida como entropia de Shannon [9], transformando o conceito de entropia

numa medida da informacgédo do sistema.

Em 1959, R. Leipnik [10] introduziu, com base na teoria da informagdo de
Shannon, o conceito que ficou conhecido como entropia de Leipnik, uma eficaz
ferramenta para se calcular a perda de informacdo associada a evolugdo temporal de
estados quanticos puros. Sabemos que quanto maior for a entropia menor sera a
informacdo sobre o sistema e vice-versa. Na Ref. [10], Leipnik demonstrou que o
principio minimo ¢é obtido através da soma das entropias de duas distribuigdes
relacionadas como o quadrado absoluto da Transformada de Fourier de um par
gaussiano. E mostrou também como esta entropia se relaciona com o principio da

incerteza.
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Em 2005, Dunkel e Trigger [11] calcularam a entropia de Leipnik de trés
modelos quanticos analiticamente soliveis: o caso simples de um pacote de onda
gaussiano livre, a evolugdo de pacotes de ondas gaussianos interagindo com um campo
elétrico senoidal e o tunelamento de pacotes de onda gaussianos através de uma barreira
6. Eles usaram como condi¢des iniciais estados cldssicos maximos (MACS, maximal
classical states), que minimizam tanto o principio da incerteza quanto a entropia. Eles
descobriram que a entropia de Leipnik cresce monotonicamente com o tempo, €
baseados nos resultados da Ref. [12], propuseram que tal dependéncia, pelo menos

assintoticamente, pode ser uma propriedade geral dos sistemas quanticos.

No entanto, Garbaczewski [13], forneceu dois exemplos especificos
indicando a complexidade da evolugdo quantica. Ele mostrou que, na presenga de um
potencial harmonico confinante, a entropia de Leipnik é uma fun¢ido ndo crescente no
tempo, mesmo para os MACS. Ele também mostrou que uma outra escolha de dados

iniciais leva a uma variacdo senoidal da entropia de Leipnik.

Nas Refs. [14] e [15], Ozcan, Aktiirk e Sever estudaram a entropia de
Leipnik de osciladores harmonicos dependentes do tempo usando funcdes de onda
obtidas pelo método da integral de trajetoria de Feynman. Na Ref. [14], eles
descobriram que a entropia de Leipnik do oscilador harménico amortecido (Caldirola-
Kanai) (m(t) = mye?t e w(t) = w,) mostra descontinuidades notaveis com o tempo,
contrariando a proposta de Dunkel e Trigger [11]. Na Ref. [15] eles estudaram sistemas

com massa oscilante (m(t) = mgysen?(vt) e w(t) = w,) e frequéncia variando com o
inverso do quadrado do tempo (m(t) = my e w(t) = %). Para a primeira, a entropia de

Leipnik varia periodicamente no tempo, enquanto que para a segunda, aumenta

monotonicamente com o tempo.

O oscilador harmoénico amortecido ( m(t) = mye?t e w(t) = wy ),
conhecido como oscilador de Caldirola-Kanai (CK) [16, 17] foi introduzido na literatura
como um protdtipo para descrever sistemas quanticos dissipativos. Para osciladores CK
o fator de amortecimento, y, ¢ constante. Existe uma outra classe de osciladores
amortecidos, chamada osciladores de Lane-Emden (LE) (m(t) =t% e w(t) = @),
onde o fator de amortecimento ¢ agora uma fun¢do do tempo. Estes osciladores foram
estudados por Ozeren [18], que estudou classicamente o movimento e investigou a

evolucdo no tempo dos estados coerentes, considerando os casos onde @ = 2 e a = 4.
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Recentemente, Bessa e Guedes [19] utilizaram o método de Lewis e
Riesenfeld (LR) [20] para obter as fungdes de onda exatas dos osciladores de LE,
também para @ = 2 e @ = 4, e calcularam o produto da incerteza, a probabilidade de
transicdo entre os estados quanticos e o valor esperado da energia. O produto da
incerteza dos osciladores de LE diminui com o tempo, enquanto que se mantém
constante para o oscilador de CK. Os resultados obtidos evidenciam que o oscilador CK
¢ mais amortecido do que o oscilador LE, devido ao fato de o fator de amortecimento do

oscilador de LE diminuir com o tempo.

Embora muito conhecida e com uma alta aplicabilidade em diversas areas
da ciéncia, a teoria da informac¢do de Shannon ndo € unica, e diversos outros cientistas
propuseram outras maneiras de medir a quantidade de informag¢do que um sistema
carrega. Em especial, um conceito que ndo soO surgiu mais de vinte anos antes da
entropia de Shannon, mas que também se mostra uma ferramenta util e poderosa na area
da mecanica quantica, a informa¢do de Fisher. Introduzida por R. A. Fisher [21] em
1925 como uma medida de “precisdo intrinseca” em teoria estatistica, a informacdo de
Fisher ¢ uma forma de medir a quantidade de informagdo que um certo observavel X
carrega em relagdo a um determinado parametro 6 para o qual a probabilidade de X
varia, isto é, para uma dada densidade de probabilidade p(X; ), ¢ também ¢ uma

forma de entropia (grau de desordem) de um sistema ou fenomeno.

Diversas leis da fisica podem ser derivadas e interpretadas tendo como base
a informacdo de Fisher. B. Roy Frieden, a partir do principio da minima informacao de
Fisher (MIF), derivou a equagdo de Schrodinger [22, 23], a equagdo de Klein-Gordon
(para o caso particular de campos nulos), interpretou a segunda lei da Termodindmica,
derivou a equagdo de onda de Helmholtz e a lei de Maxwell-Boltzmann [22], as
equacdes de Maxwell para a eletrodindmica [24], entre outras. Para Frieden, o MIF tem

potencial para ser um principio unificador da fisica [24].

Nos ultimos anos, varios autores estudaram as aplicagdes da informagdo de
Fisher em diversas areas da ciéncia, como por exemplo, fisica dos buracos negros [25].
Além disso, muitos estudos recentes também relacionam a informagdo Fisher com a
mecanica quantica [26-30], em particular, a direta relagdo com o principio da incerteza

de Heisenberg [5-8].
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Em 2000, Hall [31] estudou as propriedades quanticas da informacdo de
Fisher cldssica em fung¢do da posicdo e do momento ndo-classicos. Ele definiu o
momento nado-classico como p,. = p — p., onde p denota 0 momento conjugado a x, e
pa € o operador momento cldssico correspondente ao estado i, . Similarmente, a
posi¢cdo nao-cldssica foi definida por ele como x,. = x — x.;, onde x.,; ¢ o operador

posigdo correspondente ao mesmo estado ,,.

A informagao de Fisher para sistemas de uma particula sujeitos a potenciais
centrais foi calculada por E. Romera et al. [5]. Eles verificaram que a quantidade de
informagdo pode ser expressa por meio de uma forma simples e fechada dos valores
esperados radiais ((r~2),(p?)) no espaco das posi¢cdes, e ({r2),(p~?)) no espago dos
momenta. Eles aplicaram este resultado em sistemas como o atomo de Hidrogénio e o
oscilador harmdnico isotropico, e propuseram que uma nova relagdo de incerteza que
envolve a informagdo de Fisher nos dois espagos complementares estd no mesmo nivel

que a incerteza em fung¢do das variancias, proposta por Heisenberg [1].

Em 2010, P. Sanchez-Moreno et al. [8] mostraram que para uma funcio de
onda P (x) definida em um espago de configuragio D-dimensional e sua respectiva
fun¢do de onda no espago dos momenta ¢(p), o produto dos funcionais de Fisher
satisfazem a relagdo de incerteza FcF, = 4D? quando Y (x) ou ¢(p) sdo reais. Eles
mostraram também que para fun¢des de onda complexas e arbitrarias, o produto de

incerteza F, F, ndo admite um limite inferior trivial.

Em 2011, Choi et al [32] calcularam a informagdo de Fisher para dois
osciladores quanticos: um com frequéncia dependente do tempo e outros com uma
massa fortemente pulsante. Eles observaram que a informagao de Fisher para a primeira
oscila com o tempo, enquanto que a segunda atinge picos muito altos nos pontos em que

a massa se aproxima de zero.

Neste trabalho calcularemos a entropia de Leipnik e a informagao de Fisher
dos osciladores de Caldirola-Kanai (CK) e Lane-Emden (LE) e mostraremos algumas
das relagdes de incerteza com base nessas grandezas. Este trabalho segue-se da seguinte
maneira. No Capitulo 2, mostramos as solugdes classicas dos conhecidos osciladores
CK e LE. No Capitulo 3, utilizamos a teoria quantica de invariantes de LR para

calcularmos as fun¢des de onda do oscilador com massa e frequéncia dependentes do
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tempo, a fim de calcularmos sua entropia de Leipnik e a sua informagao de Fisher, e
usamos este resultado para calcularmos essas grandezas para os mesmos osciladores
estudados no Capitulo 2. E no final deste trabalho, apresentamos as conclusdes e

consideragdes finais.



15

2. Osciladores harmonicos dependentes do tempo — Solucdes classicas

2.1 Consideracoes iniciais

Dentre todos os sistemas fisicos caracterizados por algum tipo de oscilacao,
o oscilador harmoénico simples (OHS) €, sem duvida, o caso mais estudado, pois em
primeira aproximagdo, considerando pequenas amplitudes de oscilagdo, todo sistema
oscilatorio pode ser aproximado por um OHS. Porém, sabemos que todo sistema fisico

real € dissipativo.

Para incluirmos a dissipagdo em nosso sistema procedemos da seguinte
forma. Considere novamente o movimento de uma particula cldssica de massa m

movendo-se em uma dimensdo com momento p = m,q sobre a influéncia ndo apenas

. av , . .
de uma forga conservativa ~ 5 Mas, também, de uma forca de atrito, F,; = —ym,q,

onde y é o pardmetro de amortecimento. Assim, a equagdo de movimento e a taxa de

variag@o temporal da energia E(t) para o OHA sdo agora dadas por:

) + yp + aV—o 2.1
p+yp a7 = " (2.1)
dE .,

aF = TMevd” (2.2)

respectivamente. A Eq. (2.2) indica que a taxa instantdnea de dissipa¢do da energia

mecanica do oscilador € igual ao produto da forga de atrito pela velocidade.

Entretanto, no presente caso a Eq. (2.1) ndo pode ser obtida através de uma
fungdo hamiltoniana, H(q,p) = T(p) + V(q,p), onde T(p) é a energia cinética ¢

V(q,p) ¢ a energia potencial dependente de g e p. Isto porque a forga de atrito, F,;; =

- . ~ v . d (av
—ym,q, ndo pode ser derivada da expressdo F = — % += (a_q)‘
Mas, serd que ndo existe alguma maneira de escrevermos uma fungdo

hamiltoniana que fornec¢a, mediante a aplicag@o das equagdes de Hamilton, a equagdo de

movimento dada pela Eq. (2.1)?
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A resposta a esta questdo foi dada por Bateman [33] ao considerar a

seguinte fun¢do lagrangiana dependente do tempo

1
L@.d, ) = e"* [3md? ~V(@), (23)

A partir desta func¢do lagrangiana, Caldirola [16] e Kanai [17] construiram a
seguinte fun¢do hamiltoniana
p?

H= Z—mOe‘Vt + Ve, (2.4)

onde, agora, p = mye?*q é o momento candnico.

A Eq. (2.4) ¢ chamada de hamiltoniana de Caldirola-Kanai, que nada mais ¢
que a hamiltoniana de um oscilador harménico com frequéncia constante, w,, € massa
crescente exponencialmente com o tempo, m(t) = mge?t. A aplicacdo das equagdes
de Hamilton leva a equagdo de movimento dada pela Eq. (2.1). A dissipag¢do surge
naturalmente devido a variagdo temporal de m(t). Para que a Eq. (2.2) seja satisfeita,

definimos a energia mecanica do sistema (soma das energias cinética e potencial) como
E(t) = H(t)e . (2.5)

A hamiltoniana de Caldirola-Kanai também tem sido estudada no contexto
da Mecanica Quantica como um modelo alternativo na descricdo de sistemas
dissipativos. Por exemplo, na Ref. [34] os autores obtiveram a solugdo da equacdo de
Schrodinger para um oscilador de Caldirola-Kanai com e sem um potencial singular,
enquanto que os osciladores de Caldirola-Kanai for¢ados e invertidos foram

investigados nas Ref. [35, 36], respectivamente.

Neste Capitulo, revisitamos o oscilador CK e os osciladores LE,
investigados previamente por Ozeren [18], Bessa e Guedes [19]. Além das solugdes das
equagdes de movimento, calculamos como evoluem no tempo a velocidade, o momento
candnico e os respectivos diagramas de fase. Mostramos que a energia tende a zero para
tempos assintdticos, e ndo para um valor constante como anteriormente determinado por
Ozeren [18]. Em todas as analises comparamos os resultados com aqueles obtidos a

partir do modelo de Caldirola-Kanai.
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2.2 Solucoes classicas

Nesta secdo apresentamos as solucdes classicas dos osciladores CK e LE e
estudamos o comportamento de q(t), ¢(t), p(t) = m(t)q, e seus espacos de fase e de

suas energias.
2.2.1 Oscilador de Caldirola-Kanai: m(t) = mye'' e w(t) = w,

Para este oscilador, temos que a equagdo classica do movimento [veja a Eq.

(3.29)] ¢
4g+vq+wiqg=0, (2.6)

que dependendo dos valores de y e wg, tem trés solucdes distintas que correspondem

aos seguintes casos de amortecimento: (i) subcritico (% < wo); (i1) supercritico

(g > a)o); e (iii) critico ()E/ = wo). Neste texto consideraremos apenas o amortecimento

subcritico, pois ¢ o Unico que fornece uma solu¢do que oscila com amplitude

decrescente.

Assim, a solu¢do geral da Eq. (2.6) para o caso (i) ¢ dada por:

q(t) = e_YTt [qo cos(Qt) + (%) + );—Z;) sen(Qt)], (2.7)

2
onde 02 = w3 —yre q(t =0) = vy.
Usando as condi¢des iniciais ¢(0) = 1 e q(0) = 0, a Eq. (2.7) fica
_rt Y
qt) = e 2 [cos(Qt) + Esen(ﬂt)]. (2.8)

A velocidade g (t) e o momento canonico p(t) sdo dados, respectivamente,

por:

, y2+402% _rt
q(t) = — g ¢’ sen(Qt), (2.9)
Y2 +40?%
p(t) = —my—————e2 sen(Qt). (2.10)

4Q)
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Nas Figs. 1(a)-(c) mostramos o comportamento de q(t), q(t), p(t) =

m(t)q. Consideramos gy = 1,v, =0,y =2,my = 1le wy = 8.

(a) 1.0
0,54
=
L= o}
0,04
0,54
(b)
4
2]
s
5 )
4]
i
(C) 2500
1250 4
=
= 0
1250
2500
0 1 ; 3 ' 5 6

Figuras 1 (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posi¢do q(t), (b) da velocidade ¢(t), e (c) do
momento p(t) para o oscilador CK.

Observamos que tanto q(t) quanto g(t) oscilam com amplitude decrescente
e tendem a zero para tempos assintdticos. Entretanto, observamos que p(t) aumenta
com o passar do tempo, devido ao crescimento exponencial da massa. Note que, a
medida que q(t) diminui, p(t) aumenta. Mas, como veremos, ¢ a energia € ndo a
hamiltoniana que vai a zero para tempos assintdticos como esperado para sistemas

dissipativos. Devido a isto, o diagrama de fase para sistemas cujo hamiltoniano
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depende do tempo deve ser q(t)xg(t). As Figs. 2 (a)-(b) mostram a diferenga entre
q(®)xq(t) e q(O)xp(t).

a b) s
@, ()
4
120 4
2 4
~ 60 4 _ o]
i b =
B 0 T IS = 5]
60 41
64
-120 4
4 T v T v T v T T T X -8 T T T T T T T T T T
-0.8 04 0,0 0.4 08 -0.8 04 0,0 04 08
q(t) q(t)

Figura 2 (a)-(b). (a) Diagrama de fase q(t)xp(t)para o oscilador CK, (b) diagrama de fase
q(®)xq(t).

2.2.2 Oscilador de Lane-Emden, com a = 2: m(t) = t? e o(t) = ay

A equacdo cldssica do movimento [veja a Eq. (3.29)] para este oscilador ¢
L2,
q+?q+woq =0, (2.11)
cuja solucdo geral ¢ dada por [37]
Co Gy
q(t) = —cos(wyt) + —sen(wyt), (2.12)
t wot

onde C, e C; sdo constantes a serem determinadas.

Usando as condigdes iniciais g(0) = 1 e g(0) =0, a Eq. (2.12) torna-se
(vide apéndice A)

sen(wyt)

q(t) = et (2.13)

a velocidade g(t) e o momento candnico p(t) sdo dados, respectivamente, por:
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wotcos(wyt) — sen(wyt)

q(0) =

"E , (2.14)

_ wotcos(wpt) — sen(wot)

p(t) = . (2.15)

(O]

Nas Figs. 3 (a)-(c) mostramos, respectivamente, o comportamento de g(t),
q(t) e p(t) = m(t)q para o oscilador LE com a@ = 2. Observamos novamente que tanto
q(t) quanto ¢(t) oscilam com amplitude decrescente, enquanto p(t) oscila com
amplitude crescente. Observe que a amplitude tanto de q(t) quanto de q(t) decai de
forma mais lenta em comparacdo aos seus valores no oscilador CK. Isto se deve ao fato
que, para o oscilador LE, o termo de amortecimento diminui & medida que o tempo
passa. Na Fig. 4 mostramos o diagrama de fase q(t)xq(t) para o oscilador LE para

a = 2. Nestas figuras consideramos mais uma vez w, = 8.

(@) 4]
0,84
0,64

0,44

q(t)

0,24
0,04

0,24

(®)

q(t)

p(t)

La=]
-
(s3]

Figuras 3 (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posi¢do q(t), (b) da velocidade ¢(t), e (c) do
momento p(t) para o oscilador LE com @ = 2.
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1,51

0,04

q(t)

-1,51

-3,04

08 04 00 04 08

q(t)

Figura 4. Diagrama de fase q(t)xq(t)para o oscilador LE para a = 2.

Comparando as Figs. 4 e 2 (b), observamos que para instantes de tempo
iniciais (0< t <l) uma particula no oscilador LE com a = 2 ¢ mais amortecida que no

oscilador CK devido ao fato que para tempos iniciais, o pardmetro de amortecimento
y(t) = % > 2. A medida que t aumenta, y(t) diminui fazendo com que a dissipagio

diminua. Mas, como ¢é um sistema dissipativo, tanto q(t) quanto de ¢(t) tendem a zero

quando t — oo,

2.2.3 Oscilador de Lane-Emden, com a = 4: m(t) = t* e o(t) = ay

Para este caso a equacdo classica do movimento [veja a Eq. (3.29)] ¢ dada

por
. 4
q+?q+a)(2,q=0=0, (2.16)

e a sua solugdo geral € na forma [37]

34, [sen(wyt)

wit?|  wyt

[sen(wot) + % , (2.17)

wo By
t

q(t) = — cos(wgt) l +—

onde A, e B, sdo constantes.
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Aplicando as condigdes iniciais g(0) = 1 e q(0) = 0, a Eq. (2.17) torna-se

(vide apéndice A)
3 [sen(wyt)
q(t) = o2t | ot — cos(wyt) |, (2.18)

a velocidade q(t) e o momento candnico p(t) sdo dados, respectivamente, por:

3(w3t? — 3)sen(wgt) + 9 wotcos(wyt)

3+4
w3t

q(t) = : (2.19)

3(wit? — 3)sen(wgt) + 9 wotcos(wyt)

3
Wy

p(t) = (2.20)

Nas Figs. 5 (a)-(c) mostramos o comportamento de q(t), q(t),p(t) =
m(t)q para o oscilador LE com a = 4. Observamos novamente que tanto q(t) quanto
q(t) oscilam com amplitude decrescente, enquanto p(t) oscila com amplitude
crescente. Observe que a amplitude tanto de q(t) quanto de ¢(t) decai de forma mais
rapida em comparacdo aos seus valores no oscilador LE para @ = 2. Isto se deve ao fato
que para o oscilador LE com @ = 4, o termo de amortecimento ¢ maior que aquele no
caso a = 2. Isto fica claro na Fig. 6 onde mostramos o diagrama de

fase q(t)xq(t). Nestas figuras consideramos mais uma vez w, = 8.



1,04
0.8

0,64

q(t)

0,41

024

0,04

(b) o5;
001
054

1,0

q(t)

151
20

251

p(t)

Figuras 5 (a)-(c). (a) Variago no tempo da posi¢do q(t), (b) da velocidade ¢(t), e (c) do
momento p(t) para o oscilador LE com a@ = 4.
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0,5 1
0,0 4
051

-1.04

q(t)

154
2,04

254

08 04 00 04 0.8

q(t)

Figura 6. Diagrama de fase x(t) x x(t) para o oscilador LE para @ = 4.

Agora, vamos discutir como variam a energia (E(t)) e a hamiltoniana
(H(t)) em cada caso. Como vimos na Seg¢do 2.1, da lagrangiana de Bateman [33] dada
pela Eq. (2.3), Caldirola [16] e Kanai [17] construiram a fun¢do hamiltoniana dada pela
Eq. (2.4). Generalizando o resultado de Caldirola e Kanai nédo ¢ dificil mostrar que se

m(t) = myf(t), entdo a energia ¢ dada por:

E=f({t)"*H(b). (2.21)

Para o oscilador CK, f(t) = e¥* e a hamiltoniana no mais ¢ igual a energia
do sistema. Elas sdo dadas por

2 2
Moy _ |4 yw
E(t) = Yt s — — 20 — 20 2.22
(t) 02 e lwo 2 cos(2Q)t + > sen( t)l, ( )
H(@) = M5 [ 5 V7 o)t + 22 sen20t) 2.23
=5z |©0 5 cos 5 sen . (2.23)

Observamos nas Figs. 7 (a)-(b) abaixo que a hamiltoniana oscila em torno
de um valor médio, enquanto que a energia vai a zero.
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(a) 35

30 4

25 4

20 4

E(t)

34 4

H(t)

32 4

30 4

28 4

o
%]
[#+)

Figura 7 (a)-(b). (a) Comportamento de E (t) e (b) comportamento de H (t). Nestas figuras usamos
wo=8em, =1.

Isto demonstra o fato que em sistemas com massa dependentes do tempo
(dissipativos) as expressdes para a hamiltoniana e a energia sdo diferentes. A expressao

para E(t) é a energia mecanica do sistema, que ndo se conserva.

Para o oscilador LE com a = 2, f(t) = t? as expressdes para a energia € a
hamiltoniana do sistema sdo, respectivamente, dadas por:
1 sen(Qwot)  sen?(wot)

E(t) = =—=|1— + ) 2.22
® 2t2 Wt w§t? (2.22)

1 sen(wot) sen?(wyt
[1_ ( 0)+ (o)’ (2.23)

H(t) = =
© 2 wot wit?

cujos comportamentos sdo mostrados nas Figs. 8 (a)-(b) abaixo.
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35

28 4

214

E(t)

14

(®) os]

0,61

0,44

H(t)

0,21

0,04

Figura 8 (a)-(b). (a) Comportamento de E(t) e (b) H(t) para o oscilador LE com a@ = 2. Nestas figuras

usamos w, = 8.

De acordo com Ozeren [18], E(t) - 0.5 quando t — oo . Entretanto,
observamos que E(t) > 0e H(t) » 0.5 quando t — . O equivoco cometido por
Ozeren foi considerar que para sistemas dependentes do tempo, as expressdes para a

energia e a hamiltoniana do sistema sdo iguais.

De maneira andloga, para a = 4, temos f(t) = t*, e E(t) e H(t) sdo,
respectivamente, dadas por:

E(O) = 9 [1 6sin?(wet) 3sin(Rwet) 9sin(Rwet) 81  sin?(wgt)
- 2tt | w? wgt? wgt? wt* wt* wyt?
sin(2wyt
_ # ' (2.24)
H(E) = 9[ 1 6sin?(wet) 3sin(Rwet) 9sin(Rwet) 81  sin?(wpt)

2 |w? wgt? wgt? wit* wit* wgt?
sin(Qwyt)
wit |

(2.25)
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cujos comportamentos sdo mostrados nas Figs.9 (a)-(b) abaixo.

35

(@)

28 4
214

141

E(t)

(b) 0,14

0,07 4

H(t)

0,00 -

Figura 9 (a)-(b). (a) Comportamento de E(t) e (b) H(t) para o oscilador LE com a = 4. Nestas

figuras usamos w, = 8.

As Figuras 7, 8 ¢ 9 mostram a diferenga entre as defini¢des de hamiltoniana
e energia mecdnica para sistemas dependentes do tempo. A relagdo entre elas ¢ dada
pela Eq. (2.21). Para sistemas independentes do tempo, a hamiltoniana ¢ igual a energia
mecanica do sistema. Nos casos dos osciladores de Lane-Endem ¢ Caldirola-Kanai, elas
sdo diferentes. Enquanto a energia tende a zero para tempos assintoticos como deve
ocorrer em sistemas dissipativos, a hamiltoniana tende a valores constantes diferentes de
zero, ndo tendo assim nenhuma relacdo com a energia do sistema. Estes resultados
explicam os equivocos cometidos por Ozeren [18] na analise da variagdo da energia

mostrado em seu trabalho.
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3. Osciladores harmonicos dependentes do tempo — Solu¢des quanticas, entropia de
Leipnik e informacgao de Fisher

3.1 Consideracdes iniciais

Neste Capitulo calcularemos a entropia de Leipnik S;(t), e a informagdo de
Fisher para a posi¢do e para o momento, F;(t) e F,(t), respectivamente, no caso geral
de um oscilador quantico com massa e frequéncia dependentes do tempo. Para isso,
precisamos primeiro encontrar a funcdo de onda deste sistema. Como sua hamiltoniana
depende explicitamente do tempo, utilizaremos o método de Lewis e Riesenfeld (LR)
[20]. Na proxima se¢do, introduzimos a teoria quantica de invariantes desenvolvida por
LR para encontrar a fun¢@o de onda e utilizé-la para calcularmos a entropia de Leipnik e
a informacao de Fisher para esse sistema.

3.2 Teoria quantica de invariantes dependentes do tempo

Vamos analisar o caso de um sistema quantico descrito por uma
hamiltoniana explicitamente dependente do tempo H(t). Para este sistema a equacdo de
Schrodinger dependente do tempo € dada por

ih% = H@OW(0). (3.1)

Vamos agora supor que exista um operador hermitiano que seja
explicitamente dependente do tempo ¢ invariante, ou seja,

d1_61+1
dt  dt ih

[I,H] =0, (3.2)
=1 (3.3)

Aplicando a Eq. (3.2) no estado ¥(t), obtemos
i (t)—al (t)+1IH ) =0
V=5 g IO =

_Ja (t) + ! IHY(t) ! HIY(t)
= ¥ i TR A
usando a Eq. (3.1), podemos escrever

9
in%@] = HO[IY(®)]. (3.4)

Podemos ver que [Y(t) ¢ também uma solucdo da equagdo de Schrodinger,
resultado esse valido para qualquer que seja o invariante. Vamos supor a partir de agora
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que o invariante I (t) ndo contém operadores com derivadas temporais, pois isto facilita
a escolha das fases dos autoestados de I(t), sendo entdo solucdo da equacdo de
Schrodinger estes autoestados multiplicados por um fator de fase arbitrario e
dependente do tempo.

Agora, admitindo que o invariante /(t) seja um operador de um conjunto
completo de observaveis comutam, existe um conjunto completo de autoestados
ortonormais |4, k; t) de I(t), ou seja

IO k; t) = A4, k; t), (3.5)
(AI, k’; tl)., k; t) = 5}_’16‘]{’]{, (36)

onde A sdo os autovalores do invariante e k representa os numeros quanticos necessarios
para especificar os autoestados |4, k; t).

O fato de I(t) ser Hermitiano implica que seus autovalores A sdo reais.
Podemos também mostrar que eles sdo independentes do tempo. Para isso, derivemos a
Eq. (3.5) em relagdo ao tempo, obtendo

al daA
|/1kt)+1 |/1kt) |/1kt)+/1 Mkt) (3.7)
Ao aplicarmos a Eq. (3.2) sobre o autoestado |4, k; t), resulta
ol
ihg A, k;t) + [H|A k; t) — HI|A, k; t) = 0,
e usando a Eq. (3.5), podemos escrever
ol
lha |4, k;t) + [H|A k; t) — AH|A, k; t) = 0. (3.8)
Calculando o produto escalar da Eq. (3.8) com |1, k’; t), ficamos com
in(A', k'; t| |A k;t)y + (A, k'; t|IH|A k; t) — A k" t|H|A k; t) = 0,
da Eq. (3.5)
in(A', k'; t| |/1 k;ty + (A" — D), k";t|H|A, k; t) = 0. (3.9)
Para A = 1', a Eq. (3.9) torna-se
in(A, k'; t| |/1 k;t) = 0. (3.10)

Tomando agora o produto escalar da Eq. (3.7) com |4, k; t), obtemos
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</1kt| |/1kt>+</1kt|1 Sk 1) = (Aktl |/1kt)+/1(/1kt| -4,k o)

e, novamente utilizando a Eq. (3.5), obtemos

a,1
= (AL k; t| |/1 k; t). (3.11)

Podemos ver entdo, das Egs. (3.10) e (3.11), que

or

== (3.12)

Vamos agora investigar como os autoestados de I(t) se relacionam com as

solugdes da equacdo de Schrodinger. Para isso, vamos primeiro rescrever a Eq. (3.7)
utilizando o resultado encontrado na Eq. (3.12), de modo que

al
(,1—1) S ki t) = =4,k o). (3.13)
Tomando agora o produto escalar da Eq. (3.13) com |1, k’; t), obtemos

)
% t| |,1 k;t) = AN, k'; t| Sk €) = (ALK 1A ks ),

= A=A k' t] % |4, k; t). (3.14)
Desse modo, usando a Eq. (3.9), a Eq. (3.14) torna-se
ih(A—A){A k"5 t] % A k;ty = (A=A )A, k" t|H|A k; t), (3.15)
que para A # A, se reduz a
ih(A', k'; t| |/'1 k;t) = (A", k'; t|H|A, k; t). (3.16)

A Eq. (3.15) ndo permanece valida para 1 = A, se o fosse, poderiamos
afirmar que o estado |A, k;t) satisfaz a equagdo de Schrodinger. Porém, ainda ndo
fixamos a fase do estado |4, k; t), ou seja, ainda estamos livres para multiplicar o estado
|4, k; t) por um fator de fase dependente do tempo. Sendo assim, definimos um novo
conjunto de autoestados de I(t), que evoluem no tempo de acordo com a equagdo de
Schrodinger, os quais estdo relacionados com os antigos estados |4, k; t) através de uma
transformacdo de calibre

Y (t) = e O3, k; t), (3.17)

onde 0;,(t) sdo funcdes reais dependentes do tempo.
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Os estados 1, (t) serdo autoestados ortonormais de I(t) desde que, como
supomos anteriormente, o invariante ndo possua operadores com derivadas temporais.
Assim, em termos dos novos autoestados, a equagio de autovalores para I(t) é

I i (1) = Az (0). (3.18)

A Eq. (3.15) com A # A’ continua valida para estes novos autoestados.
Sendo assim, se escolhermos as fases de modo que a Eq. (3.15) também continue valida
para A = 1A', os novos autoestados também serdo solugdes da equagdo de Schridinger.
Entdo, usando os novos autoestados e a Eq. (3.13), obtemos

(,1—1)[a |,1kt>+zd Ak t)| = i|/1,k;t) (3.19)

Calculando o produto da escalar da Eq. (3.19) com |A', k'; t), e utilizando as
Egs. (3.5) e (3.9), obtemos

do d
R — )82,k d—i" = (X = DK tliho ~ HIA K t), (3.20)
que para A = ', reduz-se a
0y 9
RSyi— = (A ks tlih oo — H|2,k; t). (3.21)

Devemos escolher os estados |4, k; t) de tal forma que o lado direito da Eq.
(3.21) seja nula para k' # k para que a equacdo seja satisfeita. Como o operador

., 0 . . . o, , .
lfla— H ¢ hermitiano, essa diagonalizagdo ¢ sempre possivel. Assim, para que os

autoestados P (t) satisfagam a equagéo de Schrodinger, as fases devem satisfazer

dOyy

h
dt

)
= (L ks tlih =~ HIA, k; ). (3.22)

Desse modo, como cada autoestado Py, (t) satisfaz a equagdo de
Schrodinger, podemos escrever a solugdo geral como uma combinagdo linear das
solucgdes, na forma

Y(t) = Z Care' 02|, k; t), (3.23)
Ak

onde os Cy;, sdo coeficientes independentes do tempo.

Vamos agora aplicar esta teoria para o caso de um oscilador harmdnico
onde massa e frequéncia sejam dependentes do tempo. Para este caso, a hamiltoniana do
sistema ¢ dada por

p*  m(w?(t)q?

HO= oo™ 7

(3.24)
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onde m(t) e w(t) sdo, respectivamente, a massa e a frequéncia do oscilador, e q € p s@o
as varaveis canonicamente conjugadas que satisfazem

[q,p] = ih. (3.25)

Escrevendo as equagdes de Heisenberg para este sistema, encontramos que

q= %. (3.26a)
p = -m(t)w*(t)q?, (3.26b)
das Egs. (3.26) obtemos a equac¢do do movimento
q+y()q+ w?(t)g =0, (3.27)
onde
y(@) = % (3.28)

A equagio do movimento cldssica para a mesma Hamiltoniana (3.24) é
analoga a Eq. (3.27)

G +y(@®)qq + wz(t)QCl =0, (3.29)
onde o subscrito cl indica que a varidvel ¢ cldssica.

Para encontrar as solu¢des quénticas exatas para sistemas com
Hamiltonianas explicitamente dependentes do tempo, Lewis e Riesenfeld [20]
deduziram um operador invariante para um sistema com massa constante e frequéncia
w = w(t). Seguindo o mesmo procedimento, Pedrosa [38] construiu um operador
invariante para a Hamiltoniana dada pela Eq. (3.24). Na Ref. [34], Pedrosa, Serra e
Guedes utilizando o operador invariante obtido na Ref. [38] obtiveram fun¢do de onda
exata do oscilador harmdnico com massa e frequéncia dependentes do tempo com e sem
uma perturbagdo singular.

O invariante construido por Lewis e Riesenfeld [20] tem a forma

I(t) = s [a(®)q® + BOP* + {(H){q, p}], (3.30)

N =

onde a(t), B(t) e {(t) sdo fungdes reais dependentes do tempo, ¢ {q,p} é a notacdo
usual do anticomutador de q e p.

Derivando a Eq. (3.30) em relagdo ao tempo, obtemos

dl

1 L
- = 5aa® + p? + {a,p} + 2(qga + ppp) + {(gp + pq + b + qp)] (3:3D)

e usando as Eqgs. (3.2), (3.26a) e (3.26b), chegamos nas seguintes relagdes
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@ — 2m(t)w?(t){ = 0, (3.32a)

P 0 3.32b

p +m— , (3.32b)

% — Bm(D)w?(t) + ¢ = 0. (3.32¢)

Vamos agora organizar estas ultimas trés equagdes de modo a obter uma
unica equacio diferencial, chamada de equacdo auxiliar do invariante do sistema. Para
isto, primeiro vamos fazer a substitui¢ao

B(t) = a*(t), (3.33)
feito isso, a Eq. (3.32b) torna-se
{ = —m(t)oa. (3.34)
Agora, das Egs. (3.33) e (3.34), podemos escrever a Eq. (3.32¢) como
a = m?w?c? + mmod + m?6? + m?o4, (3.35)

utilizando agora as Egs. (3.32a), (3.34) e (3.35), obtemos

d
T (m?w?0? + mmod6 + m?6? + m?ad) + 2m?w?a6 = 0, (3.36)

ou ainda

3mmd? 4+ 266m? 4+ 3mmod + m?66 + m?66 + 2mmo?w? + 4m?olwo
+ 2m?w?06 + m?od + miod = 0. (3.37)

Dividindo a Eq. (3.37) por m? e colocando ¢ em evidéncia, encontramos

m R (R .omA . m m.,o
o|\3—6+40w*+0+2—0ow +20ww+—20+—a +3(—0 +aa)
m m m m m
=0. (3.38)

Vamos reescrever a Eq. (3.38) na forma

m. o, .omA . m . m . om )
ol—o+ow +0+20ww——20+—0 +(30+2—a>(a+—0+w 0)
m m m m m
=0. (3.39)

Agora, note que

m.,, .om? o om dy om
—0+ow +a+20ww——20+—0=—<a+—a+w a), (3.40)
m m m dt m

entdo, multiplicando a Eq. (3.39) por m?02 e usando a Eq. (3.40), obtemos
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d m m
m?o3 —(6 +—0d+ w20> + (360%m? + 2mmoa?) (& +—0+ a)20> =0,(3.41)
dt m m

sabendo que

T (m?03) = 360%m? + 2mma3, (3.42)

da Eq. (3.41) podemos escrever
d L m,
— [m203 (0’ +—0+ a)20>] = 0. (3.43)
dt m

Integrando a Eq. (3.43), obtemos

_om 5 C?
O'+EO'+(1) UZW' (3.44)
onde C? é uma constante de integracdo arbitraria.

Agora, das Egs. (3.33), (3.34), (3.35) e (3.44), podemos expressar O
invariante dado pela Eq. (3.30) na forma

0 =3|(3)

onde g (t) satisfaz a equagdo auxiliar (3.44). Fazendo a mudanga de escala a(t) =

2
+ (op — ma’q)zl, (3.45)

1
Czp(t) e inserindo-a na Eq. (3.45) e fazendo C = 1, obtemos

1 2
10 =5 [(%) + (op — mpq)Z], (3.46)

e a nova equagdo auxiliar

1
m2p3

m
p'+ap+w2p = , (3.47)

que ¢ a conhecida equagdo de Milne-Pinney [39, 40] generalizada.

Desse modo, qualquer solugdo particular da Eq. (3.47) pode ser usada para
construir um operador invariante dado pela Eq. (3.46).

Observamos aqui, que as Egs. (3.27) e (3.47) e o invariante (3.46),
constituem um sistema de Ermakov [41, 42] para a hamiltoniana dada pela Eq. (3.24). O
invariante dado pela Eq. (3.46) foi deduzido por Ermakov [43] e Lewis [44], ¢
conhecido na literatura como o invariante de Ermakov-Lewis.

Construido o operador invariante I(t), precisamos determinar os seus
autoestados e autovalores. Para isto, vamos definir dois operadores dependentes do
tempo, a(t) e at(t), dados pelas relagdes
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1/2

a= (%) [(%) + i(pp — mpq)], (3.48a)
at = (%)1/2 [(%) —i(pp — mpq)], (3.48b)

as quais satisfazem a relagdo de comutacao
[a,a’] = 1. (3.49)

Vamos escrever ¢ ¢ p em fungdo de a e a', utilizando as Egs. (3.48).
Assim, obtemos que

1/2

1
q= (ﬁ) p(a+at), (3.50a)
1/2

p=i (%) [(;} - im,[)) at — (% + imp') a]. (3.50b)

Inserindo as Egs. (3.50) na Eq. (3.46), obtemos

I(t)=h (aTa + %) (3.51)

Vamos introduzir um novo operador, na forma
N =Nt =qafq, (3.52)

assim, a Eq. (3.51) pode ser escrita como

1) = h (N + %) (3.53)

Notemos que, por causa da simples relagdo entre os operadores I(t) ¢ N(t),
os autoestados normalizados de I(t) também sdo autoestados de N(t), ou seja, os |n, t)
sdo autoestados simultaneos de I(t) e N(t), isto é

N|n,t) = nin,t), n=20,12,3,, (3.54)

IIn,t) = A,n, t). (3.55)

Inserindo a Eq. (3.53) na Eq. (3.55), obtemos
1
h <N|n, t) + > |n, t)) = Ayn, t),

usando a Eq. (3.54), obtemos que o espectro de autovalores de I(t) ¢ dado por
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A, = h(n+%). (3.56)
Além disso, temos que
aln,t) = n'?n — 1,t), (3.57a)
afin,t) = (n+ DY%|n +1,¢t), (3.57h)
(n', tIn, t) = 8,1, (3.57¢)

Note que os operadores a, a’ e N obedecem a mesma algebra dos
operadores de abaixamento, levantamento e numero que sao utilizados para diagonalizar
o operador hamiltoniano do oscilador harménico quantico independente do tempo.

Agora, vamos calcular as fungdes de onda exatas para o invariante I(t).
Considere a equacdo de Schrodinger

d

com

h?z 92 m@)w?(t)q?

H(®) = - 2m(t) g2 + 2 '

(3.59)

onde a funcdo de onda (g, t) = (q|Y(t)) estd expressa na representagdo de
coordenadas.

Nessa representagdo, o invariante (3.46) satisfaz a Eq. (3.2) e sua equacdo
de autovalor [veja as Egs. (3.5) e (3.55)] é dada por

I¢n(qr t) = Angan(Qr t), (3.60)

onde as autofungdes ¢, satisfazem a relagdo (¢, |@,) = §,,, € os autovalores 4, sdo
constantes. Assim, podemos relacionar as solug¢des da equagdo de Schorddinger com as
autofungdes ¢, (q,t) de I(t), de modo que,

Yn(q,t) = eien(t)(pn(q' t), (3.61)
onde as fases 0,,(t) [vide Eq. (3.22)] sdo dadas por

dby, (t)
dt

h TR
th=2 = H(®)

= {pn(@.0 #n(0,0). (3.62)

Desse modo, podemos escrever a solucdo geral da equagdo de Schrodinger
(3.58) na forma

Y@ = ) Cret®p,(q,0), (3.63)
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onde C,, sdo constantes.

Agora, para calcularmos as fungdes de onda do oscilador descrito pela
Hamiltoniana (3.59), utilizaremos a transformagao unitdria [38, 42]

¢n(q,t) = Upn(q, 0), (3.64)
onde
U= [ mzlgo)p q ] (3.65)
A partir desta transformacao, podemos reescrever a Eq. (3.60) na forma
0'n(q,t) = 49, (q,0), (3.66)
onde
I'=UlIU". (3.67)

E, utilizando as Egs. (3.60), (3.65) e (3.67), ndo ¢ dificil mostrar que

hZ 62 q2

I'=— a
2P 57 2,

(3.68)

Inserindo a Eq. (3.68) na Eq. (3.66), e fazendo a substituicdo de varidvel
o = q/p, obtemos

h? 0% o2
<_70_ )CI) (0) Anq)n(o'): (369)
onde
1 1
Pn(q,t) = <7 Pn(o) = iz ®r(q/p). (3.70)
Introduzimos o fator 1/p1/ 2 na Eq. (70) para que a condigdo de
normalizagdo

f(pn pndq = f ¢, P,do=1 (3.71)

seja satisfeita.

Note agora que a Eq. (3.69) representa uma equacdo de Schrodinger de um
oscilador harmoénico unidimensional independente do tempo, cuja solugdo ¢ a bem

O, (0) = (—nl — zn) exp <— ﬁ) x Hy, [(g) al, (3.72)

conhecida
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com

1
A, =h (n + E) (3.73)
e H, ¢ o polindmio de Hermite de ordem n. Assim, utilizando as Eqgs. (3.64), (3.65),
(3.70) e (3.72), obtemos

1 1/2 im(t) (p I
_ p 2
Pn(q,t) [nl/zhl/zn! an] expl 2h <p+m(t)P2(t)>q l
1/2

@)

Agora s6 nos falta encontrar as fases 6,,(t) que satisfazem a Eq. (3.62) para
obtermos as solugdes exatas da equacdo de Schrodinger (3.58). Para calcula-las,
procederemos da seguinte maneira. Vamos inserir as Eqgs. (3.59) e (3.64) na Eq. (3.62),
obtendo

X H,

By il rinl gl in? ’ / 3.75

ac  \PnMar Tt pqaq ' 2p m(t)pz(p”' (3.75)
Agora, substituindo a Eq. (3.70) na Eq. (3.75), encontramos

M R r N (D, |D,) 3.76

dt - n m(t)pz n| — m(t)pz n nh» ( . )

utilizando a Eq. (3.73), a normaliza¢do de ®,, e integrando a Eq. (3.76), obtemos

0.(t) = — (n + %) fotﬁdt’. (3.77)

Assim, podemos escrever a soluc¢do exata da equacdo de Schrodinger (3.58)
para o oscilador harménico com massa e frequéncia dependentes do tempo, utilizando
as Egs. (3.61) e (3.74), ou seja

. 1 1/ im(t) (p L 2
¥n(q.8) = explifa(©)] [nl/zhl/zn! an] eXp[ 2h (E+m(t)p2(t)>q l
1/2

" @)

onde as fases 6,,(t) sdo dadas pela Eq. (3.77). Para se obter a solugdo geral da equag@o
de Schrodinger (3.58), basta inserir as Eqgs. (3.74) e (3.77) na Eq. (3.63).

X H,

Nas proximas seg¢oes, utilizaremos este resultado para calcular a entropia
conjunta e a informagao de Fisher de osciladores dependentes do tempo.
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3.3 Entropia de Leipnik

E bem conhecido que a entropia de Gibbs-Shannon (adimensional) é
definida por

1
S(t) = ~ i f fin(fh*)dqdp, (3.79)

onde d = DN ¢ o nimero de graus de liberdade do sistema, N o numero de particulas,
D o numero de dimensdes espaciais, f(t,q,p) = f(t,q1, ", 94, P1, =", Pq) @ fungdo
densidade normalizada nao-negativa no espago de fase do sistema, e h = 2nh ¢ a
constante de Planck.

Para levar em conta a perda de informacao associada a evolucdo de estados
quénticos puros, Leipnik [10] propds considerar f(t,q,p) como o produto das
densidades de probabilidades quanticas do espago das posicdes ([(q,t)|?) e dos
momenta (|¢(p, t)|?), de modo que a fun¢io densidade dependente do tempo é dada por

f(t,q,p) = [¥(q OI*1¢@ t)|> =0, (3.80)

onde ¢ (p, t) é obtido através da transformada de Fourier de (g, t)

1 ivg
0.0 =—— [ e wa0da (381)
(2mh)z

e YP(q, t) satisfaz a equagdo de Schrédinger dependente do tempo (3.58).

Substituindo a Eq. (3.80) na Eq. (3.79), a entropia conjunta dependente do
tempo de estados quénticos puros, que denominamos por S;(t), ¢ dada por

S;(0) = — f (g, 12l (g, )17dq — f 16, O12Inld(p, O)[2dp — Inh?. (3.82)

Leipnik mostrou que para uma fung¢do de onda arbitraria unidimensional de
uma particula, ¢ valida a seguinte relagdo

S;(t) > In (;) (3.83)

Podemos também relacionar Sj(t) com o produto da incerteza, na também
chamada relacdo de incerteza entrdpica [2], dada por

N

1
AqAp > %exp(Sj(t) + Inh%) > (3.84)

Para calcular a entropia de Leipnik de osciladores dependentes do tempo,
vamos utilizar os resultados obtidos na se¢do anterior, onde obtivemos a fun¢do de onda
exata de um oscilador unidimensional com massa e frequéncia dependentes do tempo
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utilizando o método de Lewis e Riesenfeld (LR). Como o produto da incerteza ¢
minimo para o estado fundamental, vamos considerar apenas a fun¢do de onda (3.78)
comn = 0, ou seja

Yo(q, t) = [(%) %]

onde O, (t) é dado pela Eq. (3.77), comn = 0.

1/2

. 1 /1 —im(t)pp

Calculando a transformada de Fourier da Eq. (3.85), obtemos

1
1 -

121 1 2.2
do(p,t) = [(%) ;] g@®[p*v(t)]zexp [— pzfl v(t)l. (3.86)
onde
g(t) = exp <_EJ0 e t), (3.87)
[
W) = T mBpp (3.88)

1+ m2(©p2p?

Assim, das Egs. (3.82), (3.85) e (3.86), a entropia de Leipnik de um sistema
unidimensional de uma particula descrito pela Hamiltoniana (3.59), no estado
fundamental, ¢ dada por

5,(t) = In [(;) (1+m2(D)p?p)2), (3.89)

e das Eqgs. (3.84) e (3.89), obtemos que o produto da incerteza serd na forma
h 1
AqAp = > (1 +m?(t)p?p?)a. (3.90)

Agora, para qualquer que seja o oscilador dependente do tempo, se
conseguirmos calcular a fun¢o auxiliar p(t), que satisfaz a equacdo de Milne-Pinney
(3.47), encontramos a sua entropia de Leipnik, dada pela Eq. (3.89). Assim, utilizando
estes resultados, vamos calcular a entropia de Leipnik dos conhecidos osciladores CK e
LE.

Para os osciladores CK, m(t) = mye'* e w(t) = wy, € a equacdo (3.47)
fica
p2vt

Pryh+wip =17

(3.91)
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Na referéncia [34], Pedrosa, Serra ¢ Guedes encontraram a seguinte solugao
da equag@o de Milne-Pinney para o oscilador de CK

_r
e 2t

,/mOQ'

onde () = /a)g —VTZ. Entdo, das Egs. (3.79), (3.89) e (3.90), a funcdo de onda e a

entropia de Leipnik para o oscilador de CK, no estado fundamental, sdo dadas por

p(t) = (3.92)

1

Yolg, ) = [(moﬂ)ﬂz exp [(Z - E) t] exp [— o (Q + z) eytqz], (3.93)

NN 4 2 2k 2

. y2 1/2
Si(t) = In [(5) (1 + W) ] (3.94)

que ¢ independente do tempo para quaisquer que sejam os valores de y e w,.
Ja para os osciladores LE, m(t) = t% e w(t) = m,, e sua respectiva equagdo

de Milne-Pinney ¢

L X 1
p+?p+w0p :W' (3.95)

Para o caso em que a = 2, a Eq. (3.95) torna-se

L2, 1
p+?p+a)op:t4p3, (3.96)
obtendo como uma solug¢do da Eq. (3.96) (vide apéndice B)
t_1
(3.97)

p=——
Jou

e das Egs. (3.79), (3.89) e (3.97), a fungdo de onda e a entropia de Leipnik do oscilador
LE com a = 2, no estado fundamental, sdo dadas por

1

Yol(g, t) = [(%)E tr exp (— %) exp [—% (i+ wot)qz], (3.98)

e 1 1/2
Si(t) = In [(i) <1 + W) ] (3.99)

0

E para o caso em que @ = 4, a equagdo de Milne-Pinney que devemos
resolver €
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. 1
p+zp+w0p:t8p3, (3.100)
com uma solug¢éo sendo (vide apéndice C)
_t <1 L >1/2 (3.101)
p o w22 ’ .

e das Egs. (3.79), (3.89) ¢ (3.101), a fungdo de onda e a entropia de Leipnik do oscilador
LE com a = 4, no estado fundamental, sdo dadas por

1
2

( ) t* Qwit? + 3)i
e*p 2 )P 2h(wit? + 1) t

+ wg‘tz] qz}, (3.102)

e 2wit? + 3\’
Sj(t) =In (E) [1 + (#)

As densidades de probabilidades, |Y4(q, t)|?, para CK (y = 2) e LE (a = 2
e a = 4) sdo, respectivamente, dadas por

(0)0)% 0)0t3

Polq,t) = I
T (w2t2 +1):

(3.103)

1
Moq\2 moQ
[Yo(q, DI = e (n—(’;) exp (—%e”tf), (3.104a)
w 3 w
Wo(a, DI = £ (=) exp (—="t%q2), (3.104b)

2| (3.104c)

W3 wot3 _ w3t® .
A(wit2+1) " |

[Wo(q, I = (%) @2z + D12

e os seus graficos em trés dimensdes sdo mostrados nas Figs. 10 (a)-(c).
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t — oo, recaindo no usual oscilador harmonico simples (independente do tempo e ndo
amortecido). J& para o oscilador CK, a entropia de Leipnik € constante.

Lh

T T T T T T T
0,00 0,05 0.10 0.15 0,20

Figuras 11 (a)-(b). Entropia de Leipnik S;(t) dos osciladores (a) LE (a = 2) e (b) LE (a = 4).

Estes resultados e os resultados das Refs. [13-15] demonstram que a

evolugdo temporal de S;(t) € bastante complexa, dependendo fortemente da natureza do
sistema quantico investigado.

3.4 Informacio de Fisher

A informag¢do de Fisher de um observavel unidimensional X com uma
densidade de probabilidade g (x) ¢ dada por [21-32]

Fy = fgo(x) [wr dx > 0. (3.105)

Agora, considerando um sistema quantico descrito pela fungdo de onda
Y,(q,t), cuja densidade de probabilidade no espaco das posi¢des € (q,t) =
|, (q,t)|?, a sua informagdo de Fisher, dada pela Eq. (3.105) ser4
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)

ld ln(q, t)|2r [d ¥ (q, OYn(q, O] .
dq dq

F= W@ o da = [ vita, 090

assim, a informagao de Fisher para a posi¢do ¢ dada por

Yn(q,t)  Yn'(qt)
Yu(q,t)  YPr(q,t)

2
F, = 4f¢;‘;(q, t)n(q, t)dq +f l . (g, 012 dg. (3.106)

Para a funcdo de onda de um oscilador harmonico com massa e frequéncia
dependentes do tempo dada pela Eq. (3.79), com n = 0, a informacdo de Fisher para a

posicao dada pela Eq. (3.106) serd na forma
2
F;I(t) = fl_pz (3.107)
De maneira andloga, a informag2o de Fisher para o momento ¢ dada por

¢, ) ¢n (,0)
¢, b (p,0)

2
F=4 6i w.001@.0dp + [ lbn (0, I dp, (3.108)

onde ¢, (p, t) é a fungdo de onda no espago dos momenta [vide Eq. (3.81)].

Assim, para a fungdo de onda dada pela Eq. (3.79) com n = 0, da Eq.

(3.108) obtemos que a informacdo de Fisher para o momento ¢ dada por

_ 2p? 1
B© =2 (1 (t)p2p2>' (3.109)

E o produto F; F, tem a forma

4 1
F (R0 = - (1 — (t)p2p2>. (3.110)

Novamente, basta obter a solu¢do da equacdo de Milne-Pinney para
obtermos F; (t) e F, ().

Para os osciladores CK, obtemos das Egs. (3.92), (3.107), (3.109) e (3.110)

F,(t) = 2myQe?t, (3.111a)
E(6) = Ze_yt( 0 ) 3.111b
PR my \402 4 y2) (3.111b)
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402
Fq(t)Fp(t) =4 <4.QZ—+]/Z> (3111C)

Ja para os osciladores LE com a = 2, obtemos das Egs. (3.96), (3.107),
(3.109) e (3.110)

Fy(t) = 2wot?, (3.112a)

E () = —2 (20 (3.112b

PR wot? \wit2 + 1) ' )

E (R, (8) = 4 =208 (3.112¢)
e wit2+1) '

Por fim, para os osciladores LE com a = 4, obtemos das Eqgs. (3.101),
(3.107), (3.109) e (3.110)

-1
Fy(t) = 2w,t* <1 + w2t2> , (3.113q)
0
2 1 w§t®
B® = (a)ot4> (1 * w§t2> witt + wit? + 3)?' (3.113b)
w§t®
Fy(H)E,(t) = 4 lwgt6 N CTRTE 3)21' (3.113c¢)

Para o oscilador CK, vemos que F; (t) cresce enquanto F,(t) decresce com
o tempo. Os graficos de F,(t) e F,(t) contra o tempo sdo mostrados na Fig. 12 (a)-(b).
Como foi mostrado na Fig. 10 (c), P(q, t) = |,,(g,t)|? diminui 2 medida que o tempo
aumenta, indicando que a precisdo em prever a posi¢do aumenta. Entretanto, o produto
F,(t)E,(t) ndo varia com o tempo. Para y = 0, temos que F,(t)F,(t) = 4, que ¢ o
resultado esperado para o oscilador harmdnico independente do tempo. Com o aumento
dey, F;(t)E,(t) decresce (veja a Fig. 12 (c)) indicando que o produto das informagdes

de Fisher decresce com o aumento da dissipagdo.
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(a) (b)
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Figura 12. Dependéncia temporal de (a) F;(t) e (b) F,(t) para o oscilador CK com y = 2. (c) Variagdo

de F;(t)E,(t) com y. Nestas figuras usamos w, = 5.

Os gréficos de F,;(t), F,(t) e F;(t)F,(t) para os osciladores LE com a = 2
e @ = 4 sdo mostrados nas Figs. 13 (a)-(c) e 14 (a)-(c), respectivamente. Observamos
que F;(t) aumenta com o tempo. Este aumento indica que P(q,t) = |, (q, t)]? se
torna cada vez mais localizada, indicando que a precisdo em prever a posi¢do da
aumenta (veja as Figs. 10 (a)-(b)). Por outro lado, F,(t) decresce com o aumento do
tempo, indicando que a precis@o em prever o momento da particula diminui. Como
mostra as Figs. 13 (c) e 14 (c), os valores de F,(t)F,(t) sdo inicialmente zero e tendem
para 4 para tempos assintoticos. Isto se deve ao fato de que para os osciladores tipo LE,
o fator de amortecimento diminui com o tempo e vai a zero para t — oo. E neste caso, o

oscilador LE recai no usual oscilador harménico simples (independente do tempo e nao

amortecido).
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Figura 13. Dependéncia temporal de (a) F,(t), (b) F,(t), e (¢) F;(t)F,(t) para o oscilador LE com

a = 2. Nestas figuras usamos wy = 5.
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Figura 14. Dependéncia temporal de (a) F,(t), (b) F,(t), e (¢) F,;(t)F,(t) para o oscilador LE com

a = 4. Nestas figuras usamos wy = 5.

Podemos reescrever a entropia conjunta S;(t) de osciladores harmonicos
dependentes do tempo em termos do produto F, (£)F,(t) dos mesmos, usando as Egs.

(3.84) e (3.110),com A = = 1, como

1
S =1- Eln[Fq (OF®)], (3.114)

indicando que S;(t) decresce quando F,(t)F,(t) aumenta e vice-versa. A Eq. (3.114) é

satisfeita para qualquer oscilador harmoénico descrito pela hamiltoniana (3.24), no

estado fundamental.
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Agora, vamos obter as relacdes entre nossos resultados e as desigualdades

de Stam [45, 46] e Cramer-Rao [47, 48], dadas, respectivamente, por

Fy < Kp?), F, < 4q?), (3.115)

1 1
B2 B2 oy (3.116)

Utilizando as Egs. (3.50) e as Egs. (3.57), podemos escrever os valores

esperados de g, g2, p e p?, e, consequentemente o produto das incertezas, como

(@) =()=0, (3.117)

(q?) = hp? <n+%) (3.118)
h 1

(0?) =5 (1 + mA(0p*%) (n +E)' (3.119)
1 1

AqlAp = h(1 + m?(t)p?p?)?2 (n + E) (3.120)

Note que o produto das incertezas serd minimo para p = constante e

Das Egs. (3.107), (3.109) com n=0, e as Egs. (3.118) e (3.119),

observamos que as desigualdades de Stam s3o satisfeitas, e para as desigualdades de
1 1
(a?) 2y

com n = 0, podemos escrever a relacdo de incerteza de Heisenberg como

Cramer-Rao obtemos F, = and F, = ou usando as Eq. (3.110) e a Eq. (3.120)

Aqhp = (E,E,) 72, (3.121)

Na Ref. [8], Sanchez-Moreno, Plastino e Dehesa provaram que os
funcionais de Fisher associados obedecem a relagdo FF, = 4D? (onde D é a dimensdo
do espaco) quando Y (x) ou ¢(p) sdo reais. A partir de céalculos numéricos eles
observaram que existem muitas fun¢des de onda complexas que obedecem também a
desigualdade acima. Eles também mostraram através de dois exemplos especificos de

funcdes de onda complexas — combinag@o linear de um nimero finito de fungdes de
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onda de Hermite e pacotes de onda Gaussianos dependentes do tempo — que K F, < 4.

2
Para estes ultimos, eles obtiveram F . F, = 4(1 + %)_1 ,que ¢igualad4 parat =0,< 4

parat > 0 etende a 0 quando t — oo,

Para os osciladores LE (@ =2 e a = 4) ¢ CK, F;F, < 4. Como ja foi dito
antes € mostrado nas Figs. 13(c) e 14(c), F;F, = O parat = 0 e F;F, tende a 4 (limite
superior) para t — co. Para os osciladores CK, F;F, = 4 para y = 0 (limite superior).
Estes resultados e os relatados na Ref. [8] revelam que pode ndo ser possivel obter uma

relagdo de incerteza universal escrita como um limite inferior para o produto F F,.
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4. Conclusoes

Neste trabalho estudamos classica e quanticamente dois tipos de osciladores
harmoénicos dependentes do tempo: o oscilador de LE, onde m(t) = t* e w = wy € 0
oscilador CK, onde m(t) = mye’ e w = w, . Resolvemos suas equagdes de
movimento cléssicas e, para o caso quantico, utilizando o método de LR, calculamos as
suas fungdes de onda exatas e as utilizamos para calcular a entropia de Leipnik e a

informagdo de Fisher para esses sistemas.

No Capitulo 2 observamos que um termo de dissipagdo surge naturalmente
devido ao fato da massa variar com o tempo. Encontramos a solucdo da equagdo de
movimento para os osciladores CK e LE e mostramos a variagdo com o tempo de q(t),
q(t) e p(t) = m(t)q. Notamos que o momento candnico ¢ dado agora por p(t) =
m(t)q. Isto faz com que p(t) aumente com o tempo. Mas, o sistema ¢é dissipativo, e,
como observado tanto q(t) quanto ¢(t) tendem a zero para tempos assintoticos. Neste

caso, € melhor observarmos o diagrama de fase q(t) x ¢(t).

Para encontrarmos a solu¢do da equag¢do de movimento para o oscilador LE
utilizamos o método de Frobenius (vide Apéndice A), que € uma solucdo por séries de
poténcias. Analisamos o comportamento de q(t), q(t) e p(t) = m(t)g paraa =2 ¢
a = 4. Ao compararmos os resultados do oscilador LE com @ = 2 com o oscilador CK
paray = 2, observamos para tempos assintdticos que o primeiro ¢ menos amortecido,

uma vez que o parametro de dissipag¢@o diminui a medida que o tempo aumenta.

Discutimos a diferengca que ocorre entre as defini¢gdes de hamiltoniana e
energia mecanica para sistemas dependentes do tempo. A relacdo entre elas ¢ dada pela
Eq. (2.21). Para sistemas independentes do tempo, a hamiltoniana ¢ igual a energia
mecanica do sistema. Nos casos aqui estudados, osciladores LE e CK, elas sdo
diferentes. Enquanto a energia tende a zero para tempos assintoticos, como deve ocorrer
em sistemas dissipativos, a hamiltoniana tende a valores constantes diferentes de zero,
ndo tendo assim nenhuma relagdo com a energia do sistema. Estes resultados explicam
os equivocos cometidos por Ozeren [18] na analise da varia¢do da energia mostrado em

seu trabalho.

No Capitulo 3 utilizamos a teoria quantica de invariantes de LR para

calcular a funcdo de onda exata de um oscilador harmonico com massa e frequéncia
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dependentes do tempo. Usando essa fun¢do de onda, obtivemos a entropia de Leipnik,
S;(t), para o estado fundamental (n = 0) como uma fun¢io de p(t), que satisfaz a
equacdo de Milne-Pinney (3.47). Feito isso, calculamos para os osciladores de CK e LE
coma = 2 e a = 4 as solugdes das suas equacdes de Milne-Pinney [Eqgs. (3.91), (3.96)
e (3.100), respectivamente] e utilizando-as, calculamos as entropias de Leipnik para

esses trés osciladores.

Observamos que para o oscilador CK, S;(t) nio varia com o tempo

enquanto que para os osciladores LE, S;(t) decresce com o tempo tendendo a In (g) no

limite que t — o . Em nenhum dos trés casos que analisamos S;(t) cresce

monotonicamente com o tempo. Estes resultados junto com as observagdes de
Garbaczewski [13] mostram que a perda de informac@o (entropia de Leipnik) associada
com a evolugdo temporal de estados quanticos puros ndo possui uma propriedade geral

compartilhada por sistemas quanticos arbitrarios (abertos ou fechados).

Também para o estado fundamental, calculamos as informagdes de Fisher
para a posi¢do, F;(t), e para o0 momento, F,(t), dos osciladores CK ¢ LE. Observamos
que para os trés osciladores estudados F;(t) cresce com o tempo, enquanto F,(t)
decresce. O aumento de F(t) (diminui¢do de F,(t)) indica que a precisdo em prever a
posi¢do (o momento) da particula aumenta (diminui). Para o oscilador CK, o produto
F, (t)E,(t) € constante, enquanto para os osciladores LE o produto € inicialmente zero e

tende a 4 quando t — 0. A dependéncia temporal de F, (t)F,(t) dos osciladores LE
resulta do fato do fator de amortecimento y(t) ser uma fungéo tempo, no caso ~ % Para

tempos assintdticos, o fator de amortecimento vai a zero e o oscilador LE torna-se o

usual oscilador harmdnico independente do tempo.

Obtemos uma expressdo que relaciona o produto F; (t)F,(t) com a entropia
de Leipnik, S;(t), veja a Eq.(3.114). Esta equac@o ¢ satisfeita para os osciladores CK e

LE estudados aqui. E indica que a entropia diminui (aumenta) quando a informacgao

aumenta (diminui).

Verificamos também que as desigualdades de Stam sdo satisfeitas para os

osciladores CK e LE, enquanto que para as de Cramer-Rao ndo temos mais

1

desigualdades. De fato, obtemos F(t) = Flz) e F(t) = e

o que leva a igualdade
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entre a informacdo de Fisher e a relagdo de incerteza de Heisenberg mostrada na Eq.
(3.121), que também pode ser escrita como FyF, < 4. Isto indica que a desigualdade
F,;F, = 4 ndo ¢ uma propriedade geral de sistemas quanticos descrito por quaisquer

funcdes de onda reais ou complexas.

Por fim, gostariamos de salientar que o procedimento utilizado aqui para um
valor especifico de n permite obter a entropia de Leipnik, a informag@o Fisher e suas
relagdes com outras quantidades, de qualquer sistema dependente do tempo, cuja

hamiltoniana ¢ dada pela Eq. (3.24) e que uma solucdo real da Eq. (3.47) seja possivel.
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Apéndice A

Neste apéndice mostraremos como obter as solugdes das Egs. (2.11) e
(2.16). Para isso, vamos utilizar o método de Frobenius [49], que € um método para
resolver equagdes diferenciais por série de poténcias. Desse modo, consideraremos que

a solucdo da Eq. (2.11) tenha a forma

q(t) = Z Cp t™*s, (A.1)
n=0

calculando as expressdes para g(t) e ¢(t) e substituindo-as juntamente com a Eq. (A.1)

na Eq.(2.11), obtemos

Z Col(n+$)(n+s— 1)+ 2(n + )]t + w2 Z C, t"*S = 0. (A.2)
n=0

n=0

Como Y2 o C, t"S =¥ . C,_,t""572, a Eq. (A.2) pode ser escrita na
n=0 n=2 q p

forma

Z Co(m+s)(n+s+ Dt"S2 + w3 Z Cpp t"1S72 =0, (A.3)
n=0 n=2

Considerando os dois primeiros termos do primeiro somatdrio, obtemos

Cos(s+ Dt5 2+ Ci(s+ (s +2)t5 1 + Z[Cn m+s)(n+s+1)

n=2

+ w3 Ch_o]t"*S72 = 0. (A.4)

Agora, para que a identidade seja estabelecida € necessario que todos os

coeficientes de poténcias diferentes de t sejam zero, assim, escolhendo C, # 0, temos
s(s+1)=0, (A.5)

que ¢ a chamada equagdo indicial, aquela que fornece os possiveis valores de s para Eq.
(A.1). Da Eq. (A.5) encontramos s; = 0e s, = —1. Paras = s; = 0, o segundo termo
da Eq. (A.4) s6 sera zero se C; = 0, e para todos os outros valores possiveis de n, a

ultima condig¢@o a ser satisfeita € expressa por
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2
wiCn2
C, = ————, A.6
n n(n+1) (A.6)
que ¢ uma formula de recorréncia.
Agora, utilizando as Egs. (A.1) e (A.6), obtemos
Co wit®?  wit® sen(wyt)
t —_ —_— J— —_— e = C _—. A. 7
q,(t) wot (wo 31 5 0T ot (A.7)
Para s = s, = —1, o coeficiente C; ndo precisa ser necessariamente zero, €
a nova formula de recorréncia sera dada por
21
wiC
C',=——"-m7. A.8
Utilizando as Eq. (A.1) e (A.8), obtemos
C'o wit?  wgtt c'y wit®?  wit®
qZ(t)_T<1_ 2 VT T ) T e\ @t T Ty T ) (A9

Como a Eq. (A.9) possui duas constantes arbitrarias, ela serd a solucdo geral
da equagdo (2.11). Neste caso, g, (t) ¢ uma solugdo particular de q,(t). Sabendo que os
termos entre parénteses sdo, respectivamente, as séries de Taylor das fung¢des cosseno e

seno em torno de t = 0, temos que

! !

Co Cy
q(t) = —cos(wgt) + —sen(wyt). (A.10)
t wot

Utilizando as mesmas condi¢des iniciais usadas por Ozeren [18], q(0) = 1
e ¢(0) = 0,aEq. (A.10) torna-se

sen(wgyt)

q(t) = (A.11)

wot

Agora vamos obter a solucdo da Eq. (2.16). Da Eq. (A.1) e usando a mesma
relagio que usamos no caso anterior Yo Cp t"*S = Y%, Cp_ot""S72 | podemos

escrever a Eq. (2.16) como

Z Col(n+s)(n+s+3)]t""2 + wl Z Cpp t™572 = 0. (A.12)

n=0 n=2
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Novamente, calculando os dois primeiros termos do primeiro somatorio

obtemos
Cos(s +3)t572+ C;(s + (s + Ht571
+ Z[Cn(n +5)(n+s+3)+ wiCh_] t"572 = 0. (A.13)
n=2

A equagdo indicial é agora dada por s(s + 3) = 0, que resulta em s; =0

ous, = —3.Paras =s; =0, temos C; = 0, e arelagdo de recorréncia ¢ dada por

2
wiCn—
C, = —————, A. 14

n n(n + 3) ( )

Das Egs. (A.1) e (A.14), obtemos

a)(z)t2+ wat* wsto N 15
2-5 2-4-5-7 2-4-6-5-7-9 - (4.15)

q:(t) = Gy (1

Usando a identidade

sen(wyt) w3t? w3t? wet?
) _ £) = 1— — ), 416
wgt  osl@ot) = =3 2.5 2457 (4.16)

obtemos a seguinte expressdo para g4 (t)

(©) = 3C, [sent ( t)] 417
q.(t) = 02t [t cos(wyt)|. (A.17)
Para s = s, = —3, temos C; = 0, e a relagdo de recorréncia escreve-se
2 !
wiC -2
C',=——-m-. A.18
n n(n _ 3) ( )

Utilizando as Eqgs. (A.1) e (A.18) obtemos

1 wi gt
—C. =+ =0 _ 0", .. A1
q.(t) = C'y t3+2-t 2_4+ ) (A.19)

que utilizando a identidade

sen(wyot) + -t —— —
(@o0) wot wolt3 2t 2-4

cos(wet)  t?[1  w§  wgt l (4.20)
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torna-se

cos(wyt)

wWo
t) =C'y—|sen(wyt) +
q2(t) 032 (wot) Wt

(A4.21)

Assim, a solugo geral da Eq. (2.16) serd dada por uma combinagdo linear

das Egs. (A.17) e (A.21), ou seja

cos(wyt)
wot

34, [sen(wyt)
wit?|  wet

woB
— cos(a)ot)l + (t)z 0 [sen(wot) +

q(t) = l (4.22)

onde A, ¢ B, sdo constantes.

Utilizando as condigdes iniciais usadas por Ozeren [18] a Eq. (A.22) torna-

S¢€

3 [sen(wyt)

q(t) = 22| ot cos(wot) |- (A.23)
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Apéndice B

No Capitulo 3 vimos que para calcularmos a fun¢do de onda de um
oscilador harménico dependente do tempo, precisamos resolver a respectiva equacio de
Milne-Pinney (3.47). Neste apéndice mostraremos como obter a solu¢do da equacdo de
Milne-Pinney para o oscilador LE com a = 2 (3.96) dada pela Eq. (3.97). Para isso,

primeiro vamos fazer a seguinte substitui¢ao de variavel

1
desse modo, a Eq. (3.96) torna-se
L9 1
y+wgy = F (B.2)

Multiplicando a Eq. (B.2) por y, obtemos

1d wi d

.y . 1d
yy+w§yy—)7=——(y2)+— —

)+ =0. (B.3)

2dt 2 dt 2dt

Reorganizando os termos, a Eq. (B.3) pode ser escrita na forma

d(2, 22,1
a(y + w3y +}7)=O, (B.4)

o que implica que o termo entre parénteses deve ser uma constante, ou seja
-2 2.,,2 1 2
y° + wgy +}7=a. (B.5)

Vamos resolver a Eq. (B.5) por separacdo de varidveis, reescrevendo-a na

forma

dy _(y?a® —wfy* —1)'?
at y ’

(B.6)

separando as variaveis e integrando, a Eq. (B.6) torna-se

ydy J
= ) B.
| o= | E7
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Fazendo a substitui¢do de varidvel u = y? e integrando o lado direito da Eq.

(B.7), obtemos

du
fZi(1+wgu2_ua2)1/2 =t+6, (B.8)

onde § ¢ uma constante de integragdo e i ¢ a unidade imaginaria.

Como

a? a*
(1 + (l)guz — uaz) = (wou - 2_0.)0> +1- 4—0)3, (B. 9)

a Eq. (B.8) pode ser escrita como

du

2i [(wou — Za_:O)Z + bz]

=t+35, (B.10)

1/2

2 a*
onde b* =1——.
4w}

2
Fazendo uma nova mudanga de varidvel, v = %(wou - %), a Eq. (B.10)
0
torna-se
dv .
j-mz Zwol(t+6). (Bll)

Note que obtemos uma integral simples com uma solu¢@o ja conhecida.

Integrando o lado esquerdo e voltando para a variavel u, ficamos com

_ b 2wy (t + &) +1<a>2 B.12
u—wosen 5 2\wg) - (B.12)

Como u = y?, podemos escrever a solugio da Eq. (B.2) na forma

y = \/ﬂsen lwl +%<i>2, (B.13)

Wo Wo

e da Eq. (B.1), a solucdo da Eq. (3.96) sera
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Wo Wo

p= l\/ﬂsen le +%<i>2, (B.14)

mas como I (t) ¢ hermitiano, p(t) deve ser real, e portanto b = 0. Desse modo, a Eq.
(B.14) torna-se

1 1(a>2 B.15
p_t 2(1)0 ) (' )

4
a
e como b? = 1 — —, para b = 0, temos que
4wy

t—l

p= .
Jwo

(B.16)
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Apéndice C

Neste apéndice mostraremos como obter a Eq. (3.101), que € a solugdo da
equagdo de Milne-Pinney do oscilador LE com a = 4 [Eq. (3.100)]. Para isso, vamos

seguir o procedimento descrito nas Refs. [50-52], usando a mudanga de variavel

y
p= 2 (€.1)
que transforma a Eq. (3.100) em
"+( 0 2) - C.2
y (1)0 t y_y3l ( . )

cujas solugdes estdo relacionadas com as solugdes ( f;,) da equacdo homogénia

associada

fiz + (‘U(Z) —%> fi2=0, (€.3)

por meio da equagio

V2
y= W\/lef + c2f22 + (4cic, — kK|WIDY511 15, (C.4)

onde W ¢é o wronskiano das solugdes f; ,. Note que a Eq. (C.3) também pode ser obtida

se fizermos a substitui¢do q(t) = % na Eq. (2.16), ou seja, duas solucdes linearmente

independentes da Eq. (C.3) sdo (veja apéndice A)

PREC D —— (C.5)
Wo
e
fo = W — cos(wyt). (C.6)

Para estas duas solugdes, o wronskiano serd W = w,, e das Egs. (C.4) e

(C.1), obtemos

¢=2 1 \"?
= 1+ . C.7
p o < 02 t2> (C.7)
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