UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiISICA

FRANCISCO EMMANOEL ANDRADE DE SOUZA

SUPERPARTICULA DE
BRINK-SCHWARYZ

FORTALEZA
2015



FRANCISCO EMMANOEL ANDRADE DE SOUZA

SUPERPARTICULA DE
BRINK-SCHWARYZ

Dissertagao de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Fisica da Uni-
versidade Federal do Ceard, como requisito
parcial para a obtengao do Titulo de Mes-
tre em Fisica. Area de Concentracao: Fisica
da Matéria Condensada.

Orientador: Prof. Dr. Geovd Maciel de Alen-
car Filho

Coorientador: Prof. Dr. Ricardo Renan Lan-
din de Carvalho

FORTALEZA
2015



FRANCISCO EMMANOEL ANDRADE DE SOUZA

SUPERPARTICULA DE
BRINK-SCHWARYZ

Dissertagao de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Fisica da Uni-
versidade Federal do Ceara, como requisito
parcial para a obtencao do Titulo de Mes-
tre em Fisica. Area de Concentragao: Fisica
da Matéria Condensada.

Aprovada em 30/01/2015

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Geova Maciel de Alencar Filho (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Ricardo Renan Landin de Carvalho
(Coorientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Célio Rodrigues Muniz
Universidade Estadual do Ceard (FECLI/IGUATU)

Prof. Dr. Makarius Oliveira Tahim
Universidade Estadual do Qearé
(FECLESC/QUIXADA)



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao
Universidade Federal do Ceard
Biblioteca do Curso de Fisica

S715s Souza, F. E. A..
Superparticula de Brink-Schwarz / Francisco Emmanoel Andrade de Souza. —
Fortaleza, 2015.
40 f.:il.

Dissertagao (mestrado) - Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias,
Departamento de Fisica, Fortaleza, 2015.

Area de Concentragao: Fisica da Matéria Condensada

Orientacao: Prof. Dr. Geova Maciel de Alencar Filho

1. Vinculos. 2. Varidveis de Grassmann. 3. Quantizacao. 4. Supersimetria. 1.
Titulo.

CDD:539.725




Aos meus pais,
Sonia e Francisco,
ao meu irmao,
Alexandre, e minha
namorada, Gabriela.



AGRADECIMENTOS

A minha mae, Sonia Maria, por todo amor e esforco em me educar e ensinar muito sobre
a vida;

A meu pai, Francisco, por todo amor, apoio e momentos de descontracao;
Ao meu irméao, Alexandre, por toda a ajuda, apoio e pelas brincadeiras;
A minha namorada, Gabriela, por todo amor, apoio e paciéncia;

A minha avé de coragao, Dona Mazé “Bezé” por todo o amor e carinho;
Aos amigos da familia Aristoteles e Daniel por toda a ajuda e apoio dado;

Aos amigos da sala 14, Rivania, Marcio e Naiara, por todo apoio e momentos de des-
contracao;

Aos amigos do grupo, Wendel, Samuel, Wendell e Raul, por todo apoio, ajuda e mo-
mentos de alegria;

Ao professor Geova, pela orientagao e amizade e ter acreditado no meu potencial;
Ao professor Renan por toda ajuda e excelentes aulas que muito contribuiram;
Aos professores Célio e Makarius por aceitarem participar da banca;

Ao apoio finaceiro do CNPq.



RESUMO

Neste trabalho, a formulacao pseudo-classica da superparticula de Brinck-Schwarz rela-
tivistica e nao-relativistica é apresentada. Tal formulagao possui uma parte representada
por variaveis de Grassmann que descrevem os graus de liberdade de spin. Durante a
formulacao da teoria, utilizou-se a teoria dos vinculos para possibilitar a quantizacao do
sistema e foi construida também uma Lagrangeana que represente sistemas Grassmanni-
anos. Tal sistema é invariante sob supersimetria e reparametrizagao. A equagao de Dirac
surge como um vinculo da teoria.

Palavras-chave: Vinculos Variaveis de Grassmann Quantizacao Supersimetria



ABSTRACT

In this work, the pseudo-classical formulation of relativistic and non-relativistic Brinck-
Schwarz superparticle is presented. Such a formulation has a portion represented by
Grassmann variables that describe the degrees of freedom of spin. During the formulation
of the theory, we use the theory of constraints to allow quantization of the system and
also we constructed a Lagrangian representing Grassmannian systems. Such a system is
invariant under supersymmetry and reparameterizations. The Dirac equation appears as
a constrainst of theory.

Keywords: Constraints. Grassmann Variables. Quantization. Supersymmetries. .
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, numerosos modelos relativisticos de particulas e superparticulas
foram estudados intensamente. O interesse inicial desses modelos foi de relaciona-los com
teoria de cordas, mas esta claro que este problema tem um importante significado para
o entendimento mais profundo da estrutura da teoria quantica. Um dos modelos mais
simples é o que descreve particulas fermionicas de spin % [1]. Sistemas fermionicos nao
possuem andalogos classicos, entretanto, isso nao significa que estes nao possuam teorias
no limite A — 0, mas simplesmente nesse limite eles nao sao descritos por um sistema
cléssico convencional [2], e sim por sistemas de mecanica pseudo-cléssica, pois envolvem

variaveis grasmmaniannas para os graus de liberdade de spin além das varidveis c-niimero.

Em mecanica classica, essencialmente, todas as variaveis dinamicas sao bosonicas,
uma vez que sao representadas por variaveis que comutam. Por outro lado, na teoria
moderna de particulas elementares, somos tentados a especular que todas as particulas
fundamentais da natureza sao férmions, inclusive na composicao dos bdsons. Campos
quanticos anticomutantes nao possuem um limite classico em termos de c-nimeros, mas

sim em termos de varidveis de Grassmann [3].

Supersimetria representa a menor rota entre estas duas situacoes extremas que apre-
senta uma completa equivaléncia entre variaveis fermionicas e bosonicas. Isto requer que
a supersimetria possua operadores que conectam estes dois tipos de variaveis, umas vez

que todas elas sao fermidnicas [3].

Neste trabalho sera estudada a superparticula de Brinck-Schwarz, que recebe o nome
pelo fato do sistema apresentar uma supersimetria, ou seja, uma simetria que relaciona
férmions e bdsons [4]. A superparticula recebe esse nome devido o trabalho de Brinck e

Schwarz, de 1981, no qual eles analizam a mecanica quantica de uma superparticula [5].

A possibilidade de utilizar varidaveis de Grassmann em mecanica quantica foi apon-
tada por vérios outros autores, como Casalbuoni [6] e Berezin, que introduzem graus

de liberdade de spin no nivel classico. No caso da superparticula, sera introduzida a
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varidvel fermionica ¢*(7) e o seu super-parceiro, a variavel posi¢do ¢*(7). A varidvel
YH(7) é uma varidvel de Grassmann e é tomada como o grau de liberdade de spin, 7 é um
parametro ao longo da linha mundo da particula e x, um indice de Lorentz. O movimento
da superparticula é descrito por uma acao que é invariante por reparametrizagao e trans-
formacgoes de supersimetria local. A invariancia sob reparametrizacoes de 7 é necessaria
para que a escolha de qualquer parametro nao altere a fisica do sistema [7], enquanto
que a invariancia por transformacoes de supersimetria local sao necessarias para evitar
que normas negativas, devido a componente temporal de 1*, nao aparecam no espectro
fisico.A teoria quantica do sistema pode ser construida impondo as relagoes de comutacao

de Dirac. [§]

Nesta dissertacao serd apresentado um estudo sobre a superparticula de Brink-Schwarz
nao massiva. Diferente da abordagem convencional nesta dissertacao a acao de spin % sera

construida sem utilizar teoria de campos. Este estudo foi efetuado ao longo de 5 capitulos.

No Capitulo 2 foi estudada a teoria dos vinculos, que explora sistemas hamiltonianos
com vinculos nas equacoes de movimento, que tem como consequéncia uma extensao dos
parenteses de Poisson, também conhecidos como parentes de Dirac. Neste capitulo, ainda,

foi introduzida a quantizacao canonica.

No capitulo 3, tratamos a particula relativistica de modo a obter uma acao na forma
polinomial que nos permita extender a teoria para o caso nao massivo, tratando a agao

como uma teoria de relatividade geral em uma dimensao.

No capitulo 4 tratamos as variaveis de Grassmann, definindo as relagoes de derivagao,
integragao e a mecanica Grassmanniana. Também construimos uma agao Grassmanianna

classica e sua extensao relativistica e também como quantizamos a teoria.

Por fim, no capitulo 5, contruimos a acao da superparticula de Brinck-Schwarz na
forma de supercampos, quantizamos a teoria, como também calculamos os autovalores de

spin. Foi feito o acoplamento minimo para construirmos a agao eletromagnética
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2 TEORIA DOS VINCULOS

Para alguns sistemas é possivel passar diretamente da Lagrangeana para a teoria
quantica, porém sao limitadas aos casos onde a Lagrangeana é quadratica nas velocidades.
Para evitar esta limitacao, vamos obter um método geral para Lagrangeanas mais gerais

que esta [7].

2.1 Sistemas Vinculados

Seja um sistema descrito pela Lagrangeana L(q, ¢,t) num espaco de configuragoes N-
dimensional, com coordenadas generalizadas ¢;(t), onde i = 1,2, ..., N e suas respectivas

velocidades generalizadas ¢;(t). A agao do sistema é

S - /tl dtL(q,d.1). (2.1)

2

As equagdes de movimento cléssicas obtidas ao variarmos (2.1) sdo dadas por

oL d (9L
O dt (&]i) ’ 22)

que pode ser também escritas na forma (9?L/0¢'0¢7)¢’ = 0L/0q" — (0*L/0¢'0¢’)¢’, Em

que o termo
0*L
040

¢ chamado matriz Hessiana. Se o determinante dessa matriz é nulo, diz-se que o sistema

(2.3)

possui vinculos e nao podemos determinar unicamente a aceleragao do sistema em termos
das coordenadas e velocidades generalizadas. Neste caso, teremos diferentes evolucoes
temporais para uma mesma condicao inicial [9]. A transigdo para o formalismo Hamil-
toniano é feito, inicialmente, pela introdugao dos momentos candnicos, p; = 0L/ 8q’ No

caso de sistemas nao vinculados, ¢' e p' sao varidveis independentes. Para o caso de
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sistemas vinculados, as equagoes do momnto candnico levam a vinculos denotados por

oL

Esses vinculos, oriundos diretamente da definicao do momento, sao chamados vinculos

primdrios. Outros podem existir, que nao surgem de (2.4), e sdo chamados vinculos

secunddrios [10].

Vamos considerar a quantidade p'g;—L. Ao fazermos variacoes em termos das varidveis
¢ e ¢ teremos, §(p'G; — L) = dpig; — p'dq;. Entdo vemos que a variacdo de (pi¢; — L)
envolve somente variagoes dos ¢"'s e p''s. Essa quantidade é bem conhecida e leva o nome

de Hamiltoniana, H.

Entretanto, quando o sistema possui vinculos essa Hamiltoniana nao é unicamente
determinada e podemos adicionar combinacoes lineares dos ®, que sdao nulos. Assim,
ficaremos com a Hamiltoniana

Hy = H + ¢, (2.5)

. ~ ;! ;! .
onde os coeficientes ¢ podem ser funcgoes dos ¢" s e dos p”s. Ao variarmos Hr obtemos

as seguintes equagoes de movimento

0OH 0P,
i = = m— 2.
qZ 8})1 + Uu apl ( 6)
oH 0,
= — e — U — 2.
pZ aqz u aqz 9 ( 7)

onde os u,, sdo coeficientes desconhecidos.

E conveniente introduzir um formalismo que nos permita escrever estas equagoes de
uma forma mais simples, para tal, usaremos o paréntese de Poisson. Se temos duas
fungoes dos ¢is e dos pis, por exemplo f(q,p) e g(q,p), entdo o paréntese de Poisson,
{f, g}, é definido por {f, g} = (0f/9q")(Dg/0p;) — (Of /Op")(Dg/Dq;). Os parénteses de
Poisson possuem algumas propriedades que vém de sua definicao, que sao anti-simetria,

linearidade, regra do produto e identidade de Jacobi, dadas, respectivamente, por { f, g} =

—g, fH i+ fo, 9 ={f1, 9 +{fas 9}, {fife, 9} = filfe, 9y +{f1,9 fo e {f,{g9,h}} +
{g.{h, f}} + {h,{f,g}} = 0.

Com o auxilio do paréntese de Poisson, podemos reescrever as equacoes de movimento.

Seja uma fungao g(q, p), temos

. 0Og - 0g -
- A v e l. 2
9= 54 + op” (2.8)
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Entao, com as equagoes (2.6) e (2.7) a equagao (2.8) toma a forma

g=1g9,H} +u™{g, .} (2.9)

Os parénteses de Poisson de duas fungoes f e g possuem significado somente se estas
puderem ser expressas em termos das varidveis ¢ e p. Para o caso de uma fungao que nao
possa ser expressa em termos dos ¢'s e p's, esta nao possuird paréntese de Poisson com
qualquer outra funcao. Portanto, vamos extender o significado do paréntese de Poisson e
dizer que ele existe para quaisquer duas funcoes e satisfazem as suas propriedades, mas
por outro lado serao ditas indeterminadas se estas nao sao funcgoes dos ¢'s e p’'s. Desta

forma, podemos escrever (2.9) na forma
g={9,H+u"d,}. (2.10)

Aqui, vemos os coeficientes u™ aparecendo em um dos membros de (2.10), mas estes
nao sao funcoes dos ¢'s e p's, entdao nao podemos determinar o paréntese de Poisson
(2.10). Entretanto, podemos usar as propriedades dos parénteses de Poisson. Utilizando
a propriedade da soma, obtemos ¢ = {g, H}+{g,u"®,,}. Agora aplicando a propriedade

do produto no segundo membro da equacao acima, teremos:

{g,u" @} = {g,u™} P, + u"{g, P} (2.11)

O tltimo membro em (2.11) é bem definido, pois g e ¥,, sdo, ambos, funcoes dos ¢'s e
p's, enquanto que o termo {g,u™} é indefinido, mas é multiplicado por um termo nulo,
®,,, e desta forma o primeiro termo do lado direito de (2.11) se anula e assim chegamos
a{g, H+umd,,} ={g,H} +u"{g, ®,,} e assim (2.10) concorda com (2.9).

Devemos ser cuidadosos acerca do formalismo do parénteses de Poisson, pois no caso
dos vinculos, (2.4), nenhuma aplicacao foi feita com os mesmos, por isso vamos representé-

7 indica “fracamente nulo”, pois os parénteses de Poisson

los por ®,,, &~ 0, onde o sinal “~
de ® com alguma variavel canonica pode ser nao nulo. Entao a equacdo (2.10) pode ser

escrita na forma ¢ ~ {g, Hr}.

Portanto, as equagoes de movimento (2.6), (2.7) e (2.9) tomam a forma

o0H 0d,,
PR~ m 2.12
@ Op; T Op; ( )
oH 0o
), N — — = 2.1
b dq; " 0q; ( 3)
g ~ {g,H}+u"{g,®pn}. (2.14)
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Vamos assumir que os vinculos sejam constantes no tempo, entao tomando a equacgao

(2.14) para g = ®,, obtemos as seguintes relagoes de consisténcia
D, ~0— {D,, H} + u™{D,, d,,} ~ 0, (2.15)

que nos dé trés possibilidades [7]:

1. as equacgoes reduzem-se a 0 = 0, ou seja, ela é identicamente satisfeita;

2. as equacoes reduzem-se a equacoes independentes dos u's, envolvendo somente as
varidveis ¢'s e p's que s@o chamadas vinculos secunddrios, ®,, (n = 1,2,..., K <
N — M) e devem ser feitas as relagdes de consisténcia com estes até que nao surjam

mais vinculos;

3. as equagoes determinan os coeficientes u™.

A definicao de vinculos priméarios e secundarios é simplesmente pra diferenciar os
vinculos que surgem da definicao de momento daqueles que surgem das relagoes de con-
sisténcia e é apenas por questao de organizacao, pois na aplicacao do método de quan-
tizagado canonica ambos tem a mesma importancia. Nesse contexto, uma classificacao
util é separar os vinculos que possuem paréntese de Poisson fracamente nulo, chamados
vinculos de primeira classe dos demais, que sao chamados vinculos de sequnda classe. A

existéncia de vinculos de primeira classe significa que a teoria possui simetrias [10].

2.2 Paréntese de Dirac

Seja uma certa quantidade dinamica A(q, p,t), sua evolucao temporal serda dada por
dA/dt = (0A]0q;)q; + (0A/Op;)p; + OA/Ot e utilizando as equagoes (2.12) e (2.13), obte-

mos,

dA - 0A

com m variando de m = 1,2,.... M + K, uma vez que os vinculos secundérios devem ser

incluidos em Hr.

Voltando a equagao (2.15) e definindo C,,,,, = {®,,, P, } uma matriz n x m, ficaremos

com

{0, H} +u"Cppy ~ 0=’ =~ —(CHP"{D,, H}. (2.17)



Substituindo a equagao acima em (2.16), teremos

dA 0A
ey {AHY — {A @, }(CH™"{d,, H} + o {A, H}p +

0A
ot
onde definimos,

{A> H}D = {A7 H} - {A7 q)m}(c_l)mn{q)m H}

chamado parénteses de Dirac entre A e H.

A relagao basica de quantizacao canonica é dada por

(A B} — %[A, B,

16

(2.18)

(2.19)

(2.20)

para sistemas que nao possuam vinculos. O resultado (2.18) leva a crer que no caso de

sistemas vinculados, a ponte com a Mecanica Quantica se faga através dos parénteses de

Dirac,

1
A B —|A, B
{7 }D—>Zﬁ[’ ]7

onde o significado de {A, B}p, da defini¢ao (2.19), é

{A> B}D = {A7 B} - {A7 q)m}(cil)mn{q)m B}

(2.21)

(2.22)
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3 PARTICULA RELATIVISTICA

Classicamente, podemos escrever a acao da particula relativistica numa forma alter-
nativa que tem duas vantagens em relagao a forma original. A primeira é que a acao nao
contém raiz quadrada, o que nos fornece simples equacoes de movimento e a segunda é
que nos permite escrever a agao para o caso da particula nao massiva. Essas vantagens
nos custam o preco de uma varidavel auxilar extra que nao introduz um grau de liberdade

extra [11].

3.1 Particula Pontual sem Spin

Seja uma particula livre relativistica de massa m movendo-se num espaco-tempo de

Minkowsky D-dimensional, a acao é simplesmente o comprimento da sua linha-mundo

S=-m /Tf dr \/;, (3.1)

K3

onde 7 é um parametro arbitrario ao longo da linha-mundo e ¢,(7), p =0,1,2,...,D —1,
uma funcao real no espaco-tempo de Minkowsky, no qual usaremos a métrica 7, =

diag(+1,—1,...,—1). A agao (3.1) ¢ invariante sob transformagoes na forma
=7 = f(71), (3.2)

com f uma funcao arbitraria de 7. A Lagrangeana do sistema é dada por

L=-my/é (3.3)

com ¢? = nuyél‘(b”. A equagao de movimento da particula é dada por (d/dr)(0L/ 8&“) =0,
com a qual obtemos (d/dr)p, = (ddr)(m¢,/\/d?) = 0 [11]. A matriz Hessiana para a
Lagrangeana da particula relativistica possui autovalores nulos, o que leva a seguinte

equacao de vinculo que vem da defini¢do do momento canénico, p, = 9L/0¢*,

o =p* —m?=0. (3.4)
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Se trabalharmos no gauge do tempo préprio (bQ =1 o momento conjugado toma a forma
P* = mg* e a equacao de movimento fica ¢* = 0, cuja solucdo é P = g+ + (p*/mT) e o

vinculo (3.4) fica na forma ¢* = 1.

Entao, para podermos escrever nossa Lagrangiana (3.3) de uma forma alternativa e,
claro, respeitando as equagoes de movimento e os vinculos do sistema podemos trabalhar
a nossa teoria como uma teoria de relatividade geral do campo escalar em uma dimensao

uma vez que devemos ter a invariancia geral (3.2).

3.2 Particula como Campo Escalar

Vamos considerar a Lagrangeana como a de Klein-Gordon no tempo, sem dimensoes
espaciais e vamos tratar ¢ como um campo escalar. A Lagrangeana de Klein-Gordon
pode ser construida de forma a ser covariante ao introduzirmos a métrica g, ou, de

forma equivalente, o campo vierbein €]} onde m ¢ o indice flat e p o indice curvo [8].

Para iniciar, vamos tomar a acao do campo escalar D-dimensional, na auséncia de

gravidade, é dada por
1
Si6) = [ dPal30,00m0 ~ V(o)) (35

onde V(¢) é a densidade potencial e vamos assumi-la constante e igual a —1/2m? e
o* = n"0,. Entao, da agao acima obtemos a Lagrangeana L = 1/2(0,,¢0™¢ +m?), e o

elemento de volume dPx = daOdz!...dzP~1.

O principio da equivaléncia nos diz que para representarmos o campo escalar em um

campo gravitacional devemos dar outra interpretacao a z* e adotar um sistema de coorde-

nadas em queda livre, tal que possamos fazer a identificagao {z*} — {¢"},m =0,1,..., D —

como um sistema de coordenadas flat em que o elemento de linha é dado por ds? =

NmndE™dE™, e a métrica n,,, ¢ a mesma definida no capitulo anterior.

Podemos expressar £™ como funcao local de um sistema de coordenadas nao inercial
T,
oE™

A nova Lagrangeana, portanto, passa a ser L — 1/2(n™"0,,¢0,¢ +m?), com 8, =
0/0¢™. Uma vez que estamos lidando com o campo escalar nao é necessario fazer mu-
dancas em sua descricao. Na nossa nova descricao o elemento de volume é o do sistema

de coordenadas flat, dPz — d€0d¢!...d€P~! e a acao generalizada para incluir os efeitos

1

?
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da gravidade, passa a ser

Slé] = = / PE[™ 0,000 + m?). (3.7)

2
Na equagao (3.6), definimos a matrix de transformagao entre os sistemas flat e curvo
que recebe o nome de tetrada, dada por e = 9™ /0z*. A operacio inversa ¢ definida
como ef, = dr* /0™ e obedecem a relagao d§™ = ej'drt = ejtehdS™, que nos permite

: m o Sm wom __ Sp
deduzir que ejfel = 0, e el et = o).

Em um sistema de coordenadas arbitrario, podemos expressar os operadores derivadas
em termos das tetradas, ficando 0/9™ = ek 0, desta forma, a acdo generalizada (3.7)
pode ser escrita em termos do sistema de coordenadas {x*}, tomando a forma S[¢] =
1/2 [dP¢ (et e d,¢0,¢ + m?) onde indentificamos a métrica inversa no sistema de

coordenadas arbitrario g"” = n™"ek e.

O elemento de volume pode ser expresso em termos de um sistema de coordenadas ar-
bitrario pela relacao d”¢ = J (&, x)dPz, onde J(£,x) é o Jacobiano da transformacio. Po-
demos, da definicao do tensor métrico encontrar uma relacao entre o determinante da ma-
triz g,, e o Jacobiano. A transformacao de g, é dada por g,, = (9™ /0z") (0™ /Ox” ) Npn,
se definirmos g como o determinante de g,,, obtemos g = |0¢/dz|> (—=1)P~1, entdo

J(& ) = |06/0z| = /(—=1)P~1g. Uma outra forma é tomarmos o determinante da

equagao g = n™el e’ com a qual obtemos g = (—1)P71e?, onde e é o determi-
nante da tetrada. Portanto, teremos a rela¢ao/(—1)P~1g = e e a matriz Jacobiana serd
J(&, ) = e. Finalmente podemos construir uma agao que é invariante sob transformagoes

gerais de coordenadas [12],

S = % /dDa: e (n™"ek el 0,00, +m?) . (3.8)

3.3 Acao Polinomial

Num espago-tempo D-dimensional temos que a nossa Lagrangeana, via (3.8),

L= %e (™" et el 0,00, ¢ + m?) (3.9)

é invariante sob uma transformagao geral de coordenadas r — ' = = — f(z), portanto,

teremos €)' (z) = (92" /0t )ef (x) = e (x) — frOre) — D f ey, e dai

delt = PONer + D fren . 66 = . (3.10)
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Como foi dito na segao (3.2), vamos tratar o caso para a particula somente na dimensao

tempo, ou seja, vamos aplicar a reducao ao ponto, que significa tomar as variaveis de
S0 om0 — _ 0 — -1 ~ _ofa g f

espaco nulas, entao e =ep=eeey =e =€ easequagoes (3.10) ficam de = fé + fe

e 8¢ = f¢. Desta maneira, a acao fica

S = %/dm (f—j +m2> . (3.11)

A agao (3.11) é diferente da acao (3.1), onde temos agora dois campos variando indepen-

dentemente, e e ¢.

E direto a verificacao da equivaléncia entre as Lagrangeanas por meio das equacoes
de Euler-Lagrange para e e a substituindo em (3.11). De (3.11), obtemos a equagao de
movimento (d/dr)(¢/e) = 0 e a equacio de vinculo para o vierbein ¢2 = m2e?. Dai,

;. . 1
o gauge do tempo proprio corrensponde a escolha e = —--, com o qual recuperamos as

equagoes de movimento ¢ = 0 e o vinculo ¢? = 1.

Como foi comentado no inicio do capitulo, é interessante notarmos que no limite
m — 0 a agdo (3.1) é singular, enquanto que (3.11) ndo o é. Isto significa que para
uma particula nao massiva, nao é possivel eliminar o campo vierbein para escrever a acao

somente com ¢*(7) [8].
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4 VARIAVEIS DE GRASSMANN

Particulas observadas na natureza nao sao necessariamente paticulas Bose ou bosonivas,
cujos operadores obedecem a relacao de comutacao [¢,p] = i. Existem particulas cha-
madas férmions, cujos operadores satisfazem relagoes de anti-comutacao. Uma descri¢cao
classica de férmions requer variaveis anti-comutantes, chamadas varidveis de Grassmann.
Para distinguir variaveis de Grassmann de varidveis reais ou complexas que comutam,

este ultimo serd chamado de “c-ntiimero”, onde ¢ sigfinica comutar [13].

4.1 Definicoes Basicas

Se {u;}, i = 1,2,..., N, é um conjunto de varidveis de Grassmann real que vamos

designar por Gy, estas satisfazem as seguintes relacoes de anti-comutacao

Yih; + b = {1 =0, (4.1)

para todos os possivels valores de i e 7, sendo imediato das relacoes de comutacao acima
que ¥? = 0. Entretando, assume-se que um c-ntimero, ¢, real ou complexo comuta com

variaveis de Grassmann, dando ¢v; = 1;¢.

Para um sistema de N variaveis de Grassmann é possivel escrever um produto ar-

bitrario de N variaveis de Grassmann como Y, Vg, - - - Yoy = €arag..anV1¥2 - - - YN, onde

gMa2--aN & o simbolo de Levi-Civita em ordem N, definido por
+1 se  {ay...an} é wma permutacao par de {1,...N}
€areay = § —1 se  {ay...an} é wma permutacao impar de {1,...N}

0 caso contrario.

Segue-se a partir de (4.1) que Gur, como um espaco linear possui dimensao 2%V. E conveni-

ente considerar como bases de Gnr, 0s monomios 1; 91, ..., Un; U1Pe, ..., UN_1UN; ... V1o ..

O monomio ¢, .. Ya,, é chamado monomio de grau p.

RIS
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Toda fungao f(v) de Gy é representada na forma de uma combinacao linear dos

monomios:
f) = f0+z¢af1(a)+z Vay Yy f2(ar, a2) +. . -+Z¢a1 oy frlars. . an). (4.2)

Um elemento da forma ), %, ... %a,fp(a1,...,a,) é chamado elemento homogéneo de
grau p. E importante notar que a forma de escrever a funcao, em geral, nao é tnica. E
simples provar que a unicidade é alcangada se tomarmos os coeficientes, nao arbitrarios,
mas fungoes anti-simétricas, isto é, o sinal muda com a permutacao de quaisquer par de
argumentos. Portanto, quando uma funcao f é escrita na forma (4.2), a ndo ser que outra

forma seja especificada, é assumido que os coeficientes f,(a; ... a,) sdo anti-simétricos.

E possivel construir um método para escrever (4.2) de forma tnica por este método.
Por fim, podemos tomar as funcoes dos coeficientes satisfazendo a condicao de f,(a; ... a,) =

0 se a; > a; para quaisquer par de indices 7 < j. Neste caso o elemento homogéeneo de

grau p é escrito na forma 35, ., Ya; .. Yo, fplar ... qp).

Consideremos que o conjunto Gj de elementos em Gxr que sao representados pela com-

binacao linear dos elementos homogéneos de grau par, [ = fy +Z Vo, Yoy folar, az)+. . .,

7
sao chamados par e comutam com quaisquer elementos de Gy, ou seja, sao equivalentes a

c-nimeros. O conjunto G), de todos os elementos que sao combinacoes lineares de elemen-
tos homogéneos de grau impar, [ = Zwafl(a) + Zwalwagwagfg(al, az,asz) + ..., sdo
a a;

chamados impar e anti-comutam com quaisquer outro elemento impar. Evidentemente,
todo elemento de Gy ¢ unicamente representado na forma f = f'+ ", f' € G\, f" € G
[15].

Se tomarmos f(¢, ) uma fungao da varidvel c-niimero = e de ¢ € Gy, entao a forma

da expansao polinomial de f(¢,1)) é

F6.0) = fo(d) + D tafi(d,a) + > Cathar fa(@,a1,a2) + ..
+ Way o ay fr(da,. . ay). (4.3)

Devido a conexao, tais funcoes possuem uma supersimetria, elas sao conhecidas como

superfungoes e esta combinacao entre ¢ e 1) é conhecida como super-espaco [14].



23

4.2 Derivacao

Define-se derivada a esquerda e a direita de uma fungao f(1)) das variaveis de Grass-
mann como (0/0y;)f e f(0/0;), respectivamente, de uma funcao f(v) de Gy. Ambas
as derivadas sao operagdes lineares em Gy. Sobre os elementos da base (?7) as derivadas

sao dadas por

0
%%1 wig s wis = 5i1pwi2 s %’S
P
= iUy Vi - i, + o+ (1) 00 i,
0
Yir Vi, - - ~1/}z‘s% = dipiy i, (4.4)
P
= i Wiy Wi i, (1) T
Em outras palavras, para calcular a derivada a esquerda de ¢, ...1;, em relacao a v,
devemos permutar v, até o primeiro lugar no monémio por meio de (4.1) e entao deriva-
mos; para calcular a derivada a esquerda devemos permutar 1, até o ultimo lugar e entao

derivar. Obviamente, se 0 monoémio nao possuir 1, entao ambas as derivadas sao nulas

[15].

E interessante notar que a diferenciagao 0/0%; é nilpotente, ou seja, 83?2 =0. Al-
guns exemplos simples podem ser tratados a partir dessa relagao, como por exemplo a
regra de Leibnitz que, para duas varidveis de Grassmann toma a forma (9/0¢y)(¥i1);) =
(O | O, )1p;— (0 ] Oy )i = ixtp;—d a1, com a qual podemos mostrar que {0/0;, 0/0v; } =
0 [13].

4.3 Integracao

Para definir a integracao para variaveis de Grassmann, as propriedades da diferencial
de uma variavel de Grassmann deve ser determinada. Para um sistema de N variaveis de
Grassmann o operador diferencial ird ser assumido para tomar a mesma forma como um

c-numero, d = dwia%i, desta definicao, fica claro que di; é uma variavel de Grassmann,
portanto, {1;, dy;} = {dy;, dy;} = 0 [14]

Definimos as integrais simples como [15]:

/dwi ~0, /dwﬂp@- = 1. (4.5)

Uma propriedade interessante das integrais acima é a invariancia por translagao.[14]
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Integrais multiplas deverao ser entendidas como integrais iteradas. Assim, usando o
fato de di; e 1; comutarem e a defini¢ao (4.5) mostra-se que a integral [ dip,y, . .. dibq, f (1)
para todos os monomios é dada por [ di ...ds, f(¥) = Nlfy(1,...,N), para um

elemento arbitrdrio. As integrais (4.5) sdo chamadas integrais de Berezin [15].

Uma ”funcao”que merece destaque é a distribuicao delta de Dirac, que pode ser
definida para variaveis de Grassmann de uma maneira bem simples. Por analogia do caso
dos c-nimero, a delta de Dirac para uma simples variavel de Grassmann deve satisfazer
[ dpd(p — ") f() = f(¢'), onde ¢ e ¢ sdo ambas varidveis de Grassmann. E direto,
usando (4.5) e a representacao polinomial de f, para mostrar que (¢ — ') =1p — /.

4.4 Mecanica Classica

Vamos aqui, formular a mecanica classica no caso de variaveis de Grassmann e o re-
sultado obtido, obviamente, possui uma forma diferente da usual, porém os conceitos de
acao e Hamiltoniana sobrevivem a transicao. Os parénteses de Poisson podem ser adap-
tados a variaveis de Grassmann afim de permitir a definicao de uma mecanica quantica

Grassmanniana.

Para construirmos a acao Grassmanniana, vamos inicialmente considerar um espaco
N-dimensional e parametrizar a variavel real ¢; de forma que possamos representar a
“posi¢ao”’da particula num determinado instante ¢, entao ¢; = 1;(t). Da equagao (4.1),
temos que {v;(t),¢;(t')} = 0, e como nosso v; é funcao de t, é possivel termos uma
derivada temporal, %(t), onde, ao derivarmos {v;(t),%;(t')} = 0 em relacao ao tempo t,
teremos {13(t), ¥;(t')} = 0, que nos mostra que a derivada em relacio ao tempo de uma
varidavel de Grassmann, também é uma variavel de Grassmann [14]. Assim, uma possivel

acao para um sistema é .

Ao aplicarmos o principio de Hamilton na acao acima, obtemos
0S8 = /dt <%¢z51/% + %5%%) = —i/dt@&ﬂi =0,

foi aplicada integracao por partes no primeiro termo depois da igualdade. A equacao de

movimento obtida é [4]
i = 0. (4.7)

Equagoes de movimento de Hamilton podem ser construidas de forma similar a contruida
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com c-nimeros. Vamos definir 7;, o momento conjugado a varidvel de Grassmann 1);,
portanto a Lagrangeana em termos da Hamiltoniana tem a forma L(w,z/}) = 7m7/12 -
H(m, 1), é importante respeitar a ordem do produto. Ao variarmos a agao e aplicando o
principio de Hamilton, obtemos 65 = [ dt [57@- (wz — 0H/ (97?1-) + 0 (77 — OH /) | =
0, e dai as equacoes de Hamilton sao

oH . _OH
8@/%" t 87%"

O sinal diferente entre as equagoes de Hamilton para um sistema Grassmanniano e para

T =

(4.8)

um sistema bosonico vem do fato de m; e wz anti-comutarem. Segue da definicao da
Larangeana que [14]
oL
= ——. (4.9)
o
O parénteses de Poisson para varidveis de Grassmann é definido por { A, B}, = (0A/0;)(0B/0n;)+
(0A/0m;)(OB/dY;), que é chamado anti-pararénteses de Poisson. E simples ver que o

anti-pararénteses de Poisson de v; e m; é dado por [14]

(Wi, mike = 0y (4.10)

4.5 Quantizacao Canonica

Para quantizarmos a teoria devemos, primeiramente, calcular o momento canonico
associado a variavel v; que foi definido em (4.9). A Lagrangeana do sistema pode ser
obtida de (4.6). E interessante notar que a matriz Hessiana do sistema possui autovalores

nulos, o que configura vinculos priméarios 0L/ (8%0%) = 0.

Sem perda de generalidade, podemos definir o anti-paréntese de Dirac a partir da
definigao (2.22)
{A, B}py = {A, B} — {4, (I)M}Jrcgzi{q)m B}y, (4.11)

onde A, B e ®,, sdo, agora, variaveis de Grassmann.

Agora, vamos calcular os vinculos da teoria, definidos em (2.4). Para tal, vamos

utilizar a defini¢ao (4.9) e, desta forma, obtemos os vinculos
1

Para calcularmos as relagoes de consisténcia (2.15), precisamos calcular a Hamiltoniana do
sistema, que é dada por H(m, 1) = mth; — L(1h, 1)), que ao substituirmos a Lagrangeana

L = (i/2)y; e o momento 7, = (i/2)t,, obtemos que a Hamiltoniana é nula. As
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relacoes de consisténcia ficam @, ~ 0 — {®,, H}y + up{ Py, 1} =~ 0, mas como
H =0, obtemos u,{®,, P, }+ ~ 0, resolvendo o antiparénteses de Poisson entre ®,, ¢ ®,,
chegamos a {®,, P, }+ = (—1)dun, 0 que nos da a solugdo para os coeficientes, u, ~ 0.
Da equagao de consisténcia fica claro que nenhum vinculo de segunda classe surge, entao

podemos calcular o anti-parénteses de Dirac entre 1; e m;, assim

{¢i’ 71-J‘}D—f— - {¢z> ﬂ-j}-&- - {wm CI)m}-l—Cn_wlz{q)n? Wj}-i-? (413)
onde definimos a matriz C,,,, = {®,,, P} = —idy,. Por fim, obtemos
1
{Yi, mi}tpy = §5ij- (4.14)

A relagao de quantizacao canonica equivalente a (2.21) é { A, B} p+ — (1/ih)[A, B],, onde
[A, B+ é o anti-comutador e é definido por [A, B]; = AB + BA, portanto, obtemos as

relacoes de anti-comutacao

10
(Wi, mj] 4 = %5@» [, ¥5] 4 = hdy, (4.15)

onde usamos a definicao do momento canonico na segunda relacao de anti-comutacao.

E interessante notar que se tomarmos a dinamica da varidvel ¢(t), obteremos, via
(2.14), ¥ =~ {i, H} +um {1, ®pn } 4, onde ¢; = dp; /dt, refere-se a um tempo absoluto, ou
seja, as equagoes de movimento de Hamilton nao sao manifestamente relativisticas. No
entanto, o que ocorre é que H = 0, entao a dinamica de ¢ (t) fica U~ Um{ Vi, @ }+. Como
os coeficientes u,, sdo arbitrdrios, podemos multiplicar os di; /dt’'s por um fator qualquer,
que representa uma diferente escala temporal, ou seja, temos equacoes de movimento
em que a escala de tempo é arbitraria. Assim, podemos introduzir uma outra variavel

temporal 7 ao invés de t, que nos da as equacoes de movimento

% ~ iy {0i; P (4.16)
que sao equagoes de movimento onde a variavel temporal nao é absoluta. Se olharmos a
acao (4.6) podemos notar que a mesma é invariante por reparametrizagoes de t. Sendo
assim, podemos concluir que esta acao pode representar muito bem o sistema relativistico
e para tal devemos apenas inluir a invariancia de Lorentz, assim temos que a acao rela-

tivistica para varidveis de Grassmann tem a forma [7]

L= Dnuiri". (4.17)
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5 A SUPERPARTICULA

O movimento de particulas com spin pode ser descrito em termos da posigao ¢#(7)
e variaveis de Grassmann *(7), que sao quadri-vetores no espaco de Minkowski. O
sistema ¢é invariante sobre transformacoes gerais de coordenadas 7 — f(7) o que nos vai
proporcionar uma relatividade geral em uma dimensao. Existe também uma invariancia
local, que corresponde a uma supersimetria, quando o sistema é escrito de forma a ser
manifestamente covariante. Iremos tratar aqui o caso mais simples, quando a particula é

nao massiva [23].

Para tratarmos o caso nao-relativistico tomaremos o limite da agao massiva com
c — o0, com o qual obteremos a acao em trés dimensoes dependentes do tempo, tal acao

serd invariante por translagoes no tempo e transformagoes de supersimetria locais [4].

5.1 Acaorelativistica para a superparticula de Brink-
Schwarz nao massiva

A acdo para a superparticula de Brink-Schwarz nao massiva é dada pela associacao da
acao da particula relativistica polinomial nao massiva juntamente com a acao relativistica

Grassmanniana (3.11) e (4.17), respectivamente, que nos da a acao

1 . .
_ 2,—1 TR %
§=5 [ dr (e —nardr), (5.1)
cuja Lagrangeana pode ser escrita como uma derivada total, que implica numa invariancia
da agao. E possivel que, devido a componente temporal de ¥* normas negativas aparecam
no espectro fisico assim como acontece com a particula relativistica. Para evitar este
problema é necessario adicionar uma invariancia adicional que sane o possivel problema

e nos dé uma invariancia por supersimetria. Dai, introduzimos um super-parceiro, x, ao

campo vierbein. A Lagrangeana fica, entao, na forma

1 /. . .
L= (6 = mat = nuie”xdv), (5.2)
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que ¢é invariante por reparametrizagao se x transforma-se como

ox = fx+fx (5.3)
A transformacao por reparametrizacao é dada por
1 . . ) . )
oL = 3 [26_1&‘5% — ¢*e20e — o, — ot + ie_ngb“@DMée — ie_léxgb“@bu
o . o 1r . .. . o
—ieT X0 — i€ ) = 5 209 (Fdu + ) — e (fe + fe)
—i(fh + fib) — if0° +ie Exd Y (fé+ fe) —ieT (FX + Fx)9 vy
L . L d
—ieT X(f + FF Y — e xf | = —(FL), (5.4)
a variacao da Lagrangeana é uma derivada total, que implina na invariancia por repara-
metrizacao.

Se escolhermos as seguintes transformacoes de supersimetria local,

0 = iav. dv=a(det = jev));

de = iday, Oy =24, (5.5)
teremos uma invariancia por transformacoes de supersimetria local. A variavel de Gras-
smann « ¢ uma func@o arbitraria de 7 e sob as transformagoes (5.5), a variagao da agao
é

1 . . . ] ) . o . o .
0L = 5 [26_1&‘5% — ¢?e25e — iy, — 10, + ie T x Pt de — ie” oyt

—ie” " X0 Y, — @'e_lé“wu} = % {Qie_lé“(dm + aty, — e GPax

e o (o)
+a (6 ' — e gy, + —6 2exyu — é@‘lwu - %6‘%%)}
Pax ¢, — 2ie” acb%—z‘e—l (i) + icp* )i,
it (60 = S0) } = 5 taet0d) (5.6)

e assim nosso sistema tem as invariancias requeridas [8]. Se tomarmos o comutador entre

duas transformacoes de supersimetria e atuarmos sobre os campos, encontraremos

[05,0se = fé+ fed+ia'x [0s,0.]x = FX + fx + 2,
05,00]0 = fo+id'yy [05,0u)0 = fh+a <¢el — %elxz/}) ,
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onde f(71) = QiZ‘B e o = 1f(r)x [23]. Entdo vemos que o comutador de suas trans-

formagoes de supersimetria gera uma reparametrizacao adicionada de uma transformacao
de supersimetria. Essas relagoes nos mostram também que nao ha uma estrutura simples

para o grupo na acao, pois nao observamos constantes de estrutura.

As equagoes de movimento em relacao a ¢ e v pela aplicacao das equacoes de Euler-

Lagrange sob a agao (5.2) sao

T

b, ) 00, T dr
d [ OL oL . )
— = ==— = 2" —ye o' =0.
ir (%) 2

Os campos e e Y nao possuem dinamica, entao aplicando a equagao de Euler-Lagrange

obteremos as seguintes equagoes de vinculos

d <8L>_8L =0

dr \ox/) 0x
d(OL\ OL ., .
%(g)—% S B =i, =0 (5.7

5.1.1 Quantizagao no gauge do tempo préprio

A Lagrangeana (5.2) possui uma invariancia de gauge o que nos permite escolher e = 1
e sua variagao, que estd em (5.5) nos leva a de = 0 = x = 0 e isto corresponde ao gauge

do tempo préprio e as equacoes de movimento tornam-se ¢* = ¥ = 0, cujas solugdes sao
=g +piT, Y=, (5.8)

com &* um 4-vetor Grassmanniano costante. As equagbes de vinculo (5.7) continuam
validas e correspondem a ortogonalidade spin-velocidade e condi¢ao de massa, respecti-

vamente. As equagoes de movimento podem ser obtidas da Lagrangeana linearizada

L= 56— iwm,), (5.9)

que agora ¢ invariante apenas por translagoes de 7 e transformacoes de supersimetria. Para
quantizar a teoria, vamos calcular o paréntese e o anti-paréntese de Poisson, e podemos
obter assim as relacoes quanticas de comutacao e anti-comutacao. Para a relacao de
anti-comutacao, ha um problema devido a um vinculo primério, pois a matriz Hessiana

da Lagrangeana (5.9), possui autovalores nulos. Assim, precisamos utilizar o método de
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Dirac tratado nos capitulo (2) e se¢ao (4.5) e obtemos

[¢u7pu] = inuu7 ij wu]-f— = Nuv > (510)

onde p, = .. Uma solucio para a relacio de anti-comutacio é dada por Yy = \/g'?’w que
leva a algebra de Grassmann para a algebra de Dirac-Clifford, no regime quantico. Os
auto estados do momento da teoria sdo dados por [1)) = |p) u(p), onde |p) = e~ "% |0),
em que p* sao os autovalores do operador momento [8] e |0) é o fundamental do operador
momento que é gerado atuando o operador destrui¢do a(p) sucessivamente. Um estado de
uma particula, por exemplo, é gerado atuando o operador de criagao a'(p) no operador
do estado fundamental e u(p) é um spinor de Dirac [25]. Os vinculos (5.7) sdo impostos

sobre esses estados e encontramos

P [0) = 4"p,. ) = 0, (5.11)

em que os |1)) sao estados fisicos aceitdveis. A realizacdo das relagoes de comutagao
descrevem uma particula de Dirac nao massiva com a equacao de Dirac surgindo como

resultado dos vinculos da teoria.

Podemos satisfazer a relagao de anti-comutacao (5.10) em termos de operadores de

construcao e destruicao
1

¢/.L \/§

que satisfazem as relagoes de anti-comutacao

(b + by, (5.12)

[buab:]Jr = Tw
[bﬂ’bu]-l- = [b:,b:]+=0, (513)

estas relagoes podem ser vistas com mais detalhes em [26, 27]. O estado fundamental é
dado por
0,p) = e~ o), (5.14)

que é um estado escalar de momento p com os quais podem ser gerados estados adicionais
através da atuacao de operadores de construgao

b0, p) . B0, p)

bHOTeTP|0,p) ,  BTHOTVRTPHT |0, p) . (5.15)

Ao impormos os vinculos

PPy =0 p'b, ) =0, (5.16)
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estes nos dizem que os estados sao nao-massivos e transversos. O 4-vetor momento
que satisfaz o primeiro vinculo é do tipo luz, entao podemos tomé-lo como sendo p* =
(p°,0,0,p°) e 0 operador destruigao tem a forma b, = (b, b1, b2, b3) € apenas as compontes
b, e by satisfazem a segunda restricao, o que restringe o numero de estados para quatro,

como no caso fermidnico e obtemos o seguinte espectro [§]

|0,p)  particula de spin 0,
b1 |0,p)  particula tipo luz (i=1,2),

(bfby —b3b7)]0,p)  tensor antisimétrico. (5.17)

5.1.2 Carga conservada numa transformagao de Lorentz infini-
tesimal e autovalores de Spin

Vamos tratar o caso de simetria do grupo de Lorentz e encontrar a carga conservada
para a agao cuja Lagrangeana é dada por (5.9), para tal vamos considerar uma trans-
formacgao de Lorentz infinitesimal A*, = 0¥ + em* ,, com a propriedade m*, = —m,, *,
uma vez que deve satisfazer A* )1, A" ; = 1,,. Com isto, obtemos que uma variacao em
¢ e em " devem ter a forma, dp" = emt @Y e dy* = em* P, respectivamente. Ao va-
riarmos a agdo, obtemos 65 = [dre [Qmﬂ v, — (1/2) (m” uw‘%y +my, ”w“z@,ﬂ =0,
desta forma, para encontrarmos a carga conservada basta tratarmos o parametro da trans-

formagao como dependente de 7. Fazendo isto, obtemos 6S = (1/2) [ drm,” [(gbyé“
—qb“qi,) + (i/2) (Y " — '(ﬁ“i/},,)} = 0, assim a corrente conservada J* é dada por

Tt = (08" = 96,) + 5 (W = 0, (5.18)
onde vé-se de forma simples que J# = 0.

Se escolhermos um referencial cuja origem seja a propria particula e que esta esteja em
repouso (em relacao as coordenadas espaciais), obtemos que o primeiro termo da equagao
(5.18) se anula, enquanto que o segundo termo permanece inalterado, uma explica¢ao
para isso é admitir que este termo representa uma quantidade intrinseca a particula, ou

seja, o0 spin.

Ao tomarmos a equacao (5.18) nas condigoes definiddas no paragrafo anterior, nossa
carga conservada serd dada por J¥ = (i/2) (YY" — *,), onde podemos escolher o

gauge 1" = 0, nos fornecendo, entao J]’: = (i/2) (¢;9" — ¥'¢;). Utilizando da relagao de
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anti-comutagao (5.10), obtemos a relacao de autovalores

Ty = % 9y, (5.19)

que nos mostra que o spin da particula é 1/2, como esperado.

5.1.3 Interacao com o campo eletromagnético

Para introduzirmos campos externos, ¢ interessante reescrevermos a Lagrangeana li-
nearizada (5.9) em termos de supercampos, que foram abordados em (A), sendo assim,
temos

S = —% / drdxXrDX,. (5.20)

Os vinculos do sistema sao dados, on-shell, por
XtDX, =0, (5.21)

e ao aplicarmos a equacao de Euler-Lagrange obtemos as equacoes de movimento

d
— DX, =0. (5.22)

O acoplamento da nossa superparticula com o eletromagnético é feita pelo acoplamento
minimo do campo elétrico para as super-coordenadas X* no gauge do tempo fazendo a
substituigao X# — X# + eA* onde A* = A*(1, k) é o super-potencial vetor. A densidade
Lagrangeana, entao fica

L= —%XMDXM = %A“DXM, (5.23)

onde o super-potencial vetor em forma explicita pode ser obtido expandindo A* em série

de Taylor em torno de xy = 0 e obtemos
AR (1, k) = AH(T) + ikyp” (1)0, A" (7). (5.24)

Entao, a Lagrangeana do sistema é dada por

o
- Ok

= (8 — i+ eArd, +

K:O_Q

e

L
4

iFu0#,9"]) (5.25)
Se tomarmos apenas a componente de interacao da acao

Som = —% drdkA"DX,,, (5.26)
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podemos reescrevé-lo

Sem = —% AP X / drdré”(X —Y)DY"A, = / d" X JM(X)Au(X), (5.27)

onde

JHX) = / drdkd® (X — Y)DY* (5.28)
é a super-densidade de corrente.

Ao aplicarmos a equagao de Euler-Lagrange, obtemos a equagao de movimento [3, 8]

e

DX, = 5 Fu(X) DX (5.29)

5.2 Acao nao-relativistica para a superparticula de
Brink-Schwarz massiva

Para a particula de Brink-Schwarz massiva e nao relativistica, podemos tomar o limite
¢ — oo da agdo relativistica S = —m [ d7 4/ ¢ — (1/2) fdﬂﬁ“%“ com a qual obtemos,
de forma simples

S = [t (md(0P — w(0/d(0)) (5.30)

Inicialmente, vamos obter as equacoes de movimento e, posteriormente, tratar as simetrias
da agdo. Ao variar a agao (5.30), obtemos 65 = [ dt <<}5i5¢i + i&/ﬂ'm) = 0, uma vez que

¢ e 1 sao independentes, chegamos as seguintes equagoes de movimento
¢ =0, ¢'=0, (5.31)

o que era de se esperar, uma vez que a agao representa uma particula livre. Se fizermos as
variagoes de ¢ e ¢ da forma §¢' = (i/m)ar)’ e 9" = a¢’, a é uma varidvel de Grassmann.
Ao variarmos a acao e substituindo estas variagoes obtemos 6S = 0 que implica numa

transformagao de supersimetria [4].

5.2.1 Carga conservada para uma transformacgao de supersime-
tria

Como foi dito anteriormente, as transformagoes de supersimetria, d¢° = (i/m)ay)
e 0 = ag¢', deixam invariante a acao (5.30), o que implica numa carga conservada

no sistema. Para obté-la vamos usar o método de Noether tratado em (B). Ao variar-
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mos a Lagrangeana L = (1/2) (mé(t)z — w(t)%(t)Z), obtemos K = (d/dt)[(i/2)¢");] =
K = (i/2)¢";. O outro termo que completa a carga conservada (B.3) é dado por
ACHOL/ACH) = (3/2)id'h;. Desta forma a carga conservada para trasformacoes de super-

simetria é dada por [4]

M = il (5.32)

5.2.2 Carga conservada para uma rotacao infinitesimal e auto-
valores de Spin

Seja ¢* um vetor arbitraria que pode ser c-ntimero ou grassmanniana, cuja rotacao
infinitesimal em primeira ordem em termos do parametro infinitesimal ¢ é dada pela
relagao (" = (05 — ew’ ;)¢7 = 0¢" = ew’ ;¢7, pois deve satisfazer a relagao ¢'¢; = ¢"¢/ que
implica na invariancia na magnitude do vetor. Desta forma, as variacoes de ¢° e v sao
d¢' = ew' ;@7 e oYt = 5w"§, respectivamente. Ao variarmos a acao e substituirmos tais
variacgoes, obtemos 05 = 0, o que implica que existe uma simetria e por sua vez uma carga

conservada.

Vamos agora obter a carga conservada dada por (B.3). Ao variarmos a agao a fim
de obter K, enconstramos 6L = 0, o que implica que K = 0 = K = ¢, onde ¢ é uma
constante. O outro termo que complementa a carga conservada é dado por ACH(9L/) =
mw' ;¢ ¢; + (i/2)w! j4071; que pode ser reescrito na forma ACH(OL/9CY) = wi[(i/2)¢i; +
m(bi(bj]. Desta maneira, a carga conservada fica J;; = (i/2);1; + mgbigﬁj que ao ser

reorganizada pode ser escrita na forma

J=¢xp+-txd=L+S5, j=ms (5.33)

De forma semelhante ao que ocorreu no caso relativistico, se a particula estiver em
repouso em um dado referencial, o momento angular L ser nulo porém a carga conservada
nao se anula devido ao termo S que pode ser entendido como uma quantidade intrinseca a
particula, ou seja, representa o spin! Entao temos a representacao classica nao-relativistica
do spin. Para calcularmos o valor do spin, vamos quantizar o sistema, que ja foi tratada ne

secao (4.5). Sendo assim, ao calcularmos o valor de 5% obteremos a relacao de autovalores

9) (5.34)

A~ w

S* 1) =

que, como era de se esperar, representa uma particula de spin % 4, 7].
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6 CONCLUSAO

E muito interessante entender a origem da forma simples da supersimetria em que
podemos encontrar o super-parceiro para a teoria de Dirac. Uma consistente descrigao
dos graus de liberdade de spin pode ser formada com a mais simples combinacao de
variaveis de Grassmann. A dinamica da supersimetria é uma expressao da possibilidade

para coordenadas da posigao da superparticula variar ao longo das dire¢oes do spin [3].

Supersimetria se mostrou um formalismo eficiente nao somente por determinar a in-
teracao de particulas cléssicas, mas também clarifica o estatus da equagao de Dirac em
mecanica quantica relativistica. O limite correto A — 0 envolve uma transicao da algebra

de Clifford para algebra de Grassmann para a representacao da teoria num limite cldssico
[28].

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre a superparticula de Brink-Schwarz
nao massiva no regime relativistico e massiva no regime nao relativistico. Neste estudo
foi mostrado a possibilidade de escrever uma teoria fermionica de spin % sem a utilizagao

de teoria de campos, com a equacao de Dirac surgindo como vinculo da teoria.

Para perspectivas futuras, tem a de extender a Lagrangeana para o caso massivo no
regime relativistico e também para uma representacao de uma corda relativistica através
da construgao de uma Lagrangeana de Nambu-Goto, na qual a Lagrangeana estudada

possibilita.
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APENDICE A - Supersimetria

Supersimetria é uma simetria que relaciona bésons e férmions[4]. A ideia pincipal da
supersimetria estd em associar a todo ponto do espago-tempo a coordenada usual ¢*(T)
junto com uma coordenada anti-comutante 1*(7)[6]. Nesse sentido, vamos introduzir
a super-posicao X#(7, k), onde £ é um parametro grassmanniano que é necessario para
descrever o desenvolvimento dindmico do sistema. Ao expandirmos X*(7, k) em série de
Taylor, esta ird conter as variaveis espago-tempo e as varidveis de Grassmann, como foi
definido em (4.3)

XH(1, k) = ¢"(T) + ik? (7). (A1)

As transformcoes de supersimetria sao introduzidas pelas transformacoes
T =T —iak, K—K+aq, (A.2)

que dao 6 X" = a(—ik¢" +1Y*), obtemos, assim, as transformagoes de supersimetria para

as variaveis ¢* e "
P — P i, P P+ agh (A.3)

Podemos também definir um operador sob a tranformacao da super-posicao

X! = —iaQX", Q= ﬁ% + i%, (A.4)

onde ) é chamado gerador de supersimetria.

Entao, uma integracao sobre o elemento de volume do espaco supersimétrico drdk

de uma fun¢io F = F(X) é definida [ drdk F(X) e é chamada superintegracao e é
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supersimétrica, pois

/ drdrdgF(X) = —ia / drr (’i%”@%) e
= —za/dT% [<“£+Z%> F(X>] k=0
o %F(x)ﬂ(%)zﬂx) y
. (A.5)

onde a integragao em relagao a dk sao as integrais de Berezin, definidas em (4.5). E ttil,

entao, definirmos uma derivada covariante

D= /ig - z2 (A.6)

cujo anti-paréntese de Poisson com o gerador de supersimetria é nulo, {Q, D} = 0, que
nos permite construir superintegrais mais gerais, como por exemplo a superintegracao

[ drdk F(X)DG(X), que também é supersimmétrica, vejamos
/de/{(SQ(F(X)DG(X)) = —ia/dfdm Q(F(X)DG(X)) =0, (A.7)
pois

0(F(X)DG(X)) = 0F(X)DG(X)+ F(X)DéoG(X)
— —ia(QF(X)DG(X) — F(X)DQG(X))
= —ia(QF(X)DG(X) + F(X)QDG(X))
— —iaQ(F(X)DG(X)). (A-8)

Ao tomarmos o anti-paréntese de Poisson entre geradores de supersimetria, obtemos
{Q,Q} = 22’6% = 2P, onde P é o operador de translacao temporal. As transformacoes de

translagao temporal sao dadas por
T—T—1i€6, K=K, (A.9)

com € sendo um c-nimero, que dao 60X = —z'e(é“ —i—z’mﬂ“). As tansformacoes de translagao

no tempo para as variaveis ¢* e * sao

P — P —dedt,  PF — PH — et (A.10)
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De forma anéloga a (A.4), podemos definir um operador de transformacgao por translagao

3],
SpXH = —ePX", (A.11)

A agdo supersimétrica é escrita na forma S = [drdsL = [drL, com a super-
Lagrangeana £ = L(X, X, DX ), em geral. A equagdo de Euler-Lagrange para tal agao é

feita de forma andloga ao método classico que é extremizando a mesma. Desta maneira,

d oL oL oL
E (8){“) + D (8DX#) = oxn (A.12)

obtemos
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APENDICE B - Teorema de Noether

Umas das mais importantes conquistas desse formalismo é a possibilidade de, a partir
das simetrias da agao, obtermos principios de conservacao [24], onde é possivel construir

uma corrente conservada para toda simetria global da agao [17].

Para um dado sistema a equagao de Euler-Lagrange é definida por (d/dt)(0L/ 84”) =
OL/OC, onde L = L(¢, C) é a lagrangeana do sistema e a a¢ao ¢ definida por S = [ dt L.
Iremos definir uma transformagao infinitesimal de simetria para a variavel (*(t), definida
por

5Ci(t) = eAC(), (B.1)

onde os € sao parametros constantes. Se (B.1) é uma simetria do sistema, esta leva a uma
invariancia da ac¢ao e a variacao da Lagrangeana ¢ uma derivada total, que, com o auxilio

da equacao de Euler-Lagrange obtemos

. 0L 0L
5.[/5 AZ—.—FAZ .
6( Coa T e

) —eK, Al = %AC’ (B.2)

Com o auxilio da equagao de Euler-Lagrange, obtemos a equacao (d/dt)J = 0, onde J é

a carga conservada de Noether, definida por

J = Agia—? - K. (B.3)

act
O primeiro termo de (B.3) é obtido ao substituir a equagao de Euler-Lagrange no termo
anterior a igualdade. A equacdo acima ¢ uma carga conservada, uma vez que J = 0.
Vamos assumir temporariamente que os parametros de simetria sao funcoes arbitrarias de
t, e = e(t). Ao variarmos a acao, obtemos §S = — [ dtéJ. A utilizagao dos parametros e

variando no tempo é uma maneira bastante eficiente para se obter a carga conservada de

Noether [17].

Esta definicao do Teorema de Noether é valida tanto para Lagrangeanas que sao
fungoes de c-nuimeros, varidveis de Grassmann e ambos, porém no caso onde se tratar

variaveis de Grassmann é necessario bastante atencao na ordem dos termos.



40

REFERENCIAS

[1] Gitman, D. M., Saa, A. V., Quantization of Spinning Particle with Anomalous Mag-
netic Momentum, Class.Quant.Grav.10:1447-1460, (1993).

[2] Casalbuoni R., on quantization of systems with anticommuting variables, Nuovo Ci-
mento 33A, 115-25 (1976).

[3] F. Ravndal, Supersymmetric Dirac Particles in external Fields, Phys.Rev. D21 2823
(1980)

[4] Nauta, Lodewijk, Supersymetric Quantum Mechanics, University of Amsterdan, Ba-
charelor Project Physics and Astronomy, (1983).

[5] Brink, L. and Schwarz, J. H., Quantum Superspace, Phys. Lett. B100 310-312, (1981).

[6] R. Casalbuoni, Relativity and supersymmetries, Phys. Lett. 62B, 49 (1976); Nuovo
Cimento 33A, 389 (1976); A. Barducci, B. Casalbuoni and L.Lusanna, NuovoCimento
35A, 377 (1976).

[7] Dirac, P. A. M., Lectures on Quantum Mechanics, Belfer Graduate School of Science,
Yeshiva University, (1964).

[8] L. Brink, P. di Vecchia, P. Howe, A Lagrangian Formulation of the Classical and
Quantum Dynamics of Spinning Particles, Nucl. Phys., B118 76 (1977).

[9] Frederico, Joao Eduardo, Quantizacio BRST de Teorias com Simetria de Gauge
Sp(2,R), Tese de Doutorado, Instituto de Fisica da USP, (2009).

[10] Barcelos Neto, Joao, Matemdtica para Fisicos com Aplicagées: Tratamentos Cldssico
e Quantico, Volume II, Editora Livraria da Fisica, (2011).

[11] Blumenhagen, R., Liist, D. and Theisen, S., Basic Concepts of String Theory,
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, (2013).

[12] Ramond, P., Field theory : a modern primer, Addison-Wesley, (1990)

[13] Nakahara, M., Geometry, Topology and Physics, Institute of Physics Publishing,
(2003).

[14] Swanson, Mark S., Path Integrals and Quantum Processes, Academic Press, Inc.,
(1992).

[15] Berezin, F. A., The Method of Second Quantization, Academic Press, Inc., (1966).

[16] Snoeck, Michiel, Group Theory Part I, Discrete Groups, University of Amsterdan,
Department of Physics and Astronomy, (2012).



41
[17] Freedman, D.Z. and Van Proeyen, A., Supergravity , Cambridge University Press,
(2012).
[18] Siegel, Warren, Fields, C. N. Yang Institute for Theoretical Physics, (2005).

[19] Tung, Wu-Ki, Group Theory in Physics, World Scientific Publishing Co Pte Ltd,
(1985).

[20] Georgi, Howard, Lie Algebras in Particle Physics, Westview Press, (1999).

[21] Snoeck, Michiel, Group Theory Part II, Lie Groups and Lie Algebras, University of
Amsterdan, Department of Physics and Astronomy, (2012).

[22] Tong, David, Quantum Field Theory, University of Cambridge Part 11T Mathematical
Tripos, Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics, (2006).

[23] L. Brink, S. Deser and B. Zumino, P. Di Vecchia and P. Howe, Local Supersymmetry
for Spinning Particles, L. Brink, S. Deser, B. Zumino, P. Di Vecchia, and P. Howe,
Phys. Lett. 64B, 435 (1976); L. Brink, P. Di Vecchia, and P. Howe, Nucl. Phys. B118,
76 (1977).

[24] Kaku, Michio, Quantum Field Theory, Oxford University Press, (1993).

[25] Lahiri, Amitabha, A First Book of Quantum Field Theory, Oxford University Press,
(2005).

[26] Mendes, Wendel Macedo, Localiza¢ao de Férmions em D dimensoes, Dissertagao de
Mestrado, Instituto de Fisica da UFC, (2013).

[27] Polchinski, J. G., String Theory, Cambridge University Press, vol. 1, (1999).

[28] Rumpf, Helmut, Supersymmetric Dirac Particles in Riemann-Cartan Space-Time,
Gen. Rel. and Grav. vol. 14, num. 09, (1982)



