
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ
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À minha Esposa



AGRADECIMENTOS

Primeiramente e acima de tudo, gostaria de agradecer a Deus que em todo meu trajeto
na Universidade me guiou e me deu forças para terminar este curso de mestrado.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Wandemberg Paiva Ferreira pela dedicação , comprometi-
mento e por ter me orientado no curso de mestrado do departamento de Pós-Graduação
em F́ısica da Universidade Federal do Ceará, no qual pude colher muitos frutos para o
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ativamente, pelo companheirismo e momentos de alegria.

Aos Professores Ricardo Renan Landim, Raimundo Nogueira da Costa Filho, Humberto
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RESUMO

Part́ıculas com autopropulsão, ou do inglês Self Propelled Particles (SPP), são aquelas
que utilizam sua energia interna para gerar movimento. O termo está originalmente as-
sociado ao modelo introduzido por T. Vicsek et al. [Phys. Rev. Lett. 75, 1226 (1995)]
que identifica uma transição dinâmica associada ao movimento coletivo de ”indiv́ıduos”de
uma mesma espécie. Exemplos de SPP ocorrem em sistemas naturais, como microorgan-
ismos (bactérias, v́ırus e protozoários), ou, artificialmente, como no caso de part́ıculas
coloidais adequadamente preparadas. O estudo de SPP é importante em diversas áreas
do conhecimento tais como engenharia de materiais, medicina e ciências básicas (f́ısica e
qúımica). Em geral, o movimento coletivo revela caracteŕısticas drasticamente distintas do
movimento individual dos constituintes de um dado sistema. Ou seja, a ação de um dado
indiv́ıduo é dominada pela presença de outros constituintes do sistema como resultado
da interação entre eles. Desta forma, é importante o entendimento do comportamento
coletivo das SPP. Em particular nesta dissertação, estudamos um sistema bidimensional
de SPP sujeitas a uma força externa e na presença de obstáculos ŕıgidos com geometria
anisotrópica (semi-ćırculos) distribúıdos ordenadamente na forma de uma rede quadrada.
Além da interação entre part́ıculas e entre part́ıculas e obstáculos, o movimento individual
de cada SPP sofre influência de um rúıdo branco. O objetivo é caracterizar o transporte
de SPP através do substrato 2D, na ausência ou não de uma força externa propulsora.
Apresentamos um estudo sistemático do movimento coletivo das SPP em função da in-
tensidade do rúıdo, que define o movimento errático das SPP, do tamanho dos obstáculos,
da densidade de SPP e da separação entre os obstáculos. Devido a presença de obstáculos
anisotrópicos, existe um movimento coletivo espontâneo e ordenado em uma dada direção
preferencial, caracterizado por velocidade média das SPP não-nula na ausência de força
externa. As condições básicas para o movimento coletivo ordenado espontâneo são: rúıdo
de baixa intensidade (<< 1) e densidade de SPP maior que um dado valor cŕıtico.

Palavras-chave: part́ıculas com auto-propulsão. transporte. não-equiĺıbrio. matéria
mole. sistema complexo.



ABSTRACT

Self-propelled particles are those that use their internal energy to generate movement.
The term is originally associated with the model introduced by T. Vicsek et al. [Phys.
Rev. Lett. 75, 1226 (1995)] that identifies a dynamic transition associated to the collective
movement of ”individuals”of the same species. Examples of SPP occur in natural systems
such as microorganisms (bacteria, viruses, and protozoa) or artificially as in the case
of colloidal particles suitably prepared. The study of SPP is important in many fields
such as materials engineering, medicine and basic sciences (physics and chemistry). In
general, the collective motion reveals a dramatically different behavior as compared to the
characteristics motion of individual components of a given system. That is, the action of
a given individual is dominated by the presence of the other components as a result of the
interaction between them. Thus, it is important to understand the collective behavior of
SPP. In this dissertation, we study a two-dimensional SPP system subject to an external
force and in the presence of rigid obstacles with anisotropic geometry (semi-circle) orderly
distributed in the form of a square lattice. In addition to the interaction between particles
and between particles and obstacles, the individual movement of each SPP is influenced
by a white noise. The objective is to characterize the transport of SPP in a 2D substrate
in the absenceand in the presence of a driving external force. We present a systematic
study of the collective motion of the SPP as a function of noise intensity, which defines the
erratic movement of the SPP, the size of the obstacles, the SPP density and separation
between the obstacles. Due to the presence of anisotropic obstacles, there is a spontaneous
collective movement and ordered in a given preferential direction, characterized by the
non-zero average velocity of SPP in the absence of the external force. The basic conditions
for the spontaneous ordered collective movement are: low-intensity noise (<< 1) and SPP
density greater than a given critical value.

Keywords: Self Propelled Particles. trasport. nonequilibrium. soft matter. complex
system.
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relação à força externa Fdc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 31

12 Velocidade média do sistema (< V >) para η=0.0001, N0 = 100, φ =

0.310, L = 100, a = 10, D0 = 5 com Theta=45o (a) e Theta=60o (b) em
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1 ESTRUTURA DA
DISSERTAÇÃO

No caṕıtulo 2 deste trabalho (Introdução) iremos apresentar a definição de part́ıculas

com autopropulsão ( do inglês Self Propelled Particles SPP) , alguns exemplos de SPP,

suas caracteŕısticas e modelos de representação. Abordaremos caracteŕısticas que surgem

em função do movimento coletivo de part́ıculas do tipo SPP. Apresentaremos a definição

de movimento coletivo, alguns exemplos onde esse tipo de movimento é predominante e

quais são as consequências da coletividade.

No caṕıtulo 3 iremos introduzir o modelo estudado neste trabalho, as equações do

movimento das SPP e o algoritmo utilizado para a integração das mesmas (Runge-

Kutta de 2a Ordem ou RK2 para o rúıdo branco). Definiremos também a velocidade

das part́ıculas, as propriedades do rúıdo a elas associadas, as interações consideradas no

modelo (part́ıcula-obstáculo e part́ıcula-part́ıcula) e as propriedades de interesse na de-

terminação do movimento. Ainda, introduziremos as condições periódicas de contorno

utilizadas em nosso modelo e discutiremos o movimento browniano apresentado pelas

SPP.

No caṕıtulo 4 apresentaremos os resultados obtidos em nossas simulações. Trataremos

primeiramente o caso em que part́ıculas do tipo SPP estão na presença de obstáculos na

forma de semićırculos e estudaremos a velocidade média desse sistema com relação à

intensidade do rúıdo branco, ao diâmetro dos obstáculos e à fração de ocupação das SPP.

Posteriormente, trataremos o caso em que as SPP estão sujeitas à uma força externa

(para uma dada fração de ocupação e rúıdo), analisando neste caso, a velocidade média

do sistema em relação à intensidade da força externa aplicada e o ângulo em que a mesma

faz com o eixo de referência x. Iremos comparar esses resultados para diferentes frações

de ocupação de SPP.

Por fim,no caṕıtulo 5, mostraremos as conclusões e perspectivas deste trabalho.
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2 INTRODUÇÃO

2.1 Part́ıculas com autopropulsão

Um modelo simples para a descrição da matéria ativa é composto por part́ıculas

autopropelidas ou com autopropulsão.

Part́ıculas com autopropulsão são capazes de utilizar sua energia interna (qúımica,

por exemplo) para gerar movimento [1–4]. Podemos observar na natureza elementos

que podem ser tratados como uma SPP: a)organismos naturais como microorganismos

(bactérias, protozoários e v́ırus), que geralmente utilizam energia própria ou de células

infectadas para gerar movimento através de flagelos, ćılios ou até mesmo pseudópodes;

b)part́ıculas geradas por manipulação em laboratório, como as micropart́ıculas artificiais

(Janus1) [6] que são uma classe de micronadadores artificiais que podem se mover ex-

traindo energia a partir do seu meio de suspensão. Part́ıcula Janus possuem duas faces

distintas com propriedades f́ısicas ou qúımicas diferentes, gerando movimento através de

indução qúımica, gradientes de temperatura ou até mesmo diferenças de concentração

na face ativa da part́ıcula.Part́ıculas do tipo SPP também são utilizadas para modelar

sistemas macroscópicos. A exemplos desses sistemas temos: bandos, rebanhos e cardumes

de animais (flocking) [12], ou ainda tráfego de automóveis.

Dentre as principais caracteŕısticas de sistemas formados por SPP destaca-se o aparec-

imento espontâneo de ordenação no movimento coletivo [7, 8] e flutuações gigantes na

densidade do sistema [8, 9]. Coleções de SPP são sistemas fora do equiĺıbrio cuja energia

não é conservada. Sistemas de SPP exibem um comportamento coletivo [10,11].

Dois interessantes modelos utilizados para simular sistemas com SPP são: O modelo

de Vicsek [12] e o modelo do movimento Browniano angular(MBA) [13]. No presente

trabalho adotaremos o modelo do MBA que será melhor abordado posteriormente no

1Originalmente, o termo part́ıcula Janus foi criado por C. Casagrande em [5] para descrever part́ıculas
de vidro esféricas com um dos hemisférios hidrof́ılico e o outro hidrófobo. O termo refere-se ao Deus
romano Janus, que representava o ”ińıcio”e a ”transição”(fim de um dado ciclo).
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(a) Part́ıcula Janus (b) Bactérias

Figura 1: Exemplos de Part́ıculas que podem ser tratadas como uma SPP, a esquerda(a)
temos a part́ıcula Janus e a direita a figura que representa bactérias(b). (Figura a)
(Durham, N.C., em: http://today.duke.edu/2009/08/janus.html, acesso em: 19 dezembro
2014. Figura b) em: http://www.clickescolar.com.br/bacterias-patogenicas.htm acesso
em 19 dezembro 2014.)

caṕıtulo dedicado ao mesmo.

No modelo de [14], as perturbações nas velocidades das SPP são consequências nat-

urais de fatores estocásticos e determińısticos que afetam o movimento dos organismos

em bando levando-os a tomar direções aleatórias. Os componentes movimentam-se com

velocidade absoluta vo constante e assumem uma direção média dentro de uma dada

distância R. As equações do movimento para a velocidade (~vi) e a posição (~ri) da part́ıcula

i com vizinhos j são:

~vi(t+ 1) = vo
〈~vj(t)〉R
| 〈~vj(t)〉R|

+ perturbação, (2.1)

e

~ri(t+ 1) = ~ri(t) + ~ri(t+ 1), (2.2)

onde t+1 é o passo seguinte a t na simulação computacional, 〈...〉R representa o valor médio

das velocidades dentro de um ćırculo de raio R em torno da part́ıcula i. Os parâmetros

variados por Vicsek em seu modelo são a densidade ρ, a velocidade das part́ıculas vo e

a intensidade das perturbações (η < 1). No modelo de Vicsek também se utiliza um

parâmetro de ordem (ξ) para tratar movimentos coletivos, definido da seguinte forma:

ξ =
1

Nvo

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

~vi

∣∣∣∣∣ , (2.3)

onde N é o número total de part́ıculas e vo suas respectivas velocidades médias absolutas.

Se o parâmetro de ordem ξ varia de forma descont́ınua durante uma ”transição”2, isso

2Vicsek utilizou o termo transição em seu trabalho, porém sistemas fora do equiĺıbrio não possuem
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é caracterizado como uma transição de primeira ordem, no caso em que o parâmetro de

ordem varia continuamente durante a transição isso implica uma transição de segunda

ordem. Transições de fase de segunda ordem são sempre acompanhados por grandes

flutuações de algumas das quantidades relevantes ao sistema [14, 15]. Como sistemas de

SPP são fora do equiĺıbrio, Vicsek porpôs tratar as transições desse sistema como se fossem

transições dinâmicas e não como transições de fase para sistemas em equiĺıbrio.

2.2 Movimento Coletivo

Movimento coletivo é uma caracteŕıstica comum em sistemas naturais de muitos com-

ponentes . Por exemplo, em cardumes, andorinhas voando em grupo, rebanhos percor-

rendo o pasto, dezenas de zebras fugindo de um predador ou até mesmo centenas de

pessoas deslocando-se no centro das grandes cidades ou nas sáıdas dos grandes estádios

de futebol. Além de sistemas macroscópicos, o movimento coletivo também manifesta-

se em sistemas microscópicos tais como microorganismos (bactérias,v́ırus, protozoários),

micropart́ıculas artificiais (Janus) e também células [21, 22].

O movimento coletivo é uma das manifestações de um fenômeno mais geral denomi-

nado comportamento coletivo [22]. Muito embora o movimento de apenas um integrante

desses grupos passe desapercebido e sem ordenação, podemos obsevar que a presença

de grande quantidade desses elementos acarreta um ordenamento que revela, por exem-

plo, padrões estruturais e dinâmicos (comportamnento coletivo). Esse comportamento

manifesta-se naturalmente e é de grande importância em fluidos complexos.

Na presença de muitos indiv́ıduos semelhantes, as interações entre os elementos podem

ser simples (atração ou repulsão) ou até mesmo mais complexas, podendo ocorrer entre

vizinhos no espaço ou em uma rede subjacente.

Sob certas condições, um indiv́ıduo pode possuir um padrão de comportamento de-

terminado pelos efeitos coletivos, ou seja, devido aos outros constituintes do sistema. A

caracteŕıstica mais viśıvel do comportamento coletivo é que a ação de uma unidade in-

dividual é dominada pela influência dos outros contituintes. O indiv́ıduo comporta-se de

forma inteiramente diferente da maneira como ele se comportaria sozinho [22].

Sistemas de SPP não conservam momento nas colisões, ao contrário de sistemas em

equiĺıbrio segundo a mecânica Newtoniana, onde o momento total é conservado. Sistemas

de SPP, portanto são fora do equiĺıbrio.

transições da forma usual estudada em termodinâmica, o termo é usado em analogia.
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Figura 2: Rebanho(Ovelhas) percorrendo o pasto pode representar um tipo de movi-
mento coletivo onde existe a presença de um movimento ordenado. (Ed Yong, em:
http://www.wired.com/2013/03/powers-of-swarms/all/ acesso 18 dezembro 2014.)

(a) Cardume 1 (b) Cardume 2

Figura 3: A esquerda(a) e a direita (b) temos exemplos de movimento coletivo re-
alizado por cardumes, nota-se o comportamento coletivo ordenado dos peixes. (em:
http://olivrodanatureza.blogspot.com.br/2013/06/cardumes.html acesso 18 dezembro
2014)

Part́ıculas do tipo SPP possuem comportamento coletivo de grande interesse. Por

se tratar de um sistema fora do equiĺıbrio, torna-se de grande importância esse estudo

para melhor entendermos o complexo comportamento de processos fora do equiĺıbrio.

O transporte efetivo de SPP tem sido estudado com bastante interesse [16–18], visto a

quantidade de aplicações em diversas áreas da ciência, medicina [19,20] e tecnologia.

No próximo caṕıtulo iremos apresentar o modelo 2D proposto para as SPP.
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3 MODELO

3.1 Modelo 2D

Analisamos um sistema bidimensional (2D) que contémNpar part́ıculas autopropelidas

(SPP), cada uma com diâmetro dpar e N0 obstáculos na forma de semićırculos (diâmetro

D0), com face plana perpendicular ao eixo x. A caixa de simulação é quadrada, de lado

L, com condições periódicas de contorno em ambas as direções x e y. Os obstáculos são

dispostos em um arranjo regular (rede quadrada), de modo que a caixa de simulação pode

ser dividida em células de lado a, cada uma contendo um obstáculo no centro [ver figura

7].

As interações SPP-SPP e SPP-obstáculo são do tipo disco-deformáveis onde os obtáculos

são ŕıgidos. As Npar SPP são dispostas inicialmente em posições aleatórias. As SPP de-

screvem um Movimento Browniano Angular (MBA).

A força ~Fi é a força total sob a j − ésima SPP e é dada por:

~Fi =
∑
j

~Fij, (3.1)

essa soma é realizada sob todos os j obstáculos e part́ıculas da rede. Como estamos

considerando a interação entre part́ıcula-obstáculo da forma kx, a força ~Fij será:

~Fij = καij r̂ij, (3.2)

As interações com os obstáculos são da forma κx (coeficiente de restituição), onde κ0 >> κ

ou seja, estamos considerando o limite em que os obstáculos são praticamente ŕıgidos e

estáticos [23].

O termo αij é a distância entre o disco i e o objeto(disco ou obstáculo respectivamente)

j e é dada por:
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αij =
1

2
(di + dj)− rij, (3.3)

onde di = d (para part́ıcula) e dj = d ou dj = D (para part́ıcula ou obstáculo), e no caso

de contato entre part́ıcula e o lado plano de um obstáculo em forma de semićırculo dj = 0

e rij é a distância entre i e j.

As SPP movem-se no plano xy e possuem velocidade de autopropulsão dada por:

~vi = vo cos θi(t)̂ı+ vo sin θi(t)̂, (3.4)

onde a direção aleatória θi(t) é proporcional ao rúıdo branco Gaussiano ηi(t) que satisfaz

as relações:

〈ηi(t)〉 = 0, (3.5)

e

〈
ηi(t)ηj(t

′
)
〉

= (2η∆t)
1
2 δijδ(t− t

′
), (3.6)

onde η é a intensidade do rúıdo branco e ∆t é passo de tempo.

Em nosso modelo, assim como em [13], as part́ıculas não executam movimento Brow-

niano térmico.

3.2 Equações do movimento para as SPP

As equações do movimento para a j − ésima SPP são dadas por:

∂~rj
∂t

= ~vj + µ ~Fj, (3.7)

e

∂θj
∂t

= ηj(t), (3.8)

onde µ é a motilidade da part́ıcula.

A figura 4 mostra um caso em que 16 obstáculos(em azul) na forma de semićırculos são

dispostos na caixa de simulação e as part́ıculas(cor vermelha) são colocadas inicialmente
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Figura 4: Caixa de Simulação, em azul estão representados os obstáculos em forma de
semićırculos fixados em pontos regulares na caixa. Já em vermelho estão representadas
as SPP que são livres para percorrer toda a região da caixa de simulação.

em posições aleatórias. Em nosso modelo, utilizamos uma velocidade absoluta vo = 1

para todas as part́ıculas. Utilizamos também condições periódicas de contorno (CPC) em

ambas as direções x e y da caixa de simulação. As equações do movimento são integradas

usando o método estocástico do algoritmo de Runge-Kutta de segunda ordem para o rúıdo

branco1 [24].

Utilizamos como um parâmetro a ser fixado, a fração de ocupação φ, que nada mais é

do que a razão da área ocupada pelas N part́ıculas do sistema pela área total dispońıvel

para ocupação, ou seja, a área total da caixa de simulação (L2) menos a área ocupada

pelos obstáculos (ST ). Desta forma, φ é dado por :

φ =
Nπd2

4 (L2 − ST )
, (3.9)

1O método de RK2 do rúıdo branco é apresentado em detalhes no apêndice A.
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A fração de ocupação φ está diretamente relacionada à densidade ρ de SPP no sistema,

ou seja:

φ = πd2ρ, (3.10)

A presença dos obstáculos afeta a dinâmica das SPP. Devido a geometria dos obstáculos

na forma de semićırculos, observamos a tendência das part́ıculas, ao atingirem o lado con-

vexo dos obstáculos, de movimentarem-se ao redor dos mesmos como num vórtex, porém

quando as part́ıculas atingem o lado plano o movimento ao redor é cessado e as part́ıculas

passam a se deslocarem aleatoriamente. Observa-se que a trajetória de uma só SPP não

se diferencia na presença ou não dos obstáculos, esse efeito é puramente devido ao movi-

mento coletivo e a quebra de simetria que obstáculos em forma de semićırculos impõem

ao sistema. No presente modelo não consideramos interações hidrodinâmicas.

Em nosso modelo, utilizamos um número razoável de passos de simulação, da ordem de

milhões. No ińıcio, definimos o que chamamos de termalização, que pode ser entendido

como o tempo necessário dado ao sistema para que ele esqueça seu estado inicial, na

hipótese de ele não se encontrar em um estado metaestável. O estado em que o sistema

atinge após a termalização pode ser entendido como aquele em que o comportamento de

interesse ao sistema não é mais afetado pela configuração inicial. Após a termalização,

o sistema atinge um certo número de passos de simulação onde as posições iniciais dos

obstáculos (fixos) e as posições das part́ıculas (aleatórias) e as CPC são processadas pelo

algoritmo e então começamos a coletar os resultados que nos interessa para o transporte

efetivo, < vx > e < vy >, que são as médias das velocidades das SPP.
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3.3 Condições periódicas de contorno

Para desprezarmos os efeitos de borda em nosso modelo de SPP, onde existe um

número muito grande de part́ıculas, da ordem de milhares, as condições periódicas de

contorno se fazem necessárias. Ao introduzir as CPC no sistema temos uma equivalência

à considerar um conjunto limitado de cópias idênticas da região simulada às bordas.

Figura 5: Condições Periódicas de Contorno(CPC) para uma rede de simulação
em 2D. Nota-se que o sistema possui cópias idênticas às suas bordas. (Sondre
K. Schnell, Finite-size scaling of thermodynamic properties in small systems. em:
http://homepages.ulb.ac.be/ mesposit/org-site-test/Kjelstrup.html. acesso 18 dezembro
2014).

Ou seja, uma determinada SPP que atinge em detrminado tempo t a borda esquerda

da caixa de simulação, imediatamente ela aparecerá no lado oposto da caixa.

3.4 Movimento Browniano

O movimento individual dessas SPP pode ser considerado irregular semelhante ao que

chamamos de movimento browniano. Esse tipo de movimento foi tratato primeiramente

por Robert Brown , que no séculos 19, observou o movimento de uma suspensão de grãos

de pólen em uma região com água e percebeu que esse tipo de movimento era bastante

irregular. Logo depois, Brown assumiu que esse movimento era causado por organismos

vivos contidos na suspensão, porém depois de realizar vários experimentos descartou essa
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possibilidade.

Após vários testes, foi mostrado que esse tipo de movimento irregular se intensificava

quando o sistema possuia temperatura mais elevada e quando a viscosidade diminuia.

Posteriormente, Albert Einstein tratou o problema do Movimento Browniano elaborando

um formalismo matemático mais sólido.

Figura 6: A figura acima mostra a trajetória de uma part́ıcula sub-
metida a um movimento irregular(movimento browniano), o movimento de
part́ıculas do tipo SPP podem ser simuladas com movimento browniano. (em:
http://encyclopedia2.thefreedictionary.com/Brownian+Movement acesso 18 dezembro
2014).

Para as nossas SPP, o movimento browniano é do tipo angular, ou seja, as part́ıculas

possuem velocidade absoluta constante v0 porém possuindo uma probabilidade de mudar

de direção dependendo da intensidade do rúıdo branco η aplicado cujas propriedades são

dadas pelas equações (3.5) e (3.6).

Estudaremos casos em que o rúıdo branco aplicado é baixo (η = 0.0001) e alta (η =

1.0) intensidade. Veremos o comportamento do transporte efetivo em relação ao rúıdo.
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4 RESULTADOS

4.1 Rede de Semićırculos sem força externa aplicada

4.1.1 Resultados variando D0 (Diâmetro dos obstáculos)

As simulações foram realizadas para uma rede quadrada L × L com N0 obstáculos

possuindo diâmetro D0 na forma de semićırculos dispostos no centro de células quadradas

de aresta a com número part́ıculas Npar, cada uma com diâmetro dpar = 1. Todas as

distâncias estão em unidades do diâmetro de uma SPP dpar = 1. Em todos os casos

consideramos κ = 10 e κ0 = 1000. Inicialmente, faremos um estudo sistemático de < V >

em função da fração de ocupação (φ) das SPP, do rúıdo angular (η) e do diâmetro dos

obstáculos (D0). Estudaremos os casos em que D0 = 1, 5, 7.5 e 10 para as frações de

ocupação φ= 0.1, 0.244, 0.488 e 0.732. Para cada caso consideraremos diferentes valores

do rúıdo η= 1, 0.5, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005 e 0.0001. Fixaremos a distância

entre os obstáculos (d) em 5 unidades (d = 5). Sendo,

a = D0 + d, (4.1)

e substituindo d = 5 na equação acima e considerando os casos em que D0 = 1, 5, 7.5

e 10 obteremos respectivamente a = 6, 10, 12.5, 15. Ou seja, fixamos a abertura entre

os obstáculos d = 5 para mantermos as proporções na região de simulação. Com isso,

calculamos o tamanho da célula através da equação (4.1), fixamos então o número de

obstáculos N0 = 100, que nos dá 10 obstáculos por fila, teremos então L = 10a, logo

ficamos com os quatro casos: L=60, 100, 125 e 150. Os resultados são apresentados na

figura 8 em dois gráficos. No gráfico (a) temos a componente x da velocidade média do

sistema (< vx >) em relação ao rúıdo aplicado para os diâmetros dos obstáculos D0 = 1

e D0 = 5 com as fraç oes de ocupação φ =0.1, 0.244, 0.488 e 0.732. Observando os

resultados, verificamos que para um diâmetro D0 = 1 (Obstáculos do mesmo tamanho

das part́ıculas) a velocidade média do sistema em geral é baixa, quase nula, tanto para
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Figura 7: Geometria da Abertura entre os obstáculos. Podemos notar atravéz da geome-
tria do esquema as relações entre o tamanho da célula a, o diâmetro D dos obstáculos e
a separação d entre os mesmos.

rúıdo pequeno quanto para rúıdo grande.

Para o caso D0 = 5, a velocidade média do sistema é significativa, tendo comporta-

mento descendente com o aumento do rúıdo, tanto para baixa fração de ocupação (φ = 0.1)

quanto para frações de ocupação mais altas (φ = 0.732).

Esses resultados são interessantes para construirmos a ideia de que a velocidade média

do sistema está relacionada ao tamanho dos obstáculos (inicialmente D0 = 1), que tendo

o mesmo tamanho das part́ıculas não contribuem para um transporte efetivo do sistema.

Analisando porém o caso em que D0 = 5 notamos um considerável aumento na velocidade

média do sistema, confirmando a expectavia da dependência da velocidade média do

sistema com o diâmetro dos obstáculos.

No gráfico (b) (Figura 8) vemos um aumento considerável na velocidade média do

sistema com os diâmetros D0 = 7.5 e D0 = 10, porém o comportamento decrescente se

manteve com o aumento do rúıdo. Observa-se então que a velocidade média do sistema,

em geral, aumenta com o crescimento do diâmetro dos obstáculos e diminui com o aumento

do rúıdo. Esse resultado é de grande importância para aplicação de transportes efetivos
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de part́ıculas autopropelidas.

(a) D0=1 e D0=5

(b) D0=7.5 e D0=10

Figura 8: < vx > × η para uma rede de obstáculos na forma de semićırculos sem força
externa com (a) D0= 1 e 5 ; (b) D0= 7.5 e 10.

Estudaremos agora o comportamento da velocidade média do sistema com relação ao
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tamanho dos obstáculos nessa faixa de rúıdo. Para isso realizamos diferentes simulações

variando o diâmetro dos obstáculos de 1 em 1 começando por 1 até 10, matendo o número

de obstáculos fixo igual a 100, a separação entre eles em 5 e analisando a região para frações

de ocupação bem grandes φ = 0.950 e pequenas φ = 0.244, o valor do rúıdo é fixo e igual

a 0.001.

Figura 9: Dependência da velocidade média do sistema (< V >) em relação ao diâmetro
dos obstáculos (D0) para uma rede de obstáculos na forma de semićırculos sem força
externa aplicada, e com separação entre os obstáculos d = 5, número de obstáculos
N0 = 100, rúıdo η = 0.001 e frações de ocupação φ = 0.950 e φ = 0.244.

Analisando o resultado da figura 9 vemos que a componente x da velocidade média

do sistema cresce com o aumento do tamanho dos obstáculos tanto para φ = 0.950 como

para φ = 0.244, com uma crescimento um pouco maior para fração de ocupação alta

(curva preta φ = 0.950 em relação a curva verde φ = 0.244) , porém na direção y ela

oscila em torno de 0 tanto para fração de ocupação baixa (φ = 0.244) como para fração

de ocupação alta (φ = 0.950). Isso nos mostra que há uma dependência no transporte

efetivo na direção x de part́ıculas com relação ao tamanho dos obstáculos, em especial,

para densidade alta φ = 0.950 temos um comportamento bem próximo de linear.

Decidimos então analisar melhor o porque da influência do tamanho dos obstáculos

no transporte efetivo. Para isso definimos dois tipos de movimento para as SPP, as SPP
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afastadas dos obstáculos e as SPP próximas aos obstáculos.

Uma SPP afastada é aquela em que a distância entre ela e o obstáculo na célula em

que a mesma se encontra seja maior que a soma de seu raio com o raio do obstáculo para

o lado curvo do obstáculo ou sua posição x seja maior que a do obstáculo mais seu raio

para o lado plano do obstáculo. As SPP próximas são as que não são afastadas.

O resultado abaixo (Figura 10) ilustra o caso em que investigamos as velocidades

médias das part́ıculas afastadas (< vxafas > e < vyafas >) e das particulas próximas

(< vxpróx > e < vyapróx >) para φ = 0.244.

Figura 10: Dependência das velocidades média afastadas (< vafas >) e próximas
(< vpróx >) do sistema em relação ao diâmetro dos obstáculos (D0) para uma rede
de obstáculos na forma de semićırculos sem força externa com uma fração de ocupação
φ = 0.244, rúıdo η = 0.001, número de obstáculos N0 = 100, distância entre os obstáculos
d = 5 e diâmetro dos obstáculos (D0) variando de 1 em 1 de 1 a 10.

Com o resultado acima (Figura 10), podemos concluir nesse caso que as part́ıculas

ditas próximas aos obstáculos são as que contribuem com uma parcela mais significativa

para o transporte efetivo. Visto que, quanto maior o diâmetro dos obstáculos, mais

part́ıculas teremos próximas ao seu redor e isso contribuirá para o transporte efetivo.
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4.2 Rede de Semićırculos com força externa aplicada

4.2.1 Resultados para Rúıdo=0.0001 e φ=0.310.

Considerando o caso em que uma força externa atuando sobre todas as SPP e de

módulo constante (força externa Fdc) dada por:

~Fdc = Fdc[(cos θ)̂ı+ (sin θ)̂] (4.2)

ou seja, as componentes x (Fdc cos θ) e y (Fdc sin θ) serão adicionadas nas equações de

movimento para as SPP. O ângulo θ é o ângulo definido entre a força externa e o eixo x

da nossa caixa de simulação.

As simulações foram realizadas para uma caixa de dimensões 100 × 100 com 100

obstáculos, cada um com diâmetro D0 = 5, na forma de semićırculos dispostos no centro

de células quadradas de aresta a = 10 com número part́ıculas Npar = 2420 (φ = 0.310)

de diâmetro dpar = 1 cada. Primeiramente, variamos o ângulo θ entre a força externa e

o eixo x em 0o, 30o, 45o, 60o, 90o,120o,150o e 180o e variamos também a instensidade da

força externa em 0, 0.05, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 1.0 para cada caso. O rúıdo branco é

fixado em 0.0001.

Para um η = 0.0001 (figura 11 a) temos que para θ = 0o a velocidade < vy >

do sistema possui valor nulo para todas as intensidades da força externa, enquanto que

< vx > é linearmente crescente. Esse resultado já era esperado , uma vez que para θ = 0o

a influência da força externa atua somente em < vx > não tendo componente na direção

y.
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(a) Theta=0o

(b) Theta=30o

Figura 11: Velocidade média do sistema (< V >) para η=0.0001, N0 = 100, φ = 0.310,
L = 100, a = 10, D0 = 5 com Theta=0o (a) e Theta=30o (b) em relação à força externa
Fdc.

Observando agora a figura 11 (b) com θ = 30o temos o surgimento de uma componente

Fdc.cos θ que induz um comportamento linear crescente na velocidade < vx >.

Para θ = 45o (figura 12 a) temos uma comportamento interessante nas velocidades,
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para uma força externa próxima a 0.35 temos que o crescimento de < vy > supera o

de < vx >, isso pode ser entendido como se a geometria assimétrica dos obstáculos

fosse dominante até o limite Fdc = 0.35. Já para θ = 60o (figura 12 b) temos esse

comportamento para uma força externa próxima a 0.10.
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(a) Theta=45o

(b) Theta=60o

Figura 12: Velocidade média do sistema (< V >) para η=0.0001, N0 = 100, φ = 0.310,
L = 100, a = 10, D0 = 5 com Theta=45o (a) e Theta=60o (b) em relação à força externa
Fdc.

Já para θ = 90o (figura 13 a) temos um comportamento praticamente nulo para

a componente < vx > , já < vy > se torna máximo com o valor máximo do sin θ.

com θ = 120o (figura 13 b) temos uma diminuição da inclinação de < vx > e um novo
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surgimento da componente < vy >.

(a) Theta=90o

(b) Theta=120o

Figura 13: Velocidade média do sistema (< V >) para η=0.0001, N0 = 100, φ = 0.310,
L = 100, a = 10, D0 = 5 com Theta=90o (a) e Theta=120o (b) em relação à força externa
Fdc.

Com θ = 150o (figura 14 a) temos um comportamento decrescente para a componente

< vx > e crescente para < vy >, ou seja, o sistema está andando no sentido −x da caixa
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de simulação. Para θ = 180o (figura 14 b) temos o anulamento da componente < vy > e

um decrescimento máximo da componente < vx >, nesse caso o sistema possui transporte

efetivo máximo no sentido −x.

(a) Theta=150o

(b) Theta=180o

Figura 14: Velocidade média do sistema (< V >) para η=0.0001, N0 = 100, φ = 0.310,
L = 100, a = 10, D0 = 5 com Theta=150o (a) e Theta=180o (b) em relação à força
externa Fdc.
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Abaixo (figura 15), esolhemos Fdc = 0.10 para mostrar o que acontece com o com-

portamento das velocidades < vx > e < vy > com a variação do ângulo θ de 0o a 180o.

Vemos na figura 15(a) que a componente vertical da velocidade média (< vy >)

cresce com o aumento do ângulo θ até atingir seu valor máximo para θ = 90o diminuindo

posteriormente até chegar a θ = 180o. Já a componente horizontal da velocidade média

(< vx >) inicia em θ = 0o com seu valor máximo diminuindo até chegar em seu valor

mı́nimo para θ = 180o. Já na figura 16(b), com Fdc = 1.0, observamos o mesmo padrão

que na figura 15(a) porém < vx > indo a zero para θ = 90o. Esses padrões na velocidade

ficam claro comparando a componente x que possui depenência com o cosseno de θ (curva

preta) e a componente y que possui a dependência com o seno de θ (curva vermelha).
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(a) Fdc = 0.10

(b) Fdc = 1.0

Figura 15: Comportamento da velocidade média do sistema para Fdc = 0.10 (a) e Fdc = 1.0
(b) com η=0.0001, N0 = 100, φ = 0.310, L = 100, a = 10, D0 = 5 com relação a variação
do ângulo θ de 0o a 180o.
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4.3 Rede de Semićırculos com força externa aplicada

(Análise da dependência da velocidade média do

sistema em relação φ).

4.3.1 Resultados para variando φ (fração de ocupação)

Foram feitas análises da velocidade média das SPP em função da fração de ocupação

φ mantendo o número de obstáculos constante. Analisando primeiramente os casos para

φ = 0.310, 0.620, 0.930 (Npar= 2420, 4840 e 7260). Os outros parâmetros são: número de

obstáculos N0 = 100, o rúıdo η =0.0001, o diâmetro dos obstáculos D0 = 7 e o tamanho

da célula a = 10, que resulta numa separação de 3 unidades entre os obstáculos (d = 3).

Analisamos os casos em que a direção da força externa é orientada em relação ao eixo +x

pelos ângulos θ = 60o, 90o, 120o.

Comparando os resultados das Figuras 16 e 17 com aqueles obtidos na secção anterior

(para Npar=2420 ou φ = 0.310) vemos que o comportamento da velocidade média do

sistema pouco se altera com o aumento da fração de ocupação φ das SPP na caixa de

simulação, ou seja, para diferentes frações de ocupação, mantendo o número de obstáculos

constante e a separação entre os mesmos também constante, a velocidade média do sistema

é praticamente a mesma. Porém para θ = 60o há uma inversão do valor das velocidades

médias dos casos em que φ = 0.930 e φ = 0.310. Para Fdc < 0.55 temos < vx >φ=0.930

maior que < vx >φ=0.310 já para para Fdc > 0.55 temos < vx >φ=0.930 menor que <

vx >φ=0.310
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(a) Theta=60o

(b) Theta=90o

Figura 16: Velocidade média do sistema para η=0.0001, N0 = 100, D0 = 7, a = 10,
L = 100, d = 3 com Theta=60o (a) e Theta=90o (b) com força externa, variando a fração
de ocupação φ em 0.310, 0.620 e 0.930.
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Figura 17: Velocidade média do sistema para η=0.0001, N0 = 100, D0 = 7, a = 10,
L = 100, d = 3 com Theta=120o com força externa, variando a fração de ocupação φ em
0.310, 0.620 e 0.930.
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5 CONCLUSÕES E
PERSPECTIVAS

Primeiramente, na introdução deste trabalho definimos uma part́ıcula de autopropulsão

como sendo um elemento que consume energia própria para geração de movimento e

mostramos que o movimento coletivo das SPP induz um comportamento peculiar e de im-

portância para transporte efetivo de part́ıculas. Definimos posteriormente as equações do

movimento das SPP e escolhemos o método de RK2 modificado para integração numérica

das equações. Foi feito um estudo sistemático de um sistema 2D contitúıdo de part́ıculas

com autopropulsão (SPP) na presença de obstáculos distribúıdos em śıtios. Os obstáculos

são da forma de semićırculos. Analisamos a velocidade média do sistema em relação ao

rúıdo, densidade de part́ıculas, força externa aplicada, diâmetro dos obstáculos e densi-

dade.

Apresentamos no caṕıtulo 3 o comportamento das SPP imersas em uma rede quadrada

L×L com obstáculos na forma de semićırculos distribúıdos uniformemente com diâmetro

D0 (1, 5, 7.5 e 10) sepradados por uma distância d = 5 e dispostos no centro de células

de tamanho fixo a = 10. Analisamos a velocidade média do sistema (< vx > e < vy >)

em relação ao rúıdo aplicado (0.0001, 0.0005, 0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1.0) e a

densidade de part́ıculas (0.1, 0.244, 0.488, 0.732) e obtemos resultados que indicaram uma

velocidade média do sistema nula para um diâmetro dos obstáculos da ordem do tamanho

das part́ıculas e para os casos em que o diâmetro dos obstáculos era maior a velocidade

média do sistema aumentava sempre indo a 0 para rúıdo grande. Analisando a faixa em

que o rúıdo era da ordem de 0.001 e vimos que a velocidade média do sistema era mais

intensa (favorecendo o transporte efetivo), isso nos motivou a analisar melhor essa faixa

e conclúımos que a velocidade média do sistema na direção x aumenta com o aumento do

tamanho do obstáculo. Vimos também que para densidade φ = 0.244 as part́ıculas que

favorecem o transporte efetivo são as que chamamos de SPP próximas aos obstáculos.

Introduzimos então uma força externa ao sistema (Fdc) variando sua intensidade (0,
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0.05, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0) e sua direção em relação ao eixo x (θ= 0o, 30o, 45o, 60o, 90o,

120o, 150o e 180o). Analisamos a velocidade média do sistema em relação à intensidade

dessa força e em relação ao ângulo θ mantendo a densidade do sistema constante (φ=0.310

ou Npar=2420). Nos resultados observamos um comportamento praticamente linear da

velocidade média do sistema tanto para < vx > quanto para < vy > e analisamos as

regiões de maior transporte efetivo e de velocidade média do sistema nula.

Fomos induzidos posteriormente a analisar casos em que tivéssemos uma maior densi-

dade, escolhemos o caso em que a força externa (Fdc) fazia um ângulo de 60o, 90o e 120o e

surpreendentemente observamos que para densidade maiores (φ= 0.620 e 0.930) a veloci-

dade média do sistema praticamente mateve-se igual ao caso para densidade baixa (φ=

0.310) indicando que, nesse caso ela independeria da quantidade de part́ıculas submetidas

à uma força externa.

Esperamos continuar o estudo com as SPP analisando o comportamento da motilidade

do sistema com relação as part́ıculas aprisionadas e as part́ıculas canalizadas para densi-

dades maiores analisando também a influência da variação da camada de aprisionamento.

Investigaremos também o comportamento da motilidade em relação a distância entre os

obstáculos (d). Esperamos analisar também a introdução de efeitos hidrodinâmicos no

sistema de SPP.
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6 APÊNDICE

6.1 Apêndice A: Método de Runge-Kutta de segunda

ordem para o rúıdo branco.

Equações diferenciais estocásticas (EDE) requerem simulações numéricas para análise

completa, geralmente utilizamos um tipo de algoritmo de primeira ordem de Euler, porém

para uma melhor precisão no resultado usamos o algoritmo de Runge-Kutta incluindo

termos estocásticos.

A equação para o rúıdo branco é dada por:

ẋ = f(x) + gw(t), (6.1)

onde gw(t) é o rúıdo branco Gaussiânico cujas propriedades são:

〈gw(t)〉 = 0, (6.2)

e 〈
gw(t)gw(t

′
)
〉

= 2Dδ(t− t′). (6.3)

6.1.1 Método da expansão de X

Integrando a seguinte equação:

ẋ = f(x) + gw(t),

de t = 0 a ∆t obteremos:

x(∆t) = x0 +

∫ ∆t

0
f(x(t

′
))dt

′
+

∫ ∆t

0
gw(t

′
)dt
′
. (6.4)

Definindo as seguintes identidades:

Γ0(t) =

∫ t

0
gw(t

′
)dt
′
, (6.5)
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Γi(t) =

∫ t

0
Γi−1(t

′
)dt
′
, i = 1, 2, 3, ... (6.6)

com a expansão em Taylor em torno de x0 na equação (6.4) ficamos com:

x(∆t) = x0 + Γ0(∆t) + f∆t+ ...+
1

i!
f (i)

∫ ∆t

0
(x− x0)idt

′
+ ..., (6.7)

Inserindo a última equação nela mesma repetidamente, negligenciando termos de or-

dem maior que ∆t4, teremos :

x(∆t) = x0 + Γ0(∆t) +f∆t+
1

2
∆t2ff (1) +

1

6
∆t3(ff (1)

2
+f2f (2)) +

1

24
∆t4(ff (1)

3
+ 4f2f (1)f (2) +f3f (3)) +R(∆t), (6.8)

onde R(∆t) é a porção estocástica de x(∆t). Depois da integração por partes, a expressão

para R(∆t) torna-se:

No desenvolvimento de algoritmos para integrar equações diferenciais estocásticas, a

porção determińıstica dos algoritmos necessariamente deve acordar com (6.8). Também,

a porção estocástica deve concordar com ambas a forma e as propriedades estat́ısticas da

equação acima.

6.1.2 Propriedades de Correlação R(∆t)

Desde que:

〈gw(t)〉 = 0,

então

〈Γi(∆t)〉 = 0,
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reescrevendo

Γi(t) =

∫ t

0
Γi−1(t

′
)dt
′
, i = 1, 2, 3, ...

na seguinte forma

Γn(tn) =

∫ tn

0
dtn−1

∫ tn−1

0
dtn−2...

∫ t2

0
dt1

∫ t1

0
dt0

∫ t0

0
gw(τ)dτ, (6.9)

aplicando a identidade abaixo n vezes∫ a

0
dt

∫ t

0
dτ =

∫ a

0
dτ

∫ a

τ
dt

então

Γn(t) =

∫ t

0

(t− τ)n

n!
gw(τ)dτ. (6.10)

As propriedades de correlação dos Γ′s são então dadas por

〈Γm(t)Γn(s)〉 = 2D
tm+1

m!

∑
i

(s− t)n−iti

i!(n− i)!(m+ i+ 1)
; (t < s) (6.11)

onde i varia de 0 a n. Aplicando esse resultado em R(∆t), sua média e variância se tornam:

6.2 Extendendo o Método de Runge-Kutta de se-

gunda ordem para o rúıdo branco

Para a equação

ẋ = F (x), (6.12)

o algoritmo de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2) é

x(∆t) = x0 +
1

2
∆t(F1 + F2) (6.13)

onde

F1 = F (x0), (6.14)

F2 = F (x0 + ∆tF1). (6.15)

não podemos integrar ẋ = f(x) + gw(t), tomando F (x) = f(x) + gw, desde que a quantidade gw

tenha variância infinita. Portanto, RK não pode ser usado para integrar EDE sem alterações.
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Uma opção seria tomar F (x) = f(x) e considerar

x(∆t) = x0 +
1

2
∆(F1 + F2) + Γ0(∆t). (6.16)

expandindo F1 e F2 e substituindo na equação abaixo

x(∆t) = x0 + f∆t+
1

2
ff (1)∆t2 + Γ0(∆t). (6.17)

para a ordem ∆t2, mas isso não é propriamente um algoritmo, a porção estocástica somente

acorda com a ordem ∆t. Para resolver esse problema usamos:

x(∆t) = x0 +
1

2
∆t(F1 + F2) + (2D∆t)

1
2φ0. (6.18)

onde

F1 = f(x0 + (2D∆t)
1
2φ1), (6.19)

F2 = f(x0 + ∆tF1 + (2D∆t)
1
2φ2). (6.20)

onde φ0,φ1 e φ2 são variáveis aleatórias. Expandindo F1 e F2:

x(∆t) = x0 + f∆t+
1

2
ff (1)∆t2 +R

′
(∆t), (6.21)

onde

Em comparação com os resultados do método da expansão de x, a porção determińıstica

dessas expressões concordam, porém, queremos que as propriedades de R
′
(∆t) e R(∆t) concor-

dem. Mas 〈
R
′
(∆t)

〉
=

1

2
∆t2Df (2)(

〈
φ2

1

〉
+
〈
φ2

2

〉
), (6.22)

e 〈
R
′2

(∆t)
〉

= 2D∆t
〈
φ0

2
〉

+ 2D∆t2f (1) 〈φ0(φ1 + φ2)〉 . (6.23)

Igualando os coeficientes da equação abaixo com aqueles já vistos (propriedades de cor-

relação), teremos 〈
φ0

2
〉

= 1, (6.24)

〈φ0(φ1 + φ2)〉 = 1, (6.25)〈
φ2

1

〉
+
〈
φ2

2

〉
= 1. (6.26)

Definindo ψ com < ψ >= 0, < ψ2 >= 1, e φi = ai. Escolhemos a0 = 1, a1 = 0 e a2 = 1. O

resultado do método estocástico de RK2 será:

x(∆t) = x0 +
1

2
∆t(F1 + F2) + (2D∆t)

1
2ψ. (6.27)
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com

F1 = f(x0), (6.28)

F2 = f(x0 + ∆tF1 + (2D∆t)
1
2ψ). (6.29)

Para o desenvolvimento de extenções de algoritmos de RK de maiores ordens para o rúıdo

branco, a mesma técnica pode ser aplicada.
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