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Resumo

Neste trabalho vamos investigar quais as modificagoes que o potencial gravitacional
com termo de Chern-Simons sofre com a adicdao da teoria nao comutativa no espaco-
tempo. Faremos isto em dois casos: o primeiro utilizando somente a teoria de Einstein-
Hilbert e no segundo caso acrescentando o termo de gravidade topolégica tipo Chern-
Simons. As modificacoes que estamos investigando ocorrem em um espalhamento de
dois bosons vetoriais trocando um graviton. Até podermos chegar a uma conclusao de
como a nao comutatividade altera o potencial gravitacional, iremos iniciar nosso estudo
com um modelo de gravidade em baixas dimensoes. Apo6s apreender como calcular o
propagador do graviton para teoria quadraticas da gravidade, expandimos os conceitos
para uma gravidade topologicamente massiva. Revisaremos topicos importantes da teoria
nao-comutativa no espaco-tempo. Por fim analisando a interacao com campo do graviton
com matéria escreveremos o vértice da teoria e encontraremos as modificacoes oriundas da
nao comutatividade dos dois casos citados acima. Verificamos que a nao-comutatividade
altera a forma do potencial gravitacional tanto na origem, deixando-o bem comportado,
quanto no infinito.

Palavras-Chave: gravidade topolégica, nao-comutatividade, potencial gravitacio-
nal.



Abstract

In this paper we investigate what changes the gravitational potential with Chern-
Simons term suffers from the addition of the non-commutative theory in space-time. We
do this in two cases: the first using only the theory of Einstein-Hilbert and in the second
case, adding the term topological Chern-Simons gravity type. The changes that occur
are investigating on a scattering of two vector bosons exchanging a graviton. Until we
reach a conclusion as the noncommutativity changes the gravitational potential, we will
begin our study with a gravity model in low dimensions. After learning how to calculate
the graviton propagator for quadratic theory of gravity, we expanded the concepts for a
topologically massive gravity. We will review important topics of non-commutative theory
in space-time. Finally analyzing the interaction with the graviton field with matter, write
the vertex of the theory and find the changes arising from the noncommutativity of the
two cases cited above. We found that the non-commutativity alters the shape of the
gravitational potential both in origin, leaving him well behaved, as at infinity.

Key Words: topological gravity, non-commutative, gravitational potential.
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Introducao

As equagdes de Einstein para a gravitacao foram formuladas para serem utilizadas
no espaco-tempo quadridimensional, elas podem também ser utilizadas no espaco-tempo
tridimensional. No entanto, a natureza da gravitacao difere daquela do espaco-tempo
quadridimensional[I]. A relatividade geral é dinamicamente trivial em trés dimensoes no
espago-tempo: fora das fontes o espaco-tempo é plano |2]; todos os efeitos das fontes loca-
lizadas manifestam-se na geometria global[3]. Consequentemente, ndo existem gravitons,
e as forcas nao sao mediadas pelas trocas gravitonicas; na verdade elas sao de natureza
geométrica/topologica, e tem sua origem em propriedades globais do espago-tempo, que

nao ¢ Minkowskiano em sua totalidade, mesmo quando ele é localmente planof4, [5].

Pode-se ressaltar outra duvida da gravitacdo em (2 + 1)D, a de ndo possuir um
limite Newtoniano: implicando haver em uma quebra na correspondéncia que se esperava
ter entre ela e a teoria de Newton [I]. Varias investigagOes exaustivas das propriedades
gravitacionais em baixa dimencionalidadde tem sido realizadas nos tltimos anos|I], 2, 3]
4, |5, [6], demonstrando um grande interesse dos fisicos em melhorar & compreensao da
relatividade geral quadridimensional via o estudo de teorias gravitacionais em dimensoes

mais baixas, as quais, espera-se serem renormalizaveis.

A fim de ter uma teoria de gravitagdo em (2+1) dimensodes que nao seja dinamicamente
trivial, com potencial relativistico bem comportado e que possa ser renomalizavel, pode-
mos imaginar a inclusao de termos com derivadas quadraticas [ R:,/gd’z e [ R*\/gd’x

na agao tridimensional de Einstein[7].

Outro grande problema que preocupa os fisicos tedricos é o fato da teoria da relati-
vidade geral de Einstein ser nao- renormalizavel em quatro dimensoes no espago-tempo,
apresentando divergéncias ultravioletas que nao podem ser eliminadas pelos mecanismos
usuais. Tal fato esta diretamente relacionado com o produto dos operadores de campos
no mesmo ponto, que a principio nao esta bem definido. Em uma tentativa de driblar esse
impasse, Heisenberg [9] propos a existéncia de uma célula minima, que implicaria num
principio de incerteza para medidas dos comprimentos e eliminava o conceito de ponto

(AztAz¥ = ©M). Essas ideias, entdo deram origem ao conceito de espaco-tempo nao
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comutativo, no qual as coordenadas passam a obedecer a relagao de comutacao:
" v 1%
[z, "] = OM,

e foram inicialmente utilizadas por Snyder [10] como forma de suavizar o comportamento
ultravioleta em teoria quantica de campos. Tais ideias foram esquecidas por um longo
periodo em virtude do enorme sucesso do processo de renormalizacao. O interesse pela
nao comutatividade foi retomado por volta dos anos 90, devido a descoberta de que a te-
oria de Yang-Mills nao-comutativa poderia ser obtida como um limite de baixas energias
da teoria de cordas na presenca de um campo magnético de fundo [8]. Outra razao para
considerarmos a ideia da quantizacao do espaco-tempo, pode ser concebida por argumen-
tos envolvendo a teoria da relatividade geral, quando consideramos distancias proximas
ao comprimento de Planck I, = /Gh/c3 = 10~%3¢m, o campo gravitacional se torna
tao intenso que nem a luz ou outro sinal sao capazes de transmitir informacao de modo
que medidas de coordenadas perdem o significado [I1]. Contudo, ainda que tenha ocor-
rido bons resultados relacionados a4 nao-comiutatividade e & teoria de cordas, surgiram
alguns problemas. O primeiro relacionado ao comportamento ultravioleta dos diagramas
de Feynman na presenca da nao-comutatividade chamaram atencao. O exemplo mais
notéavel é conhecido como mistura UV /IR, que consiste na conversao de parte das diver-
géncias ultravioletas (UV) da teoria comutativa em singularidades infravermelhas (IR)
que podem impossibilitar o tratamento perturbativo usual [12] 13| [14]. Outro ponto de
destaque é a violacao da unitariedade em modelos envolvendo a nao comutatividade entre

espaco e tempo [15].

Este trabalho foi desenvolvido, a fim de buscarmos conhecimentos mais profundos
sobre teorias gravitacionais em baixas dimensoes e analisar as contribuicoes oriundas de
uma teoria nao-comutativa no espago-tempo. No primeiro capitulo foi analisada qual a
forma da Lagrangiana que deveremos utilizar para o calculo do propagador da teoria.
O segundo capitulo, apresentamos um estudo detalhado para o computo do propagador,

generalizando o céalculo para D-dimensoes

No terceiro capitulo, introduzimos um termo de Chern-Simons na Lagrangiana. Se-
guimos os passos realizados no capitulo dois, para obtencao do propagador. Com o propa-
gador da teoria de Einstein-Hilbert-Chern-Simons calculado, fui motivado a realizar um
estudo sobre modificagoes no potencial gravitacional em um espalhamento da teoria em
questao, mas no cenario da nao-comutatividade. No capitulo quatro existe uma breve re-
visao de nao-comutatividade e como pode ser calculado o vértice do espalhamento, ainda

nao adicionado o termo de Chern-Simons.
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No 1ultimo capitulo aplicaremos todos os conhecimentos dos quatro primeiros para
analisar o vértice do espalhamento da teoria Einstein-Hilbert-Chern-Simons no cenério
nao comutativo. Encerrando o trabalho com as conclusoes e perspetiva para trabalhos

posteriores.
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1 Teoria da gravidade quadrdtica
em D-dimensoes.

Neste capitulo desenvolveremos todos os passos para obter a forma apropriada para
acao de gravitagao quadratica em D dimensoes, que posteriormente sera utilizada para o
calculo do propagador referente a teoria. Em posse de uma acao genérica para a dinamica
dos campos gravitacionais sem torcao faremos uma aproximacao de campo gravitacional

fraco, mantendo apenas os termos da perturbacao de ordem quadratica.

1.1 Determinacao da lagrangiana para a gravitacao

A acao da gravidade quadratica em D-dimensdes do espaco-tempo de forma mais
geral, é dada por;

2 5
I= [ d’z\/(—1)P-1g —§+%RQ+ b pe +21r2 4+ 2OR|. (1.1)
K

2 o 2 Hee 2

onde «, 3,7 e & sdo parametros com dimensoes de LP~%, j4 o termo k? é uma constante
que tem dimensdo de LP~2. Em quatro dimensoes temos x = 327G, sendo G a constante
de Newton. O termo escrito como [1R?, representa 0,0”R%, e pode ser descartado da

Lagrangiana (1.1). De fato, utilizando o teorema da divergéncia:

/V(V.V)dT = jgv.da, (1.2)

adotando v = 9, R?, e lembrando que & acao ¢ integrada em todo o espaco. E no infinito

os campos devem ser nulos. Ficamos entao com a seguinte acao:

2R B
L = +/(-1)P"g [ + R2 + 5 B+ QRZ,,W : (1.3)
Analisando o espaco unidimensional (D=1), os tensores R, R, e RWW sao identi-

camente nulos. Logo para que possamos observar algum tipo de dinamica a gravitacao
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quadratica so tera sentido para dimensoes D > 2.

Analisando o caso bidimensional D = 2. Podemos escrever o tensor de Riemann e o

tensor de Ricci em funcao do escalar de curvatura, respectivamente:

1
R;wpa = ER [guagup - gupgua] ) (14)

1
R;uz = §Rg/“,. (15)

Substituindo as duas expressoes acima na equagao (1.3):

2R I} ~y
Leg = +/(—1)P-1yg {—+2R2+2RZV QR/%W]
B 2R o, ., PR Y oo
= g[ﬁ2+2R +22 +2R
2R a f
_ \/—_g[§+<§+4+2)}%2] (1.6)

Para o calculo do propagador concernente da gravitacao quadréitica em D=2 a La-

grangiana se reduz a forma:

L=+v"g [%JF%RQ] (1.7)

Nao é do intuito desde trabalho abordar a teoria em 2D-dimensoes. Ficaremos tra-

balhando com a Lagrangiana da equacao (1.3).

Lpn = /(=1)P"g [QR

oy Ope TR }

9 ;u/ uvpo

1.2 Obtencao da lagrangiana bilinear em h,,

O primeiro passo que devemos dar antes do célculo do propagador do graviton é
escrever a Lagrangiana em fungao de um campo h, para isso iremos decompor a métrica

em termos de,

Guv = Nuv + khuua (18)

e sua inversa:
g;U'V — 77/”“’ _ Hhﬂ’/. (19)
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onde o termo 7, e a métrica de Minkowski, x é constante e o h,, é campo do graviton.

Deveremos colecionar até segunda ordem para obter o propagador da teoria mais adiante.

A equagao (1.3), contém um fator multiplicativo g, que é o determinante da métrica
de Minkowski, logo devera ser escrito em funcao da equacao (1.8). Reescrevendo o termo

que contém g:

VEDPTg = /(=)D det g, (1.10)

Utilizando a defini¢do (1.8), vamos utilizar o trago da métrica como 7, = (+—---—),

desta forma podemos escrever:

(=1)P=1 det [y + kb)) ?
(=1)P~ 1 det [0 (62 + kh"‘)])
(=1)P ! det(n,q) det(0% + k’ho‘))%
det (8% + khe))?

~ \/T+khe (1.11)

(—)P-lg =

(
=
(
(

Expandindo a funcao 1.11, em torno do campo h, até segunda ordem, obtemos a
seguinte;
1
(—)P-lg=1+ 5/{:]13 (1.12)

Note que o resultado final independe da dimensao que esteja sendo estudada, isto
ocorre por conta da forma do 7,,, que tem seu determinante positivo em dimensoes
impares e negativo em dimensoes pares, mais tal propriedade é balanceada pelo termo
(—=1)P~L, que quando a dimensdo ¢ impar o resultado positivo, e quando a dimensao for

par o resultado é negativo.

Resta-nos ainda, analisar os outros termos formadores da equacgao (1.3). Para melhor
compreensao dos resultados obtidos pela perturbagao da métrica, detalharemos explicita-

mente alguns passos tomados.

Os termos R, R, e R,,,, escritos em fungao da meétrica g,,, apresentam uma estru-

tura conhecida como conexao afim, ou simbolo de Christoffel, que tem sua definicao:

1
Ly = 59 [0ubva + Oua — Oagu] (1.13)

Aplicando (1.8) e (1.9), na equagdo acima encontraremos a conexao afim em funcao
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do campo h;

ry, = % (0™ = kRP) [0 (e + khwa) + Oy (Mua + khya) = O (M + kb))
= g (7 [Ouhwa + Ouhypa — Oahyw) — KB [0uhua + Oyl — Oaly])
Fﬁy = g (770"3 Ophwe + 10y h e — n*° Dol
—%2 (A 0uhua + PP Oyhye — WP Ohy) - (1.14)

Podemos notar que a conexao apresenta dois termos: um com dependéncia linear em
h, e o outro com dependéncia quadratica em h. Este fato servird para nos auxiliar mais
adiante no calculo do propagador, pois para o computo do propagador do graviton iremos
colecionar todos os termos com dependéncia do tipo h%. O tratamento feito da equacio
(1.13) para (1.14) sera feito diversas vezes, devido a estrutura do escalar de curvatura,

tensor de Ricel e tensor de Riemann.

Da definicao o tensor de Riemann, tem-se:

oV uA o

Ryovp = 0L}y — 0,17, + FA ro =TI, (1.15)

R, R,

Foi separado o tensor de Riemann em dois termos: um dependente em primeira ordem
de h e algumas parcelas dependente de h?, e o outro depende de h% + O(h)3 + .... Pode-
mos afirmar que a parte dependente de h? no primeiro termo ira desaparecer devido aos
termos da segunda parte do tensor. Olhando para a Lagrangiana (1.3), percebemos que
precisamos do tensor de Riemann elevado a segunda poténcia (R,,,,)?. Entdo para este
termo serd levado em consideragao somente o termo nomeado Rfﬁ,)l,p, pois 0s outros termos
contribuird com termos de ordem superiores em h,,.Podemos estender tal argumentagao

para o tensor de Ricci:

Ry = ?prﬁu - aVFZeJFF?AFZV ~ I, (1.16)

[2Za TN
>y

TV Vo

R R
Da mesma forma realizada no tensor de Riemann, serao utilizados no tensor de Ricci
somente a primeiro termo, pois ele também se encontra elevado a segunda potencia na
Lagrangiana adotada. Devo ressaltar que mesmo o segundo termo nao contribuindo,

devera ser calculado, pois o escalar de curvatura fard uso deste termo. O escalar de
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curvatura tem sua definicao como:

R=¢"R,,. 1.17
o

Pode ser reescrito da seguinte forma:

R — g:U'VR’qu
= (" — kh*)(R}) + RY))
7" R + 0" RE) — kh R() — h* R(). (1.18)

Conservaremos todos os termos de (1.18), embora nao apresente dependéncia quadra-
tica em h. E importante lembrar que todas as estruturas acima mencionadas, tensor de

Riemann, Ricci e o proprio escalar de curvatura estao multiplicados por /—g.

De posse de todas as definicoes podemos obter os termos que formam a Lagrangiana
(1.3). Escrevendo primeiramente o tensor de Ricci, pois ele contém termos usados para

obtencao do escalar de curvatura. A primeira parte do tensor de Ricci fica definida como:

k (03 « (6%
R, = R() = §(th + 0,0,h — 00,5 — 0a0,,h3). (1.19)
O segundo termo que contribuird com o escalar de curvatura deve ficar da seguinte

forma:

k2 (03 (63 6]
R® = 7 02RO + OuhO,hf; — OahO*

ny
—  0ahL0uhG — 0uhLOsh + 0uh0"hys
—  OhLO.hG — O,hLOshS + O,hL0%hy
+ °hua0uhG + 07 hua0shs — 0% hya0®hyg). (1.20)

Utilizando o resultado encontrado em (1.18) e multiplicando por /—g, serao feitas
algumas simplificagoes, integracao por partes, e os termos de superficie serdao ignorados,

pois os campos vao a zero no infinito.

2R
b= v {?}
2 1 wp® g 4 E s p)
- p n wy uv + 5 v uv

1 v 1 a L (6% v [0}
L, = [_ﬁhu Ohy + §hZDhC¥ — h’uﬁaf)ﬁh B pe ﬁuﬁahy} . (1.21)
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A fim de deixar a notacao mais compacta podemos definir A* = 0,h*" e ¢ = h,

deste modo a equacao 1.2 fica no seguinte formato:

1
Ly =—3 (2" Ohy, + A2+ (A, — 0,0)°] . (1.22)
Esta forma mais compactada ir& servir mais a frente para realizar com maior facilidade
uma simplifica¢do nos termos da equagao (1.3).

Analisando o segundo termo da Lagrangiana (1.3), o escalar de curvatura ao quadrado,

chamaremos este termo de Lo:

L, = SR

= —K*(OhY — 8,0,h" ) (O — 0,05h*")

I O)

— %kﬁ(h;jm%g — 2h00,05h° + W 8,0,0,05h"). (1.23)

Utilizando as mesmas defini¢oes usadas para obter a equagao (1.22), podemos rees-

crever a equagao (1.23):
ak?

L2 = 50" Ao — Do) (1.24)

O proximo termo a ser analisado sera do tensor de Ricci ao quadrado, chamando esta
parcela de L£3. Onde, por motivos ja explicados anteriormente, consideramos apenas a

primeira parte do tensor.

L3 = ERWR‘“’: éRQ

uv
B k2 uv «@ « [
= 5 O0 + 0,0,hg = 0,0ah — 0,00h))
(O, + 0"0"hjy — 0"9gh"? — 0" 9gh”)
/8 2 v (0% « Q
Ly = 50" O hy + hOPhS — 20010,05h — 2h45010,0,h°7
+2h" 0,0,0,03h7). (1.25)

Olhando com atencao para a equacao 1.25, percebemos que nela existem termos se-
melhantes contidos na equagao 1.23, com uma diferenca na constate multiplicativa. Entao
se adicionarmos as definicoes b = ;2, F, =A4,,—A,, onde A,, = J,A,. Podemos
fazer um calculo anélogo, encontrando facilmente:

Ly = Z(h“”DQhW — (AR) — F2 4 (0"A, — 00)?). (1.26)



1.2 Obtengao da lagrangiana bilinear em hy, 17

Por fim vamos analisar o tensor de Riemann, este calculo ¢ muito parecido com os

calculos do tensor de Ricci, para esta contribuicao foi nomeada de Ly:

Y va v
£4 = §R;¢ﬁ1/o¢RMB = §RZBV0‘
Y k2 « fe% a o
- §Z(au3uhﬁ — 0,0%hyp — 050, by + 950 hywy)
X (010"l — 0" 0uh" — PO R, + 070, )
7k

= (W OPh — 20500.0,0° + 19,0,0,05h°7). (1.27)

Realizando os mesmos passos adotados nas equagoes acima, para encontrar uma forma
2

compactada, onde d = 77, a equacao 1.27 fica na forma:

Ly=d(W"OPhy, — (A4)* = F2). (1.28)

Em posse dos resultados (1.22),(1.24),(1.26) e (1.28), somos capazes de escrever a
Lagrangiana (1.3) completa, em fungdo dos termos bilineares de h,,. Chamaremos a
Lagrangiana completa de L1234 = L1 + Lo + L3+ L4, fazendo um pouco de manipulacao

algébrica podemos escrever o lagrangiano (1.3) no seguinte formato:

_ b pur2 _ w2 o2 (b/4)(1 + 40) « o 2
Liozs = (4_1 + d) [h O%hp — (AL)" = Fj, + —(b/4) —d (0%A, — Oo)
_% [Ty, + A2 + (A, — 8,6)] . (1.29)

Anteriormente foi mencionado que na equacao (1.27), encontramos termos semelhan-
tes ao da expressao (1.25), por isso podemos fazer uma pequena analise, em vez de adotar

0 L1234, vamos escrever o termo Ly23 = L1 + Lo+ Ls;

b
Lio3 = Z[h’“’Dzh,ﬂ, — (A" = F2, 4+ (1+40)(0" Ay — 0¢)?]
1 v
-3 (W Ohy + AL + (A, — 0,0)7] (1.30)

nas duas equagoOes acima fizemos ¢ = a/f5.

As equagoes (1.29) e (1.30) sdo diferentes apenas devido as constantes multiplicativas,
como as constantes sao arbitrarias podemos adotar um conjunto de constantes onde as

duas equacoes fiquem idénticas. Entao, podemos desprezar a contribuicao do termo Ly,

2

~sve A Lagrangiana inicial da teoria.

que equivale a desprezar o termo R

O Lagrangiano (1.30) sera o ponto de partida para as discussoes nos proximos capi-

tulos, quando for desenvolvido o célculo dos propagadores do modelo de gravitacao em
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D>2.

Encontrado o Lagrangiano bilinear (1.30), deve ser ressaltado que ele é invariante
sob uma transformacao infinitesimal de coordenadas z# — x* + k&H, onde &* ¢ um
campo vetorial arbitrario infinitesimal, esta transformacao deve ser infinitesimal para

evitar inconsisténcia com a expressdo (1.8). Usando a transformagao em (1.8) obtemos:
h/“’('r) — h,uu<x) - f,u,u - é-l/,/,L' (131)

A presenca de uma simetria local na equacao acima, nos exige adicionar um termo de
fixacdo de gauge L,y, a escolha comum da literatura, é uma combina¢ao linear de A, e
¢. Vamos adotar também outra combinagao linear entre F),, e (A4, — O¢),por conta que
estes termo aparecem no expressao do lagrangiano (1.30), fazemos assim, pois o fixador

de gauge ficard o mais geral possivel:

b
Ly = M(A, — \0,0)? + (A, - O¢)? — \3F ). (1.32)

os fatores A, A1, As e A3 sao parametros ajustéveis para cada caso estudado.

Analisando diversos trabalhos podemos listar trés fixadores de gauge mais utilizados|7,

16l 17], ambos formados por estruturas oriundas da equagao.

Posteriormente poderemos adotar algum gauge especifico para o nosso trabalho.
Exemplo 1 Jolve-Tonin gauge (A = 0)

b
Lo =MA, + Z[AQ(AQQ —0¢)? — X\3F,). (1.33)

Exemplo 2 de Donger gauge (Ao = A3 =0, \ = %)

1
Lyy = M(A, — 5ayqs)? (1.34)

Exemplo 3 Feynman gauge (A =1, s = A3 =0,A = 1)

Loy = (A~ 30,0)" (1.35)
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2 C(Cdlculo do propagador para
teorias gravitacionais de altas
derivadas.

Encontrado a lagrangiana apropriada e adicionando um fixador de gauge, podemos
dar continuidade a busca da obtencao do propagador em teorias gravitacionais com termos
de derivadas superiores, para dimensao D > 2. A busca de encontrar o propagador de
uma teoria é bastante relevante, pois, podemos analisar a estrutura da teoria, se a teoria
¢ unitaria e a presenca ou nao de modos de propagacao nao fisicos. Neste capitulo,
usaremos as definicoes dos operadores de spin de Barnes-Rivers, para auxiliar na inversao
do operador da teoria que é extraido diretamente da lagrangiana, como resultado tera o

propagador do graviton.

2.1 Calculo do propagador em D-dimensoes para teo-
rias gravitacionais com altas derivadas

Adotando £ como sendo um lagrangiano de uma teoria gravitacional. Para o calculo
do propagador do graviton deveremos encontrar a forma bilinear deste lagrangiano, através
da decomposigao da métrica (1.8), substituindo no lagrangiano e coletando somente os
termos de ordem quadratica em h,,,, encontraremos L,. Se a teoria envolvida for invariante
de gauge, devera ser adicionado um fixador de gauge £,;. A lagrangiana resultante sera

L =L+ Ly, Poderd ser escrita da seguinte forma:
1 My apf
[, - §h O/W’aﬁh 5 (21)

onde o termo O, 3, ¢ um operador tensorial. A virgula nos indices do operador vetorial
¢ para indicar que ele é simétrico nos indices. Como dito no inicio deste capitulo o

propagador sera obtido depois da inversao deste operador.

A fim de facilitar este procedimento vamos utilizar as definicoes dos operadores ten-
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soriais de Barnes-Rivers. O conjunto completo desses operadores em D-dimensoes é dado

-

1
Pivas = 5(9;@%/3 + Oupwra + Ovawys + Oupwua),

1 1
Ppos = 5(9ua0uﬁ + 0up0ua) — D1 Ombas,

1
0 _
Puvap = 77 0mbas,

-0

Puu,aﬁ = WuwWag,

=0

P,uzz,a,B = QHVwaB + wlﬂfeaﬂ‘

Os termos 0, e w,,, sdo as projecoes dos operadores vetoriais transversal e longitu-

dinal respectivamente.

k.k,
Quu = Nuv %7
k.k,
Wy = 22

o termo k, ¢ o momentum do graviton e k* = k,k*.

As relagoes entre as projecoes podem ser listadas como:

0,80, = Oy, wppw), = Wy, sy, = 0.

Os operadores de Barnes-Rivers formam uma base fechada e satisfazem a relacao de

completude:
—0 1
[P2 +P +P°+ P ]Hy,ag = i(nuanuﬂ + nuﬂnua) = Lw,a;

onde 1, .3 ¢ a matriz identidade para os tensores de quatro indices.

Os operadores P2, P!, PO,FO, representam as projecoes dos spin-1, spin-2 e dois spin-

—0
0. O operador P , é a soma dos operadores de transferéncia.

—0

P [Pew +Pw0]'u,y7aﬁ‘

p,af =

Utilizando as defini¢oes dos projetores transversais 6, e w,,,, para reescrever o ope-
—0
rador P , teremos:

0 — 4 —
P/J;J,aﬂ = HNVWOCB, P,u;jozﬂ = wW@aﬁ.

Os produtos os operadores sao fundamentais para obter o propagador. E bem razoavel
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que produtos de projecoes de spin diferentes sejam nulos, entao podemos escrever:
—0 1 —0 1 2:0 2:0
PP =PP =PP =PP =0.

Outro resultado bem esperado sao os produtos dos projetores de spin iguais:

P(l)w,MP(l),)\ojB = P(l)uv,aﬁa

Ay
P(2);w,>wp(2),a5 - p(2)uy’a57
Ay
P(O)MVA’YP(O),aﬂ - P(O)W,aﬂv

50 HM 0
pr Ayt e T uvaBe

—0
A diferenca esta no termo P , como foi mencionado, ele € uma soma dos dois projetores
de spin-0
(P) = (D - 1)(P"+P"),

—0 —0
PP =P P = p%

0 =0
PP =P P'=p

Apos deixar o lagrangiano na forma da equacao (2.1), o operador O,, .3 devera ser

—0
expandido em termos dos operadores de spin de Barnes-Rivers P?, P!, PO,?O, P . Para

auxiliar neste trabalho, pode-se usar algumas identidades tensoriais:

1 —0
5(%% + Nupva) = [P*+ P+ P° + P |05,

—0
NuvMNap = [(D - 1)P0 + P ];w,aﬁ]v
1 —0
ﬁ(n/wckaﬂ + nuﬁkaa + nl’akukﬂ + nl’Bkuka) = [QPI +4P ]MMOJ,&
—0

1 —0
ﬁ(nuukakﬁ + naﬁkukV) = [P +2P ]u%aﬂ’ (2~2)

1 —0
ﬁ(kukykzakﬁ) =P

1 1
P o = 5(%(1771/5 + uplve) — 5

1

1
P—— M——[P P

as identidades acima listadas podem ser facilmente conferidas, basta aplicar a definicao

dos operadores de Barnes-Rivers.

Encontrando o operador tensorial O, .3, basta aplicar as identidades tensoriais, que
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. . —0 =0 . .
conseguimos expandir na base os P2, P, P°. P, P , de maneira mais geral, o operador
ficara na forma:

_ =0
O =2, P + 25P% + 2oP° + TP +ToP . (2.3)

O objetivo principal desse capitulo é encontrar o propagador do graviton, entao em
posse do operador expandido (2.2), deve ser invertido, utilizando identidade OO~! = T,

podemos escrever o operador inverso como:
-1 1 2 0,5, =5
O =yP + P +y P +yP +yF .

Observando a relacao da identidade escrita acima, junto com aquela do inicio do
capitulo:
2 1 0o, pY
[P"+ P + P+ P luap = Lu.as,
facilmente chegaremos em um conjunto de equagoes, que apos resolver teremos a forma

exata do propagador.

Para nao nos atrapalharmos escreveremos termo a termo, ja que os termos cruzados

que nao sao nulos serao somente de spin-0.

I = 007!
1 2 0 _ 30 = =0 1 2 0 _ =0 — =0
I = (x1P" + 2P+ 2oP° +ToP + TP ) X (WP + y2P* + yoP° + Yo P + Yo P )
I = zy1(PY)? + 22y2(P?)? + 2oy (P°)* + $0P0§o$
_ _ =09 _:_0:0 ::0 0 ::0__0 ::0::0
+Z0Yo(P )" + ToyoP P +ToP yoP" + %o P Yo P + ToP Yy, P
I = [L’lylpl -+ ZE2y2P2 -+ xoyoPO -+ ZL’()?OPLUQ
+T0§0?0 + Toyo P™ + Toyo P™ + Toyo P° + Toyo(D — 1)(P° + ?O)-

Comparando os coeficientes do resultado anterior com a identidade dos operadores de

Bernes-Rivers, podemos escrever diretamente um conjunto de equacoes simultaneas:

1y = 17

$0§0 + f050 =0,
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%0 yO§0y0 = 0.

Desta forma pode-se escrever todos os coeficientes do propagador O~

1 1 1 . _ =
Ol=_ply py [T P + 20P — T Py). (2.4)
T Zo .’,Uofo — (D — 1)50

Com este resultado somos capazes de calcular a forma de o propagador partir de uma

lagrangiana qualquer, tomando o cuidado, pois em determinadas ocasides deve-se fixar o

gauge.

2.2 Calculo do propagador em D-dimensoes para teo-
rias gravitacionais quadratica

Na secao anterior vimos os passos para encontrar o propagador do graviton de uma
teoria qualquer. Nesta secao vamos realizar basicamente os passos da secao anterior, mas
com um lagrangiano da equagao (1.30). Primeiramente devemos simetrizar o lagrangiano

a fim de deixar da forma (2.1).

2.2.1 Simetrizacao da Lagrangiana

O lagrangiano que vamos analisar nesta se¢do é encontrado na equagao (1.30) e adi-

cionado um fixador de gauge. Usaremos o mais geral.

Relembrando que o lagrangiano adotado é da forma £ = £y + L5 + L2 + L3, vamos
analisar separadamente, pois julgo ser uma abordagem mais simples e mais organizada,

para o acompanhamento das simetrizacoes de cada parte.

Comecando pela a equagao (1.21), mais o termo de fixacao de gauge, este tltimo irei

escrever substituindo as defini¢oes de A, e ¢:

1 1
Lit Ly = — |Gh"Ohy = ShIORG + h10.0sh™ — I 0,040
1 v e (03
+5M (2006050 — 200,00 h5; — 22 hTIRG)

+Z(/\2 (B 0,0, 00 057" — 2ARAD0,05h" + N2hAOPhe

+A3[21500,0,h°° — 201 6,,0,04,05)). (2.5)
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Rescrevendo agora no formato Ly + Ly = %h“”@uu’aﬂh‘w, temos:

1
L1+ [,gf = §hm/(|j77#anyg — nw,Dnag + 277W8a8ﬁ — 28“&”7”5
+)\1[2n#,,8a85 — 2)\8,,80/}”5 — 2)\277,LU/D77(15]
b
+§()‘2[auauaaaﬁ - 2)\77;U/Daaa,8 + )\2D77u1/77a/3]

+A3(2n,400,0, — 20,,0,0,0 hes. 2.6
B—Cu H B

Depois que obtemos o resultado acima, devemos observar que alguns termos nao
apresentam simetria nos indices, troca de y — v e a — [3, pois isto é uma caracteristica
que devemos buscar, para encontrar o propagador. Apoés simetrizar a equacdo (2.6),

encontraremos:

1 1
L+ £9f = §hw’(D[§(nuanuﬁ + 77#5771/&) - nul/naﬁ] - (aaaﬁnw/ + auaynag)

1
+50u0a1s + 0u05mva + 0, 0atlus + 0y 0pilual
+)‘1[(8aaﬁmw + a,u&xﬂa,@) - )‘[auaanu/:? + aua,@nua + auaanuﬂ
+al/8ﬁ7],ua] - 2D>‘277,uu77aﬁ]

b A0
+§()\2 [auayaaaﬁ - T(nuuaaaﬁ + naa,uazx> + >\2D277/w77a/3}

1

+/\3[§(auaa77,/5 + 8M8gma + 8V(9a77“5 + &,@mw}

—20,,0,0,05)h*". 2.7
H B

Usando as relagoes tensoriais (2.2), poderemos reescrever a equagao acima (2.7), em

funcao dos projetores de Barnes-Rivers:

1 bAsk?

Li+Ly = §h’w([T]Pl + k7] P2
bAAZKA[D — 1
+[2(D — DE2MA? — K2(D — 2) + =2 2[ ]]PO
DAokd  _DAARY DAAZEA]
|20 — RPN 2NN S 2 4 P’
DAAKY  bANZES =0
F2K2AAE — 2K% AN — 22 ++ 22 [P )he?. (2.8)

O processo executado acima serd feito nas duas partes restantes do lagrangiano ado-

tado. Para a parcela proporcional ao escalar de curvatura ao quadrado teremos:
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L, = %M(thth — QhZDaaaﬁhaﬁ + h"”aﬂ(f‘)ﬁaa@hw)

1
= M (@R PN s — 2000605 + 9,0,0a05)) . (2.9)

Apobs simetrizar ficamos com:

1
Ly = Sh"(ar’ (D (Muilas) — D(0adsnuw + 0udutlas)
+au8yaaaﬁ])haﬂ‘ (210)

Reescrevendo em funcao dos projetores:

L = S (anl(D )P, (2.11)

Finalmente, com o tltimo fator o tensor de Riemann:

b v (63 « «
Ly = J (WD + WO?hG — 2000,05h — 2h500,06h™
+2h" 9,0, 00,05h7) (2.12)
1 .,.0b
= éhw(i[mz[nuanuﬁ + nuunaﬁ] - QD[nwaaaB + 771/58/18&]
+2[0,0,0005] ) h**. (2.13)

Simetrizando:

1 b, 1
Ly = WS (O[5 (Mot + Musthva) + Muwias] = Ol(OaOsmu + 0u011as)

1
510,013 + D + 0,0 + 0,03a] +20,0,0,0)h°. (214)

Escrevendo em funcao dos projetores:

1, ,.b
L3 = §h“”§k’4(P2+DP°)hO‘5. (2.15)

Unindo todos os termos calculados, £; + Lgf, Lo, L£3. Podemos montar o lagrangiano



2.2 Cdlculo do propagador em D-dimensdes para teorias gravitacionais quadrdtica 26

em termos dos projetores de spin:

L = Li+Ly+ Lo+ Ly

1. .,.b 2\ k2 b 2k?
_ Zpmg? 4 1 1, Y14 2
2h {Q[Agk +— |P +2[k: + |P
b 2k%(D — 2 4k2(D — 1)\ N2
+§[Dk;4 — % +4(D — Dk*c+ (D — k" XN + ( ; ) | P°
b 4K\ E2AN + kN2 4RPA N —
F 2 k= 2kt + AL BN R AT AR 50
2 b b b
b —0
+§[4k2)\1)\2 + E* XA — BT\ — 4EPAN P YhP. (2.16)

Conseguimos encontrar o lagrangiano em funcao dos projetores em D-dimensdes, ainda
nao tomamos nenhum fixador de gauge especifico, o calculo realizado acima foi realizado
de maneira que fique o mais geral possivel. O termo entre parénteses da equacao (2.16)
é o operador vetorial que devemos inverter para obter o propagador. Para cumprir esta

tarefa, Seguiremos 0S Passos da SGQ&O anterior, Comegando por escrever o operador vetorial:
1 2 0, =5, =5
0= .I'IP + SL'QP + xop + ;C()P + LC()P

Substituindo com os valores que acabamos de encontrar

= - 2 apty 2 ap
O 2[/\3k+ ; ] +2[k+ b]

b 2k2(D — 2 AK2(D — 1)M\ A2

+§[Dk4 - % +4(D — Dk'c+ (D — 1)E* AN + ( ; ) | P°
b AK2N 8K2AA AR2M A2 —

g [Ke = 2K + = L8 ; S P N A by
b 4k2A N2 AK2A ) =0

+51 bl A2 — kN — P (2.17)

Este é o operador vetorial em D-dimensao e sem um gauge especifico, ele é a base
para obter os propagadores qualquer dimensao com D > 2, e com fixador de gauge da

forma descrito anteriormente:

b
Ly =M(A, — 2\0,0)* + Z[Ag(Af; —0¢)? — \3FL).

Escolhendo o gauge de Julve-Tonin, A = 0, podemos encontrar:
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b A k2 b 2k?
-1 - )\ k4 ; Pl e ]C4 =vo P2
o 5 ek + ==+ S+ =]
b 2k2(D — 2)
ZpEpt -2 A 2
3l b
b Ak2N ] —
+3 {k4)\2+ ; 1] P’ (2.18)

+4(D — 1)k*c] P°

Olhando a forma do operador vetorial acima, podemos comparar com o operador da
equagao (2.3), e mapear os coeficientes. Assim, encontraremos o formato do propagador
do gréaviton para teoria de altas derivadas com o gauge especificado, via equacio (2.4).
Fazendo algumas manipulacoes algébricas chegamos ao resultado:

2 2 2
-1 m3 1 mq 2 my 0
_ P P P
0 P — k) R =R 22 —[(D = 1)/2jm]]

m? 7,
(Qm%)\l — )\2]{?2)]{2

+ (2.19)

onde foram introduzidas duas constantes, afim de facilitar os céalculos:

2
DBr?/4+ (D — 1)k’

(2.20)

2
mg

2 _ 4
1 552‘

m (2.21)

Para o gauge de Donder, \o = A3 =0e A = % :

b 20 k2 b 2k

— DA M apty Tty 20 p2
O SAskT + — =P+ Sk + =]
2k2(D — 2 AK2(D — 1)A N2
+g[Dk4 — ¥ +4(D — Dk*c+ (D — 1)k*MA? + aat ; JAiA | P°
4 2 2 4 2 27
O, = aktang + AL BNy e ARAN 0
2 b b b
b Ak2M\ N2 AK2 A\ =0
+51 bl F E AN — KN — P . (2.22)

Por fim, para o gauge de Feynman Ao = A3 =0, \y =1e A = % :
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b 2k? b 2k
I Pl e k4 =vo P2
O = J[SIP 4ol + 2]
b 2k%(D — 2 k*(D —1
+§[Dk;4 — % +4(D — 1)k4c + %]PO
b 4k 4K*  K?1-—0 b K* 2k% =0
- |+— - —+—| P —|— - —P . 2.2
] A R T (2.23)
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3 Cdlculo do propagador para teoria
de gravidade topologicamente
massiva de Chern-Simons.

3.1 Teoria de Chern-Simons

Sabemos que a lagrangiana de Maxwell escrita em termos do campo de calibre A4, =

(Ao, X), sendo Ay o potencial escalar e o Z o potencial vetor, é dada por:

1 v
Lor = JFu P — A" (3.1)

Sendo expressa por meio do tensor do campo eletromagnético (pode ser também
entendido como o analogo a curvatura em contexto de gravitacao) F,, = J,A4, — 0, A, e

por uma corrente de matéria J#, que é conservada 0, J" = 0.

Esta lagrangiana é invariavel sob a transformacao A, — A, + 0,A, e suas equagoes
de movimento também nao serao afetadas. A teoria de Maxwell pode ser definida em
espacos de dimensoes arbitrarias, modificando somente os indices do campo A,, u =
0,1,2,---,D — 1. As mudancas que ocorrem em trabalhar num espaco-tempo em D-
dimensoes, nao sao refletidas na lagrangiana, nem nas equagoes de movimento, serd notado

somente nas quantidades de campos para definir o espaco-tempo.

Existe algo notavel de (2 + 1) dimensoes, é que ao invés de considerar a forma "re-
duzida"da teoria de Maxwell, podemos definir um tipo completamente diferente de teoria
de calibre: a teoria de Chern-Simons. Satisfazendo os critérios usuais para uma teoria de

calibre - invariante de Lorentz, invariante de gauge. O lagrangiano de Chern-Simons é:

Log = geM”AAMaVAA — A, (3.2)

onde k é uma constante da teoria e o simbolo €*** o tensor totalmente antissimétrico de
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Levi-Civita:
1, para permutacoes pares de 0,1, 2,

e* ={ —1, para permutacdes impares de 0, 1,2, (3.3)

0, para qualquer outra.

Existem varios comentérios a fazer sobre este lagrangiano de Chern-Simons. Em
primeiro lugar, ele nao parece ser invariante de gauge, pois envolve o campo de calibre

A

Porém, sob uma transformacao de calibre, a lagrangiana (3.2) muda somente por uma

4, a0 invés de apenas o termo (invariante de gauge) de intensidade do campo F),.
derivada total, ou seja, podem ser ignorados os termos de superficie, tornando a acao de

Chern-Simons invariante de gauge[34].

Uma caracteristica importante da lagrangiana Chern-Simons (3.2) ¢é ser de primeira
ordem em derivadas do espago-tempo. Isso faz com que a estrutura canonica desta teoria
seja significativamente diferente daquela da teoria de Maxwell. Uma propriedade relacio-
nada é que o lagrangiano Chern-Simons é especial para (2 + 1) dimensoes, no sentido de
que nao se pode escrever um termo igual em (3 + 1) dimensdes, os indices simplesmente
nao combinam. Na verdade, é possivel descrever a teoria de Chern-Simons em qualquer
dimensdo espago-tempo, mas apenas em (2 + 1) dimensoes que a lagrangiana é quadré-
tica no campo gauge. Por exemplo, o lagrangiano Chern-Simons em cinco dimensoes do

espago-tempo é £ = ¢4 ,0,A,05A,.

A teoria de Chern-Simons pura tem solucoes triviais, pois as equacoes de movimento
longe da fonte se reduzem a F),, = 0. No entanto, a teoria de Chern-Simons pode ficar
interessante e nao trivial quando se faz sua abordagem conjunta com outras teorias, por

exemplo:

e Acoplamento de campos de matéria dindmicos (escalares ou fermionicos).

Acoplamento de um termo Maxwell.

e Tomar o espago-tempo para ter topologia nao trivial

Acoplamento com campos de calibre nao-abeliano.

Acoplamento com a gravidade.
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3.2 Linearizacao da Lagrangiana com termo de Chern-
Simons

Nosso intuido desde o inicio ¢ trabalhar a gravidade em baixas dimensoes. E a teoria
de Chern-Simons pode contribuir de maneira interessante. Desta forma vamos adicionar

ao modelo trabalhado no capitulo anterior um termo tipo Chern-Simons.

Podemos escrever a lagrangiana da gravidade topolégica de Chern-Simons como sendo

1 2
Leos = ZG T (@LFZV + gFZuFZJp> : (3.4)
O proximo passo, sera expandir esta lagrangiana de acordo com a equacao (1.8) e
(1.9). Sabemos que o segundo termo nao nos interessa, pois s6 tera contribui¢des de

ordens superiores & h%,ap6s a expansao, ficamos com apenas:

1
Lcs = ZEAMT?U (9,15,) - (3.5)

Realizando o mesmo trabalho do primeiro capitulo com as conexoes, e coletando todos
os termos até segunda ordem de h, o termo acima pode ser reescrito como:

1 K
EC.S. — _E;WA_

2
3 (ONME 001, = 01 (Du0phT + B0l = D0 h). (3.6)

Com um pouco de cuidado, pois os termos estao multiplicados pelo o simbolo de
Levi-Civita, fazendo as multiplicacoes e cancelamento devido chegaré:

2

1
Log = ﬂ%(e“”)‘hi‘mﬁﬂhw — e AN30,0,0,h7"). (3.7)

Realizando o processo de simetrizacao, o mesmo feito no capitulo anterior, obtemos
neste processo:
1
EC.S. = mhuypuu,aﬂhaﬂ‘ (38)

Foi adotado na equacao acima, M = u/k e foi introduzido um novo operador P, que tem
sua forma: R
10
P

pv,af = T[@Magl/ff + EuAﬁeva + 61//\019#/3 + Evkﬁeua]- (3-9)

Observando o lagrangiano (3.5) percebemos que ele esté definido trés dimensoes. No
capitulo anterior fizemos um estudo para obtencao do propagador em D-dimensdes. A

mudanca ocorrera nas multiplicacoes do operador adicional divido a inclusao do termo de
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Chern-Simons, logo entao o propagador sofrerd modificacoes. No capitulo anterior foram
estudados alguns dos principais resultados de produtos dos projetores em D-dimensoes.
Seria interessante apresentar todas as possibilidades de multiplicagdo agora incluindo
os projetores P!, P2, PO,FO,fo o novo projetor P, oriundo do termo de Chern-Simons.

Construindo uma tabela com todas as possibilidades dos produtos dos projetores em trés

dimensoes:
—0

pl p2 po P’ P P
2 2 0 0 0 0 0
P2 0 P2 0 0 0 P
po 0 0 PO 0 poe 0
P’ 0 0 0 P’ pb 0
—0 .
P 0 0 P po 2P0+ P°) 0
P 0 P 0 0 0 5 p2

—o =0
Tabela 1: Produtos dos operadores P!, P2, P° P'. P e P.

O nosso operador O, deveré sofrer uma pequena mudanca, devido & adicao do termo
de Chern-Simons que foi definido em D = 3. Vamos fazer o célculo olhando mais para
o operador P, pois o resto ja foi encontrado e deverd mudar s6 por conta da dimensao

modificada.

Como foi falado anteriormente para obter o propagador devemos inverter o operador

de forma que OO~! = I. A forma geral do operador e do seu inverso expandida:
1 2 0 50, =35
O = ZlflP +I2P +ZL‘0P *I*T()P +EQP +pP
-1 1 2 0, -5, =5 /
O =yl + P +ylP” +y P +y, P +p'P

Fazendo o produto com auxilio da tabela multiplicativa encontraremos os seguintes valores

para os coeficientes do O~1

Y = —
X1
BT @R
g
Yo = T— =
(xoTo — 2T,)
_ Zo
yO = — —2
(xoTo — 2T,)
gO = —TQ($QEO—2E0)
/ -p
q =

(z3 — p?kS)
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O termo que sofreu mudanca foi o coeficiente de P? e foi adicionado um novo coefici-

ente, podemos escrever a forma mais geral do propagador com o termo de Chern-Simons

1 T2 ) Zo -0

O = —P'+ P? + —- P+ —P
L1 (x% - p2k6) (l’ofo — 2%3) (.Tofg — 2T(2))
To =? D
- P - ————P 3.10
(w0To — 2T0) (23 — p?kS) ( )

Para nao nos perdemos, o operador vetorial que estamos trabalhando devera ser ob-
tido do lagrangiano com altas derivadas adicionado o termos de Chern-Simons.
Li=1/g —i—lf + %RQ + ngW} + iewrg <aurgu + %rgurgp) (3.11)
O sinal negativo para o termo de Einstein-Hilbert ¢ posto para realizar a reducao da
lagrangiana para o modelo de Pauli-Fierz, esta reducao é possivel para trés dimensoes
mostrado em [4].
Sua forma expandida j& adicionada do Julve- Tonin gauge, (A = 0), em funcao dos proje-

tores fica:

1 v (e
L = Sh"Ouaph A

1

A3bk?
= éh/ﬁ'/(_kz[)\l + 587

P! 4+ k? 22 qp?
2

—k* + bk4(g + 4c) P°

b

2

YheP. (3.12)

— K2 [2Aok? + 20 ]P"

P
M

Na forma que foi escrito fica facil escrever o operador O:

O = —k[M+

2
Asbk |P! + lcQ[k:‘Zé —1]P?
2 2
—k* + bk‘*(g + 4c) P°

b —
~R Sk + o\

L (3.13)
7 :
Note que a equacao (3.13) é muito parecida com (2.18), Pois o acréscimo do termo de

Chern-Simons acarreta um termo adicional ao operador vetorial. A grande diferenca ira
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ocorrer no resultado final propagador, pois olhando a tabela de produtos dos operadores

em trés dimensoes o termo proporcional a P?, ira sofrer uma pequena mudanca.

Seguindo os passos da equagao (2.4), podemos escrever o propagador do graviton para
a teoria com altas derivada adicionada de um termo de Chern-Simons com um fixador de

Julve-Tonin

2 L 2(—2 + bk*)M? ) 1 0
P+ +

2k2\; + bk — 4k 4 k2(—2 + bk2)2 M2 bk2(3 + 4c) + k2
B 2 ?0 _ aM P
4k2 N1 + bkt —4k® + k(=2 4 bk?)2M?

o' = -

(3.14)
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4 Teoria qudntica de campos
nao-comutativa

Este capitulo é dedicado a uma pequena revisao sobre a formulacao da teoria quantica

de campos no espago-tempo nao-comutativo baseado na correspondéncia Weyl-Moyal.

4.1 Historico

Nao é recente a investigacao de teorias de campos em espaco-tempo nao-comutativos.
A nao-comutatividade é um conceito fundamental utilizado para expressar as relacoes
de incertezas na mecanica quantica [I2]. A nao-comutatividade na mecanica quantica é
aplicada aos observaveis posicao e momento. Neste contexto trabalhamos com funcoes
f(z), definidas em um espago comutativo, onde as coordenadas satisfazem a seguinte

relacao de comutacao:
[2',27]=0; 4,j7=1,2,3. (4.1)

Na mecanica quantica para expressar as relacoes de incertezas usamos um espaco de fase
discreto, diferente no caso da mecanica classica que o espago é continuo. Esta troca de
configuragao ocorre depois que fazemos as trocas das variaveis canonica espaco e momento,
2’ e p/, por operadores hermitianos 2% e p/, que por sua vez obedecem a relacao de incerteza,

de Heisenberg:

(2", '] = ihd". (4.2)
A constante h passa a definir um passo minimo do espaco de fase, conhecida como
célula de Planck. Se tomarmos o limite de 2 — 0, recuperamos o caso classico.

Podemos pensar em outro tipo de discretizacao envolvendo apenas operadores de

posi¢ao do sistema. Agora, as coordenadas z* (do espago-tempo) serao mapeadas por
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operadores hermitianos de uma algebra nao-comutativa, z*, definidos por funcoes formu-
ladas em um espaco-tempo comutativo. Assim, as coordenadas do espago-tempo nao irao

comutar e passam a obedecer a seguinte relagao:

L v =0,1,23. 4.3
[ 1

O parametro 0", é uma matriz antissimétrica constante, com dimensao de massa
[0] = —2. A nao-comutatividade das coordenadas do sistema também implicard em uma
célula minima que acarretara na incompatibilidade de observaveis. Uma consequéncia
nao trivial é o efeito de mistura entre as divergéncias ultravioletas (UV) e infravermelhas

(IR), conhecido na literatura como mistura UV/IR.

A equagao (5.3), traz uma serie de implicacoes fisicas bastantes interessantes mais
também traz varios aspectos delicados, que fizeram esta teoria nao ser estudada com
tanta motivacao até bem pouco tempo atras, um dos fatos mais desmotivadores para
se trabalhar nesta teoria criada pelos matemaéaticos Connes e Riefel em 1987, é que ter
relacao de incerteza entre coordenadas espaciais, levaria a uma teoria nao local onde as

propriedades nao sao tao conhecidas.

A nao-comutatividade, surge como uma boa consideracdo no argumento heuristico
em [I2]. Se aplicarmos o principio da incerteza de Heisenberg na gravitagao classica,
teriamos medidas das coordenadas de posicao bem pequenas e uma incerteza no momento,

perturbando o campo gravitacional na regiao.

Vamos fazer a seguinte andlise do fato citado acima; Segundo a equacao de Einstein
(4.4), uma indetermina¢do no momento seria transmitida ao sistema uma energia por

meio do tensor energia-momento.

R, — Rg,, = —81GT,,. (4.4)

Que implicard em uma alteracao no campo gravitacional. Existe uma proporcionali-
dade entre os campos gravitacionais e os espacos dos momentos, ficando a seguinte relacao
enquanto maior a precisao da medida nas coordenadas maior serd a perturbacao no campo
gravitacional no local da medida, ou seja, o processo de medida altera o campo gravitaci-
onal local. Se forem feitas medidas de ordem da escala de Planck, o campo gravitacional

poderd impedir que qualquer sinal saia da regiao. Este argumento traz consigo a ideia de
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que na gravitacao quantica a geometria do espaco deve ser alterada proxima a escala de

Planck, assim se encaminhara para uma descrigao nao local.

Um dado interessante que a teoria quantica de campos, com nao-comutatividade na
coordenadas no espago-tempo surgiu no final da década de 1940 |13 [14]. A ideia era utili-

zar a nao-comutatividade em altos momentos afim de controlar a divergéncia ultravioleta.

Atualmente verificou-se que a dindmica de uma corda aberta presente ao um campo

antissimétrico, pode ser descrita em termo de teorias de calibres ndo-comutativas [21].

Nas proximas secoes abordarei temas voltados para aplicacao futuras.

4.2 Quatizacao de Weyl

A formulacao nao-comutatividade espaco-temporal é fortemente inspirada nas ideias
da mecanica quantica usual. Uma destas ideias é associar uma coordenada z¢, do espaco
comutativo a um operador #¢ definido em um espaco nao-comutativo, estes operadores
obedecem as relacao (5.3). Supondo que os campos da teoria analisada sejam descritos
através de fungoes temos uma associacao entre as fungoes de campos classicos comutativo
®(x), que obedecem a regra de multiplicagdo ndo-comutativa e os operadores @(i), este
procedimento ¢ conhecido como correspondéncia Weyl-Moyal ®(z) — cfD(x) Pode se

~

representar os operadores ® (), como sendo uma serie de Fourier

(&) = (Qi)4 / T(k)p(k)d*E. (4.5)

Na equagao acima foi definido T'(k) = e*»*" e k,, é o nimeros e o termo ¢ representa

a transformada de Fourier dos campos cléssicos.

() = /eik”:””q)(x)d%. (4.6)

Escrevendo explicitamente a forma de (5.5), teremos:

(i) = (271T>4 / / ethnd” othut" o () dzd'k
B(3) = / A(2)®(x)d'z. (4.7)
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Foi usada a definicao:

A 1 ik, 21 ik, o
Ax) = /e”ﬂ“x ek di. (4.8)

O termo A faz o mapeamento ®() — ®(z), e se fizermos © = 0 a equacio acima
se torna simplesmente a fun¢ao delta de Dirac (& — z). Podemos introduzir uma outra

operagao, o trago Tr, fazendo isto na equacao (5.7), teremos
Trd(s) = / TrA(z)®(z)d . (4.9)

Vamos escolher a normalizacdo TrA(z) = 1, desta forma teremos a seguinte expressao;

Trd (@) = / O (x)d . (4.10)

Com este resultado temos que, o traco dos campos nao-comutativos é uma integracao

dos campos no espaco comutativo.

4.3 Produto estrela

Na secao anterior foi discutido como ocorre o mapeamento dos campos definidos em

espacos comutativos para uma descricao nao-comutativa.

Nesta secao vamos investigar como ocorre o produto de dois campos no espago nao-
comutativo. Este procedimento é conhecido como produto Groneworld-Moyal, também

conhecido como produto estrela.

Utilizando a equacao (5.5), o produto de dois campos em um espago nao-comutativo

segue

bi(5)0aa) = [ / Tk d ()T (@)1 (Kl
= // d4l<: d4 -T(k + q)e” 5RO e b (1) bo(q) (4.11)

Na equacao acima foi utilizada a seguinte relacao, que facilmente pode ser demostrada
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utilizando a formula de Baker-Campbell-Hausdorf:eeB = eA+BezlAB],

T(k)T(q) = T(k + q)e” 2" (4.12)

Vamos multiplicar pela a direita 7'7(p), na equacio (5.11),

b0 ) = / o d4 T(k+ )T (p)e 350", (W)g(e).  (4.13)

Podemos relacionar T7(p) com T'(p), da seguinte forma: T7(p) = T'(—p), uma vez que
(2T = 7).

4 4 .
B, (#)Bo(2)T" (p) / / a d Tk + g — p)es F+0s0" e 350" 0 g (1) 6, (g).
(4.14)

Vamos tomar o traco da equagao acima, mas primeiro vamos analisar,

TrT (k) = /d4x (x| |z) = /d%ek“zu = (2m)*0* (k). (4.15)

Tomando o trago em (5.14) e utilizando a equagao (2.15), teremos,

. Ak d4 ; vy ik o
Tr @1(x)q>2(x)TT(p)] = // )4(54(k—|—q—p)ez(k+q)u9 Py o= 5ku® @ by (k) ba(q)

d4k: d4 T TN
R

(4.16)

Podemos inverter a equagao acima
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/ %e—ipuw”Tr Dy (2) Dy (2)TT (p)] (4.17)

d*k  d'q d'p ; ; o @RV ;
_ d4 —ipyah k ikpyt —ipuy* — sk O* qu gy
/(27r)4 (2m)4 y(27r)4e ¢1(k)e™* e ¢z ¢2(q)e

d*k  dq dp ; i v ;
_ d: —ipy (zH—yH) k)etkuy" o= 5ku®" au igquy*
/(2#)4 (2m)4 y(27r>4e k)e™ e #a{a)e

d*k  diq ikpyt — Lk Om iquy”
:/(2—77)4(27T)4d4y54($—y))¢1(k)6 Bt T3 O gy () et

'k diq e i o i
= [ G (e e g i

= O (k)e 20" 0 @y (g). (4.18)

. . _ i v _; A g
Expandindo a exponencial e~ 29”9 encontraremos 1+ 5 9,00, + - - -.

Desta forma ja podemos definir o produto Moyal ou produto estrela(x);

d* Dl WY
Oy (z) % Po(z) = /(27:;46_”)”36 Tr |1 (2)Po(2)TT (p)
— q)l(x)ef%partialu@“uqu)Q(x) —
1\" 1
Ou()0a(0) + 5 (5 ) O+ 4 (] O B0, 440, Bu(0)

(4.19)
A equacao acima é nao-comutativa e se torna um produto ordinario quando se tem funcoes
onde 0 © = 0. Usando T7(0) = 1, e integrando ambos os lados em z, encontraremos;

/ d*a®y(z) x Po(z) = / d%%e‘”’””Tr [@ﬂi:)@ﬂi)TWp)}

[
— Tr [cﬁl(;ﬁ)%(@)} . (4.20)

Desta forma podemos reescrever este produto para varias funcoes;

K>
=

K
3

=

/d4m<1>1(x) *xox®p(x)="Tr [ (4.21)
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A integral acima é invariante por permutacoes ciclicas, tal afirmativa pode ser garan-

tida por conta da propriedade de ciclicidade do traco.

Um dos resultados de maior relevancia que podemos frisar aqui é uma propriedade
que conseguimos ao utilizar as equagoes (5.11) e (5.20) em um produto estrela entre dois

campos;

/d4x<1>1(x)*q)2(x) = Tr [Ci)l(i)‘i)2(j7)]

_ / i gy T )] 01(k)2(9)

- /%(§W§4(2w)454(k+q)6ék“guuq”¢1(k)¢2(@

- / %@(k)@(—k)

— /d4x<b1(x)<l>2(x). (4.22)

O resultado acima implica que, em qualquer parte de uma acao quadratica nao-
comutativa, se resume ao caso ordinario. A algebra de dois operadores nao-comutativos

é equivalente a algebra de fungoes deformadas pelo o produto Moyal.

4.4 Regras de Feynman e quantizacao para teorias de
campos nao-comutativas

O que nos estudamos até agora em teorias nao-comutativas é que basta substituir
o produto casual pelo o produto estrela(x). Quando ha teoria de calibre envolvida é
necessario modicar a estrutura do grupo de simetria, caso este que nao discutiremos
neste trabalho. Analisando o caso do campo real A¢?*, podemos escrever a sua acio nao-

comutativa da seguinte forma:

1 1 A
S[Q)}:/d‘lx b@u@*a“@—§m2<1>*<b—$(l>*®*cl>*<b . (4.23)

Fundamentado na equagdo (4.22), podemos afirmar que para uma teoria livre nao
existirda nenhuma alteracao no propagador de Feynman, a tinica mudanca serd no termo

de interacdo, de acordo com (4.5) e (4.21), escrevemos o produto estrela do termo de
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interacao no espaco dos momentos:

A
Sint = —E@*Q*Q*@

— _%/ [H%} Tr(T (k)T (ke)T (ks3)T (ka)]

X (1) P (k)P (k)P (ka). (4.24)

Utilizando as propriedades ja mencionadas do trago podemos reescrever o traco da

equacao acima, como:

Tr(T (k)T (k)T (k3)T (ky)] = Tr[T(ky + k)T (ks + ky)]e™ 1/ kathanks)
= Tr[T(ky + ky + kg + ky)]e I katkankat(Rrtha)A(ks +ka)]
— (27?')454(Zk’i)e_i[kl/\k2+k3/\k4+(k1+k2)/\(k3+k4)]. <425>

Note que foi utilizada uma defini¢ao da forma bilinear antissimétrica k; Ak;, na equacao

acima, podemos escrever a seguinte relacao para este termo;

ki A kj = ki O = —k; A k. (4.26)

Podemos escrever um resultado para um produto estrela de 4 campos de acordo com

os resultados acima,

/d4x¢>1(x) * Py () *x P3(x) % Py(x) =

/ [H = ] (27T)454(Z ki)V (K1, ka)du(Ra), - 1 (ka). (4.27)

. 4
V(k’l, k’g, k’g, ]{?4) = Exp (—% Z k?z A\ ]{3]> . (428)

i<j=1

Podemos entao concluir que a principal alteracao da nao-comutatividade em teorias de

campos, é modificar o termo de interacao, acrescentando um fator de fase dependente dos
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momentos. Em decorréncia a estes fatores oscilatorios, é de se esperar um comportamento
mais aceitavel nas regioes de ultravioleta da teoria. Podemos nos aprofundar e ver que,
os diagramas de Feynman podem ser separados em dois termos: planar e nao planar. A
parte planar é semelhante ao caso comutativo, ja a parte nao planar fica multiplicada pelo
o fator de fase. Nao é de fato interesse deste trabalho tal discursarao para uma visao mais

detalhada deste assunto pode ser encontrada em [20].

4.5 Acoplamento com a matéria

Nesta secao faremos a primeira aplicagao do método descrito nas secoes anteriores, mas
ainda no espaco comutativo. A lagrangiana que serd usada para descrevé-la a interacao

com a matéria ¢ da teoria de Klein-Gordon;

L = /9(0.09" 0,0 — m*$?). (4.29)

Agora aplicando as equagoes (1.8), (1.9) e (1.10) na equagao acima, deve-se encontrar,

Lo = (1 GahD@u0" — sh*)0,6 - m'6?)
 (3,60"6 — > — KO,00,0)
%Rhg(amaw 28 — kh,00,0) (4.30)

O resultado esperado é de primeira ordem em h,,, desta forma a equacao acima se

2

conduz a:

Lo = %mg(@uw% _m28%) — Kh8,60,6. (4.31)

A partir da equagao (4.31), podemos encontrar a expressio para o vértice da teoria.
Este tipo de interacao descrito pela a equagao acima é de um graviton com dois campos

escalares, o vértice desta interacao pode ser facilmente calculado e terd como resultado:

/ k v / v v /
V(p,p)z—% ("™ +p " = {(p-p) —m*}]. (4.32)

Este vértice tem a sua representacao grafica na seguinte maneira:
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Figura 1: Forma diagramatica do vértice interacao de 1 graviton com 2 campos escalares.

4.5.1 Calculo do vértice.

A equacao que descreve a interagao do campo do graviton com a matéria é (4.31), que

pode ser reescrita como:

Lie = %“hmml? —m?¢?) - %“h“”(amw* +0.9°0,9)- (4.33)

O segundo termo da equagao (4.33), foi obtido pela a soma das partes simétrica da

equagao (4.31).

A expressao dos vértices nos espagos dos momentos pode ser encontrada utilizando a

equagao (4.28), ou uma forma mais explicita dada por [22].

Oy - fpVy = i/d4$1 e dr g dhyy - dry, e Pty Gy

w0 00
5¢1 (IL’1> 5¢m(xm) 5H{“V1 (yl) 5H#nyn (yn)
w0 0
SAT™ (1) SAR" (yn)
X Lint (1, s Oy Hyy ooy Hyy A, -+ An) (), (4.34)
onde, L;,, representa a lagrangiana de interacao, ¢, - - - , ¢,,, representam os campos esca-
lares ,H{""' (y1), - - - , HE"""(y,,), representam os campos gravitacionais, Ay (y1), -+, A" (yn),
representam os campos de gauge e as grandezas py,--- , P, € q1, " , ¢, Tepresentam os

momentos externos dos campos escalares e dos campos de gauge e gravitacional, respec-

tivamente.

Substituindo a equagao (4.33), na equacao (4.34), teremos que o vértice podera ser

escrito como:
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" (p,p) =

. ; o
2/d4xd4x1d4x2d4x3ez[p“ P'oatgus)

) 0 )
0o (1) 66(w2) 0H,,, (3)

x‘{éﬁhzuém¢F-—7n?¢2>—-%mhmxa“¢a"¢*+—a“¢*a”¢>}. (4.35)

Agora, aplicando os deltas na equagao (4.35) tem-se:

0" (p,p")

. : o
Z/d4xd4x1d4x2d4x3ez[px1 P’ z24qr3)

x5z = 20,91 — m?6?)

—%mxx ) (0P + 0P G)}

0

dp(z1)
x{%m]“”é(cc — 23)(0,00"0(z — z9) — m2pd(z — x5))

. ; i
z/d4xd4x1d4x2d4x361m1 P'eatgrs]

—%ms(x — 25) (07007 5(x — ) + D5 — 22)0 )}
i/d4xd4x1d4x2d4x36i[’m_”/z”m}

x{%lm“”é(x —23)(0,0(x — 21)0"6(x — xq)

—m?*§(z — z1)0(x — 29))

—%Hé(x —x3)(0"0(x — 21)0"6(x — x2)

+0H0(x — x9)0"6(x — x1)) }. (4.36)

Usando os seguintes resultados das defini¢oes da fungao d(x), no espago dos momentos:

na equacao (4.36);

d4p1 ip1(x—xq
(5(1‘ — $1) == /Wep ( ), (437)
d4p2 ip2(T—xo
d(x —xg) = / (27r)4€p (@=z2) (4.38)
/d4x36iqx35(x — x3) = €', (4.39)
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1K

" pr) = 2 d*zd*wyd wod* zae!Pr1 P w2t ]
d pl d pQ
X v a eiP1(z—11) gp ip2(z—x2)
{-n / / @i

_m2 / &eipl(l’—@’l)/ d* D2 eim(ac—m))
(27T)4 (27r)4
d4p1 . d4p2 )
o+ | —— Zpl(mxl)a'//_ ip2(z—x2)
+( /(27)46 (2#)46

d4p ino(x—x v d4p ip1(z—z
+3u/(27r)246p2( 2)§H /Wem( 1. (4.40)

Agrupando os termos e aplicando as derivadas na equagio (4.40), teremos:

' T d' d* A ,
"np) = -5 d%m_pmm/ (2:)14/ (2:)24 / day e / dizyeir =)

x {=n"" ((ipra)(ipy") — m?) + ((ip{")(ipy) + (ipy") (ipd")) }
= _i_/i d4x6i[PI1_p’$2+q$]/ d4p1 / d4p2 /d4$1€ip1(33—$1)/d4£L‘2€iP2($—x2)
2 2nt ) @n)

X {=n" (=prapy —m?) — (p{'py +p7'pf")} (4.41)

Para resolver as integrais em x;, zo € nos momentos serda utilizando os seguintes

resultados:

/d4x16i(p_p1)x1 = (2m)*0(p1 — p) (4.42)
/ dtrpe” PHPIT: — ()45 () + py) (4.43)
/ d'p1d(p1 — p)(ip1y) = ip, (4.44)

/ d'pad(p’ + pa)(ipay) = —ipl, (4.45)

aplicando em (4.41),
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i T— d* d* o
@wj(p,p/) = _E d4w€z[pﬂc1 P’ z2+qx] / (27]:)14 / (27?)24 /d4x1d4$261p1(a@ z1)+ip2(x—x2)
< {=n" (=prapy’ —m?) — (0{'py + pi'p3")}

: 4 4
— _E d4xeih’$1—l’/$2+q$] / d D1 / d D2 /d4x1d4x2eip1z—ip1x1+z’p2m—z‘p2x2
2 2m)t ) (2r)

x {=n" (—=prapy’ —m*) — (pi'py + ' pd")}

K . d*p, , d*py -
= —— d4 i(p1+p2+q)x / - /d4 +1(pp1)931/ /d4 —i(p'+p2)w2
i xe o) x1€e @) Toe

x {=n"" (=piaps —m*) — (p{'py + P4}

) | gt i
= = d4$€1(p1+p2+q>x/ pl‘(27r)45(171 —P)/ b2 (2m)*0(p' + p2)

2 (2 (2
x {=n"" (—=prapy’ —m?) — (pi'py +pi'pi")}
= —% d*ze’ PO Lt (pop'™ —m®) + (p"p" + pP*)} - (4.46)

A integral que resta é um delta da seguinte forma:

/d4xei(p_pl+Q)I = (2m)*(p —p +q). (4.47)

Fazendo a substitui¢io de (4.47) em (4.46), obtém-se o resultado:

1K

oM (p,p') = 5

@2m)*o(p —p' + @) {—n" (pad’™ — m*) + (PP +p'p*)} .  (4.48)
A funcao delta na equacgao (4.48), mostra a conservagdo do momento no vértice,
representado na figura 1. Como mostrado anteriormente o resultado do vértice da teoria

tem-se:

V(k, k/) — _% {_null (pap/a . m?) 4 (p,uply +puplﬂ)} .

4.5.2 Veértice na teoria nao-comutativa

Na se¢ao anterior a equagao (4.33), mostra a lagrangiana da teoria de Klein-Gordon em
espacos comutativos, nesta secao seré feiro a anélise da mesma equacao, com a diferenca
da introducao do produto estrela j4 mencionado neste trabalho.

A equacao (4.33) na teoria da ndo-comutatividade pode ser escrita da seguinte forma:
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Lxag = %mhg * (0,0 % O'p — mPpx ¢) — %/{h’” * (0,0 * 0,0 + 0,0 * 0,0). (4.49)

Na equacao (4.28), mostra como calcular o fator exponencial para acrescentar no
termo de vértice, tem-se trés campos, logo teremos trés momentos (ky, ko, k3) ,recordando

a expressao e realizando as devidas substituicoes:

. 3
Vik, ko, k) = exp (-% 3 ki/\kj>

i<j=1

= €exp (—%[lﬁ N kQ + (]fl + ]{2) N kg]) s (450)

na equagao (4.27), podera ser observado que o fator exponencial esté sujeito a atuacao do

delta de Dirac, desta forma a expressdo (4.50), nos leva a seguinte conclusdo:

l
V(k‘l, ]{?2, ]{33) = 5(1{51 - k’g + k‘3)61’p (—§[k1 AN k’z + (k‘l + kg) VAN ]{?3])

= €exp (—%[lﬁ N kg + kl VAN kg + kz VAN k'g,])

N | =

= 633']?(— [kl/\kg—klAkz—i‘kg/\kl])

— e <%[/ﬁ A kg]) | (4.51)

Para encontrar a forma completa do vértice do diagrama nao-comutativo, deve-se

juntar as equagoes (4.51), com a (4.32), desta forma sera encontrado o seguinte resultado:

LK v (o v v i !
7(k, /{:/) _ 5 {_nu <pap/ . m2) + (p,up/ tp p/,u)} o3 (EAK'). (4.52)

onde se assumir ¢, ; = 0, modifica somente no termo de k; A k; = k;k;0; ;, pois a
equagao (4.50) devera retornar ao valor da equagao (4.32) quanto o fator de fase nao

existir [1§].
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4.5.3 Potencial nao-relativistico.

Uma teoria relativista da gravitagao deveria concordar com a teoria de Newton, no
limite de movimento em baixa velocidade em um campo gravitacional fraco. Assim,
vale a pena investigar se uma teoria linearizada da gravidade quadratica leva a lei nao-
relativistica Newtoniana para interagoes gravitacionais. Para isso vamos calcular o po-
tencial efetivo nao-relativistico para a interacao de dois bosons massivos idénticas de spin
nulo através de uma troca graviton. Um caminho alternativo é usar a propria amplitude
de espalhamento para definir o potencial. Esta descricao do potencial parece ser a forma
mais simples e intuitiva, ela foi utilizada por varios autores [14, 22 23, 24, 25, 26].Em
seguida serd utilizada a amplitude de espalhamento completo, a fim de representar o

potencial transformado de Fourier. A definicao é dada por:
<pliTlp> = —iV(q)@2r)é(E — E')

Da equacao acima, pode-se escrever o potencial nao-relativistico no espaco das coor-
denadas de modo|3];

1 Bk oo =
V(Z) = — TEVE). 4.54
@) =g [ e VE) (4.54)

Na equacio acima o termo V(¢) = M(¢), onde M(¢), & a matriz de espalhamento
e teve ser calculado separadamente. Para tornar mais facil o calculo, este termo pode ser

encontrado através da equacao,

My = T%”O_l 7‘%5, (4.55)

pv,af
o termo 7 ¢é o vértice do diagrama da teoria e Q,, .3, ¢ o propagador do graviton, o
calculo deste termo pode ser visto no Capitulo. Utilizando a lagrangiana de Einstein-
Hilbert,

2

a forma simetrizada e expandida como (1.6) e (1.7),adicionado com o fixador de gauge

de Feynman o = A3 = 0,\; = 1,\ = % (ver equacao(1.31)), sera encontrado o seguinte
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resultado a partir da equagao(2.7):

_ 7
Ouul,a,é’ = _@ (nuanuﬁ + NpsMva — nuvnaﬂ) . (457)

O grafico que representa a equacao (4.55), um espalhamento de dois bosons escalares

e um graviton, pode ser visto na figura 2,

Figura 2: Forma diagramatica do espalhamento 1 graviton com 2 campos escalares.

Substituindo a equagao (4.52) e (4.57) na equagao (4.55), encontraremos:

M = T“”O;iaﬁraﬁ
Z.HQ v / 2 UZ v/
= 3 {=n"" (pup™ — m?) + (p"p" + p"'p")}
X (Muatlvp + MusTva — NuwTag)
< {=n"" (guq® = m*) + (¢°¢" + ¢°¢*)} o3 (PAP) o5 (aNd")
ik?

= 32 - -d)+@-)0' -q)—@-P)q-d
—m3) = (q-q")(p-p' —mi)+2(p-p' —mi)(q-¢ —m3)]

—@2p-p —4lp-p —mD)(2q- —4lq-q —m)) ez ez (458)

No limite nao-relativistico, também conhecido como limite estatico, tem-se: m > |?|
e pipi = m? ou pip; = mym;, desta forma (p-p') =mi, (¢-¢)=mie(p-q) = -q) =

(p' - q') = mimsy a equacdo (4.58) se transforma em,
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iMnr = ;%22{4[(7711 sma)(my - ma) + (M - ma)(my - ma) — (my - ma)(ma - mo)]
—2[(my - ma)(my - Mg —m3) + (my My — M) (M - k)]
H(my - my —m2)(my - ma — m2) ez B ez (kanky)
= ;i];{zlmfmg}eéwp’)e%W’). (4.59)

Lembrando-se do valor de xk? = 327G, teremos como resultado a matriz de espalha-

mento nao-comutativo tomado no limite nao-relativistico:

2,2
Weg(p/\p%q/\q’), (4.60)

e comparando com a amplitude de espalhamento na aproximagao de Born equagao (4.53)

IMpyg =

e (4.54) tem-se como resultado:

V@) = o | LT RiMm(T)

“dmums | (27)P

3 .
= - ! 167erfm2/ d ei7‘7€%(/€1/\k'1+k2/\ké)
dmymeg 2] (2n)3¢?

ei?-?e%(p/\p/-i-q/\q/)' (4.61)

d*k
(2m) k2

= —4rGmims /

. ~ . .. i ’ ’
A teoria ndo-comutativa, colabora com o termo de fase adicional, ez®P'+ard)  ge
este termo for igual a um, caso cléssico, terfamos como resultado o valor do potencial

newtoniano usual,

Gm1m2

V(7)) =— (4.62)

r

Antes de resolver a integral da equacdo (4.61), tem-se que reescrever o fator de fase
vindo da nao-comutatividade. Olhando para a equagao (4.52), e o gréafico do espalhamento
que estamos trabalhando (figura 2), podemos afirmar que k = (¢ —¢') = —(p —p’). Desta
forma, da equagao (4.27), podemos observar que o fator de fase nao-comutativo esta sob
acao de um delta de conservagao d(p + ¢ — p' — ¢'), tomadas todas as consideragdes, o

fator pode ser reescrito como:
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i

exp |=(pADP +aAd)| = expilpAp +qgAp+q—17))]

= exp[t(pAP +qAp—qAD)]
= exp[ilpAp +aA(p—1))]
= exp [L(p AP +q A —k)]

= exp [tp NK], (4.63)

onde foi definido p = p’ — ¢/, como sendo o momento relativo de saida.

Aplicando a defini¢ao (4.26), o produto contido na equagao (4.63), resultara:
7 1
erp {5,0 A k] = exp [5/)“/61,9“”] . (4.64)

Para evitar problemas relacionados a violagao da unitariedade, é consistente conside-
rar somente a nao-comutatividade entre as coordenadas espaciais. Tal fato resulta que
devemos tomar ¢y, = 0. Tal procedimento nao ¢ tnico e formas mais elaboradas para
tratar esse problema sao discutidas em, 28] 29] 30].

Desta forma o termo da equagao(4.64), que sera diferente de zero sera:

exp Bp“k,ﬁ“”] = exp [ipikﬂiﬂ , (4.65)

substituindo o valor de §;; = %eijké’k, na equagao(4.65),

exp [%pikjeiijk] : (4.66)

Na equacao (4.66), o termo dentro da exponencial ¢ uma defini¢ao de produto vetorial

misto, da seguinte maneira:
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exp {%pikjeijkek} = eap [H(7 x ) ?} — exp {—f(? x 7) - ﬁ]

= exp [—%? (7 x ?)] = exp [—3(7 X ?) . ?] . (4.67)

Substituindo a equagao (4.67), na (4.61), encontraremos o valor do potencial gravita-

cional modificado pela a nao-comutatividade,

>k ;
V(Z) = —4%Gm1m2/—(2 )3k2€z??€4(7x7)-7

m
4

= —47TGm1m2/—(Qd)ljkzei(?_}iﬁxm'?
™
d*k 7

= —4WGm1m2/W617‘k (468)

%
o valor do parametro y foi definido como § = (7 — %7 X 0 ), ele nao é uma varia-
vel de integracdo. A expressao (4.68) pode se facilmente resolvida se forem utilizadas

coordenadas esféricas para o vetor 7:

V(?) — iﬂﬁ;ﬂn?/ d¢/ dk_/ COSQ i|y|-|k| cos 0

(2)
Gm1m2
= ——. 4.69
i (469
Substituindo a definicao de 7 a equacao (4.69), pode ser reescrita como:
V(?) _ _Gmlmg
]
. Gmlmg
N — - —
SR < BT - AR < 9)
. Gm1m2
VIR =17 - F x 0 -1 x 6 -7 +0(6)
_ Gmlmg
VITR = 4@ x %)- 7 +0(?)
- Gm1m2 (4.70)

\/]?P 1T .G o)

ondef:?x%>
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Tomando ¢, muito pequeno podemos expandir o denominador, desta forma encontra-

mos:
1= —]°2 1 - —]°2 1 1 - =
TP-ZL-60| =zt |1- L-d] = L0 4.71
substituindo na equagdo (4.70), encontraremos;

EE L

O resultado acima tem o mesmo formato do potencial elétrico nao-comutativo encon-

trado em [31],

Ze? Ze? 9
%:_ﬁﬂ_ﬂ?ﬁ+0w) (4.73)

definido em um espaco nao-comutativo.

Efeitos gravitacionais fenomenologicos sobre este assunto poderao ser estudado mais

profundamente nos trabalhos [32], 33].

No proximo capitulo estudaremos alteracoes no potencial gravitacional em um espaco

nao-comutativo devido & adicao de um termo de Chern-Simons.
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5 Potencial gravitacional da teoria
de Chern-Simons nao-comutativa.

No final do capitulo anterior vimos a alteracao gravitacional devido a introducao de
uma teoria de nao-comutatividade do espaco. Neste capitulo vamos analisar, qual serd o
ganho ao se adicionar um termo de Chern-Simons na agao de Einstein-Hilbert, também no
contexto da nao-comutatividade dos espacos. O procedimento a seguir sera ser semelhante

o da secao 4.5.3.

5.1 Lagrangiana de Einstein-Hilbert-Chern-Simons.

A lagrangiana de Einstein-Hilbert pode ser encontrada na equagio (4.56), e a lagran-

giana de Chern-Simons é encontrada na equagao (3.1),

Lepy+ Los = —E\/ER + EE)““ FZA (@FPV + §qurup) , (5.1)

o sinal negativo foi explicado na equacao (3.8).

Encontrar o propagador para a equagao acima devemos unir o operador de Einstein-
Hilbert, com o operador de Chern-Simons e depois inverter o operador, mais detalhes
desta operacao pode ser vista no capitulo 2. Pela a equacao (2.17), adotando o gauge de

Feynman e coletando os termos independentes de b, temos:

2 2_9
O =—k*P' — k2P? — %PO + %P (5.2)

O operador de Chern-Simons P encontrado na equagao (3.9):
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D87 8}/8 auaa
P = T[eawww - Tﬂ) + em/ﬂ(’?va O )
0,0 0,04
+€vra(Mus — EB) + €018 (Nua — MD ].

Deve ser somado com a equacdo (5.2), desta forma obtemos a seguinte forma do

operador que deveremos inverter;

2 pl 2 p2 oo | K=
O:—k;P—kP—EP +—P +— (5.3)
Seguindo os mesmos passos dos calculos realizados no capitulo |2 teremos a seguinte

imposicao;

00t =1 (5.4)
onde o termo O~! & o propagador que estamos interessados.

A forma mais geral possivel do propagador esta escrita na equagao (3.7), substituindo

os valores de (5.3) em (3.7), encontraremos:

1 M? 1
O'= 5P ——————P°+

1 1 %O 1 M
k2 k2(M? + k?) k2

- . .
20 T RROE R

P (5.5)

Esta equacao mostra explicitamente que devemos tomar um método encontrado na
secao 4.5.3 adicionando o fato que a estrutura do operador adicional vindo do termo de

Chern-Simons P, ird modificar o produto dos operadores P? e P.

5.2 Matriz de espalhamento M.

De posse do propagador, equagao (5.5), pode-se encontrar a matriz de espalhamento

M, definida na equagao (4.58):
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M = T“”OW aﬁT

= (%) {=n"" (pup™ —m*) + (0"p" +p'p")}

1 M? 1 1= 1 M
pto M prytpo 1F LM p
8 [H ROE ) R TR T RRAE B
x {_naﬁ (qaq/a _ ) + (qaq/ﬁ + qﬁq’a)} o3 (P1APY) o5 (a2/d5) (5.6)

Na equagao (5.6), existem alguns termos que nao irdo contribuir para o calculo da
matriz de espalhamento quando tomado o limite nao-relativistico(Myg). Analisando

somente o termo proporcional a P!:

ETWPITaB — <__H2> [TWTﬁkk + FHvr akk + FHvr kk5+ p akk

4k? 8k? k2 T g B v g2
— v B kﬂkl]’ja ks ]
= (;Tf) an kzl;’g + T“”TWUW% + TR, P k;;];ﬁ
+T“”mn"“% o A —k“k,zlzakﬂ]
- <;7f> [T Ty kzl;B + TWTMV% + TWTMV%
- (5 [ e g
= <ng<§> [47“”@,,2—2 - 47'“”71”,%];2} = (gTﬁj) AT 7, — 4717,
%T“VPITQB =0 (5.7)

—0
Com argumentos analogos pode-se chegar & mesma conclusao para P . Ja o iltimo termo

P, ele nao ira contribuir, pois o tensor de Levi-Civita nao admite repeticoes nos indices.

A equagao (5.6) dependera somente de P? e P°, lembrado das identidades definidas
no capitulo
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1 1 D—-2_9 1 =
P2 =3 ally va) T 1~ 4 Nuwwllap T Pl P
pr,af 2(”# T] 5_’_77#577 ) D _ 17711 n B + D _ 1 D _ 1 ’

1 1 — =0
PO = s — ——[P P
nv,af D_177M T] B D_l[ + ]

Aplicando os resultados encontrados em (5.7) na equacgao (5.6), junto com as identi-

dades acima definidas, lembrando que estamos em uma teoria definida em trés dimensoes

pode-se facilmente encontrar:

2

My = Tﬁ {=n" (pup™ — m?) + (P"p" + p"p")}
—M? 1

. [k2(M2 ol el

< {0 (qag™ —m*) + (¢°¢" + ¢"p'*) } e3P/ P ez (020)

2

— 8_]::2 {_T]uu (p'up/u o m2) + (puplzl _’_pyplu)}
—M?
X {m (nuanuﬁ + NusMva — nuunaﬂ) + N Nap
< A=1"7 (4aq = m?) + (0°¢” + ¢°q'") } ez ed ) (5.8)

A equagao (5.8) pode ser dividida em dois termos, um deles sera semelhante ao caso
estudado na equagao (4.58), este fato simplifica bastante o trabalho a ser realizado. O

resultado obtido da matriz de espalhamento seréa:

kll; (M;Afk:?)] <[ 4{p- a0 )+ )P o) — @ ) d)}

=2{- g -d+m*)+ @ +m*)(q¢-q)}

+<p . p/ + m2)<q . q/ + mz)]eé(pl/\p&)e%(‘&/\(&)
2
K )

+oz X 2 p) =30 = m)2a-q) = 3(a-d - m3)|e2®"%) (5.9)

Fazendo o limite nao-relativistico de modo semelhante ao da equagao (4.60), obtemos:

—M? 17
— | e2P"k, (5.10)

2.2
MNR = —1671‘Gm1m2 m + ]{32
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A equacao pode ser fatorada para maior simplificacao:

1 1 1 i
Myr = —167Gmim} [— (ﬁ - m) + ﬁ} e2Pk
1 i
_ 2,2 5PN
= 1671'Gmlm2 {m} e P

(5.11)

O fator de fase foi simplificado de maneira analoga, na discussdo da equacao (4.63).

5.3 Deformacao do potencial gravitacional.

Substituindo a expressao acima da equagao (4.54), podemos analisar qual sera a con-
tribuicao no potencial gravitacional quando se adiciona o termo de Chern-Simons. Além
da substituicao citada anteriormente deve-se efetuar os mesmos passos realizados nas
equagoes (4.64), (4.65), (4.66), (4.67) e (4.68), pode-se chegar ao seguinte resultado:

V(@) = —— u/ggfﬁﬁﬁa?)

 ArGmymy 9 1 TR
- /dkLﬂ+M46 | (5.12)

Reescrevendo a equagao (5.12) em coordenadas esféricas teremos que:

?7 = kycosb, (5.13)
d’k = kdkdo (5.14)

Substituindo as equagdes (5.13), (5.14) em (5.12):

- 477Gm1m2 * ’kf’ /27r ik 50
k) = ——— dk——— deg | e s
V(E) (2m)? /0 k2 + M2 J, [e }

0

k% + M?

onde Jy é a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero. Entretanto a integral
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I dxmm‘]zoi’zﬁ), s6 existe quando a > 0 e Re b > 0. Para encontrar o resultado da equacao

acima foi utilizado o software Mathematica®, usando este software podemos calcular o

valor da integral da equagao(b.15)como:
V(y) = —2Gmymy [Ko(My)] (5.16)

onde o valor Ky é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie de ordem zero.

No limite y — 0, V(y) comporta-se como:

2Gmymy (ln [@D (5.17)

por questao de simplificagdo omitimos uma constante aditiva. Substituindo a defini¢ao

do parametro y:
; sy 1y —

encontrado no capitulo 4, na equagao (5.17):

— - 1
M 1 2
[M] 1 9 1 - —
— - - 1 - —
2G'mime {ln 5 + 2ln {az ( 542 L 9)}
[M] 1 1 - —
= 2Gmymy {ln 5| +In|7| + Eln [1 — ﬁ[’ : 9}} (5.18)

onde z = |7|.

Expandido em série de Taylor a expressao acima para valores de 6 pequenos:
M 1 = —
Vo = 2Gmime {ln [?1 +in(z)—-—L -0 }

= 2G'mimsy {ln {—

> (5.19)

Deste resultado tomamos a seguinte conclusao: a estrutura da gravitagao acrescida de
um termo de Chern-Simons na origem [7], ¢ modificada no cenério da ndo-comutatividade

- —
quebrando a isotropia devido ao termo L - 6.
No limite y — oo a expressdo de V (y), se comporta como:

— 2Gmymgy { MZ—yeMy} . (5.20)

Longe da origem tem-se uma alteracao na expressao devido a nao-comutatividade.
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Recordando o valor do termo y equagao (4.71), onde foi encontrado o valor do mo6dulo
de 7 e expandido para o valores de # muito pequeno. Iremos substituir o resultado na

equagao (5.18):

o [ [ e My
Ve = -9 T
6 mims _ oM \/ﬂ }
N 7.7 1— —]7d
= —2Gmimay me_M”%L'e {:1:2—5[/ . 8] ]
i ™ M7 | 1 1 - =
= —2Gmm e Mroi L0 — 4 -L -0
H |V 2M r2  Qrixz
r - - >
s M- — 1 L4
= —2Gmim e Mri1 4L .4 — + -
e 2M | 4z :| T2 8r2r32
- - —
1 L0 M- —1
= —2Gmims LB_M“T — —+—L-0—
2M x2 332335 4z xr2
r ) - —
T L4 M- —
= _9 —Mz —L -0 21
SUCULS Vb yyous [ TR T ” (5:21)

Notamos que longe da origem, o potencial gravitacional com adicao do termo de
Chern-Simons [7], também é quebrado a isotropia pela a inclusdo da teoria da nao-
comutatividade no espago-tempo. Ambos os resultados (5.19) e (5.21) carregam a mesma
esséncia, quebra da isotropia do espaco. Caracteristica esta devida a nao-comutatividade

do espago-tempo.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos quais seriam as contribuicoes que uma teoria da nao-
comutatividade no espago-tempo acrescentaria na gravidade topologicamente massiva.
Particularmente calculamos contribui¢ao da nao-comutatividade em dois casos: primeiro
na teoria de gravidade de Einstein-Hilbert e posteriormente acrescentando um termo de
Chern-Simons, até a ordem em tree level, sem loop. A seguir, resumimos algumas conclu-

soes extraidas deste trabalho.

Antes de calcular as contribuicoes, devemos entender como conseguir extrair o pro-
pagador do graviton de uma teoria quadratica da gravitagao. Fizemos isto no caso mais
geral em D-dimensoes, mesmo que a intencao sendo aplicar em sistema de baixas dimen-
soes. Todos os passos ja bem definidos para calcular o propagador do graviton, aplicamos

na gravidade com um termo adicional topoldgico.

De posse do propagador da nossa teoria, fizemos uma breve revisao da teoria nao-
comutativa do espago-tempo. Notamos que ela modifica o produto dos campos acrescen-
tando um fator de fase, modificacao esta que nao afeta a teoria da gravidade quadrética
nos campos. Acoplando com a matéria construimos o vértice da teoria e notamos que
o fator de fase da nao-comutatividade corre nos vértices. Neste ponto temos todos os

ingredientes para abordar o problema e estudar possiveis modificagoes.

Nossa conclusao sobre a insercao da nao-comutatividade na gravidade usual e acres-
cida de um termo topolégico é que em ambos os casos a isotropia ¢ quebrada. No caso
de gravidade com termo de Chern-Simons a isotropia é quebrada tanto na origem quanto

longe dela.

Finalizando, o resultado encontrado no trabalho sugere como perspectivas futuras de
continuacao podendo analisar a extensao para a ordem de um loop, e usar termos de
gravidade quadrética em altas ordens R?, wa, que a principio pode ser uma saida para
ter uma gravidade em (2+1) dimensdes que nao seja dinamicamente trivial e possa ser

renormalizéavel[7].
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