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Resumo

A presente tese estd dividida em trés partes: 1) Teleportagao de portas quanticas;
2) Busca numérica por entrelagadores universais; 3) Conexoes entre a informagao quéntica e a
teoria dos numeros. No que diz a teleportacdo de portas quanticas, um critério de separabili-
dade para matrizes normais é usada para encontrar as condigoes analiticas da preservacao da
separabilidade sob conjugacao. Tais condi¢bes analiticas permitiram encontrar a forma geral
de um elemento do grupo de Clifford em C%, assim como também entender o papel da base de
medigdo no protocolo de teleportacdo de portas quanticas. Considerando a busca por entrela-
cadores universais, o mesmo critério de separabilidade de matrizes normais foi utilizado como
funcdo de aptiddo em uma heuristica computacional aplicada para encontrar bons candidatos
a entrelacadores universais nos espacos de Hilbert de dimensdes C3 @ C* e C* @ C*. Por fim,
sobre as conexoOes da informacdo quantica com a teoria dos nimeros, é apresentado um es-
tudo da preparacdo e entrelagamento de varios estados quanticos de multiplos qubits baseados
em sequéncias de nimeros inteiros. Apresenta-se ainda o circuito quantico Riemanniano, um
circuito quantico cujos autovalores sao relacionados aos zeros da funcio Zeta de Riemann. A
existéncia deste circuito prova que é sempre possivel construir um sistema, fisico relacionado a

uma quantidade finita de zeros.

Palavras-chave: Informacao quantica. Teleportacdo de portas quanticas. Separabilidade do

produto tensorial. Grupo de Clifford. Entrelagadores universais. Funcao Zeta de Riemann.
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Abstract

The present thesis can be divided in three parts: 1) Quantum gate teleportation;
2) Numerical search of universal entanglers; 3) Connections between quantum information and
number theory. Regarding the quantum gate teleportation, a separability criterion of normal
matrices is used to find the analytical conditions of the preservation of separability under con-
jugation. That analytical condition allowed to find the general formula of an element of C*
Clifford group, as well to understand the role of the basis of measurement in the quantum gate
teleportation protocol. Considering the searching for universal entanglers, the same separabi-
lity criterion of normal matrices was used as fitness function in a computational heuristics, in
prder to find good candidates for universal entanglers in C3 ® C* and C* ® C* Hilbert spaces.
At last, in the connection of quantum information with the number theory, it is presented
the study of the preparation and entanglement of several multi-qubit quantum states based in
integer sequences, and the Riemannian quantum circuit, a quantum circuit whose eigenvalues
are related to the zeros of the Riemann zeta function. The existence of such circuit proves that

is always possible to construct a physical system related to a finite amount of zeros.

Keywords: Quantum information. Quantum gate teleportation. Separability of tensorial

product. Clifford group. Universal entanglers. Riemann zeta function.
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Capitulo 1

Introducao

No século XX a humanidade experimentou seu maior ritmo de evolugao cientifica,
grandes avangos foram realizados em campos como a matematica, fisica, quimica, engenharia
e medicina. Apenas para citar um exemplo, tem-se o Projeto Genoma Humano [3] iniciado em
1990 por iniciativa do Departamento de Energia dos Estados Unidos [4]. Com or¢amento inicial
de 50 bilhoes de délares e duracao prevista de 15 anos, seu objetivo foi realizar um mapeamento
genético do ser humano. Além disso, estava previsto a construcdo de um banco de dados es-
truturado para tais informagoes, a busca por ferramentas eficientes para a analise desses dados
e, por fim, a disponibilizacdo desses dados para potencializar novas pesquisas biologicas. Este,
assim como muitos outros grandes projetos cientificos desenvolvidos em nossa historia recente,
possui uma importante caracteristica comum: o papel fundamental do poder computacional
na catalisacdo das descobertas cientificas. Essa é certamente uma das motivacoes da busca
pela construgao de um computador quantico.

A jornada pela obtengdo de um computador quantico comecou com Paul Beni-
off [5], que foi quem primeiro pensou na possibilidade de implementar maquinas de Turing
baseadas na mecénica quantica, teve seu passo seguinte dado por Richard Feynman [6], que
fez ponderacdes importantes sobre a natureza, indagando-se sobre a possibilidade de reali-
zar simulagoes perfeitas das leis naturais usando computadores. Um pouco mais adiante, em
1985 [7], foi a vez de David Deutsch introduzir a ideia de que a mecénica quéantica poderia ser
utilizada ndo apenas para simular a natureza, mas também para realizar calculos formais. E
creditada a ele a atual ideia do que é um computador quantico, o modelo de circuitos quanticos
e o enunciado do primeiro problema que um computador quantico resolveria de maneira mais
eficiente que sua contrapartida classica.

Embora a ideia de manipular a informagao através de fendmenos quanticos fosse
muito interessante seria necessario, como é de praxe na tecnologia, a formalizagdo de um
importante problema pratico para o qual um computador quantico pudesse apresentar melhores

resultados que os computadores classicos. Nesse sentido, largos e definitivos passos foram dados
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por Peter Shor e Lov Grover ao apresentarem, respectivamente, algoritmos para a fatoragao [8]
e busca em uma base de dados nao estruturada [9]. Desde as descobertas de Shor e Gover uma
grande quantidade de pesquisa tem sido devotada ao estudo da manipulagdo da informacao
através de fendmenos da mecanica quéntica e muito progresso tem sido obtido.

A computacdo quéntica surge como uma grande promessa para elevar o poder
de processamento computacional a um novo patamar, onde os atuais computadores cldssi-
cos estao fisicamente impedidos de alcancar [10], permitindo-a executar eficientemente tarefas
consideradas classicamente intrataveis [11], tais como a fatoracdo em ntimeros primos. Tal
poder advém, basicamente, da exploracao de fendmenos tais como superposicao, interferéncia
e entrelacamento [12].

Por fim, faz-se mandatério ressaltar, Deutsch é muito enfético ao afirmar em [13]
que a computagdo quantica ndo é apenas uma nova tecnologia para implementacdo da mé-
quina de Turing tradicional. Conceitualmente um computador quantico é uma maquina capaz
de efetuar tipos de computacdo completamente novos que sdo impossiveis, mesmo em prin-
cipio, para um computador classico, como pode ser exemplificado através do algoritmo de
Deutsch-Jozsa [10]. Portanto, a computagdo quantica é um meio inconfundivelmente novo de
utilizar a natureza. Essencialmente disso decorre a necessidade do desenvolvimento de uma
extensa e nova gama de ferramentas, protocolos e algoritmos que fundamentem esse corpo de

conhecimento. Essa tese é uma pequena parte deste esforco global.

1.1 Teleportabilidade

Desde que foi proposta em [14] a teleportagdo tem sido alvo de intensa pesquisa, em
parte por que ela talvez seja uma das mais intrigantes aplicacoes das correlacées nao classicas
apontadas por Einstein em seu famoso artigo [15] no qual contesta a completude da mecanica
quantica no papel de descrever a realidade fisica da natureza.

Em linhas gerais a teleportagdo quéantica é o processo através do qual se pode
realizar a transferéncia de um estado quantico arbitrario de uma parte a outra sem que haja um
canal quéntico fisico entre elas. Além da proposta original, muitos outros trabalhos buscaram
fornecer explicagoes adicionais sobre o fenémeno, tais como [16] e [17].

Por mais interessante que algo pareca ser, na tecnologia se sabe que sua relevancia
reside essencialmente na sua aplicabilidade. Neste quesito a teleportagdo nao deixa a desejar,
justificando o motivo pelo qual ela assume um papel de destaque na teoria da informagcao
quantica. Dentre essas aplicacOes destacam-se as seguintes areas: criptografia, comunicacao e
construcao de portas quanticas.

O presente trabalho é um passo adiante na generalizacido construida em [18] dos
resultados apresentados por Gottesman e Chuang [1]. Aborda a teleportacdo de portas quan-
ticas por varias perspectivas de modo a permitir um amplo entendimento sobre a questao.

Sao estabelecidos critérios necessarios e suficientes para definir a teleportabilidade de portas
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quanticas, ou seja, a probabilidade de sucesso da teleportacdo de uma porta quantica de acordo

com a base de medi¢do e o estado entrelacado recurso utilizados.

1.2 Entrelacadores universais

Talvez nao seja exagero afirmar que o entrelagamento é o fendmeno mais estudado
na teoria da informacao quantica, nem tao pouco que ele é um dos mais contra-intuitivos feno-
menos fisicos conhecidos. Seja como for, fato é que o entrelacamento quéntico desempenha
um papel central na teoria da informacdo quantica, considerado um recurso fisico fundamen-
tal para muitas tarefas interessantes, tais como a teleportagdo [14] e alguns protocolos de

criptografia [19].

Deste modo, uma relevante atengao tem sido dedicada ao estudo dos entrelaca-
dores [20-23], buscando entender suas propriedades, construcio e aplicagoes. Uma classe
particularmente interessante de entrelacadores sao os chamados entrelacadores universais [24],
portas quanticas capazes de transformar qualquer estado desentrelagado (pertencentes a um es-
pago de Hilbert apropriado) em um estado entrelagado. Neste trabalho sdo utilizadas algumas
relacbes que verificam a separabilidade de estados quanticos para, com o apoio de heuristicas

computacionais, buscar bons candidatos a entrelacadores universais.

1.3 Informacao quantica e teoria dos niimeros

H4 algum tempo surgiram trabalhos [25-27] estabelecendo importantes conexoes
entre a teoria da informacdo quéntica e a teoria dos nimeros. Mais recentemente, novos
trabalhos [28-30] apontam fortes evidéncias de que a teoria da informagdo quantica pode
ser um ambiente fértil para desenvolver e testar ideias relacionadas a teorias dos ntmeros.
Estes trabalhos descrevem a manipulagao de problemas importantes, tais como a Hipdtese de

Riemann e a Conjectura de Goldbach.

Neste trabalho sdo estudadas as propriedades de estados quéinticos baseados em
sequéncias de niimeros inteiros, em especial o entrelacamento e a preparacdo daqueles usando
o algoritmo de Grover. Também, é mostrado como construir um circuito quintico cuja matriz
unitaria equivalente tem seus autovalores relacionados aos zeros da fungao zeta de Riemann.
A quantidade de zeros considerados é igual & dimensdo da matriz unitaria correspondente ao
circuito. De certa forma, tal circuito pode ser considerado um passo na realizacdo da sugestao

de Hilbert-Pdyla em um espaco de dimensao finita.
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1.4 Esta tese

1.4.1 Contribuicoes

As contribuigoes principais desta tese estao relacionadas a nocao de separabilidade,

a teleportacdo de portas quanticas e a algumas conexdes com a teoria dos nimeros. A lista

a seguir aponta as contribuigoes alcangadas e algumas observagoes decorrentes dos objetivos

centrais.

¢ Separabilidade

ii.

ii.

iv.

vi.

Proposigao do teorema acerca da preservagao da separabilidade sob conjugagéo (ver

pagina 49).

Proposicao do teorema que define a forma geral de um elemento do grupo de Clifford
(ver pagina 51).

Apresentacdo da forma geral, em notacdo exponencial, de um elemento separavel
do grupo U(4) (ver pégina 37).

Formulagao dos critérios para separabilidade de estados quanticos em particoes e

dimensdes arbitrarias (ver pagina 91).

. Aplicacdo da nocao de separabilidade de estados quanticos na busca por entrelaga-

dores universais (ver pagina 95).

Apontamento de incorretudes na literatura acerca de estados entrelacados e entre-

lagadores universais (ver paginas 92 e 94).

¢ Teleportabilidade

i.

ii.

iii.

iv.

A formulacéo analitica que explicita o papel da base de medicdo na teleportacao de

um estado quéntico arbitrario (ver pagina 57).

Proposicdo do teorema da teleportabilidade que descreve as condi¢des, necessarias
e suficientes, sob as quais se obtém uma teleportacao deterministica de portas de

dois qubits (ver pagina 66).

A caracterizagdo e parametrizacdo de bases de medicio tteis ao protocolo de tele-

portacao de portas quanticas (ver pagina 64).

A demonstragao da teleportacao de portas quanticas fora do grupo de Clifford (ver

pagina 73).

. A elucidacdo do papel do estado recurso no protocolo de teleportacdo de portas

quénticas, incluindo a definigdo da classe de estados tteis ao processo (ver pa-

gina 79).

¢ Teoria dos niimeros
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i. A definicdo do estado quéntico sequéncia e andalises acerca das propriedades de seu

entrelacamento e preparagao usando o algoritmo de Grover (ver pagina 102).

ii. Apontadas algumas caracteristicas dos estados sequéncias que sugerem contradi-
¢Oes na literatura acerca da interpretacdo das propriedades do estado Primo (ver

pagina 106).

iii. Proposi¢ao de novas sequéncias de nimeros inteiros inspiradas em estados quanticos

e entrelagamento (ver pagina 118).

iv. A formulagdo do circuito quantico de Riemann, uma realidade fisica associada aos

zeros da funcdo Zeta de Riemann (ver pagina 132).

v. Discussao sobre o entrelacamento do estado quantico de Riemann (ver pagina 129).

1.4.2 Conteddo e estrutura

Esta tese esta divida em 11 capitulos, iniciando por esta introducao. No Capitulo 2
a discussao ¢ iniciada com uma revisao do seminal trabalho de Bennett e seus colaboradores [14]
sobre a teleportacao de estados quénticos arbitrarios. Sao apresentados o circuito quantico e
uma descri¢do analitica de sua execucdo. Prosseguindo, discute-se o trabalho de Gottesman-
Chuang [1] no qual apresentam a teleportagdo como uma primitiva computacional e facilitadora
da construcao de portas quénticas tolerante a falhas. Ainda nesta secdo sdo apresentados: o
circuito quantico que descreve o processo, os resultados de uma simulacdo numérica deste
circuito e também um procedimento que pode ser utilizado para a geragdo de estados chaves
da teleportagao.

O Capitulo 3, que fecha a parte de fundamentacdo conceitual desta tese iniciada
no Capitulo 2, comeca por expor uma descricdo da representacao de qudits arbitrarios. Em
seguida, é discutida a agdo de portas quanticas sobre qudits, especialmente aquelas associadas
ao processo de teleportagdao. Apresenta-se uma descricdo analitica da teleportacao de portas de
dois qudits culminando em uma extensao do resultado para a teleportagao de portas atuando
sobre n qudits.

O Capitulo 4 desenvolve, com o apoio da noc¢ao de formas bilineares, uma das prin-
cipais ferramentas usadas ao longo da tese, a definicdo das condigbes necessarias e suficientes
para a separabilidade de uma da matriz. Apresenta ainda, como aplicagbes, os critérios para
a preservacao da separabilidade sob conjugacao e a forma geral do grupo de Clifford.

O Capitulo 5 apresenta um desenvolvimento analitico da teleportagdo de estados
quanticos através do qual é possivel entender os papéis de cada elemento do protocolo e, por
fim, perceber que o procedimento pode ser realizado a partir de uma base de medicao arbitraria.

No Capitulo 6 tem-se o desenvolvimento da nocao de teleportabilidade de portas
quanticas e bases de medicao através da qual se define quais os critérios uma porta quantica
deve atender para ser considerada teleportavel e quais critérios uma base de medicao deve

atender para poder ser utilizada no protocolo de teleportacao de portas quanticas. Também é
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discutida quando pode ser alcancada uma teleportacdo probabilistica e a fidelidade do estado
resultante em um cenério especifico de ruido.

O Capitulo 7 completa o estudo acerca do protocolo de teleportacdo de portas
quanticas abordando o problema sob a perspectiva do estado recurso usado. Define-se a classe
de estados capazes de gerar uma teleportacdo deterministica, assim como o resultado do pro-
tocolo quando usado estados fora desta classe.

No Capitulo 8 é aplicada a nocao de separabilidade em matrizes densidades para
encontrar critérios de separabilidade para estados puros. Posteriormente essa abordagem é
aplicada na busca por portas quinticas que sejam boas candidatas a serem entrelacadores
universais, portas capazes de gerar entrelacamento entre estados separaveis arbitrarios.

O Capitulo 9 define os chamados estados quanticos sequéncias, estados construidos
a partir de sequéncias de niimeros inteiros, e analisa algumas propriedades do entrelagamento
presente em tais estados. Sdo realizadas algumas comparac¢bes com o ja conhecido estado
Primo e uma discussdo sobre a preparagdo destes estados usando o algoritmo de Grover é
apresentada. Este entendimento pode ser ttil ao desenvolvimento de protocolos em dimensoes
superiores e/ou testar ideias em teoria dos nimeros.

O Capitulo 10 desenvolve a teoria do circuito quantico de Riemann, um circuito
que representa uma realidade fisica associada aos zeros da funcao Zeta de Riemann. Ainda, é
descrita uma aplicagao do referido circuito e realizada uma andlise do entrelacamento presente
no estado de Riemann.

Encerrando este trabalho, tem-se no Capitulo 11 a apresentacao das conclusoes e
perspectivas de trabalhos futuros. Ainda, como complemento, esta tese traz no Apéndice A a

descricao dos critérios de separabilidade de estados quanticos para varios casos particulares.
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Capitulo 2

Teleportacao de estados e portas
quanticas de dois qubits

Resumo

Neste capitulo serdo revisados os conceitos fundamentais do processo de te-
leportagdo de estados quanticos arbitrdarios e apontado alguns dos pontos que fazem a tele-
portagdo assumir uma posicio destacada na teoria da informacao qudntica. Esta discussdo
fornecerd parte da fundamentacdo necessdria ao entendimento dos resultados apresentados

nos proximos capitulos.

2.1 Introducao

Desde que foi proposta em [14], a teleportagdo tem sido alvo de intensa pesquisa,
em parte por que ela talvez seja uma das mais intrigantes aplicagcbes das correlagdes nao
classicas apontadas por Einstein em seu famoso artigo [15] no qual contesta a completude da
mecanica quantica no papel de descrever a realidade fisica da natureza.

Em linhas gerais, a teleportacdo quantica é o processo através do qual se pode
realizar a transferéncia de um estado quantico arbitrario [¢)) = «|0) + §|1) de uma parte
a outra sem que haja um portador do estado quantico. Além da proposta original, muitos
outros trabalhos buscaram fornecer explicagdes adicionais sobre o fenémeno, tais como [16]
e [17]. Varias realizagbes experimentais da teleportacao ja foram apresentadas & comunidade
cientifica, incluindo o uso de fétons [31], ressonancia magnética nuclear [32], e ions de célcio
presos em armadilhas [33].

Por mais interessante que algo pareca ser, na tecnologia sabe-se que sua relevancia

reside essencialmente na sua aplicabilidade. Neste quesito, a teleportagdo ndo deixa a desejar,

9
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justificando o motivo pelo qual ela assume um papel de destaque na teoria da informagao

quantica. Dentre essa aplicacbes destacam-se as seguintes areas:

¢ Criptografia quantica: [34-36]
¢ Comunicagdo e computagao: [37-40]

o Construcdo de portas quanticas: [1,41]

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Segdo 2.2 traz
uma revisdo do seminal trabalho de Bennett e seus colaboradores [14] sobre a teleportagao de
estados quanticos arbitrarios. Sao apresentados o circuito quantico e uma descri¢io analitica de
sua execugdo. Prosseguindo, a Segdo 2.3 discute o trabalho de Gottesman e Chuang [1] no qual
apresentam a teleportacdo como uma primitiva computacional e facilitadora da construgao de
portas quénticas tolerante a falhas. Ainda nesta secdo, sdo apresentados o circuito quantico
que descreve o processo, os resultados de uma simulacdo numérica deste circuito e também um
procedimento que pode ser utilizado para a geracdo de estados chaves da teleportagdo. Por

fim a Secdo 2.4 apresenta as conclusoes.

2.2 Teleportacao de estados quanticos

O teleporte quantico é tradicionalmente explicado na literatura através de uma
atividade a ser realizada entre duas partes cooperantes, normalmente intituladas Alice e Bob. O
ponto central esta na possibilidade de Alice enviar um estado quéntico arbitrario, desconhecido
mesmo para ela, a Bob sem que no entanto haja um portador fisico entre eles. O estado recebido
por Bob deve ser absolutamente idéntico ao enviado por Alice.

Sabendo que um estado quéntico arbitrario de um sistema fisico de dois niveis
pode ser representado por 1) = «|0) + 5 ]1), em que « e [ sdo as amplitudes de probabilidade
do estado, alguém pode pensar na possibilidade de transmissao classica dos valores de a e f3.
Logo essa tentativa serd abandonada por dois detalhes, primeiro a teleportacdo requer uma
transferéncia perfeita, segundo os parametros a e 8 sdo nimeros complexos que variam em um
continuo, apenas obedecendo a relagio |a|? +|3]? = 1. Desta maneira, transmitir os valores de
a e [ pode vir a requerer que uma quantidade infinita de informacdo seja enviada [42]. Para
complicar ainda mais o cendrio, quando nao é Alice que gera |1) as leis da mecénica quintica
impedem que ela consiga conhecer com exatiddo os valores de « e § uma vez que ela dispoe
de apenas uma cépia de [1)).

Como pré-requisito fundamental para a realizacao da teleportacdo Alice e Bob
devem compartilhar um par EPR e dispor de um canal classico para troca de informagao, pois,
como sera visto adiante, Alice necessitara enviar a Bob dois bits de informagdo. Na sequéncia

serd apresentada a descricdo matematica do protocolo de teleportacao.



2.2. TELEPORTACAO DE ESTADOS QUANTICOS 11

2.2.1 Descricao matematica

A Figura 2.1 [42] mostra o circuito responsavel por implementar o protocolo de
teleportagao. Os dois qubits superiores pertencem a Alice e o qubit inferior pertence a Bob.
A caixa tracejada representa a geragao do par EPR compartilhada por Alice e Bob, enquanto
a caixa pontilhada representa a preparagdo para uma medi¢do na base de Bell. Por fim o
resultado da medi¢do dos dois qubits superiores sdo tomados como controle das operagoes X

e Z aplicadas ao qubit de Bob.

Figura 2.1: Circuito quantico que representa teleportacdo de um estado quantico arbitrario.

Os dois primeiros qubits pertencem a Alice e o terceiro pertence a Bob.

) (H—{A
[ |
0) 7@ — A
0) ———- (X F—{Z}— )

O estado inicial do circuito é composto pelo estado quéntico a ser teleportado |))
e o par EPR

| Boo) = ‘00>\211> (2.1)

compartilhado entre Alice e Bob, tal qual mostrado na equagao Equagao (2.4).

|$0)123 = [¥)|Boo) (2.2)
o0y = (alo) + g1y (L) 23)
[000) + a|011) + 3]100) + B|111)

‘¢0>123 = V2 . (2.4)

Dando sequéncia ao processamento do circuito tem-se o inicio da medi¢ao na base

de Bell, representado pela porta CNOT aplicada aos dois qubits de Alice, representado pelos
indices 1 e 2. O alvo da CNOT é a parte de Alice no par EPR enquanto o controle é o qubit

a ser teleportado. O resultado dessa etapa é apresentado na Equacao (2.5).

o [000) + |011) + B [110) + 3 ]101)

|¢1>123 = NG .

(2.5)

A finalizacado do processo de medicao na base de Bell é realizada pela aplicacao da

porta H no qubit alvo da teleportagao, cujo resultado é expresso pela Equagao (2.6).

|000) + « [100) 4 o [011) + o [111) + B]010) — B]110) + 3]001) — B]101)
5 :

|¢2>123 = (2.6)
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Reagrupando os termos da Equacao (2.6) de tal forma a colocar em evidéncia os
possiveis valores classicos resultantes da medicao, obtém-se o formato apresentado na Equa-
gao (2.7).

_100) (@]0) + 5 1)) + 101) (a [1) + §10)) + [10) (a]0) — 511) + [11) e |1) = 5 10))
62) 125 = ; -

(2.7)

Analisando os resultados até esse ponto, tem-se na Tabela 2.1', adaptada de [42],

uma descricdo do que ainda é necessario ser feito para completar o processo.

Tabela 2.1: Tabela de possiveis resultados da medicdo na base de Bell durante o processo de
teleportacdo de um estado quéntico arbitrario.

Medicao Estado resultante Correcao
00 al0) + B |1) 1
01 all) + 3|0) X
10 al0) — B11) A
11 all)y — 3|0) ZX

Caso Alice resolvesse ndo mandar os bits classicos oriundos da medigdo por ela
realizada seria impossivel completar a teleportacdo com sucesso uma vez que independente-
mente do estado a ser teleportado, a medi¢do na base de Bell sempre apresentara resultados
equiprovaveis, portanto, mesmo que Alice dispusesse de varias copias de [1)) para repetir o
processo Bob nunca conseguiria inferi-lo com certeza para o caso geral.

Essa caracteristica garante que a teleportacdo nao represente um paradoxo no que
diz respeito a transmissdo de informacao acima da velocidade da luz. Como é requerida a
transmissdo de informacao cldssica, a velocidade com a qual a teleportacdo se realiza fica
limitada a velocidade com a qual é transmitida a informacao classica participante do processo.
Também se deve observar que o estado |¢) originalmente utilizado por Alice ¢ destruido® pelo
processo de medicdo para posteriormente ser reconstruido por Bob usando sua particula do
par EPR, isso assegura que a teleportacdo nao viole o teorema da nao clonagem [42].

Seguindo entdo o protocolo, Alice envia para Bob os dois bits classicos obtidos
com a medigao dos dois primeiros qubits (a forma como essa informagao é representada e en-
viada é completamente irrelevante para o processo). Bob, de posse de tal informagdo, deve

agora executar uma dentre quatro possiveis operagoes de correcdo, alcancando assim em to-

INa notacéo de circuito vé-se a porta X sendo aplicada antes da porta Z, o que na representacao usual da
multiplicagdo de matrizes é descrita como ZX.

?Bennett e seus colaborados em seu trabalho original [14] apresentam a teleportacio como um procedimento
no qual um estado quantico pode ser dividido em duas partes, uma inteiramente classica e outra inteiramente
néo classica. Durante essa descricdo eles utilizam os termos disassemble e reconstruct.
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das as hipéteses a reconstrucdo do estado originalmente teleportado conforme mostrado pela
Tabela 2.1.

Usando a discussao apresentada anteriormente tem-se que todas as propriedades
associadas & particula alvo da teleportacao sobre o dominio de Alice sdo integralmente transmi-
tidas a particula integrante do par EPR que se encontra na posse de Bob. Nenhum mecanismo
serd capaz de identificar que a particula de Bob foi alvo de uma teleportagao, ela apresentara
a mesma estatistica de medidas e as mesmas correlagdes que a original, ou seja, caso a original
se encontrasse entrelacada com outros sistemas fisicos a resultante da teleportacdo também

estara de forma idéntica.

2.3 Teleportacao de portas quanticas sobre qubits

No ano de 1999 Gottesman e Chuang apresentaram um importante trabalho [1] no
qual apontavam duas interessantes aplicagoes para a teleportagio: sua contribuicdo na constru-
¢ao de portas quanticas tolerantes a falhas e sua utilizagdo como uma primitiva computacional.
A implementacgdo de computadores quanticos tem como uma das barreiras fundamentais as im-
perfeicoes das diversas propostas de realizagoes praticas [43], portanto técnicas e protocolos
no sentido da implementacao de operagoes tolerantes a falhas serd fundamental, e muito tem
sido feito nesse sentido [44-46]. Na outra direcao, a de maior interesse para este trabalho, eles
mostram que um computador quantico pode ser construido usando apenas operacoes quanticas
sobre um qubit, medidas na base de Bell e estados GHZ [47]. No centro da proposicao feita
por eles estd a medigao sobre estados entrelagados. Sabe-se que a medicdo pode ser consi-
derada uma interface entre os mundos quéntico e classico, sendo considerada uma operacio
irreversivel uma vez que destroéi a informacdo quantica substituindo-a por informagao classica.
Contudo eles argumentam que, encarando o processo sob o ponto de vista légico, essa destrui-
¢20 nao necessariamente ocorre em alguns casos, como principal exemplo disso citam a prépria
teleportagao.

Nas segOes seguintes serd revisitado o procedimento utilizado por Gottesman e
Chuang para fornecer uma espécie de generalizacdo do processo de teleportagdo no qual o
objetivo ndo é mais reconstruir no destino o estado inicial, mas sim o correspondente a acdo

de uma dada porta quantica atuando sobre este estado.

2.3.1 Teleportacao da porta CNOT

O processo é exemplificado através da teleportacdo da porta CNOT, cujo circuito
quéntico correspondente é mostrado na Figura 2.2, sendo |out) = CNOT |B) |a) e porta B
representa uma medicao na base de Bell cujo circuito pode ser visto na Figura 2.3. Uma andélise
cuidadosa do processo mostrara que se trata de uma idéia simples e similar a teleportacio

original, contudo traz consequéncias uteis e interessantes.
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Figura 2.2: Circuito quantico para teleportar a porta CNOT tal qual originalmente proposto

em [1].
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Figura 2.3: Circuito quantico que representa uma medicao na base de Bell para dois qubits.

A
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)

O estado |x) que aparece no circuito é considerado o recurso fisico que habilita
o processo de teleportagao da porta CNOT), ele é representado pela Equagdo (2.8) e dois
circuitos quéanticos para geré-lo sdo apresentados na Figura 2.4, em que |¢) = (]00) 4 |11))/v/2
e |y) = (]000) + |111))/v/2. O lado esquerdo da imagem apresenta a criacdo de |x) a partir
de dois pares EPR, enquanto do lado direito tem-se a criagdo a partir de dois estados GHZ de
trés particulas.

(100) + [11)) 100) + (01) + [10)) [11)

) = ; . (28)

Um ponto essencial da proposta é perceber que uma conjugacao por CNOT pre-
serva o grupo de Pauli, ou seja, algumas operacdes de Pauli sobre um qubit ocorridas antes de
uma CNOT sera igual a outras operagoes de Pauli apés uma CNOT. Ao conjunto de portas
que apresentam essa propriedade dé-se o nome de grupo de Clifford [48], para qualquer uma
dessas portas o procedimento aqui descrito serd completado com sucesso. O grupo de Clifford

C5 operando sobre 2 qubits é dado por:

Py = {&I,+il,£X,+iX,+Y,+iY + Z,+iZ}, (2.9)
P, = P&% (2.10)
¢, = {UeUW@|oeP,=UdUl € P} (2.11)
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Figura 2.4: Duas opgoes de circuitos quinticos para a criagdo do estado |x), Equagdo (2.8),

tal qual originalmente proposto em [1].
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Um exemplo da preservacao do grupo de Pauli pela CNOT é
CNOT(I® Z)CNOT' = (Z ® Z). (2.12)

Mesmo ja mencionada a questdo de que o procedimento serd completado com
sucesso para toda porta pertencente ao grupo de Clifford, Gottesman e Chuang indicam que
a teleportacdo da CNOT poe a teleportagdo como uma primitiva computacional, visto que
a CNOT mais portas de um qubit formam um conjunto universal [49]. A despeito de tudo
ja colocado até entdo neste capitulo a mais relevante contribuicdo do trabalho deles estd na
possibilidade de se realizar computacao quantica usando apenas portas de um qubit, medidas
na base de Bell e estados GHZ?.

A fim de checar a proposta de Gottesman-Chuang foi realizada uma execugao do
circuito quéntico apresentado na Figura 2.2. A Tabela 2.2 apresenta os resultados. Nela é
possivel ver o estado final do sistema associado a cada possibilidade de medigao classica e a
corregao associada. Para o estado geral de dois qubits |1)) = vg |00) 4+ vy |01) + va [10) + v3 |11)
tem-se que CNOT™ [h) = v |00) 4 v3|01) 4 vo |10) + vy |11)4, justo o estado final associado ao
resultado 0000 da medicao.

Tabela 2.2: Estado resultante da teleportacdo da porta CNOT operando sobre um estado
arbitrario de dois qubits em conjunto com a corregdo para cada medicao classica.

Medicao Resultado Corregao
0000 v0|00) + v3|01) 4+ v2|10) + v1|11) (I®I)

Continua na préxima pagina...

3Uma importante questéo apontada pelo trabalho é a possibilidade de realizar a C NOT apenas com portas
de um qubit, desde que se disponha de estados GHZ.

4Na notacio utilizada CNOT? representa uma CNOT tradicional mas agindo no primeiro qubit e sendo
controlada pelo segundo.
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Tabela 2.2 — continuagdo da pagina anterior.

Medicao Resultado Correcao
0001 v0|00) — v3|01) 4+ v2|10) — v1|11) (I®2)
0010 v1[00) + v2|01) + v3|10) + v0 |11) (X®X)
0011 —v1100) +v2(01) — v3]10) + v0[11) (I ® Z)(X ® X)
0100 v200) 4+ v1|01) 4+ v0|10) + v3|11) (X®I)
0101 v2[00) — v1|01) + v0 |10) — v3 |11) (X®Z2)
0110 v300) 4+ v0 |01) 4+ v1|10) + v2|11) (I®X)
0111  —v300) 4+ v0]01) — v1[10) + v2|11) (I® ZX)
1000 v0|00) — v3|01) — v2|10) + v1|11) (Z®Z)
1001 v0[00) + v3|01) — v2|10) — v1 |11) (Z®1I)
1010 v1|00) —v2|01) — 03 |10) +v0|11) (Z® Z)(X ® X)
1011 —v11]00) —v2(01) + v3]10) +0v0[11) (Z®I)(X @ X)
1100 —v2|00) + v1]01) +v0[10) —v3|11) (Z® Z)(X ®I)
1101 —v2100) — v1]01) 4+ v0[10) + v3|11) (ZX ®I)
1110 —3]00) +v0|01) +v1[10) —v2[11)  (Z® Z)(I ® X)
1111 v300) 4+ v0 |01) — v1|10) — v2|11) (Z®X)

2.3.2 Geracao do estado chave da teleportacao para outras portas € C,

E possivel estabelecer o procedimento bésico para a geracio de estados chaves que
servem como recurso no processo de teleportagdo de outras portas quinticas € Cy. Basta
para tanto colocar a porta de dois qubits desejada para atuar nos qubits centrais de dois pares
EPR, tal qual mostrado pela Figura 2.5. A Tabela 2.3 exibe alguns exemplos de estados chaves
associados & porta cuja a acdo eles sdo capazes de teleportar. E omitido na referida tabela o
fator 1/2 na coluna que apresenta o estado chave, além disso as portas CNOT e SWAP serao
representadas, respectivamente, pelos simbolos Cy e Sy. Ainda, CNOT™ representarad uma

CNOT controlada pelo segundo qubit.

Figura 2.5: Circuito quantico para a criacdo de estado chave utilizada no processo de telepor-

tacdo de uma dada porta U.

|7)

|7)

o
S
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Tabela 2.3: Tabela exemplificando estados chaves de teleportacdo, bem como suas respectivas
portas teleportadas.

Estado chave Porta
) + [0011) + [1101) + |1110) Cn

) ) ) ) SwCn

) ) ) ) Cy

) ) ) ) (X@IOn(X ®1I)

) ) ) ) Sw(l ® X)Cx(I @ X)

) ) ) ) (XeoX)IeX)Cy(leX)

) ) ) ) (XeX)IeX)Ox(I©X)
10001) + [1011) 4 [0110) + [1100) (X ®@ X)Sw (I ® X)Cx(I @ X)
|0011) + |0100) + [1000) + [1111) (I®X)Cx(I® X)

)+ )+ ) + )

) ) ) )

) ) ) )

) ) ) )

) ) ) )

) ) ) )

0000
0000) + [0111) + [1010) 4 1101
0000) + [0111) + |1011) 4 1100
0001) + [0010) + [1100) 4 1111
0001) + [1010) + [0100) 4 1111
0001) + [0110) + [1010) + 1101
0001) + [0110) + |1011) 4 1100

0011) + [0100) + |1001) + 1110
0011) + |0100) + [1110) + 1001
0011) + |0110) + [1000) + |1101
0011) + [1101) + |0110) 4 |1000
0111) + [1001) + |0010) 4 |1100
0111) + [1001) + |1010) 4 0100

(X ® X)SwCy
(X & X)SWcN
X)Sw(I® X)Ox(I ® X)
X)Sw(I @ X)Cx(I ® X)
(X ® X)SyCOx
(X ® X)Cy

2.4 Conclusao

Neste capitulo foi realizada uma revisdo do protocolo de teleportacao de estados
arbitrarios proposto por Bennett e seus colaboradores. Na sequéncia foi apresentada uma dis-
cussao sobre a proposta de Gottesman-Chuang na qual apresentam a teleportacdo como um
facilitador na construgéo de portas tolerantes a falha e também como uma primitiva compu-
tacional. Foi apresentada uma execucdo do procedimento na qual se pode observar o estado
resultante associado a cada possivel valor classico medido para o caso da teleportagao da porta
CNOT. Por fim descreveu-se a maneira de gerar estados chaves para a teleportacdo de portas

quanticas dentro do grupo de Clifford.






Capitulo 3

Teleportacao de portas quanticas
atuando em n qudits

Resumo

FEste capitulo apresenta uma descrigdo analitica que generaliza os resultados
apresentados por Gottesman e Chuang para a obtencdo da teleportacdo de portas quinticas
de n qudits em dimensoes arbitrdrias. Com isso, fecha-se a parte de fundamentacdo deste
trabalho.

3.1 Introducao

Conforme descrito no Capitulo 2, o trabalho proposto por Gottesman e Chuang [1]
teve uma importancia fundamental na teoria da informacado quantica, tanto pela perspectiva
de apresentar a teleportacdo como uma primitiva computacional quanto pela facilitacdo na
construcao de portas quanticas tolerantes a falhas. O trabalho original versa apenas sobre
portas de dois qubits. A discussdo a seguir faz uma generalizagdo deste resultado para um
espaco d-dimensional, ou seja operando sobre qudits de dimensao arbitraria. Apods alcancado
um resultado analitico descrevendo a teleportacdo de portas de dois qudits sera feita uma
consideracao sobre quais portas quanticas podem ser utilizadas com sucesso no processo de
teleportacao. O objetivo é apresentar condigoes mais gerais que a proposta no trabalho original,
onde a porta quintica deve pertencer ao grupo de Clifford [48].

O restante deste capitulo esta organizado da seguinte forma: A discussao é iniciada
na Secdo 3.2 com uma revisdo da representacdo de qudits. A Secdo 3.3 discute a acdo de
portas quanticas sobre qudits, especialmente aquelas associadas ao processo de teleportacao.

A Secdo 3.4 apresenta uma descricido analitica da generalizacio da teleportagdo de portas de 2

19
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qudits. A Secao 3.5 mostra uma extensao do resultado para a teleportacio de portas atuando

sobre n qudits. Por fim, a Secdo 3.6 apresenta as conclusoes.

3.2 Representacao de qudits

Como descrito anteriormente na Se¢ao 2.2, um qubit é um estado quantico em um
espaco de Hilbert de dimensao 2, portanto deve-se entendé-lo como uma combinacao linear dos
vetores da base candnica B = {|0),|1)} do referido espaco. Generalizando essa representacao
temos que um qudit é um estado quantico em um espaco de Hilbert d-dimensional. Neste caso

a base! canonica é definida como

Dessa forma, um estado quantico arbitrario em um espaco d-dimensional pode ser

descrito como
d—1
‘d\I/> = Z (673 ‘Z>, (3.2)
i=0

sendo |ag|? + |12 + - + |ag—1]? = 1.

3.3 Portas quanticas sobre qudits

Uma vez descrita a representacdo de qudits, o proximo passo é mostrar a acao
de portas quanticas sobre eles. Em esséncia serdo estudadas apenas as portas integrantes do

processo de teleportagao, sao elas:

o ¢X, qZ: As portas amplamente conhecidas que, aliada & porta Y, compdem o grupo de
Pauli®.

o ¢F: A porta que representa a transformada de Fourier quintica e desempenha para o

caso geral o papel que a Hadamard desempenha no caso bidimensional.

o ¢Gxor: A porta que generaliza para o caso d-dimensional o papel da CNOT no caso

bidimensional.

Existem algumas formas de chegar a esses resultados, como pode ser conferido
em [50], mas ao longo deste trabalho, salvo quando mencionado o contrério, serd utilizada a

abordagem apresentada em [51].

INa notacao utilizada o sobrescrito a esquerda representa a dimensdo de um estado ou porta quéntica.
2Alguns autores também incluem a porta 4.
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3.3.1 A acdo da porta ;X

A porta 4X operando sobre qubits (d = 2) pode ser descrita como uma operacao
de soma moédulo 2. Neste caso, pelo seu papel em inverter o bit de entrada ela é também
conhecida como bit-flip. No entanto, para o caso d-dimensional esse papel ndo se mantém. A

expressao
X |k) = |(k + 1) mod d) (3.3)

mostra que a acdo, na base computacional, é levar o estado de entrada ao estado da base
imediatamente a sua direita ou retornar ao inicio, caso o estado de entrada seja o ultimo da
base. Esse comportamento mostra que o bit-flip observado na dimensao 2 é um caso especifico
de um comportamento mais geral denominado de right shift bit. Para a dimensdao 4, por

exemplo, a acdo de 4 X nos estados da base computacional é dada por:

14X [3) = 10) .

A representacdo matricial da porta 4X é dada pela equacéo

1 sem=(n+1)modd
Amn :{ ( o ) (3.8)
0 caso contrario
Para as dimensoes 2, 3 e 4 este procedimento dé origem as matrizes
0 001
01 00l 10 00
X = , 3 X=]10 0|, 4X= 3.9
? l1o] ’ ! 0100 (39)
010
0010

3.3.2 A acdo da porta ;7

A acdo da porta 42 para o caso bidimensional é também conhecida como phase-flip
pelo seu papel em “inverter” a fase do qubit de entrada. A expressao que representa a acao da

porta 4Z em um estado da base candnica é

aZ [k) = (/)" 1y, (3.10)
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Para o caso de d = 4 tem-se:

iZ[0) = (/) o) =10y, (3.11)
2y = (@) )=, (3.12)
2P = ()12 =), (313)
WZ13) = (62“'/4)313):—i|3>. (3.14)

A representacao matricial da porta 4Z é dada pela expressio

e@mi/d)™ T oy — (3.15)
o, = ) .
" 0 sem#n

Para as dimensoes 2, 3 e 4 este procedimento origina as matrizes

10 0
1 0 ! 0 0 0 i 0
o7 = , 3Z=]0 (V3i—1)/2 0 , a2 = . (3.16)
0 -1 ) 00 -1 0
0 0 —(v/3i+1)/2
00 0 —i

3.3.3 A acdo da porta Hadamard generalizada — ;F

Em d = 2 a porta Hadamard é um caso particular da transformada de Fourier
discreta sobre um qubit. Para lidar com espacos de dimensao arbitraria ter-se-a4 que utilizar a

versao genuina, daqui por diante denotada por gF'. A acdo de 4F na base computacional é

aF k) = Z (2mikl/d) |1y, (3.17)
=0

Uma forma alternativa de expressar a Equagdo (3.17) e que serd util mais adiante

faz uso da Equagao (3.10) e é dada por

1 d—l
oF k) = d 1:0 (3.18)
Para d = 4 tem-se:
41710y = [|0) +[1) +[2) +[3)] /2, (3.19)
JF (1) = (o) +d[1) = [2) = [3)] /2, (3.20)

aF'[2) = 10) = 1) +12) = 3)] /2, (3.21)
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4F|3) = [0)—¢|1) —|2) +1i]|3)] /2. (3.22)
A representacdo matricial da porta 4F' é descrita pela expressao
A = €7D /4, (3.23)

Ao seguir-se esse procedimento para as dimensdes 2, 3 e 4 obtém-se as matrizes

1 1 1
1 [1 1 1
o = l ] sF=— 11 (V3i—-1)/2 —(3i+1)/2 ]|, (3.24)
valt Sl (VB2 (VBi-1)/2
1 1 1 1
1({1 2 -1 —3
WF = 3 1 1 1 -1 (3.25)
1 —: -1 1

3.3.4 A acado da porta ;Gxor

Por fim serd descrita a porta 4G xogr, cuja agdo sobre qubits sabe-se ser equiva-
lente & conhecida CNOT e dada por CNOT |k,l) = |k, (k + 1) mod 2), portanto tem-se que
2oGxor = CNOT. Intuitivamente, espera-se que a agio da porta ¢Gxor esteja relacionada a
acao da porta 4 X e, de fato, isso é observado em algumas generalizacOes presentes na literatura,
como por exemplo a descrigdo apresentada em [51]. Contudo, pela constatacao de maior ade-
réncia a abordagem analitica e resultados obtidos pelas simulacdes realizadas, optou-se nesse

trabalho por utilizar a defini¢do fornecida em [52], cuja agao é expressa pela equagao
dGxor |k, 1) = |k, (k—1)mod d) = |k, k). (3.26)

Ao revisitar-se algumas das propriedades dessa definicdo tem-se’:*:

i. Ela é unitéaria, portanto reversivel.
ii. Ela é Hermitiana.
iii. k&1 =0 (mod d) se, e somente se, k = [.

iv. Para o caso especial de qubits ela resume-se a acdo padrao da CNOT, visto que kol =
k@l (mod 2).

3Em que 6 representa a subtracio médulo d, portanto a & b equivale & (a — b) mod d.
‘Em que @ representa a adicdo médulo d, portanto a @ b equivale & (a4 b) mod d.
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Além das propriedades apontadas em [52], nota-se que essa defini¢do permite obter
a porta 4Cz° através de uma conhecida relacdo para o caso especial de qubits, mostrada na
Equagéao (3.27)

oCy = (2_[ X 2H) o CNOT (2[ X® 2H) . (327)

A forma generalizada da Equacao (3.27) é mostrada na Equagao (3.28) e nao pode

ser obtida diretamente usando-se a defini¢do dada em [51].

iCz = (al ® ¢F) aGxor (al ® 4F) . (3.28)

Tem-se ainda que uma execuc¢ao da teleportagao de portas de dois qudits usando a
definigdo em [51] ndo resulta em um estado que ndo requer corregao para o valor classico 0000

decorrente da medi¢do. A acdo da porta 3G xogr na base computacional para o caso d = 4 é

dada por®:
1Gxor|00) = [00), 4Gxor|20)=[22), (3.29)
1Gxor|01) = 103), 4Gxorl21)=21), (3.30)
1Gx0or02) = 102), 4Gxor|22) = |20), (3.31)
4Gxor|03) = [01), 4Gxor|23) =[23), (3.32)
1Gxor|10) = [11), 4Gxor|30) = [33), (3.33)
1Gxor/[1l) = [10), 4Gxor|31)=132), (3.34)
1Gxorl|12) = |13), 4Gxor|32) =31), (3.35)
1Gxor|13) = 112), 4Gxor|33) =130). (3.36)

A representacdo matricial da porta 4G xogr € obtida através da equagao
ang{ 1 sem:[dgu/—i.—(x—y)modd]—i—ane[1,d2] ’ (3.37)
0 caso contrario
em que

r=(n-1)divd; y=(n—1)modd. (3.38)

5A porta Z controlada.
SNota-se que para o caso d-dimensional perde-se a nocéo intuitiva de que uma porta controlada pelo qudit
zero nao altera o qudit alvo.
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Para d = 4 este procedimento dé origem & matriz

4Gxor = (3.39)

S O O O O O O O O o o o o o o -
O O O O O O O O O o o o~ o o o
S O O O O O o O o o o oo~ oo
S O O O O O OO O O o O o o o= o
SO O O O OO0 oo o o = oo o oo
S O O O O O O O o o o+ o o o o
S O O O O OO O +H OO oo o oo
O O O O O O O o o+ O o o o o o
S O O O O H O O O o o o o o oo
S O O O O O+ OO o o oo o oo
S O O O O O O = OO O o o o oo
O O O O B O O O O oo o o o o o o
_H O O O O O O O o o o o o o o o
S =B O O O O O O o oo o oo o oo
S O H O O O O O O oo oo o o o o
SO O O H O O O O O oo o o o o o o

3.3.5 Portas controladas

A acdo de portas controladas sobre qubits é elementar. Como o controle apenas
pode assumir os valores 0 e 1 tem-se que porta Cy corresponde a aplicacdo da porta W ao
qubit alvo apenas quando o qubit de controle contém o valor 1. Para o caso de qudits a situacio

é menos trivial”, a expressdo que representa uma acio controlada sobre qudits é
aCw [Kl) = k) (aW)* [1). (3.40)

Por fim, uma observagdao importante sobre todas as portas quanticas descritas até
aqui é que com excec¢ao da 3G xor elas ndo sao Hermitianas. Para o caso bidimensional sabe-se
que as portas pertencentes ao grupo de Pauli — e muitas outras — sao Hermitianas, portanto
atendem a relacao (U )2 = oI. Contudo, para o caso d-dimensional a situacdo é diferente,

tem-se agora uma relacdo mais ampla descrita pela equacao
(qU)* = 41 (3.41)
em que mesmo portas nao Hermitianas podem atendé-la, tais como:

((X) = g4I (3.42)
@2)" = aI (3.43)

"Diferente do caso particular de qubits uma operacéo controlada por um qudit com valor zero pode afetar
o estado resultante.
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3.4 Descricao analitica

Usando as defini¢oes apresentadas nas se¢oes anteriores, pode-se generalizar o pro-
cesso de teleportagdo para portas quanticas de dois qudits. O circuito representando tal pro-

cesso pode ser visto na Figura 3.1, em que pg = Trp|vap) (Vag| e pp = Tralvas) (Yasl.

Figura 3.1: Circuito que representa teleportacdo de uma porta quantica operando sobre estados

arbitrarios de dois qudits.

PA A
r———=---- . dGx0oR
0 ﬂ S
‘ dGx0R | ‘
0 : + U U B aUr [ aB)
‘ | aUr aUcorr
0) {aF [ o L
\ dGXOR ||
[ JE— , 7
L_ _ _———— | a =
dGx0oR
PB al /74

Embora a descricdo analitica iniciada a seguir assuma como entrada pares de Bell
generalizados ja formados, julgou-se interessante exibir a forma de gera-los para uma dimensao
arbitraria. O subcircuito responsavel por isto estd contido na area tracejada. A porta de dois
qudits que serd teleportada é representada por zUr.

As areas pontilhadas, adiante denotadas por 4Ujs, representam uma preparagao
para as medidas na base de Bell generalizada que serao realizadas conjuntamente sobre um
qudit integrante de um par maximamente entrelagado e um qudit alvo da teleportacao. No
final, ;UcoRrg representa o conjunto de portas de 1 qudit classicamente controléveis responsavel
por corrigir o estado final.

O processo de teleportacao requer a utilizagao de pares de Bell generalizados, cuja

representagdo d-dimensional é expressa por

dGXOR(dF®dI |0 0 Z |n n (3.44)

Desta maneira, o estado inicial do circuito é dado pelo produto tensorial entre um estado
arbitrario de dois qudits e dois pares de Bell generalizados:
d—1
[1ho) = ak |k, 1) ® ]n n) ® |m m) (3.45)

k,1=0

Deve ser observado que, por questdes de clareza na manipulacao das equagdes, [¢g) foi montado
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com uma ordem diferente da exibida graficamente pelo circuito da Figura 3.1. Portanto, a
disposicao inicial [10) 4gopgr € tal que os qudits AB sao aqueles cuja porta a ser teleportada

atuara e os qudits C'D e EF representam os pares de Bell generalizados.

Com o objetivo de preparar o estado para uma medi¢do na base de Bell genera-
lizada é aplicada a porta Uy = (4F ® ¢I) ¢Gxor- O estado inicial é entdo posto na forma
Y1) scpEpr DO qual cada qudit a ser teleportado estéd associado a um qudit integrante de um

dos pares de Bell, conforme pode ser visto na Equagao (3.46)

d—1 d—
[91) = Z Z ag lk,n) @ [l,m) @ [n,m). (3.46)

k:l 0 n,m=0

Agora, seguindo a ordem descrita pelo circuito, tem-se a aplicagdo da porta sUr
aos dois qudits integrantes dos pares de Bell que néo serdo medidos. Isso levard o estado [i)1)

ao estado exposto na Equagao (3.47)

d—1 —
|¢2 Z Z (%%} |]{? n \lm} ® qUr |nm> (347)
k:l 0n,m=0

Na sequéncia tem-se a aplicagao de 4Ujs aos dois pares de qudits que serao medidos, resultando

em

1d1 d—1

i) = Z Z ariaUns [k, n) qUnr |1, m) qUr |0, m). (3.48)
kl 0n,m=0

Expandindo a aplicagao de 4Ups na Equagao (3.48) resulta na aplicagdo da porta
4G xor nos pares® AC e BE, seguida da aplicacio da porta 4F aos primeiros qudits dos pares

— indices A e B — o que resultard em

| 1 d
[a) = d, Z Z ap (aF @ qI) aGxor lk,n) (aF ® qI) aGxor |l,m) qUr In,m).  (3.49)
1=0n,m=0
Agora usando a Equacgao (3.26) na Equagao (3.49) ter-se-a
| 41 d-l
[¥5) = - > Y anF @al) [k k©n) (oF @ gI) |1,1 & m) 4Ur [n,m). (3.50)
k,l=0mn,m=0

8Nesse contexto nao se trata de um par de Bell, mas um par formado por uma das particulas a ser teleportada
mais uma particula integrante de um par de Bell.
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Desenvolvendo a operacao da transformada de Fourier tem-se
d—1 d-1 d—1 1 '
’wG Z Z Qg Z 2mkx/d) |x> ’k o) TL> Z 76(2mly/d) ‘y> |l o m> dUT |n, m)
kl 0n,m=0 = 0 y=0 \/ZZ
(3.51)

Agrupando os elementos da Equagao (3.51) afins chega-se a

1d1 d—1 d-1

|v6) = = Z Z Z ke[ d) ity /) 1) || S n) [y) |1 e m) Ur |n, m), (3.52)
k,l1=0 n,m=0 z,y=0

cuja matriz densidade [53,54] p = |¢g) (6] é dada por

d—1 d—1 d—1
_ * 2mikx/d) (2mily/d
p= D ) Do awoy el D Crilu/d

kLK U'=0 n,mn’ ,m'=0 z,y,x’ ,y'=0
2) (2’| ® [k o n) (K en'[ @ |y) (¥ @ [lem) ' en|
e(—2mik'al [d) o(=2mil'y'[d) & 7, In,m) (n’,m/| JUrt. (3.53)

O estado final de dois qudits independente dos resultados das medig¢oes é dado por

ppr = Trapce (V) (¥]), (3.54)

obtido através de um trago parcial [53,54] para remover o sistema a ser medido, resultando em

PDF:% Z_jl z_: z_: (2'|z) (y'ly) (K ©n'|k & n)

kJLE V=0 n,m,n’ m'=0 z,y,z’ ,y'=0
<l/ o m’\l o m> dUTakle(Zﬂlkm/d)e(27mly/d) |n’m> <n/,m/|

O[Z/l/e(_zﬂ'ikl‘r//d)6(_27ril/yl/d)dUTT. (355)

Agora, com base nas defini¢des e propriedades da aritmética modular pode-se

provar as expressoes a seguir que serdao utilizadas adiante na sequéncia da generalizacao:

kén=r = ndk=r = n=rok, (3.56)
ken=r = rén=k = n=kor. (3.57)
Sendo os estados ortonormais tem-se (z|z’) = 0., e (yly') = d,,, portanto,

<k/ o n’]k © n> = 5(k’6n’)(l~c@n) e <l/ © m’]l S m) = 5(l’em’)(l9m)' Fazendo k' &n' =ken=re

I'em/ =16 m = s, e utilizando as Equagoes 3.56 e 3.57 chega-se a:

n=kor, n'=kKor, (3.58)
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m=16s, m'=1'0s. (3.59)

Aplicando os resultados obtidos nas Equagoes 3.58 e 3.59 na Equacao (3.55), ou

seja, efetuando os produtos internos, chega-se ao resultado
;] 4=l d-l d-l

PDF = E Z Z Z UTakle[Zwi(k:@T')x/d}6[27ri(l@s)y/d] |k‘ orlo S>
k,l,k"I'’=0r,s=0 z,y=0

(Korlos| az/l/e[*%i(kle”x/d}6[72”i(lles)y/d]dUTT. (3.60)

Observando-se que
e[QWi(k@r)x/d] kor)=(,2 z or 3.61
| ) = (a2)"| ) (3.61)

e usando este resultado na Equagao (3.60) obtem-se

1 d—1 d—1 d-1

PDF = Z Z Z Uroag(aZ* @ ¢ZY) ke rlos)
kK" I'’=01r,s=0 z,y=0

(K orl ©s|apy(aZ® @ a2¥) Ur'. (3.62)

Além disso
aX%p) = [p@q) (3.63)
X p) = poq), (3.64)

o que leva a Equacao (3.62) a

1 d—1 d—1 d-1

PDF = o1 S0 Y aUran(aX " @ qX ) (a2 @ qZY) |k, 1)
k,l,k"I'’=0r,s=0 z,y=0

(KU agp (aZ% @ g Z9) T (aX " @ g X ) qUr!. (3.65)

Concluindo, a Equagao (3.65) pode ser reescrita como

d-1 d-1
1 _ -
por == > > dUr(aX ™" @aX"*)aZ" ©4Z")aUs"
r,s=0 x,y=0
d—1
dUT Z Q] ‘k, l> <]<7,, l/‘ az/l/dUTT
kLK 1'=0

dUr(aZ" ® aZY)1 (4 X" @ X ) qUr'. (3.66)
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Desta forma, tem-se que o termo dentro dos colchetes na Equagao (3.66) é justa-
mente a acdo da porta gUr sobre um estado arbitrario de dois qudits. Deve-se notar que nao
apenas é apontada a generalizacdo da teleportagao de portas de dois qudits para uma dimen-
sdo arbitraria como também é provida a correcdo necessaria associada aos possiveis valores
classicos da medicio — enderecados por z, y, r e s. E possivel vincular o resultado da medicao

dos qudits a cada uma das varidveis da corre¢do, conforme mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Circuito que representa a correcdo da teleportagdo de uma porta de dois qudits.

b

dUT(aX 7" @ aX %) (2% @ 4ZY)qUr"

b

Por outro lado os termos que envolvem lateralmente os colchetes indicam as cir-
cunstincias sobre as quais a teleportagao serd executada com sucesso. A teleportacio ocorrera

CO111 SucCesso sempre que

dUr(aX ™" @ aX 5 (42" ® 4ZY)aUr' =
‘/?l('w? y7 r? 8) ® ‘/é(:L‘? y’ r? S) v x? y? T? s 6 [07 d - 1]7 (3'67)

ou seja, sempre que a operacio gUr (43X " @ ¢ X %) (4Z% @ 4ZY)qUr! resultar em uma porta
quantica decomponivel no produto tensorial de duas outras portas de um qudit. Isto sempre

ocorrera se gUr pertencer ao grupo de Clifford generalizado.

3.5 Teleportacao de portas atuando sobre n-qudits

O procedimento descrito pode facilmente ser aplicado para obter-se uma generali-

zacao da teleportacdo de portas sobre n-qudits, de tal forma que chega-se a

1 = _ _
Pridn = > dUr(aX ™" @ @ gX ) (a2 ® o ® g Z5)gUr!
( d) T1 4oy 1581 5ee5 S =0
-1
aUr Z Qhy,oofon |K1s - K (B oo R azi,._,,k;ldUTT

klr-wknvkiv"-vk;z:()

dUr (a2 @ -+ @ 425" (X @ @ g X ) qUrT. (3.68)
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Naturalmente a teleportacao sera completada com sucesso quando

dUT(dX_Tl ®...®dX—Tn)(dzsl ®"‘®dZs")dUTT —
Vi@ - @VyVry,...,rn,S1,...,8, € [0,d —1]. (3.69)

A Equagao (3.68) pode ser considerada uma generalizagdo do processo de telepor-

tagcao, uma vez que:
i. Para o caso de d = 2 e n = 2 tem-se o procedimento descrito por Gottesman-Chuang [1].

ii. Para o casoded=2,n=1e Upr =1 tem-se a teleportagao original de Bennett [14].

3.6 Conclusao

Neste capitulo foi construida uma generalizagao da teleportagdo de portas de dois
qubits originalmente proposta por Gottesman-Chuang de tal forma que ela opera sobre espagos
de Hilbert de dimensao arbitrdaria. Por fim, a proposta apresenta como bénus o circuito de
correcao individual — associado ao resultado da medicdo classica — a ser aplicado no estado

resultante da teleportacdo a fim de restaurar o estado teleportado.
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Teleportabilidade
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Capitulo 4

Sobre a separabilidade e algumas
aplicacoes

Resumo

Neste capitulo serdo encontradas as condigcdes necessdrias e suficientes para
determinar se uma dada matriz U é separdvel, ou seja, se ela pode ser descrita na forma
de um produto tensorial. Serd dada uma énfase destacada a discussdo do caso particular
de wverificar se U € U(2)®% ou U € U(4)/U(2)®2. Como exemplos de aplicagdes, serdo
discutidas a preservacdo da separabilidade sob conjugacio e a forma geral de um elemento

do grupo de Clifford, duas contribuicoes dessa tese.

4.1 Introducao

No contexto deste trabalho, separabilidade é a caracteristica que uma dada matriz
U de dimensdo m X n eventualmente possui de poder ser escrita como um produto tensorial

de j matrizes U; de dimensdes m; X n;, tal como
U=U10U0:®---®U; (4.1)

em que m = mj-Mmsg-...-m; € n=mni-ng-.. n;j. Embora a técnica descrita ao longo deste
capitulo possa ser facilmente aplicada ao caso geral, em virtude das aplicacGes objetivadas
uma énfase especial serd dedicada ao caso em que U é uma matriz quadrada separdvel em duas

partes, ou seja, U = U; ® Us com dimensdo n x n'.

!Deste ponto em diante, ndo existindo o risco de ambiguidades, as matrizes quadradas terdo suas dimensoes
descritas apenas como 7.

35
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Uma grande variedade de problemas sdo modelados matematicamente na forma
de matrizes, portanto, ha uma razoavel expectativa de que o conteido aqui descrito possa en-
contrar aplicagoes em dreas variadas. Um exemplo interessante pode ser visto no trabalho [55]
em que condigoes para separabilidade, especificamente para o caso em que U € Myx4(C), sdo
estabelecidas em fungdo do posto de uma representacio matricial de um vetor e aplicadas para
dar uma nova descricdo da estrutura do espaco-tempo na teoria da relatividade restrita.

A técnica apresentada neste capitulo se baseia no fato de que o produto de Kro-
necker entre matrizes é uma forma bilinear [56,57]. A motivagao principal de lidar com este
problema neste trabalho é aplicd-lo em tépicos da teoria da informacao quéntica, em particu-
lar, ao que se refere a teleportagdo da agdo de portas quinticas e a busca/caracterizagao de
entrelagadores universais, ambos tépicos descritos em capitulos posteriores.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Secdo 4.2 traz
uma revisdo de conceitos elementares empregados ao longo do capitulo. Na Segdo 4.3, tem-
se uma discussao de pontos chaves das formas bilineares. Seguindo, a Se¢do 4.4 demonstra
formalmente uma técnica para verificacdo da separabilidade. Como exemplos de aplicacao
da técnica, tem-se na Secdo 4.5 e Secdo 4.6, respectivamente, a descricdo da preservagio da
separabilidade sob conjugagdo e da forma geral de um elemento do grupo de Clifford. Por fim,

a Secao 4.7 apresenta as conclusoes.

4.2 Nocoes elementares

Algumas nogoes elementares, tais como relagoes de comutacao e decomposicdo de
matrizes, utilizadas no desenvolvimento dos resultados objetivados serdao apresentadas ao longo

dessa secao.

4.2.1 Relacdoes de comutacao

Toma-se o, em que p € {I,X,Y,Z}, como representacao das matrizes de Pauli
de dimensao 2 x 2, portanto: oy =1, 0x = X, oy =Y e 0z = Z. Entao, o produto tensorial
entre duas matrizes de Pauli serda representado por o,, = 0, ® 0, no qual, naturalmente,
wved{l, XY, Z}.

Algumas relacoes de comutacdo envolvendo as matrizes de Pauli, que podem ser
verificadas facilmente utilizando a multiplicacdo usual de matrizes, serdo importantes no de-
senvolvimento analitico apresentado no decorrer deste capitulo. Para u,v € {X,Y,Z}, sdo

elas:

(O, Ovo) =0V v (4.2a)
[Ops 010) =0, [opp, 0] =0V p (4.2b)
[Uuly U[U] = 07 [UIM7UUI] =0V H,v. (42C)
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Aliadas a estas, também serdo importantes algumas relagdes de comutacao envolvendo a forma

exponencial das matrizes, sdo elas:

[ew”w‘,aw} =0V pv (4.3a)
[ew”w, Jnv] =0V p#En#v (4.3b)
[eieaw’gm] —0, [eieduu,gul] 0V p (4.3¢)

4.2.2 Forma separavel de SU(4)

Um elemento U de SU(4) é dito separavel quando pode ser escrito como um pro-
duto tensorial de dois elementos de SU(2), ou seja, U = SU(2)@SU(2). Sabe-se [42] ainda que
qualquer elemento de SU(2) pode ser expresso, usando a decomposi¢ao ZYZ, como o produto

de exponenciais

Uy = e=i/20n02) | =i/2000y) | o=i/2002) (4.4)

em que A1, A2, Az € R.
A Equacao (4.4) pode ser usada para representar a forma geral de uma matriz sepa-
ravel em SU(4) de uma maneira que posteriormente serd conveniente, conforme é apresentado

na Equacao (4.5).

e—i/2002) g efi/Z(wyUZ))
Upg = (e ¥/220v) g 6—i/2(w2'0Y)) . (4.5)

e—i/2(0s02) g e—i/2(wg~crz)) '

Agora, observando as propriedades do produto tensorial descritas nas Equagoes
(4.6) e (4.7), em que I é a matriz identidade, pode-se reescrever a Equagao (4.5) em sua forma

final, conforme mostrado na Equagéo (4.8).

et @ el = APB, (4.6)

AGB=A®I+1®B. (4.7)

e—i/?()\l'UZI"FUJl'O'IZ)) .
Ung = e—i/?()\Z'UYI"FWQ’O'IY)) . (4.8)
efi/Q()\g-UZ]+W3'UIZ)) .
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4.2.3 Forma geral de SU(4)

A parametrizagao trivial de uma matriz SU(4) requer dezesseis pardmetros com-
plexos, no entanto, uma parametrizacdo mais eficiente é conhecida a partir da decomposicao
Cartan’s KAK [58], em que sdo requeridos apenas quinze parametros reais. Outra caracteris-
tica interessante da decomposicao KAK, que sera explorada mais adiante, é que a fatoracao
resultante possui uma parte separavel, parametrizada por doze pardmetros reais, e uma parte
nao separavel, parametrizada por trés parametros reais. A Equagao (4.9) apresenta a decom-

posicao de um elemento U de SU(4).

U:(UA®UB)'UNL'(U0®UD). (4.9)

As matrizes Us,Up,Uc e Up compoem a parte local da matriz U e podem ser
representadas pela Equagdo (4.8). Mais especificamente, o produto (U4 ® Ug) serd denotado
como parte local a esquerda e o produto (Uo ® Up) como parte local a direita. A matriz Unp,
representa a parte ndo local de U e pode ser expressa, a menos de uma fase global, por

Unp = e0roxx+020vy+03027) (4.10)
que representa a forma geral de um elemento estritamente nao separavel de SU(4). Usando as

relagdes de comutacao descritas na Equagdo (4.2), pode-se reescrever a Equacdo (4.10) como

Unp = el01oxx)il020vy) i03-022) (4.11)

Por fim, usando as Equagoes (4.8) e (4.11) pode-se expandir a Equagao (4.9) como

mostrado na Equacao (4.12), a forma geral explorada mais adiante neste capitulo.

e—i/Q(aLO’ZI“l‘bl'o'Iz) .
e—i/2(a2-oy+baory),

6—i/2(a3~0’zj+b3'0'12)
U= | eil01roxx) . gi(02:0vy) . gi(03:0z2), (4.12)
6—i/2(cl~o’zj+d1'0'IZ).

e*’i/2(62'UYI+d2-U]y) .

6—i/2(c3~0’zj+d3~0'jz)
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4.3 Formas bilineares

Uma descricdo profunda acerca de formas bilineares estd fora do escopo deste
trabalho, mas pode ser encontrada em bons livros de algebra linear que abordam o tema, tais
como [56,57,59,60]. Serdo apresentados apenas elementos chaves relacionados & abordagem

descrita ao longo deste capitulo, a comecar pela definicio mais elementar?.

Definicao 4.1. Sejam U eV espagos vetoriais sobre um corpo K, um mapeamento f : UxV —

K é uma forma bilinear se, e somente se,
(i) f(aty + bis, V) = af(ty,v) + bf(ds, V)
(i) f(d,at) + bia) = af (4, v1) + bf (U, v2)
para todo a,b € K, todo u; € U e todo v; € V.
A condigao (i) expressa o fato de f ser linear no primeiro argumento enquanto a condigao (i7)

expressa o fato de f ser linear no segundo argumento. Tem-se ainda que a bilinearidade pode

ser definida a partir de mapeamentos lineares [61], conforme definicdo adiante.

Definig¢ao 4.2. Sejam g e h mapeamentos lineares arbitrdrios nos espagos vetoriais, respecti-
vamente, U e V, entdo f : U xV — K definida por f(u,v) = g(@)h(V), em que i € U e €V,

¢ uma forma bilinear.

4.3.1 Matriz de uma forma bilinear

De maneira andloga ao caso de transformacoes lineares, para toda forma bilinear hé
uma matriz que codifica todas as informagoes acerca da referida forma. Conforme apresentado

formalmente na definicdo adiante, essa matriz depende de uma base em particular.

Definicao 4.3. Sejam U eV espacos vetoriais sobre o corpo K de dimensédes, respectivamente,
m e n, toma-se as bases By = {uy, Uz, -, Un} e By = {v1,0s,--,0,} de modo que © =
Yityai; € U ed = 370 1b;0; € V, em que a;,b; € K. Assim sendo, a forma bilinear

f:UxV =K assume a forma

F@0) = f D ads, Y bg; | =) aibif (@), (4.13)
i=1 j=1 i=1j=1

cuja representacio matricial, em relacdo as bases By e By, € dada pela matriz m X n

flay, o) - oo (U, Un)
e f(172'7771) f(ﬁ2.717n) . (4.14)

2 Ao longo deste trabalho, o corpo K esté representando os casos dos reais (R) ou dos complexos (C).
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Portanto, para toda forma bilinear f hd uma matriz F' = [f; j|lmxn € Mumxn(K), de modo que

a acao de f pode ser definida por

f@,0) =% aibifi;=d' Fv (4.15)

i=1j=1

que, inversamente, indica que toda matriz M,,«,(K) estd associada a uma forma bilinear no
espaco de formas bilineares. Uma vez fixadas as bases dos espacos essa relacdo é unica e vé-se

facilmente a partir da Defini¢ao 4.3 e da Equacao (4.15) que
f(ds, U5) = fi;- (4.16)

4.3.2 Produto de Kronecker entre matrizes

Sem perda de generalidade, o produto de Kronecker entre duas matrizes quadradas
A e B de dimensoes, respectivamente, m e n corresponde & uma matriz com m? blocos de
dimensao n, resultando em uma matriz final de dimensao mn. A definicdo adiante formaliza

esta operagao matricial.

Defini¢do 4.4. Tomando-se as matrizes quadradas A = [a; jlmxm € B = [bpglnxn, com i,
je{1,2,---,m} ep,q € {1,2,---,n}, tem-se que o produto de Kronecker A ® B resulta em
uma matriz de m? blocos em que o bloco (i,7) é a matriz quadrada a; jB. Portanto, a matriz

mmn X mn resultante € dada por

auB a12B e almB
anB axB - agnB

A@B=| N (4.17)
am1B amasB - ammB

de onde se pode concluir que [A ® B|i_1)nip,(j—1)n+q = %ijbpg-

Esta definicdo pode facilmente ser usada para verificar a Proposicao 4.1, apresentada adiante,

que indica que o produto tensorial é uma forma bilinear [59].

Proposicao 4.1. Sejam A, B e C matrizes arbitrdrias e r, s escalares arbitrarios, observam-se

as propriedades,
(i) A(B+C)=A®B+A®C
(ii) (A+ B) C=AC+BC

(itt) TA® B=A®rB=r(A® B),
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de onde se pode concluir que

(Z ’“iAz) @ | D2_8iBj | =D risi(4i ® By), (4.18)

]

portanto, o produto de Kronecker entre matrizes é uma forma bilinear.

4.3.3 Tensorial de formas bilineares

O primeiro passo para definir o produto tensorial de formas bilineares é entender
como o produto tensorial é utilizado para expandir espacos vetoriais, conforme resumido na
definigao [57,59] adiante.

Definigao 4.5. Se U eV sao espacos vetoriais sobre o corpo K de dimensoes, respectivamente,
men, entdo T =U ®V é um espaco vetorial sobre o corpo K de dimensdo mn. Portanto,
se By = {ui, U, - ,Un} € By = {U1,02,--+,U,} sao bases, respectivamente, dos espagos
vetoriais B e V, entdo By = {t1,ta, -, tmn}, em que fn(i_l)ﬂ- = U; ® U;, € uma base do

espago vetorial T'.

A primeira parte da definicdo descreve a construcao do espaco, enquanto a segunda descreve
a base deste espago construido. Por fim, juntas a Proposi¢ao 4.1 e a Definicdo 4.5 sao sufici-

entes [59] para concluir que
K™" = K™ @ K" (4.19)

e, portanto, pode-se afirmar que os vetores #; € By geram todo o espaco K™™. Agora, pode-se

definir, sem perda de generalidade, o produto tensorial de formas bilineares conforme adiante.

Proposicao 4.2. Sejam U e V espagos vetoriais sobre o corpo K de dimensdes, respectiva-
mente, m e n, toma-se as bases By = {uy,Us, -, Un} e By = {¥1,0s,--,0,} de, respec-
tivamente, U e V, de modo que @ = Y ;v ja;i; € U e U = Y.p_,cxUx € V. Sejam ainda
f:UxU—>Keg:V xV — K formas bilineares cujas representacées matriciais sdo,

respectivamente, F' e G, tem-se que

f(’lz, 5) & 9(17, w) = f Z aiuz Z (Z Ck’Uk, Z dl@) (4.20&)

i=1 k=1 =1
m m n n
= ZZCL b f(d;, 4j) ® ZZchlg Uk, V1) (4.20b)
i=1j=1 k=11=1

_ (m FZ) ® (ﬁTGw> @ed) (FeG)(Zew) (4.20¢)

é a forma bilinear t : (U x U) x (V x V) = K com base T = [t; ;] = [i; ® ¥}].



4.4. ANALISE DE SEPARABILIDADE 42

De maneira andloga a Equagao (4.15), tem-se que a aplicacdo da forma t sobre os vetores da

base T resulta em

t(ty, uj, Uy, 0)) = f(Us,U) @ g(T, 01) = fij - G- (4.21)

4.4 Analise de separabilidade

Nesta secao é explicada a abordagem algébrica utilizada para verificar a separa-
bilidade de um elemento U € M, x,(K). A Secdo 4.4.1 apresenta a abordagem que explora
o fato do produto tensorial ser uma forma bilinear, enquanto a Secdo 4.4.2 discute algumas
alternativas que, por levarem a sistemas lineares mais simples, podem ser usadas para a analise

de casos particulares.

4.4.1 Bilinearidade do produto tensorial

A técnica aqui descrita [56,62] explora o fato do produto tensorial ser uma forma
bilinear e permite ndo apenas verificar a separabilidade de uma matriz como também obter
as matrizes que a compoem. Seu viés responsavel pela verificacdo da separabilidade pode ser

resumido no teorema adiante.

Teorema 4.1 (Separabilidade). Sejam U e V' espagos vetoriais sobre o corpo K de dimensdes
m e n, respectivamente, tomam-se as bases By = {uy,ua, -, Un} e By = {th, U, -, Uy}
de modo que @ = Y% a;ti; € U e ¥ = 37 1b;0; € V, em que a;,b; € K. Sejam ainda
os operadores lineares A, B e C' = A ® B que operam, respectivamente, sobre elementos dos
espagos U, V e T =U @V, pode-se definir o mapeamento bilinear ® : (U xU) x (V xV) =K

erpresso por
O(p,q,75) =Fen) - C-(7e35). (4.22)

Assim sendo, tem-se que € condi¢do necessdria e suficiente, para que C seja separdvel, que a

relagdo
@(ﬁluﬁ)Fl7gl) : ¢(ﬁ27q‘27f‘2’ §2) = Q(ﬁl7ilaf27§2) : (D(ﬁ27(j277?17§1) (423)

seja satisfeita para todos os vetores p1,q1,pa, ¢o € T1, 81,72, So pertencentes a, respectivamente,
UeV.

Demonstragio. Para verificar a primeira dire¢ao da implicacao (C' = A® B — Equacao (4.23))
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basta aplicar a Equagao (4.22) na Equagao (4.23) substituindo C' por A ® B

Frem) (AeB) (@1®8) (F0m)  (A®B) (% ® &) =
(4.24a)

PLo™m)  (A9B)- (12 5) - (Fa®@™) - (A® B) - (2 ® 51)

((F-a-a)e(d B-5)) ((F-4a)e (@ B &)= (424b)
Bgl

(- a-d)e(n-5-0) ((74-p)e(f 55))

de onde vé-se facilmente que a igualdade sempre serd verdadeira para quaisquer vetores pj,

dj, Tk, 51, ou seja, trata-se de uma tautologia. Verificar a implicacdo inversa (Equacao (4.23)
— C = A® B) é menos direto, entretanto, em razao da linearidade é suficiente que a Equa-

¢do (4.23) seja verificada para
O (t;, Uy, Tp, Uy) - Uk, Up, Uy, Us) = ®(Us, Uy, Uy, Us) - P(Uy, Uy, Up, Ug), (4.25)
em que %; € By e ¥; € By. Seguindo, assume-se que C opera sobre um espaco com base

Br = [ti;] = [ui ® vj], em que t,;_1)1; = u; ® v;, entdo, a partir das definigdes 4.5 e 4.3,

pode-se definir a agdo da Equagdo (4.22) nos vetores da base como

O(i;, Tj, Tp, Uy) = (@ @0) - C (4 ®T,) (4.26a)
i

= (t(i—l)n+p> ‘C'(t(j—1)n+q> (4.26b)

= C(i_l)n+p7(j—l)n+q7 (4260)

em que n diz respeito & dimensdo do espaco V. Assim sendo, pode-se reescrever a Equa-

¢ao (4.25) como
Clicyntp,(i-Dntq - Clh—1)ntr,(-1)n+s = Clim1)ntr,(—Dn+s - Clh—1)n+p,(-1)n+q (4.27)
de modo que, se a partir da Definicao 4.4 se sabe que
(A® B)(i—1)n+p,(j—1)n+q = ijbpg; (4.28)
entao se pode redefinir a Equagao (4.27) como
@, bp.g -k ibrs = @i jbrs-apibpg YV 4,5,k 1€ {1,2,--- ,m}and p,q,7,s € {1,2,---,n}, (4.29)

justamente a forma geral de um produto de Kronecker entre matrizes, significando que se

a Equagao (4.23) é verdadeira, entdo C = A ® B e, por fim, representa, de fato, condicao
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necessaria e suficiente para a separabilidade do operador C. O

Agora, uma vez que a Equagao (4.23) é satisfeita, pode-se entdo obter as matrizes
A e B correspondentes definindo mais algumas formas bilineares. Antes, fixa-se py, qo, 70, So

de modo que ®(py, 4o, 70, So) = 1, entdo se define as formas bilineares

Va(p, ) = @(p, ¢, 7o, 50) (4.30)

(7, §) = ®(Po, Go; T 5), (4.31)

de modo que existirdo as matrizes A e B tal que

Va(pq)=p"-A-q (4.32)
Up(7,5) =7 -B-3. (4.33)

Naturalmente, sabe-se a partir da Definicdo 4.3 que os elementos destas matrizes sdo dados,
respectivamente, por a;; = W4 (u;, uj) e bi; = Yp(v;,v;), em que u; pertence a uma base de U

e v; pertence a uma base de V. Na sequéncia, pode-se observar que
@(ﬁ,q‘j’,:?’) = (I)(ﬁq_:f‘mg(]) q)(ﬁ()?q_baf?g)v (434)
entdo, observando as Equagoes (4.32) e (4.33), pode-se redefinir a Equagao (4.34) como

(5, q,7,5) = (p" - A-q) - (7" B ), (4.35)

que, usando a Equagao (4.22), leva imediatamente a
(FeN'Ces) =Fen (AeB)(§® 3). (4.36)

Por fim, como o produto tensorial de vetores abrange C"", tem-se que C = A ® B.

Convém ressaltar que o procedimento aqui apresentado é bastante geral no sentido
que nao impde nenhuma estrutura especial aos operadores lineares A, B e C. Embora tenha
sido descrito o caso para duas parti¢does, o procedimento pode ser facilmente estendido para
uma quantidade arbitraria de forma direta. Por fim, a Equacdo (4.25) leva & um sistema
com (m -n)* equagdes (ndo necessariamente tinicas em virtude da comutatividade do produto
interno e produto de escalares) que devem ser verificadas simultaneamente para indicar a

separabilidade de uma dada matriz.
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4.4.2 Abordagens alternativas

Embora nao necessariamente aplicaveis a dimensoes arbitrarias, duas outras téc-
nicas podem ser utilizadas para testar a separabilidade, a saber: a decomposicdo KAK e a
preservacao de entrelacamento. Para uma breve descricdo de ambos os procedimentos, sera
tomado o caso particular de uma matriz C € SU(4).

Para verificar se C' pode ser escrito como C' = A ® B, em que A, B € SU(2),
usando a decomposicio KAK deve-se buscar as condi¢des nas quais os angulos 01,05 e 63, que
parametrizam a parte nao local de C, assumem simultaneamente o valor zero. Embora se
chegue a sistemas com ntmeros reduzidos de equacdes, surgem outros problemas envolvendo o
célculo da GSVD (Generalized Singular Value Decomposition) e a incidéncia de falsos positivos.
Ainda, uma vez que a decomposicdo KAK néo é unica, essa formulacdo pode ser entendida
como um problema de otimizacao.

O procedimento que usa a preservacao do entrelacamento, que resguarda alguma
similaridade com o descrito em [55], utiliza-se de uma proposicdo da teoria da informacao
quantica que afirma que o entrelacamento de um estado de dois qubits [¢), portanto |¢) €
C*, é uma grandeza que nao pode ser alterada por um operador linear na forma A ® B.
Novamente, embora se chegue a um sistema com menor ntimero de equacoes, hé incidéncia de
falsos positivos, normalmente associados a familia das portas Swap’s (casos em que 61 = 0 =
03 = n-mw/4 para n € Z). Tem-se ainda que essa abordagem nao é facilmente aplicada ao caso
geral, uma vez que nao ha formulacoes algébricas simples para a analise de entrelacamento em

dimensoes e particoes arbitrarias.

4.5 Preservacao da separabilidade sob conjugacao

Como primeiro exemplo de aplicacao da anélise de separabilidade serdao encontradas
as condigoes sobre U € SU(4) para a preservacao da separabilidade de um elemento V €
SU(2) ® SU(2) sob conjugacao por U. Para tanto, serd utilizada especificamente a técnica
descrita na Secao 4.4, cuja relagao principal estd expressa na Equacao (4.25). Comega-se pela

descricao, feita na secdo seguinte, da agdo de conjugacao.

4.5.1 A acdo de conjugacao

Uma vez de posse das parametrizagoes de SU(4) apresentadas na Se¢ao 4.2, pode-
se descrever a acdo de conjugacao cuja manutencdo da separabilidade serd estudada. Neste
trabalho, o interesse recai sobre o cenario no qual uma matriz U nao separavel conjuga uma
matriz V separédvel gerando uma nova matriz V’/, também separdvel. Essa operacao é expressa

por

V' =U.-V.UT, (4.37)
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portanto, usando a Equagdo (4.8) e a Equagdo (4.12), pode-se expressar essa relagdo como

apresentado na Equacao (4.38).

e*%(‘u@zﬂrh@zz).
e~ 3(az-oyrtbaory),

e—3laz-ozrtb301z)

ei(c3ozr+dsorz).
es(c2oy+dz-ory),

es(cl-ozr+di-orz)

ei(01:0xx). e~ 5(Arrozrtwiorz), o—i(03-027).
VvV = ei(02:0yy). e*%‘()\2'0y1+w2'o'zy), e—i(b2-0yy). . . (4.38)
ei(03:02z2) 67%()\3~021+w3~012) e—i(010xx)
e~ s(crozr+di-orz), e5(a8-0zr+b3017),

e~ sl(c2oyrtdaory), e5(a2oy+brory),

i

e~ 3(ca-ozr+ds-orz)

es(aliozr+biory)

Por outro lado, o caso particular mais ttil ao objetivo deste capitulo pode ser
obtido usando a Equagdo (4.11) no lugar da Equagéo (4.12), ou seja, o caso de uma matriz

estritamente nao local. Desse modo, V' assume a forma

ei01oxx) . ilb2:0vy) . pi(03-022),
e*i/Q(/\l-UZIerl-UIZ)) .
V! = e_i/2(>\2'0'YI+w2‘UIY)) . (4.39)

e—i/2(>\3~021+w3~012)> .

e~ i03:02z) , p—i(02:0vy) , o—i(01-0xx)
Neste ponto tem-se tudo o necessario para a parte central das consideragoes so-
bre a preservacio da separabilidade sob conjugacdo. Agora, pegando o caso particular® de
U € SU(4), ter-se-4 um sistema com, apds eliminagoes elementares, 72 equagdes e, da Equa-
¢ao (4.39) vé-se, 9 varidveis reais. Este sistema resultante mostra-se complexo mesmo para
ferramentas de computacio simbdlica, portanto, faz-se necessario buscar alternativas de sim-

plificacdo do problema, tais como as relagoes uniparamétricas descritas no topico a seguir.

4.5.2 Relacoes uniparamétricas em Z e Y

As relagoes uniparamétricas sao casos particulares da Equacao (4.39) em que ambas
as partes local e nao local dependem de apenas um angulo, ou seja, cada parte é inteiramente

determinada por um parametro real. Tais relagoes serdo denotadas U, ,+ ou U, em que

’UI:LLT’
pwe{X,Y,Z} ev € {Y,Z}. Os valores de p decorrem da decomposicio KAK enquanto os

valores de v decorrem da decomposicao? ZY Z.

3Embora seja usada no decorrer desta secdo a parametrizacio de SU (4), tem-se que o aqui desenvolvido é
igualmente vélido para elementos de U(4), basicamente em razdo da diferenca de ambos (um fator global) ser
irrelevante para o processo de conjugacao.

4Embora seja usada a decomposicio ZY Z, os resultados se aplicam para quaisquer decomposicoes relacio-
nadas do tipo 0,0,0v, em que v, € {X,Y, Z} e oy # 0u.
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O conjunto de todas as rela¢bes uniparamétricas em Z e Y pode ser resumido nas

equacoes
Uy, ut = oi0-0) | =i/20001) | p=i(0-0p4) (4.40)
Uy ut = eO-oun) | o=i/2(Novr) | o=i(0-0uu) (4.41)

Entéo, usando a técnica descrita na Secao 4.4 pode-se encontrar, para todos os casos associa-
dos, os sistemas solugoes das Equagoes (4.40) e (4.41) que, simplificando-se, recaem todos na
Equacao (4.42).

sin (;\) - sin (26) - {e(i'%) -sin? (0) + e(=2) . cos? (9)} = 0. (4.42)

As solugoes para a Equagao (4.42) podem ser divididas em dois grupos, a saber,
quando se tem p = v e quando se tem p # v. Devido as relagoes de comutagao descritas na
Equagao (4.2), quando p = v tem-se que a separabilidade seré preservada para todo 6, \ € R.

Quando se tem p # v as solugdes sdo dadas por

(9,A):{<(2.k1+1).z, k2.7r>;<k1.g, x>;(:c, 2-k2-7r)}, (4.43)

em que x € Re ki, ko € 7Z.

Dentre as solugoes encontradas, cabe observar que para 6 = ki(w/2) a matriz
e0oun) § separdvel e para A\ = 2 - ko - 7 as matrizes e /23 0u1) ¢ ¢=1/2(0010) 50 a identidade.
Portanto, ambos os casos sao considerados solugOes triviais, qualquer conjugacao sera separavel.

Com base nas construgoes expostas até este ponto ja é possivel enunciar o Lema 4.1.

Lema 4.1 (Conjugagdo Uniparamétrica). Toda ac¢io de conjugagio uniparamétrica da forma

Uyt 00U, em que p,v € {X,Y, Z}, preserva a separabilidade de e~ /2(A010) gy e=t/2(X0ur)

Ju wrpts
sempre que j1 = v, ou quando p # v com 0 = (2k1 + 1) e A = kom, em que ki, kz € Z.

Demonstragio. Consequéncia direta das relagoes de comutagao expressas na Equacao (4.2) e

das solugoes da Equacao (4.42). O

4.5.3 Relacoes de preservacao de grupo

Na Secao 4.5.2 foram discutidas as rela¢des de conjugagao uniparamétricas e ficou
demonstrado que, no caso mais restrito, a preservacao da separabilidade ocorre apenas quando
a matriz local pode ser expressa usando o angulo A = k7 e a matriz nao local pode ser expressa
usando o angulo 6 = (2k + 1)7, portanto, serd util entender o comportamento de operacoes

sobre matrizes que assumem essas formas.
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O objetivo principal é demonstrar a formacao de grupos, isso permitird utilizar
algumas importantes operagoes mais adiante. Desse modo, sdo enunciados os Lemas (4.2) e
(4.3).

Lema 4.2 (Preservagio Grupo Local). Toma-se G como o conjunto das matrizes da forma
e~ 2N 1) gy e= 2N 0u) com XN =k -7, em que v € {X,Y,Z} ek € Z, entio (G,*), em que

a operacdo x € a multiplicacdo usual de matrizes, forma um grupo.

Demonstragio. Das Equacoes (4.4)-(4.8) se sabe que e~#/2(A01) = (I ® e_i/z(A'U”)) e, de modo

andlogo, que e~#/2(\owr) — (6—1‘/2(/\-%) ® I). Os casos particulares em Y e Z sao

U, — o-i/20v0x) _ cos(A-5)  —sin(A-§)i (4.442)
—sin(A-5)i  cos(A-3)
U, = e-if20vov) — | €052 5) —sin(A- 3) (4.44b)
sin(A-5) cos(A- %)
_2
U, = emif2ven) — (GO0 (4.44c)
0 (—=1)2

e com dalgebra elementar percebe-se que Uy, U, e U, se tornam £I quando k é par. Por outro

lado, quando k ¢ impar, U,, U, e U, assumem os valores

%:iﬂ%ﬁ{Qﬂ (4.452)
1 0
0 -1

Uy=+X7Z =+ (4.45b)
1 0
i 0

Us= XY = | l. (4.45¢)
1

Portanto, como U, U, e U, pertencem ao grupo de Pauli, qualquer produto matriciais

envolvendo-os permanecerd no grupo de Pauli, consequentemente, em funcéo de k - . ]

Lema 4.3 (Preservacao Grupo Nao Local). Toma-se G como o conjunto das matrizes da
forma e=/2Xomw) oy e=i/2N0uD) com N\ = k-7, em que v € {X,Y,Z} ek € Z, e H como o
conjunto de matrizes da forma ei(k'%"’”“), em que u € {X,Y,Z} ek € Z, entdao (G, 1), na qual
a operagio t € a conjugagio de G por H (h-g-h'), forma um grupo.

Demonstragdo. De modo similar ao descrito na demonstracdo do Lema 4.2, a preservacao do

grupo é verificada de forma trivial. O
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4.5.4 Teorema da separabilidade sob conjugacao

Uma vez que foram apresentadas todas as ferramentas necessarias, pode-se agora
chegar a um dos resultados principais deste capitulo, o teorema da preservacao da separabili-

dade sob conjugacido enunciado a seguir.

Teorema 4.2 (Separabilidade Sob Conjugagao). Dada uma matriz U ndo local em U(4) com
decomposicio KAK U = ¢ - (Ux®@Up)-Unr,-(Uc®Up), com Unp = ell0xx-0xx). ¢il0yy-oyy).
¢022:922) em que 0, sao ditos serem os angulos nao locais, e uma matriz local L = (L1 ® Lo),
L terd sua separabilidade preservada na conjugagio por U, ou seja, L' = ULUT = (L} ® L),
quando os angulos ndo locais 0, nao nulos forem (2k,+1)7/4 e os dngulos locais \,, oriundos
de (Uc®@Up)-L- (Ug ® Uzr)) forem n -, em que k,n € Z, u,v € {X,Y, Z}. Essas condigoes
podem ser relaxadas em casos decorrentes de relagoes de comutagdo, tais como: 1) se existir
apenas um dngulo ndao local 0,,, diferente de zero, entdo o angulo local correspondente A,
pode assumir qualquer valor real; II) quando todos os dngulos ndo locais 6y, forem iguais a

(2k, + 1) /4, entdo todos os dngulos locais A, podem assumir quaisquer valores reais.

Demonstragio. Partindo de um caso especifico, tem-se na Equagdo (4.11) a forma geral de
uma matriz estritamente nao local e na Equacao (4.39) sua acdo de conjugagao que, usando

as relagoes de comutagdo da Equagdo (4.2), pode ser escrita como

cilkr5oxx) | ilks5o22)  gike Fovy).
—1/2(/\1 ozitwi0rz )
o—i/20 0y +waory ) (4.46)
e~ 1/2(\s-0z1tws 017 )
emilkeFovy) | gmi(kafozz) | mi(kFoxx)
ik gory) . ilbaFovy)

Entéo, reagrupando e inserindo I = e entre alguns dos termos tem-se

ik o) . gilks Fozz).
ok 5ovy) (p=i/20u-0zrtwi-012) | p=i(k2Fovy).
ik Tovy) | (e—i/2(>\2-0y1+w2~ajy)) ik Tovy), (4.47)
ik Fovy) . (e—i/2()\3~UZI+OJ3-UIZ)> ik Fovy).

ik F022) . milln Foxx)
(ks o)

em que cada uma das conjugacdes por e podem ser escritas como

cilk2Fovy) | =i/20w-0urtwi-or) | —i(k2 fovy) (4.48)
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que, novamente usando as relacoes de comutacao e inserindo I, resulta em

ok Govy) | o=i/20w0ur) | p=ilk2 Fovy) | i(keFovy) | ,=i/2wior) | oi(keFovy) (4.49)

Agora, deve-se observar na Equagao (4.49) que em decorréncia do Lema 4.1 cada
uma das duas conjugacoes sera separavel. Além disso, pelo Lema 4.3 se tem que cada um
dos resultados serd uma matriz cuja fatoragdo na decomposicdo ZY Z se dara com os angulos
locais em funcdo de n -7, em que n € Z. Por fim, de acordo com o Lema 4.2 o produto
destes resultados também preservara a forma em funcdo de n - w. Deste modo, o mesmo
procedimento pode ser repetido para as demais partes nao locais (ei(kl'g'axx) e ¢ilks-fozz ))
na Equagao (4.46) para demonstrar que, nas condi¢des previstas pelo teorema, o resultado serd
sempre uma matriz separavel.

Para finalizar, faz-se necessdrio considerar o caso de uma matriz U(4) nao local
arbitraria, ou seja, uma matriz U = €% . (U4 ® Ug) - Unr, - (Uc ® Up). Para tanto, convém
inicialmente observar que a parte local a esquerda de U néao influencia no processo por ficar
fora da conjugacao, apenas a parte local a direita sera considerada. Facilmente se nota que,
mesmo neste caso, todos os lemas utilizados permanecem validos. Apenas nao serd utilizada
somente a matriz sendo conjugada mas também a parte local a direita da matriz nao local, ou
seja, (Uc®@Up) - L- (Ug ® UE) deverd resultar em uma matriz decomposta em funcdo de n -,

ou em uma das condigoes de relaxamento do Teorema 4.2. O

4.6 Forma geral do grupo de Clifford

Como segundo exemplo de aplicagdo da analise de separabilidade serd demonstrada
a forma geral de um elemento do grupo de Clifford. Um resultado bastante conhecido na
literatura é que C' = (Cnyor, H,S), o grupo de Clifford, preserva P = (X,Y, Z), o grupo de
Pauli, sob conjugacdo, portanto, para todo c € C ep € P, ¢c-p-c' € P. Entretanto, ainda que
largamente difundido na literatura nao é conhecida uma férmula algébrica que defina a forma
geral de uma matriz pertencente ao grupo de Clifford, resolver esta questao é o objetivo desta

secao.

4.6.1 Preservacao de P;

Denota-se P, e C),, respectivamente, os grupos de Pauli e Clifford cujos elementos
pertengam ao grupo U (2"). Deste modo, inicia-se enunciando o Lema 4.4 acerca da preservacao

do grupo de Pauli sob conjugagdo por matrizes em U(2).

Lema 4.4 (Preservacao Py). Seja L uma matriz arbitrdaria pertencente ao grupo U(2) na forma
e~ /2 . g7t 2000n) o =i/2(0200) L o=1/2(0300) e que p,v € {X,Y, Z} e # v, e P um elemento
do grupo de Pauli, tem-se que L - P - LT = P, em que P’ é também um elemento do grupo de

Pauli, sempre que os angulos locais (\;) de L forem k-5 com k € Z.
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Demonstragdo. O caso particular uniparamétrico da estrutura de preservacdo do grupo de

Pauli pela conjugagao por elementos de U(2) é descrita pelo sistema de equagoes gerado por
(e_i/Q()"U“)) o (ei/Q(’\"’“)) =0, ¥V pou,ne{X)Y, 7}, (4.50)

cujas solugdes triviais ocorrem para A = 0 ou g = v e as ndo triviais ocorrem para p # v # 1,

A=k-5 ek e Z Assim sendo, fica ficil perceber que para o caso geral representado por

<e—i/2()\1.au) e i/2(0200) _e—i/2(A3.aH)) Gy - (ei/Q()\3.aM) . ¢t/2(h200) _ei/2(/\1-au)) =0, (4.51)

tem-se 0 mesmo conjunto de solugdes da Equacdo (4.50). Isso implica dizer que qualquer

matriz fatoravel conforme proposto pelo Lema 4.4 preserva o grupo P; sob conjugacao. ]

4.6.2 Preservacao de P,

Sabe-se [63] que o grupo C,, pode ser construido, usando o produto tensorial e o
produto usual de matrizes, a partir de C e C. Portanto, uma vez que a forma de C esta, & um
fator de fase global, descrita no Lema 4.4, o passo seguinte é descrever a forma de Cs. Assim
sendo, usando os lemas e teoremas apresentados no decorrer do capitulo ja é possivel enunciar

a forma geral de um elemento do grupo de Clifford, conforme pode ser visto no Teorema 4.3.

Teorema 4.3 (Forma Geral de Clifford). Toda matrizU = (L1 ® L2)-Unr-(R1® R2), elemento

de U(4), pertence ao grupo de Clifford se, e somente se, puder ser decomposta na forma

e_%(al'aul"t‘ﬁl'ahb). e—%(Al'UyI"FUJl'UIH)_
e—%(azﬂ'u["ﬁﬁ?o'lu). . ei%(kn'ann) . ei%(kv'o'vv) . ei%(ku'guu) . e—%(/\z'UuI-ﬁ-wz'fqu), , (452)
e—%(az-our+Bso1u) e~ 5(sourtwsory)

em que 0s angulos locais oy, Bi, \i,w; sGon-m/2 comn € Z e os fatores dos angulos nao locais
ki € Z, com M, 0,1 € {XaKZ} 6777&1) #/’L

Demonstragdo. O primeiro passo é provar que se U estiver fatorada conforme proposto no
teorema ela estard em Clifford. Pois bem, estd na definicdo do grupo de Clifford que este

preserva o grupo de Pauli sob conjugagao, portanto, tem-se que
U-(0,®0,) U =(0,20),) (4.53)

para todo pu,v,n,v € {I,X,Y, Z}. Disto, percebe-se como consequéncia que U deve preservar
a separabilidade de (0, ® 0,), entdo U deve atender aos critérios do Teorema 4.2 segundo o

qual para

(L1 ® Ly) - Unp, - (R1 ® Ry) - (0, @ 00) - (R1 @ Ro) - UL, - (L1 @ Ly)f (4.54)
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resultar em uma matriz separavel tem-se que Uy deve ter seus angulos nao locais como
miltiplos fmpares de /4 e (R ® Rz) - (0, ® 0y,) - (R1 ® Rs)! deve possuir uma fatoragio na
qual seus adngulos locais sejam multiplos inteiros de w. Toda matriz de Pauli, & um fator de
fase global, possui fatoragdo com angulos locais multiplos inteiros de 7, portanto, usando o
Lema 4.4 vé-se que (R1 ® Ry) - (0, ® 0y,) - (R1 ® Ro)' atendera ao critério de separabilidade

requerido pelo Teorema 4.2 e, assim sendo,
Uni - (R ® Ry) - (0, ®0,) - (R1 @ Ry)T - UL, (4.55)

serd uma matriz separavel fatoravel com dngulos locais multiplos de 7. Para o caso particular,
aqui permitido, de k; assumir valores pares (incluindo o zero), Uy, assume uma forma separavel
fatordvel com angulos locais multiplos de 7 (ou a prépria identidade). Entretanto, usando
novamente o Lema 4.4 vé-se, de maneira andloga ao caso anterior, que a Equacao (4.55) resulta
em uma matriz de Pauli, assim como sua subsequente conjugagio por (L; ® Lo), mostrada na
Equagao (4.54), também resultard. Convém ressaltar dois casos triviais: I) Quando todos os
fatores k; forem zeros entao Uy, assume a forma da identidade e a preservagio de Pauli decorre
do Lema 4.4 em torno de (L; ® R1) e (L2 ® R2); IT) Quando da condigao de relaxamento II do
Teorema 4.2 e Uyy assume a forma de uma SWAP, entdo novamente a preservagao de Pauli

decorre do Lema 4.4 em torno de (L; ® R3) e (L2 ® Ry).

Isso é plenamente suficiente para afirmar que, uma vez que existe uma fatoracao
de U na forma proposta ela estard em Clifford. O segundo, e tltimo, passo é provar a relagao
de volta, ou seja, que se U estd em Clifford entao existe uma fatoracdo da forma proposta. Da
teoria de grupos se sabe que qualquer elemento do grupo pode ser obtido pelo produto (nesse
caso especifico o produto se refere ao produto usual de matrizes) de seus geradores. Sabe-se
ainda que o grupo de Clifford tem como geradores {Cnor, H, S}, cujas fatoragoes sao

3
- (—7”'0'214-%'012). —i(morz).

= e
Cyor = 6—5(37"~0y1+37”'0n/). . (eiﬂ'/4 . ei(ﬂ'/4'UXX)) . %(% C"YI). (456&)
TR T
_ ei% ) 6_%(%.0’}/) . e—%(ﬂ'az) (456b)
S = (if.e3(moz) gm5(=F0v) g(-moz) (4.56¢)

portanto, como os geradores estao na forma proposta no teorema e todo elemento do grupo é
um produto destes geradores que manterdao, quando em U(2), a forma prevista pelo Lema 4.4,
tem-se que a forma descrita na Equacao (4.52) gera todo o grupo de Clifford, como se queria

demonstrar. O

4.6.3 Analise de um caso particular

Para fins meramente didaticos, tomar-se-a o caso particular de U = (I Rez 5 (§oz ))

€'1927 . (I ®ez 5 (§oz )> para se tecer algumas explicagoes. Para tanto, faz-se a pergunta: esta-

ria U no grupo de Clifford? Uma analise apressada pode levar a falsa conclusao de que ela nao
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estaria em Clifford por nao estar fatorada na forma prevista pelo Teorema 4.3. O ponto central
da questao é que, embora U nao esteja fatorada na forma prevista existe uma fatoragao de U
compativel com a forma geral de Clifford apresentada pelo teorema, portanto U estd de fato
em Clifford. Como €'77%7 comuta com (I ® e300z ) entdo existirdo infinitas decomposigoes

para U, entretanto, como /6 + w/3 = 7/2 ha uma fatoragdo na forma descrita pelo teorema.

4.7 Conclusao

Neste capitulo, apés a introducao de alguns tépicos elementares tais como relacoes
de comutagoes e fatoragdes de matrizes em U(2) e U(4), foi revisada a teoria acerca das
formas bilineares. Usando essas ferramentas foi descrita uma abordagem capaz de verificar a
separabilidade de uma matriz arbitraria e, como aplicagoes, foram apontadas as condigbes para
a preservacao da separabilidade sob conjugacdo e a forma geral do grupo de Clifford. Outras

aplicacOes serdo apresentadas em capitulos posteriores desta tese.






Capitulo 5

O papel da base de medicao na
teleportacao de estados quanticos

Resumo

Neste capitulo é discutido o procedimento pelo qual a teleportagdo de estados
quanticos pode ser obtida através de circuitos compostos de bases de medi¢cdo arbitrdrias e,

ao final, serao analisados alguns casos particulares.

5.1 Introducao

Conforme tradicionalmente descrita, a teleportagdo de um estado quantico arbi-
trario entre duas partes que compartilham um par EPR é realizada através de uma medicao
na base de Bell do qubit a ser teleportado juntamente com um dos qubits integrantes do par
EPR. O resultado da medigéo é entao enviado classicamente a outra parte que, com base neste,
realiza a correcdo adequada utilizando portas de Pauli de um qubit.

Este procedimento foi detalhadamente descrito no Capitulo 2, no entanto, conforme
foi apresentado em [64] e [65], é possivel utilizar bases arbitrarias para executar o protocolo
de teleportagio para um estado quantico arbitrario de um qubit. Na sequéncia sera revisitado
esse resultado usando um procedimento algébrico, ligeiramente diferente dos trabalhos citados,
que sera util na construgdo da extensdo do protocolo de teleportacdo de portas quanticas
apresentado no Capitulo 6.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Secdo 5.2 mostra
a construcdo analitica que proporcionarda o entendimento do papel da base de medicdo na
teleportagao de estados quanticos. Na Secao 5.3 tem-se a andlise de alguns casos particulares

e, por fim, a Se¢do 5.4 apresenta as conclusoes.
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5.2 Teleportacao parametrizavel

Para proceder com a investigagdo pretendida, no lugar do circuito comumente
descrito na literatura serd utilizado uma versao parametrizavel em varios aspectos, a saber: o
estado recurso da teleportagao (|V¥) , ), a porta utilizada como preparacao para medigao (U),
a base de medigao (M) e as portas de corre¢ao. Este circuito parametrizavel pode ser visto na

Figura 5.1.

Figura 5.1: Circuito parametrizavel para teleportacdo de estados quanticos.

£)=410;+& (1) —

D-aloeal—
] ]

|I’V>BC{ Errar

Correction

&)

Uma vez descrito o circuito, pode-se analisar a evolugdo do estado quéantico através
dele, conforme iniciado na Equagéo (5.1), em que V; é uma operacao de um qubit associada a

correcao de erro.
4
(U 1)) 4 1Y) ge :Z\/ﬁ‘ﬁi>ABW’€>C' (5.1)
i=1

Convém ressaltar que, para uma teleportacdo com sucesso deve ser observada a condig¢do
(BilBj) = dij, pois {|B1) , |B2) ,|B3) ,|Ba)} formam a base de medicao. Assim, fazendo o produto
interno de (f;| com a Equagao (5.1) tem-se
4
(Bl (U I) &) ) =D _ /i (Bl Bi) Vi l€) (5.2)

i=1

que, removendo-se 0s casos ortogonais chega-se a
(Bl (UI)[§)[¥) = /pjV5 &) - (5-3)

Na sequéncia, usa-se a forma geral de um estado quéntico de dois qubits, portanto,
substitui-se |¥) por ogg |00) + 001 |01) + 010 [10) + 011 |11) na Equagao (5.3) e se obtém

(B (U @ I) (00 [£) 100) + 001 [£) [01) + 010 [€) [10) + 011 [€) [11)) = /P5V; [€) - (5.4)
Fazendo a distribuicao e reorganizando os termos semelhantes chega-se a

(o000 (85 [U]£0) + 010 (35 |U| £1)) |0) +

(o0 (8, [U1€0) + o (8 (U] enpy |1y |~ VPl (5.5)
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Agora, substituindo

£) =& 10) + & (1), (5.6)

U [£0) = &U [00) + £1U [10), (5.7)

U 1) = &U [01) + & U [11) (5.8)
- U{1 0{2

w=li ] 9

na Equagao (5.5), obtém-se

[ & (000 (8;1U100) + 10 {85 (U 01) + ] |

L& (000 </8] |U[10) + 010 </BJ |U|11)) i . [ E&)v{l + 510{2; 10) + (5.10)
o J J J ’

_ 0 (000 (8, 7] 00) + 011 (5; U] 01)) + . 0 Eovyy + &1y ) [1)

| & (001 (B |U[10) + 011 (B [U]11)) |

Com isso, a matriz V; pode ser obtida diretamente a partir da Equagao (5.10). Fazendo
Uy =U |zy) V z,y € {0,1} tem-se que

. = 5.11
T VD oo (Bi1Uo0) + 011 (BlUo1) o1 (B;1Un0) + a11 (B;|Un1) (5:11)

1 |o00 (Bj|Uoo) + 10 (B5|Uo1) 000<5j|U10>+010<5j!U11>].

A Equagao (5.11) mostra a relagdo entre a porta U de dois qubits usada como
preparacao para medicdo, as portas de correcao dadas por VjT e a base de medicao utilizada

no processo de teleportagdo. A Equagao (5.11) pode convenientemente ser reescrita como

Vi

1 1 [000 0101 l<ﬁj|U00> <Bj’U10>1' (5.12)

B \/Fjaﬁj i (BlUo1)  (B;|Un)

001 011

E largamente sabido que uma teleportacao sé é possivel com a existéncia de entre-
lacamento, isso fica evidenciado na Equacao (5.12). Uma vez que V; deve pertencer a SU(2)
tem-se que |det(V;)| = 1, portanto, o determinante da matriz o tem de ser diferente de zero.
|2

Faz-se interessante observar que |det(o)|* é numericamente igual & uma medida de entrelaga-

mento (concorréncia) para estados puros de dois qubits, assim sendo, o estado de dois qubits
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usado como recurso na teleportacdo nao pode ser desentrelacado.
Agora, considerando o caso no qual os resultados obtidos pela medigdo sdo equipro-
vaveis, p; = 1/4, e o estado usado como recurso é maximamente entrelagado, ogp = 011 = 1/ V2

e 091 = 019 = 0, a Equacao (5.12) pode ser simplificada para

. (BjlUo0)  (Bj|U10)
Vi=v2 lewon <ﬂern>] | 19

A Equagao (5.13) fornece uma visdo clara e objetiva do relacionamento entre os
pardmetros enunciados no circuito e serd tomada como base para a andlise de alguns casos

particulares.

5.3 Analise de casos particulares

Pode ser facilmente verificado que dada uma porta U e a base de medicdo M =
{(|Uo0) £ |U11))/v2, (|Uo1) £ |U10))/+/2}, as matrizes de correcao VjT sdo as matrizes de Pauli.
Convém ressaltar que isso é vilido para qualquer que seja U e nao apenas para o cenario
tradicionalmente descrito na literatura que utiliza U = (H ® I) - Cyor e M sendo a base

canobnica. Por exemplo, se para este mesmo U a base M for a base de Bell, as matrizes VjJr de
corregao sao as descritas na Equagao (5.14).

T | T L 11
Povely 772 Vel 08 2|1 1

De maneira anédloga, usando a base de Bell mas com U = (H ®I) - C /3, tem-se como matrizes

-

o1 |-
,1/4—\/5[1 1]. (5.14)

VjT de corregdo as apresentadas na Equacao (5.15).

1 1 1 -1 1 1 -1 1
T _ 1 T 1 T 1 T 1
|4 = L 7(1\}1‘) Vay = [1 (1\/‘)] V3 = [1 (1\}1-) Vy = Vo) [ 1 (1\;‘)]. (5.15)
2 2 2 2

Agora, para um exemplo sem a utilizacdo da base de Bell pode-se fazer M =
{(|Uo0) T €7 [U11))/V2, (|Uo1) F €7 |Uio))/V2}, em que a agdo da porta U na base candnica

é expressa por:

Uo = U [20) = [|00) + (1) |10)] /v2, (5.16)
U = Ulzl) — [(1\21)]$[|01>+(—1)x|11>] o3 (5.17)

Com esta combinacao, as matrizes VjJr de correcao serao V1T = [n/8], V2T = [n/8]-Z, V3T =X-9
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5.4 Conclusao

Neste capitulo foi revisitado o procedimento através do qual a teleportagao de es-
tados quénticos pode ser obtida através de circuitos diversos e ndo apenas através do bem
conhecido circuito proposto por Bennet. Foi apresentada a equagdo que descreve o relaciona-
mento entre os parametros envolvidos no processo de teleportacdo com bases arbitrarias. Por

fim, foram analisados alguns casos particulares, incluindo um néo utilizando a base de Bell.






Capitulo 6

Teleportabilidade de portas quanticas e
bases de medicao

Resumo

FEste capitulo apresenta uma das contribuicoes desta tese ao desenvolver a
teoria que descreve a nogdo de teleportabilidade de portas quanticas de acordo com a base
de medigdo, conceito associado d habilidade de uma porta quintica ser teleportdvel através
de uma base de medicao ou, de modo inverso, a habilidade de uma base de medi¢do ser

usada para a teleportar uma dada porta quantica.

6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores foram descritas as ferramentas necessarias ao desenvolvi-
mento da teoria que sera construida neste capitulo e permitird um entendimento preciso dos
fatores envolvidos na teleportagdo com sucesso da acdo de uma porta quéntica, ou mesmo
quando esta podera ser alcancada apenas de forma probabilistica.

Apés o trabalho de Gottesman e Chuang [1], e mesmo apds a expansdo em [1§],
ainda restaram lacunas no completo entendimento da teleportacao de portas quanticas, lacunas
estas que sdo pretensoes deste trabalho elucidar. Tais questionamentos permeiam por varias

etapas do protocolo de teleportacgao, tais como:

e Seria possivel realizar teleportagoes de portas quanticas utilizando outra base de medigao
além da base de Bell?

e Como se caracterizar uma base de medicdo capaz de realizar teleportacdes de portas

quanticas?
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e As corregoes podem ser realizadas com portas fora do grupo de Pauli?
e Seria possivel realizar a teleportacdo de uma porta fora do grupo de Clifford?

e Mais abstratamente, toda porta cuja separabilidade é preservada quando conjugada por

um elemento do grupo de Clifford pertence ao grupo de Pauli?

Para trabalhar a resposta de cada uma dessas questoes sera enunciado um teorema,
que descreve de forma clara as condigoes necessarias envolvendo a porta quéntica e a base de
medicao para que o protocolo de teleportacao seja deterministico.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Se¢do 6.2 mostra a
construgao analitica que proporcionara um entendimento mais profundo da teleportacao portas
quanticas. Na Secao 6.3 é feita a caracterizagao de bases de medicOes tteis a teleportagoes, sdo
fornecidas algumas parametrizagoes para gera-las. Seguindo, tem-se na Sec¢ao 6.4 a formulacio
do teorema acerca da teleportabilidade. Na Secdo 6.5 é feita uma andlise da teleportabilidade
de algumas bases de medi¢do. A Secdo 6.6 demonstra alguns exemplos de teleportagdes de

portas fora do grupo de Clifford.Por fim a Secdo 6.7 apresenta as conclusoes.

6.2 Teleportacao parametrizavel

Neste trabalho, assim como foi realizado com a teleportacao de estados quanticos,
sdo buscadas expansdes que permitam a teleportacdo de portas através de bases de medicio
diversas. Para tanto, serd utilizada a versdo parametrizavel do circuito para teleportagao de

portas quanticas exibida na Figura 6.1.
Figura 6.1: Circuito parametrizavel para a teleportacao de portas quanticas.

Ly = TFE-'.A'I (| Cue } (GAE |]

P - -
|U>—|L H !
D
: i UT chorr |0">:UT|GAE>
N ; N
ey 2
B i : L
|Wlh WJ> Ws)

Seguindo um procedimento analogo ao utilizado nos Capitulos 3 e 5 pode-se ana-
lisar o circuito apresentado na Figura 6.1 e concluir que para uma teleportacdo com su-

cesso o estado imediatamente antes das medigdes deve ser o descrito na Equagdo (6.1), com
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loaB) = 000 /00) 4 001 [01) + 0719 [10) + 011 [11).

U |00) Uz |00
U |01) Uz |10
U |00) Uz |00
U |01) Uz |10
U [10) Uz |00
U |11) Ur |10
U |10) Uz |00
U |11) Ur |10

001 (

13) = % o10 (
o

4

= T T T DO O =

U |00
U |00
U |10
U |10
U |00
U |00
U |10
U |10

+ U |00) Uy [01) U |01) +
+ U |01) Ur [11) U |01)
+ U |00) Ur [01) U |11) +
+U|01) Up [11) U |11)

+ U |10) Ur [01) U |01) +
+ U |11) Ur [11) U |01)
+ U |10) Ur [01) U |11) +
+ U |11) Up [11) U |11)

= T T T DO O =

= % Z VnmUT ’UAB> ‘611) ‘5m>

n,m=0

)
)
)
)

+

+

—+

Agora, usando U,y = U |zy) V z,y € {0,1} e fazendo o produto interno de (B;| (fx| com a

Equagao (6.1) obtém-se

( (BilUoo) (Br|Uoo) Uraoo [00) + (Bj|Uoo) (Bk|Uo1) Urago [01) )
+
(B51Uo1) {Br|Uoo) Urooo |10) + (B;|Uor) (Bk|Uo1) Urooo [11)
( (Bi1Uo0) (Bk|U1r0) Uroor [00) + (Bj|Uoo) (Bk|U11) Uroor [01) ) n
(BlUo1) (Bk|U1o) Uroor [10) + (B;|Uo1) (Bk|U11) Uroor [11)
1 ( (B31U10) (Br|Uoo) Uroig [00) + (B;|Ur0) (Br|Uo1) Uroio |01) )
! 4 (6.2)
2 (B1U11) (Br|Uoo) Uroio |10) + (B;|U1) (Bk|Uo) Uroio |11)
( (Bj|U10) (Br|Uro) Uroi1 100) + (B;|Uro) (Br|Ui1) Uroq1 |01) )
(Bj|U11) (Brk|Uro) Uroi1 [10) + (B;|Ur1) (Bk|Ui1) Uron |11)
= iV]kUT [(700 |00> + 001 ‘01> + 010 ’10> +on |11>]
que, substituindo
3 l<5j|UOO> </Bj|U10>] % /2 [<ﬁk‘UOO> </Bk‘U10>1 6.3
i (BilUo1) (Bj1U11) (BrlUo1)  (Bk|Un1) (63)
na Equacao (6.2) chega-se a
UrBjiloas) = ViUt |oaB) - (6.4)

A Equagao (6.4) indica que para a porta Ur ser teleportada com corregdes locais a porta U

(preparacao para medigdo) e a base de medi¢ao devem ver escolhidas de tal forma que

Vik=(V; @ Vi) =Ur-(8;®Br) - Uk VY j,ke{1,2,3,4}. (6.5)
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Por sua vez, as corregoes serao dadas pelas transpostas conjugadas de Vjy.

Em outras palavras, uma correcado composta de portas de um qubit sera possivel
se, e somente se, a conjungagao das matrizes (3 (oriundas da relagao entre a porta U e a base
de medicao) por Ur preservar a separabilidade de 3; ® 8. Por exemplo, para o caso de U = I4
e uma medicdo na base de Bell, Ur pode ser qualquer porta pertencente ao grupo de Clifford

e as portas de corregao V;Tk pertencerao ao grupo de Pauli, um caso cldssico na literatura.

6.3 Caracterizacdo de uma base de medicao

No Capitulo 5 ficou demonstrado que a teleportacao de um estado quéntico pode
ser alcangada usando uma base arbitraria, o procedimento descreve inclusive qual serd a cor-
recao requerida. No entanto, quando se discute a teleportacdo de portas quénticas a Equa-
¢do (6.5) indica que o cendrio é diferente. Disso emerge a questdo: quais bases podem ser
utilizadas para teleportacdo de portas quéanticas?

A busca por essa resposta inicia revisitando a Equacao (6.6) que indica como obter

as matrizes oriundas da base de medig¢ao usada no processo de teleportacao.

o (B;1Uo0)  (B;|U10)
E ﬂLBﬂUOD <5j‘U11>]. (6.6)

Basicamente, a restricdo associada as parametrizagoes obtidas é que elas resultem em matrizes

Bj unitdrias, 3; - 6;-[ = B; - Bj = I, o que leva ao sistema descrito na Equagao (6.7).

| (B;1U00) I + | {B;|U10) | = 1/2

| (B;lUo1) 1> + | {B]Un1) | = 1/2

| (B;1U00) I + | {B;|Uo1) | = 1/2 67)
| (B;1U10) 1> + | (B]Un1) | = 1/2 '
(BjlUo0) (Bj|U01)" = — (B;|Un0) (B;|U11)"

(B;1Uo0) (Bj|U10)" = — (Bj|Uo1) (B;|U11)"

Para o caso particular de U igual a identidade e uma dada base 8 = {|3;)}, em que |5;) =
[b1,bj2, bj3,bja]T com j € {1,2,3,4}, leva o sistema descrito na Equagio (6.7) ao sistema

apresentado na Equacao (6.8).

[bj1]? + [bjs]* = 1/2
|bj2]? + [bjal® = 1/2
[bj1]? + [bje]* = 1/2
|bjsl? + [bjal® = 1/2
bj1bj = —bjzbly

bj1bj3 = —bjabjy
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Afim de investigar a teleportabilidade de uma dada base foram buscada algumas

parametrizacoes que atendam aos critérios descritos nas Equacoes (6.7)—(6.8).

6.3.1 Parametrizacao com uma variavel complexa

Para quaisquer valores tais que |a|? + |b|> = 1/2 uma base dotada de teleporta-
bilidade pode ser obtida através da Equagao (6.9), portanto, variando um tnico parametro
complexo é possivel obter infinitas bases capazes de realizar teleportagdo. Convém apontar
que pequenas variagoes de sinais e conjugagao na Equagdo (6.9) podem facilmente gerar outras

parametrizagoes validas.

a* b* —b a
b —a a* b*
a - ) ) ) 6'9
Bap —a* —b* —b a (6.9)
—b a a* b*
Essa parametrizacao leva as matrizes 3; descritas na Equagao (6.10).
a —b* b*  a —a —b* —-b* «a
B =2 Ba =2 Bz =2 B =2 . (6.10)
b a* —a* b —b a* a* b

6.3.2 Parametrizacao com trés variaveis reais

Tomam-se as colunas de Uy, parte nao local resultante de uma decomposicdo

KAK, como vetores da base, conforme descrito por

cos (67 )e'? 0 0 sin (67)ie'?s
0 cos (61)e10s sin (61)ie~03 0
6NL = ) . (+) —i0 ) ( +) —i0- ’ ) (611)
0 sin (07 )ie ™3 cos (0T )e "8 0
sin (67 )ie'% 0 0 cos (07)e's
em que 07 =01 + 05 e 6~ = 01 — 0. Conforme apontado anteriormente, uma base dotada de

teleportabilidade precisa atender as restrigoes definidas nas Equagoes (6.7)-(6.8), isso leva as

seguintes restricoes:

2cos? (6 — ) =1
2sin? (0, — 6 1
sin” (01 — 62) = (6.12)
2sin? (61 +67) = 1

)=1

2 cos? (91 )

Resolvendo este sistema de equagbes chega-se as possiveis 26 solugoes mostradas
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aos pares na Equacdo (6.13).

(61,02) = { (0,£5); (£5,0): (0,3 ) 5 (£, 0); . (6.13)

(£5.£5)5 (£1,£5); (ig,i%) ; (i%{, ig)

Essa parametrizagao leva as matrizes 3; descritas na Equacao (6.14).

01 — 92) e s 0 ]
_ vz |8t | 6.14
A — sin (91 - 92) . 7;6_163_ ( a)
By =2 ! — o (01 +02) et (6.14b)
2 cos (61 + 6) - €3 0 | '
0 cos (01 + 03) - €3]
=2 . 6.14
Ps —sin (61 + 62) - iet?s 0 ] ( ¢)
—sin (61 — 02) e i0s 0 |
_ vz |7l e 6.14d
P 0 cos (01 — 6) - e | ( )

Destes resultados apresentados, faz-se as seguintes observagoes:

1. A teleportabilidade de uma base desta classe depende apenas dos parametros 61 e 65.

2. Observando a forma descrita na Equacao (6.11) e os resultados apresentados na Equa-
¢ao (6.13), tem-se uma parametrizagio para geracgao de infinitas bases com teleportabi-

lidade. Para tanto, basta variar o pardmetro 03 e/ou uma fase global (6p).

6.4 Teorema da teleportabilidade

Com o arcabouco desenvolvido no Capitulo 4 e nas se¢es anteriores deste capitulo,
torna-se possivel enunciar o Teorema 6.1 que descreve precisamente as condi¢ées nas quais a

acao de uma porta quantica de dois qubits pode ser teleportada de forma deterministica.

Teorema 6.1 (Teleportabilidade). Dada uma porta quantica de dois qubits U com decompo-
sicio KAK (Ups®Up)-Unr, - (Uc®@Up) e uma base de medigio M = {|51),|B2),183),184)}, a
porta quantica U serd teleportada deterministicamente se Uny, e (Uc®Up)-(5; ®Bk)-(Ug®Uj5),

em que B sdo as matrizes oriundas da base M, estao de acordo com o Teorema 4.2.

Demonstragio. A partir da Equagdo (6.5), pode-se notar que para uma teleportacao determi-

nistica com correcoes locais a separabilidade das matrizes oriundas da base de medicdo, cuja
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forma de f3; esté descrita na Equacao (6.6), deve ser preservada sob conjugacao de U. De outro

modo, substituindo U na Equagao (6.5), tem-se que a expressao
Uni - (Uc®Up) - (8; ® Bi) - (UL @ Up) - UL, (6.15)

deve resultar em uma matriz separavel, portanto, faz-se necessario que Unr, e (Uc®@Up)-(B; ®
Br) - (U(T; ® UL) estejam em conformidade com o Teorema 4.2 que descreve os critérios para a

preservacao da separabilidade sob conjugacao. O

A partir do Teorema 6.1 diversas questoes interessantes podem ser observadas, tais

COImo:

e A parte nao local Uyy, da porta U a ser teleportada deve ter uma decomposicdo KAK

cujos angulos 6; estejam em funcao de 2(k; + 1) - /4, com k; € Z.

e A componente (Uy ® Up), parte local a esquerda de U, nao é relevante para o processo

de teleportacao.

e A conjugacgao de i, as matrizes oriundas da base, por (Uc ® Up), a parte local a direta
da porta Ur, deve possuir uma decomposicao ZY Z com angulos A\, em funcdo de k,,

em que k, € Z.

e Toda porta quantica cujos angulos nao locais sejam todos nao nulos e multiplos inteiros

de 7/4 podem ser teleportadas usando qualquer base dotada de teleportabilidade.

6.5 Analise de teleportabilidade de algumas bases

Uma vez definidos meios de caracterizar bases de medicao uteis & teleportacao,
serdo tomados alguns exemplos para aprofundamento da questdo. Para tanto, serdo utilizadas

as bases Mpey, Mo e Mp descritas adiante. Para iniciar, a base

1 1
s (0 (v 0
ol |5 0 NG
MBell = s ) ) (616>
0 1 0 _ L
1 V2 1 V2
2 0 Vo) 0

leva, usando a Equacao (6.6), as matrizes

1 0 0 1 1 0 0 —1
elly, — 5 ello, — 5 ells — s elly, = . 6.17
Bbeit [O 1] Bbells L 0} Bbells [0 _1] Bheils L 0 ] (6.17)
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Lembrando que usando a decomposicao ZY Z uma matriz em U(2) pode ser decomposta na

forma

UA — e—i/?()\o) . e—i/2(>\1~o’z) . e—i/2()\2~0'y) . 6—7;/2()\317'2)7 (618)

com Ag, A1, A2, A3 € R, pode-se verificar que os dngulos oriundos da decomposi¢do das matrizes

Bheil; sao

™ s T
/Bbelll = [0707070]7 Bbellz = |:277T) _7T7O:| ) ﬂbellg = |:2)O77T70:| ) /Bbell4 = |:277T7070:| . (619)

Na sequéncia, a base

_1 _1 _1 1

2 2 2 2

1 1 _1 1

2 2 2 2

Mo = i , o] s 1 (6.20)

2 T2 2 2

1 _1 _1 _1

2 2 2 2

leva as matrizes

-1 1 -1 -1 -1 1 1 1
ﬁclzkl 1 1]7 602:k[ 1 _1]» BC3:% [_1 _1]’ :864:% [1 _1‘|7 (621)

cujos angulos oriundos da decomposicdo ZY Z sao

B = [5.m—3,0], Be=[0,0,2,0], Be=[0,0,—3,0], e, =1[3,0,3,0]. (6.22)

Por fim, a base

i 1
VAR O\ (¥
0 =1 |5 0
Mp = ) i ; 1 ) (623)
oo I vl I I
va/ N0 N0\
leva as matrizes
—i 0 0 — 0 1 1 0
= ) = ) 3 — 5 = s 6.24
P [o 11 P L 0] ey L o] P [o —i] (6:24)
cujos angulos oriundos da decomposicdo ZY Z sao
3 37w T T 3m 3w
6d1 = |:4a27070:| ) 5d2 = |:§a05ﬂ-70:| 9 /Bdg = |:§77T7 *7'[',0] ) Bd4 = |:4727070:| . (625)

A partir dos Teoremas (4.2) e (6.1) é possivel determinar a probabilidade de uma
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dada porta ser teleportada com sucesso usando uma determinada base, alguns exemplos podem
ser vistos na Tabela 6.1. Basicamente, essa probabilidade é dada pela quantidade de resultados

de medicado que atendem a preservacao da separabilidade, dividido pelo total.

Tabela 6.1: Probabilidade de sucesso da teleportagao de algumas portas quanticas usando as
bases Mpey, Mo e Mp.

Porta Mpen Mc Mp
Cnor 1 0 0.5
Cr/s 0.5 0 0.5
Cnor'/? 0.5 0 0.25
SW APY/? 0.25 0.25 0.25
exp(i%ayy) 1 1 0.25

Faz-se interessante ressaltar que a relacao entre o resultado da medicao e a preser-
vacao da separabilidade é deterministica e conhecida a priori, portanto, é possivel identificar
quando a teleportacao falhou para repeti-la até que se obtenha um sucesso. Como exemplos, a
Tabela 6.2 apresenta essa relagao para a teleportacao das portas C’NOTI/ 2 e SWAPY? ysando
a base de Bell. Tomando a decomposicao KAK da porta a ser teleportada, sempre que a

expressao
Unt - (Uc @ Up) - (B; @ Br) - (UL @ UL) - Uk, (6.26)

resultar em uma matriz separéavel a teleportacao sera considerada um sucesso e o estado original
podera ser recuperado com correcoes locais, caso contrario a teleportacio sera considerada
falha. Os dois primeiros bits obtidos com a medicao estao associados ao indice j das matrizes
oriundas da base, enquanto os dois ultimos bits estdao associados ao indice k. Outros exemplos

sdo apresentados nas secoes seguintes.

Tabela 6.2: Resultado da teleportacao de algumas portas quanticas usando a base Mp; em
func¢éo dos resultados das medicoes.

Medicdo Cnor'? SWAPY? | Medicao Cpyor'/? SWAP/?
0000 Sucesso Sucesso 1000 Sucesso Falha

0001 Sucesso Falha 1001 Sucesso Falha
0010 Falha Falha 1010 Falha Sucesso
0011 Falha Falha 1011 Falha Falha
0100 Falha Falha 1100 Falha Falha

Continua na préxima pagina...
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Tabela 6.2 — continuagdo da pagina anterior.

Medicdo Cnor'/? SWAPY? | Medicao Cyor'/? SWAP/?
0101 Falha Sucesso 1101 Falha Falha
0110 Sucesso Falha 1110 Sucesso Falha
0111 Sucesso Falha 1111 Sucesso Sucesso

6.5.1 Analise de um caso particular I: exp(ijoyy)

Tomando o caso da teleportagao da porta exp(ifoyy) usando a base Mp como
exemplo, vé-se que o processo apenas logrard éxito quando a medigao resultar em 0101, 0110,
1001 ou 1010, que corresponderd, respectivamente, as combinagoes (B4,, Bdy)s (Bdy, Bds)s (Bds,
Bdy) € (Bds, Bas)- Isso decorre do fato de que apenas as matrizes 34, e B4, possuem uma decom-
posicao compativel com o requerido pelo teorema da teleportabilidade. Considerando a porta
exp(i§oyy) na base My, vé-se que a teleportagao pode ser realizada de forma deterministica,

0 mesmo acontece para a base M.

6.5.2 Analise de um caso particular Il: SWAP!/?

No que diz respeito & porta SWAPY/2, sua teleportabilidade probabilistica tem
uma explicacio que decorre da estrutura das portas da familia das Swap’s. A SWAPY2 tem
sua parte nao-local na forma expli-7/8- (0 x x +oyy+0zz)] e pode ser verificado simbolicamente
que toda porta na forma exp[i-0-(ocx x +0yy +0z7)| preserva a separabilidade quando conjuga
(A® A) para todo A € U(2) e § € R. Deste modo, percebe-se facilmente que a teleportacao
resultard em sucesso sempre que as matrizes oriundas da base forem 5;; = (8; ® §;), ou seja,
para os resultados de medigao 0000, 0101, 1010 e 1111.

6.5.3 Analise de um caso particular 1ll: Cyor'/?

Por outro lado, o caso da CNOTl/ 2 ge mostra mais elaborado. A menos de um
fator de fase global, a parte nao-local da Cyor'/? é dada por exp(igoyy) e suas portas locais
a direita sdo:

1

B, = -
=3

1—7 —1+4
1+7 141

1 [ 0 1-i
Bozﬂ[_l_i 01. (6.27)

Tomando a base Mp como exemplo, pode-se verificar algebricamente que teleportagdes com
sucesso ocorrem quando sdo medidos os valores 0010, 0101, 1001 e 1110. As conjugacoes das

portas locais associadas a estes valores sdo:

3T 3
Bl.ﬂdl BI = |:47072)0:| ) (628&)
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+ [

Bl'Bd2'Bl = 577[-771-70 ) (628b)
+ [

Bl'ﬁd:a 'Bl = 57_71—1070 5 (6280)

Bl'ﬁd4 Bif = _E7O)_E’ :| ) (628d)

| 4 2

t [

By - BdZ : BO = 57 m, 0, (6286)
1 [

BO ) ﬂd3 : BO = 55 07 -, 0f. (628f)

Deste modo, os quatro casos de sucesso sao dados pelas conjugagoes adiante na Equacao (6.29).

exp (igayy> : (31 - B4, - Bl ® By - Ba, - Bg) - exp (igay)/)T. (6.29a)
exp (z‘gwy) . (31 - Ba, - Bl ® By - Ba, - Bg) - exp (2'7870}/3/)T. (6.29b)
exp (igdyy> . (Bl - Bas .BI ® By - B, .Bg) exp (igay;/)T. (6.29c¢)
exp (igayy> . (31 - Ba, - Bl ® By - Ba, - Bg) - exp (igay;/)T. (6.29d)

Olhando atentamente, pode-se constatar que os casos representados pelas Equacoes
(6.292)-(6.29d) estdo aderentes, basicamente em decorréncia de relagdes de comutacdo, ao

previsto pelo Teorema 6.1.

6.6 Teleportacao além da base de Bell

Esta secao apresenta novos resultados a respeito da teleportacdo de portas quan-
ticas, incia-se com a teleportacdo de portas fora do grupo de Clifford usando a base de Bell e
em seguida é apresentado um procedimento para a construcao de bases para a teleportacao de

portas que nao podem ser teleportadas de forma deterministica usando a base de Bell.

6.6.1 Cenario baseado no maximal torus

Utilizando como inspiragdo o maximal torus [66] do grupo SU(4), chegou-se ao

conjunto de portas T'(01, 62, 63) mostradas na Equagao (6.30) com algumas propriedades inte-
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ressantes a serem discutidas na sequéncia.

e 0 0 0
0 ef 0 0
=1y o e 0
0 0 0 et(01+02+0s)
0 0 0 ef]
0 0 ¢f2 0
Ty = ,
s 0 ¢fs 0 0
€i(91+92+03) 0 0 0

Ty =

Ty =

e—1(01+02+03) 0 0 0

0 0 0
ez 0

0 e 0

0 0 6—i(61+02+63)
0 0 0 0]
0 0 €% o
0 e 0 0

(6.30)

Como as portas Tj, j € {1,2,3,4}, possuem propriedades similares, sera tomada

como exemplo a porta T} para uma analise mais aprofundada. Para 6; = 0 a porta 7} torna-se

separavel, portanto, fora do interesse dessa andlise. Por outro lado, para 61 = 7/2 e quaisquer

valores de 09 e 03, T é teleportavel através das bases Mpey; e Mp, mas nao é teleportavel

através da base M.

Na Tabela 6.3 pode-se ver o resultado da conjugacao das matrizes S da base Mp,

descritas na Equagao (6.24), pela porta 71, com #; = 7/2, em funcdo dos dngulos 0 e 65.

Tabela 6.3: Correcoes requeridas pela teleportacao da acdo da porta 77 em funcao do resultado
da medigdo (j e k) e dos dngulos (03 e 63) escolhidos.

sendo

Gk V=m0 BeB) T [j] Kk | Vi=Ti (808) 1)
11 P®—-P 3 1 Vs ®iPZ
12 PZ @ —-VoZ 3 2 —WBZ @iV,
1|3 PZ iV, 3 3 VsZ @ —VolZ
14 P®PYX 3 4 ~Vz3®@P
211 ~V3Z® PZ 4 1 PYX®P
212 V3@ Vs 4 2 —VoZ ®iP
23 Vs @ —VoZ 4 3 P® —Vy
2|4 —V3Z ®iP 4 4 PZ® PZ
0 —ie 2 0 —ie s
V2= L’ew? 0 ] ¢ W= L’ew?’ 0 ] '

(6.31)

Pode ser notado que na teleportagao da porta Tj(w/2,62,03) as corregdes para
(7,k) € {(1,1);(1,4); (4,1); (4,4)} independem dos valores de 62 e 03, portanto, sdo conhecidas
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previamente. Isso pode facilmente ser observado a partir da Tabela 6.3. Contudo, a propriedade

realmente interessante da porta T1(7/2, 62, 63) é que ela pode ser parametrizada para ficar fora

do grupo de Clifford e ainda sim ser teleportavel, um resultado desconhecido na literatura.
Por exemplo, para T (7/2,7/8,7/8) a Equacao (6.32) mostra um exemplo em que

nao se observa a preservagao do grupo de Pauli sob conjugacao.

t 0 1 —im/8 0

™ T T T T e

(222 (X2 Th (2.2 2) = 4 , . 6.32
1(2’8’8> Xe2) 1(2’8’8> -0 ®l 0 ie”/B] (6:32)

Da mesma forma, para ¢, = w/2, 63 = w/7 e §3 = /13 ndo se observa a preservagdo do grupo

de Pauli sob conjugagao, conforme pode ser visto em

n(355)wonnGiE) (Lol l) o

em que a = —0.8855 — 0.4647i e b = 0.2393 + 0.9709:. Analisando as decomposi¢goes KAK

destes exemplos, dadas por

e—%(%'021+§-012)_ e—%(—W'UZI).
. ) . (3 3
(a0 | e dEorom). | (ot i) | i), | 630
e~ 5(-m012) e~3(=5071)
e—slarozitprorz), e~ 3(2mozit—morz),
Tl(g,g,%): e~ 5(—mory), . (e ‘361 . e Z4UZZ) . e~ 3(=mory). ,(6.34b)
e~ s(az-ozr+Ps0127) 6_%(_”'021"‘37#'”12)

em que a1 & —2.2730, az =~ 0.9439, 51 ~ —0.3479 e B3 ~ —1.7674, pode-se melhor entender
a razao deste comportamento. Primeiro, claramente se percebe que ambas as portas nao sao
aderentes ao Teorema 4.3, o que é esperado uma vez que elas ndo pertencem ao grupo de
Clifford. Depois, pode-se observar que, em relagdo & ambas as portas, tanto a parte nao local
quanto a parte local a direita atendem ao Teorema 4.2, tornando-as aderentes ao Teorema 6.1.

Deste modo, tem-se uma parametrizagdo para gerar infinitas portas fora de Clifford
que, por serem teleportdveis através da base de Bell corroboram a tese descrita em [18] ao
expandir [1], e por serem teleportéveis através da base Mp corrobora o desenvolvido neste

trabalho que aponta para a possibilidade de uso de outras bases além da base de Bell.

6.6.2 Cenario baseado em transformacao de similaridades

Esta secdo mostra como podem ser usadas transformacoes de similaridade para
encontrar portas quanticas que dardo uma resposta positiva a pergunta: existe uma porta
quantica U que pode ser teleportada por uma dada base M mas que ndo pode ser teleportada

pela base de Bell? A releviancia da questao reside principalmente no fato de que a proposta ori-
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ginal de Gottesman e Chuang para a teleportacio de portas quanticas prevé apenas a utilizagao
da base de Bell.

A partir do conhecimento desenvolvido acerca de teleportabilidade se sabe que isso
implica em existir uma base M tal que B}VI , as matrizes oriundas da base, e Ugrs ® Ugrp, a
parte local a direita da porta U, isoladamente nao satisfacam os critérios de separabilidade,
no entanto, (Ura ® Ugp) '/B% . (U]T%A ® UIT%B) satisfaca.

Para construir um caso mais abrangente, é tomada uma porta quantica U cuja

parte local a direita é composta por

4T 4T _1 0

URA = e(iﬁ) . e(7§-gz) = O m] (635&)
LT V2
i im -1 0

Urp = e(ﬁ) .e(_ﬁ'UZ) = 0 6_71-77‘| . (635b)

Agora, as bases M4 e Mp serao montadas usando transformacoes de similaridade conforme as
Equagoes (6.36) e (6.37) mostradas adiante.

Bma, = or. (6.36a)
Bra, = Uhy-ox - Uga (6.36D)
Bra, = Uy oy -Uga. (6.36¢)
Bra, = Uk, oxoy - Uga. (6.36d)
Bup, = oI (6.37a)
Bup, = Uhp-ox-Ugs. (6.37D)
Bup, = Ukg- oy Urp. (6.37c)
ByvB, = UJT:gB ~oxoy - Ugs. (6.37d)

Neste ponto, basta utilizar a Equagao (6.6) para, a partir das matrizes /3, encontrar cada um
dos vetores da base correspondente. O resultado pode ser visto nas Equagoes (6.38) e (6.39)

com, quando cabivel, aproximacao de quatro digitos.

1 —1
vz [0 0 (v
0 s 0
My = o | % , % o (6.38)
X .
v/ N0 N0 A
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V2 V2
0 0.6371 + 0.3068: 0.6371 — 0.3068: 0
Mp = , ARass B 0. . (6.39)
0 0.6371 — 0.3068: 0.6371 + 0.3068: 0
7 0 0 "

Deste modo, as bases M 4 e Mp podem ser utilizadas para teleportar qualquer porta quantica na
forma U = (Ups @ Urg) - {ei[(zklﬂ)%.axx] i@k B oyy] _ei[(2k3+1)%-ozz]} (Upa ® Urp)
de forma deterministica para quaisquer ki, ko, ks € Z e Upa,Urp € U(2). Convém ainda

ressaltar que as matrizes Sa4; € Bvp, formam grupos sob a multiplicagao usual de matrizes.

6.7 Conclusao

Neste capitulo foi enunciado o teorema da teleportabilidade que descreve as con-
dicoes necessarias e suficientes para que uma dada porta quintica possa ser teleportada de
modo deterministico usando uma dada base de medicao. Foi realizada a caracterizacao de ba-
ses de medigoes Uteis a teleportagoes e fornecidas algumas parametrizacoes para gera-las. As
condigoes explicitadas pelo teorema foram utilizadas para apontar a possibilidade, mostrando

exemplos, da teleportagdo de portas fora do grupo de Clifford.






Capitulo 7

O papel do estado recurso na
teleportacao

Resumo

A contribuicdo descrita neste capitulo completa o estudo acerca do protocolo
de teleportacao de portas quanticas de dois qubits na medida que descreve o papel do estado
qudantico de quatro qubits usado como recurso. Foram definidas trés classes nas quais se
pode classificar estados recursos e como se dd o resultado do processo para cada um dos

dois casos.

7.1 Introducao

Até o presente momento o estado usado como recurso da teleportagdo é composto
por dois pares de Bell. Por outro lado, este capitulo descreve uma andlise do protocolo de
teleportacao de portas quanticas de dois qubits usando como recurso um estado geral de quatro
qubits. Trés diferentes situacoes sdo encontradas. Descreve-se como a porta quantica de dois
qubits, cuja agao serd teleportada, e o resultado do protocolo da teleportacdo dependem do
estado quantico de quatro qubits usado como recurso no processo. Em particular, mostra-
se o caso em que uma teleportacao probabilistica pode ser realizada usando a base canoénica
(100),101),|10),|11)) na medigao. Adicionalmente, mostra-se alguns resultados do processo de
teleportacdo quando usado como recurso estados maximamente entrelagados de quatro qubits
presentes na literatura.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Secdo 7.2 descreve
a formulacdo da matriz T, oriunda do protocolo de teleportacdo, e mostra sua relagdo com

algumas classes de estados ja definidas na literatura. Na sequéncia, tem-se na Secdo 7.3 a

7



7.2. A MATRIZY 78

descricao de como a forma da matriz T, gerada a partir do estado recurso, afeta o resultado

da teleportacdo. Por fim a Segdo 7.4 apresenta as conclusoes.

7.2 A matriz Y

Tomando-se |o) como um estado geral de quatro qubits na forma

1

15
‘O’> = Z Oklmn |klmn> = Zai ’Z) s (7.1)
1=0

k,l,m,n=0

pode-se definir a matriz

0p 01 O3 a9
02 03 010 011 (72)

04 05 012 013

0¢ 07 014 O15

composta exclusivamente pelos coeficientes de |o) seguindo um padrao que emerge natural-
mente, de modo andlogo ao mostrado na Equagao (5.12) obtida a partir da Equagao (5.11),
a partir do desenvolvimento analitico do processo de teleportacdo usando como recurso um
estado geral de quatro qubits. Neste caso, tem-se particular interesse em duas circunstancias:
1) quando T = %Ug, em que U, é uma matriz unitéria; 2) quando Y é normal ([T, Y] = 0)
mas 27T nao é unitaria, ou quando T nao é normal.

Mais adiante serd mostrado como o tipo da matriz YT estd associado ao resultado
do processo de teleportacao, mas por hora o foco serd em analisar como algumas relacdes entre
T e o entrelacamento presente no estado correspondente. Para tanto, convém lembrar que o
determinante de Y é um invariante [67] que pode ser usado (junto com outros invariantes) para
classificar estados de quatro qubits segundo algumas classes pré-estabelecidas. Por exemplo,
de acordo com a classificagdo dada em [2] existem dezesseis classes distintas, a saber: 1, 2a,
2b, 2¢, 2d, 3a, 3b, 3¢, 3d, 3e, 3f, 4a, 4b, 4c, 4d e 5. Na Tabela 7.1, para cada uma das classes
citadas, tem-se: o estado canonico, o valor do entrelacamento de quatro vias calculado pela

medida 74 [68], o tipo da matriz T correspondente e, por fim, o valor do determinante de Y.

Tabela 7.1: Tipo da matriz T correspondente aos estados canonicos das classes definidas em [2].
U — 27 ¢ unitaria; N — T é normal mas 2Y nao ¢ unitaria; N — Y néo é normal.

Classe Estado candnico T4 Tipo  det(T)
1 |¥1) = 1/+/2(]0000) + |0111)) 0 N 0
2a |h20) = 1/4/2(]0000) + |1111)) 1 N 0
2b [1h2p) = 1/2(]0000) 4 [0101) + [1010) — |1111)) 1 U 1/16
2¢ [hac) = 1/2(]0000) 4 [0110) + |1001) — [1111)) 1 N 1/16

Continua na préxima pagina...
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Tabela 7.1 — continuagdo da pagina anterior.

Classe Estado canénico 4 Tipo  det(T)
2d [¥24) = 1/+/6(]0001) + [0010) + [0100) + [1000) + /2[1111)) 1 N 0
3a [¥30) = 1/2(]0000) + |0101) + |1010) + [1111)) 0 U —-1/16
3b [35) = 1/2(]0000) + |0011) + |1100) + |1111)) 0 U 1/16
3¢ [¥5¢) = 1/+/6(]0000) + |0000) + |0000) + |0000) + |0000) + |[1111)) 0,1975 N 0

0000) — |0011) + |0101) + |0110) + “

3d [s4) = 1N§< ||100>1> i |1o1(>)> +| |1102)> +| |111>1> > 1 N 0
3e [¥3e) = 1/3(]0000) + [0101) — 2]0110) + [1001) + [1010) + |1111)) 0,6243 N —1/27
3f [¥ss) = 1/3(]0000) + |0011) — 2]0101) + |1010) + |1100) + |1111)) 0,6243 N —1/27
4a [9a0) = 1/4/17(]0000) + [0011) + 3|0101) + |1010) — 2|1100) + |1111)) 0,1217 N  —5/289
4b [¥as) = 1/+/12(|0000) + 2[0011) + |[0101) + [1010) + 2|1100) + [1111))  0,0625 N 1/48
4c [ac) = 1/4/12(|0000) + |0011) + 2[0101) + 2 [1010) + [1100) + |1111)) 0,0625 N —1/48
4d [taa) = 1/3(21]0000) — |0011) — [0101) + |1010) + [1100) + |1111)) 0,6243 N 0

5 [5) = 1/4/12(]0000) + [0011) + |0101) + 2|1010) + 2|1100) + |1111))  0,0560 N 0

7.3 Teleportacao de portas de dois qubits

O esquema para teleportacdo de portas quanticas de dois qubits considerando um

estado geral de quatro qubits pode ser visto na Figura 7.1. O estado de quatro qubits |o) contém

Figura 7.1: Circuito para teleportacdo de portas de dois qubits usando um estado geral de

quatro qubits.

pA(B) = TVB(A) (|l//AB><l//AB |)

P4

‘O-> = Z O-i ’l> UT Ucorr
i=0 :

l//o>:?’l//AB>

Ps

vy ) )

o entrelacamento requerido para o protocolo de teleportagdao. Seguindo o procedimento usado

em [69], tem-se depois de alguma algebra que o estado resultante serd

3

Vo) = 3 SUrTBje an) (73)

J,k=0
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em que

(7.4)

Bk = B; @ By = V2 [<BJUOO> <ﬁj‘U10>] %2 [<5k|U00> <BIJU10>]

(B;i|Uo1) (B;|Ur1) (BklUo1)  (BklU11)

A base de medicao usada nas Equagoes (7.3) e (7.4) é {51, B2, B3, f4}. A novidade nesta formu-
lacdo do problema é a presencga da matriz Y, discutida na Sec¢do 7.2, que depende basicamente

do estado de quatro qubits usado como recurso no protocolo de teleportacao.

7.3.1 O caso em que T = 1/2U,

Consideram-se agora os diferentes resultados decorrentes dos tipos da matriz T, a

comegar pelo caso em que Y = 1/2U,, quando entdo o estado de saida serd

3
[vo) = Z iUTUa,Bjk |YaB) (7.5)

7,k=0

e a teleportacao se dard com sucesso se

3
o) = D %UTUaﬁjk [YaB)

J,k=0
3

-3

7,k=0

(UrUy B UL U UrUy [t a5) (7.6)

=

(V; @ Vi )UrUs |aB) ,

em que V; e Vj sdo portas de um qubit. Aplicando-se a correcao Ucorr = (VJT ® V,J ) se obtém
como resultado o estado UrUy [¢ap). O resultado apresentado na Equacao (7.6) deixa claro o
papel do estado recurso de quatro qubits frente ao resultado final do protocolo de teleportacio:
a porta cuja agao efetivamente ¢ teleportada é UrU,, em que U, decorre diretamente do estado
recurso. A Equagdo (7.6) proporciona ainda um outro ponto de vista acerca do protocolo
de teleportacdo, vé-se que se pode fazer Ur = I de modo que a porta teleportada decorra

exclusivamente de uma escolha apropriada do estado recurso |o).

A probabilidade de sucesso da teleportacdo dependerd ainda da base de medigao
utilizada, conforme explicado pelo Teorema 1 proposto em [69]. Tomando-se o caso particular

em que Up = I, pode-se mostrar facilmente que o estado recurso requerido para a teleportacio
de U, é

(7.7)

\a}z([®U0®I)-<|OO>+’11> |00>+|11>)'

V2 V2
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Agora, lembrando que U, pode ser decomposta usando KAK [58] de modo que sua parte
estritamente nao local seja dada por Uy = ei'(eﬁc"’XX+‘9“J'”YY+92'UZZ), em que 0j; = 0j; ® 0;

para j € {X,Y, Z}, pode-se concluir:

1. O entrelacamento de quatro vias, medido usando 74, depende exclusivamente da parte
nao local de U,. Em particular, quando o estado |o) tem entrelagamento de quatro vias
zero a porta U, tem angulos nao locais ¢, = 6, = 0, = 0, portanto, é separdvel no

produto de duas portas de um qubit.

2. De acordo com o Teorema 1 proposto em [69], a porta U, pode ser teleportada se, e
somente se, seus angulos nao locais 6; forem 0 ou (2k; + 1)7/4, em que k; € Z. En-
tretanto, nesta situagdo (excetuando-se o caso trivial de 6, = 6, = 6, = 0) o estado
lo) é maximamente entrelacado, ou seja, m4(|o)) = 1, portanto, é condigdo necessaria
(mas nao suficiente) para uma teleportacdo deterministica de U, que ela surja a partir
de um estado |o) maximamente entrelagado. Por outro lado, como serd visto posteri-
ormente, nem sempre um estado maximamente entrelacado |o) tem sua correspondente

porta quantica U, teleportavel.

Por fim, vé-se que o caso considerado nesta se¢do corresponde ao caso tradicional
tratado em [1] onde o estado de quatro qubits recurso da teleportacio é o produto tensorial
entre dois pares de Bell ((|00) + |11))/21/2). Deste modo, U, se torna a identidade e, como
consequéncia, a porta teleportada, como mostrado na Figura 7.1, é Ur através do estado
recurso (I ® Ur @ I) - ((|00) + [11))/2/2 @ (|00) + |11))/2"/2).

7.3.2 0O caso em que 27 nao é unitaria mas T é normal

N&o sendo 27 unitaria, mas T normal, tem-se que Y = UDU' e gera como estado

resultante
1 3 ; ; 1 3.5 a a TTT
po= 1 3 1/}§k> <¢£k -1 3 Bik |¢T b) (Yabl By, | (78)
k=0 k=0 <1l)ab 5jkTTTﬁjk‘ wab>
em que
M 0 0 O
. 0 N O
w3 = . U ! Ulba)  (7.9)
|)\0|2 0 0 0 0 0 )\2 0
: |A1’2 0 0 . 0 0 0 )\3
<7'/)ab|5ij 0 0 ’)\2‘2 v Bjk|¢ab>
0 0 0 |A3)?
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|1/)§k>:U 20{001U T 811 [0, )100) 421 011U T B [1,5 ) 101) +22 (101UT 84 [0 )110)+ 25 (11T T B | ) 1) . (7.10)
2 2 2 2
\/lmoowwjklwawl +| A1 11Ut B [wap) |+ |32 (101UT B [wap) |+ |33 (111UT B [wap) |

Nas Equagoes (7.9) e (7.10), \; representa um autovalor de Y, em que i € {0,1,2,3}. Ainda,

a Equacao (7.10) pode ser reescrita como

204001V, U 45,5 )100) 421 €011V, UT [, )101) + 20 (101V;, U T [0, ) 110) + 35 (111V U F [, ) 111) (7 11)
DA

[vg")=U

2 2 2
\/\Aowowjkmlwawl +| A1 011V U [wap) | "+ 22101V UT[0ap) |+ [Ag (111V U T wgp)

em que Vi, = Ut BjxU. Agora, considera-se o caso particular em que se observam as seguintes
caracteristicas: 1) é escolhida a base de Bell para medicoes, portanto, as corregoes sao feitas
usando portas do grupo de Pauli; 2) U faz parte do grupo de Clifford; 3) O estado de entrada
é tal que UT [thgp) = |00). Neste caso, a Equacio (7.11) se torna

‘¢jk> _ 7 [ A0(00124100)100)+ 1 01171100} [01)-+ 3o (10]0714]00) [10) +Aa (1] [00) 11) (712)
0 _— . .
\/|Ao<oo|gjk\00>|2+|>\1<01|ajk|00>\2+|,\2<10|ajk|00)|2+|/\3(11|ajk|00)|2

A Tabela 7.2 mostra os possiveis estados na saida, de acordo com o resultado da medigao,

quando A; # 0.

Tabela 7.2: Estados na saida na Equagdo (7.12) de acordo com os resultados da medigao
usando a base de Bell.

Tk [43") Tjk )
I®lI YIFY = U |00) oy ®1 PR = iU [10)
I®ox Yk = U |01) oy Qox wg’“i =U|11)
I®oy | [viF) =iU]o01) oy ® oy |wik) = U |11)
IQoz PPy = U |00) oy ® 0z |$3*) = iU |10)
ox @1 PIF) = U |10) oz ®1 PIFY = U'|00)
ox Qox 1/1,7,’“ :U|11> oz Qox wﬂki—U|01>
ox @ oy \wg’“> =4U |11) o7 Q oy g’“> =4U |01)
ox ®oz | |[piF) =U]|10) 0z ® 0z [43%) = U |00)

Como pode ser notado na Tabela 7.2, o estado resultante nao é a aplicacdo de
uma operacao unitaria aplicada ao estado de entrada [14). O estado resultado é, a menos de
um fator de fase global, probabilisticamente, um dos possiveis estados: U |00), U |01), U |10),
U |11), em que U decorre da decomposicao de T e, portanto, depende do estado |o) recurso
da teleportagdo. Deste modo, na verdade é teleportada a acdo de U sobre a base canonica.
Pode-se notar que nao é requerida correcao, isso ocorre porque nao se pode escolher o estado

a ser teleportado, o resultado é intrinsecamente probabilistico.
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Como outro exemplo, considera-se o estado maximamente entrelagado de quatro

qubits

|€) = (]0000) 4 |0011) + [0101) 4 [0110) + |1001) + |1010) + |1100) + ]1111))/\/5,

para o qual se tem

Sl
o
= o O =

00 1
110
=U
110
00 1
0
1| -1
U—i
V2|1
0

o O O O
o O O O

= o O =

Portanto, neste caso a Equacao (7.10) se reduz a

(7.13)

0 0

’ 0 Ut (7.14)
1/¢§ 0 '

0 1 / V2
0
1
X (7.15)
0

’w6k> _U ((<00\ Bik [%ab) + (11] Bjk [Yab)) [10) + ((O1] Bk [10ab) + (10] B ab)) !11>) '
\/\(<00’ Bit [tav) + (11] Bk [Yan)) | + 01| Bjk [than) + (10] B [1bas)]?

(7.16)

Tomando novamente a base de Bell para medigoes e [1)q,) = |00), tem-se na Tabela 7.3 os

possiveis estados na saida.

Tabela 7.3: Estados na saida da Equagao (7.16) de acordo com os resultados da medigao

usando a base de Bell.

Ojk |1/nyk> Ok |¢gk

I®I Py = U [10) oy @1 IRy =4U |11)
I®ox wgki =U|11) oy @ ox wgki =4U |10)
I®oy | |[¢3F) =iU|11) oy Q oy |w3*) = —U |10)
I®oy Yk = U [10) oy Qoz PiF) =iU|11)
ox ®1 PN = U |11) oz ® 1 PN = U |10)
ox Qox Il)l],k :U|10> oz Qox ¢gk§_U|11>
ox ®@aoy | |[¢F) =iU|10) 0z ® oy |3*) = iU |11)
ox ®aoz | |WiF) =U1) 0z ®0z [w3*) = U J10)

Como mostrado na Tabela 7.3, apenas a acao de U sobre dois estados da base

candnica sdo teleportados, isso acontece porque T na Equacdo (7.14) tem apenas dois auto-
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valores nao nulos. Em geral, um estado na forma a|0000) + b|0011) + ¢|0101) 4+ d |0110) +
d|1001) 4 ¢|1010) + b|1100) 4+ @ |1111) [70] produz uma matriz Y normal.

7.3.3 O caso em que T ndo é normal

Por fim, considera-se o ultimo caso, quando YT ndo é normal. Mesmo nao sendo
uma matriz normal, ainda é possivel definir uma diagonalizagdo para a matriz T envolvendo
matrizes unitarias. Aplicando primeiramente a decomposicio polar, tem-se T = UH, em que
U é unitaria e H é hermitiana. Agora, a matriz hermitiana, sendo normal, é decomposta como
H = VDV' de modo que ¥ = UVDVT = WDVT, em que D é uma matriz diagonal cujos

elementos sdo os autovalores de H. Com isso, o estado resultante se torna

3.1 Tﬁjk \¢ab> (Yab] BJkTT

po= ¢ 2 (7.17)
AN 0O 0 O
. 0 A 0 O
|¢8k>: L w ! V1Bjkltan)=>
(Yapl8l, v 0 P 0 0 V18ik|van) prh A
ab ik O 0 |>\2|2 O jk1¥ab
0 0 0 |As)?
(7.18)
gy =w 20001V T 855 |448) 100)+31 €01 VT Bk [ap ) 101) +22 101V T 85 [90p) 1100+ 23 LLIVT B [ ) 111) | (7.19)
\/|Ao<00|vmjk|wab>|2+\A1<01|vfﬁjk|wab>\2+\A2<10\vfﬂjk\m)\2+!A3<n\vfﬁjk\wab>\2

Este resultado é similar ao da Equagdo (7.10), mas agora \;’s representam os
autovalores da matriz H e nio os da matriz Y. Além disso, tem-se que Tr(YYT) = Tr(HH') =
1 e, portanto, 3, |A\;|> = 1. Agora, considera-se o caso em que a base de Bell é usada para
medicdo, V pertence ao grupo de Clifford e o estado de entrada é tal que VT [) = [00), entdo
a Equagao (7.19) é reduzida para

‘¢ék> —W )\0<00|O'jk|00>|00>+2>\1<01|Ujk|00>|01>;F)\2<10|0jk‘00>|10>2+)\3<11‘0'jk‘00>‘1i> ) (7.20)
\/1A0(00|ajk|oo>\ +|A1(01]0[00) |+ | A2(10] 0 00) | “+| A3 (11]0r; ] 00)

Observando-se a Equacao (7.20), pode-se ver como resultado a teleportagao da
acao de W sobre um conjunto de estados, entretanto, neste caso W nao pertence a Clifford.

Outra possibilidade para uma matriz ndo normal é usar a decomposicio de Schur Y = UTUT,
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em que T é uma matriz triangular superior. Como exemplo, toma-se o estado [71]
|€) = (]0000) — |0011) — |0101) + |0110) + [1001) + [1010) + [1100) + |1111>)/\/§,

para o qual se tem a seguinte matriz T e correspondente decomposicao:

1001 1100 [1/v200 0 1100

. fo—1rof oo 1-1{| 0 00 0 | [001-1
lo-110 loo 11 0 omﬁ¢§“§00:11
1001 1-10 0 0 00 0 1-10 0

Deste modo, o estado na saida do protocolo de teleportacao sera

YBjk [an) (ap| B XT
($ab| B TTY Bk [hab)

T 1
o= 1185 (W= X ;

3
k=0 5,k=0

sy U (]00) (00| + [10) (11)) U By [han)
) = NG _

") =U - _
V1000] B [9as) + (11] Byt [oao)) I + 1(10] By [dbap) — (O1] By o)

(4001 Bjk |%av) + (11| B, [12ab)) [00) + ({10} Bjk |%av) — (01| By [1hab)) [10)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Mais uma vez, tomando a base de Bell para medicoes e [¢q5) = |00), tem-se na Tabela 7.4 os

possiveis estados na saida.

Tabela 7.4: Estados na saida da Equagao (7.25) de acordo com os resultados da medigao

usando a base de Bell.

Tjk [43") Tjk [¢2F)
I®l [v2*) = U |00) oy @1 PIFY =4U [10)
I®ox | |¥3*)=-UI10) oy ® ox PIFY = iU |00)
I®oy | |piF)=—iU[10) | oy ®oy 3"y = —U |00)
I®oyz ¥k = U |00) oy @0z I = U |10)
ox ®1 Pk = U |10) oz Q1 wgk§:U|oo>

ox ®ox PPy = U |00) 0z Qox PiF) = ~U [10)
ox ®@oy | [¢F) =iU|00) 0z Qoy |$3*) = iU |10)
ox ®oz | |¢iF)=U]|10) 0z ®0z [43*) = U |00)

Como pode ser visto na Tabela 7.4, apenas a acdo de U sobre dois estados da base computa-

cional é teleportada.
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7.4 Conclusao

Neste capitulo é completado o estudo acerca do protocolo de teleportacao da acao
de portas de dois qubits na medida que estuda o papel desempenhado pelo estado recurso
no protocolo. A partir dessa nova perspectiva, pode-se definir duas classes para tais estados
recurso: 1) o conjunto de estados que emerge quando T = 1/2U,, para U, unitaria; 2) o
conjunto de estados que emerge quando Y é normal mas 27T nao é unitaria ou quando Y
nao é normal. As principais diferencas no protocolo quando estados de ambas as classes séo

utilizados sdo:

e (Classe 1

1. A base de medicao é importante para definir a probabilidade de sucesso, bem como

as correcoes associadas.

2. Uma teleportagdo deterministica é alcangada apenas se o estado recurso for, segundo

4, maximamente entrelacado.

3. O estado teleportado é a acdo de U sobre o estado de entrada do protocolo, como

normalmente se almeja.
e Classe 2

1. Ocorre probabilisticamente a teleportagao da acdo de U sobre um conjunto de es-

tados.

2. A base de medic¢ao e o estado de entrada sdo usados para definir o possivel conjunto

de estados resultantes.

3. Nao é utilizada corre¢ao no processo.

Adicionalmente, mostrou-se a teleportagao probabilistica dos estados da base cano-
nica através de uma porta de dois qubits dentro do grupo de Clifford, para o caso de T ser
normal, ou através de uma porta fora do grupo de Clifford quando YT nao é normal. Nos casos
particulares em que os estados descritos na Equagao (7.13) e na Equagao (7.21) sdo utilizados,

tem-se que o resultado é, probabilisticamente, um par de Bell.
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Capitulo 8

Busca por entrelacadores universais

Resumo

FEste capitulo apresenta uma contribuicio desta tese na medida que aplica
a nogdo de separabilidade matricial para encontrar condicoes nas quais um dado estado
quantico pode ser considerado separdvel, ou seja, nao entrelacado em dadas particées. Na
sequéncia, tais condigcoes sao aplicadas para conjecturar algumas portas quanticas como
sendo entrelacadores universais. As ferramentas desenvolvidas foram capazes de apontar
contraexemplos na literatura, tanto sobre estados entrelacados quanto sobre entrelacadores

UNLVErsais.

8.1 Introducao

Uma crescente atencao tem sido dedicada ao estudo dos entrelagadores [20-23],
buscando entender suas propriedades, construcdo e aplicagoes. Uma classe particularmente
interessante de entrelagadores sao os chamados entrelacadores universais [24], portas quanticas
capazes de transformar qualquer estado desentrelacado (pertencentes a um espago de Hilbert
apropriado) em um estado entrelagado.

Embora seja apontado na literatura que, na medida que se lida com dimensoes
maiores, os entrelacadores universais se tornam abundantes, ndo é uma tarefa facil afirmar
que uma dada porta quantica é um entrelacador universal. Neste trabalho sao utilizadas
algumas relagbes que verificam a separabilidade de estados quénticos para, com o apoio de
heuristicas computacionais, buscar bons candidatos a entrelagadores universais [72]. Com isso,
algumas portas quanticas que operam nos espacos C*®C*e C*®C*sio conjecturadas como
sendo entrelacadores universais. Adicionalmente, a eficicia da abordagem proposta pode ser
verificada ao ser capaz de invalidar conhecidos resultados da literatura, tanto a respeito de

estados entrelacados quanto de entrelacadores universais.

89
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O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: A Secao 8.2 cobre
algumas defini¢bes elementares usadas ao longo do capitulo. Uma descricao da aplicagao da
nocao de separabilidade para verificar estados entrelacados é dada na Secdo 8.3, o mesmo é
feito no contexto da andlise de entrelagadores universais na Se¢ao 8.4. Na Segéo 8.5 é descrita
a abordagem utilizada para conjecturar algumas portas como entrelacadores universais. Por

fim, as conclusoes sdo apresentadas na Se¢do 8.6.

8.2 Nocoes elementares

Esta secdo traz uma rdpida revisdo acerca de estados quénticos d-dimensionais,

medidas de entrelacamento e entrelacadores universais.

8.2.1 Medidas de entrelacamento

Conforme ja apresentado no Capitulo 3, um qudit é um estado quantico d-dimensional

cuja forma geral, usando a base candnica, é dado por
d—1
) =3 aii), (8.1)
i=0

em que o; obedece & condicdo de normalizacdo |ag|? + |a1]? + - - + |ag—1]?> = 1. Um medicio
em |)) na base canonica implica que se obterd o resultado i com probabilidade |a;|?. Diz-se
que um dado estado |1)) 45 é separavel se ele pode ser descrito como o produto tensorial de
dois outros estados, formalmente, se 1) 45 = [¥) 4 ® |¢) 5. Por outro lado, se |¢) 45 é um
estado entrelagado suas partes ndo podem ser descritas isoladamente, apenas o sistema como
um todo, deste modo, ndo existem [1)) 4 e |¢) 5 tal que [) 45 = [¢) 4 @ |¥) 5.

Por sua vez, o entrelacamento é um recurso fisico e ha medidas consolidadas para
avaliar o grau de correlacdo de um sistema quantico biparte, tais como a entropia de Von
Neumann [73], a concorréncia [74], a PPT [75] e a negatividade [76]. Cada uma dessas medidas
de entrelagcamento possuem particularidades, mas neste capitulo serda usada apenas a entropia
de Von Neumann. Dado um estado entrelagado biparte puro |¢) 4 5, 0 entrelacamento calculado

pela entropia de Von Neumann é dado por
Evn(pa) = —=Tr(pa -log(pa)), (8:2)
em que pg =Trp ([¢) 45 (V).

8.2.2 Entrelacadores universais

Uma porta quantica U que opera em dois qudits é um entrelacador se existe um

dado estado separével |¢) 45 tal que Eyn(U |¢) 45) # 0. Em outras palavras, qualquer porta



8.3. SEPARABILIDADE DE ESTADOS QUANTICOS 91

capaz de gerar entrelacamento entre dois estados separaveis é considerada um entrelagador.

A nogéo de poder de entrelagamento foi desenvolvida em [77] para ajudar na carac-
terizagao do entrelagamento gerado por uma porta quintica, enquanto em [22] se estabeleceu
uma conexao com alguns invariantes, ambos os conceitos relacionam portas quéanticas com a
mesma capacidade de gerar entrelagamento. Em [78] foi introduzido o conceito de entrelagado-
res perfeitos, portas capazes de gerar um estado maximamente entrelagado a partir de estados
desentrelagados. Uma classe mais especifica de entrelagadores foi definida em [79] como res-
posta a questao: existe entrelacador perfeito capaz de gerar estados maximamente entrelacados
a partir de todos os estados de uma base desentrelagada? Essa classe particular de entrela-
cadores recebeu o nome de entrelacadores perfeitos especiais. Entao, dados quatro estados
separaveis ortogonais um entrelagador perfeito especial é capaz de gerar estados maximamente
entrelagados a partir dos quatro estados.

Por fim, uma classe de entrelagadores ainda mais geral foi introduzida em [24],
chamada entrelagadores universais, em resposta a questdo: existem entrelacadores capazes
de entrelacar qualquer par de estados separaveis? Formalmente, um entrelacador universal
¢ uma porta U tal que Eyn(U(|¢),, ® [¥),)) # OV |#),,,[1),, em que |§),. e |¢), sdo
estados arbitrarios de um qudit de dimensoes, respectivamente, m e n. Foi apontado em [24]
que entrelagadores universais existem se, e somente se, min(m,n) > 3 e (m,n) # (3,3).
Entretanto, construir explicitamente um entrelagador universal para operar em um sistema
biparte arbitrario m ® n é uma questdo que permanece em aberto. Um exemplo explicito
para o espaco C? ® C* foi dado em [80], o qual serd discutido em detalhes posteriormente,
e em [81] foram apresentados dois entrelacadores universais aplicaveis & sistemas bosonicos e

fermionicos.

8.3 Separabilidade de estados quanticos

Nesta secao sdo descritas algumas condicbes para verificacdo da separabilidade de
estados quanticos, para tanto, sdo usadas as condigoes necessarias e suficientes, estabelecidas no
Capitulo 4, para verificar a separabilidade de uma matriz arbitraria. Comeca-se por observar
que se [Y) = [11) @ [12) é um estado separavel, entdo sua matriz densidade correspondente
também o serd, formalmente, p = (|¢1) (¢¥1]) ® (|¢2) (¢2]). Deste modo, a abordagem consiste
em simplesmente checar a separabilidade da matriz p, conforme veremos para alguns casos
adiante.

Relembrando a partir do Capitulo 4, para verificar a hipétese de que p = |[¢) (Y] é
um estado separavel na forma [¢1) (1| ® [12) (12|, em que [¢) € C™™, |1h1) € C™ e |hg) € C,

tem-se que, a partir do mapeamento y(p, q, 7, 5) = (P® F)T -p - (7® §), deve-se observar

’Y(ﬁlu qla F17 gl) : 7(]5’27 @2»772, §2) = ’y(ﬁlu 6‘177?27 g?) ' ’y(ﬁé? JQufla gl) (83)

para todos os vetores {pj,¢;} em uma base de C™ e {7}, 5;} em uma base de C". Tomando o
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caso especifico da forma da Equagdo (8.1) para d = 2 e aplicando o procedimento, tem-se que

um dado estado sera separavel se
gy — 19 — 0 (8.4)

que, como ja era esperado, coincide com um resultado largamente conhecido na literatura: a
medida de entrelacamento concorréncia [74]. No geral, a checagem de biseparabilidade de um
dado estado quantico recai em um sistema de equacoes polinomiais envolvendo os coeficientes
do estado. A separabilidade é verificada se todas as equacoes resultarem em zero, caso contrario

o estado nao é separdvel. Por exemplo, em [82] foi apontado que o estado de trés qutrits

1

V6

¢é biseparavel, mas se pode ver que este ndo é o caso. Tomando-se as biparticbes pa =

) (|000) — [011) — [112) + |120) — |202) + |221)) (8.5)

Trec(|k) (k]), pp = Trac(|k) (k]) e pc = Trap(|k) (k]) vé-se que elas falham ao se verifi-

car algumas das condi¢bes que atestam a separabilidade de um qutrit. Por exemplo,

1
o1 - Qs — O - Qg = ~5 para pa BC (8.6a)
1
o101 — Qg - Qg = 8 para pp Ac (8.6b)
o] -3 — 0y - Qg = 6 para pap C- (8.6¢)

Sobre o estado |k) foi perguntado em [82]: “Como é possivel que dois diferentes estados (um
separavel e outro ndo separavel) tenham a mesma correlagdo baseada no entrelagamento?” Nao
se acredita que isso seja possivel, mas esta nao é a questdo, a realidade é que o estado |k) nao

é separavel.

Aplicando este procedimento aos estados pertencentes ao espaco C3 ® C*, ver-se-4
que a separabilidade de um estado arbitrario |ass) = oy [01) + @2 |02) + a3 |03) + - - - + 12 [23)

serd verificada quando 312, |&] = 0, na qual

§1 = apas — 1oy, §o = qpap — o0y, §3 = QO — (30,

§4 = apag — arag, &5 = apayp — a0, 6 = Qpal — (308,

§r = anag — azas, §g = ajar — agas, 9 = araig — a0y,

§10 = a1a11 — azag, §11 = azar — azag, 12 = aan1 — Az,
§13 = aqag — asag, §14 = aqanp — agas, §15 = Qa1 — QrQs,

§16 = asa1p — gy, §17 = Q50 — a7y, §18 = QO ] — Q7QQ.

De modo andlogo, o procedimento quando aplicado aos estados pertencentes ao espaco C* @ C*

revela que a separabilidade de um estado arbitrario |a4) = g [01) + a2 [02) + a3 [03) + - - - +
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16 |33) serd verificada quando Y330 |¢;| = 0, em que

(1 = apas — a1y, G2 = apag — o0y, (3 = Qo7 — Qi3Qu,

G4 = apog — a1y, (5 = apayg — 208, (6 = Qo] — 30,

(7 = apa1z — a2, (8 = apaig — o2, (9 = Qpais — Q3Qr2,
(10 = o106 — @205, (11 = a1a7 — azas, (12 = Q1)) — ey,

(13 = a1a11 — azayg, (4 = araig — a3, (15 = Q115 — 3013,
C16 = aoar — agag, (17 = aean) — a3ang, (18 = Q015 — 3014,
Cl9 = auag — asag, (20 = aqa1 — Qeag, (21 = uan1 — Q708

C22 = aua3 — 5012, (23 = Quang — a2, (a4 = Q5 — QP 2,
C25 = Q5010 — gy, (26 = 511 — g, (27 = Q5014 — QO3
(28 = 5015 — arais, (29 = gl — a7, (30 = QA5 — Q7(i14,

(31 = agr13 — 12, (32 = Qg4 — Qrjpv12, (33 = Qg5 — Q11QY2,

(8.8)

(34 = a9y — a1p13, (35 = Qg5 — 11013, (36 = Q10015 — 11QV4.

Este mesmo procedimento pode ser aplicado para se obter as condigoes de separabilidade de
estados quénticos para partigoes e dimensdes arbitrarias. Por exemplo, assumindo um estado
no espago 2 ® n com coeficientes aq, ag, - - -, g, €m que 2?21 lai;|? = 1, ele sera separdvel se,

e somente se,

n—1n—i

D | sz — @y - Qign| = 0. (8.9)
i=1 j=0

Algumas equagdes de separabilidade s@o mostradas no Apéndice A. Analisando-se numeri-
camente o teste de biseparabilidade na dimensdao m ® n, pode-se perceber que o ntimero de

equagoes (#eq) associadas é dado por

H#eq = (m(m — 1)) : <n(n — U) (8.10a)

2 2
= (mn) - <(m A G 1)> (8.10b)

= ) (8.10c¢)

de onde ¢é possivel concluir que se trata de um polinémio de grau 2. Entretanto, ainda mais
interessante é o fato que a proporc¢io entre o nimero de equagoes e a dimensdo do estado

testado (mn) é dada por

((m—1)4- ("_1)), (8.11)

uma grandeza linear, portanto, pode-se afirmar que o teste de separabilidade proposto é efici-
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ente.

8.4 Analise da universalidade de entrelacadores

Ainda que nao seja conhecido um teste simples para verificar se uma dada porta
quantica é um entrelacador universal, acredita-se que a abordagem aqui descrita pode contri-
buir com novas ideias acerca do tema uma vez que propoe uma abordagem algébrica ligeira-
mente diferente. Isso parte do fato de que, se U é um entrelacador universal, entdao a matriz
densidade

p=U(l$) (¥))UT (8.12)

nao sera separavel para todo todo [¢). Isto é equivalente a aplicar a Equacao (8.3) na Equa-
¢do (8.12) e verificar se o sistema de equagdes correspondente nao possui solugdo (além da
trivial em que todas as varidveis sdo zero). Pode-se também verificar se Eyn(U|y)) # 0
para todo estado [¢), mas além das limitagoes de particionamento e dimensionalidade impos-
tos pelas medidas de entrelacamento, manipular tais medidas simbolicamente costuma ser uma
tarefa complicada. Ainda segundo [80], pode-se usar a expressao U (|a4) ® |84)) = |ap)®|6B)
para verificar se U é um entrelagador universal, mas isso envolve o dobro de varidaveis que o

requerido para a abordagem descrita aqui.

Neste trabalho nao foi possivel resolver o problema inteiramente a ponto de for-
necer uma parametrizagao explicita capaz de gerar entrelacadores universais, mas a discussao
de casos particulares pode contribuir gerando novas ideias sobre o tema. Por exemplo, anali-
sando algumas manipulagoes algébricas simples, pode-se facilmente verificar o lema enunciado

adiante.

Lema 8.1. Se uma dada matriz U é um entrelacador universal que opera no espago C", entdo

todas suas n colunas sao vetores que representam estados nao separdveis.

Demonstragio. Toma-se |u;) como a i-ésima coluna da matriz U e |v;) como o i-ésimo estado
da base canonica do espago C", entdo U - |v;) = |u;), portanto, se |u;) é um estado separavel

entdao U ndo é um entrelacador universal. O

Uma consequéncia direta do Lema 8.1 é que portas controladas ndo podem ser entrelacadores
universais. Mas existe um caso ainda mais interessante. Até onde se sabe, o inico exemplo de

entrelagador universal que opera no espago (3®4), enunciado em [80] e corroborado em [81,83],
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¢é a porta quantica

Lo -
+ 4+ -+ - - -+ + 4+ - +
++ + -+ - - -+ + + -
+ -+ 4+ -+ - - - 4+ + +
+ + -+ 4+ -+ - - - + 4+
S R S (8.13)
+ + + + -+ 4+ -+ - - -
+ -+ + + -+ + -+ - -
+ - -+ 4+ + -+ + - + -
+ - - — 4+ + 4+ -+ + - 4+
+ + - - -+ 4+ + - + + -
+ - + - - — + + + — + +]

em que os simbolos + e — significam, respectivamente, 1/1/12 e —1/1/12. Entretanto, a partir
do Lema 8.1 se pode ver que Uy nao é um entrelacador universal uma vez que a primeira

coluna representa um estado separdavel. De fato, tem-se que
Un (10)3 ®[0),) = F3]0)3 ® F4[0) 4, (8.14)

portanto By [Ug (|0)5 ®10),)] = 0. Neste caso, |0), representa o estado zero d-dimensional,
enquanto F; representa a transformada de Fourier operando no espaco C%, cuja descricio sera

dada adiante.

8.5 Busca por entrelacadores universais

Ainda que nao seja conhecida uma decomposicado KAK similar a usada para o caso
de SU(4), mas aplicavel para uma dimensao arbitraria, é razodvel supor que se pode decompor
uma porta U qualquer de modo a extrair sua parte estritamente nao local. Seguramente esta
parte nao local é ingrediente fundamental para compor o entendimento acerca da estrutura
dos entrelacadores universais. Enquanto nao é conhecida uma abordagem para construir ex-
plicitamente entrelagadores universais arbitrarios, conhecer alguns exemplos pode ser til na
busca pelo entendimento de suas propriedades gerais. Fmbora para altas dimensoes, conforme
apontado em [80], uma matriz unitdria escolhida aleatoriamente tende a ser um entrelaga-
dor universal, construi-los a partir de portas quanticas mais familiares pode fornecer pistas
interessantes acerca dessa estrutura.

Segundo as estratégicas algébricas conhecidas para lidar com o problema, verificar
se uma porta é ou ndo um entrelacador universal é um problema intratavel, isso emerge do

fato que resolver um sistema de equagoes polinomiais é, em geral, um problema NP-Completo.
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Entretanto, na pratica, encontrar um contraexemplo que prova que uma dada porta nao é um
entrelacador universal é uma tarefa mais factivel. Deste modo, neste trabalho foi utilizada
uma quantidade expressiva de estratégias em um algoritmo de Evolugao Diferencial [84, 85]
para incrementar sua capacidade de encontrar contraexemplos que invalidem candidatos a
entrelacadores universais, incluindo: o uso da Equagdo (8.3) aplicada na Equagdo (8.12) e
Eyn (U |9)) como fungdes de aptidao, variagdo no tamanho da populagao, na taxa de crossover,
no fator de escala, deteccao de estagnacao de convergéncia e deteccao de perda de diversidade
da populagdo. A aplicacdo da abordagem a casos sabidamente falsos indicam a corretude do
procedimento, por exemplo, a porta Uy € invalidada em poucos segundos ao encontrar o estado

|0); ® [0), como contraexemplo.

O objetivo principal é encontrar bons candidatos a entrelacadores universais a
partir de portas largamente conhecidas na literatura, portanto, foram testadas as portas Fis,
X12,Y12 e Zio operando sobre o produto tensorial |1)4); ® [¢B), e, de modo andlogo, as
portas Fig, X1, Y16 € Z16 operando sobre o produto tensorial |14), ® |¥p),. Tais portas sdo
a generalizagao [1, 18] d-dimensional das portas X, Z e F' (transformada de Fourier em um

qudit) [86], definidas como

Xa k) = |(k+ 1) mod d) (8.15a)
. k
Z4|k) = (e<2m/d>) k) (8.15b)
Fy|k) = Z (2makl/d) |1y, (8.15¢)
=0

cujos elementos da representacao matricial de cada uma delas é dado por

(X)) 1 ifm=(n+1)modd (5.164)
_ ’ .16a
Jmn 0 otherwise
(2mi/d)ym—1 _
e sem=mn
(Zd)yn, = { 0 sem+n (8.16b)
(Fy),,, = Z™/D™ /\/d. (8.16¢)

Adicionalmente, faz-se Yy = i-X4Z,. Embora todas essas portas ndo sejam separaveis em (3®4)

u (4 ®4), todas elas falham quando submetidas ao algoritmo de avaliagdo de candidatos a
entrelacadores universais. Poucos segundos sdo suficientes para encontrar um contraexemplo.
Depois da falha com essas portas optou-se por definir novos candidatos a partir de fungoes

e/ou produtos dessas portas listadas, mas também falharam /X9, vVZ12, vV X16, € vV Z16.

Entretanto, foi possivel encontrar alguns bons candidatos, sao eles:

Uer = VYo, (8.17a)



8.5. BUSCA POR ENTRELACADORES UNIVERSAIS 97

Up2a = VY, (8.17b)
Ups = VX2 - Fia- /X2, (8.17c)
Ups = VXis - Fis- VXu. (8.17d)

Todas as exaustivas tentativas de encontrar contraexemplos para as portas descri-
tas na Equacao (8.17) falharam. Nenhum ganho foi observado apéds varios dias de execugao do
algoritmo. Este comportamento embasa a Conjectura 8.1. Os valores minimos de entrelaca-
mento encontrados, para cada porta, pelo algoritmo de avaliagdo quando usada a entropia de

Von Neumann na busca por contraexemplos sdo mostrados na Tabela 8.1.

Conjectura 8.1. As portas /Yy e \/XdT - Fy - /X4 operando sobre o espago (m @ n) sdo
entrelagadores universais para d =12 (3®4) ed =16 (4 ®4).

Tabela 8.1: Entrelacamento minimo gerado pelas portas Ugi, Ugs, Ugs e Ug4 encontrados
pelo algoritmo de avaliacao.

Porta Minimo
U1 00.0000161996871969521766493425168897
Ugo 0 0.0000573252505355402686105723009113
Ugs 0 0.0050235559536978020150899126861077
Ugs 0 0.0001308255187422652026599939611983

Mostra-se curioso o fato de /Yy ser potencialmente um entrelacador universal enquanto para
VXy e \/Z4, conforme apontado anteriormente, rapidamente sdo encontrados contra exemplos
e, portanto, sdo descartados como candidatos.

Por fim, foi analisado o entrelagamento gerado pelas portas Uy, Ug e Ugs sobre
um milhao de estados separaveis montados a partir do produto tensorial de colunas de matrizes
geradas aleatoriamente [87,88], esta distribuigdo é mostrada na Figura 8.1. Pode-se ver que as
portas Ug1 e Ugsg geram, na média, mais entrelacamento que Uy, mas naturalmente o espago
amostral é muito pequeno para permitir concluir que este comportamento é uma propriedade

correlacionada com o provavel fato de Ugy e Ugs serem entrelacadores universais.
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Figura 8.1: Distribuicdo do entrelacamento gerado pelas portas Uy, Ug; e Ugs sobre um

milhao de estados separaveis gerados aleatoriamente.
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8.6 Conclusao

Neste capitulo foi descrita uma abordagem que pode ser usada para verificar a
separabilidade de um estado quantico em partigoes e dimensoes arbitrarias. Esta abordagem
permitiu verificar, usando sua correspondente matriz densidade, que um estado de trés qutrits
apontado em [82] como separavel era, de fato, ndo separével. Permitiu também mostrar que um
exemplo de entrelagador universal dado em [80] era falso. Com o apoio de uma heuristica base-
ada na diferenciagdo evolutiva foi possivel conjecturar algumas portas, construidas a partir de
outras largamente conhecidas na literatura, como sendo entrelacadores universais. E possivel
que isso venha a dar pistas na investigacao das propriedades de tais portas. Por fim, acredita-se
que, ainda que similarmente dificil, o melhor caminho para chegar ao completo entendimento
acerca da estrutura dos entrelacadores universais, incluindo encontrar uma parametrizacao
para gera-los, é usar a abordagem aqui descrita com uma parametrizacdo de matrizes unité-

rias [88,89] e estratégias para solucao de sistemas de equagdes polinomiais [90-92].
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Capitulo 9

Estados quanticos sequéncias

Resumo

FEste capitulo apresenta a definicdo dos chamados estados quanticos sequén-
cias, estados construidos a partir de sequéncias de nimeros inteiros, bem como uma andlise
sobre algumas propriedades do entrelacamento e a preparacdo destes estados através do al-
goritmo de Grover. Este entendimento pode ser til ao desenvolvimento de protocolos em

dimensdes superiores e/ou testar ideias em teoria dos nimeros.

9.1 Introducao

H4 algum tempo surgiram trabalhos [25-27] estabelecendo conexdes entre a teoria
da informacao quéntica e a teoria dos nimeros. Mais recentemente, novos trabalhos [28-30]
apontam fortes evidéncias de que a teoria da informacao quantica pode ser um ambiente fértil
para desenvolver e testar ideias relacionadas a teorias dos nimeros. Estes trabalhos descrevem
a manipulagdo de problemas importantes, tais como a Hipo6tese de Riemann e a Conjectura de
Goldbach.

Neste capitulo sdo estudadas as propriedades de alguns estados quanticos sequén-
cias [93], em especial o entrelagamento e a preparagao usando o algoritmo de Grover. Este
entendimento pode ser 1til ao desenvolvimento de protocolos em dimensées superiores e/ou
testar ideias em teoria dos nimeros. Por exemplo, algum esfor¢o [94-96] tem sido dedicado a
busca por estados maximamente entrelacados, mas isto é uma tarefa dificil, no melhor de nosso
conhecimento ndo héd exemplos descritos na literatura para estados com mais de sete qubits.
Portanto, se um dado protocolo requer apenas que as biparti¢cbes formadas pela separagao de
um dos qubits dos demais sejam maximamente entrelacadas, pode-se usar o estado PA aqui

descrito para n-qubits, cuja preparacao pode ser feita de modo eficiente. Por outro lado, no

101
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que diz respeito a teoria dos nimeros, tem-se como exemplo o estudo [29,30] acerca do estado
Primo, um caso particular de estado sequéncia.

O restante deste capitulo é organizado como se segue. Uma discussdo sobre a de-
finicdo dos estados sequéncias e uma breve descricao de algumas sequéncias de inteiros sao
apresentadas na Secdo 9.2. A Secdo 9.3 mostra uma anélise detalhada das propriedades do
entrelacamento de um conjunto de estados sequéncias. Na Segdo 9.4, sdo descritas considera-
¢oes sobre como preparar os estados sequéncias. Algumas novas sequéncias sdo introduzidas e

analisadas na Secao 9.5. Por fim, as conclustes do capitulo sdo apresentadas na Se¢ao 9.6.

9.2 Estados Quanticos Sequéncias

A partir de uma sequéncia finita de ntmeros inteiros pode-se definir o estado
quéntico sequéncia como se segue. Fazendo S = (s1,s2, 3, -, k) ser um conjunto contendo
os primeiros k elementos de uma sequéncia de inteiros menores que d”, um estado quantico

sequéncia de n-qudits é definido como

1

k
’szl> = W;\Si% (9.1)

em que 7 é a funcdo de contagem da sequéncia S que retorna a soma dos quadrados das
quantidades de cada elemento dentro da sequéncia. No caso particular da sequéncia ndo ter
elementos repetidos, 7 retornarda simplesmente o nimero de elementos dentro do conjunto
e, como consequéncia, o estado quantico resultante serd uma superposicdo equiprovavel dos
elementos da sequéncia. Entdo, usando a Equacao (9.1), pode-se definir o mapeamento fjf :
7ZF — €%, no qual S (k) < d™V k, que toma uma sequéncia finita de ntimeros inteiros e retorna

o estado quantico de n-qudits correspondente’, por exemplo:

1
&{0,7}) = 7 (1000) +[111)), (9.2a)

€2({0,1,1,2,3,3,3,7}) = % (1000 4 2]001) + |010) + 3|011) + [111)), (9.2b)
€3({0,1,1,2,3,3,3,7}) = % (|00) +2|01) + [02) + 3[10) + |21)). (9.2¢)

Usando esta definicdo serdao construidos diversos estados quénticos, cujas propriedades serdo
estudadas, associados & varias sequéncias de niimeros inteiros descritas na literatura [97]. Uma
breve descri¢ao de algumas dessas sequéncias usadas ao longo do trabalho pode ser conferida

adiante.

e Primo (A000040): Seguramente uma das mais famosas sequéncia de nimeros inteiros,

I'No restante do capitulo sera tratado apenas o caso particular de qubits (d = 2) em que o indice superior d
é omitido. Além disso, sempre que ndo gerar ambiguidades serd também omitido o indice inferior n.
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estd relacionada aos mais importantes problemas da teoria dos ntmeros, tais como a
Conjectura de Goldbach e a Hipdtese de Riemann. Seus primeiros elementos sao {2, 3,
5,7,11,13,17,19,23,29}.

Fibonacci (A000045): Esta famosa sequéncia é gerada a partir de uma férmula recursiva
em que um dado elemento é a soma dos dois elementos anteriores. Cresce rapidamente,
existem apenas 43 elementos no intervalo [0,2%). A razdo entre dois elementos conse-
cutivos tende para a razao aurea (M) Seus primeiros elementos sao {0,1,1,2,3,5,8,

2
13,21,34}.

Happy (A007770): Composta pelos nimeros cuja sucessiva soma dos quadrados dos
digitos do niéimero alcanca o valor 1, por exemplo: 7 — 72 = 49 — 42 + 92 = 97 —
92 4+ 72 =130 - 12+324+0% = 10 — 124+ 0% = 1. Seus primeiros elementos sio
{1,7,10,13,19,23,28,31,32,44}.

Lucky (A000959): De modo andlogo aos nimeros primos, trata-se de uma sequéncia ge-
rada a partir do conjunto dos niimeros inteiros por uma peneira onde para cada elemento
S(k) sdo removidos todos os elementos na posi¢ao S(k) - j para todo j € Z e k > 1. Seus
primeiros elementos sao {1,3,7,9,13,15,21, 25, 31, 33}.

Abundant (A005101): Sequéncia composta pelos nimeros cuja soma dos divisores de
S(k) excede 2 - S(k). Seus primeiros elementos sao {12, 18,20, 24, 30, 36,40, 42, 48, 54}.

Triangular (A000217): Consiste das quantidades de objetos que podem ser empilhados
para formar tridngulos equildteros, possui a formula fechada S(k) = k(k+1) - Seus primei-

2
ros elementos sao {0, 1, 3,6, 10, 15,21, 28,36,45}.

Lazy (A000124): Composta pelos nimeros méximos de pedagos de um circulo formados
por um dado nimero de cortes retos, possui a férmula fechada S(k) = @—k 1, bastante
similar & geradora da sequéncia Triangular. Seus primeiros elementos sdo {1,2,4,7,11,

16,22,29, 37, 46}.

Padovan (A000931): Composta por um padrao similar a sequéncia de Fibonacci, mas
com S(0) =1, S(1) =5(2) =0e S(k) = S(k—2)+ S(k — 3) para k > 2. De maneira
andloga aquela, cresce rapidamente, existem apenas 76 elementos no intervalo [0, 22).
Seus primeiros elementos sao {1,0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16}.

SPrime (A005097): Formada pelos nimeros primos submetidos a uma operagao de ro-
tagdo de bits a direita, a motivagdo para isso é remover a caracteristica constante dos
nimeros primos maiores que 2 serem todos impares e estudar a consequéncia disso sobre
o entrelagamento do referido estado. Seus primeiros elementos sao {1,1,2,3,5,6,8,9,11,
14}.
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e PAll (A008587): Trata-se de uma familia de sequéncias geradas por progressdes aritmé-
ticas de razdo r. Seus primeiros elementos, para r = 5, sdo {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,
45}.

Seguindo, pode-se usar a Equacao (9.1) para construir exemplos de estados de 4 qubits relaci-

onados a algumas dessas sequéncias apresentadas, tais como

1
|Fiby) = —( |0000) + 2|0001) 4 [0010) + |0011) + [0101) + |1000) + |1101) ) (9.3a)

V10

|Hpys) = = (]0001) 4+ |0111) + |1010) + [1101)), (9.3b)

N |

1
|Leks) = %( 10001) + [0011) + [0111) + [1001) + [1101) + [1111) ), (9:3¢)
relacionados, respectivamente, as sequéncias Fibonacci, Happy e Lucky. Por fim, o estado
Primo, construido a partir da sequéncia de ntimeros primos e estudado em [29], que serd usado

ao longo deste capitulo para fins de comparagoes, para n = 4 assume a forma

\Pri4> =

7 ( 0010) + [0011) + |0101) 4 [0111) + [1011) + [1101) ) : (9.4)

9.3 Analise de Entrelacamento

Como nao ha disponivel uma medida de entrelagamento multiparte genuino para
estados de dimensdo arbitraria, sera usada uma estratégia ji adotada em outros trabalhos
[29,94-96], faz-se a soma de todas as biparti¢oes relevantes, a média de todas as biparti¢oes
relevantes e também a média de apenas algumas biparti¢oes especificas. Uma definicdo mais
formal sera apresentada adiante.

Dado um estado quéntico de n qubits existem 2" diferentes tracos parciais, mas é
facil observar que apenas 2! — 1 sdo relevantes para calculo do entrelacamento. Isto decorre
do fato que o entrelacamento presente em um dado trago parcial de p com relacio ao indice 7 é
sempre igual ao presente naquele em relacao ao indice complementar de ¢. Por exemplo, dada
a matriz densidade de um estado de 4 qubits papcp, o entrelacamento em Tg,,(paBcD) é
sempre igual ao em Tr,,(paBcp). Entao, o entrelagamento da i-ésima biparticao serd dado

por

Ei(|¢)) = Evn(Tr,.(p)), (9.5)

sendo Eypy é a entropia de Von Neumann (a medida de entrelacamento escolhida para as
andlises neste capitulo) e i é o indice complementar de i. No geral, a despeito da restrigdo
adotada para o calculo baseada na simetria, pode-se considerar ¢ um valor arbitrario no inter-
valo [1,2" — 1) e sua representacdo binaria é tomada para indicar no trago parcial a posigao

dos subsistemas que ficam (representados pelas posi¢des com 1) e os que sdo tracados fora
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(representados pelas posigoes com zero), isto é ttil para indicar livremente qualquer biparticao
do estado em algumas circunstancias. Por exemplo, tomando o estado |¢) de 4 qubits descrito
anteriormente como referéncia, tem-se que E5(|¢)), o entrelagamento da biparti¢do i = 5 (0101
em bindrio), serd obtido através do trago parcial que mantém os subsistemas BD e traga fora
os subsistemas AC. Ainda, em alguns casos serd Ttil analisar especificamente as parti¢cbes que
dividem o estado entre o k-ésimo qubit e os demais, de modo a entender o quao entrelacado é

cada qubit do estado com os n — 1 qubits restantes, essa caso serd descrito por

E(1¢)) = Ex1(|9)), (9.6)

em que k varia de 1 a n.

Ao longo deste capitulo serd usada a nocao de que um estado maximamente entre-
lacado é aquele que apresenta entrelacamento igual ao limite superior tedrico predito para uma
dada medida de entrelagamento. Este limite superior pode ser obtido através da consideracao
de um estado puro hipotético de n-qubits em que todas suas matrizes densidades marginais

sejam completamente mistas [95]. Portanto, o entrelagamento total é dado por

2n—l_1
Egum(0) = >_ Eill9), (9.7)
i=1

mas, em geral, ¢ mais apropriado usar, no lugar do total, a média de todas as biparti¢oes
relevantes para buscar entender o comportamento da evolugado do entrelacamento em funcao

de n, entao se faz

B (|9))

I

Eaug(10)) = —nr —1 (9.8)
Entretanto, calcular esta métrica rapidamente se torna inviavel em virtude do esfor¢o compu-
tacional requerido, entao em alguns casos sera 1til calcular apenas a média do entrelagamento

de cada um dos qubits para com os demais que compoem o estado, tal como
1 n
h R
Eoyg(|0)) = gZEi (16))- (9.9)
k=1

Uma vez que envolve apenas as bipartigdes da forma (1,n — 1), portanto um total de n bi-
particOes, permitira seu uso para estados em dimensdes maiores que as alcangadas por ng,lg

Uma vez dada as defini¢oes de E", ng,lg e Eégg, pode-se iniciar as analises.

9.3.1 Sequéncias no espaco de 4 qubits

A maior parte das sequéncias estudadas neste trabalho nfo contém repeticao de

elementos, portanto, recaem no caso particular de sequéncias que geram estados quanticos que
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sdo superposigoes equiprovaveis. Deste modo, faz-se importante entender como este fato afeta
a capacidade dessa classe de estados portar entrelagamento em relacao aos demais estados do
espaco. Para tanto, serd buscado responder a questao: Qual a sequéncia finita de inteiros que
resulta em estados de 4 qubits? com maior entrelacamento?

Dentre todas os possiveis conjuntos finitos de inteiros sem repeticdo entre 0 e
15 que resultam em diferentes estados sequéncias (basicamente sdo ignorados conjuntos que
resultam em estados sequéncias que se equivalem pela agdo da porta X), apenas seis (= 0.13%)
compartilham o mesmo valor maximo encontrado, sio elas Q' = {0,3,13,14}, Q% = {0, 5, 11,
14}, @3 = {0,6,11,13}, Q* = {0,7,9,14}, Q°> = {0,7,10,13} e Q% = {0,7, 11,12}, com

B, (€4(Q)) =9, (9.10)

all
sum

parai € {1,2,3,4,5,6}. Contudo, deve-se lembrar que o limite superior de E?; para 4 qubits
é 10 e, mesmo sabendo [98] que ndo existe estado que alcance este limite no espaco de Hilbert

de dimensao 4, existem outros estados que ultrapassam o valor 9, como o estado

1
os) = = [10011) + [1100) + w(]0110) + [1001)) + w?(]0101) + [1010))] , (9.11)
no qual w = —% + @Z e BY (|pms)) ~ 9.3774, conjecturado ser o maior entrelacamento

existente nesta dimensao. Por outro lado, todos os estados que decorrem da Equacgao (9.10) e

o definido na Equacao (9.11) possuem E}Zﬁg =1, o limite superior desta abordagem. Este fato

precisa ser considerado no estudo dos estados sequéncias, principalmente porque sugere que

th

avg 180 € uma opgao adequada. Outros importantes exemplos que explicitam

usar apenas F
essa divergéncia sao os estados gerados pelas sequéncias {0, 15} (estado EPR) e {0,3,5,6,9,
10,12,15}, ambos possuem ngfm =Te Efff,g =1, isso mostra que tais estados possuem menos
entrelagamento que |¢pg).

Por fim, tomando-se S = {3,5,6,9,10,12}, a sequéncia subjacente de |pps),
o entrelagamento observado no estado sequéncia correspondente ¢ E% (£,(SH9)) ~ 5.9145
e EZZQ(Q(SH %)) ~ 0.7129. Isso denota um comportamento predominante, apenas ocasional-
mente se encontram sequéncias cujos estados resultantes nao podem ter seu entrelagamento
incrementado se admitido ajustes arbitrarios dos coeficientes (sem que, no entanto, se mude a

sequéncia de inteiros associada ao estado).

9.3.2 Anilise do k-ésimo qubit do estado — E!"

Muitas conexdes interessante entre o estado Primo e alguns importantes problemas

na teoria dos nimeros foram estudadas em [29,30], assim como também muitas caracteristicas

k_ n
2A quantidade de estados sequéncias de n qubits é dada por Zi:; k!_(;nik)“ entdo n = 4 é a maior

dimensao do espaco de Hilbert na qual podemos fazer uma busca completa usando um computador pessoal em
uma quantidade razodvel de tempo.
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de seu entrelacamento, como o fato de que o entrelagcamento do ultimo qubit para com os

demais decresce exponencialmente com n. Entao emerge a questdo: existem outros estados

Figura 9.1: O entrelacamento do k-ésimo qubit para com os demais (E,’;h) em alguns estados

sequéncias de 28 qubits.
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sequéncias que contornam essa suposta desvantagem? Tem-se na Figura 9.1 um ponto de par-
tida para a discussao desta questdo, ela mostra o entrelacamento do k-ésimo qubit para com os
demais em alguns estados sequéncias de 28 qubits. Primeiramente, deve-se notar que o estado
Abundant segue um comportamento similar ao do estado Primo, todos os qubits sdo altamente
entrelacados entre si, com excecao do ultimo que, em ambos os casos, é desentrelacado dos
demais n — 1 qubits. Um coerente argumento dado em [29] associa este comportamento com o
fato de que os ntimeros primos sdo formados quase que exclusivamente por niimeros impares,
mas este ndo é o caso dos nimeros Abundant, cujo estado correspondente apresenta comporta-
mento similar. O estado SPrime foi construido para contornar essa caracteristica dos ntimeros
primos, faz-se um deslocamento de bits para direita em cada niimero primo de modo a se obter

um balanceamento entre niimero impares e pares.

Por outro lado, o estado Fibonacci mostra um comportamento bem diferente, nao
se observa um alto entrelacamento entre os qubits individualmente. Além disso, os estados
SPrime, Triangular (mesmo tendo menos entrelagamento entre os qubits iniciais) e PAP su-
peram o entrelacamento presente no estado Primo sob esta perspectiva, todos eles sem a

desvantagem de ter o dltimo qubit desentrelacado em relacdo aos demais.
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9.3.3 Entrelacamento médio dos k-ésimos qubits do estado — £

avg

Analisando apressadamente a Figura 9.1, pode-se concluir que o estado PAB! possui

mais entrelacamento que o estado Fibonacci, mas um olhar mais atento revelara que isso nao é

verdade. Um resumo do entrelagamento médio presente nestes estados é mostrado na Tabela 9.1

e, mais adiante, a Figura 9.2 mostra que embora E* (‘PAE’]>) > E (|Fiby,)), tem-se que

Bl (|PARY) < BZL(|Fiby)).

avg

Tabela 9.1: O entrelagamento médio dos k-ésimos qubits,

qubits apresentados na Figura 9.1.

avg

avg

Efl’;g, dos estados sequéncias de 28

Estado ~ El" | Estado ~ Emn
Prime 0.9606 | Triangular 0.9897
SPrime 0.9964 | Abundant 0.8660
Fibonacci  0.7302 PAL 1.0000

Figura 9.2: Entrelacamento médio dos k-ésimos qubits (

Efl%g) e o entrelacamento médio de

todas as biparti¢oes (ngfg) para os estados Fibonacci e PAB de n qubits.
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9.3.4 Uma breve analise do estado PAl"l

No contexto do vinculo da informagdo quantica com a teoria dos nimeros seria
interessante entender de onde emerge o entrelacamento do estado Primo. Nao surpreende o
fato de que toda tentativa de entender o entrelagamento é complicada e cheia de armadilhas.
Uma possivel suposigao de [29] é que o entrelacamento do estado Primo emerge da aleatoriedade
intrinseca dos niimeros primos. Mas, como se nota na Figura 9.1 e na Tabela 9.1, tomando E};};g
como referéncia, existem estados sequéncias originarios de sequéncias triviais que superam o
entrelacamento presente no estado Primo. Talvez o mais elementar destes seja o estado PAI,
para o qual hd na Figura 9.3 uma anélise do entrelagamento em funcdo de r € {3,5,7,9}.

Figura 9.3: Entrelacamento médio dos k-ésimos qubits (Efl%g) e o entrelacamento médio de

todas as biparticoes (ngfg) para estados PAI"l de n qubits e 7 € {3,5,7,9}.
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Pode-se ver que o estado PAl"l tende a gerar estados com todos os k-ésimos qubits
maximamente entrelacados entre si, ou seja, E,ih(PAm) = 1 para todo k. Além disso, nao é
dificil ver que estados PA") ndo possuem entrelacamento quando r é uma poténcia de dois,

isso ocorre basicamente porque nestes casos o estado assume a forma
| PAL=2T) = (H |0)*" ™ & (o), (9.12)

em que H é a porta Hadamard e n é o ntimero de qubits do estado, ou seja, um estado
completamente desentrelagado. Porém, uma visdo mais detalhada de como a razao r afeta o

entrelacamento médio do estado PA[") pode ser vista na Figura 9.4.
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Figura 9.4: Entrelacamento médio de todas as biparticdes (E%L ) do estado PAIl de 14 qubits

avg
em funcao de r.
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9.3.5 Padrao de formacao e entrelacamento

Uma das questoes mais interessantes e intrigantes acerca do estado Primo (também
extensivel para outros estados sequéncias) é sobre o qudo entrelagado ele é. Em [29, 30] é
apontado que o estado Primo carrega consigo uma grande quantidade de entrelacamento mas,

de fato, quao préoximo estd o estado Primo de um estado de n qubits maximamente entrelacado?

Analisando a Figura 9.5, pode-se ver que, dentro do curto espago observado, o
entrelagamento do estado Primo parece crescer linearmente com o limite superior da entropia
de Von Neumann. Entretanto, pode-se ver que ambos os estados SPrime e Happy superam o
entrelagamento presente no estado Primo. Enquanto o estado Primo alcancga aproximadamente
68% do limite superior tedrico, os estados SPrime e Happy alcangam 74% e 78%, respectiva-
mente. Por outro lado, embora o estado PAIT supere o estado Primo em um estdgio inicial
ele logo comecga a se distanciar do limite superior.

Tomando uma perspectiva mais geral, vé-se que o padrao de recorréncia da sequén-
cia subjacente ao estado sequéncia é determinante para as propriedades do entrelacamento, mas
talvez ndo de maneira tao 6ébvia. No estado PA se percebe que, mesmo selecionando variados

valores de r, observa-se 0 mesmo padrao no qual Eé}qjg(‘PA[T] >) converge para o limite superior

enquanto ngl%(‘PAM» se distancia do limite superior tedrico. Este comportamento foi mos-
trado na Figura 9.3 e, como deve ser enfatizado, a intersecido entre as sequéncias subjacentes

varia apenas entre 11% e 20%. Na Figura 9.6 se notam outros casos, os estados Fibonacci
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Figura 9.5: Entrelagamento médio do estado Primo (ngfg) comparado com outros estados

sequéncias e com o limite superior da entropia de Von Neumann (Upper Ey ).
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e Padovan seguem um comportamento similar e possuem apenas cinco elementos em comum
(= 7% — 10%) em suas sequéncias subjacentes.

Os nimeros Lucky [99] ndo s@o tao famosos quanto os niimeros primos, mas ambos
podem ser gerados usando a mesma abordagem geral: peneiras [100]. Diante disso, torna-se
inevitavel questionar: assim como os ntmero primos, teriam os numeros Lucky algum tipo
de padrao de formacdo aleatério inacessivel? Infelizmente, este trabalho nao responde esta
pergunta, mas se percebe claramente que as propriedades do entrelagamento dos estados Lucky
e Primo seguem um comportamento semelhante e suas sequéncias subjacentes possuem apenas
~ 7% de elementos comuns. Pode-se notar também o comportamento similar dos estados
Happy, Polygonal e Triangular. De um certo modo, embora a interse¢do entre as sequéncias
subjacentes dos estados Polygonal e Triangular tenha apenas um elemento, a similaridade néao
é inesperada porque ambas possuem uma féormula fechada muito semelhante. Entretanto, a
similaridade com o estado Happy é curiosa, aparentemente eles ndo seguem um procedimento
similar de geracdo e a intersecdo entre as sequéncias subjacentes é relativamente baixa. A
Tabela 9.2 mostra a interse¢do entre algumas sequéncias, a célula (7, j) indica o percentual de

elementos presentes na intersecao entre ¢ e j em relacdo a sequéncia i.
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Figura 9.6: Comparacao de similaridades no comportamento do entrelacamento médio (ng,lg)

de alguns estados sequéncias.
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Tabela 9.2: Intersecdo relativa entre as sequéncias subjacentes aos estados Happy, Polygonal
e Triangular.

Happy  Polygonal Triangular
Happy - 0.0086% 0.0079%

Polygonal | 13.9663% - 0.0043%

Triangular | 12.9176%  0.0043% -

9.4 Preparacao de estados sequéncias

Esta secao revisita a preparagao do estado Primo apresentada em [29] dando énfase
aos testes de primalidade e suas correspondentes abordagens quanticas para, posteriormente,

apresentar uma andlise de eficiéncia da preparacdo de um estado sequéncia arbitrario.

9.4.1 Preparacao do estado Primo

Sao descritas em [29] essencialmente duas abordagens para a prepara¢do do es-
tado Primo, a primeira segue o caminho de prover um circuito quantico que implementa um

algoritmo classico de teste de primalidade (Uyy) de tal modo que

2m—1

Ui e 2 19010 = o (VAP 100+ 2 = nC 100 ) 013)

em que |C,) é estado quantico normalizado representando uma superposi¢ao de todos os ni-
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meros compostos menores ou iguais a 2" — 1. Uma vez que

|z) |0) se xz é primo

Ui [2)10) = { (9.14)

|x)[1) se x ndo é primo

tem-se que o estado Primo é obtido se a medicdo da ancila representada pelo ultimo qubit
resultar em 0. Usando o teorema dos niimeros primos (TNP) é possivel observar que a proba-
bilidade de se obter o estado primo com esta abordagem é dada por

(2") 1

Prob(|P,)) = on :nlog2 (9.15)

que se trata de uma expressao polinomial, portanto, tem-se que este procedimento probabilis-

tico pode ser considerado eficiente.

Por outro lado, em oposicdo a primeira, a segunda abordagem ¢é deterministica.
Neste caso, o teste de primalidade é aplicado como um oraculo (U,) para o algoritmo de Grover

de tal modo que
U, |z) = (1)) |z) | (9.16)

em que Xr ¢ uma fungdo caracteristica (ou identificadora) dos nimeros primos, ou seja,
Xx(z) = 1 se x é primo e 0 caso contrario. Deste modo, o ordculo U, ird atuar em toda
uma superposicao de estados invertendo o sinal apenas daqueles que representarem niimeros
primos. Esta abordagem também é considerada eficiente (mais detalhes serao apresentados na
Secdo 9.4.2), apenas 7 chamadas ao ordculo sdo suficientes para gerar o estado Primo de 100

qubits, ou seja, uma superposicao de todos os ntimeros primos menores que 2109

Talvez o mais interessante, em um sentido geral, teste de primalidade conhecido
seja o AKS apresentado em [101], o primeiro a ser simultaneamente polinomial, deterministico
e incondicional. Trata-se de uma prova de que verificar a primalidade de um ntmero é um
problema cuja ordem de complexidade reside na classe P. Entretanto, em virtude da natureza
relativamente mais simples do teste de Miller-Rabin [102], ele foi o escolhido em [29] para a
construgao da versdo quantica de um teste de primalidade. Segundo o algoritmo proposto por

Miller-Rabin, para determinar se um dado niimero z é primo primeiro se faz
x—1=d2° (9.17)

em que d é um numero impar. Entdo, escolhe-se uma testemunha (witness) a, em que 1 < a <

x, e se calcula

a?  # 1 (mod )

) 9.18
a?? # —1 (modz) 0<r<s-—1, (9-18)
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caso ambos os testes sejam verificados x é considerado um nimero composto.

Por outro lado, se um dos testes falhar nenhuma decisdo pode ser tomada acerca
de x e a passa a ser considerado um forte mentiroso (strong liar). Nota-se que o teste de Miller-
Rabin é essencialmente probabilistico, a maneira usual de mitigar essa questao é repetir o teste
usando diferentes testemunhas para aumentar a probabilidade de uma verificacdo acertada.
Usando k testemunhas é capaz de se obter uma taxa de erro menor que 27 2%, fazer k = n,
em que n é o numero de qubits do estado Primo, é suficiente para a maioria dos fins praticos.
Sabe-se ainda que, assumindo que seja verdadeira a hipdtese generalizada de Riemann, o uso de
log? x testemunhas ¢ suficiente para considerar o teste deterministico, por exemplo, executando
o teste para todo a € {2,3,5,7,11,13,17} é possivel verificar corretamente todos os nimeros
primos menores que 3 - 104,

As principais partes do circuito quantico que implementa o teste de primalidade

classico de Miller-Rabin sdo mostradas nas Figuras 9.7 e 9.8.

Figura 9.7: Oraculo do circuito quantico que implementa o teste de primalidade classico de
Miller-Rabin.

tests tests
— Test — Test ————— Test
a, a, a_

carrier 1 an l

carrier m

global

17

Fonte: Imagem apresentada originalmente como FIG. 2 no trabalho [29].
Basicamente sdo seguidos os passos previstos no algoritmo cldssico, na Figura 9.7

se nota uma série de mdédulos que implementam a exponenciacdo modular presente no teste

de Miller-Rabin como
Uap > 12)10) = 3 [2) [ (mod 2)). (9.19)

Por outro lado, a Figura 9.8 o procedimento que garante que cada exponenciagdo modular
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Figura 9.8: Parte do circuito quantico que implementa o teste de primalidade classico de

Miller-Rabin responsavel por garantir que apenas testemunhas menores que z serdo testadas.

|x,> % L T
x> <
1
>
X,
Acts only if x>2°
Is x<2?7? |1> —+-
Modular
Exponenciation Tests a=2
qubits

Test carrier ¥,

Fonte: Imagem apresentada originalmente como FIG. 3 no trabalho [29].

apenas ¢é executada para testemunhas a menores que z, isso é feito através do controle pelos

qubits mais significativos.

9.4.2 Anadlise de eficiéncia

A abordagem usada para preparar o estado Primo em [29] através do algoritmo de
Grover [9] pode ser usada para preparar outros estados sequéncias, desde que esteja disponivel
um oraculo capaz de verificar se um dado elemento pertence a referida sequéncia. Basicamente,
isso implica em buscar por 7(2") elementos dentro de um conjunto de 2" no total. O algoritmo
de Grover pode realizar essa tarefa em O ( %) Portanto, o niimero de iteragoes é dado

por
T

4 arcsin ( T(QH)) 2

2TL

G(n) = (9.20)

Agora, pode-se analisar as iteragoes necessarias para gerar os estados quanticos sequéncias des-
critos anteriormente, para comegcar, pode-se ver na Figura 9.9 que os estados Fibonacci, Lucas,
Padovan, Polygonal e Triangular, usando uma escala logaritmica, crescem aparentemente de
forma linear com n. Além disso, os trés primeiros, assim como os dois tltimos, compartilham

um comportamento similar.
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Figura 9.9: Numero de iteragoes do Grover, em funcdo do nimero de qubits, para a preparacao

dos estados Fibonacci, Lucas, Padovan, Lazy e Triangular.
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Por outro lado, a Figura 9.10 mostra que o mesmo nao acontece para os estados
Abundant, Happy, Hashard, Lucky, Prime e SPrime, ainda que tomada como referéncia uma
escala logaritmica. Entretanto, os estados Abundant e Happy parecem tender a um comporta-
mento constante. Cabe ressaltar que o estado SPrime também supera o estado Primo no que
diz respeito a eficiéncia de sua preparagao através do algoritmo de Grover. Por fim, como de
certo modo é esperado, a Figura 9.11 mostra que o estado PA apresenta um comportamento

que converge rapidamente para um valor constante.
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Figura 9.10: Nuimero de iteragoes do Grover, em fungao do nimero de qubits, para a preparagao

dos estados Abundant, Happy, Harshad, Lucky, Primo e SPrime.
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Figura 9.11: Nimero de iteracées do Grover, em fungao do ntimero de qubits, para a preparacao
do estado PAl"! para r € {3,4,5,7,9,17}.
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9.5 Novas sequéncias

Nesta secao serao construidas algumas novas sequéncias para comparacao com
algumas daquelas apresentadas anteriormente. Algumas vezes serd tomado o caminho inverso,

gerando uma sequéncia de ntimeros inteiros a partir de estados quénticos.

9.5.1 S1 — Comportamento oscilatério do entrelacamento

Define-se uma sequéncia de nimeros inteiros associada a um estado quantico de n
qubits que apresenta um comportamento oscilatério no entrelagcamento como se segue. Inicia-
se com S1 = {0, 3}, portanto, |S1s) = &(S1) = (]00) + |11))/+/2. Agora, a partir deste estado
de 2 qubits, pode-se expandir a sequéncia iterativamente para obter a subjacente ao estado

|S1,) (de n qubits) seguindo os seguintes passos (k =2,3,...,n — 1):

e Se k é par, faz-se S1 = S1 U max({1,2,---,2" — 1} — S1) e k = k + 1. Este passo

acrescenta apenas um elemento a sequéncia.

e Se k é fmpar, faz-se S1 = S1 U bitxor(51,2"*! — 1) e k = k + 1, em que bitror é a
operagao de bitwise zor em cada um dos elementos de S1. Este passo pode até dobrar o

tamanho da sequéncia, mas elementos repetidos sdo desconsiderados.

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equagao (9.21) para n = 14.

0,2,3,12,13, 14, 15, 48,49, 50, 51, 60, 61, 62, 63, 192, 193, 194,
195, 204, 205, 206, 207, 240, 241, 242, 243, 252, 253, 254, 255, 768,
g1 | 769,770,771,780, 781,782, 783,816,817, 818, 819, 828, 829, 830, (0.21)

831,960, 961, 962, 963,972, 973, 974, 975, 1008, 1009, 1010, 1011

1020, 1021, 1022, 1023, 3072, 3073, 3074, 3075, 3084, 3085, 3086,

3087,3120, 3121, 3122, 3123, 3132, 3133, 3134, 3135, 3264, - - -

9.5.2 S2 — Generalizacdao do estado Higuchi & Sudbery

A sequéncia aqui apresentada decorre, em certo sentido, de uma generalizacao do
estado HS [98] para n qubits construida seguindo o padrao de simetria encontrado no estado
original de 4 qubits. A sequéncia S2 é gerada algoritmicamente em blocos para preencher um
estado de n qubits, em que n é sempre um ndimero par. Para tanto, inicia-se com S2 = {},
k = 4 e se geram mais elementos fazendo:

1 S2<+[];
2: while (kK <n) do
3: s < bin2dec([zeros(k/2) ones(k/2)]);
sk + [s];
for p:=k/2 to 1 do
54 s+ 2P L
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7: sk + sk U s;

8: end for

9: sk + sk U bitxor(sk, 2% — 1);
10: 52 + S2U sk;

11: k< k+2

12: end while

13: return S2;

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equagéo (9.22) para n = 14.

3,5,6,7,9,10,11,12,13, 14, 15, 23, 27,29, 30, 31, 47, 49, 50,
52,55, 56,59, 61, 62, 63,95, 111,119, 123, 125, 126, 127, 191,
52 ={ 223,225,226, 228, 232, 239, 240, 247, 251, 253, 254, 255, 383, (9.22)
447,479, 495, 503,507, 509, 510, 511, 767, 895, 959, 961, 962,
964, 968, 976,991, 992, 1007, 1015, 1019, 1021, 1022, 1023, - - -

9.5.3 S3 - Progressao aritmética com razao periddica

Uma interessante sequéncia, S3, pode ser montada usando uma progressao arit-
mética cuja razao r apresenta, no lugar do tradicional comportamento constante, um compor-
tamento periddico em torno de uma sequéncia secundaria. Para gerar a sequéncia de razoes

serd usada a funcao
fr(a,b,c) = abs(round(10% - tan(m - [0 : b,b: —1:0]) +¢)) + 1, (9.23)
que para os valores a = 16, b = 127 e ¢ = 5 resulta em
Sy ={6,5,4,2,1,2,3,5,6,7,8,45,11,26,--- } (9.24)

com 256 elementos em que, conforme pode ser visto a partir da definicdo de f., a segunda
metade é exatamente igual a primeira metade mas em ordem inversa. Agora, usando S,

pode-se gerar a sequéncia S3 para ntmeros menores que 2" usando o algoritmo a seguir.

1: S3 «+ [0];
2: 1 bk — 2;
3: while (true) do
40 e+ S3(k—1)+ S.((r; mod b)+1);
ri <1 +1;
if (e < 2") then
S3(k) + e;

5
6:
7
8 k<+—k+1;
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9: else
10: break;
11: end if

12: end while
13: return S3;

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equacao (9.25) para n = 14.
Uma variedade de novas sequéncias podem ser geradas dentro dessa familia simplesmente
escolhendo diferentes valores para os parametros a, b e ¢, ou ainda, familias inteiramente novas

podem ser geradas usando outras fungdes geradoras para a sequéncia secundaria de razoes.

0,6,11,15,17,18, 20, 23,28, 34, 41,49, 94, 105, 131, 144, 194,

210, 231, 249, 304, 324, 340, 434, 494, 519, 530, 575, 640, 670,
676, 780, 849, 884, 885,920, 994, 1034, 1040, 1154, 1233, 1278,
1431, 1457, 1541, 1733, 1749, 1872, 1927, 1982, 2145, 2161, 2255,
2339, 2364, 2497, 2542, 2607, 2779, 2785, 2889, 3101, 3136, 3279,
3314, 3388, 3570, 3576, 3690, 3755, 3800, 3953, 3979, 4063, - - -

53 = (9.25)

9.5.4 Analise das novas sequéncias

Na Figura 9.12 vé-se que o maior entrelacamento médio de todas as biparticoes é
alcangado pelo estado |S3,), sendo ele o que mais se aproxima do limite tedrico previsto pela
medida, superando ambos os estados Primo e Happy. Vé-se que os estados gerados pelas
sequéncias S1 e 52 possuem ambos o entrelagamento com comportamento oscilatorio e cuja
superioridade de intensidades se alternam entre si. Esse comportamento oscilatério e alternan-
cia de intensidades se repetem quando analisado o entrelagamento médio dos k-ésimos (Efl’;g)
qubits, conforme mostrado na Figura 9.13. Neste quesito, também se observa a superioridade
da sequéncia S3 frente as demais analisadas. O mesmo ocorre quando analisado o entrela-
camento do k-ésimo qubit, visto na Figura 9.14, em um estado de 28 qubits. Neste aspecto
ocorrem diferengas entre os estados |S1,) e [S2,), o primeiro tem seus qubits individuais ma-
ximamente entrelacados, com exce¢ao dos dois dltimos. Por outro lado, o segundo apresenta
um crescimento gradual (com viés oscilatério) do entrelacamento do k-ésimo qubit. Por fim,
a eficiéncia na preparagdao, mostrado na Figura 9.15, usando o algoritmo de Grover também
mostra algumas diferengas entre |S1,) e |S2,). Agora, enquanto o primeiro é que apresenta
um comportamento oscilatorio, o segundo parece implicar em um crescimento linear. Por ou-
tro lado, neste aspecto o estado |S3,,) se mostra ligeiramente menos eficiente que o estado
Primo. Por fim, fica claramente caracterizado que a sequéncia S3 apresenta o conjunto mais

interessante de propriedades dentre todas as sequéncias analisadas.
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Figura 9.12: Comparacio das novas sequéncias enunciadas com os estados Primo e Happy no

que se refere ao entrelacamento médio de todas as biparti¢oes ng}lg
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Figura 9.14: Comparagao das novas sequéncias enunciadas com os estados Primo e Happy no

que se refere ao entrelacamento do k-ésimo qubit E};h.
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Figura 9.15: Comparacao das novas sequéncias enunciadas com os estados Primo e Happy no

que se refere ao nimero de iteragoes para preparagao via Grover G(n).
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9.6 Conclusao

Neste capitulo foi enunciado o estado quantico sequéncia, construido a partir de
sequéncias de numeros inteiros, estudadas as propriedades de seu entrelacamento e também
sua preparacdao usando o algoritmo de Grover. Foram mostrados exemplos para mostrar o
quao complexo pode ser discutir o grau de entrelagamento de um dado estado. Apresentou-se
algumas comparagcoes sobre propriedades do entrelagamento que sugerem maiores similaridades
entre estados oriundos de sequéncias que emergem de padrdes/abordagem similares que entre
estados oriundos de sequéncias com maior intersecio entre si. Os estados Primo e Lucky séo
bons exemplos, também o sdo os estados Fibonacci e Padovan.

Foram apresentados diversos estados sequéncias que superam o estado Primo em
alguns aspectos, mas se mostrou evidente que qualquer tipo de associacdo de propriedades
cléssicas com o entrelacamento sio muito dificeis. Pode-se ver que mesmo o estado PAl],
que emerge de um padrao trivial de incremento, contém mais entrelacamento entre seus k-
ésimos qubits que o estado Primo. A comparacio entre os estados Fibonacci e PAB! mostrada
na Figura 9.2, mostra uma armadilha que pode levar a conclusées inadequadas, permitindo
concluir que Eéﬁg nao ¢é suficiente para entender o cenario geral acerca do entrelacamento de
um dado estado.

Os estados propostos Happy e SPrime também superam as propriedades gerais de
entrelacamento do estado Primo, ng,lg e Efff,g, ambos sem a desvantagem de ter o ultimo qubit
desentrelacado dos demais. Na Figura 9.5 foi possivel ver que, entre todos os estados baseados
em sequéncias conhecidas analisados, o estado Happy é aquele que carrega mais entrelagamento,
entretanto, ele é superado pelo estado associado & nova sequéncia S3, conforme pode ser visto
na Figura 9.12. Também foi apresentado uma anélise do comportamento do entrelacamento
presente no estado PA"l em funcdo de r. Mostrou-se ainda que também ¢é possivel seguir o
caminho inverso, gerando novas sequéncias de inteiros a partir de estados quénticos, tais como
S1, 52 e S3.

Por fim, foi analisada a eficiéncia de preparacdo de alguns estados sequéncias
usando o algoritmo de Grover, incluindo a analise do comportamento de k interacbes em

funcdo de 7, a funcao de contagem da sequéncia subjacente.






Capitulo 10

Circuito Quantico de Riemann

Resumo

A teoria dos numeros é um campo da matemdtica abstrata que tem encon-
trado um ambiente fértil na fisica teorica. Em particular, vdrios sistemas fisicos estdo
relacionados aos zeros da fungdo zeta de Riemann. Neste capitulo, serd apresentada como
contribuicdo a teoria de um circuito quantico relacionado a um numero finito de zeros da

funcdo zeta de Riemann.

10.1 Introducao

Tem-se percebido um crescente interesse em sistemas quanticos relacionados a pro-
blemas na teoria dos ntmeros [29,103,104]. Este interesse advém desde o estagio inicial da
mecanica quantica, quando Hilbert e Pélya discutiram a possibilidade de uma solucdo fisica
para a hipétese de Riemann: os zeros da funcao zeta de Riemann poderiam ser o espectro de
um operador R = 1/2+ iH, em que iH é autoadjunto e interpretado como um Hamiltoniano.

Atualmente, tem-se discutido [105-107] varios sistemas fisicos relacionados aos
zeros da funcao zeta de Riemann. Em [108] os autores, tendo um ntmero finito de zeros da
funcao zeta de Riemann, usaram um método numérico para encontrar um potencial quantico
para reproduzir tais zeros como autovalores de energia. No contexto da mecanica classica, foi
demonstrado em [109] que a transformada de Mellin da probabilidade de um corpo escapar
de um sistema de bilhar circular aberto, quando as aberturas estdo separadas por 0°, 60°,
90°, 120° ou 180°, é unicamente determinada pela funcido Zeta de Riemann. No contexto
da fisica quéntica, [110] estabeleceu um mapeamento entre a fungdo Zeta de Riemann e um
sistema mecéanico quantico cadtico ainda desconhecido. De modo mais especifico, modelos

foram propostos [105] tanto em associagdo com o espectro de energia positiva quanto com

125
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espectro de energia negativa. Também sdo conhecidas conexdes com a fisica nuclear [111,112],

fisica da matéria condensada [113,114] e fisica estatistica [115,116].

Neste capitulo, serd mostrado como construir um circuito quantico, daqui em di-
ante referenciado como circuito quantico de Riemann, cuja matriz unitaria equivalente tem
seus autovalores relacionados aos zeros da funcdo zeta de Riemann. A quantidade de zeros
considerados serd igual a dimensdo da matriz unitaria correspondente ao circuito. De algum
modo, tal circuito pode ser considerado um passo na realizacdo da sugestdao de Hilbert-Péyla
em um espaco de dimensédo finita. Além disso, a existéncia de tal circuito implica, a0 menos
em principio, que é sempre possivel construir um sistema fisico relacionado a qualquer niimero
finito de zeros da funcéo usando um computador quantico. Adicionalmente, também serd mos-
trado um algoritmo quéntico baseado no circuito quantico de Riemann e discutido brevemente
o entrelacamento biparte gerado pelo circuito quando aplicado a uma dada classe de estados

quénticos de até dezesseis qubits.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma: Na Se¢do 10.2 é
apresentado o procedimento para a construgdo da matriz unitaria cujos autovalores estao rela-
cionados aos zeros da funcao zeta de Riemann. A Secdo 10.3 discute algumas aplicagbes para
o circuito de Riemann. Na sequéncia, a Secdo 10.5 expoe o circuito quéntico relacionado a

matriz desenvolvida na Sec¢ao 10.2. Por fim a Se¢do 10.6 apresenta as conclusoes.

10.2 Construcao da matriz unitaria Riemanniana

Toma-se s1, 92, 83, ..., Sk, como o conjunto dos k primeiros zeros nao triviais da
funcéo zeta de Riemann, ((s) = >, (1/n®). E sempre possivel construir uma matriz unitaria
k x k cujos autovalores sao s; /s;j para j =1,2,..., k. Inicialmente, introduz-se a matriz k x k

s 0

o O o O
o o o O
o O o O

(10.1)

@Q
Il
o o o o
o
o

: : : (81—1—82)/2 (81—32)/2
0 0 0 o --- (81—82)/2 (81+82)/2

Os k autovalores de G sdo os zeros $1, S, 3, ..., S. HEscrevendo os zeros na forma
s; = a+1b;, em que ambos a (como serd explicado posteriormente, o método proposto trabalha

apenas para zeros com a mesma parte real) e b; sao niimeros reais, a matriz G pode ser reescrita
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como a soma de duas matrizes G = al +iB

1 by, 0 0
0 1 0 bg-1 O
G=al+iB=al|: : - ¢ |/ 4+i|0 0 - : : . (10.2)
0 Dot e (biFbe)/2 (b —bo)/2
00 - 0 1 Jo 0 - (bi—b2)/2 (b1+b2)/2)

Agora, a matriz G’ = (1/a)G = I +i(1/a)B tem autovalores s1/a, s2/a, s3/a, ...,
sk/a, enquanto a matriz G’ = (1/a)G' = I—i(1/a)B tem autovalores s} /a, s3/a, s}/a, ..., s} /a.
Entao, uma vez que B é Hermitiana, a matriz unitaria Riemanniana pode ser obtida pela razao

G'T /G, conforme mostrado na Equacio (10.3).

Gt I—i(1/a)B

Un="gr = I+i(1/a)B’

(10.3)
Os autovalores de Ug sdo exatamente 7 = sj/sj, para j = 1,2, ..., k. Como pode ser notado,
o procedimento descrito funciona apenas para zeros que tenham a mesma parte real, entdo

considerando a = 1/2, tem-se

0; = —m +tan" " [—bj/ (jl — b?)] . (10.4)

Pode-se notar que, se no lugar de G tal qual definida na Equagao (10.1) fosse definida G' como
uma matriz diagonal cujos elementos seriam s1, So, S3, ..., S, poderiam ser usados zeros com
diferentes partes rais (caso eles existam). Entretanto, neste caso, ndo poderia ser obtida G’
como uma soma envolvendo a identidade, deste modo nao seria possivel construir a matriz

unitaria Ug.

Algumas informagoes sobre os angulos 6; na Equagao (10.4) podem ser obtidas a
partir da féormula de Riemann-von Mangoldt: o niimero de zeros da funcao Zeta de Riemann
a+ibj com 0 < b < T ¢ assintoticamente dado por N(T') = (T'/2x)log(T"/2me) + O(log(T)).

Agora, considera-se a seguinte aproximagao:

1
0; = —m+tan’ {—bj/ (4 — b?)]

—7 +tan"t (1/b;) (10.5)
—TT + 1/()]

Q

Q

Por exemplo, para o menor zero (positivo) na linha critica (b ~ 14,134725142000001) tem-
se |01 — (—7 + 1/b1)] ~ 3 x 107°. A quantidade de 6’s no intervalo [#1,6; — €] (em que

€ < 01 é um angulo bastante pequeno) é assintoticamente dado pela férmula Riemann-von
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Mangoldt com T' = 1/e. A distancia entre dois adngulos consecutivos 6; e 611 é Af; ~
(1/b;) — (1/bj11) = (bj+1 — bj)/(bj1 - bj) ~ (Abj)(m + 6;41)(m + 6;). Entretanto, a distancia
entre a parte imaginaria de dois zeros consecutivos, Abj, é assintoticamente dado por 27/ log(j),
por isso, Af; ~ (2w /log(j))(m + 041)(m + 0;). Um grafico de Af versus § pode ser visto
na Figura 10.1. A curva (I) é obtida usando zeros com b € [101,3178510060000; 120000,
3764067760] enquanto a curva (II) é a férmula analitica (27/log(j))(m + 0j41)(7 + 6;) para
J € [30,169165] (o trigésimo zero é 1/2 + i101,3178510060000 e o zero de ntimero 169165 é
1/2 + 4120000, 3764067760).

Por fim, uma vez que b; cresce quando j cresce, ¢; se aproxima de —m quando
J cresce. Contudo, o valor de }_{° (7 + 6;) nao parece convergir (uma verificacdo numérica
usando os primeiros 2.001.052 zeros providos por Odlyzko [117] pode ser realizada facilmente).
Isto pode ser entendido levando-se em consideracao que, para valores elevados de j, b; ~

2mj/log(j) e, por isso, 3°;1/b; ndo converge por ser maior que a série harmoénica.

Figura 10.1: Distancia entre dois 6’s consecutivos versus #: (I) Obtidos usando zeros com
b € [101.3178510060000, 120000.3764067760]. (II) (27/log(j))(m + 6;41)(m + ;) para j € [30,
169165).
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10.3 Aplicacoes do circuito quantico Riemanniano

Uma vez que o termo —7 na Equacao (10.4) aparecera como uma fase global nos

estados quanticos, deste ponto em diante ele ndo serd mais levado em consideracao, assume-
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se entdo que 0; ~ 1/b;. Agora, considera-se [1)g),[11), ..., |¥k—1) 0 conjunto dos autovetores
de Ug (k x k), em que [¢;) é o autovetor associado ao autovalor exp(if;). Agora, pode-se
descrever um algoritmo quantico para calcular o valor de Z?;& 0j, em que k ¢ o niimero de
zeros da funcdo zeta de Riemann considerados. Primeiramente, defini-se o operador quantico

T que desloca o autoestado por uma unidade, isto é,

T |¢j) = ’¢(j+1) mod k> (10.6)

Na sequéncia, defini-se o estado quantico de Riemann como

k

W)R URZ\/~|7J}J Z 19 W}J (10-7)

J=1

Agora, aplicando a Equacao (10.6) na Equagao (10.7) chega-se a

(=

WRZIM “”ZIM (10.8)

Assim, o estado quantico (1/v'k) Z;:é 1) é um autovetor do operador (TUg)* com autovalor

k-1
m=0

correspondente ez( m), portanto, o algoritmo quantico de estimacao de autovalores [118]
pode ser usado para obter uma estimativa do valor de 251;10 0r,. De modo similar, pode-se
definir um algoritmo quéntico para estimar o valor de Zﬁ;:ll Apmti,m, em que Ayi1, € a
diferenca dos angulos de dois autovalores consecutivos: 6,41 — 6, (portanto, an_:ll Apgim =
0x — 61). Neste caso, pode-se notar que R|[1;) = exp(f;+1 — 0;) [¢;) se R = (TUR)'(URT).
Portanto, T(TR)*~! |11) = exp(i X% _; Aps1.m) [¥01) e, novamente, %1 A, 11 ., pode ser

estimado usando o algoritmo quéantico de estimacdo de autovalores.

10.4 Entrelacamento do estado de Riemann

O estado Riemanniano [1)r) de n qubits carrega informagcao acerca dos primeiros
k zeros da funcao zeta de Riemann, k = 2". Portanto, faz-se interessante, conforme apresen-
tada na sequéncia, uma andlise do entrelacamento multiparte gerado pela aplicacdo da matriz
unitdria Riemanniana ao estado |1r) descrito na Equacao (10.7) que, na base candnica, possui

a forma
€ 100...00) + €%%-100...01) + - - - +
(90+91+7r/4) PP
Wr) = | v2e\ 2 Jsin(B=mmy 11 10) + | (10.9)

0p+01—7/4
fe( ? >cos("0—912—“/4)|11..11>
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Para o cdlculo do entrelacamento multiparte, sdo utilizadas medidas de entrelacamento base-

adas na entropia de von-Neumann e na entropia linear, definidas como

Svn = —tr [plogy(p)], (10.10)

Si=2[1-tr(s)]. (10.11)

Os entrelacamentos em fungdao do nimero de qubits de [i)r) sd@o mostrados na Figura 10.2.

Os valores Ent; e Enty sdo as médias dos entrelagamentos bipartes de todas as partigdes do

Figura 10.2: Entrelagamento médio biparte em func¢do do nimero de qubits do estado de

Riemannian dado na Equacao (10.9).
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estado de Riemann, enquanto Ents e Ent, sdo as médias dos entrelagamentos considerando

apenas as biparticbes em que uma das partes tem apenas um qubit:

|

1
Enty = o > Svn(po, a-0u), (10.12)
k=1

n—1
1 2 -1
Enty = ﬁ Z SL(kaiﬂ—Qk), (10.13)
k=1
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1 n
Ents = — > Svn(pr, a-1,); (10.14)
k=1
1 n
Enty = - Z Srp1, a-1,)- (10.15)
k=1

Nas equagoes (10.12)—(10.15), o termo €2 representa o conjunto completo dos n qubits, €
representa um subconjunto em particular, 1; representa uma particdo contendo um tinico qubit
e 2—Q é o subconjunto dos elementos de €2 que nao pertencem a 2. Como pode ser notado na
figura, quanto maior o niimero de qubits (n) menor é o entrelagamento médio. Isto acontece
em razdo de maiores valores de j implicarem em 6; ~ arctan™!(1/b;) ~ 0. Deste modo, o

estado Riemanniano se aproxima de H®" \O>®", como pode ser visto na Figura 10.3. Isto pode

Figura 10.3: Fidelidade, dada por (¢g |[H®"| O>®n, em fun¢do do niimero de qubits.
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ser melhor analisado lembrando que, uma vez que ambos sdo estados puros, a distancia entre
2
eles pode ser simplesmente dada pela fidelidade: F = ‘WR |H®™| O)®"‘ . Portanto, pode-se

mostrar que limp° F' = 1, em que k = 2", iniciando por notar que

ko] koo
et = 3 e (10.16a)
§=0

J,l=1
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= Ek: 1+2 i cos(6; — 0;) (10.16b)

(10.16¢)

Q

x>
+

)
]~
o

o

()]
/N
&?“*—‘

|
S =
~

Q

-1 -1
k+2 zk: (1 - W) (10.16d)

k
k(k—1)
k+2 = A
+2 3 1=k+2—
Ji1=0
(>0

%

= k2 (10.16e)

Observa-se que foi utilizado cos(¢) ~ 1 — ¢? ~ 1, uma vez que (b; ' — b;l) ¢ muito pequeno.

J
Retomando a fidelidade, apds alguma algebra se conclui que

2

k
1 . , ,
— E i — %2 4 (/2 — 1)ei%| | (10.17)
i=1

F= 12
de onde se pode notar que quando k cresce, o termo fora do somatério permanece constante
enquanto o somatorio cresce, tornando-se dominante. Deste modo, usando Equagao (10.16) se
percebe que F' ~ 1 quando k cresce.

Comparando o entrelacamento do estado de Riemann com o entrelacamento cal-
culado para o estado Primo dado em [29], pode-se ver que o estado Primo tem uma maior
quantidade de entrelagcamento médio. Esta diferenga é, de algum modo, esperada, embora
ambos os estados estejam relacionados aos nimeros primos essa relacao se da de diferentes
formas. O estado de Riemann estd releacionado aos niimeros primos por seus coeficientes se-
rem uma funcao dos zeros da fungdo zeta de Riemann. Por outro lado, o estado Primo é uma

superposi¢ao equiprovavel de estados cujas codificacées decimais sdo niimeros primos.

10.5 Construcao do circuito quantico Riemanniano

A partir da matriz unitdria k x k dada na Equagao (10.3), é sempre possivel obter
um circuito quantico que representa sua realizagao fisica. Sem perda de generalidade, sera
considerado o caso em que k = 2" para que se obtenha um circuito para n qubits. Diferentes
procedimentos podem ser utilizados para obter o circuito quintico associado a uma matriz,
em geral, procedimentos diferentes levarao a circuitos diferentes, ainda que equivalentes, um
exemplo é a CSD (Cosine-Sine Decomposition) [119]. Seguramente é possivel montar um
circuito composto apenas de CNOT’s e portas de um qubit cujas parametrizacées de rotagoes

dependem dos zeros. Entretanto, optou-se por uma abordagem simples usando os autovetores
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de UR.

Figura 10.4: Circuito quantico de Riemann.
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Os autoestados do circuito quantico mostrado na Figura 10.4 sdo os autovetores

de Ug (o dltimo qubit estd sempre no estado 1 e, portanto, pode ser ignorado):

k) = 00...000) (10.18a)
[hk—1) = 00..001) (10.18b)
[Yk—2) = [00...010) (10.18¢)
|thk—3) = 100...011) (10.18d)

o) = [11..11) (=™ [0) + (1)) /v2 (10.18e)

lp) = [11..11) (|0) + e™/4 1)) /2. (10.18f)

Deste modo, a Figura 10.4 apresenta o circuito quantico que mostra como programar (uma
vez que demanda o conhecimento acerca dos zeros) um computador quantico universal para

funcionar como um sistema fisico relacionado aos zeros da funcao zeta de Riemann.

10.6 Conclusao

Primeiramente, pode-se notar que a abordagem aqui apresentada é diferente da-
quela tradicionalmente encontrada na literatura em que se busca um sistema quantico relacio-
nado aos infinitos zeros da funcao zeta de Riemann. Em geral, o potencial quantico usado em

tais sistemas sdo dificeis de encontrar na natureza ou mesmo construir artificialmente. Em se-
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gundo lugar, faz-se importante salientar que, embora tenha-se considerado os primeiros k zeros
da funcao zeta de Riemann, a teoria aqui descrita pode ser aplicada para um valor arbitrario
de k.

Deste modo, pode-se tomar qualquer quantidade finita de zeros, evidentemente
na linha critica, e construir o circuito quantico cujos autovalores estao relacionados aos zeros
de uma maneira muito clara: cada autovalor depende exclusivamente de um zero da funcao.
Assim, pode-se afirmar que todos os zeros da fungéo zeta de Riemann sdo relacionados a um
sistema fisico. Portanto, a abordagem aqui descrita mostra como construir um sistema fisico,
com recursos finitos (nimero de portas quanticas), capaz de lidar com um conjunto de qualquer
quantidade (finita) de zeros.

Este circuito quantico pode ser 1til para algumas tarefas, por exemplo, para es-
tudar as propriedades dos zeros da fun¢do em diferentes partes da linha critica. Ainda, como
o sistema fisico em questdo é um circuito quantico, ele pode ser, ao menos em principio, pro-
gramado em um computador quantico universal e, deste modo, implementado usando éptica,
supercondutores, pontos quinticos ou outra tecnologia estudada na implementacdo de compu-
tadores quanticos.

Por outro lado, pode-se arguir que é facil produzir uma matriz unitaria e, conse-
quentemente, um circuito quantico cujos autovalores estejam relacionados aos zeros da fungao
zeta de Riemann. Por exemplo, uma matriz unitaria k x k relacionada poderia ser montada
como uma matriz diagonal cujos elementos seriam 6;Vj € {1,2,---,k}, em que 60; seria o
exposto na Equagao (10.4). Neste caso, os autoestados seriam estados da base canénica. Con-
tudo, considera-se esta abordagem demasiadamente artificial uma vez que a parte real dos
zeros da funcdo nao sdo levadas em consideracdo em nenhum momento. Além disso, ela nao
decorreria da sugestdao de Hilbert-Pélya que aponta para a busca de um operador do tipo
1/2+iH.



Capitulo 11

Conclusoes e trabalhos futuros

11.1 Conclusoes

Esta tese tratou essencialmente os temas da separabilidade, da teleportacao de
portas quanticas e sobre algumas conexdes com a teoria dos ntimeros. Temas para os quais as

conclusoes sdo apresentadas, de modo agrupado, nas segoes seguintes.

11.1.1 Separabilidade

o Foi demonstrado um teorema acerca da preservacao da separabilidade sob conjugagao
para elementos em U (4), ou seja, quando U - (Va® Vg)-UT = Vi @V}, em que U € U(4)
e Va,Vp,V,, Vi e U(2).

¢ Foi demonstrado um teorema que define a forma geral de um elemento do grupo de
Clifford.

¢ Foram formulados os critérios para separabilidade de estados quéanticos em parti¢oes e

dimensoes arbitrarias.

o A nocao de separabilidade de estados quanticos foi aplicada na busca por entrelagado-
res universais achando alguns bons candidatos construidos a partir de portas quanticas

largamente conhecidas.

11.1.2 Teleportabilidade

¢ Foi realizada uma formulacdo analitica que explicita o papel da base de medicdo na

teleportacao de um estado quéantico arbitrario.

¢ Foi demonstrado o teorema da teleportabilidade que descreve as condicbes, necessérias
e suficientes, sob as quais se obtém uma teleportacdo deterministica de portas de dois

qubits.

135
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o Foram apresentadas a caracterizagdo e algumas parametrizacdes de bases de medigao

Uteis ao protocolo de teleportacdo de portas quénticas.
¢ Foi demonstrada a teleportacao de portas quanticas fora do grupo de Clifford.

¢ Foi construida uma formulacao analitica que descreve detalhadamente o papel do estado
recurso no protocolo de teleportacdo de portas quénticas, incluindo a defini¢do da classe

de estados tteis ao processo.

11.1.3 Informacado quantica e a teoria dos niimeros

o Foram enunciado os estados quanticos sequéncias e realizadas analises acerca das propri-

edades de seu entrelacamento e preparacao usando o algoritmo de Grover.

o Foram apontadas algumas caracteristicas dos estados sequéncias que sugerem contradi-

¢Oes na literatura acerca da interpretagdo das propriedades do estado Primo.

o Foram propostas novas sequéncias de niimeros inteiros inspiradas em estados quénticos

e entrelagcamento.

¢ Foi formulado o circuito quantico de Riemann, uma realidade fisica associada aos zeros

da funcao Zeta de Riemann.

¢ Foi apresentada uma discussao sobre o entrelacamento do estado quantico de Riemann.

11.2 Trabalhos futuros

11.2.1 Separabilidade

¢ Avaliar a possibilidade de formulagdo de uma medida de entrelacamento a partir dos

critérios de separabilidade.

o Aplicar os critérios de separabilidade em parametrizacoes de vetores/matrizes unité-
rias [88,89] para definir formas gerais, preferencialmente usando pardmetros reais, de

vetores e matrizes, separdveis e nao separaveis, para dimensoes além de qubits.

¢ De posse das parametrizagoes alcangadas no item anterior, buscar aplicar estratégias [90—
92] para solucio de sistemas de equagdes polinomiais afim de buscar parametrizagoes para

entrelacadores universais.

11.2.2 Teleportabilidade

¢ Realizar um estudo mais elaborado sobre o comportamento do protocolo de teleportagao
de portas quanticas sob a acdo do ruido em varios pontos do circuito e quando utilizado

um estado arbitrario a ser teleportado.
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¢ Analisar como o conhecimento gerado neste trabalho pode ser aplicado em outros proto-

colos de teleportacao além do proposto por Gottesman e Chuang [1].

11.2.3 Informacdo quantica e a teoria dos niimeros

¢ Buscar aplicagoes dos estados sequéncias na otimizagao/solugdo de problemas na teoria

dos ntimeros.

o Buscar entender quais propriedades “cldssicas” das sequéncias de ntimeros inteiros po-
dem, de algum modo, estar associadas ao comportamento do entrelagamento encontrado

nos estados quanticos gerados a partir delas.
¢ Buscar novas aplicagoes na teoria dos niimeros para o circuito quantico de Riemann.

¢ Estudar a possibilidade de generalizacao do circuito de Riemann para uma quantidade

infinita de zeros da funcio Zeta de Riemann.

¢ Buscar melhor entender alguns indicios encontrados de que o comportamento do entrela-
camento de um estado sequéncia estd mais diretamente ligado ao padrao de formacgao das

sequéncias subjacentes que ao niimero de elementos presentes na intersecdo entre estas.
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Apéndice A

Condicoes de separabilidade: casos

particulares

Resumo

Este apéndice apresenta a aplicacio da técnica sobre a separabilidade de es-
tados qudnticos desenvolvida no Capitulo 8 para vdrios casos particulares nas dimensées
2®@n,3®n ed®@n comn € {2,3,4,5,6,7,8}. Para todos os casos, a separabilidade serd

verificada se, e somente se, >, |&| = 0.

A.1 Separabilidade de estados na forma 2 ® n com n € [2, 8]

A.1.1 Espaco 2® 3

&1 = oo - los — o1 - o33 E2 = Qoo - Qo5 — Qo2 * Qo33 £3 = Qo1 * Qs — Qo2 * QUo4; (A-l)
A.1.2 Espaco 2®4

&1 = apo - (o5 — Qo1 - Qpa; §2 = Qoo - Qigs — Qo2 * (o €3 = Qoo - Qo7 — (o3 QL4; (A.2)

§4 = Qo1 - Qo — Qo2 - Qp5;  §5 = Q1 - QT — Q3 - Q53 §6 = Qo2 * QYT — Q3 * U6} (A-3)

A.1.3 Espaco2®5

§1 = ago - vog — Q1 - Qo552 = Qoo - Qo7 — Qo2 - Qg §3 = Qoo - Qg — (o3 + QU; (A4)
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§4 = Qo - Qo9 — Qo4 - Qp5;  §5 = Qo1 - Qo7 — Qo2 - Qps;  §6 = QYp1 * QY8 — Y03 * U6} (A.5)
§7 = Q1 - Qip9 — Qo4 - Qpg; §8 = QYp2 - Qo — Qo3 - Qo7 §9 = (Vo2 * Qlog — Vo4 * XOT; (A.6)
§10 = Q3 - Qo9 — (4 - QUO; (A7)

A.1.4 Espaco 2®6

§1 = o - 7 — (i1 - Qpg;  §2 = Qoo + Qpg — Qo2 * (og; €3 = Qo + oy — V3 + (o6}
§4 = qigo - 10 — (ipa - Qpg; 5 = Qoo * 11 — Qo5 * Qog; E6 = Q1+ Clog — QY2 + (Lo
§7 = o1 - g — 3 - o7 €8 = o1 - 10 — Qoa - or; 9 = Q1 - Q1 — Qs+ QTS
§10 = Qo2 - Qio9 — Qo3 - Qo83 §11 = Qo2 - (i — Qo4 - Qg §12 = Qg2 - Qi1 — Q5 - CU8;

513 = Q3 - 10 — Qo4 * QQY; €14 = Qp3 - 11 — Qo5 * ApY; 515 = Qo4 - 11 — Qg5 - Q105

A.1.5 Espaco2®7

§1 = oo - Qpg — Qo1 - Qp7; §2 = Qo * Qigg — Qo2 * Q73 §3 = Qoo * Q1 — QY3 * Q7]
§4 = o - 11 — Qipg - o7y &5 = Qoo * Q12 — Qo * Qs €6 = Qoo+ (113 — Qg+ Lo
&7 = a1 - Qg — 2 - Qpg; 8 = Qo1+ ip — o3 * og;  E9 = Qo1+ (11 — Qg+ Clg;
§10 = Qo1 - Q2 — Qo5 - Qpg;  §11 = Qo1 - Q113 — Qo - Qg §12 = Qg2 - (rip — QX3 - (YY)}
§13 = a2 - 11 — Qigg - Qgg; €14 = Q2 - (12 — Qs - gg; E15 = Qg2 (L3 — Qi * QLY
§16 = o3 - 11 — apa - a10; €17 = Qo3 - Q12 — Qs - o5 18 = Qi3 Q13 — Qi * (L10;

§19 = a4 - 12 — s - on1; €20 = Qg - i3 — Qe - 11§21 = Qs - Qi3 — Qigg - OU12;

A.1.6 Espaco2®8

§1 = o - Qo9 — Qo1 - o83 §2 = Qg - Qi1 — Qo2 - g §3 = Qrgo * Q11 — QU3 * CU8;
§4 = oo - 12 — Qg - og; &5 = Qoo - 113 — Qo5 - Qlog; €6 = Qoo * (V14 — Q6 * 08
§7 = ago - 15 — gy - gy 8 = Qo1 - g — Qo2 - gg; E9 = Q1 - 11 — QY3 - Qlgg;
§10 = a1 - 12 — Qg - Qg; €11 = Q1 - 13 — Qs - Qgg; 12 = Qi1 - Q4 — Qi * QLY
§13 = Q1 Q15 — Q7 - Qpg;  §14 = Qo2 Q111 — Q3 * Q10;  §15 = Q2 * Q12 — Q4 * QU10;
§16 = Qo2 - 13 — Q5 - Q103 §17 = Q2 - Q14 — Q6 * Q103 §18 = Qg2 * Qs — QT * QU10;
§19 = g3 - 12 — igg - a11; 20 = Q3 - 13 — Qs - 115 E21 = (i3 Qg — Qie ¢ U115
§ao = Qo3 - Q5 — Qo7 - 11 §23 = Qo4 - Q113 — Qs - (12 §24 = Qo4 - Ql4 — Q6 - (V12;
§a5 = o4 - Q15 — Qg7 - Q12; €26 = Qs - (14 — Qg - (135 Ea7 = Qs+ Qs — QigT ¢ (U13;

£ag = Qg - Qris — QT - OV14;
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A.2 Separabilidade de estados na forma 3 ® n com n € [2, 8]
A.2.1 Espaco 3 ® 2
&1 = ago - o3 — a1 - (25 2 = Qoo - Qips — QoL - Qo £3 = Qg2 - Qs — Qo3+ 0Up4; (A~30)
A.2.2 Espaco 3®3
§1 = o - Qioa — Qo1 - Qo33 §2 = Qoo - Qs — Qo2 - (o33 §3 = QYpo * Qo7 — QY1 * Y6} (A-31)
§4 = o - (ipg — Qo2 - (pe; &5 = Qo1 - (igs — Qo * (o §6 = Qg1 - Qg — Qg QTS (A.32)
§7 = Q3 - Qo7 — Qo4 - Qpg;  §8 = Qo3 * QY8 — QU5 * Qps;  §9 = Qup4 * QY8 — QU5+ QUQT; (A.33)
A.2.3 Espaco 3®4
§1 = o - Qi — Qo1 - Qpa; §2 = Qugo - Qo — QU2 - o4 §3 = Qrgo - QT — O3 - CN4; (A-34)
§4 = o - o9 — (o1 - (pg; &5 = Qoo - (r1p — Qo2 - Qiog;  §6 = Qoo - i1 — (o3 - U8} (A.35)
§7 = Qo1 - Qo — Q2 - Q53 §8 = Qo1 - Qo7 — Q3 - Q53 §9 = Qo1+ Qg — QY2 + QYY; (A-36)
§10 = Qo1 - Q11 — Q3 - Qpg;  §11 = Qo2 - Qo7 — Q3 - Qg3 §12 = Qg2 - Q11 — Q3 * QU10; (A-37)
&13 = apg - g9 — Qs - pg; 14 = Qs - g — Qo6 - Qg E15 = Qipa - Qi1 — Qioy - OUg; (A.38)
§16 = Qo5 - Q110 — Qo6 - Qo9 §17 = Qo5 - Q11 — QT - Qe §18 = Quoe - Qi1 — QT - OV10; (A.39)
A.2.4 Espaco 3®5
§1 = o - Qs — Qo1 - Qp5; §2 = Qoo * QT — Q2 - Qs §3 = Qoo * QY8 — QY3 * CL5; (A.40)
§4 = o - Qo9 — Qo4 - Qp5; §5 = Qg - Q11 — Qo1 - 103 §6 = Qrgo - Q2 — QY2 - (Y10} (A.41)
§7 = o - 113 — Q3 - (103 §8 = Qoo - (4 — Qo4 - 103 §9 = Qo1 - QT — QY2 * OYE; (A-42)
§10 = a1 - (iog — Q3 - (oe; 11 = Qo1 - Qigg — Qo4 - Qg §12 = ol - Q2 — Qg2 - QUL (A.43)
13 =1 - g3 — o3 - 11§14 = Q1 - 4 — Qo4 - 01§15 = Q2 - 08 — 03+ OT; (A.44)
&16 = Qg2 - (igg — apa - o7 €17 = Qo2 - i3 — Q3 - ;. §18 = Qg2 - Q4 — Qigg - OU12; (A.45)
&19 = a3 - oigg — Qipa - opg; €20 = Q3 - g — Qg - 13 €21 = Qs - Q1 — Qi - OUL0; (A.46)
92 = (5 - 12 — Qo7 - a10; €23 = Q5 - 3 — Qg - 105 Ea4 = Qs - Qg — Qg+ A0 (A.47)
§a5 = Qo6 - Qr12 — Qo7 - Q11§26 = Qo6 - (113 — Q8 - (11 27 = Qo - Q4 — Qg - OV11; (A-48)
§ag = a7 - 13 — Qg - 125 €29 = Qo7 - (ria — Qg - (123 §30 = Qg - Q4 — Qg - OV13; (A.49)
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A.2.5 Espaco 3®6

§1 = o - o7 — i1 - Qps;  §2 = Qoo * Qpg — Qo2 * (og; €3 = Qo + Qlog — Q3+ (o6} (A.50)

§4 = oo - 10 — Q4 - os; €5 = Qoo * 11 — Qo+ Qpe; §6 = Qoo 113 — Qo1 * (V125 (A.51)

§7 = oo - g — Q2 - 12; €8 = Qoo - 15 — Qo3 - @125 §9 = Qoo g — Qo4 (V125 (A.52)
§10 = apo - 17 — Qo5 - 12; €11 = Q1 - Qs — Qo2 - Qo7; 12 = Qo1+ Qo9 — Qo3 * Qo7 (A.53)
§13 = ap1 - 10 — Qo4 - o7; €14 = Q1 - 11 — Qs - Qo7; 15 = Qo1+ Q14 — Qo2 * O13; (A.54)
§16 = ap1 - 15 — Q3 - 13; 17 = Q1 - 16 — Qo4 - @135 §18 = Qip1 * 17 — Qs * 13} (A.55)
§19 = o2 - Qigg — o3 - Qpg; 20 = Qo2 - (10 — Qog + (ipg;  §21 = Qo2+ Q11 — Qo5 ¢ QUOS; (A.56)
§ao = g2 - Q15 — (o3 - 14; €23 = Qo2 - (i1p — Qog - 145 E24 = Qig2 QU7 — Qi ¢ QU14; (A.57)
§a5 = g3+ Q10 — Qo4 - Qgg;  §26 = Q3 - (11 — Qs - (igg;  E27 = (3 * (g — Qo4 ¢ (U5} (A.58)
§og = g3 - Q17 — g5 - Q153 29 = Qo4 - (11 — Qs - 105 £30 = Qipd - QL7 — Qs+ QUL6; (A.59)
§31 = o - 13 — Qo7 - 12; €32 = Qo - (14 — Qo - (125 £33 = Qipe * 15 — Qigg * AV12; (A.60)
§34 = qige - 16 — (10 12; €35 = Qo - 17 — Q11 - (125 £36 = Qio7 * (14 — Qpg * (V13; (A.61)
§37 = a7 - 15 — Qigg - 13; €38 = Qo7 - (16 — Q10 - 135 £39 = Qior + Q17 — Q111 ¢ QU13; (A.62)
§10 = qigg * Q15 — gy - 14; €41 = Qg - (16 — Q10 - (145 E42 = Qigg Q17 — Q111 ¢ QU4 (A.63)
§43 = g - g — Q1o - 155 €44 = Qg - 17 — 11 - 153 45 = Qo - Q17 — Q11 - (163 (A.64)

A.2.6 Espaco3®7

§1 = apo - ps — o1 - o7; §2 = Qo * Qg — Qo2 * s €3 = Qo - Q1o — Q3+ AT (A.65)

§4 = o - 11 — Qg - o7; &5 = Qoo * 12 — Qs * Qs &6 = Qo + 113 — Q6+ AT (A.66)

&7 = apo - 15 — a1 - 14; §8 = Qoo * ie — Qo2 * g5 9 = Qo+ 17 — Q3+ (l14; (A.67)
§10 = qigo - 18 — pa - 14; €11 = Qo - 19 — Qs - 145 E12 = Qigo * Q20 — Qo6 * (V14; (A.68)
§13 = g1 - Qg — g2 - Qpg; €14 = Qo1 - (19 — Q3 - (g5 §15 = (g1 * Q11 — Q4 * U} (A.69)
§16 = o1 - 12 — Qo5 - s; €17 = Qo1 - 13 — Qo - Qos; 18 = Qo1 * (16 — Qo2 * (153 (A.70)
§10 = ap1 - 17 — Qo3 - 155 20 = Q1 - 18 — Qg - 155 §21 = Qi1 A9 — Qs * A5} (A.71)
§a2 = o1 - Q29 — g - 15; €23 = Qo2 - (10 — Q3+ (ipg;  §24 = Qo2+ AU11 — (g * ALY} (A.72)
§a5 = o2 - 12 — Q5 - go; €26 = Qo2 - (13 — Qo * Qo9 §27 = Qo2 * 17 — Qo3 * (163 (A.73)
§a8 = o2 - 1g — Qo4 - 15 €20 = Qo2 - (19 — Qo - 163 §30 = Qo2 * (20 — QoG * (163 (A.74)
§31 = (o3 - 11 — (iga - 10; €32 = Q3 - (12 — Qs - (105 £33 = (i3 (113 — Qi * L10; (A.75)
§34 = a3 - 1y — Qg - 17; €35 = Qi3 - i1 — Qo - 173 €36 = (o3 + (20 — Qo * Q1T (A.76)
§37 = qipa - 12 — s - 11; €38 = Qog - 13 — Qg6 - 115 §39 = Qipg * 19 — Qo5 * AU18; (A.77)
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€0 =
Eys =
€6 =
€9 =
€y =
Es5 =
Esg =
61 =

A.2.7 Espaco

&1 = oo

§4 = app -

§7 = oo
§10 = oo -
§13 = oo
§16 = o1 -
§19 = o1
§22 = ap1
§25 = Qo1
§as = Qo2
§31 = Qo2
§34 = Qo2
§37 = Qo3
§10 = Q3
§43 = Q3
§46 = Qo4
§19 = Qo4
52 = aps
55 = Qe
§58 = Qg
§61 = Qo8
§64 = Qo9

Qo4

Qo7

Qor

Qo8

Qo8

@09

[&310)

a11

s Qg0 — Qg - (V183
s Q15 — Qg - (V14;
sy — (11 - (4;
s Qg — Qg - 155
cQig — Q2 c A5,
coig — Q- O,
coig — Qqp Oy,
s Qg — Q2 - (8;
3®8

* Qg — (1 - (p8;

Q12 — Qipg - Qg;

s Q15 — Qo7 - Q8;
Q19 — Qo3 * (165
s Qg — Qg - (165
Q11 — Q3 * Qp9;
s Q14 — Qo6 - (p9;
s Q19 — Q3 - Q17
s Qg3 — Qpg * (V175
s Q12 — Q4 - (10;
s Q15 — Qo7 - Q10;
s Q21 — Qs - (18,
c0i2 — Qo4 c 1,
s Q5 — Qo7 - (115
* Qg — Qg - (V19;
s Q14 — Qg - (125
+ Qg — Qg - Q205
c Q15 — Qo7 - (133
s Q5 — Qo7 - (143
s Qg — (1o - A6;
s Qg1 — (13 - (16;
s Qg — Qo - Q17;

&y =
g =
&7 =
E50 =
&3 =
&5 =
€59 =
Ego =

{2 =
& =
s =

&1 =
&4 =
&7 =
&og =
Eo3 =
Eo6 =
Eo9 =
€39 =
£35 =
£33 =
&y =
g =
&7 =
&s0 =
€53 =
Es6 =
€59 =
Ego =

Qo5

Qo7

Qo7

Qo8

Qo8

Qo9

[6310]

a1

Qoo

Qoo

Qo1 *

Qo1

o1

o1

Qo2

Qo2

Qo2

Qo3

o3

Qo3

Qg

Qg

Qo5

Qo6

o8

Qo8

Qo9

Qo0

@00

@00

s Q13 — Qg -

s Qe — Qo9 -

cQg — Qg2 -

sQq7 — Qg0

T Qrpg — Q13 -

cilg — (2 -

cQrg — (2 -
s Qg — Q13 -
s Q10 — Qo2
s Q13 — Qo5
s 17 — Q1

s Qg0 — Qg -

- Qg3 — Qo7
Q12 — Qo4

s Q15 — Qor

s Qg0 — Qo4

+ Qo3 — Qo

s (13 — Qo5

s Q19 — Q3

+ Q22 — Q6

s (13 — Qo5

s Qo0 — Qo4

s Qg3 — Qo7

s Q15 — Qor

s Qg3 — Qo7

+ Q22 — Q6

s (o3 — Qo

cQrg — Q11

s Qg2 — (4

sQ1g — Q1

Q123
Q143
Q14;
Q55
a15;
a16;
a7,

a18;

+ Q83

+ Q83

+ (165

a16;

© (165
-+ (9;
* (9;
s Q7
s Q7
+ (10;
©Q18;
©(18;
- 01,
© (19;
+ (19;
s (123
- (20,
- (21,
+ (v22;
* (16
* (16

s Q7

Epo0 =
Eys =
g =
51 =
54 =
&s7 =
E60 =

63 =

&30 =
&35 =
€36 =
€39 =
Epo0 =
Eys =
€8 =
51 =
54 =
&s7 =
E60 =
Ee3 =

66 =

o5

Qo7

Qo7

Qo8

Qo9

@09

[6310)

12

Qo0

@00

@00

@00

Qo1

Qo1

Qo1

@01

@02

Qo2

Qo2

Qo2

Qo3

@03

Qo4

Qo4

Qo5

Qo5

@08

@08

o8

Qo9

* Qo0 — Qg
sQi7 — Qg
s Qg0 — Q13
cong — Qaaq
cQ17 — Q10
s Qg0 — (13
s Qg0 — (3
s Qg0 — (13
s Qi1 — Qo3
c 14 — Qg
s Qr1g — Qp2
s Qg1 — Qo5
s — Qo2
s 13 — Qs
s Qg — Q2
s 21 — Qs
s Q11 — Qo3
s Q4 — Qog
s Qg0 — Q4
s (a3 — Qo7
s Q4 — Qo6
s 21 — Qps
s Q13 — Qo5
s Qg1 — Qo5
s Q4 — Qo
+ Qa3 — Qo7
s Q17 — Qo9
s Qg0 — (12
s Qg3 — (15
s Qg0 — (g2

- (19;
s Qig;
c (143
+ (15,
+ 0165
- (16,
s Q7

- (19,

+ (8;
* Q8;
- (16,
* Q16
* Q9;
+ Qo9
-0
s Q7
+ (10;
+ Q10;
- Q183
-+ 0183
s Q1;
- (19;
CQ12;
+ (g,
+ (133
+ Q21
- Q6
* (16,
* Q16

s a7,
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§67 = Qoo - Qo1 — Q13 - 17y 68 = Qo - Qoo — Qi - Q17 69 = Qugg - Qa3 — QU5 - QU1T; (A.108)
§70 = Q10 - 19 — 11 - a1g; §r1 = Qi - pg — Qi - gy E72 = Qg - Qg1 — (113 - QU] (A.109)
§73 = Q1o Qa2 — Q14 - Q18; {74 = Q1o - Q23 — Q15 - Q18; §75 = Q11+ Qg — Q12 * AU1; (A.110)
§76 = Q11 - Qo1 — Q13 - Q193 §77 = Q1 - Qo — Q4 - 19y §78 = Qu11 - Qo3 — QU5 - QU1; (A.111)
§79 = Q12 - Qo1 — Q13 - Q03 §80 = Q12 - Qoo — Qui4 - Qrap;  §81 = (v12 - Q23 — QU5 - (V0] (A.112)
§82 = Q13 - Qrag — Q14 - Qo1 83 = Q13 - Qa3 — QUi - Qa1 §84 = (ri4 - Qa3 — QU5 - (122} (A.113)

A.3 Separabilidade de estados na forma 4 @ n com n € [2, §]

A.3.1 Espaco 4 ® 2

&1 = apo - 3 — Q1 - o2 &2 = Qoo - Qos — Qo1 - Qs €3 = Qoo - Qo7 — Q1+ (e (A.114)

&4 = ap2 - g5 — o3 - a3 §5 = Qo2 - Q7 — o3 - Qs; &6 = Q4 - Qo7 — Qs+ Q6 (A.115)

A.3.2 Espaco 4®3

§1 = o - g — i1 - p3; 2 = Qoo * Qo5 — Qo2 * 35 €3 = Qo + Qlor — Q1+ (oG} (A.116)
§4 = Qo - Qo8 — Qo2 - Qg3 §5 = Qg * Q1 — Q1 - Qg9 §6 = Qugo * Q11 — QY2 * CYY; (A.117)
§7 = a1 - o5 — (g2 - Qpa; 8 = Qo1 - oy — Qo2 + o €9 = Qo1 - 11 — Q2+ (L10; (A-HS)
§10 = (o3 - Qo7 — (iga - Qps; {11 = Q3 - Qipg — Qs - Qige; E12 = (3 * (g — Q4+ QLY (A.119)
§13 = Q3 - 11 — Q5 - Qpg;  §14 = Qo4 * Qo8 — Qo5 * Q73 §15 = Qo4 * Q11 — Q5+ AU10; (A.120)
§16 = Q6 * 10 — Q7 * Qp9;  §17 = Qo6 * Q111 — Q8 * Qg §18 = Qo7 * Q11 — QY8 * (V10; (A.121)

A.3.3 Espaco 4®4

§1 = o - Qs — Qo1 - Qpa; §2 = Qoo - Qo — Qo2 - o4 §3 = Qrgo + QLT — QU3+ U4}
§4 = o - Qip9 — Qo1 - o83 §5 = Qugo - (v — Qo2 - gy §6 = Crpo - (11 — 03 - CY8;
&7 = o - 13 — a1 - 125 €8 = Qoo - (r1a — Qo2 - (123 §9 = Qoo - Qs — (o3 - OU12;

§10 = a1 - ioe — Qo2 - (ps; 11 = Qo1 - gy — Q3 - Qg §12 = Qiol - Qo — Q2 - OUY;

( )

( )

( )

( )

§13 = o1 - 11 — Q3 - Qgg; 14 = Qo1 - 14 — Qo2 - 135 §15 = Qip1 * Q15 — (i3 * (V13; (A.126)
§16 = o2 - Qo7 — (o3 - Qpg; 17 = Qo2 - (11 — Q3 - (105 §18 = Qg2 ¢ Qs — (3 ¢ (V14; ( )
§19 = Qo4 - o9 — Qo5 - og;  §20 = Qo4 * (1o — Qo6 - Qog;  §21 = Qo4 * Q11 — QT+ QUOg; ( )
§22 = Q4 - 13 — Q5 - 12; €23 = Qg - ug — Qo - 123 E24 = Qg - 15 — Qo7+ (1 2; ( )
( )

a5 = Qo5 - (r1g — Qe - Qog; €26 = Qo5 - (11 — QT - Qigg; §a7 = Qs - Q4 — Qg - OU13;
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§a8 = Q5 - 15 — Qo7 - 135 €20 = Qo - 11 — Qo7 - 105 €30 = Qo6 * 15 — Qo7 * (14; (A.131)
§31 = Qg - 13 — Qg - 125 €32 = Qg t (g — Qi - 123 €33 = Qios * (15 — Q11 t (12; (A.132)
§34 = qpg - 14 — 10 - 13; &35 = Qg - 15 — Q11 - 135 §36 = Q10 15 — Q11 * QU14; (A.133)

A.3.4 Espaco4®5

§1 = o - e — Qo1 - Q53 §2 = Qoo * Qo7 — Qo2 * 55 €3 = Qo+ Qlog — Q3+ ALpS; (A.134)

§4 = o - g — (g o3 &5 = Qoo * 11 — Qo1 * a5 &6 = Qoo * 12 — Q2 + (10; (A.135)

&7 = o - 13 — a3 - 10; 8 = Qoo * 14 — Qog * 15 €9 = Qo + Al1e — Qo1 (L15; (A.136)
§10 = o - 17 — Qo2 - 153 €11 = Qo - uig — o3 - 153 12 = Qoo - (19 — Qo+ Q153 (A.137)
€13 = ap1 - ao7 — o2 - oe; 14 = Qo1 - Qog — Q03+ Qo6; €15 = Qo1 - Qo9 — Qoa - aips; (AL138)
§16 = ap1 - 12 — Qo2 - 115 €17 = Qo1 - @13 — Qo3 - @113 18 = Qo1 * 14 — Qg * 11 (A.139)
§10 = o1 - 17 — Qo2 - a16; 20 = Qo1 - 18 — Q3 - (165 §21 = Qo1 19 — (o4 * AU16; (A.140)
§a2 = g2 - Qo — (o3 - Qo7; €23 = Qo2 - Qg9 — Qog - Cior;  §24 = Qo2+ QU13 — (i3 ¢ AU12; (A.141)
§a5 = g2 - Qr1q — ipg - 12; §26 = Qo2 - (18 — Q3 - (17; a7 = Qig2 * Qllg — Qipd ¢ QU1T; (A.142)
§28 = Q03 - Qg — (o - og;  §20 = o3 * Q14 — Qg - 135 §30 = Q03 * g — Qpg + (U185 (A.143)
§31 = g5 - 11 — Qe - 10; €32 = Qs - (12 — Qo7 - g5 £33 = Qs * (L3 — Qg * (L10; (A.144)
§34 = Qo5 - 14 — Qg - 10; €35 = Qs - 16 — Qo - 155 §36 = Qs * 1T — QloT * AU15; (A.145)
§37 = o5 - i1 — Qipg - 153 €38 = Qo - (19 — Qg - (155 £39 = Qe (12 — Qo7 ¢ QU115 (A.146)
§40 = g - 13 — g 11; 41 = Qo6 - (14 — Qg - (115 E42 = Qige * Q1T — Qo7 * AU16; (A.147)
§43 = ige * Q118 — gg - Q16; 44 = Qo6 - (19 — Qg + (165 E45 = Qg7+ (113 — Qpg * (V12; (A.148)
§a6 = Qo7 - 1g — Qg - 125 €a7 = Qo7 - g — Qs - @173 48 = Qo7+ Q19 — Qg * Q1T (A.149)
§19 = Qg - g — Qg - 13; €50 = Qo * (19 — Qog + (183 E51 = Q10+ A6 — Q11 * Q153 (A.150)
§s2 = @10 - 17 — @12 - Q155 §53 = Q10 - 18 — Q13 - 155 Ep4 = Q10 - Q19 — (114 * A5} (A.151)
Es5 = 11 - 17 — @12 - 16; §56 = Q11 - (18 — Q13 - (165 E57 = Q111 Qg — (114 * QU16; (A.152)
§s8 = (12 - 1 — 13 - Q17; &59 = Q1o - a9 — Q1 - 175 §go = (113 Q19 — (14 ¢ (U8} (A.153)

A.3.5 Espaco 41®6

§1 = apo - o7 — Qo1 - os; €2 = Qoo * Qlos — Qo2 * Qlpe; §3 = Qoo * (o9 — 03 * QG (A.154)

§4 = oo - 10 — Q4 - os; €5 = Qoo * 11 — Qo * Qpe; §6 = Qoo 113 — Qo1 * (V125 (A.155)

§7 = oo - g — Q2 - 12; €8 = Qoo - 15 — Qo3 - @125 §9 = Qoo (g — Qo4 (V125 (A.156)
§10 = oo - 17 — Qo5 - 12; €11 = Qo - 19 — Qo1 - 183 12 = Qoo + Q20 — Qo2 * (8; (A.157)
§13 = o - o1 — (o3 - a18; 14 = Qoo - 22 — Qog - 185 §15 = Qipp * 23 — Qo5 * AU18; (A.158)
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§16 = Qo1 - Q8 — (o2
§19 = Qo1 - 11 — Q5
§22 = Q1 - 16 — Q4
§25 = Q1 * Q21 — Q3
§ag = (g2 * Qg9 — (o3
§31 = Q2 - Q15 — Q3
§34 = Qo2 - (21 — Q3
§37 = Q3 * Q10 — Q4
§40 = Q3 - 17 — Qo5
§43 = Q4 - Q11 — Q5
§46 = Qg6 * 113 — Qo7
§49 = g6 * Q116 — (10
§r2 = Q6 * Q20 — QU8
§55 = Qg * Qa3 — Q111
§58 = Q7 * Q116 — Q10
§61 = Q7 * Q21 — Qg
§64 = (g * Q15 — (g
§67 = (g * Q21 — (g
§70 = Qg * 16 — Q10
§73 = Qg - Qa3 — 11
§76 = Q12 - Q19 — Q13
§79 = Q12 - Qiag — Q6
582 = (13 - Q21 — 15
§85 = (14 - Q1 — (15

588 = Q15 - (22 — (16

A.3.6 Espaco 4®7

*QQ7;
- Qo7;
©03;
s (19;
* Q8;
+ (145
- Q20;
- (Q9;
s 053
+ (03
+ (125
+ (125
- (183
- 08;
+ (133
+Q19;
+ (14,
+ (205
- (153
s Q215
+ (183
+Q18;
+Q19;
- (20;

- 215

&7 =
&o0 =
Cop =
Cop =
Cog =
€30 =
&35 =
Eag =
€ =
Caa =
a7 =
Es0 =
&3 =
€56 =
€59 =
oo =
E65 =
Eos =
& =
og =
& =
€50 =
€g3 =
Eg =
Ego =

§1 = ago - a8 — o1 - o7 &2

&4 = ago - 01 — apa - o7; s

&7 = ago - 0u5 — Qo1 - O14;
§10 = Qoo - Q118 — Q4 - QU14;

£13 = Qo - (a2 — Q1 - Qa1

lu=

o1

Qo1

Qo1

Qo1

Qo2

@02

@02

Qo3

Qo3

Qg

Qo6

Qo6

Qo6

Qo7

Qo7

Qo7

o8

Qo8

Qo9

a10

* (g9 — (3
s Q4 — Qp2
s Q17 — Qps
s Q22 — Qo4
s Q0 — Qo4
c g — Qo4g
s Qo2 — Qg
s Q11 — Qps
s Qg2 — Q4
T Q17 — Qs
s Oi4 — Qg
Q7 —Qaqq
s (g1 — Q9
s Q4 — Qg
sy — Q11
s Qo2 — Q10
c g — Q0
s Qigg — (0
sy — Q11
sy — Q11
s Qg0 — Q4
s Qo3 — Qay
s Qip2 — (16
s Qo2 — (16
s Qg3 — Qg7

*Qo7;
+ (13;
©(13;
- (19;
* (8;
* (14,
- (rgQ;
© (9;
s Qo1;
© (165
- (v12;
+ (v12;
©(18;
©(13;
- (13;
- (19;
* (14,
- (r2Q;
+ (15;
© (165
- (18;
- (18;
- (19;
+ (r20;

- 021,

Qoo - 19 — Qo5+ (V143

Qoo - (23 — Qo2 * (V213

18 =
€01 =
€oy =
€or =
€30 =
€43 =
€6 =
€39 =
€40 =
€45 =
€45 =
€51 =
€5y =
€57 =
€60 =
€63 =
€66 =
€60 =
Ero =
€rs =
s =
€q1 =
fou =
fg7 =

o0 =

@01

Qo1

Qo1

Qo1

Qo2

@02

@02

Qo3

Qo3

Qo4

@06

@06

(&%}

Qo7

Qo7

Qo7

@08

@08

Qo9

@10

Q12

@13

Q13

Q14

16

Qo - Qg — Q2 - a7y §3 = Qo
agp - 12 — Qs - or; €6 = Qoo
€8 = ago - rig — Qg2 - 145 &g = o

&n =

512 = Qo0

615 = Qoo

s 10 — Qg

s Q15 — Qo3

s Qg0 — Q2

+ Q23 — Qo5

s Qi1 — Qps

s Q17 — Qo5

* Qg3 — Q5

s Q16 — Q4

+ Qg3 — Q5

+ (23 — Qo5

s Q15 — Qo9

s Qg — Qoy

s Qg — (g

s Q5 — Qo9

s Qg0 — Qg

s Q23 — Qa1

s — a1

s Qg3 — (1

s Qg — Qg

s Qg3 — (11

s Q21 — Q5

s Qo0 — Q4

s Qig3 — Q7

s Qa3 — Qa7

s Qg3 — Qa7
s (10 — Qo3
s Q13 — Qg
s Q7 — Qo3
s Qg0 — Qg
s Qg4 — Q3

- QT;

- (13;

- (193

+ (193

- Q8;

+ (14,

020,

- (15,

s Q215

+ (22

+ 012,

+ 018,

- 018;

© 0135

- (19;

+ (193

+ (14,

+ 020,

- 021,

- (223

- Q183

+ (193

+ (19,

- Q20;

- (25

* Qo7;
* Qo7;
+ (14,
s (g;

s Q215
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€16
€19
€22
€25
£a8
&1
&34
€37
€40
€a3
€a6
€a0
€52
€5
&ss
o1
€64
€67
€70
€73
€76
30
€s2
€8s
€ss
o1
€oa
Eor

5100 =
5103 =
5106 =
5109 =

5112 =

= Qo

= Qo1

= Qo1

= Qp1

= Qo1

= Qo1

= Qp2

= Qo2

= Qo2

= Q2

= (o3

= (o3

= (o3

= Qo4

= Q4

= Qo5

= Qor

= Qor

= Qor

= Qor

= Qo8

= Qo8

= (o8

= (o8

= Q9

= Qpg

= Qqp

= Q10

Qi1

11

14

Q14

Q15

s Qg5 — Qo4
s Qpg — 2
s Q2 — Qo5
s Q7 — Qo3
* Qo0 — Qg
c Qg5 — Qo4
s Q0 — Qo3
s Q13 — Qog
s i9 — Qs
s Qo5 — Qo4
s Q11 — Qg
s Q18 — Qpg
s Qg5 — Q4
s Q2 — Qo5
s Qg0 — Qg
s Q13 — Qo
s Q15 — Qo8
sQrg — a1
+ Qg — (8
s Qg5 — (11
s Q16 — Qo9
s Qg — Q2
s Qo4 — (10
s Q7 — Q13
cQg — Qg2
s Qo5 — Qa1
cong — aaq
s Qg5 — (11

s Q19 — (2

s Qg7 — (13

s Qg — (g5

s Qo5 — (18

s Qa3 — 16

+ 021,

- Q8;

- 85

+ (15,

+ (15,

+ 022,

- Q9;

- (9,

- (165

+ (23]

© (105

- 07,

- 024,

s 015

- Q183

+ (123

+ (14,

+ (14,

- 021,

s Q215

+ (15,

+ (153

+ 022,

© Q22;

- (0165

- (235

- 17,

- 024,

- (18;
+ Qg5
s Qg
c Q21

-+ 022,

&i7
20
€23
26
€29
€32
€35
€38
§a1
€aa
&ar
&50
€53
€56
&59
&62
€65
€os
&n
32!
&7
&s0
€s3
€s6
€89
€02
€05
€os

5101 =
5104 =
6107 =
5110 =

5113 =

= (oo

= Qo1

= Qo1

= Qo1

= Qo1

= o1

_aOQ.

= (2

= Q2

= Q2

= ()3 *

= (o3

= (o3

= Qo4

= Qo4

= Q5

= Qo7

= Qor

= Qor

= Qor

= Qg

= Qg

= (o8

= (o9

= Qg

= Qo9

= Qj0

= Q10

12

14

Q14

15

s Qo — (s
s Q10 — Qo3
s (13 — Qg
s Qg — Qg
s Qo3 — (g2
s Qo — (o5
Q11 — Qg
s Q17 — Qo3
s Qo — Qe
s Qo — (s
Q12 — Qs
s (19 — Qps
s Qg — Qs
s (13 — Qe
+ Q26 — Q5
s (o0 — (g
T (16 — Qo9
cQi1g — (2
- Qo3 — Qg9
s Qg — (12
Ty — (o
T Qo0 — (13
s Qo5 — (1
sl — Qo
s Qo — (13
s Qg — (12
cQg — (2
s Q26 — (X12
cQipp — (3 -
s Qg0 — (13
s Qg3 — (16
s Qg6 — (19
s Qg4 — Qa7

© (21,
- Q8;
© Q85
- (15,
+ (022
+ (022
+ (9;
© (165
© (165
- (23]
- (10;
T Q7
© (24
s Q015
- (025,
© (19;
* (14,
* (V14;
©(21;
s Q215
© (15;
© (15;
* (022
© (V16
© (165
"+ (23;
-7,

+ (024

a18;

- (19;
- 021,
+ Q21

+ 022,

€18
€21
€24
Ear
€30
€33
€36
€39
§a2
€as
€as
&1
€54
€57
€60
€63
€6
€69
€72
&5
€78
Es1
€84
Es7
€90
€03
€o6
€99
&102
€105

5108
5111
5114

@00

Qo1

Qo1

Qo1

Qo1

@01

@02

Qo2

Qo2

Q2

@03

o3

o3

Qo4

Qo4

Qo5

Qo7

Qo7

Qo7

Qo7

Qo8

Qo8

@08

Qo9

Qo9

Qo9

@10

@10

12

Q14

Q14

15

s Qo7 — Qg
s Q11 — Qg
s Qe — Q2
s Qi9 — Qs
s Qig4 — Q3
s Qo7 — Qg
s 12 — Qs
s Qg — Q4
s Qg4 — Q3
s Qo7 — Qg
* Q13 — Qg
* Qo0 — Qg
s Qo7 — Qg
s Q19 — Qo5
s Qg7 — Qg
s Qo7 — Qg
sy — Qo
cQip0 — (3
s Qipq — Qg
s Qg7 — Qg3
cong — Qaqq
+ (a3 — Q9
s Qigg — (12
sy — a1
s Qigq — Qg
s Qg7 — Qg3
s Qrpp — (13
s Qo7 — (3
s Qigg — (12
s Q7 — Q13
c Qg — Q7 -
s Qig7 — Qg0
s Qo5 — (18

- 021,
+ QQ8;
* 155
+ Q153
+ (22,
+ (2,
* Q9;
* (16
-+ (23;
- (23;
+ Q10;
s Q7
+ (o4
- Q18;
- Qg5
© (g6,
+ (14,
+ (14,
s Q21;
s Q215
+ (15,
+ (2,
+ 022,
- (16,
+ (23
-+ 23;
s Q7
+ 04,
- (g5,

- 026,

Q21

- 021,

+ (22,
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§115 = Q5 - Qiag — Q19 - Qag; 116 = Quis - Qa7 — Qrag - Qa2 §117 = Qui6 - Qg — QU7 - (423} (A-222)
§118 = Qg - o5 — (i - o35 §119 = Qi - Qg — Qg - 233 E120 = Qi - Qa7 — Qo - g3y (A.223)
§121 = o7 - Qo5 — g - rog; E122 = Q7 - Qg — Qg - iag; E123 = Q7 - oy — Qipp - (g (AL224)
§124 = Qg - Qiag — Q19 - Qas;  §125 = Quig - Qa7 — Quag - Qa5 §126 = Qi1g - Qa7 — QiaQ + (iag; (A~225)

A.3.7 Espaco 4®8

§1 = apo - g9 — o1 - Qiog; §2 = Qo - 10 — Qo2 - gy €3 = g - 11 — Qi3 - Qg;  (AL226)

§4 = o - 12 — (o4 - Qog; §5 = Qo - 13 — Qo - Qog; &g = Qoo - Qria — Qi - Qg (AL227)

§7 = o - 15 — Qo7 - og; &8 = Qoo - 17 — Qi1 - 1g; &9 = Qoo - g — Qo2 - ey (AL228)
§10 = Qo - g — a3 - i €11 = Qo - (o — Qo4 - iy 12 = Qoo - 21 — Qs - s (AL229)
§13 = Qo - (a2 — g - u1e; €14 = Qo - a3 — Qo7 - iy 15 = Qoo - 25 — Qo - 245 (AL230)
&16 = Qo - (g — o2 - Qa4 E17 = Qoo - Qa7 — (o3 - (a3 &1 = oo - (i2g — Qoq - 2g; (AL231)
§19 = Qo - Qa9 — o5 - Qa5 20 = Qo - Q30 — Qo - Q245 21 = Qoo - 31 — Qo7 - rag; (AL232)
§22 = a1 - Qg — o2 - gg; €23 = Qo1 - Qi1 — Qo3 - og; 24 = Qo1 - Q2 — (o - Qgg; (AL233)
§25 = Q1 - 113 — Qo - g; 26 = Q1 - Qg — Qo - Qog; 27 = Qi1 - Qs — Qo7 - Qg (AL234)
§a8 = Q1 - g — a2 - s a9 = Qo - (g — o3 - arr; €30 = Qo1 - g0 — Qs - aq7; (AL235)
£31 = a1 - Qo1 — s - 7y €32 = Qo - Qap — Qo - 17y €33 = o1 - ez — oy - gy (AL236)
34 = Q1 - Qg — Qo - Qras; €35 = Qo1 - Qrar — Qo3 - Qras; €36 = Qo1 - oy — o - ras; (AL237)
§37 = Q1 - Qrag — (o5 - Qras; €38 = Qo1 - Qg — Qo - Qras; €39 = Qo1 - 31 — o7 - oy (AL238)
§40 = o2 - Q1 — o3 - 105 41 = Q2 - Q2 — Qg - 1o; a2 = Q2 - a3 — s - rp; (AL239)
§43 = Q2 - g — g - 103 €44 = Qo2 - (s — Qo7 - 103 Eus = Qo - 19 — oz - agg; (A.240)
§46 = Q2 - Qg — Qo4 - 1g; E47 = Qo2 - Qa1 — Qs - 18y §ug = Qo - iz — o - 1g;  (AL241)
€49 = Q2 - (a3 — Qo7 - uig; Es0 = Qo2 - (a7 — (o3 - (igg; &1 = Qo - (iag — Qog - (izg;  (AL242)
52 = Qo2 - Qg — o5 - Qrag; 53 = Qo2 - Qg — Qo - Qra6; 54 = Qo2 - 31 — Qo7 - rog; (AL243)
§s5 = Qo3 - Q12 — (g - 11; E56 = Q3 - 13 — Qs - 115 E57 = Qg3 Qg — Qi+ QU1 (A-244)
§58 = 3 - Q5 — Qo7 - 11 59 = Q3 - Qg — Qo - 1g; o = Q3 - Qa1 — g - rrg; (AL245)
§61 = Q3 - Qa2 — Qg - (19; g2 = Q3 - (g — Qo7 - (19 63 = (o3 - oy — (og - (a7;  (AL246)
€64 = Qo3 - Qrag — o5 - Qat; 5 = Q3 - Q30 — Qo - Qat; 66 = Q3 - Q31 — Qo7 - oy (AL247)
€67 = o4 - 0113 — 5 - 123 €68 = Qo4 - (g — Qo - 12 o = Qg - s — Qo7 - q2; (AL248)
§70 = Q4 - Qra1 — Qo5 - Q203 §71 = Qo4 - Qa2 — Qg - Qa0 §72 = QU4 - Qa3 — QT - Qi) (A-249)
§73 = Q4 - Qg — (uos - Qag; 74 = Qg - Qg — Qo - Qags 75 = Qo - 31 — o7 - rag; (AL250)
§76 = Q5 - g — g - 13; &7 = Qs - (s — Qo7 - 133 &7 = Qo - o — o - 215 (AL251)
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Artigos e apresentacoes

Resumo

Neste anexo serdo apresentados os artigos e apresentacoes decorrentes deste
trabalho.

1.1 Artigos

1. On the Role of the Basis of Measurement in Quantum Gate Teleportation

¢ Peridédico: Quantum Information Processing
o Data: 30/06/2014

o Situacdo: Aceito
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ON THE ROLE OF THE BASISOF MEASUREMENT IN QUANTUM GATE
TELEPORTATION

F. V. Mendes, R. V. Ramos

fernandovm@deti.ufc.br rubens@deti.ufc.br

Lab. of Quantum Information Technology, Departr@drifeleinformatic Engineering — Federal UniversiyCeara - DETI/UFC, C.P. 6007 — Campus
do Pici - 60455-970 Fortaleza-Ce, Brazil.

Quantum teleportation is a powerful protocol wighpkcations in several schemes of quantum commtinizaquantum cryptography
and quantum computing. The present work shows ¢heired conditions for a two-qubit quantum gateb&deterministically and
probabilistically teleported by a quantum gate getéation scheme using different bases of measurendelditionally, we present
examples of teleportation of two-qubit gates thandt belong to Clifford group as well the limitatis of the quantum gate teleportation
scheme employing a four-qubit state with genuiner-fsay entanglement. At last, we provide a gendelomposition of Clifford
operations.

Keywords Quantum teleportation, Clifford group, separapiiif quantum gates.

1.Introduction

Since its proposal [1] quantum teleportation hiygd an increasing role in schemes of quantum aamvuation,
quantum cryptography and quantum computing [24#}what concerns the teleportation of quantum g@édsportation of
the action of the quantum gate), a well known teisuihat gates belonging to Clifford group areedetinistically teleported
by a quantum teleportation scheme employing aqfaBell states and Bell basis in the measuremevitat results in error
correction based on Pauli matrices [4,5]. This leagpbecause Clifford group preserves Pauli grogiguconjugation. The
gquantum gate teleportation scheme proposed in Hdjvs that quantum gates can be implemented ustgpjevious
entanglement and qubit teleportation. The crucsgleat of this important work is that it shows thatiniversal quantum
computer can be built from entangled states, Belsurements and single-qubit operations. In additi@lso shows how to
build some gates in a fault-tolerant way. This sohewvas experimentally demonstrated using lineaicalp{6,7] and,
recently, in [8], using both high-fidelity six-phmt interferometer and four-photon hyperentanglement

Although some works have generalized the telefiortaf quantum states [9], including the usaggerieric bases in
the measurement [10], to the best of our knowletlge,has not been done for quantum gate telepamtdn this direction,
the present work discusses the role of the basiseafsurement in a two-qubit quantum gate telepontaicheme, showing
explicitly the conditions to be satisfied by theagtum gate and the basis of measurement in ordeawe deterministic
teleportation. Additionally, we give examples degortation of quantum gates that do not belon@lifford group. We also
show the result of the teleportation of a two-qujuiantum gate when a four-qubit state with gentone-way entanglement
is used. At last, as a secondary result of ourrdracabout teleportability, we describe a generabdgosition of Clifford
(U(4)) gates.

The present work is outlined as follows: lac&on 2 the role of the measurement basis on dlepdrtation of
quantum states is discussed; in Section 3 the dgk#on of quantum gates is reviewed; in Sectiowel describe the
sufficient conditions for a two-qubit quantum gadebe teleported by a quantum teleportation schesimg a particular basis
of measurement; Section 5 brings some examplesiafitgm gate teleportation with different basisjuding examples of
teleportation of quantum gates that do not belon@lifford group; Section 6 discusses the quantae dgeleportation by a

scheme employing a genuine four-way entangled;stdging the conditions required for successfidertation, Section 7
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describes a general decomposition of Clifford geaésast, conclusions are drawn in Section 8.

2. Teleportation of Quantum States

The general circuit for teleportation of a singlabit is shown in Fig. 1.

A Error
| ’//> { Correction | | g(>
AB B |

Ul m

=&l0+&D —| T |-

Fig. 1. General circuit for quantum teleportatadra single-qubit.
Basically, one qubit, let us say the second ormm fthe two-qubit state interacts with the singldvig that will be
teleported. After, measurements are realized aswhrding to the results obtained, a single-qubibrecorrection is applied
on the first qubit of the two-qubit state. If tredeportation is succeeded, that qubit will be dydntthe same quantum state

that the input qubit was. The quantum state evatuéixpected for a useful teleportation, accordinthe circuit in Fig 1, is

as follows:

(10U)[¢) el Zﬁ €)1 8) o &)

In order to have a successful teleportation theditimm (5|5)=4; must be obeyed. Now, taking the inner produciZif

with two last qubits of (1) one gets

(B,](10U) @) &)= f (A [4)=\RV[¢)- @

Using [¢)=tool00)+ (1| 01y + ¢fro|L0)+ ¢4 4|11) in (2) it results in

(B|(1 0U) (#60|00)| &) + ] 03|&) +4p,0| 10]€) +,] 1)) = [V, |€ (3)
Yool O)(5,|U108) + s O |U | €) 40 3 V| @)+ WA U] —ﬁ V1) @
(¢ (8,1 108) +9es (8, [U 1)) O+ ({8 [V | 00) + (B U] )| 3= R 1€) - (5)

Substituting
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[€)=&[0)+&[1) (©)
Ujo¢)=¢&U[00+&u |03 ™)
U[1)=&U[10+&U[13 ®)
v {"fl "ﬂ (©)
ERACIRZ

in (5), one obtains

(¢0o (8, |U]00) + 40, (B, U |10) £, + o)+ (w.oB|U] 00+y (B |U] 10)& o+
(¢oo(B U] 0D +, (B |U[13) €, (w8 |u| 0d+y (B U 1Y)¢,
[P (ot Vg )0+ (Vaf ot vf )[D]. (0

Thus theV; matrix can be directly obtained from (10):

vi =i woo<:8j ‘Uoo>+¢/01<:8j ‘U 10> ‘//oo<:8j ‘U o}"'w o<:6; ‘U J) (11)

l \/FJ l//10<ﬁj ‘Uoo>+¢/11<lgj ‘U10> w10<'81' ‘U 0>+¢/ l<’81 ‘U J) |

whereU,,=U|xy) x,yll{0,1}. Eq. (11) shows the relation between the wuibit State used, the errors corrections requined a

the measurement basis used by Bob. It can be tewds

12)

V = 1 YB, = 1 {woo ‘/'01} <'81‘U0°> <'81‘U°1>
J' -_— T — -_— T — .
\ P P %0 Yu <,3] ‘U10> <,8] ‘U11>
It is well known that teleportation is possibldyoif there is entanglement. This can be directgrsfrom (12). Since
V; must belong taJ(2), one must have |[d&ff|=1. Hence detf) = ¢botr1-¢bithro # 0. Note that |de#)’ is an entanglement

measure (concurrence) for two-qubit pure statescd¢he two-qubit state used cannot be disentaniled, let us consider

the cases where the results obtained by Bob arallggorobable,p=1/4, and the two-qubit state used is maximally

entangled go=¢4:1=1/2"? and ¢r;=14=0. In this case Eq. (12) is simplified to

(8,Ue0) (B|Vey)

V, =42 -
(B|Us) (B]U.)

(13)

It can be easily checked that, for a gikénwhen the measurement basis §6)+|U10)/2*2 (Uo)%|U10)/2Y the
V, are the Pauli matrices. Note that a bal#){5.),|5:),|6:)} is useful for teleportation only if the matric¥s,..,V, produced
are unitary.

Now, as an example, let us consiter(H1)C 4 (controlled778) whose action in the canonical basis is given by
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U, =U[x0)=[|0d +(- 9" 19]/V2 (14)
Ui <] @D T Y
le—U|><1>—{W [|01>+( ) |11}/\f2 (15)

Choosing {{Uogy=€|U11))/2"2 (JUon+€™|U10)/2% as measurement basis, the error correction ikzeshby the single-

qubit gates provided by Eq. (14, = [IT/8] Z,\V, = [IT/ﬂ , V= XSz Y= X, where

il Aol e ey

3.Teleportation of quantum gates

The general scheme for teleportation of two-qgbantum gate is shown in Fig. 2.

pA r—————— 1 : _
' ! U ||M
0) i H : y
‘0> : : UT Ucorr‘w°>_UT‘WAB>
S 3 U [ m
e

Fig. 2. General circuit for teleportation of theotqubit quantum gates.

As one may note comparing Figs. 1 and 2, quantat@ tgleportation uses quantum state teleportassoa building
block. Analyzing the quantum circuit in Fig. 2 farsuccessful teleportation, one has the followingngum state just before

the measurements

_ (U|00>UT|0@UIOQ+UIO(>UTI ou| 0>1]J+w (UI Qu,| qu| jeu| po.| ji >j1
’ “AU]ou| g ey | |

|¢/>:£ +U|0DU, [1QU | 00 +U | 03U, | TU | O
N (UI10>UT|0®UIOQ+UI1<>UTI v O>1:J+‘” (UI .| o] jeu| jo,| i >1]1
“+U DU, 19U 00+U| 13U, | W | 0Y “U(+U| U, (10U |10 +U| 13U, | 1)U | 1)
= 2 Vel 0[O0+ O 10+ 3] )5 an

Now, taking the inner product ¢f| with the first two-qubits of (17) angh| with the last two-qubits of (17) one gets
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(Vo) (10 ) Uod 00)+ {5,V o (81U U o} 09 ] "
(B, [Uo1) (B U o) Ustf o 10) + (B, U 0 (B [U Ut o§ 13
. (B,|Uao)(B|U10) st/ 00) +(B; U o (B U U+ o} 0D

+(B,|Uos) (B U 1)U+t 6,|10) +{B;|U (B U YU-0 0113}}

, (B, Us0){B. U oo)Us,|00) +(3, |U 1 (B U o)U-4pr ,{ OB J
+(B, U ){B|U 00) U1 10) +(B;|U 1 (B |U o)U-t 1§13
[(B[U10)(B]U10) U 00+ (B, U g (A |U 13U 1| 03 J

| AU U0+ (8 U (A SUw 1Y) a®

1
=2 ViU [#0|00)+ s 03 44| 10 +90, | 23]

N

In order to get (18) from (17) we did, for examplgGBd(¢UI00)UL|0LUI0OD) = (F|U00AJUI0L)Ur¢hl0L) =
(BlUoo{BdUopUtnd01). Equation (18) can be rewritten as

UT:Bjk|wAB> :ijUT|wAB> (29)
B; U B, |U A A U

5 g —ga] B V) (810 R 10 (810 20
(B 1Uey (B luw| — [(A|Ue) (BlUy

|I//AB>=¢/00|OO>+‘//01| 01>+41/10| 10""/’11] 1;‘- . (21)

Equations (19)-(21) tell us that the quantum datean be teleported only if the quantum ddtand the measurement basis

are chosen in such way thet5=ViUr where, if the error correction must be locd), is decomposable in the tensor

product of single-qubit gates. In other words, gitkand a measurement basis, there exist a specifiaf gglantum gates

that can be teleported. For exampldJ#l and the measurement basis is the Bell basis,weelmave the well known result

that the error correction gates are Pauli mateesthe quantum gates belonging to Clifford groaup loe teleported.

Following the same procedure as before, for aquait gate one has

Uy Blt0ae) =V U | o) (22)
_ <'BJ|U00> <'Bi |U1°> <'81 ‘U(d—l)0> | i <ﬁ< |U00> (ﬁK|U10) <ﬁk‘u(d—)0>
B=+d <'BJ |.Um> <'Bi |.U 11> <'81 ‘U‘(d—1)1> OJd <'3K |.U01> <ﬁk |'U11> <ﬁ< ‘U.(d—)l> (23)

_<ﬂJ‘Uo(d—1)> (BUyeq) - <ﬂi‘u(d—:)(d—:)>_ _<'@‘U¢H> (B U sy - <ﬁk‘u(w)(e+)1>_
|ts) = dZ Y | N, (24)

n,m=0

while for an-qubit gate one obtains
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UTIB|¢/12...N> =lemN Us |‘//12..N> (25)

pofpealllee b -

J <,8, |U01> <:8, |U11>
|V12.0) =W 00.0d00...0 + oy o} 00...00+¢ o |, 00..36-¢ ,, |, 11..1 (27)

4.Preservation of separability under conjugation and the teleportation of two-qubit gates

In this section we will discuss the conditionsuiegd for a basis to be useful for teleportatioradfvo-qubit gate or,
alternatively, the conditions required for a gatdé teleported by a given basis. Firstly, letssume the following notation:

o, = pandg, = v are Pauli matricegzv O {l, X, Y, Z}. Furthermore g, =g, 0 g,. Now, one has that

[O'W,(TUU] = [aﬂﬂ,am} Z[O'W,O'M } = [UM ,UIU] = [a,ﬂ 0, } =0. (28)

As it is well know, a general single-qubit gate @anskeparable two-qubit gate can be representqubatagely, as

u, =a 33 52%) 29)
o =g alad | glan) g 5| d3=)g 43| (30)
Now, using
SO =" .
AOB= A0 I+I10B 32)
in (30) one gets
U, e (o] 3o Gon) oo (39

Now, according to KAK decomposition [11], a gendvab-qubit quantum gate is decomposed as

U=(U,0U,)U, (U.OUy,) (34)
UNL = ei(glgxx"HZUYY*Hﬁzz) = é(glaxx) é(gzaw) égsazz)’ (35)

whereU,, Ug, Uc andUp are local single-qubit gates abig, is the non-local part. Using (33) in (34)-(35) earbtains
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U= e'i[%am "’%‘ﬂz] e‘i [%Uw "'%ij e‘i[%gm +%U|z)
ei(aiaxx) é(ezaw) é(gaazz) (36)

e (Elffm 20|zje {EZZUW ZU'Y] e(fzazﬁ%smzj

Considering again the two-qubit quantum gate takgpion, one has that teleportation with locaberorrection is

possible if UT,BJ-kU;r =V, Using the KAK decomposition ofUr, the left side can be rewritten as
I:(UADUB)UNL(UCDUD)]ﬁjk[(UEDUB)U LL(U LDUTB)] hence, the teleportation is possible if

W = UNL,BJkUNL, where,b’Jk (U aOu ),Bjk (Ué aOu ;) is separable. Using (33) and (38)can be written as

(2]
Oz +—01z

roste] fiete] Lot
W = 91‘7><>< é(gzaw ég3azz 2 2 e 2" a2ty % égsgzz "égzgw - @1‘7 XX (37)
Using the commutation relations given in (28), geés
—i ﬁ +ﬂ j
W = é(alaxx +6,0vy) el( 272 éi(glaxx +6,0v)

A )
ei(glaxx +6,077) e ( 2 Tt 2 UIY) e‘i(glaxx +6,077) (38)

(A wy j
) -i| 2oy, +20, .
e'(elaxx +52‘7YY) e [ 274 27" e"(glaxx +52‘7YY) .

Therefore Wis separable only if the unitary matrices

w = dwe) gla) gl -
W= doow) gla) glon) (@0)
W= don g2 g )
W, = é(eaw)éi[%””) &) (42)

are also separable, whewe] {X,Y} and v O {X,Z}. After some algebra, one can find that the ugitaatricesw,,...,W, are
separable if the following condition is satisfied

sin(%)sin( 29){6; sirf (6) + e_idz coé(e)}: ( (43)
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The solutions of (43) arefd) O {(k772X);(x,2k79;((2k+1) 774 n7)} wherex O R while k andn O Z. The first two solutions
are not interesting because exp(f2)o,,) is separable and exkfw,) = exp(krmi,)=l. Therefore, the non-trivial

separability preservation occurs according to Téeot :

Theoreml: Given a two-qubit quantum gdte with KAK decompositiorlJ; = (U,O0Ug)Un(UcOUp), and a two-qubit basis
{160:152,15:):185)}, the quantum gatelr can be deterministically teleported if the follogyiconditions are satisfied:

i[fx(2kx+1)%7xx+€y(3<y+1)%7w+€ (x5 1)%0 Z%
U, =e

(UcOU,) B, (UiOU))=v, =v,Oy,

_i[(l_%)(l_%)mm(*““Vlaz] ((reemieseat, -i{(1_85)(1_5”)%“(5””)”Ba]
B 2 i > oy 2 z
V. =€ e e

(tralmiscsda, | _fioparicecie, | (i,
e

_ _-[ 2 2 2
£y =(1-¢,)(1-&,); gszd(l—sgfz)d(k)d(k )d(k)

where
5o —ga] @100 (8 119] CT(A 00 (420
(B lon (& 13]  [{&[0} (&[2}
&y =01
Ky Moy M,,=021+2,..
Al,2,3’ wl,Z,BD R
j,k=1,2,34

These conditions are summarized in Table 1.

Uy = gl muelas iome i (Ue DU,) B, (Ui DU]) = g 247 ) g Slosu o)

(&=0,=1,&=1) (&=1,§=0,&=0), | @=M7T @G=N7T G=N375 G=N47T @G=NsTT G=NeIT
(&=1,5§=0,&=1),E&=1,5=1,&=0),

(&=1,6=1,&=1) & (k #Zk,andor k, Zk,)

(&=0,6§=0,5=1) @=1, @=Ao, G=NaTE =Tt G=As, =Ao
(&=0,5=1,&=0) G=N1TT G=NoTT G=A3, @G=A4, @&=Ns7T GB=NeIT
(SX: 1, Ey: 1, £Z= 1) & (kX: ky: kz) @_:/]lu @:/]2, %:/]31 @=/141 @5:/151 %z/iﬁ

Table 1. Conditions for deterministic teleportatamtording to Theorem h; _gare integer numbers whily g are real

numbers.
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Without loss of generality, we have considelked | in scheme in Fig. 2. Note that, if Theorem 1 idycpartially

satisfied (the tensor product is not satisfieddibrvalues of ,k)) then a probabilistic teleportation takes pldoethis case

the success probability ié(j,K)/16, whereN(j,k) is the number of pairg,K) that satisfies the tensor product.

5. Examples of quantum gate teleportation with different bases

In this section we show some examples of telefiortavith different bases. For all examples hernssidered we used

U =1IinFig. 2. Firstly, let us consider the real 8g&j, and its corresponding matricgsj=1,...,4:

-a) (-b)(-a b

ﬁab_ b ’_a' b ! a (44)
-b){-a)\-b
/)Fﬁr 'b},@:fz{b a]ﬁs:ﬁ{a _b}ﬂf\fz{_b 'j sy
-b -a -a b b a -a b
a’+b*=1/2. (46)

-1 -1 -1 1
1 1 -1 1
TR E A -
2011 2-1} 2121
1 -1 -1 -1
The second basis to be considered is obtainedgtdfécolumns of the unitary mattik, given in (35):
cos(g, - 6,)e* 0 0 sin(g,-6,)ie”
5, = 0 | cos(6, +6,) e""% | sif6,+6,) ief'93 | 0 (48)
0 sin(g,+6,)ie™® || co{g,+6,)e"* 0
sin(g, - 6,)ie” 0 0 cos(4, - 6,)€*
=2 H =29 (o= (=5 912 e
(6.6,)= (49)

(77 ﬂj(ﬂ nj(n 377)(377 nzj
n el [ " Nl N [ S ael ) I S et
2 4 4 2 2 4 4

The angleg; can assume any real value. Note that taking vdbre§ and & different from those values shown in (49) will

result in a non valid basis since the matriGesill not be unitary. Two examples of this clase #re bases
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1 0 1 0
M :io il _1 0 _1 1
Bell 510 ’\/E 1 ’\/*2 0 ’\/*2 -1 (50)
1 0 -1 0
i 0 0 1
Mzzio _1—i 111 _10 1)
210'V2[i |'J2[1'V2| 0
1 0 0 i

After some algebra, one can easily check thaCth®T can be deterministically teleported by theesob in Fig. 2 if
the basidMgg is used, it can be probabilistically teleportethé basidv, is used and it cannot be teleported if the bislsis

used. Table 2 shows the probability of successiepbrtation for a small set of gates when thedddsi,, M; andM, are
considered.

Gate Mgei M1 M,
CNOT 1 0 0.5
Cus 0.5 0 0.5
CNOTY 0.5 0 0.25
SWAPY 0.25 0.25 0.25
exp( 774ovy) 1 1 0.25

Table 2. Probability of successful teleportationading to the basis uselllze;, M; andM,.

Now, let us consider the quantum gathat is deterministically teleported Mgg | andM, but it is not teleported bi;.

i 0 O 0
0 € 0 0

_ (52)
G(ed)=ly o & o

Considering the basl, one has

-0 0 +H 10 1 0
ﬂl:—iS:{ol ]]’ﬂZ:JY:L (I):|’ﬁ3:|:|:0 ];|,ﬁ4:$'22{0 _|:| (53)

and the results faB(505)G' shown in Table 3.
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j k | G(BOBIG j K G(B0B)G'
1] 1 SEES 3 | 1 ViSa;
1 2 So; O0-V 0, 3 2 -Veo OiV,,
1 3 So, UiV, 3 3 | Ve 0-V,0;
1 4 SOSovo 3 4 AVZER)

2 1 -V:0,1S0; 4 1 PovoxdS
2 | 2 VAV, 4 | 2 -V,0, 0iS
2 | 3 V-Vo, 4 | 3 -V,

2 | 4 -V,0; IS 4 | 4 So, 0Sa;

_iaied
Ve = Le‘?”'f Ieo }

Table 3. Results (I’fS(,@[I,@)GT for teleportation of5 in (52) when basib, is used .

Hence, the gat&(@ <) is deterministically teleportable for any valdes gand & when the basiM, is used (the same

happens iMgg is used). Two interesting cases &= 78, £ = 718) andG(@= 717, £ = 7113). They are deterministically

teleportable but both of them do not belong tof@id group. This is remarkable since up to nownfrthe best of our

knowledge, none explicit example of a non-Cliffgpaantum gate teleportation was presented.

In order to generalize a procedure to determaasi teleport gates out of Clifford group, let eensider the set of
gates of the typ€& = (UaO0Ug)Un (URCIUR) with Uy, obeying the Theorem 1. This kind of gate can asnag teleported by

the basisj€l,...,4)

_ < (g m)
5= 3 1A

n,m=0

=11t
B, =UgoU

R*

[nm)

(54)

(55)

Note thatf55 = Gn If at least one of the gaté, Ug or Ug does not preserve Pauli under conjugation, thetoes not

belong to Clifford group. Thus, there is infinit§ gates out of Clifford group that can be telepdrtieterministically. All of

those gates are only probabilistically teleportédhe Bell basis is used. A special case Fofgates are the gates

R :(U;D U;)U"NL(URD U R) It can be checked th&R, = R where U, ZUK,LU n and RO R =B

Hence, the set of gat&; forms a group that preserves the grgfpnder conjugation. As an example, let us condijer T
= diag{i,(1+)/2"3. The basis obtained from (54)-(55) is

M, =

1
J2

(56)
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The basidM; given in (56) can be used to teleport determiradif any gate of the formUaOUg)-exp{i[ &(2k.+1)7740xx +
&( 2k 1) tA oy + &2k A1) A0z} - (TOT).

6. Quantum gate teleportation with a genuine four-way entangled state

At last, in this section we consider the two-qujuiantum gate teleportation using a genuine foyr-evdangled state

instead of a pair of Bell states. The four-qubiaigum state used is [12]

[x)= (0009 - 001}-| 010%| O1je| 10pt| 101 1j80 131 (57)

Following the steps described in (17)-(21), ones gle¢ following quantum state before error cormacti

_ (UTula-XXﬂjk|[//AB>+U‘|1J10-228jk|[// AB>) 58

W)= NG (58)
1000

u_|0 1 00

1710 0 -1 0 (59)
00 0 1

Due to the superposition in (58), a successfuptatation of the two-qubit staté|¢ug) can never be achieved. However,

usingU=U;U, in (58), it can be rewritten as

(60)

|l//> _ (UaxxﬂijT)U |‘/IAB>+(UUZZIBJI<U T)U |[/IAE>
\/E )

what shows that a superposition Bfygsg) with local errors is realized iUUXXﬂJkUT) and (JUZZ,BJKUT) are separable. In

particular, if Bell basis is used (henges a Pauli matrix)lJ belongs to Clifford group an@gs) = U'|00), then one has

_ anm|00> + ar5| OQ _ (61)

)= 2=l

In this case, the quantum gate teleportation scheweks as non—local quantum circuit whose inprl@O) and the output

is (probabilistically) one of the Bell states.
7. General decomposition of two-qubit Clifford gates
An immediate consequence of Theorem 1 is the Letima

Lemma 1: Any Clifford gate has a decomposition of the forftdaOUg)-exp{i[ &(2kct1)fdoxx + &(2k+1)TA0yy
+&(2k+1)14077)} -(UcOUp), where the gatdd,, Ug, Uc andUp preserve Pauli under conjugation.
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In order to prove this statement, let us starthieyfollowing definitions (see for example [13] fareview):

1) The Pauli grougP; is the closure of the set,{X, Y, Z} under multiplication, with multiplicative factor§tl1,ti}. The
Pauli group on two qubitd,, consists of all tensor products of Pauli and tidfemmatrices with phase factorstq ti}:

P={Ag/d0,| AD{+1 %} and g, .0, O {1, X, Y, Z3}.

2) The Clifford group on one qubi€;, is the group of gatdd belonging taJ(2) which normalizeP,: C, = {U0OU(2)| O g,

O Py UJMUT O P4}. The single-qubit Hadamarddj and phaseSj gates are generators 6f: C,; = (H, S). Similarly, the
Clifford group on two qubitsC,, is the group of gatdd belonging toJ(4) which normalizeP,: C,= {UOU(4)| O g,00, O
P.: Ug,O 0,U" 0 P,}. The two-qubit controlled-not and the single-oudadamard i) and phaseSj gates are generators of
C,: C,=(H, S, CNOT).

Now, letU = (U,O0Ug)Un(UcOUp) to be the KAK decomposition of the two-qubit fiéird gateU. Then one has
that

[(U,OU)U (UcOU ) (0,00, )| (ViDU LUl (UiDu ) |=(0, Oa,) (62)

In order to (62) to be trueJ, (UC Ou D)(U,, 0 au)(ug Ou E)U 1 must be separable. Hence, it must obey the sefititabi

condition given by (43) and, hence, it must obeyTheorem 1 too. Thus

il & +1) oy te +17 5 e P 63
UNL:e‘: x(2kx 1)4 XX y(2ky ])4 YY §2<2'34 Z% ( )
(U OU,) (o, 00, )(Ui0U))=w, 0w, (64)
_{(l—es)(l—sxy)nln+(£s+£xy)/haz] _i[(1‘55)(1‘5xz)”2”+(£s+f X)/]ZJ ] _i{(l—ss)(l—gxy)ngm(g;g xy)/l3az] (65)
_ 2 > v 2

W]- =e e e
_i[(1—55)(1—exy)rr21n+(es+exy)wlaz] _i[(l‘fs)(l‘fxz)mz”‘f(fs‘”fx)wzav] _i((l—es)(l—gxy)rr;m(g;sxy)agazl (66)

w =e e ? e

or, as shown in Table 4.
[ e O L e PR L (Uc.0Uy)(o,00,)(Ui0U])=w, Ow,

U, =e

(6=0,§=1¢6=1) (&=1§=0&=0), o 2n) S ) o ) e o )
(&=1,§=0,&=1),E&=1,§=1,&=0),

(&=1,5=1,&=1)&(k, #k,andor k, #Zk,)

(5=0,6=0&=1) o 3he) SHmm) 5w o Hawes) fmow) o)
(&=0, §=1.6= 0) e_IE(nlmZ) e_IE(AZUY) e_LZ(”S’Uz) 0 éLZ( mw ;) _el’z(wﬁv) _éé o )
E=18=1La=1) & k=k=k) ) Sk S o eed) Heo) Hosd

e

—
e? e? e? O e?

Table 4. Conditions of separability for, (U, OU D)(aﬂ 0 au)(Ug Ou E)U g
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Now let us to analyze each case in Table 4. Heneak will use the terr®; to designate any element of Pauli group.

Thus, for example?;[1P; means the tensor product of two (not necessayia@ Pauli matrices.

71(&=0,5§=1,&=1) ,(=1,5§=0,£=0),6E=1,5=0,6=1), 6=1,§=1,5=0), &=1,§=1,&=1) & (k Zk
andor ky Zk;).

In these cases, the possible valuedJigrare

UNLD{é[(zkxu);’axx] é[(zkx+:)’—;oxx+(z«y+1)i;aw] e[(zn— wt( X1 Ve o é[( 21l ol k) W ey b L( e+)ig 4 e )io }}(67)

Furthermore, since exqifi7,) is an identity matrix (ih is even) or a Pauli matrix (ifis odd) (multiplied by-i or £1), from

Table 4 one has that

(UC Ou D) (Jﬂ 0 O_U)(Ué Ou E) — e‘i(nﬂUz) e‘a(nzmv) é’z(nm) 0 é*z( nmw ;) é}( myoy) ‘e*; Yo 2) — lpa 1P_‘> (68)
UoUlOUoUL=ROR (69)

From (69) one has thak. andUp O C,. Moreover, one can easily check that
UyRORU, =ROR (70)

Hence,

[(U,OUg)U (UcOU ) (0,00, )| (UiOUbul(UiDul)|=(u 0u J(ROR)(VLOUY, (1)
Implying thatU, andUg 0 C,.
72(5=0,5=0,5=1)
In this case, one has
U, =i (72)
(U.0U)(0,00,)(U10UL) =6 pet) o gde) pedes) (73)

hence,
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(Moz +er07) _L(/] 21+ WD)
Uw(UcOUL)(0,00,)(UtOul)u} =U e ™™™ (ROR) e2™™ ™Y, = (1
_E(/‘lo'm +%U|Z)UNL( F{ § Ff) ULL e_E(/]3UZI +%U|z) - é*z(/]lam +“)Plz) ( Bj B _e;_(/‘aam +wﬁlz). (75)
In (75) we used [expfozz),exp(i/2(A oz +waiz))] = 0, for anyg, A, and At last,
[(U,0U,)U (U OU (0,0 av)[(ugmu Lul(uiou ;)] = (76)
(UA Ou B)|:e_lz(/11‘72|+“‘1”|z) ( Fl) [ Fl)) e_lz(/‘ﬁ2|+w3”|z):|( U; 0 Lg) — 77)

{(UA qU,)e ) (U)o ug)}[(uAm U)(RO B)(ULD u;)]{( U,0 Uy e (U ug} - (9

(U Ae_ZWZ)UI\J (U,RUY) (u o2 UI\] 0 ( u,e2“% ug]( U, lfu;)( u, &2 u*B]_ (79)

Since, in generall; # A3 andaw # a, (79) is equal to a tensor product of two PaulegdfU, andUg [0 C; andA; 3 =Ny 377
anda 3 = my 377(ng zandmy 3 are integer numbers), hence, the exponentialBdpdre also Pauli gates. Now, returning to
(73) one readily sees thdt andUp O C,.

73(&=0,5=1,5=0)
In this case, one has

i(2ky *Qggw

Uy =e (80)

(UcOU,)(o,00,)(ulDu})= P2 po pe?™ p (81)
hence,
(Ao0v) 'L( ay)
RO Re ™ Py, = (62)

UNL [(Pl 0 Fi)(e_z(/\zﬂv) 0 e_z(szY)J( IPD 91} L1I||_ — (83)

Uy (Uc.0OU,)(o,00,)(Ui0OU)Ul =U NLPle'iE

[UNL(plD Fi) ULL](e_iz(/lzaY) 0 e-iz(wzav)J[ l.;\‘L( POl B LLL]:( A B( —é(AzaY) 0 -é(wzay)j( N: 1)3'(84)

At last,
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[(U,OU,)U, (U 0U,)](o, D au)[(U*CDU*D)U w(U kDU g)] = (85)

U

.00 (RoR) €0 & e g(uo u)- @
[(U,OU,) (RO a)(u;mu;)]{(uAuuB)[e‘i‘”Z”V’u e‘iz(‘*"”j( U0 u;)}[( U0 Ww)( PO B(UD u)]= @

(U.RU ;)(uAe';“Z””U ;j(u ARUL)0(URU ;){U Be'ii(“&”” u;j( U RUY). (88)

Equation (88) is equal to a tensor product of twalPgates iU, andUg O C; andA, = n,7randa = mp77(n, andm, are
integer numbers), hence, the exponentials in (B8ako Pauli gates. Now, returning to (81) onelilgaees thatlc andUp
OC,.

74(5=1,5§=1,6=1) & k=k/,=k)

In this case, one has

) s
'(2k+1),z1‘7xx +(2k+ ])%UW*'( X+ 371‘722

U, =e (89)
The gatdJy, given in (89) is the SWAP gate (multiplied B¥ or+i), hence,
(U,OUL)U (UOUL)=(UY,0UU U =(U',0U'JU . (90)
Thus,
(UL OULU (0,00, )ul, (U Oud)=(u,ou(ROR)(ULOUL). 91)

Equation (91) is equal to a tensor product of twalPgates if U; andUl'3 O0C,.

Summarizing, a (non-separable) two-qubit Cliffgate has a decomposition formed by a non-localgieen by (63)
and local parts b, gates. Now, one has that a single-qubit gate gsltwC, if (the £1 or+i factor in the right side was not

considered)

e, tag, -La g, Lag, a
e2 g2 6230”0}9}30” é” ép”:aﬂ. (92)
However, it can be checked that
—if/la# LAU/,
e? "o, "=0, Opuon0{ XY, 3 yzv, =>A= ki 2 (93)
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wherek is an integer number. The cagkes 0 andu = v have trivial solution. Hence, ai§4 gate has a decomposition of the

form

. (kZ%]UU éLi k352]0u (94)

where@is a global phase. Finally, an@, Clifford gate has a decomposition of the form

S (R O R L R (R

i[sx(zkxﬂ)%axxwy( 2% g+ ])LZLTWH: {3 J)%o z% 05

Obviously, one expects to find decompositionshefdgenerators d&; andC, in the forms given, respectively, by (94)

and (95). In fact such decompositions are

CNOT= é%(_%gz' +L2TU'Z) éLz(%TUY'+iZU'Y] _ei£_”20'zj( ig iggxxJ ‘i*é(”mz) _%ga‘”j ‘Lé(‘2m2|‘mlz) (96)

H = o3 gl 5% ghm) e
5 o) A5 o) (98)

Using (96)-(98), it can be shown that any two-quiite constructed using the gates CNG®ITand S will have the
decomposition given by (95).

At last, in the supplementary material of [14]nias shown that the two-qubit Clifford operations ¢e divided in
four classes. These classes are divided accordititetuse oC; gates and the two-qubit gates CNOT, SWAP and ISWAP
The decomposition of SWAP and ISWAP gates are

SWAP= &+ ﬁm e (99)

%o | (o) éz[ga = igaxx%awj ‘g‘ggm‘gglz) ) —ié—’fgzl - | (100)

i
ISWAP= 62[
showing that this result is also in agreement with Clifford decomposition given by (95).

8. Conclusions

Summarizing, this work discussed: 1) the suffitieonditions for a two-qubit quantum gate to bepekted by a

quantum circuit having as resource two bell statebsa given basis of measurement; Il) the telepont®f gates out of
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Clifford group; Ill) the quantum gate teleportatiosing a four-qubit state with genuine four-wayagigiement. From the

work done, we conclude that:

1. The Theorem 1 gives the sufficient conditions fajuantum gatéJ; to be teleported when a given basis is used. In

particular, from the best of our knowledge, thepelrtation of gates out of Clifford group was desteoated by the
first time.

2. The basis used in the measurement plays a cratéalTwo important points are: 1) Any basis thatdarces a unitary
matrix 3 = | (like the Bell basis), has teleportation capapilarger than zero. In this case, the lowest sicces
probability is 1/16; 2) Any basis having at leasealisentangled state has teleportation capabijtal to zero: if the
basis’ statéf) is disentangled, then dg{ = 0 andg is, obviously, not unitary.

3. From Theorem 1 one gets that any Clifford gaterfuaslocal part with angles k21)774 (k is an integer number) and

local single-qubits gates belonging@. Any two-qubit Clifford gate has decompositiongigen by equation (95).

From the best of our knowledge this is the finsteithat a formula for construction of Clifford gaie provided.
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The complete understanding of circuits for quanpnotocols requires the knowledge of the role of goantum
states, bases of measurement and quantum unit@natmgms involved. In what concerns the famous dqubit
quantum gate teleportation protocol, the role ef blasis of measurement has been considered ireat n@ork by
Mendes and Ramos. In this work, we analyze the gbkbe four-qubit state used as resource. We ghatvusing
different types of four-qubit states, the teleptiota of the action of a two-qubit gate in a givemtqubit state

changes for a probabilistic teleportation of thécscof a two-qubit gate in a set of states.
1. Introduction

Two-qubit quantum gate teleportation is an imputriguantum protocol proposed by Gottesmann and iigh[lg. In
their work, they proved that any Clifford gate sterministically teleported by a quantum telepastascheme employing a
pair of Bell states and Bell basis in the measurgsyevhat results in error correction based oniPaatrices. More recently,
the role of the basis of measurement in two-qubanqum gate teleportation was investigated andctmitions for a
deterministic teleportation, including gates outGiifford group, were established [2]. In that wpHowever, the quantum
sate used as resource was still a pair of Bekstat

In the present work, we analyze the two-qubit dquanteleportation circuit using as resource a gan@ur-qubit
state. It is shown how the two-qubit gate telepbréand the protocol’s result depend on the fourdigghate used. In
particular, we present the case where the prolstibiteleportation of the action of the two-qubéttgy in the canonical basis
(100),|01),]20y,|12)) is achieved. Furthermore, some specific exampdsg maximally entangled four-qubit states found i
the literature are presented.

The rest of the present work is outlined as fofloim Section 2 it is introduced thématrix that is responsible for the
definition of the gate to be teleported; In Sect®rthe two-qubit gate teleportation using a genévat-qubit state is

described and several examples of teleportatiopr@sented; At last, the conclusions are drawreirtién 4.
2. Thematrix Y

Let|o) be a general four-qubit state,

1 15
[0)= 2, G KIM) =3 03] ). @
i=0

k,I,m,n=0

Using the coefficients db) one can get th& matrix



Considering the use of (1) in two-qubit gate telegtion, we are interested in two situationsY1} 1/2J,, whereU,
is a unitary matrix; 2)" is normal ([, Y"]=0) but 2 is not unitary ofr" is not normal. It will be shown latter that the@eyof
teleportation achieved depends on the typ& ofiatrix. The determinant of is an invariant [3] that can be used (together
with other invariants) to define classes of foubifjstates. For example, according to the clasgifio given in [4] there are
16 classes: 1, 2a, 2b, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3d3f3da, 4b, 4c, 4d and 5. Table 1 shows, for eashaf these classes, the

canonical state, its four-way entanglement meashyed [5], the type ofy” matrix and the value of datj.

Class State Vi1 Type | det(r)
' )= y /3(10000 +[ 0113) o [N o
e Iw2a>=}/\/§(|000()+| 111}) T [ N[ ©
* |w2b>=}§(|OOOQ+| 010)+| 101p-| 113} 1 U | 116
* |@,.) = ¥5(|0000) +| 0119+| 1008-| 113} 1 | N | 116
x |¢2d>=}/\/6(|0003>+| 001(})+| 010p+| 10()@.\/7|2 11>:D: 1 N 0
> @) = ¥5(|0000) +| 0101 +| 101p+| 113} 0 | U | -6
* @) = %5(|0000 +| 0013+ 1100+| 113} 0 | u | 16
3c |s) = }/ \/€(|000()+|010)_+| 011p+| 100%| 1018| 13} 0.1975| N 0
3d | >—i |0000 -| 0011+| 010%| 0136 1 R 0

Ve ~ /8l[1003 -| 1019+| 1100+ 11)1
% |Wse) = }g(|oooq+| 010)- £ 0110+ 100%| 1018 13) 06243 N[ -1/27
¥ ‘l,l/sf> =%(|OOO()+| 001)- 2 010%| 1038| 11pe| 13>)_ 0.6243 | N | 1/27
N | -5/289

4a |4l/4a>:}/\/1—7(|OOOQ+|001;1+ 8 010%| 1036 |2 11pe| 11} 0.1217

4b W) = }/\/E(|OOOQ+2001),+| 010%| 10}e |211pe| 13} 0.0625| N | 1/48

e |4l/4c>=}/\/1—2(|000(}+|001)_+ 201()3. |2 1om| 11p9| 11)‘ 0.0625| N | -1/48

el
o

4d W)= %4(2/0009 -| 001)-| 010%+| 10}8| 11pe| 13} | %023

2
o

AT /]/ /7510000 +] 0013+| 020+ |2 10je |211p6] 13} 0.0560

Table 1 - Type oft matrix for the canonical states of the classifarabf four-qubit states given in [4]. U Y2is unitary; N

—Y is normal but X" is not unitary; N Y is not normal.



An interesting question that may arise is abbatdistribution of the four-way entanglement, meadwby 7z, of the
four-qubit statdo) that comes from” when the last is randomly obtained. Let us comdide cases: 1Y = 1/2J,and 2)Y
is normal but X" is not unitary. For the first case, we estimatd tlistribution by using a million df, gates obtained from
an ensemble of random unitary matrices. This enkendnsists of all unitary matrices with the nakitaar measure on the

groupU(4). Such matrices are produced in the following y&8]:

»=U 2 (¢12"//12,‘912)U (29 (¢ ¥ 2 O)U(L3 (¢ A 10 l)‘U( 31)1(¢ i 34() " ©)
24 ( 2 on O)U 4 (¢14’[// 14’8”)

whereU™ i j=1,2,3,4, are complex matrices with three real patars,gy andd. Their rule of formation is:

L k=lK#Q]
sin(pe?, k=il =
i) _ codpe?, k=I=i
Vsl ow6)=) (e K== @
—sin(pe™, k=j,l =i
0, otherwise

The anglesy and  are random variables uniformly distributed in theerval [0,27), while the angleg are obtained from

@ :arCSir‘(é‘]/(Zi)), i=1,2,3, where¢ is a random variable uniformly distributed in tierval [0,1). The relative

frequency ofrg(|oy) can be seen in Fig. 1.
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Fig. 1. Relative frequency afi(|0)), for U, taken from an ensemble of random (4x4) unitaryrices.

As it can be noted in Fig. 1, most of the four-qudtates obtained are highly entangled state.
Now we turn to the second case. Sintés normal it can be diagonalized,= U'DU, whereD is a diagonal matrix

having as entries the eigenvalues’oBy using (2) one can easily note that



Tr(YYT):§|Ji|2 =Tr(DD") =1 5)
i=0

3
and, hence,Z:|/1i|2 =1, where (i = 0,1,2,3) are the eigenvalues YBf We estimate the distribution of the four-way
i=0

entanglementg by using a million of four-qubit statég) obtained fromy" = U'DU, where once mor# is chosen randomly
from the ensemble of all unitary matrices with tietural Haar measure on the grduf!), as explained before, and the
matrix D is a diagonal matrix whose elements Bre= (du)"%exp(4) (k = 1, 2 and 3), wheré, is uniformly distributed in

the interval [7774 and

d, =1-&" ®)
d,, =(1- &%) - d,,) )
dy, = (1— 53) @a-d;-d,) 8)
d,=1-d,-d,,— d, ()]

In (6)-(8) &5 are also random variables distributed uniformlyhie interval [0,1). Equations (6)-(9) ensure ie elements
are uniformly distributed on the manifold defined EJD“ |2 =1[6-8]. The plot of the relative frequency af(|0)) is

shown in Fig. 2.
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Fig. 2. Relative frequency af(|0)), wheregis obtained from matrices = U'DU randomly obtained.

3. Teleportation of two-qubit quantum gates

The scheme for teleportation of two-qubit quangates considering a general four-qubit state isvatin Fig. 3.
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Fig. 3. Circuit for teleportation of a two-qubitaputum gate using a general four-qubit state.

The four-qubit stat¢o) carries the entanglement required for the telggiort protocol. Following the procedure used in

[2], after some algebra one can get that the ojai® before error correction is

3

a)= 2. 5 10,8, |00) (10)

j k=0

ﬁjk:ﬂjmﬁk:ﬁ[<ﬂj|oo> <IB|1C>] {'BAOO <ﬂk|lQ}

(Blod (g l1d| " “L(AlOD (Al1d) (aw

In (10)-(11) {60.152):155):|8x} is the used basis of measurement. The newne$eipresent work is the presence of

the matrixY discussed in Section 2. Let us start by considehie case wherg = 1/2J,. In this case, one has

31
|w.) = _;OZUTUUﬁjk | n5)» (12)
]Y =

and a teleportation succeeds if

0= 3 UV B = 3 G(UUALUNU U= D GV AV)U LI a3

j,k=0 j k=0

where V; and Vi are single-qubit gates. Applying the error coricectU :(V].T DVKT) one gets as output state

corr

UtU4l¢ae). Equation (13) makes clear the role of the fousiystate in the final result of the teleportatitime teleported gate
is UtU, whereU, = 2Y° depends on the four-qubit state. Equation (13) glges us another point of view about the two-
qubit gate teleportation: one can méke= | and get a desired quantum gate teleportation bgsihg the suitable four-qubit
state. The probability of success of the telepimmatill depend on the basis of measurement usedxplained by Theorem
1 of [2]. Hence, hereafter we will considgf = 1. It can be easily shown that the four-qubit statguired for teleportation of

the gatdJ, is the state



lo)=(10uU, DI)[|OO>\/%|1]>J[| OQ\/%' 1;1]. (14)

According to KAK decomposition [9], one has that

U, =(U,0U,)U (UcOUy) (15)
U, (9 Oxx +0,0wW+0 g z) (16)

whereU,, Ug, Uc andUp are local single-qubit gatebly, is the non-local part andj=g Og; (j=X, Y, 4 is the tensor
product of two Pauli matrices. The following statas follow directly from (14)-(16):

1. The four-way entanglement ff), measured byz, depends only on the non-local partlf In particular, if the four-
qubit statgo) has zero four-way entanglement, then the Yateasé, = § = 6,= 0, and, hence, it is separable in the
tensor product of two single-qubit gates.

2. According to Theorem 1 in [2], the quantum gelfecan be deterministically teleported only if eacigla &, & and
6, is equal to 0 or (&1)774 (kis an integer number). However, in this situaijexcept in the obvious case whée
= 8 = 6= 0)|o) is maximally entangledrg = 1), hence, a necessary (but not sufficient) dorfor deterministic
teleportation ofU, is that it comes from a maximally four-way entawhktatgdo). On the other hand, as it will be

seen latter, a maximally four-way entangled statedoes not always generates a deterministicallyptetable
quantum gatéJ .

The caser = 1/AJ, is the classical case considered in [1], wherefdhe-qubit state is the tensor product of the two
Bell statego)=(|00)+|11))/2°0(|00y+[11))/2%, what makes),, = | (identity gate) and, hence, the gate teleporteghawn in
Fig. 1, isUr via the statel(JU01) (J00)+|11))/2Y201(j00)+[11))/2*2.

Now, we turn to the case wher¥ & not unitary butr is normal, hencey = UDU". The output state is

1 ﬁ]k |wab><wab|ﬂT YT

= 17
0 = 04|w >< | = 04 wabllBT YTYIBJklwab> ( )
4 0 0 0
o 1 0 A4 0 0f 18
)= o o o Ul o 2 ofVAulw)= (18)
o U o o 0 0 0 A
<[//ab|BkaU 0 :;) lez 0 UTlBjklwab>
0 0 0 A
) =u 4 (00U "By, [#.)| 00 + A, (0JU By [¢h)| @)+ A, (1QU "By, [)| 10 + A (11U By, 90| 11 ' (19)
20008, @) + (4,030 B, )] +14,(200"8 0 ] +2:( 10 7B,

In (18)-(19),4; (i = 0,1,2,3,4) are the eigenvaluesybfEquation (19) can still be rewritten as



200V, U"|¢,,)] 00 +4,( 04V, U"|,,)| O3+ A, 1V, U"|¢w )|
\/‘/‘o {00V, U |4t ’ +‘/]1<01ijUT 7 i +‘/]2< 10V, V¢ )

1o A WUl 3

- = (20)
+‘As< 1V, U 4

)=

whereV;, = UT,Bij . Now, let us to consider the special case: 1) Bék basis is used in the measurements and, hence,

B is the tensor product of two Pauli matricesl2bpelongs to Clifford group. 3) The input stateists thatU'| ¢y = |00).

In this case (20) becomes

wr)=u 4(00/0, |00 09 +4,( Ofo, | OFf Qi+ A,( 107, | 9P J8A( P, | JO)11 (21)
\/|/10<00|01k|0c>|2+|/]1< 0ioy| 0q2+|/]2< 1w, | Oﬁ)2+|/]s< iz, | ()5

The Table 2 shows the possible output states wtheg (i = 0,..,3), according to the results of the measergm

% wd) i )
101 | Jed)=ulo0) o Ol g )=iu[10)
100 | |g)=ulol) oy Doy g} =iu [12)
0 | |gg)=iulol) oy Ooy |wd)=-ul11)
100z | |wk)=u|o0) oo i) =iu [10)
a0l | |y))=ul10) a0l |wd)=u]o0)
0o | |wd)=u11) oz ox |wd)=u o)
0oy | |pd)=iu 1) gzl oy |wd)=iu|og)
00 | |w))=U]10) o 0o |wd)=uo0)

Table 2 - Output states (Eq. (21)) according toré&seilts of the measurements using the Bell basis.

As can be noted in Table 2, the output state ighe teleportation of a unitary operation appliedhe input state
|- The output state is (ignoring the global phagedbabilistically, one of the states00), U|01), UJ10y and U|11),
whereU comes from the decomposition ¥fand, hence, depends on the four-qubit state. Twinat is teleported is the
action ofU in the canonical basis. One may also note that eorrection is not necessary. This happens beaaus cannot
choose the state to be teleported, the resultabailistic. As another example, let us consider fifllowing maximally

entangled four-qubit state
|€)=(|0000 +| 0011+| 0102+| O1}e| 10ps| 10m 1380 141y (22)

For such state one has



100 1 0 0 O 0 |
Y:i01102U00 0 Ou* 23)
J8lo 1 1 0 0012 o

1001 Jjoo o V2

0 1 10
o l|1 001 o
J2/1 0 0 1

0 -1 10

Hence, (19) is reduced to

({001 By [¢r00) + {1 By |20)) | 10+ (( 018, |4 ) +{ 108 /40 )| ]>1. (25)

jwat) = 2 2
\/‘(<OO| 'Bjk |[//ab> +<1]llgjk |‘//ab>)‘ +K 01ﬁ1k|[/lab> +< 1(PIB jk|‘// at>

Choosing again the Bell basis for measuremeni@gpg = |00), one gets the results shown in Table 3

% i) % i)

0] gy =u10) o0l |l ) =iu|11)
0o | |l )=u11) o Do i) =iu|10)
0o | gl =iu |11 % Do ) =-Ul10)
0% | @) =U10) o 0o i) =iu |11
a1 g ) =U 1) ozl |@wd)=u10)
0| |gl)=U [10) ozl ox wd)=u11)
a0 | gl =iu [10) oz i) =iu|11)
| |p¥)=U 1) o 0o i) =u10)

Uj0)=(j0g-[13)/v 2;u| 1p=(| 9| 39/v

Table 3 - Output states (Eq. (25)) according toréselts of the measurements using the Bell basis.

As shown in Table 3, only the action dfin two states of the canonical basis is teleporidus happens becaudein (23)
has two eigenvalues equal to zero.
In general, states of the typg0000+b[0011)+c[0101)+d|0110+d|1001)+c|1010+b|1100+a|1111) [10] produces a

normalY matrix.



At last, we consider states for whitdhis not normal. Although not being normal, a diadmagion with different
unitary matrices is possible. Applying firstly tf®olar decomposition, one has = UH, whereU is unitary andH is
Hermitean. Now, the Hermitean matrix is decompoastl = VDV', hence,Y = UVDV' = WDV, whereD is a diagonal

matrix whose elements are the eigenvaludd.dfhe output state is

_~ Lk k] — > }Yﬂjk\%b><¢’ab\ﬁ?kw
o= X A= X Gl BB, ) (26)
A 0 0 0
ik 1 0 4 0 O
“//ol >: 2 W 0 0 A 0 VT'Bik‘wab>:>
I I R 2 27)
2 0 0 0 A
' A0 0,
<[/Iab‘ﬁjk\/ 2 \ ﬁik‘wab>
0 A O
0 0 0 |Af
“//ik>‘W Ao {00V By [¢0)| 00 + A OV By [ )| @)+, (10V "By [¢0a)| 10+ A (1IV'B, |¢0a)] 11
o/~ 2 2 2 2 ’ 28
00V B, @) #1401V B, 0 + 110V, 0] + 1 10V ) (28)

This result is similar to that one in (19), butng; (i = 0,1,2,3,4) are eigenvalues ldfinstead ofy’. Furthermore,
using (5) one has that W{") = Tr(HH") = 1 and, hence}j|A|? = 1. Now, considering that the Bell basis is usedhie
measurements, thitbelongs to Clifford group and the input statetiststhatV'| ¢, = [00), (28) is reduced to.

) =w %(00/0,[09] 09+ A, 04, | OFf QA { 1@, | QP }8A( P2, | HO)11
\/‘A0<00|01k|OQ‘2+‘A1<Ojrajk| 0q2+‘/12< 1o, | 0)1)2"'"]3( 1o, | QPZ

(29)

Observing (29), one can see the teleportaticghefction oW in a set of states, however, h&vanay not belong to
Clifford group.
Another possibility for a not normal matrix is to use the Schur decompositidh= UTU', whereT is an upper

triangular matrix. Let us consider, for example thllowing four-qubit state [11]

x)=(|0000 -| 0011-| 010%| O13e| 10p4| 10w 1}ep 1LY (30)
For such state one has the following Schur decoitipos
1 0 0 1 110 0/A200 o0 11 0
io_llo—UTUT—iO()l_ 0O 00 OiOOl—l
glo -1 1 o "V2/0 0 1 1 0 o0 o0 fV2[v2/ 0 0 1 (31)
1 0 01 1-10 0| o o0 o0 1-10

The output state of the teleportation protocol is



AL k|- LYBy [ Wa) (W] BY
Po= j,kzzoz‘% = ZZ (W BLY'YB, |00 )

oy Y (100)(00+| 10{ 1)U "B, [¢as)
) =
(<Oo|ﬁjk|wab>+<1]lﬁik|wab>)| OQ+(< 1q)ﬁjk|wab>_< Ollgjk|wat>)| 1p

2

)= 2
\/‘(<OO|,8jk |wab>+<1]|ﬁjk|wab>)‘ +‘<1qﬁjk|[/lab>_< 018 ¢ o)

Choosing again the Bell basis for measuremeni@gpi=|00), one gets the results shown in Table 4

a [ ) * )
101 U |00) oy Ol iU [10)
10 o U [10) oy Dok iU |00)
100y -iU |10) oy Oy -U|00)
100 U [00) oy 00y U |[10)
Ea] u|10) oz0l U |00)
o o U [00) oz0ox -U|10)
ooy iU |00) g0y ~iU [10)
0o U|10) oz 0oz U |00)
U[10)=(]03+|19)/v 2; U] op=(] opr| 3/V

Table 4 - Output states (Eq. (34)) according toréseilts of the measurements using the Bell basis.

As can be seen in Table 4, only the actiob af two states of the canonical basis is teleported

4. Conclusions

(32)

(33)

(34)

In what concerns the role of the four-qubit statvo-qubit gate teleportation, one may define thasses of states:

1) the set of four-qubit states for whith= 1/2J,and 2) the set of four-qubit states for whi¢lis normal but 2" is not

unitary orY" is not normal. The main differences in the two-tjgate teleportation protocol when states of lmdisses are

used are:

For class 1,



1. The basis of measurement is important to defingtbbability of success of the teleportation areletror
correction.
2. A deterministic teleportation is achieved onlyhiétfour-qubit state used is maximally entangled.

3. The state teleported is the actionbin the input two-qubit state.

For class 2,

1. The action olJ in a set of states is probabilistically teleported
2. The basis of measurement and the input two-qudttié stre used to define the set of states to beoteéa.

3. There is no error correction.

Additionally, it was shown the probabilistic tetepation of the canonical basis by a two-qubit ghtg belongs to
Clifford group if Y is normal, or does not belong to Clifford groufXiss not normal. In the particular cases where the-f

qubit states (22) and (30) are used, the resutieofeleportation is, probabilistically, a Belltsta
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1. Introduction

Quantum entanglement plays a fundamental role in many inter-
esting tasks such as quantum teleportation, quantum dense coding
and other quantum cryptography protocols [1,2], so that tech-
niques for its generation [3-5] and preservation [6-10] are essen-
tial. In this context, a relevant attention has been devoted to the
study of entanglers [11-14], aiming to understand their properties,
construction and applications. A particularly interesting class of
entanglers is the universal entangler, a quantum gate able to trans-
form any disentangled state (belonging to the appropriated Hilbert
space) into an entangled state. Although universal entanglers are
known to be abundant, it is not an easy task to affirm that a given
quantum gate is a universal entangler since, in general, it is not
known which property of the unitary matrix is responsible for such
behavior. Furthermore, due to the dimensions of the spaces consid-
ered, a brute-force checking is not viable. An alternative is to use
some heuristic in order to implement an intelligent search for uni-
versal entanglers. Although such heuristics are not able to confirm
that a given gate is in fact a universal entangler, the use of heuris-
tics has two interesting advantages: 1) It can find good candidates
for universal entanglers. 2) It can be useful to discard pseudo-good
candidates. In this direction, the present work shows the results
obtained by an algorithm based on differential evolution that tests
universal entanglers. We provide two good candidates for C3 @ C*
and two good candidates for C* ® C*. Moreover, we also show that

* Corresponding author.
E-mail addresses: fernandovm@gmail.com (EV. Mendes),
rubens.viana@pq.cnpq.br (R.V. Ramos).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2014.11.056
0375-9601/© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

a candidate for a universal entangler presented in the literature is
not a universal entangler.

2. Separability

In the core of the proposed algorithm are the separability test
of normal matrices and the entanglement measure of pure bipar-
tite states. There are good bipartite entangled measures like par-
tial von Neumann entropy [15], concurrence [16], positive partial
transpose (PPT) [17], negativity [18] among others. In this work
only the entanglement measure based on the von Neumann en-
tropy will be used. Given an entangled pure bipartite state |¢)4g,
its entanglement is given by

Evn(I@)as(@l) = Sun(Tra(l@)as(¢l))
=Syn(Tra (1) as(@l)) (M
Syn(p) =—Tr[pIn(p)]. (2)

In what concerns the separability, one says that a given nor-
mal matrix N € C™" is separable if it can be described as the
Kronecker product of two other normal matrices, N= N4 ® Np,
where N4y € C™ and N € C". However, since the Kronecker prod-
uct is a bilinear form, one can define the map y : C™ x C" — C
as

y(.4.7.5)=0FeNNG®3). (3)
In (3) the column vectors p,q € C™ while the column vectors

7,3 € C". Thus, a necessary and sufficient condition to have N de-
composable in the Kronecker product Ng ® N is
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Y(P1.G1,71,51) - ¥ (P2, G2, T2, 52)
=y (P1.G1,72,52) - ¥ (P2, 42,71, 51) (4)

to be true for all vectors p;, g; in a basis of C™ and 7}, S; in
a basis of C™. This approach is an application of the Pliicker co-
ordinates, due to Julius Pliicker dated 1865. It was also used in
[19], for unitary matrices, in order to determine the conditions of
separability preservation under conjugation of two-qubit quantum
gates. When (3)-(4) are used to test the separability of the Her-
mitean matrix corresponding to a general two-qubit state, cz1|00) +
o2|01) + a3]|10) + a4|11), the known result |oqoq — opa3| =0 is
obtained. In general, the usage of (3)-(4) to check the biseparabil-
ity of quantum states results in a set of polynomial equations in
the states’ coefficients that have to be identically null. If anyone of
them is not equal to zero, then the state is not biseparable. Fort
example, it was affirmed in [20] that the three-qutrit state

1
= —(1000) — [011) — [112) + [120) — |202) + |221
I« \/g(| ) —1011) = [112) 4 [120) — |202) + |221))

ABC

(5)

is biseparable. However, using (3)-(4), the conditions of bisepara-
bility of a general three-qutrit state «1|000) + ¢¢2|001) + «3]/002) +
.-+ 4+ p7|222) include the following equations

o1 - ™15 —Ole-O[l():O for A_BC (6)
o1-011 — 02 -a90=0 for B_AC (7)
o1 - (013 —Ol4-011()=0 for AB_C. (8)

Using o = 1/6'/2 in (6)—(8), one gets for the three cases the value
—1/6, hence, the state in (5) is not biseparable.

3. Universal entanglers

Any quantum gate able to generate entanglement between two
separable states is considered an entangler. The concept of en-
tangling power was developed in [21] aiming to characterize how
good entangler is a particular quantum gate. In [13] it was estab-
lished a connection between entangling power and the invariants
of two-qubit gates. In [22] it was introduced the perfect entangler
concept: perfect entanglers are entangler gates able to generate
maximally entangled states from separable states. Another entan-
gler class was defined in [23] aiming to respond the question: Does
there exist any perfect entangler which can maximally entangle
a full separable basis? This particular class has received the name
of the especial perfect entanglers. A still more general definition
about entanglers was introduced in [24], named universal entan-
gler, in response to the question: Does there exist an entangler able
to entangle any separable state? Formally, a universal entangler is
a quantum gate U such that Eyn(U(|@)m|¥)n)) > 0, where |p)m
and [v), are arbitrary one qudit states of dimensions m and n,
respectively. In [24] it was established that a universal entangler
exists if, and only if, min(m,n) > 3 and (m,n) # (3, 3). Further-
more, how explicitly to construct universal entanglers to operate
over an arbitrary bipartite C™ ® C" system is a question that re-
mains opened. An explicit example of perfect entangler for €3 ® C*
was given in [25] (which will be discussed in detail later), and in
[26] two universal entanglers class applicable to bosonic/fermionic
systems were provided.

Although does not exist an analytical formula to determine if
a given unitary matrix is a universal entangler or not, there are
some hints that can be followed to discard bad candidates. For
example, we prove here the following lemma:

Lemma 1. [f an n x n unitary matrix U is an universal entangler then all
of its n columns are non-separable vectors.

Proof. Let |u;), a separable state, be the i-th column of the n x n
unitary matrix U, and |v;) is the i-th state of the canonical basis
and, hence, it is also separable. Then U|v;) = |u;), that is separable,
therefore, U is not a universal entangler. O

A direct consequence from Lemma 1 is that controlled gates
cannot be universal entanglers. From the best of our knowledge,
the only example of universal entangler in €3 ® C* was proposed
in [25] and corroborated in [26,27], it is the quantum gate

+ - - -+ +
+ - - - +

+ +
+ 4
-
+ +
+ +
n

|
+ 4+
-
+ 4+

I
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I

+ 4+
+ 4+
-
+ 4+ +
+ 4+
- |
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|
|
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where the symbols + and — means, respectively, 12~1/2 and

—1271/2, However, from Lemma 1 one can see that Uy cannot
be a universal entangler. In fact it is easy to check that

Up(10)3 ® [0)4) = F3|0)3 ® F4|0)4. (10)

In (10), Fq4 is the single-qudit Hadamard gate in C¢ (d =3, 4), |0)3
is the first state of the canonical basis of a qutrit {|0)3, |1)3,]2)3},
and |0)4 is the first state of the canonical basis of a qudit (d =
4{10)4, [1)4, 12)4, |3)4}.

4. Candidates for universal entanglers in €3 ® €% and ¢* ® ¢4

To verify whether or not a given quantum gate is a univer-
sal entangler is an intractable problem; this arises from the fact
that solving a system of polynomial equations is, in general, NP-
hard. However, in practice, to find a counterexample that proves
that a given gate is not a universal entangler is more feasible. In
this work we used a Differential Evolution algorithm to enhance
the ability to find counterexamples that invalidate universal en-
tanglers’ candidates. Here we considered only the spaces C3 @ C*
and C* ® C*. According to (3)-(4), a general state in C3 ® C4,
loz4) = 01]00) + a2|01) + 03]02) + 4|03) + - - - + ®12|23) is sep-
arable if

18
Siga(laza)) =) 1l =0 (11)
i=1

where

{1 =106 — 0205, {2 =107 — a3Qs;

{3 =108 — 0405, fa = 01010 — 0200;
{5 =o1011 — 0300; {6 = 1012 — ({4Qo;
{7 =007 — 0306; {8 = 0p0g — 0406;
$9 = ap011 — 30105 $10 = 2012 — A4Q10;
{11 = a30g — aaQ7; {12 = 03012 — 04011
{13 = 5010 — XeQL9; {14 = 050011 — A7U;
{15 = 05012 — g g, {16 = Q11 — A7010;

{17 = dg0l12 — Ag10; {18 = 070012 — g1 (12)
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On the other hand, according to (3)-(4), a general state in C* ®
C4, Joaa) = 1]00) + 2]01) + 3]02) + 4[03) + -+ + a16/33) is
separable if

36
Saza(las)) = |&| =0 (13)
i=1

where

&1 =006 — 02055 & =107 — 03053

&3 = a1y — Q4055 &4 = 1010 — A2 g;

&5 =101 — A3Q; &6 = 10012 — Q4Qlg;

&7 = 010014 — 00200135 &g = 10015 — 03013;

§9 = 01016 — 4013; §10 = 207 — K30%6;

§11 = 008 — 4 0; §12 = 02011 — A3010;

§13 = Q2012 — 4105 §14 = 020015 — K3014;

§15 = 02016 — 4014; §16 = 0308 — Q4t7;

§17 = 30012 — Q4011 §18 = 03016 — (4155

£19 = 50010 — Aexl9; &0 = 50011 — o7 g;

&1 = 50012 — A3 o; §22 = 50014 — W6A13;

§23 = 50015 — 700135 §24 = 050016 — KgA13;

§25 = g1 — 70105 §26 = g2 — 8103

§27 = g5 — 7(14; §28 = agl16 — (g (X14;

§29 = 7012 — Qg 11; §30 = 7016 — QX815

£31 = Aol14 — X10V13; £32 = Q915 — 1113;

£33 = Ao16 — X120¢13; §34 = 10015 — (¢11014;

&35 = 010016 — (1200145 £36 = 11016 — (12015. (14)

Let Us4 to be a two-qudit quantum gate in C3 ® C%. If U3
is a universal entangler, the global minimum of the function
S3ga(Ussla)) is larger than zero, S3g4(Ussa|amin)) > 0, where
|otmin) is the quantum state that minimizes the separability con-
dition given in (11). On the other hand, if Us4 is not a universal
entangler, then the global minimum of the function S3g4(Us4|ct))
is equal to zero, S3ga(Uss|lomin)) = 0. An equivalent statement
can be done considering a two-qudit quantum gate in C* ® C*,
Uas, and the function Siga(Uasa|r)). So, given a two-qudit gate in
3@ Cc*(C*®C*), U, the goal of our algorithm is to find the global
minimum of S3g4(U|ot))(Saga(Ule))). For example, our algorithm
took only few seconds to show that Uy in (9) is not a universal
entangler, finding the quantum state |0)3]0)4 as a counterexample,
as can be seen in (10): S3g4(Un|0)3]0)4) = 0. Due to the intrin-
sic characteristic of the heuristic used, one can be sure that the
global minimum was found only when the tested quantum gate
is not a universal entangler gate, since in this case the minimum
value of the separability condition (Eqs. (11) or (13)) is known to
be zero. In other words, when we are testing a gate U and the al-
gorithm converges to separability condition equal to zero, we can
be sure that U is not a universal entangler. Similarly, one says that
a good candidate for universal entangler was found only when
the algorithm does not converge to separability condition equal to
zero.

Although for high dimensions, as it was pointed in [25], a ran-
dom unitary is almost surely a universal entangler, to build it from
more familiar gates can be useful. Thus, our main goal in this
work is to find good universal entanglers candidates using known

Table 1
Minimum entanglement generated by gates Ugq, Uy, Ug3 and Ugg af-
ter several days running the algorithm based on Differential Evolution.

Quantum gate Minimum entanglement

Ug 0.000016199687
Ugs 0.000057325250
Ugs 0.005023555953
Urs 0.000130825518

gates. Here we try Fi3, X12, Y12 and Zq, operating over the prod-
uct states |Y¥4)3 ® |vg)4 and Fig, X16, Y16 and Zqg operating over
the product states |@4)4 ® |@p)4. The definitions of these quantum
gates are

Xalk) = |(k + 1) modd) (15)
Zqlk) = e/ k) (16)
Yo=iXgqZ4 (17)
1 d—1 )
Falk) = —= ) " el2mk/dyy), (18)
Vi i3
The elements of their matrix representations are given by
1 ifm=(m+1)modd
Xd)mn = { : 19
(Xd)mn 0 otherwise (19)
Qri/ )™ ifm =

7 _le ifm=n 20
( d)mn {0 ifm #n ( )
(Fgmn = e®™/™ //d. (21)

Although all these gates are non-separable in C3 ® C* (for d =
12) and C* ® C* (for d = 16), they are not universal entanglers.
Our algorithm takes only few seconds to find counterexamples. The
same happens to (X4)!'/? and (Z4)'/%2. On the other hand, good
universal entanglers’ candidates are

Upi =Y12 (22)
Uz =+/Y16 (23)
UE3=\/X712T'F12-\/X_12 (24)
UE4=\/XT6T - F16 - v/ X16. (25)

After fifteen days looking for counterexamples for Ugq, Uga, Ugs

and Ugg, our algorithm was not able to find anyone. The minimal

entanglement values created by them can be seen in Table 1.
Hence, our simulation results suggest Conjecture 1.

Conjecture 1. The gates /Y12 and /\/X]ZT - F13 - v/ X12 are universal
entanglers in C3 ® C* while /Y16 and VX6 - Fi6 - /X1 are universal
entanglers in C* ® C*.

At last, we calculated the entanglement generated by the gates
Uy, U1 and Ugz when they are applied to a hundred thousand
quantum states randomly chosen [28]. The estimated distributions
of the entanglement values obtained are shown in Fig. 1.

The mean values of the entanglements are 0.9925, 1.0062 and
11096 for Uy, Ug; and Ugs, respectively.

5. Conclusions

Using the separability conditions provided by (3)-(4) as fitness
function, we constructed an algorithm based on Differential Evolu-
tion that tests if a particular quantum gate is a universal entangler.
Obviously one could use an entanglement measure to test the sep-
arability, however, this requires the calculation of eigenvalues and
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Fig. 1. Distribution of the entanglement generated by gates Uy, Ugq and Ugs when
they are applied to a hundred thousand quantum states randomly chosen.

their logarithms. Evaluating the separability using only the coef-
ficients of the states requires a lower computational effort. The
proposed algorithm showed that a candidate to universal entangler
in €3 ® C* found in the literature is a not a universal entangler,
what can also be observed analytically by Lemma 1. Furthermore,
our algorithm provided two good candidates in C3 ® C* (d = 12)
and C*® C* (d=16): /Y4 and Xg - Fq - /Xg. Although it
is not known an analytical approach to build arbitrary universal
entanglers, the knowledge of some examples based on common
gates, like generalized Pauli gates, can be useful for some inves-
tigations. For example, which properties the candidates /Yy and
JX_dT - Fq - /X4 have in common or yet, why /Y4 is a good
candidate while /Xy and \/Z; are not, are questions that arise
naturally.
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In a recent paper it has been shown how to creqteuatum state related to the prime number
sequence using Grover’s algorithm. Moreover, itdtioubit entanglement was analyzed. In
the present work, we compare the multiqubit entmght of several quantum sequence
states as well we study the feasibility of prodganich states using Grover’s algorithm.

1. Introduction

In the mid-2000s some works connecting quantumrinéion and number theory were
reported [1-3] and, more recently, works showingttlguantum information is a fertile
environment to develop and testing number theoeprtbms were published [4-6]. In particular,
in [5] and [6] Sierra and Latorre showed how to stauct the quantum prime state, a quantum
sequence state based on the sequence of prime raymizng Grover's quantum search
algorithm. They also studied its multiqubit entaargent. From the best of our knowledge, this is
the uniqgue quantum sequence state studied up tolndwis work we consider several different
guantum sequence states. We make comparison betilvegnentanglements and study the
feasibility of their generation using Grover’s quan algorithm. Furthermore, we introduce a
new sequence of integer numbers for which the eélajuantum sequence state has an
entanglement that changes the sign of its slopeyéwee a new qubit is added showing, hence,
an oscillatory behavior with period of one qubit.

This paper is outlined as follows. The notatiod #me quantum sequence states used in this
work are presented in Section 2. Section 3 brihgsahalysis of the entanglement of the quantum
sequence states considered. In Section 4, we disihes feasibility of producing quantum
sequence states using Grover’s algorithm. At Bettion 5 brings the conclusions.

2. Quantum sequence states

From an arbitrary finite integer sequence one aald lthe related quantum sequence state
as follows. LetS = {s1,%,S3,...,5} be a set containing the firgt elements of an infinite integer
sequence, then,raqubit sequence state relatedwith s, < 2"-1, is defined as

S)=(y/\7(2)) 2 5) @



In (1) = is the sequence counting function®fwhich returns the sum of the squares of the
guantities of each element in the sequence. Incdse of a sequence having not repeated
elements, the corresponding quantum sequenceistatg an equally weighted superposition of
the sequence’s elements, hen€®) returns the number of elementshetween 0 and"2L. In
this work we will consider the following integercgeences [7]: Fibonacci (A000045), Happy
(A007770), Lucky (A000959), Abundant (A005101), argular (A000217), Lazy (A000124),
Padovan (A000931), Prime (A000040), SPrime (A005@8id PA” that is a sequence generated
by an arithmetic progression starting from zero hading ration equal to. For example, the
four qubit Fibonacci, Happy, Lucky and Prime seaqasmare

[Fib,) =—(10000 + 2 000)+| 001r| 003| olpa 1009 1)k @a)
[Hpy,) = (/0004 +| 011}+| 101p+| 119) 2.)
Lok} =—<(0004 +| 00Lt+| 01| 1003 11pa| 1)1 9
R)= (0010 +| 00y | 010m| 0}x| 1014] 141 . @)

3. Entanglement analysis of sequence states

Since there is not a genuine entanglement measure fquantum state of arbitrary
dimension, in order to analyze the entanglemeth@fjuantum sequence states we will adopt the
same strategy used in [5, 8-10]: Given-gqubit quantum state, there ar&'a different partial
transposes that are relevant to the entanglemeasuree The bipartite entanglement of thb
bipartition is given by

E(|s))=S[ Tl ) &) - @)

In (3) Syn is the von Neumann entrop$/n(0)=Tr[dog(o)], andj represents the set of qubits
traced out. The total amount of entanglement ispbkingiven by the sum of the bipartite
entanglement of all relevant bipartitions

n 1_1

Esun(|S0) = Z E('s) (4)



or its average value

2n—l -1 : (5)

However, the calculation of (5) requires a consilee computational effort when the
number of qubits grows. An alternative and easiercdlculate entanglement measure is the
average between the entanglement of bipartitiomadd by one qubit anat1l qubits (hence, only
n bipartitions are used). We use the upper levelxngeindicate these particular bipartitions.
Thus, for am-qubit state one has

E(ls)= su[ T (s B )= &L 70 X Bl "€ B= w8 (76 Dse)

Ex(ls)) == E( 3)) G
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Figure 1:E' versud, for Prime, S-prime, Triangular, Fibonacci, BAnd abudant sequences.

Observing Fig.1, one can note that the entangleofezach individual qubit with the others
27 qubits of the Abundant and Prime states hasndasibehavior: with exception of the last



gubit that has low entanglement with the otherso(z@ the case of the Prime state), all the others
are highly entangled with the rest of the statee Bxplanation given in [5] associates this
behavior with the fact that the Prime sequencern®éd almost exclusively by odd numbers. This
explanation cannot be used for the Abundant sketehtas a significant amount of both, odd and
even numbers. The Fibonacci state, by its turnwsha very different behavior, there is a low
entanglement between the first qubits and the fieshermore, the value @& changes in a non-
regular way when grows. A resume of average entanglement valuesnddy (7) is shown in
Table 1.

Table 1:E" for 28-qubits quantum sequence states.

avg

State E;r\',g State E::/g
Prime 0.9606 Triangular 0.9897
SPrime 0.9964 Abundant 0.8660
Fibonacci 0.7302 = 1.0000

The entanglement of the quantum sequences SPfimangular, Abundant and PA
overcomes the entanglement of the Prime state.afticplar, the sequence BAshows the
maximal entanglement value, hence, each individuait of PA®Y is in the maximally mixed
state. The relation between the entanglement o$¢hies changes when the average between all

bipartitions is taken into account. Figure 2 shoescomparison ofE" and E¥ between PE!

avg avg

and Fibonacci states.
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Figure 2: Comparison oE" and E2' between Fibonacci and PhAstates.
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As it can be seen in Fig. 2, one hﬁﬁg(‘ PAL3]>)> En,(| Fiby) for any number of qubits up to

avg

28, while E2 (‘ PALS]>) | F|br>) for sequence states having more than six qubits.

It is not an easy task to understand for whiclsoaaa sequence state shows a large amount
of entanglement. A supposition made in [5] is tth&t entanglement of the Prime state emerges
from intrinsic randomness of prime numbers. Howewarit can be seen in Fig. 1 and Tab. 1,
using Eavg as reference, there are quantum sequence staggeatad from deterministic

sequences whose entanglement is larger than tleghament of the Prime state. The more
regular of them is the PA state. In Fig. 3 one can see the entanglemgfjjsand EZ of PA"

avg
forr =3,5,7,9.
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Figure 3:E" (up to 28 qubits) an&?" (14 qubits) for PAl | r =3,5,7,9.

avg avg

Observing Fig. 3, one can note that thé"P#tate tends to have most qubits maximally entangle
with the others. Furthermore, for the set of valags considered, after the seventh qubit, the

larger the value of the larger i€ . On the other hand, it is not hard to see thaf'Rtates do

avg *

not have any entanglement whers a power of two. This fact can be seen in Fithat shows

E2 (‘ PAH>) versug for a quantum state with 14 qubits. In fact, fer 2 one has the following

avg

(completely disentangled) sequence state:
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Figure 4: E:‘i'g(‘ P4;]>) verusr.

In [5,6] is pointed out that the Prime state @ara large amount of entanglement but, in
fact, how near from a maximally entangled (usinp (4qubit state is the&-qubit Prime state?
Figure 5 showsES, for five different quantum sequence states.
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Figure 5: Eji'gversus number of qubits and its comparison withmtlagimal value reacheable by

the measure. Happy, Prime, Sprime andt®aequences.



Analyzing Fig. 5, one can see that, inside thetsdegarch space observed, the entanglement
of the states SPrime and Happy overcomes the Rtiate’'s entanglement. While the Prime state
reaches nearly 68% of predicted upper bound, then®RPand Happy states reach, respectively,
74% and 78%. On the other hand, the entanglemehed?A”! state overcome the Prime state’s
entanglement only in a short range, after, it begonmove away from the upper bound. In Fig. 6
other sequence states are shown.
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Figure 6: E2! versus number of qubits and its comparison withtlagimal value reacheable by

avg

the measure. Fibonacci, Happy, Lucky, Padovan, [Rdgnes and Triangular sequences.

The Fibonacci and Padovan states follow a simidyalior and they have only five common
elements (~7%). Similarly, the Lucky and Prime esdafollow a similar behavior and they have
only ~7% of common elements. Furthermore, the Happyy and Triangular states also have a
common entanglement behavior.

Now, let us introduce a new sequence, hereaftered&. In order to construch we start
with the sequenc8& = {0,3}. The sequenc& is obtained iteratively according to the following
stepsk =2,3,4,...,n-1):

If k is even, thers = SO max({1,2,...,2-1}-S) andk = k+1. This step adds only one number to
the sequence.

If kis odd, ther§ = SO bitxor(52%-1) andk = k+1. If X is the set f,X2,Xs,...X-} and Y is just a
number, then bitxor(X)Y) is the set {Dec(Bin()UBIin(Y)), Dec(Bink,)OBin(Y)),...,



Dec(Bin,)0BIn(Y))}. Here Dec and Bin are functions that returrspectively, the decimal and
binary value of the argument.

For example, let us construct the sequence thahés ak = 6.

k=2 | S=1{0, 3} O max({1, 2, 3} - {0, 3}) - S={0, 3} 0 max({1, 2})) — S=1{0,3} 0 {2} - S={0, 2, 3}.k
=2+1.

k=3 | S=1{0, 2, 3} 0 bitxor({0, 2, 3}, 15) S={0, 2, 3, 12, 13, 15}k =3 + 1.
bitxor({0, 2, 3}, 15) = {(00115), (27115), (3115)} = {15, 13, 12}

k=4 |S=1{0, 2, 3, 12, 13, 158 max({1, 2, 3, ..., 15} - {0, 2, 3, 12, 13, 15}) S={0, 2, 3, 12, 13, 15
max({1, 4, ..., 11, 14})- S={0, 2, 3, 12, 13, 150 {14} - S={0, 2, 3, 12, 13, 14, 15k =4 + 1.

k=5 | S=1{0, 2, 3, 12, 13, 14, 15} bitxor({0, 2, 3, 12, 13, 14, 15}, 63) S={0, 2, 3, 12, 13, 14, 15 {48,
49, 50, 51, 60, 61, 63} S={0, 2, 3, 12, 13, 14, 15, 48, 49, 50, 51, 60, &3, k = 5+1.

bitxor{0,2,3,12,13,14,15},63) = {(063), (2163), (3163), (12163), (13163), (14163), (15163)} = {48,
49, 50, 51, 60, 61, 63}

k=6 The procedure ends.

Hence, the sequence generated in this examdei§0,2,3,12,13,14,15,48,49,50,51,60,61, 63}.
The quantum sequence stf8ehas an interesting behavior, its entanglement stawoscillation
with period of one qubit. In Figs. 7 and 8 one sae, respectively, the oscillatory behavior of

E" for |Sg) and E2! for [Spa).
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4. Quantum sequence state preparation with Grover'guantum search

The approach proposed to prepare the Prime st4fd oan also be used to prepare other
guantum sequence states, provided that there asaate able to check whether a given element
belongs to the considered sequence. Basicallyaltmrithm searches faf2") items within a set
of 2" elements. Grover's algorithm accomplishes thi©7(2")/2"*"?). The optimal value of
iterations is given by

Hence, the feasibility of the sequence state géparaising quantum search depends on how
G(n) grows whem (the number of qubits) increases. Figure 9 shdwsctirve ofG(n) versusn
for Fibonacci, Lucky, Padovan, Lazy and Trianggjaantum sequence states.
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Figure 9: Number of Grover’s iterations versus nentdf qubits for Fibonacci, Lucky, Padovan,

Lazy and Triangular quantum sequence states.

Figure 10 shows a similar plot for Abundant, Haplgshard, Lucky, Prime and SPrime
sequence states. The Abundant and Happy sequeries seem to assume a constant behavior
(1(2")/2" remains roughly constant). The efficiency of getien of the SPrime state overcomes
the efficiency of generation of the Prime state.
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Figure 10: Number of Grover’s iterations versus banof qubits for Abundant, Happy, Hashard,
Lucky, Prime and SPrime sequence states.

Regarding the PA states, after a growing infit, a constant behavior appears, as can be
seenin Fig. 11.
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Figure 11: Number of Grover’s iterations versus hamof qubits for PA sequences,
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At last, the curve o6s(n) for the statdS) with oscillatory entanglement can be seen in .
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5. Conclusions

The analysis of the entanglement of sequencessisita hard task. Sequences states with
similar entanglement behavior may have a commotempatout such pattern is not readily
observed just looking at their elements. Prime aAndky states are good examples, as well
Fibonacci and Padovan states.

The Prime state has the charm of being relatgutimtoe numbers that play a crucial role in
number theory. However, the Prime state is nottlest entangled sequence state (for example,
the Happy and SPrime sequences have more entamj)easewell it is not efficiently produced
by quantum search.

Trying to connect entanglement with a pseudo-ramtss of the numbers that make-up the
sequence seems not to be a fruitful path since e sequence states that emerge from a trivial
increment pattern, which can carry a significantoant of entanglement. In particular, the

sequence state pA has maximal entanglement between each individubit @nd the rest-1
gubits.

The way in which the entanglement changes whearbd $ added depends on the sequence
considered. All sequences obtained from [7] showaefhrowing) smooth behavior oEjgg.
However, this is not a rule. In order to show thveg, created a sequence whose related quantum
state shows an (growing) oscillatory behaviongg.



The feasibility of sequence state preparation gusgrover’s algorithm depends on the
relation 7(2")/ 2" if the number of integers that belong to theesegrows in a rate lower than 2
when a qubit is added, then the use of Grover'srihgn is not viable for large values 0fThis
happens for Fibonacci, Lucky, Lazy, Padovan, Tndaig Sprime, Prime and the introducgd
series. On the other hand, the Abundant, HappyPakderies can be efficiently produced with
Grover’s algorithm.
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1. Introduction

Recently, there has been a growing interest in quantum systems
related to number theory problems [1-3]. Such interest comes
from the early days of quantum mechanics, when Hilbert and Pélya
discussed a possible physical solution for Riemann’s hypothesis:
the zeros of the Riemann-zeta function could be the spectrum of
an operator R =1/2 + iH, where H is self-adjoint and interpreted
as a Hamiltonian. Nowadays, several physical systems related to
the zeros of the Riemann-zeta function have been discussed [4,5].
In particular, in [6] the authors, having a finite number of zeros
of the Riemann-zeta function, used a numerical method for find-
ing a quantum potential able to reproduce those zeros as energy
eigenvalues.

In this work, we show how to construct a quantum circuit,
hereafter named Riemannian quantum circuit, whose equivalent
unitary matrix has eigenvalues related to the zeros (the amount
of zeros considered is equal to the dimension of the unitary ma-
trix) of the Riemann-zeta function. The existence of such quantum
circuit implies that, at least in principle, it is always possible to
construct a physical system related to any finite amount of zeros
using a quantum computer. Additionally, we also show a quan-
tum algorithm based on the Riemannian quantum circuit and we
briefly discuss the amount of bipartite entanglement generated by
the Riemannian quantum circuit for a particular state having up to
16 qubits.

The present work is outlined as follows: Section 2 brings the
procedure for building a unitary matrix whose eigenvalues are
related to the zeros of the Riemann-zeta function; Section 3 dis-
cusses some applications of the Riemannian quantum circuit; Sec-

E-mail addresses: rubens@deti.ufc.br (R.V. Ramos), fernandovm®@deti.ufc.br
(EV. Mendes).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2014.02.008
0375-9601/© 2014 Published by Elsevier B.V.

tion 4 shows a quantum circuit related to the unitary matrix ob-
tained in Section 2; at last, conclusions are drawn in Section 5.

2. Procedure to construct the Riemannian unitary matrix

Let s, S», S3,...,Sk, be a set of the first k non-trivial ze-
ros of the Riemann-zeta function, a function of a complex vari-
able s that analytically continues the sum of the infinite series
£(s) =>,(1/n%). A well known globally convergent analytic con-
tinuation of ¢(s) to the entire complex plane, except s =1, is given
by ¢(s) = (1 —215)"1% (172" Y% o —1k () (k + D75 It is al-
ways possible to build a (k x k) unitary matrix whose eigenvalues

are s?/sj for j=1,...,k. Initially, let us introduce the (k x k) ma-
trix G,
rsx O 0 0 0 .
0 s(—1 O 0 O 0 0
0 0 s->2 0 O 0
G=|0 0 0 0 0 0

(s1+52)/2 (s1—152)/2
(51 —352)/2 (s1+52)/2

(1)

The k eigenvalues of G are the zeros si, S, S3,..., Sk. Writing
the zeros in the form sj =a + ibj, where both a (as it will be
explained latter, the proposed method works only for zeros with
the same real part) and b; are real numbers, the G matrix can be
rewritten as the sum of two matrices, G =al +iB,
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G=al +iB
10 0 --- 0
o1 0 ---0
=a
00 1 0
00 0 1
by 0 0 0
0 by O 0
+if : : (2)
0 0 (b1 +b2)/2 (b1 —b2)/2
0 © (b1 —b2)/2 (b1 +b2)/2

The matrix G’ = (1/a)G =1 +i(1/a)B has eigenvalues (1/a)s1,
(1/a)s2, (1/a)ss, ..., (1/a)sg, while the matrix GT=1- i(1/a)B
has eigenvalues (1/a)s}, (1/a)s5,...,(1/a)s;. Since B/a is Her-
mitean, the Riemannian unitary matrix is simply obtained by
Ur=G"1/G' =[I —i(1/a)B]/[I +i(1/a)B]. (3)
The eigenvalues of Uy are exactly e = s}‘/s]-, for j=1,...,k As
it can be noted, the procedure just described works only for zeros
with the same real part, hence, hereafter we will consider a =1/2.
In fact, one may note that, if instead of G given by (1) we had
chosen G as a diagonal matrix whose elements are sq, ..., Sk, Zeros
with different real parts (if they exist!) could be used. However,
in this case, G’ with an identity part could not be obtained and,
hence, the unitary matrix Ug could not be constructed. Since a =
1/2, one has
0j=—m +tan"'[=b;/(1/4—b?)]. (4)

Some information about the angles 6; in (4) can be ob-
tained from the Riemann-von Mangoldt formula: the number of
Riemann-zeta function zeros a + ib with 0 < b < T is asymptoti-
cally given by N(T) = (T /2m)log(T /2me) + O (log(T)). Now, let us
consider the following approximation:

0j=—m + tan~! [—bj/(1/4 - bf)]
~ —m +tan"'(1/bj) ~ —7 +1/bj. (5)

For example, for the lowest zero at the critical line (b ~
14.134725142000001) one has |#; — (=7 + 1/b1)| ~3-107>. The
amount of 6’s in the range [61,0; — €] (where & <« 67 is a very
small angle) is asymptotically given by Riemann-von Mangoldt for-
mula with T = 1/¢. The spacing between two consecutive angles
0j and 0jyq is AGj ~ (1/bj) — (1/bjy1) = (bj11 — bj)/(bjy1bj) ~
(Abj)(mw 4 0j41) (T +6;). However, the spacing between the imagi-
nary part of two consecutive zeros, Abj, is asymptotically given by
27 /log(j), hence, Ab; ~ (27 /log(j)) (7 +0j41) (T + 6;). A plot of
A6 versus 6 can be seen in Fig. 1. The curve I is obtained using ze-
ros with b € [101.3178510060000, 120000.3764067760] while the
curve II is the analytical formula (277 /log(j)) (7w +6j41) (T +6;) us-
ing j € [30, 169165] (the 30th zero is 1/2 +i101.3178510060000
and the 169 165th zeros is 1/2 + i120000.3764067760).

At last, since bj grows when j grows, 6; gets closer to —m
when j grows. However, the value of Z;?; (7t + 65) seems not to
converge (A numerical check using the first 2001052 zeros pro-
vided by Odlyzko [7] can be easily done). This can be understood if
one takes into account that, for large values of j, bj ~ 2 j/log(j)
and, hence, Zj 1/b; does not converge since it is larger than the
harmonic series.
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Fig. 1. Spacing between two consecutive 6’s versus 6: (I) Obtained using zeros with
b €[101.3178510060000, 120000.3764067760]. (1) (27 /log(j)) (7 + Oj41) (T + 6;)
for j € [30, 169165].

3. Applications of the Riemannian quantum circuit

Since the term —m in (4) will appear as a global phase in
the quantum states, hereafter it will not be taken into account
anymore. Thus, one has that 6; ~ 1/b;. Now, let us consider
[¥1), ..., 1Y) the set of eigenvectors of Ug(k x k), where [;) is
the eigenvector associated to the eigenvalue exp(if;). Now, let us

describe a quantum algorithm for finding the value of ZI;‘:1 0,
where k is the number of zeros. Firstly, we define the quantum
translation operator T that shifts the eigenstates by one unity, that
is,

Tlyj) =I¥jt1) VI<j<k, (6)
Tlyk) = 1y). (7)

Furthermore, we define the Riemannian state as

VR) = URZIW, Z

Using (6)-(8) it is stralghtforward to check that

(TUR) Z—m ) = X WZ =1v)- 9)

eily;). (8)

Hence, the quantum state (1/«/E)Zj:1 [¥;) is an eigenvector of

the operator (TUg)K with eigenvalue e/(Xm=16m)_ Thus, the quan-
tum eigenvalue estimation algorithm [8] can be used to get an
estimation of Zm 1 6m. Similarly, one can develop a quantum al-
gorithm for estimating the value of Zm 1 Amy1,m, wWhere Apy1m
is the difference of the angles of two consecutive eigenvalues:
Om+1 — Om (and, hence, (Zm 1Am+1 m = 6 — 01). In this case,
one should firstly note that R|y;) = exp(fj1+1 — 0;)|v¥j), where
R = (TUR) (URT). Thus, T(TR)*1|y1) = eiCnot Amstm) [y and,
hence, Z'fn;ll Am+1,m can be estimated by using the quantum
eigenvalue estimation algorithm.

At last, let us to check the multipartite entanglement of the
Riemannian state given in Eq. (8), whose representation in the
canonical basis (the basis whose vectors are the columns of the
identity matrix: {|00...00),|00...01),]00...10),...,|11...10),
11...11)}) is
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e'%|00...00) + e!%-1 |00 01) e

)|11 10) | (0

1 f i 1)
[YR) = — ++2e COS(
vk
+iv2el

In (10) one has k = 2", where n is the number of qubits. The Rie-
mannian state |yg) carries information about the first k zeros of
the Riemann-zeta function. In order to measure its multipartite
entanglement, we are going to use the average bipartite entangle-
ment between all bipartitions of the Riemannian state, E1, and the
average bipartite entanglement considering only those bipartitions
where one of the parts has only one qubit, E;:

)sm( )|11 11)

21
1
El=ﬁ Z E(poi2-2.), (11)
k=1
_l n
Ex= - E(Pu2-0)- (12)

k=1

In (11)-(12), £2 represents the full set of n qubits, £2; represents a
particular subset and §2 — §2 is the subset of 2 whose elements
do not belong to £2,. Moreover, wy represents a set of only one
qubit and 2 — wy, with n — 1 elements, is the subset of £2 whose
elements do not belong to wy. For instance, for a Riemann state
with four qubits one has 2 = {A, B, C, D} and the average entan-
glements are:

7

1| E(oa_gcp) + E(oB_acp) + E(pc_asp) + E(pp_asc)
1=2
+E(paB_cp) + E(pac_sp) + E(pap_sc)

(13)
Ez = —[E(pa_scp) + E(pB_acp) + E(pc_ap) + E(Pp_asc) ]

(14)

.m—x

The entanglements of |yg) versus number of qubits (up to 16
qubits) are shown in Fig. 2. There, Ent; and Ents3 are obtained
from (13) and (14), respectively, by using the von Neumann en-
tropy as bipartite entanglement measure: E(px_y) = Sun(px) =
—Tr[pxlog(ox)], where px =Try(px_y) and Tr means the partial
trace operation. Similarly, Ent, and Ent4 are obtained from (13)
and (14), respectively, by using the linear entropy as bipartite en-
tanglement measure: E(ox_y) = Sp(ox) = 2{1 — Tr[(px)z]}. For ex-
ample, considering the von Neumann entropy, for the four qubit
case one has E(pa_gcp) = Sun(pa) = Syn(Trecp (J¥R){(r¥])) and
E(pas_cp) = Sun(paB) = Syn(Trep (1¥R) (RY ).

As it can be noted, the larger the number of qubits (n) the
lower is the average entanglement. In order to understand this be-
havior, let us consider the distance between the Riemann state and
the disentangled state H®"|0)®" =1/4/27 1150 1x): the smaller
the distance the lower is the entanglement. Since both of them
are pure states, the distance can be simply given by the fidelity:
F = |(¥gr|H®"|0)®" 2, with k = 2". We are going to show that
F tends to the value 1 (meaning that they are indistinguishable)
when n grows. Firstly, one can note that

ko 2 ko k k
Doefl =3O =%"142 3" cos(0; — &)
j=0 ji=1 j=1 jil=1
j>l
k
1 1
~k+2 cos[ — — —
2 (bj bz)
]I 0

0.7 T T T
—6c— Ent1
—5— Ent2
0.6 Ent3|]
\ —F& ~Ent4

Entanglement

S—e—a e o o = 4
9 10 M 12 13 14 15 16
n

Fig. 2. Average bipartite entanglements versus number of qubits for the Riemannian
state given in (10).
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Fig. 3. Fidelity versus number of qubits. F = |(yg|H®"|0)®"|.

~k+2 Z(l—(b_)>

j,I=0
j>l
k(k—1) 5
~k+2 1= 22— =k“.
+ Z k+2— 3 (15)
j,I=0
j>1
In (15) we used cos(¢) ~ 1 — ¢2/2 ~ 1, since ¢ = (b;1 — bl_l) is

very small. Now, returning to the fidelity, after some algebra one
has that

F=|(0" | H®"yg)|”

1 k
= k_2 Zeiej —
j=1

When k grows, the term out of the summation remains con-
stant while the summation grows and become dominant. Hence,
using (15) one has that F ~ 1 when k is large enough, what means
that, for a large number of qubits, |yg) is arbitrarily close to a

e 4 (V2 = 1el?] . (16)
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Fig. 4. Riemannian quantum circuit.
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disentangled state, hence, it must have low entanglement. This be-
havior can be seen in Fig. 3 that shows [{yg|H®"|0)®"|? versus
number of qubits (up to 16 qubits).

4. Procedure to build the Riemannian quantum circuit

Having the (k x k) unitary matrix given in (3), it is always
possible to obtain a quantum circuit that represents its physical
realization. For simplicity, here we consider the number of zeros
k =2V in order to have a quantum circuit for N qubits.

One can use different procedures in order to obtain a quantum
circuit from a unitary matrix, for example the sin-cos decompo-
sition [9]. In general, different procedures will result in different
quantum circuits. For the Riemannian quantum circuit, one is ex-
pected to obtain a quantum circuit with several CNOTs and single-
qubit gates whose parameters’ values depend on the values of the
zeros of Riemann-zeta function. Here we adopt a simpler approach,
based on sin-cos decomposition, using the eigenvectors of Ug: the
N qubits of the eigenvectors act as controllers in a N-qubit con-
trolled gate. Using this, the quantum circuit for Ug is as shown in
Fig. 4.

In Fig. 4, H is the Hadamard gate:

1 1 1
H=ﬁ[l _1]. (17)

The eigenstates of the quantum circuit shown in Fig. 4 are the
eigenvectors of Uy (the last qubit is always in the state |1) and it
is not considered):

[¥) =100...000),
[¥k—1) = 100...001),
[¥k_2) =100...010),
[¥k_3) =100...011),

[r2) = [11...11)(10) + 1)) /2"/2,
1) = [11...11)(10) — [1))/2"/2,

The quantum circuit in Fig. 4 shows how to program (hence
it requires the knowledge of the used zeros) a universal quantum
computer for working as a physical system related to a finite set
of zeros of the Riemann-zeta function.

5. Conclusions

Firstly, one can note that our approach is different from the tra-
ditional approach found in the literature where people look for a

quantum system related to all infinite zeros. In general, the quan-
tum potentials used in such quantum systems are hard to find in
nature or to construct artificially. Secondly, we would like to stress
that, although we had always considered the first k zeros of the
Riemann-zeta function, the theory here described works for any
set of k zeros. Hence, we can take any finite number of zeros,
anywhere in the critical line, and build a quantum circuit whose
eigenvalues are related to them in a very clear way: each eigen-
value depends on only one zero. Hence, one can say that all zeros
of the Riemann-zeta function are related to a physical system. In
other words, our approach shows how to construct a physical sys-
tem, with finite resources (finite number of quantum gates), able
to work with any (finite) set of different zeros. Furthermore, since
this physical system is a quantum circuit, it can be (at least in prin-
ciple) programmed in a universal quantum computer and physi-
cally implemented with optics, superconductor, quantum dots or
any other technology for quantum computer implementation.

It can be argued that it is easy to produce a unitary matrix and,
consequently, a quantum circuit whose eigenvalues are related to
the zeros of the Riemann-zeta function. For example, a (k x k) uni-
tary matrix related to the zeros could be a diagonal matrix whose
elements are ei%ij=1,..., k, where 0 is as given in (4). In this
case, the eigenstates are the states of the canonical basis. However,
we consider this is not a natural path since the real part of the ze-
ros is not taken into account in any moment. Furthermore, it does
not follow the Hilbert-Pdlya suggestion of searching for an oper-
ator of the type I/2 + iH. In our approach, the term I/2 comes
naturally from the zeros.

Acknowledgements

This work was supported by the Brazilian agency CNPq via
Grant No. 303514/2008-6. This work was performed as part of the
Brazilian National Institute of Science and Technology for Quantum
Information.

References

[1] W. van Dam, Quantum computing and zeroes of zeta functions, arXiv:quant-ph/
0405081, 2004.

[2] W. van Dam, E. Shparlinski, Classical and quantum algorithms for exponential
congruences, in: Proceedings of the 3rd Workshop on Theory of Quantum Com-
putation, Communication and Cryptography (TQC 2008), in: Lecture Notes in
Computer Science, vol. 5106, 2008, pp. 1-10.

[3] J.I. Latorre, G. Sierra, Quantum computation of prime number functions, arXiv:
1302.6245v2 [quant-ph], 2013.

[4] D. Schumayer, D.A.W. Hutchinson, Physics of the Riemann hypothesis, Rev. Mod.
Phys. 83 (2011).

[5] R.V. Ramos, Riemann hypothesis as an uncertainty relation, arXiv:1304.2435
[math-ph], 2013.

[6] D. Schumayer, B.P. van Zyl, D.A.W. Hutchinson, Quantum mechanical potentials
related to the prime numbers and Riemann zeros, Phys. Rev. E 78 (5) (2008)
056215.

[7] A. Odlyzko, Tables of zeros of the Riemann zeta function, available at http://
www.dtc.umn.edu~odlyzko/zeta_tables/, 2014.

[8] P. Kaye, R. Laflamme, M. Mosca, An Introduction to Quantum Computing, 1st ed.,
Oxford University Press, 2007.

[9] M. Mottonen, JJ. Vartiainen, V. Bergholm, M.M. Salomaa, Quantum circuits for
general multiqubit gates, Phys. Rev. Lett. 93 (2004) 130502.



