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Resumo

A presente tese está dividida em três partes: 1) Teleportação de portas quânticas;
2) Busca numérica por entrelaçadores universais; 3) Conexões entre a informação quântica e a
teoria dos números. No que diz a teleportação de portas quânticas, um critério de separabili-
dade para matrizes normais é usada para encontrar as condições analíticas da preservação da
separabilidade sob conjugação. Tais condições analíticas permitiram encontrar a forma geral
de um elemento do grupo de Clifford em C4, assim como também entender o papel da base de
medição no protocolo de teleportação de portas quânticas. Considerando a busca por entrela-
çadores universais, o mesmo critério de separabilidade de matrizes normais foi utilizado como
função de aptidão em uma heurística computacional aplicada para encontrar bons candidatos
a entrelaçadores universais nos espaços de Hilbert de dimensões C3 ⊗ C4 e C4 ⊗ C4. Por fim,
sobre as conexões da informação quântica com a teoria dos números, é apresentado um es-
tudo da preparação e entrelaçamento de vários estados quânticos de múltiplos qubits baseados
em sequências de números inteiros. Apresenta-se ainda o circuito quântico Riemanniano, um
circuito quântico cujos autovalores são relacionados aos zeros da função Zeta de Riemann. A
existência deste circuito prova que é sempre possível construir um sistema físico relacionado a
uma quantidade finita de zeros.

Palavras-chave: Informação quântica. Teleportação de portas quânticas. Separabilidade do
produto tensorial. Grupo de Clifford. Entrelaçadores universais. Função Zeta de Riemann.
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Abstract

The present thesis can be divided in three parts: 1) Quantum gate teleportation;
2) Numerical search of universal entanglers; 3) Connections between quantum information and
number theory. Regarding the quantum gate teleportation, a separability criterion of normal
matrices is used to find the analytical conditions of the preservation of separability under con-
jugation. That analytical condition allowed to find the general formula of an element of C4

Clifford group, as well to understand the role of the basis of measurement in the quantum gate
teleportation protocol. Considering the searching for universal entanglers, the same separabi-
lity criterion of normal matrices was used as fitness function in a computational heuristics, in
prder to find good candidates for universal entanglers in C3 ⊗C4 and C4 ⊗C4 Hilbert spaces.
At last, in the connection of quantum information with the number theory, it is presented
the study of the preparation and entanglement of several multi-qubit quantum states based in
integer sequences, and the Riemannian quantum circuit, a quantum circuit whose eigenvalues
are related to the zeros of the Riemann zeta function. The existence of such circuit proves that
is always possible to construct a physical system related to a finite amount of zeros.

Keywords: Quantum information. Quantum gate teleportation. Separability of tensorial
product. Clifford group. Universal entanglers. Riemann zeta function.
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Capítulo 1

Introdução

No século XX a humanidade experimentou seu maior ritmo de evolução científica,
grandes avanços foram realizados em campos como a matemática, física, química, engenharia
e medicina. Apenas para citar um exemplo, tem-se o Projeto Genoma Humano [3] iniciado em
1990 por iniciativa do Departamento de Energia dos Estados Unidos [4]. Com orçamento inicial
de 50 bilhões de dólares e duração prevista de 15 anos, seu objetivo foi realizar um mapeamento
genético do ser humano. Além disso, estava previsto a construção de um banco de dados es-
truturado para tais informações, a busca por ferramentas eficientes para a análise desses dados
e, por fim, a disponibilização desses dados para potencializar novas pesquisas biológicas. Este,
assim como muitos outros grandes projetos científicos desenvolvidos em nossa história recente,
possui uma importante característica comum: o papel fundamental do poder computacional
na catalisação das descobertas científicas. Essa é certamente uma das motivações da busca
pela construção de um computador quântico.

A jornada pela obtenção de um computador quântico começou com Paul Beni-
off [5], que foi quem primeiro pensou na possibilidade de implementar máquinas de Turing
baseadas na mecânica quântica, teve seu passo seguinte dado por Richard Feynman [6], que
fez ponderações importantes sobre a natureza, indagando-se sobre a possibilidade de reali-
zar simulações perfeitas das leis naturais usando computadores. Um pouco mais adiante, em
1985 [7], foi a vez de David Deutsch introduzir a ideia de que a mecânica quântica poderia ser
utilizada não apenas para simular a natureza, mas também para realizar cálculos formais. É
creditada a ele a atual ideia do que é um computador quântico, o modelo de circuitos quânticos
e o enunciado do primeiro problema que um computador quântico resolveria de maneira mais
eficiente que sua contrapartida clássica.

Embora a ideia de manipular a informação através de fenômenos quânticos fosse
muito interessante seria necessário, como é de praxe na tecnologia, a formalização de um
importante problema prático para o qual um computador quântico pudesse apresentar melhores
resultados que os computadores clássicos. Nesse sentido, largos e definitivos passos foram dados
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por Peter Shor e Lov Grover ao apresentarem, respectivamente, algoritmos para a fatoração [8]
e busca em uma base de dados não estruturada [9]. Desde as descobertas de Shor e Gover uma
grande quantidade de pesquisa tem sido devotada ao estudo da manipulação da informação
através de fenômenos da mecânica quântica e muito progresso tem sido obtido.

A computação quântica surge como uma grande promessa para elevar o poder
de processamento computacional a um novo patamar, onde os atuais computadores clássi-
cos estão fisicamente impedidos de alcançar [10], permitindo-a executar eficientemente tarefas
consideradas classicamente intratáveis [11], tais como a fatoração em números primos. Tal
poder advém, basicamente, da exploração de fenômenos tais como superposição, interferência
e entrelaçamento [12].

Por fim, faz-se mandatório ressaltar, Deutsch é muito enfático ao afirmar em [13]
que a computação quântica não é apenas uma nova tecnologia para implementação da má-
quina de Turing tradicional. Conceitualmente um computador quântico é uma máquina capaz
de efetuar tipos de computação completamente novos que são impossíveis, mesmo em prin-
cípio, para um computador clássico, como pode ser exemplificado através do algoritmo de
Deutsch-Jozsa [10]. Portanto, a computação quântica é um meio inconfundivelmente novo de
utilizar a natureza. Essencialmente disso decorre a necessidade do desenvolvimento de uma
extensa e nova gama de ferramentas, protocolos e algoritmos que fundamentem esse corpo de
conhecimento. Essa tese é uma pequena parte deste esforço global.

1.1 Teleportabilidade

Desde que foi proposta em [14] a teleportação tem sido alvo de intensa pesquisa, em
parte por que ela talvez seja uma das mais intrigantes aplicações das correlações não clássicas
apontadas por Einstein em seu famoso artigo [15] no qual contesta a completude da mecânica
quântica no papel de descrever a realidade física da natureza.

Em linhas gerais a teleportação quântica é o processo através do qual se pode
realizar a transferência de um estado quântico arbitrário de uma parte a outra sem que haja um
canal quântico físico entre elas. Além da proposta original, muitos outros trabalhos buscaram
fornecer explicações adicionais sobre o fenômeno, tais como [16] e [17].

Por mais interessante que algo pareça ser, na tecnologia se sabe que sua relevância
reside essencialmente na sua aplicabilidade. Neste quesito a teleportação não deixa a desejar,
justificando o motivo pelo qual ela assume um papel de destaque na teoria da informação
quântica. Dentre essas aplicações destacam-se as seguintes áreas: criptografia, comunicação e
construção de portas quânticas.

O presente trabalho é um passo adiante na generalização construída em [18] dos
resultados apresentados por Gottesman e Chuang [1]. Aborda a teleportação de portas quân-
ticas por várias perspectivas de modo a permitir um amplo entendimento sobre a questão.
São estabelecidos critérios necessários e suficientes para definir a teleportabilidade de portas
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quânticas, ou seja, a probabilidade de sucesso da teleportação de uma porta quântica de acordo
com a base de medição e o estado entrelaçado recurso utilizados.

1.2 Entrelaçadores universais

Talvez não seja exagero afirmar que o entrelaçamento é o fenômeno mais estudado
na teoria da informação quântica, nem tão pouco que ele é um dos mais contra-intuitivos fenô-
menos físicos conhecidos. Seja como for, fato é que o entrelaçamento quântico desempenha
um papel central na teoria da informação quântica, considerado um recurso físico fundamen-
tal para muitas tarefas interessantes, tais como a teleportação [14] e alguns protocolos de
criptografia [19].

Deste modo, uma relevante atenção tem sido dedicada ao estudo dos entrelaça-
dores [20–23], buscando entender suas propriedades, construção e aplicações. Uma classe
particularmente interessante de entrelaçadores são os chamados entrelaçadores universais [24],
portas quânticas capazes de transformar qualquer estado desentrelaçado (pertencentes a um es-
paço de Hilbert apropriado) em um estado entrelaçado. Neste trabalho são utilizadas algumas
relações que verificam a separabilidade de estados quânticos para, com o apoio de heurísticas
computacionais, buscar bons candidatos a entrelaçadores universais.

1.3 Informação quântica e teoria dos números

Há algum tempo surgiram trabalhos [25–27] estabelecendo importantes conexões
entre a teoria da informação quântica e a teoria dos números. Mais recentemente, novos
trabalhos [28–30] apontam fortes evidências de que a teoria da informação quântica pode
ser um ambiente fértil para desenvolver e testar ideias relacionadas a teorias dos números.
Estes trabalhos descrevem a manipulação de problemas importantes, tais como a Hipótese de
Riemann e a Conjectura de Goldbach.

Neste trabalho são estudadas as propriedades de estados quânticos baseados em
sequências de números inteiros, em especial o entrelaçamento e a preparação daqueles usando
o algoritmo de Grover. Também, é mostrado como construir um circuito quântico cuja matriz
unitária equivalente tem seus autovalores relacionados aos zeros da função zeta de Riemann.
A quantidade de zeros considerados é igual à dimensão da matriz unitária correspondente ao
circuito. De certa forma, tal circuito pode ser considerado um passo na realização da sugestão
de Hilbert-Póyla em um espaço de dimensão finita.
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1.4 Esta tese

1.4.1 Contribuições

As contribuições principais desta tese estão relacionadas à noção de separabilidade,
à teleportação de portas quânticas e à algumas conexões com a teoria dos números. A lista
a seguir aponta as contribuições alcançadas e algumas observações decorrentes dos objetivos
centrais.

� Separabilidade

i. Proposição do teorema acerca da preservação da separabilidade sob conjugação (ver
página 49).

ii. Proposição do teorema que define a forma geral de um elemento do grupo de Clifford
(ver página 51).

iii. Apresentação da forma geral, em notação exponencial, de um elemento separável
do grupo U(4) (ver página 37).

iv. Formulação dos critérios para separabilidade de estados quânticos em partições e
dimensões arbitrárias (ver página 91).

v. Aplicação da noção de separabilidade de estados quânticos na busca por entrelaça-
dores universais (ver página 95).

vi. Apontamento de incorretudes na literatura acerca de estados entrelaçados e entre-
laçadores universais (ver páginas 92 e 94).

� Teleportabilidade

i. A formulação analítica que explicita o papel da base de medição na teleportação de
um estado quântico arbitrário (ver página 57).

ii. Proposição do teorema da teleportabilidade que descreve as condições, necessárias
e suficientes, sob as quais se obtém uma teleportação determinística de portas de
dois qubits (ver página 66).

iii. A caracterização e parametrização de bases de medição úteis ao protocolo de tele-
portação de portas quânticas (ver página 64).

iv. A demonstração da teleportação de portas quânticas fora do grupo de Clifford (ver
página 73).

v. A elucidação do papel do estado recurso no protocolo de teleportação de portas
quânticas, incluindo a definição da classe de estados úteis ao processo (ver pá-
gina 79).

� Teoria dos números
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i. A definição do estado quântico sequência e análises acerca das propriedades de seu
entrelaçamento e preparação usando o algoritmo de Grover (ver página 102).

ii. Apontadas algumas características dos estados sequências que sugerem contradi-
ções na literatura acerca da interpretação das propriedades do estado Primo (ver
página 106).

iii. Proposição de novas sequências de números inteiros inspiradas em estados quânticos
e entrelaçamento (ver página 118).

iv. A formulação do circuito quântico de Riemann, uma realidade física associada aos
zeros da função Zeta de Riemann (ver página 132).

v. Discussão sobre o entrelaçamento do estado quântico de Riemann (ver página 129).

1.4.2 Conteúdo e estrutura

Esta tese está divida em 11 capítulos, iniciando por esta introdução. No Capítulo 2
a discussão é iniciada com uma revisão do seminal trabalho de Bennett e seus colaboradores [14]
sobre a teleportação de estados quânticos arbitrários. São apresentados o circuito quântico e
uma descrição analítica de sua execução. Prosseguindo, discute-se o trabalho de Gottesman-
Chuang [1] no qual apresentam a teleportação como uma primitiva computacional e facilitadora
da construção de portas quânticas tolerante a falhas. Ainda nesta seção são apresentados: o
circuito quântico que descreve o processo, os resultados de uma simulação numérica deste
circuito e também um procedimento que pode ser utilizado para a geração de estados chaves
da teleportação.

O Capítulo 3, que fecha a parte de fundamentação conceitual desta tese iniciada
no Capítulo 2, começa por expor uma descrição da representação de qudits arbitrários. Em
seguida, é discutida a ação de portas quânticas sobre qudits, especialmente aquelas associadas
ao processo de teleportação. Apresenta-se uma descrição analítica da teleportação de portas de
dois qudits culminando em uma extensão do resultado para a teleportação de portas atuando
sobre n qudits.

O Capítulo 4 desenvolve, com o apoio da noção de formas bilineares, uma das prin-
cipais ferramentas usadas ao longo da tese, a definição das condições necessárias e suficientes
para a separabilidade de uma da matriz. Apresenta ainda, como aplicações, os critérios para
a preservação da separabilidade sob conjugação e a forma geral do grupo de Clifford.

O Capítulo 5 apresenta um desenvolvimento analítico da teleportação de estados
quânticos através do qual é possível entender os papéis de cada elemento do protocolo e, por
fim, perceber que o procedimento pode ser realizado a partir de uma base de medição arbitrária.

No Capítulo 6 tem-se o desenvolvimento da noção de teleportabilidade de portas
quânticas e bases de medição através da qual se define quais os critérios uma porta quântica
deve atender para ser considerada teleportável e quais critérios uma base de medição deve
atender para poder ser utilizada no protocolo de teleportação de portas quânticas. Também é
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discutida quando pode ser alcançada uma teleportação probabilística e a fidelidade do estado
resultante em um cenário específico de ruído.

O Capítulo 7 completa o estudo acerca do protocolo de teleportação de portas
quânticas abordando o problema sob a perspectiva do estado recurso usado. Define-se a classe
de estados capazes de gerar uma teleportação determinística, assim como o resultado do pro-
tocolo quando usado estados fora desta classe.

No Capítulo 8 é aplicada a noção de separabilidade em matrizes densidades para
encontrar critérios de separabilidade para estados puros. Posteriormente essa abordagem é
aplicada na busca por portas quânticas que sejam boas candidatas a serem entrelaçadores
universais, portas capazes de gerar entrelaçamento entre estados separáveis arbitrários.

O Capítulo 9 define os chamados estados quânticos sequências, estados construídos
a partir de sequências de números inteiros, e analisa algumas propriedades do entrelaçamento
presente em tais estados. São realizadas algumas comparações com o já conhecido estado
Primo e uma discussão sobre a preparação destes estados usando o algoritmo de Grover é
apresentada. Este entendimento pode ser útil ao desenvolvimento de protocolos em dimensões
superiores e/ou testar ideias em teoria dos números.

O Capítulo 10 desenvolve a teoria do circuito quântico de Riemann, um circuito
que representa uma realidade física associada aos zeros da função Zeta de Riemann. Ainda, é
descrita uma aplicação do referido circuito e realizada uma análise do entrelaçamento presente
no estado de Riemann.

Encerrando este trabalho, tem-se no Capítulo 11 a apresentação das conclusões e
perspectivas de trabalhos futuros. Ainda, como complemento, esta tese traz no Apêndice A a
descrição dos critérios de separabilidade de estados quânticos para vários casos particulares.
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Capítulo 2

Teleportação de estados e portas
quânticas de dois qubits

Resumo

Neste capítulo serão revisados os conceitos fundamentais do processo de te-
leportação de estados quânticos arbitrários e apontado alguns dos pontos que fazem a tele-
portação assumir uma posição destacada na teoria da informação quântica. Esta discussão
fornecerá parte da fundamentação necessária ao entendimento dos resultados apresentados
nos próximos capítulos.

2.1 Introdução

Desde que foi proposta em [14], a teleportação tem sido alvo de intensa pesquisa,
em parte por que ela talvez seja uma das mais intrigantes aplicações das correlações não
clássicas apontadas por Einstein em seu famoso artigo [15] no qual contesta a completude da
mecânica quântica no papel de descrever a realidade física da natureza.

Em linhas gerais, a teleportação quântica é o processo através do qual se pode
realizar a transferência de um estado quântico arbitrário |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 de uma parte
a outra sem que haja um portador do estado quântico. Além da proposta original, muitos
outros trabalhos buscaram fornecer explicações adicionais sobre o fenômeno, tais como [16]
e [17]. Várias realizações experimentais da teleportação já foram apresentadas à comunidade
científica, incluindo o uso de fótons [31], ressonância magnética nuclear [32], e íons de cálcio
presos em armadilhas [33].

Por mais interessante que algo pareça ser, na tecnologia sabe-se que sua relevância
reside essencialmente na sua aplicabilidade. Neste quesito, a teleportação não deixa a desejar,
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justificando o motivo pelo qual ela assume um papel de destaque na teoria da informação
quântica. Dentre essa aplicações destacam-se as seguintes áreas:

� Criptografia quântica: [34–36]

� Comunicação e computação: [37–40]

� Construção de portas quânticas: [1, 41]

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 2.2 traz
uma revisão do seminal trabalho de Bennett e seus colaboradores [14] sobre a teleportação de
estados quânticos arbitrários. São apresentados o circuito quântico e uma descrição analítica de
sua execução. Prosseguindo, a Seção 2.3 discute o trabalho de Gottesman e Chuang [1] no qual
apresentam a teleportação como uma primitiva computacional e facilitadora da construção de
portas quânticas tolerante a falhas. Ainda nesta seção, são apresentados o circuito quântico
que descreve o processo, os resultados de uma simulação numérica deste circuito e também um
procedimento que pode ser utilizado para a geração de estados chaves da teleportação. Por
fim a Seção 2.4 apresenta as conclusões.

2.2 Teleportação de estados quânticos

O teleporte quântico é tradicionalmente explicado na literatura através de uma
atividade a ser realizada entre duas partes cooperantes, normalmente intituladas Alice e Bob. O
ponto central está na possibilidade de Alice enviar um estado quântico arbitrário, desconhecido
mesmo para ela, a Bob sem que no entanto haja um portador físico entre eles. O estado recebido
por Bob deve ser absolutamente idêntico ao enviado por Alice.

Sabendo que um estado quântico arbitrário de um sistema físico de dois níveis
pode ser representado por |ψ〉 = α |0〉+β |1〉, em que α e β são as amplitudes de probabilidade
do estado, alguém pode pensar na possibilidade de transmissão clássica dos valores de α e β.
Logo essa tentativa será abandonada por dois detalhes, primeiro a teleportação requer uma
transferência perfeita, segundo os parâmetros α e β são números complexos que variam em um
contínuo, apenas obedecendo a relação |α|2 + |β|2 = 1. Desta maneira, transmitir os valores de
α e β pode vir a requerer que uma quantidade infinita de informação seja enviada [42]. Para
complicar ainda mais o cenário, quando não é Alice que gera |ψ〉 as leis da mecânica quântica
impedem que ela consiga conhecer com exatidão os valores de α e β uma vez que ela dispõe
de apenas uma cópia de |ψ〉.

Como pré-requisito fundamental para a realização da teleportação Alice e Bob
devem compartilhar um par EPR e dispor de um canal clássico para troca de informação, pois,
como será visto adiante, Alice necessitará enviar a Bob dois bits de informação. Na sequência
será apresentada a descrição matemática do protocolo de teleportação.
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2.2.1 Descrição matemática

A Figura 2.1 [42] mostra o circuito responsável por implementar o protocolo de
teleportação. Os dois qubits superiores pertencem à Alice e o qubit inferior pertence a Bob.
A caixa tracejada representa a geração do par EPR compartilhada por Alice e Bob, enquanto
a caixa pontilhada representa a preparação para uma medição na base de Bell. Por fim o
resultado da medição dos dois qubits superiores são tomados como controle das operações X
e Z aplicadas ao qubit de Bob.

Figura 2.1: Circuito quântico que representa teleportação de um estado quântico arbitrário.
Os dois primeiros qubits pertencem a Alice e o terceiro pertence a Bob.

|ψ〉 • H •

|0〉 H • •

|0〉 X Z |ψ〉

O estado inicial do circuito é composto pelo estado quântico a ser teleportado |ψ〉
e o par EPR

|B00〉 = |00〉+ |11〉√
2

(2.1)

compartilhado entre Alice e Bob, tal qual mostrado na equação Equação (2.4).

|φ0〉123 = |ψ〉 |B00〉 (2.2)

|φ0〉123 = (α |0〉+ β |1〉)
( |00〉+ |11〉√

2

)
(2.3)

|φ0〉123 = α |000〉+ α |011〉+ β |100〉+ β |111〉√
2

. (2.4)

Dando sequência ao processamento do circuito tem-se o início da medição na base
de Bell, representado pela porta CNOT aplicada aos dois qubits de Alice, representado pelos
índices 1 e 2. O alvo da CNOT é a parte de Alice no par EPR enquanto o controle é o qubit
a ser teleportado. O resultado dessa etapa é apresentado na Equação (2.5).

|φ1〉123 = α |000〉+ α |011〉+ β |110〉+ β |101〉√
2

. (2.5)

A finalização do processo de medição na base de Bell é realizada pela aplicação da
porta H no qubit alvo da teleportação, cujo resultado é expresso pela Equação (2.6).

|φ2〉123 = α |000〉+ α |100〉+ α |011〉+ α |111〉+ β |010〉 − β |110〉+ β |001〉 − β |101〉
2 . (2.6)
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Reagrupando os termos da Equação (2.6) de tal forma a colocar em evidência os
possíveis valores clássicos resultantes da medição, obtém-se o formato apresentado na Equa-
ção (2.7).

|φ2〉123 = |00〉 (α |0〉+ β |1〉) + |01〉 (α |1〉+ β |0〉) + |10〉 (α |0〉 − β |1〉) + |11〉 (α |1〉 − β |0〉)
2 .

(2.7)
Analisando os resultados até esse ponto, tem-se na Tabela 2.11, adaptada de [42],

uma descrição do que ainda é necessário ser feito para completar o processo.

Tabela 2.1: Tabela de possíveis resultados da medição na base de Bell durante o processo de
teleportação de um estado quântico arbitrário.

Medição Estado resultante Correção
00 α |0〉+ β |1〉 I
01 α |1〉+ β |0〉 X
10 α |0〉 − β |1〉 Z
11 α |1〉 − β |0〉 ZX

Caso Alice resolvesse não mandar os bits clássicos oriundos da medição por ela
realizada seria impossível completar a teleportação com sucesso uma vez que independente-
mente do estado a ser teleportado, a medição na base de Bell sempre apresentará resultados
equiprováveis, portanto, mesmo que Alice dispusesse de várias cópias de |ψ〉 para repetir o
processo Bob nunca conseguiria inferi-lo com certeza para o caso geral.

Essa característica garante que a teleportação não represente um paradoxo no que
diz respeito à transmissão de informação acima da velocidade da luz. Como é requerida a
transmissão de informação clássica, a velocidade com a qual a teleportação se realiza fica
limitada à velocidade com a qual é transmitida a informação clássica participante do processo.
Também se deve observar que o estado |ψ〉 originalmente utilizado por Alice é destruído2 pelo
processo de medição para posteriormente ser reconstruído por Bob usando sua partícula do
par EPR, isso assegura que a teleportação não viole o teorema da não clonagem [42].

Seguindo então o protocolo, Alice envia para Bob os dois bits clássicos obtidos
com a medição dos dois primeiros qubits (a forma como essa informação é representada e en-
viada é completamente irrelevante para o processo). Bob, de posse de tal informação, deve
agora executar uma dentre quatro possíveis operações de correção, alcançando assim em to-

1Na notação de circuito vê-se a porta X sendo aplicada antes da porta Z, o que na representação usual da
multiplicação de matrizes é descrita como ZX.

2Bennett e seus colaborados em seu trabalho original [14] apresentam a teleportação como um procedimento
no qual um estado quântico pode ser dividido em duas partes, uma inteiramente clássica e outra inteiramente
não clássica. Durante essa descrição eles utilizam os termos disassemble e reconstruct.



2.3. TELEPORTAÇÃO DE PORTAS QUÂNTICAS SOBRE QUBITS 13

das as hipóteses a reconstrução do estado originalmente teleportado conforme mostrado pela
Tabela 2.1.

Usando a discussão apresentada anteriormente tem-se que todas as propriedades
associadas à partícula alvo da teleportação sobre o domínio de Alice são integralmente transmi-
tidas à partícula integrante do par EPR que se encontra na posse de Bob. Nenhum mecanismo
será capaz de identificar que a partícula de Bob foi alvo de uma teleportação, ela apresentará
a mesma estatística de medidas e as mesmas correlações que a original, ou seja, caso a original
se encontrasse entrelaçada com outros sistemas físicos a resultante da teleportação também
estará de forma idêntica.

2.3 Teleportação de portas quânticas sobre qubits

No ano de 1999 Gottesman e Chuang apresentaram um importante trabalho [1] no
qual apontavam duas interessantes aplicações para a teleportação: sua contribuição na constru-
ção de portas quânticas tolerantes a falhas e sua utilização como uma primitiva computacional.
A implementação de computadores quânticos tem como uma das barreiras fundamentais as im-
perfeições das diversas propostas de realizações práticas [43], portanto técnicas e protocolos
no sentido da implementação de operações tolerantes a falhas será fundamental, e muito tem
sido feito nesse sentido [44–46]. Na outra direção, a de maior interesse para este trabalho, eles
mostram que um computador quântico pode ser construído usando apenas operações quânticas
sobre um qubit, medidas na base de Bell e estados GHZ [47]. No centro da proposição feita
por eles está a medição sobre estados entrelaçados. Sabe-se que a medição pode ser consi-
derada uma interface entre os mundos quântico e clássico, sendo considerada uma operação
irreversível uma vez que destrói a informação quântica substituindo-a por informação clássica.
Contudo eles argumentam que, encarando o processo sob o ponto de vista lógico, essa destrui-
ção não necessariamente ocorre em alguns casos, como principal exemplo disso citam a própria
teleportação.

Nas seções seguintes será revisitado o procedimento utilizado por Gottesman e
Chuang para fornecer uma espécie de generalização do processo de teleportação no qual o
objetivo não é mais reconstruir no destino o estado inicial, mas sim o correspondente à ação
de uma dada porta quântica atuando sobre este estado.

2.3.1 Teleportação da porta CNOT

O processo é exemplificado através da teleportação da porta CNOT , cujo circuito
quântico correspondente é mostrado na Figura 2.2, sendo |out〉 = CNOT |β〉 |α〉 e porta B
representa uma medição na base de Bell cujo circuito pode ser visto na Figura 2.3. Uma análise
cuidadosa do processo mostrará que se trata de uma idéia simples e similar à teleportação
original, contudo traz consequências úteis e interessantes.



2.3. TELEPORTAÇÃO DE PORTAS QUÂNTICAS SOBRE QUBITS 14

Figura 2.2: Circuito quântico para teleportar a porta CNOT tal qual originalmente proposto
em [1].

Figura 2.3: Circuito quântico que representa uma medição na base de Bell para dois qubits.

• H

O estado |χ〉 que aparece no circuito é considerado o recurso físico que habilita
o processo de teleportação da porta CNOT , ele é representado pela Equação (2.8) e dois
circuitos quânticos para gerá-lo são apresentados na Figura 2.4, em que |ψ〉 = (|00〉+ |11〉)/

√
2

e |γ〉 = (|000〉 + |111〉)/
√

2. O lado esquerdo da imagem apresenta a criação de |χ〉 a partir
de dois pares EPR, enquanto do lado direito tem-se a criação a partir de dois estados GHZ de
três partículas.

|χ〉 = (|00〉+ |11〉) |00〉+ (|01〉+ |10〉) |11〉
2 . (2.8)

Um ponto essencial da proposta é perceber que uma conjugação por CNOT pre-
serva o grupo de Pauli, ou seja, algumas operações de Pauli sobre um qubit ocorridas antes de
uma CNOT será igual à outras operações de Pauli após uma CNOT . Ao conjunto de portas
que apresentam essa propriedade dá-se o nome de grupo de Clifford [48], para qualquer uma
dessas portas o procedimento aqui descrito será completado com sucesso. O grupo de Clifford
C2 operando sobre 2 qubits é dado por:

P1 = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY ± Z,±iZ} , (2.9)

P2 = P⊗2
1 , (2.10)

C2 =
{
U ∈ U(4) | σ ∈ P2 ⇒ UσU † ∈ P2

}
. (2.11)
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Figura 2.4: Duas opções de circuitos quânticos para a criação do estado |χ〉, Equação (2.8),
tal qual originalmente proposto em [1].

Um exemplo da preservação do grupo de Pauli pela CNOT é

CNOT (I ⊗ Z)CNOT † = (Z ⊗ Z). (2.12)

Mesmo já mencionada a questão de que o procedimento será completado com
sucesso para toda porta pertencente ao grupo de Clifford, Gottesman e Chuang indicam que
a teleportação da CNOT põe a teleportação como uma primitiva computacional, visto que
a CNOT mais portas de um qubit formam um conjunto universal [49]. A despeito de tudo
já colocado até então neste capítulo a mais relevante contribuição do trabalho deles está na
possibilidade de se realizar computação quântica usando apenas portas de um qubit, medidas
na base de Bell e estados GHZ3.

A fim de checar a proposta de Gottesman-Chuang foi realizada uma execução do
circuito quântico apresentado na Figura 2.2. A Tabela 2.2 apresenta os resultados. Nela é
possível ver o estado final do sistema associado a cada possibilidade de medição clássica e a
correção associada. Para o estado geral de dois qubits |ψ〉 = v0 |00〉+ v1 |01〉+ v2 |10〉+ v3 |11〉
tem-se que CNOT⊥ |ψ〉 = v0 |00〉+ v3 |01〉+ v2 |10〉+ v1 |11〉4, justo o estado final associado ao
resultado 0000 da medição.

Tabela 2.2: Estado resultante da teleportação da porta CNOT operando sobre um estado
arbitrário de dois qubits em conjunto com a correção para cada medição clássica.

Medição Resultado Correção
0000 v0 |00〉+ v3 |01〉+ v2 |10〉+ v1 |11〉 (I ⊗ I)

Continua na próxima página...

3Uma importante questão apontada pelo trabalho é a possibilidade de realizar a CNOT apenas com portas
de um qubit, desde que se disponha de estados GHZ.

4Na notação utilizada CNOT⊥ representa uma CNOT tradicional mas agindo no primeiro qubit e sendo
controlada pelo segundo.
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Tabela 2.2 – continuação da página anterior.
Medição Resultado Correção
0001 v0 |00〉 − v3 |01〉+ v2 |10〉 − v1 |11〉 (I ⊗ Z)
0010 v1 |00〉+ v2 |01〉+ v3 |10〉+ v0 |11〉 (X ⊗X)
0011 −v1 |00〉+ v2 |01〉 − v3 |10〉+ v0 |11〉 (I ⊗ Z)(X ⊗X)
0100 v2 |00〉+ v1 |01〉+ v0 |10〉+ v3 |11〉 (X ⊗ I)
0101 v2 |00〉 − v1 |01〉+ v0 |10〉 − v3 |11〉 (X ⊗ Z)
0110 v3 |00〉+ v0 |01〉+ v1 |10〉+ v2 |11〉 (I ⊗X)
0111 −v3 |00〉+ v0 |01〉 − v1 |10〉+ v2 |11〉 (I ⊗ ZX)
1000 v0 |00〉 − v3 |01〉 − v2 |10〉+ v1 |11〉 (Z ⊗ Z)
1001 v0 |00〉+ v3 |01〉 − v2 |10〉 − v1 |11〉 (Z ⊗ I)
1010 v1 |00〉 − v2 |01〉 − v3 |10〉+ v0 |11〉 (Z ⊗ Z)(X ⊗X)
1011 −v1 |00〉 − v2 |01〉+ v3 |10〉+ v0 |11〉 (Z ⊗ I)(X ⊗X)
1100 −v2 |00〉+ v1 |01〉+ v0 |10〉 − v3 |11〉 (Z ⊗ Z)(X ⊗ I)
1101 −v2 |00〉 − v1 |01〉+ v0 |10〉+ v3 |11〉 (ZX ⊗ I)
1110 −v3 |00〉+ v0 |01〉+ v1 |10〉 − v2 |11〉 (Z ⊗ Z)(I ⊗X)
1111 v3 |00〉+ v0 |01〉 − v1 |10〉 − v2 |11〉 (Z ⊗X)

2.3.2 Geração do estado chave da teleportação para outras portas ∈ C2

É possível estabelecer o procedimento básico para a geração de estados chaves que
servem como recurso no processo de teleportação de outras portas quânticas ∈ C2. Basta
para tanto colocar a porta de dois qubits desejada para atuar nos qubits centrais de dois pares
EPR, tal qual mostrado pela Figura 2.5. A Tabela 2.3 exibe alguns exemplos de estados chaves
associados à porta cuja a ação eles são capazes de teleportar. É omitido na referida tabela o
fator 1/2 na coluna que apresenta o estado chave, além disso as portas CNOT e SWAP serão
representadas, respectivamente, pelos símbolos CN e SW . Ainda, CNOT⊥ representará uma
CNOT controlada pelo segundo qubit.

Figura 2.5: Circuito quântico para a criação de estado chave utilizada no processo de telepor-
tação de uma dada porta U.
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Tabela 2.3: Tabela exemplificando estados chaves de teleportação, bem como suas respectivas
portas teleportadas.

Estado chave Porta
|0000〉+ |0011〉+ |1101〉+ |1110〉 CN
|0000〉+ |0111〉+ |1010〉+ |1101〉 SWCN
|0000〉+ |0111〉+ |1011〉+ |1100〉 C⊥N
|0001〉+ |0010〉+ |1100〉+ |1111〉 (X ⊗ I)CN (X ⊗ I)
|0001〉+ |1010〉+ |0100〉+ |1111〉 SW (I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0001〉+ |0110〉+ |1010〉+ |1101〉 (X ⊗X)(I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0001〉+ |0110〉+ |1011〉+ |1100〉 (X ⊗X)(I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0001〉+ |1011〉+ |0110〉+ |1100〉 (X ⊗X)SW (I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0011〉+ |0100〉+ |1000〉+ |1111〉 (I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0011〉+ |0100〉+ |1001〉+ |1110〉 (X ⊗X)SWCN
|0011〉+ |0100〉+ |1110〉+ |1001〉 (X ⊗X)SWCN
|0011〉+ |0110〉+ |1000〉+ |1101〉 (X ⊗X)SW (I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0011〉+ |1101〉+ |0110〉+ |1000〉 (X ⊗X)SW (I ⊗X)C⊥N (I ⊗X)
|0111〉+ |1001〉+ |0010〉+ |1100〉 (X ⊗X)SWC⊥N
|0111〉+ |1001〉+ |1010〉+ |0100〉 (X ⊗X)CN

2.4 Conclusão

Neste capítulo foi realizada uma revisão do protocolo de teleportação de estados
arbitrários proposto por Bennett e seus colaboradores. Na sequência foi apresentada uma dis-
cussão sobre a proposta de Gottesman-Chuang na qual apresentam a teleportação como um
facilitador na construção de portas tolerantes a falha e também como uma primitiva compu-
tacional. Foi apresentada uma execução do procedimento na qual se pode observar o estado
resultante associado a cada possível valor clássico medido para o caso da teleportação da porta
CNOT . Por fim descreveu-se a maneira de gerar estados chaves para a teleportação de portas
quânticas dentro do grupo de Clifford.





Capítulo 3

Teleportação de portas quânticas
atuando em n qudits

Resumo

Este capítulo apresenta uma descrição analítica que generaliza os resultados
apresentados por Gottesman e Chuang para a obtenção da teleportação de portas quânticas
de n qudits em dimensões arbitrárias. Com isso, fecha-se a parte de fundamentação deste
trabalho.

3.1 Introdução

Conforme descrito no Capítulo 2, o trabalho proposto por Gottesman e Chuang [1]
teve uma importância fundamental na teoria da informação quântica, tanto pela perspectiva
de apresentar a teleportação como uma primitiva computacional quanto pela facilitação na
construção de portas quânticas tolerantes a falhas. O trabalho original versa apenas sobre
portas de dois qubits. A discussão a seguir faz uma generalização deste resultado para um
espaço d-dimensional, ou seja operando sobre qudits de dimensão arbitrária. Após alcançado
um resultado analítico descrevendo a teleportação de portas de dois qudits será feita uma
consideração sobre quais portas quânticas podem ser utilizadas com sucesso no processo de
teleportação. O objetivo é apresentar condições mais gerais que a proposta no trabalho original,
onde a porta quântica deve pertencer ao grupo de Clifford [48].

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A discussão é iniciada
na Seção 3.2 com uma revisão da representação de qudits. A Seção 3.3 discute a ação de
portas quânticas sobre qudits, especialmente aquelas associadas ao processo de teleportação.
A Seção 3.4 apresenta uma descrição analítica da generalização da teleportação de portas de 2

19
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qudits. A Seção 3.5 mostra uma extensão do resultado para a teleportação de portas atuando
sobre n qudits. Por fim, a Seção 3.6 apresenta as conclusões.

3.2 Representação de qudits

Como descrito anteriormente na Seção 2.2, um qubit é um estado quântico em um
espaço de Hilbert de dimensão 2, portanto deve-se entendê-lo como uma combinação linear dos
vetores da base canônica B = {|0〉 , |1〉} do referido espaço. Generalizando essa representação
temos que um qudit é um estado quântico em um espaço de Hilbert d-dimensional. Neste caso
a base1 canônica é definida como

dB = {|0〉 , |1〉 , . . . , |d− 1〉} . (3.1)

Dessa forma, um estado quântico arbitrário em um espaço d-dimensional pode ser
descrito como

|dΨ〉 =
d−1∑
i=0

αi |i〉, (3.2)

sendo |α0|2 + |α1|2 + · · ·+ |αd−1|2 = 1.

3.3 Portas quânticas sobre qudits

Uma vez descrita a representação de qudits, o próximo passo é mostrar a ação
de portas quânticas sobre eles. Em essência serão estudadas apenas as portas integrantes do
processo de teleportação, são elas:

� dX, dZ: As portas amplamente conhecidas que, aliada à porta dY , compõem o grupo de
Pauli2.

� dF : A porta que representa a transformada de Fourier quântica e desempenha para o
caso geral o papel que a Hadamard desempenha no caso bidimensional.

� dGXOR: A porta que generaliza para o caso d-dimensional o papel da CNOT no caso
bidimensional.

Existem algumas formas de chegar a esses resultados, como pode ser conferido
em [50], mas ao longo deste trabalho, salvo quando mencionado o contrário, será utilizada a
abordagem apresentada em [51].

1Na notação utilizada o sobrescrito a esquerda representa a dimensão de um estado ou porta quântica.
2Alguns autores também incluem a porta dI.
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3.3.1 A ação da porta dX

A porta dX operando sobre qubits (d = 2) pode ser descrita como uma operação
de soma módulo 2. Neste caso, pelo seu papel em inverter o bit de entrada ela é também
conhecida como bit-flip. No entanto, para o caso d-dimensional esse papel não se mantém. A
expressão

dX |k〉 = |(k + 1) mod d〉 (3.3)

mostra que a ação, na base computacional, é levar o estado de entrada ao estado da base
imediatamente à sua direita ou retornar ao início, caso o estado de entrada seja o último da
base. Esse comportamento mostra que o bit-flip observado na dimensão 2 é um caso específico
de um comportamento mais geral denominado de right shift bit. Para a dimensão 4, por
exemplo, a ação de 4X nos estados da base computacional é dada por:

4X |0〉 = |1〉 , (3.4)

4X |1〉 = |2〉 , (3.5)

4X |2〉 = |3〉 , (3.6)

4X |3〉 = |0〉 . (3.7)

A representação matricial da porta dX é dada pela equação

amn =
{

1 se m = (n+ 1) mod d
0 caso contrário

. (3.8)

Para as dimensões 2, 3 e 4 este procedimento dá origem às matrizes

2X =
[

0 1
1 0

]
, 3X =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , 4X =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 . (3.9)

3.3.2 A ação da porta dZ

A ação da porta dZ para o caso bidimensional é também conhecida como phase-flip
pelo seu papel em “inverter” a fase do qubit de entrada. A expressão que representa a ação da
porta dZ em um estado da base canônica é

dZ |k〉 =
(
e(2πi/d)

)k
|k〉 . (3.10)
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Para o caso de d = 4 tem-se:

4Z |0〉 =
(
e2πi/4

)0
|0〉 = |0〉 , (3.11)

4Z |1〉 =
(
e2πi/4

)1
|1〉 = i |1〉 , (3.12)

4Z |2〉 =
(
e2πi/4

)2
|2〉 = − |2〉 , (3.13)

4Z |3〉 =
(
e2πi/4

)3
|3〉 = −i |3〉 . (3.14)

A representação matricial da porta dZ é dada pela expressão

amn =
{
e(2πi/d)m−1 se m = n

0 se m 6= n
. (3.15)

Para as dimensões 2, 3 e 4 este procedimento origina as matrizes

2Z =
[

1 0
0 −1

]
, 3Z =

 1 0 0
0 (
√

3i− 1)/2 0
0 0 −(

√
3i+ 1)/2

 , 4Z =


1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −i

 . (3.16)

3.3.3 A ação da porta Hadamard generalizada – dF

Em d = 2 a porta Hadamard é um caso particular da transformada de Fourier
discreta sobre um qubit. Para lidar com espaços de dimensão arbitrária ter-se-á que utilizar a
versão genuína, daqui por diante denotada por dF . A ação de dF na base computacional é

dF |k〉 = 1√
d

d−1∑
l=0

e(2πikl/d) |l〉. (3.17)

Uma forma alternativa de expressar a Equação (3.17) e que será útil mais adiante
faz uso da Equação (3.10) e é dada por

dF |k〉 = 1√
d

d−1∑
l=0

(dZ)k |l〉. (3.18)

Para d = 4 tem-se:

4F |0〉 = [|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉] /2, (3.19)

4F |1〉 = [|0〉+ i |1〉 − |2〉 − i |3〉] /2, (3.20)

4F |2〉 = [|0〉 − |1〉+ |2〉 − |3〉] /2, (3.21)
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4F |3〉 = [|0〉 − i |1〉 − |2〉+ i |3〉] /2. (3.22)

A representação matricial da porta dF é descrita pela expressão

amn = e(2πi/d)mn/
√
d. (3.23)

Ao seguir-se esse procedimento para as dimensões 2, 3 e 4 obtêm-se as matrizes

2F = 1√
2

[
1 1
1 −1

]
, 3F = 1√

3


1 1 1
1 (

√
3i− 1)/2 −(

√
3i+ 1)/2

1 −(
√

3i+ 1)/2 (
√

3i− 1)/2

 , (3.24)

4F = 1
2


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 . (3.25)

3.3.4 A ação da porta dGXOR

Por fim será descrita a porta dGXOR, cuja ação sobre qubits sabe-se ser equiva-
lente à conhecida CNOT e dada por CNOT |k, l〉 = |k, (k + l) mod 2〉, portanto tem-se que
2GXOR = CNOT . Intuitivamente, espera-se que a ação da porta dGXOR esteja relacionada à
ação da porta dX e, de fato, isso é observado em algumas generalizações presentes na literatura,
como por exemplo a descrição apresentada em [51]. Contudo, pela constatação de maior ade-
rência à abordagem analítica e resultados obtidos pelas simulações realizadas, optou-se nesse
trabalho por utilizar a definição fornecida em [52], cuja ação é expressa pela equação

dGXOR |k, l〉 = |k, (k − l) mod d〉 ≡ |k, k 	 l〉 . (3.26)

Ao revisitar-se algumas das propriedades dessa definição tem-se3,4:

i. Ela é unitária, portanto reversível.

ii. Ela é Hermitiana.

iii. k 	 l ≡ 0 (mod d) se, e somente se, k = l.

iv. Para o caso especial de qubits ela resume-se a ação padrão da CNOT , visto que k 	 l ≡
k ⊕ l (mod 2).

3Em que 	 representa a subtração módulo d, portanto a	 b equivale à (a− b) mod d.
4Em que ⊕ representa a adição módulo d, portanto a⊕ b equivale à (a+ b) mod d.
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Além das propriedades apontadas em [52], nota-se que essa definição permite obter
a porta dCZ

5 através de uma conhecida relação para o caso especial de qubits, mostrada na
Equação (3.27)

2CZ = (2I ⊗ 2H) 2CNOT (2I ⊗ 2H) . (3.27)

A forma generalizada da Equação (3.27) é mostrada na Equação (3.28) e não pode
ser obtida diretamente usando-se a definição dada em [51].

dCZ = (dI ⊗ dF ) dGXOR (dI ⊗ dF ) . (3.28)

Tem-se ainda que uma execução da teleportação de portas de dois qudits usando a
definição em [51] não resulta em um estado que não requer correção para o valor clássico 0000
decorrente da medição. A ação da porta dGXOR na base computacional para o caso d = 4 é
dada por6:

4GXOR |00〉 = |00〉 , 4GXOR |20〉 = |22〉 , (3.29)

4GXOR |01〉 = |03〉 , 4GXOR |21〉 = |21〉 , (3.30)

4GXOR |02〉 = |02〉 , 4GXOR |22〉 = |20〉 , (3.31)

4GXOR |03〉 = |01〉 , 4GXOR |23〉 = |23〉 , (3.32)

4GXOR |10〉 = |11〉 , 4GXOR |30〉 = |33〉 , (3.33)

4GXOR |11〉 = |10〉 , 4GXOR |31〉 = |32〉 , (3.34)

4GXOR |12〉 = |13〉 , 4GXOR |32〉 = |31〉 , (3.35)

4GXOR |13〉 = |12〉 , 4GXOR |33〉 = |30〉 . (3.36)

A representação matricial da porta dGXOR é obtida através da equação

amn =
{

1 se m = [dx+ (x− y) mod d] + 1 ∀ n ∈ [1, d2]
0 caso contrário

, (3.37)

em que

x = (n− 1) div d; y = (n− 1) mod d. (3.38)

5A porta Z controlada.
6Nota-se que para o caso d-dimensional perde-se a noção intuitiva de que uma porta controlada pelo qudit

zero não altera o qudit alvo.
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Para d = 4 este procedimento dá origem à matriz

4GXOR =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0



. (3.39)

3.3.5 Portas controladas

A ação de portas controladas sobre qubits é elementar. Como o controle apenas
pode assumir os valores 0 e 1 tem-se que porta CW corresponde a aplicação da porta W ao
qubit alvo apenas quando o qubit de controle contém o valor 1. Para o caso de qudits a situação
é menos trivial7, a expressão que representa uma ação controlada sobre qudits é

dCW |kl〉 = |k〉 (dW )k |l〉 . (3.40)

Por fim, uma observação importante sobre todas as portas quânticas descritas até
aqui é que com exceção da dGXOR elas não são Hermitianas. Para o caso bidimensional sabe-se
que as portas pertencentes ao grupo de Pauli – e muitas outras – são Hermitianas, portanto
atendem a relação (2U)2 = 2I. Contudo, para o caso d-dimensional a situação é diferente,
tem-se agora uma relação mais ampla descrita pela equação

(dU)d = dI (3.41)

em que mesmo portas não Hermitianas podem atendê-la, tais como:

(dX)d = dI (3.42)

(dZ)d = dI (3.43)
7Diferente do caso particular de qubits uma operação controlada por um qudit com valor zero pode afetar

o estado resultante.
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3.4 Descrição analítica

Usando as definições apresentadas nas seções anteriores, pode-se generalizar o pro-
cesso de teleportação para portas quânticas de dois qudits. O circuito representando tal pro-
cesso pode ser visto na Figura 3.1, em que ρA = TrB |ψAB〉 〈ψAB| e ρB = TrA |ψAB〉 〈ψAB|.

Figura 3.1: Circuito que representa teleportação de uma porta quântica operando sobre estados
arbitrários de dois qudits.

ρA

dGXOR
dF •

|0〉 dF
dGXOR

•

|0〉
dUT dUCORR dUT |ψAB〉

|0〉 dF

dGXOR
|0〉 ×

dGXOR

× •

ρB × × dF •

Embora a descrição analítica iniciada a seguir assuma como entrada pares de Bell
generalizados já formados, julgou-se interessante exibir a forma de gerá-los para uma dimensão
arbitrária. O subcircuito responsável por isto está contido na área tracejada. A porta de dois
qudits que será teleportada é representada por dUT .

As áreas pontilhadas, adiante denotadas por dUM , representam uma preparação
para as medidas na base de Bell generalizada que serão realizadas conjuntamente sobre um
qudit integrante de um par maximamente entrelaçado e um qudit alvo da teleportação. No
final, dUCORR representa o conjunto de portas de 1 qudit classicamente controláveis responsável
por corrigir o estado final.

O processo de teleportação requer a utilização de pares de Bell generalizados, cuja
representação d-dimensional é expressa por

dGXOR(dF ⊗ dI) |0, 0〉 =
d−1∑
n=0

1√
d
|n, n〉. (3.44)

Desta maneira, o estado inicial do circuito é dado pelo produto tensorial entre um estado
arbitrário de dois qudits e dois pares de Bell generalizados:

|ψ0〉 =
d−1∑
k,l=0

αkl |k, l〉 ⊗
d−1∑
n=0

1√
d
|n, n〉 ⊗

d−1∑
m=0

1√
d
|m,m〉. (3.45)

Deve ser observado que, por questões de clareza na manipulação das equações, |ψ0〉 foi montado
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com uma ordem diferente da exibida graficamente pelo circuito da Figura 3.1. Portanto, a
disposição inicial |ψ0〉ABCDEF é tal que os qudits AB são aqueles cuja porta a ser teleportada
atuará e os qudits CD e EF representam os pares de Bell generalizados.

Com o objetivo de preparar o estado para uma medição na base de Bell genera-
lizada é aplicada a porta dUM = (dF ⊗ dI) dGXOR. O estado inicial é então posto na forma
|ψ1〉ACBEDF no qual cada qudit a ser teleportado está associado a um qudit integrante de um
dos pares de Bell, conforme pode ser visto na Equação (3.46)

|ψ1〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkl |k, n〉 ⊗ |l,m〉 ⊗ |n,m〉. (3.46)

Agora, seguindo a ordem descrita pelo circuito, tem-se a aplicação da porta dUT

aos dois qudits integrantes dos pares de Bell que não serão medidos. Isso levará o estado |ψ1〉
ao estado exposto na Equação (3.47)

|ψ2〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkl |k, n〉 ⊗ |lm〉 ⊗ dUT |nm〉. (3.47)

Na sequência tem-se a aplicação de dUM aos dois pares de qudits que serão medidos, resultando
em

|ψ3〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkldUM |k, n〉 dUM |l,m〉 dUT |n,m〉. (3.48)

Expandindo a aplicação de dUM na Equação (3.48) resulta na aplicação da porta
dGXOR nos pares8 AC e BE, seguida da aplicação da porta dF aos primeiros qudits dos pares
– índices A e B – o que resultará em

|ψ4〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkl (dF ⊗ dI) dGXOR |k, n〉 (dF ⊗ dI) dGXOR |l,m〉 dUT |n,m〉. (3.49)

Agora usando a Equação (3.26) na Equação (3.49) ter-se-á

|ψ5〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkl (dF ⊗ dI) |k, k 	 n〉 (dF ⊗ dI) |l, l 	m〉 dUT |n,m〉. (3.50)

8Nesse contexto não se trata de um par de Bell, mas um par formado por uma das partículas a ser teleportada
mais uma partícula integrante de um par de Bell.
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Desenvolvendo a operação da transformada de Fourier tem-se

|ψ6〉 = 1
d

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

αkl

d−1∑
x=0

1√
d
e(2πikx/d) |x〉 |k 	 n〉

d−1∑
y=0

1√
d
e(2πily/d) |y〉 |l 	m〉 dUT |n,m〉.

(3.51)

Agrupando os elementos da Equação (3.51) afins chega-se à

|ψ6〉 = 1
d2

d−1∑
k,l=0

d−1∑
n,m=0

d−1∑
x,y=0

αkle
(2πikx/d)e(2πily/d) |x〉 |k 	 n〉 |y〉 |l 	m〉 dUT |n,m〉, (3.52)

cuja matriz densidade [53,54] ρ = |ψ6〉 〈ψ6| é dada por

ρ = 1
d4

d−1∑
k,l,k′,l′=0

d−1∑
n,m,n′,m′=0

d−1∑
x,y,x′,y′=0

αklα
∗
k′l′e

(2πikx/d)e(2πily/d)

|x〉
〈
x′
∣∣⊗ |k 	 n〉 〈k′ 	 n′∣∣⊗ |y〉 〈y′∣∣⊗ |l 	m〉 〈l′ 	m′∣∣
e(−2πik′x′/d)e(−2πil′y′/d) ⊗ dUT |n,m〉

〈
n′,m′

∣∣
dUT

†. (3.53)

O estado final de dois qudits independente dos resultados das medições é dado por

ρDF = TrABCE (|ψ〉 〈ψ|) , (3.54)

obtido através de um traço parcial [53,54] para remover o sistema a ser medido, resultando em

ρDF = 1
d4

d−1∑
k,l,k′,l′=0

d−1∑
n,m,n′,m′=0

d−1∑
x,y,x′,y′=0

〈
x′|x

〉 〈
y′|y

〉 〈
k′ 	 n′|k 	 n

〉
〈
l′ 	m′|l 	m

〉
dUTαkle

(2πikx/d)e(2πily/d) |n,m〉
〈
n′,m′

∣∣
α∗k′l′e

(−2πik′x′/d)e(−2πil′y′/d)
dUT

†. (3.55)

Agora, com base nas definições e propriedades da aritmética modular pode-se
provar as expressões a seguir que serão utilizadas adiante na sequência da generalização:

k ⊕ n = r ⇒ n⊕ k = r ⇒ n = r 	 k, (3.56)

k 	 n = r ⇒ r ⊕ n = k ⇒ n = k 	 r. (3.57)

Sendo os estados ortonormais tem-se 〈x|x′〉 = δx,x′ e 〈y|y′〉 = δy,y′ , portanto,
〈k′ 	 n′|k 	 n〉 = δ(k′	n′)(k	n) e 〈l′ 	m′|l 	m〉 = δ(l′	m′)(l	m). Fazendo k′ 	 n′ = k 	 n = r e
l′ 	m′ = l 	m = s, e utilizando as Equações 3.56 e 3.57 chega-se a:

n = k 	 r, n′ = k′ 	 r, (3.58)
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m = l 	 s, m′ = l′ 	 s. (3.59)

Aplicando os resultados obtidos nas Equações 3.58 e 3.59 na Equação (3.55), ou
seja, efetuando os produtos internos, chega-se ao resultado

ρDF = 1
d4

d−1∑
k,l,k′,l′=0

d−1∑
r,s=0

d−1∑
x,y=0

UTαkle
[2πi(k	r)x/d]e[2πi(l	s)y/d] |k 	 r, l 	 s〉

〈
k′ 	 r, l′ 	 s

∣∣α∗k′l′e[−2πi(k′	r)x/d]e[−2πi(l′	s)y/d]
dUT

†. (3.60)

Observando-se que

e[2πi(k	r)x/d] |k 	 r〉 ≡ (dZ)x |k 	 r〉 (3.61)

e usando este resultado na Equação (3.60) obtem-se

ρDF = 1
d4

d−1∑
k,l,k′,l′=0

d−1∑
r,s=0

d−1∑
x,y=0

UTαkl(dZx ⊗ dZ
y) |k 	 r, l 	 s〉

〈
k′ 	 r, l′ 	 s

∣∣α∗k′l′(dZx ⊗ dZ
y)†dUT †. (3.62)

Além disso

dX
q |p〉 = |p⊕ q〉 (3.63)

dX
−q |p〉 = |p	 q〉 , (3.64)

o que leva a Equação (3.62) à

ρDF = 1
d4

d−1∑
k,l,k′,l′=0

d−1∑
r,s=0

d−1∑
x,y=0

dUTαkl(dX−r ⊗ dX
−s)(dZx ⊗ dZ

y) |k, l〉

〈
k′, l′

∣∣α∗k′l′(dZx ⊗ dZ
y)†(dX−r ⊗ dX

−s)†dUT †. (3.65)

Concluindo, a Equação (3.65) pode ser reescrita como

ρDF = 1
d4

d−1∑
r,s=0

d−1∑
x,y=0

dUT (dX−r ⊗ dX
−s)(dZx ⊗ dZ

y)dUT †


dUT

d−1∑
k,l,k′,l′=0

αkl |k, l〉
〈
k′, l′

∣∣α∗k′l′dUT †


dUT (dZx ⊗ dZ
y)†(dX−r ⊗ dX

−s)†dUT †. (3.66)
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Desta forma, tem-se que o termo dentro dos colchetes na Equação (3.66) é justa-
mente a ação da porta dUT sobre um estado arbitrário de dois qudits. Deve-se notar que não
apenas é apontada a generalização da teleportação de portas de dois qudits para uma dimen-
são arbitrária como também é provida a correção necessária associada aos possíveis valores
clássicos da medição – endereçados por x, y, r e s. É possível vincular o resultado da medição
dos qudits a cada uma das variáveis da correção, conforme mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Circuito que representa a correção da teleportação de uma porta de dois qudits.

. . .
x

•

. . .
r

•

. . .

dUT (dX−r ⊗ dX
−s)(dZx ⊗ dZ

y)dUT †
. . .

. . .
s

•

. . .
y

•

Por outro lado os termos que envolvem lateralmente os colchetes indicam as cir-
cunstâncias sobre as quais a teleportação será executada com sucesso. A teleportação ocorrerá
com sucesso sempre que

dUT (dX−r ⊗ dX
−s)(dZx ⊗ dZ

y)dUT † =

V1(x, y, r, s)⊗ V2(x, y, r, s) ∀ x, y, r, s ∈ [0, d− 1], (3.67)

ou seja, sempre que a operação dUT (dX−r ⊗ dX
−s)(dZx ⊗ dZ

y)dUT † resultar em uma porta
quântica decomponível no produto tensorial de duas outras portas de um qudit. Isto sempre
ocorrerá se dUT pertencer ao grupo de Clifford generalizado.

3.5 Teleportação de portas atuando sobre n-qudits

O procedimento descrito pode facilmente ser aplicado para obter-se uma generali-
zação da teleportação de portas sobre n-qudits, de tal forma que chega-se à

ρλ1...λn = 1
(
√
d)4n

d−1∑
r1,...,rn,s1,...,sn=0

dUT (dX−r1 ⊗ · · · ⊗ dX
−rn)(dZs1 ⊗ · · · ⊗ dZ

sn)dUT †


dUT

d−1∑
k1,...,kn,k′1,...,k

′
n=0

αk1,...,kn |k1, . . . , kn〉
〈
k′1, . . . , k

′
n

∣∣α∗k′1,...,k′ndUT †


dUT (dZs1 ⊗ · · · ⊗ dZ
sn)†(dX−r1 ⊗ · · · ⊗ dX

−rn)†dUT †. (3.68)
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Naturalmente a teleportação será completada com sucesso quando

dUT (dX−r1 ⊗ · · · ⊗ dX
−rn)(dZs1 ⊗ · · · ⊗ dZ

sn)dUT † =

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn ∀ r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ [0, d− 1]. (3.69)

A Equação (3.68) pode ser considerada uma generalização do processo de telepor-
tação, uma vez que:

i. Para o caso de d = 2 e n = 2 tem-se o procedimento descrito por Gottesman-Chuang [1].

ii. Para o caso de d = 2, n = 1 e UT = I tem-se a teleportação original de Bennett [14].

3.6 Conclusão

Neste capítulo foi construída uma generalização da teleportação de portas de dois
qubits originalmente proposta por Gottesman-Chuang de tal forma que ela opera sobre espaços
de Hilbert de dimensão arbitrária. Por fim, a proposta apresenta como bônus o circuito de
correção individual – associado ao resultado da medição clássica – a ser aplicado no estado
resultante da teleportação a fim de restaurar o estado teleportado.
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Capítulo 4

Sobre a separabilidade e algumas
aplicações

Resumo

Neste capítulo serão encontradas as condições necessárias e suficientes para
determinar se uma dada matriz U é separável, ou seja, se ela pode ser descrita na forma
de um produto tensorial. Será dada uma ênfase destacada à discussão do caso particular
de verificar se U ∈ U(2)⊗2 ou U ∈ U(4)/U(2)⊗2. Como exemplos de aplicações, serão
discutidas a preservação da separabilidade sob conjugação e a forma geral de um elemento
do grupo de Clifford, duas contribuições dessa tese.

4.1 Introdução

No contexto deste trabalho, separabilidade é a característica que uma dada matriz
U de dimensão m × n eventualmente possui de poder ser escrita como um produto tensorial
de j matrizes Ui de dimensões mi × ni, tal como

U = U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ Uj , (4.1)

em que m = m1 ·m2 · ... ·mj e n = n1 · n2 · ... · nj . Embora a técnica descrita ao longo deste
capítulo possa ser facilmente aplicada ao caso geral, em virtude das aplicações objetivadas
uma ênfase especial será dedicada ao caso em que U é uma matriz quadrada separável em duas
partes, ou seja, U = U1 ⊗ U2 com dimensão n× n1.

1Deste ponto em diante, não existindo o risco de ambiguidades, as matrizes quadradas terão suas dimensões
descritas apenas como n.
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Uma grande variedade de problemas são modelados matematicamente na forma
de matrizes, portanto, há uma razoável expectativa de que o conteúdo aqui descrito possa en-
contrar aplicações em áreas variadas. Um exemplo interessante pode ser visto no trabalho [55]
em que condições para separabilidade, especificamente para o caso em que U ∈M4×4(C), são
estabelecidas em função do posto de uma representação matricial de um vetor e aplicadas para
dar uma nova descrição da estrutura do espaço-tempo na teoria da relatividade restrita.

A técnica apresentada neste capítulo se baseia no fato de que o produto de Kro-
necker entre matrizes é uma forma bilinear [56, 57]. A motivação principal de lidar com este
problema neste trabalho é aplicá-lo em tópicos da teoria da informação quântica, em particu-
lar, ao que se refere à teleportação da ação de portas quânticas e a busca/caracterização de
entrelaçadores universais, ambos tópicos descritos em capítulos posteriores.

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 4.2 traz
uma revisão de conceitos elementares empregados ao longo do capítulo. Na Seção 4.3, tem-
se uma discussão de pontos chaves das formas bilineares. Seguindo, a Seção 4.4 demonstra
formalmente uma técnica para verificação da separabilidade. Como exemplos de aplicação
da técnica, tem-se na Seção 4.5 e Seção 4.6, respectivamente, a descrição da preservação da
separabilidade sob conjugação e da forma geral de um elemento do grupo de Clifford. Por fim,
a Seção 4.7 apresenta as conclusões.

4.2 Noções elementares

Algumas noções elementares, tais como relações de comutação e decomposição de
matrizes, utilizadas no desenvolvimento dos resultados objetivados serão apresentadas ao longo
dessa seção.

4.2.1 Relações de comutação

Toma-se σµ, em que µ ∈ {I,X, Y, Z}, como representação das matrizes de Pauli
de dimensão 2× 2, portanto: σI = I, σX = X, σY = Y e σZ = Z. Então, o produto tensorial
entre duas matrizes de Pauli será representado por σµυ = σµ ⊗ συ no qual, naturalmente,
µ, υ ∈ {I,X, Y, Z}.

Algumas relações de comutação envolvendo as matrizes de Pauli, que podem ser
verificadas facilmente utilizando a multiplicação usual de matrizes, serão importantes no de-
senvolvimento analítico apresentado no decorrer deste capítulo. Para µ, υ ∈ {X,Y, Z}, são
elas:

[σµµ, συυ] = 0 ∀ µ, υ (4.2a)

[σµµ, σIµ] = 0, [σµµ, σµI ] = 0 ∀ µ (4.2b)

[σµI , σIυ] = 0, [σIµ, συI ] = 0 ∀ µ, υ. (4.2c)
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Aliadas a estas, também serão importantes algumas relações de comutação envolvendo a forma
exponencial das matrizes, são elas:

[
eiθσµµ , συυ

]
= 0 ∀ µ, υ (4.3a)[

eiθσµµ , σηυ
]

= 0 ∀ µ 6= η 6= υ (4.3b)[
eiθσµµ , σIµ

]
= 0,

[
eiθσµµ , σµI

]
= 0 ∀ µ. (4.3c)

4.2.2 Forma separável de SU(4)

Um elemento U de SU(4) é dito separável quando pode ser escrito como um pro-
duto tensorial de dois elementos de SU(2), ou seja, U = SU(2)⊗SU(2). Sabe-se [42] ainda que
qualquer elemento de SU(2) pode ser expresso, usando a decomposição ZYZ, como o produto
de exponenciais

UΛ = e−i/2(λ1·σZ) · e−i/2(λ2·σY ) · e−i/2(λ3·σZ), (4.4)

em que λ1, λ2, λ3 ∈ R.
A Equação (4.4) pode ser usada para representar a forma geral de uma matriz sepa-

rável em SU(4) de uma maneira que posteriormente será conveniente, conforme é apresentado
na Equação (4.5).

UΛΩ =

(
e−i/2(λ1·σZ) ⊗ e−i/2(ω1·σZ)

)
·(

e−i/2(λ2·σY ) ⊗ e−i/2(ω2·σY )
)
·(

e−i/2(λ3·σZ) ⊗ e−i/2(ω3·σZ)
)
.

(4.5)

Agora, observando as propriedades do produto tensorial descritas nas Equações
(4.6) e (4.7), em que I é a matriz identidade, pode-se reescrever a Equação (4.5) em sua forma
final, conforme mostrado na Equação (4.8).

eA ⊗ eB = eA⊕B. (4.6)

A⊕B = A⊗ I + I ⊗B. (4.7)

UΛΩ =

(
e−i/2(λ1·σZI+ω1·σIZ)

)
·(

e−i/2(λ2·σY I+ω2·σIY )
)
·(

e−i/2(λ3·σZI+ω3·σIZ)
)
.

(4.8)
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4.2.3 Forma geral de SU(4)

A parametrização trivial de uma matriz SU(4) requer dezesseis parâmetros com-
plexos, no entanto, uma parametrização mais eficiente é conhecida a partir da decomposição
Cartan’s KAK [58], em que são requeridos apenas quinze parâmetros reais. Outra caracterís-
tica interessante da decomposição KAK, que será explorada mais adiante, é que a fatoração
resultante possui uma parte separável, parametrizada por doze parâmetros reais, e uma parte
não separável, parametrizada por três parâmetros reais. A Equação (4.9) apresenta a decom-
posição de um elemento U de SU(4).

U = (UA ⊗ UB) · UNL · (UC ⊗ UD). (4.9)

As matrizes UA, UB, UC e UD compõem a parte local da matriz U e podem ser
representadas pela Equação (4.8). Mais especificamente, o produto (UA ⊗ UB) será denotado
como parte local à esquerda e o produto (UC ⊗ UD) como parte local à direita. A matriz UNL
representa a parte não local de U e pode ser expressa, a menos de uma fase global, por

UNL = ei(θ1·σXX+θ2·σY Y +θ3·σZZ) (4.10)

que representa a forma geral de um elemento estritamente não separável de SU(4). Usando as
relações de comutação descritas na Equação (4.2), pode-se reescrever a Equação (4.10) como

UNL = ei(θ1·σXX)ei(θ2·σY Y )ei(θ3·σZZ). (4.11)

Por fim, usando as Equações (4.8) e (4.11) pode-se expandir a Equação (4.9) como
mostrado na Equação (4.12), a forma geral explorada mais adiante neste capítulo.

U =




e−i/2(a1·σZI+b1·σIZ)·
e−i/2(a2·σY I+b2·σIY )·
e−i/2(a3·σZI+b3·σIZ)

 ·

ei(θ1·σXX) · ei(θ2·σY Y ) · ei(θ3·σZZ)·


e−i/2(c1·σZI+d1·σIZ)·
e−i/2(c2·σY I+d2·σIY )·
e−i/2(c3·σZI+d3·σIZ)

 ·



(4.12)
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4.3 Formas bilineares

Uma descrição profunda acerca de formas bilineares está fora do escopo deste
trabalho, mas pode ser encontrada em bons livros de álgebra linear que abordam o tema, tais
como [56, 57, 59, 60]. Serão apresentados apenas elementos chaves relacionados à abordagem
descrita ao longo deste capítulo, a começar pela definição mais elementar2.

Definição 4.1. Sejam U e V espaços vetoriais sobre um corpo K, um mapeamento f : U×V →
K é uma forma bilinear se, e somente se,

(i) f(a~u1 + b~u2, ~v) = af(~u1, ~v) + bf(~u2, ~v)

(ii) f(~u, a~v1 + b~v2) = af(~u,~v1) + bf(~u,~v2)

para todo a, b ∈ K, todo ~ui ∈ U e todo ~vi ∈ V .

A condição (i) expressa o fato de f ser linear no primeiro argumento enquanto a condição (ii)
expressa o fato de f ser linear no segundo argumento. Tem-se ainda que a bilinearidade pode
ser definida a partir de mapeamentos lineares [61], conforme definição adiante.

Definição 4.2. Sejam g e h mapeamentos lineares arbitrários nos espaços vetoriais, respecti-
vamente, U e V , então f : U ×V → K definida por f(~u,~v) = g(~u)h(~v), em que ~u ∈ U e ~v ∈ V ,
é uma forma bilinear.

4.3.1 Matriz de uma forma bilinear

De maneira análoga ao caso de transformações lineares, para toda forma bilinear há
uma matriz que codifica todas as informações acerca da referida forma. Conforme apresentado
formalmente na definição adiante, essa matriz depende de uma base em particular.

Definição 4.3. Sejam U e V espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões, respectivamente,
m e n, toma-se as bases BU = {~u1, ~u2, · · · , ~um} e BV = {~v1, ~v2, · · · , ~vn} de modo que ~u =∑m
i=1 ai~ui ∈ U e ~v =

∑n
j=1 bj~vj ∈ V , em que ai, bj ∈ K. Assim sendo, a forma bilinear

f : U × V → K assume a forma

f(~u,~v) = f

 m∑
i=1

ai~ui,
n∑
j=1

bj~vj

 =
m∑
i=1

n∑
j=1

a∗i bjf(~ui, ~vj), (4.13)

cuja representação matricial, em relação às bases BU e BV , é dada pela matriz m× n

F =


f(~u1, ~v1) · · · · · · f(~u1, ~vn)
f(~u2, ~v1) · · · · · · f(~u2, ~vn)

...
...

...
...

f(~um, ~v1) · · · · · · f(~um, ~vn)

 . (4.14)

2Ao longo deste trabalho, o corpo K está representando os casos dos reais (R) ou dos complexos (C).
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Portanto, para toda forma bilinear f há uma matriz F = [fi,j ]m×n ∈Mm×n(K), de modo que
a ação de f pode ser definida por

f(~u,~v) =
m∑
i=1

n∑
j=1

a∗i bjfi,j = ~u†F~v (4.15)

que, inversamente, indica que toda matriz Mm×n(K) está associada à uma forma bilinear no
espaço de formas bilineares. Uma vez fixadas as bases dos espaços essa relação é única e vê-se
facilmente a partir da Definição 4.3 e da Equação (4.15) que

f(~ui, ~vj) = fi,j . (4.16)

4.3.2 Produto de Kronecker entre matrizes

Sem perda de generalidade, o produto de Kronecker entre duas matrizes quadradas
A e B de dimensões, respectivamente, m e n corresponde à uma matriz com m2 blocos de
dimensão n, resultando em uma matriz final de dimensão mn. A definição adiante formaliza
esta operação matricial.

Definição 4.4. Tomando-se as matrizes quadradas A = [ai,j ]m×m e B = [bp,q]n×n, com i,

j ∈ {1, 2, · · · ,m} e p, q ∈ {1, 2, · · · , n}, tem-se que o produto de Kronecker A ⊗ B resulta em
uma matriz de m2 blocos em que o bloco (i, j) é a matriz quadrada ai,jB. Portanto, a matriz
mn×mn resultante é dada por

A⊗B =


a11B a12B · · · a1mB

a21B a22B · · · a2mB
...

...
...

...
am1B am2B · · · ammB

 , (4.17)

de onde se pode concluir que [A⊗B](i−1)n+p,(j−1)n+q = ai,jbp,q.

Esta definição pode facilmente ser usada para verificar a Proposição 4.1, apresentada adiante,
que indica que o produto tensorial é uma forma bilinear [59].

Proposição 4.1. Sejam A, B e C matrizes arbitrárias e r, s escalares arbitrários, observam-se
as propriedades,

(i) A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C

(ii) (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C

(iii) rA⊗B = A⊗ rB = r(A⊗B),
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de onde se pode concluir que

(∑
i

riAi

)
⊗

∑
j

sjBj

 =
∑
i,j

risj(Ai ⊗Bj), (4.18)

portanto, o produto de Kronecker entre matrizes é uma forma bilinear.

4.3.3 Tensorial de formas bilineares

O primeiro passo para definir o produto tensorial de formas bilineares é entender
como o produto tensorial é utilizado para expandir espaços vetoriais, conforme resumido na
definição [57,59] adiante.

Definição 4.5. Se U e V são espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões, respectivamente,
m e n, então T = U ⊗ V é um espaço vetorial sobre o corpo K de dimensão mn. Portanto,
se BU = {~u1, ~u2, · · · , ~um} e BV = {~v1, ~v2, · · · , ~vn} são bases, respectivamente, dos espaços
vetoriais B e V , então BT = {~t1,~t2, · · · ,~tm·n}, em que ~tn(i−1)+j = ~ui ⊗ ~vj, é uma base do
espaço vetorial T .

A primeira parte da definição descreve a construção do espaço, enquanto a segunda descreve
a base deste espaço construído. Por fim, juntas a Proposição 4.1 e a Definição 4.5 são sufici-
entes [59] para concluir que

Km·n = Km ⊗Kn (4.19)

e, portanto, pode-se afirmar que os vetores ~ti ∈ BT geram todo o espaço Km·n. Agora, pode-se
definir, sem perda de generalidade, o produto tensorial de formas bilineares conforme adiante.

Proposição 4.2. Sejam U e V espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões, respectiva-
mente, m e n, toma-se as bases BU = {~u1, ~u2, · · · , ~um} e BV = {~v1, ~v2, · · · , ~vn} de, respec-
tivamente, U e V , de modo que ~u =

∑m
i=1 ai~ui ∈ U e ~v =

∑n
k=1 ck~vk ∈ V . Sejam ainda

f : U × U → K e g : V × V → K formas bilineares cujas representações matriciais são,
respectivamente, F e G, tem-se que

f(~u, ~z)⊗ g(~v, ~w) = f

 m∑
i=1

ai~ui,
m∑
j=1

bj~uj

⊗ g( n∑
k=1

ck~vk,
n∑
l=1

dl~vl

)
(4.20a)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

a∗i bjf(~ui, ~uj)⊗
n∑
k=1

n∑
l=1

c∗kdlg(~vk, ~vl) (4.20b)

=
(
~u†F~z

)
⊗
(
~v†G~w

)
= (~u⊗ ~v)† (F ⊗G) (~z ⊗ ~w) (4.20c)

é a forma bilinear t : (U × U)× (V × V )→ K com base T = [~ti,j ] = [~ui ⊗ ~vj ].
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De maneira análoga à Equação (4.15), tem-se que a aplicação da forma t sobre os vetores da
base T resulta em

t(~ui, ~uj , ~vk, ~vl) = f(~ui, ~uj)⊗ g(~vk, ~vl) = fi,j · gk,l. (4.21)

4.4 Análise de separabilidade

Nesta seção é explicada a abordagem algébrica utilizada para verificar a separa-
bilidade de um elemento U ∈ Mn×n(K). A Seção 4.4.1 apresenta a abordagem que explora
o fato do produto tensorial ser uma forma bilinear, enquanto a Seção 4.4.2 discute algumas
alternativas que, por levarem à sistemas lineares mais simples, podem ser usadas para a análise
de casos particulares.

4.4.1 Bilinearidade do produto tensorial

A técnica aqui descrita [56, 62] explora o fato do produto tensorial ser uma forma
bilinear e permite não apenas verificar a separabilidade de uma matriz como também obter
as matrizes que a compõem. Seu viés responsável pela verificação da separabilidade pode ser
resumido no teorema adiante.

Teorema 4.1 (Separabilidade). Sejam U e V espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões
m e n, respectivamente, tomam-se as bases BU = {~u1, ~u2, · · · , ~um} e BV = {~v1, ~v2, · · · , ~vn}
de modo que ~u =

∑m
i=1 ai~ui ∈ U e ~v =

∑n
j=1 bj~vj ∈ V , em que ai, bj ∈ K. Sejam ainda

os operadores lineares A,B e C = A ⊗ B que operam, respectivamente, sobre elementos dos
espaços U , V e T = U ⊗V , pode-se definir o mapeamento bilinear Φ : (U ×U)× (V ×V )→ K
expresso por

Φ(~p, ~q, ~r, ~s) = (~p⊗ ~r)† · C · (~q ⊗ ~s) . (4.22)

Assim sendo, tem-se que é condição necessária e suficiente, para que C seja separável, que a
relação

Φ(~p1, ~q1, ~r1, ~s1) · Φ(~p2, ~q2, ~r2, ~s2) = Φ(~p1, ~q1, ~r2, ~s2) · Φ(~p2, ~q2, ~r1, ~s1) (4.23)

seja satisfeita para todos os vetores ~p1, ~q1, ~p2, ~q2 e ~r1, ~s1, ~r2, ~s2 pertencentes à, respectivamente,
U e V .

Demonstração. Para verificar a primeira direção da implicação (C = A⊗B → Equação (4.23))
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basta aplicar a Equação (4.22) na Equação (4.23) substituindo C por A⊗B

(~p1 ⊗ ~r1)† · (A⊗B) · (~q1 ⊗ ~s1) · (~p2 ⊗ ~r2)† · (A⊗B) · (~q2 ⊗ ~s2) =

(~p1 ⊗ ~r2)† · (A⊗B) · (~q1 ⊗ ~s2) · (~p2 ⊗ ~r1)† · (A⊗B) · (~q2 ⊗ ~s1)
(4.24a)

((
~p†1 ·A · ~q1

)
⊗
(
~r†1 ·B · ~s1

))
·
((
~p†2 ·A · ~q2

)
⊗
(
~r†2 ·B · ~s2

))
=((

~p†1 ·A · ~q1
)
⊗
(
~r†2 ·B · ~s2

))
·
((
~p†2 ·A · ~q2

)
⊗
(
~r†1 ·B · ~s1

)) , (4.24b)

de onde vê-se facilmente que a igualdade sempre será verdadeira para quaisquer vetores ~pi,
~qj , ~rk, ~sl, ou seja, trata-se de uma tautologia. Verificar a implicação inversa (Equação (4.23)
→ C = A ⊗ B) é menos direto, entretanto, em razão da linearidade é suficiente que a Equa-
ção (4.23) seja verificada para

Φ(~ui, ~uj , ~vp, ~vq) · Φ(~uk, ~ul, ~vr, ~vs) = Φ(~ui, ~uj , ~vr, ~vs) · Φ(~uk, ~ul, ~vp, ~vq), (4.25)

em que ~ui ∈ BU e ~vj ∈ BV . Seguindo, assume-se que C opera sobre um espaço com base
BT = [ti,j ] = [ui ⊗ vj ], em que tn(i−1)+j = ui ⊗ vj , então, a partir das definições 4.5 e 4.3,
pode-se definir a ação da Equação (4.22) nos vetores da base como

Φ(~ui, ~uj , ~vp, ~vq) = (~ui ⊗ ~vp)† · C · (~uj ⊗ ~vq) (4.26a)

=
(
t(i−1)n+p

)†
· C ·

(
t(j−1)n+q

)
(4.26b)

= C(i−1)n+p,(j−1)n+q, (4.26c)

em que n diz respeito à dimensão do espaço V . Assim sendo, pode-se reescrever a Equa-
ção (4.25) como

C(i−1)n+p,(j−1)n+q · C(k−1)n+r,(l−1)n+s = C(i−1)n+r,(j−1)n+s · C(k−1)n+p,(l−1)n+q (4.27)

de modo que, se a partir da Definição 4.4 se sabe que

(A⊗B)(i−1)n+p,(j−1)n+q = ai,jbp,q, (4.28)

então se pode redefinir a Equação (4.27) como

ai,jbp,q ·ak,lbr,s = ai,jbr,s ·ak,lbp,q ∀ i, j, k, l ∈ {1, 2, · · · ,m} and p, q, r, s ∈ {1, 2, · · · , n}, (4.29)

justamente a forma geral de um produto de Kronecker entre matrizes, significando que se
a Equação (4.23) é verdadeira, então C = A ⊗ B e, por fim, representa, de fato, condição
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necessária e suficiente para a separabilidade do operador C.

Agora, uma vez que a Equação (4.23) é satisfeita, pode-se então obter as matrizes
A e B correspondentes definindo mais algumas formas bilineares. Antes, fixa-se ~p0, ~q0, ~r0, ~s0

de modo que Φ(~p0, ~q0, ~r0, ~s0) = 1, então se define as formas bilineares

ΨA(~p, ~q) = Φ(~p, ~q, ~r0, ~s0) (4.30)

ΨB(~r,~s) = Φ(~p0, ~q0, ~r, ~s), (4.31)

de modo que existirão as matrizes A e B tal que

ΨA(~p, ~q) = ~p† ·A · ~q (4.32)

ΨB(~r,~s) = ~r† ·B · ~s. (4.33)

Naturalmente, sabe-se a partir da Definição 4.3 que os elementos destas matrizes são dados,
respectivamente, por aij = ΨA(ui, uj) e bij = ΨB(vi, vj), em que ui pertence a uma base de U
e vi pertence a uma base de V . Na sequência, pode-se observar que

Φ(~p, ~q, ~r, ~s) = Φ(~p, ~q, ~r0, ~s0) · Φ(~p0, ~q0, ~r, ~s), (4.34)

então, observando as Equações (4.32) e (4.33), pode-se redefinir a Equação (4.34) como

Φ(~p, ~q, ~r, ~s) = (~p† ·A · ~q) · (~r† ·B · ~s), (4.35)

que, usando a Equação (4.22), leva imediatamente à

(~p⊗ ~r)†C(~q ⊗ ~s) = (~p⊗ ~r)†(A⊗B)(~q ⊗ ~s). (4.36)

Por fim, como o produto tensorial de vetores abrange Cm·n, tem-se que C = A⊗B.

Convém ressaltar que o procedimento aqui apresentado é bastante geral no sentido
que não impõe nenhuma estrutura especial aos operadores lineares A,B e C. Embora tenha
sido descrito o caso para duas partições, o procedimento pode ser facilmente estendido para
uma quantidade arbitrária de forma direta. Por fim, a Equação (4.25) leva à um sistema
com (m · n)4 equações (não necessariamente únicas em virtude da comutatividade do produto
interno e produto de escalares) que devem ser verificadas simultaneamente para indicar a
separabilidade de uma dada matriz.
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4.4.2 Abordagens alternativas

Embora não necessariamente aplicáveis a dimensões arbitrárias, duas outras téc-
nicas podem ser utilizadas para testar a separabilidade, a saber: a decomposição KAK e a
preservação de entrelaçamento. Para uma breve descrição de ambos os procedimentos, será
tomado o caso particular de uma matriz C ∈ SU(4).

Para verificar se C pode ser escrito como C = A ⊗ B, em que A,B ∈ SU(2),
usando a decomposição KAK deve-se buscar as condições nas quais os ângulos θ1, θ2 e θ3, que
parametrizam a parte não local de C, assumem simultaneamente o valor zero. Embora se
chegue a sistemas com números reduzidos de equações, surgem outros problemas envolvendo o
cálculo da GSVD (Generalized Singular Value Decomposition) e a incidência de falsos positivos.
Ainda, uma vez que a decomposição KAK não é única, essa formulação pode ser entendida
como um problema de otimização.

O procedimento que usa a preservação do entrelaçamento, que resguarda alguma
similaridade com o descrito em [55], utiliza-se de uma proposição da teoria da informação
quântica que afirma que o entrelaçamento de um estado de dois qubits |ψ〉, portanto |ψ〉 ∈
C4, é uma grandeza que não pode ser alterada por um operador linear na forma A ⊗ B.
Novamente, embora se chegue a um sistema com menor número de equações, há incidência de
falsos positivos, normalmente associados à família das portas Swap’s (casos em que θ1 = θ2 =
θ3 = n · π/4 para n ∈ Z). Tem-se ainda que essa abordagem não é facilmente aplicada ao caso
geral, uma vez que não há formulações algébricas simples para a análise de entrelaçamento em
dimensões e partições arbitrárias.

4.5 Preservação da separabilidade sob conjugação

Como primeiro exemplo de aplicação da análise de separabilidade serão encontradas
as condições sobre U ∈ SU(4) para a preservação da separabilidade de um elemento V ∈
SU(2) ⊗ SU(2) sob conjugação por U . Para tanto, será utilizada especificamente a técnica
descrita na Seção 4.4, cuja relação principal está expressa na Equação (4.25). Começa-se pela
descrição, feita na seção seguinte, da ação de conjugação.

4.5.1 A ação de conjugação

Uma vez de posse das parametrizações de SU(4) apresentadas na Seção 4.2, pode-
se descrever a ação de conjugação cuja manutenção da separabilidade será estudada. Neste
trabalho, o interesse recai sobre o cenário no qual uma matriz U não separável conjuga uma
matriz V separável gerando uma nova matriz V ′, também separável. Essa operação é expressa
por

V ′ = U · V · U †, (4.37)



4.5. PRESERVAÇÃO DA SEPARABILIDADE SOB CONJUGAÇÃO 46

portanto, usando a Equação (4.8) e a Equação (4.12), pode-se expressar essa relação como
apresentado na Equação (4.38).

V ′ =



 e−
i
2 (a1·σZI+b1·σIZ)·

e−
i
2 (a2·σY I+b2·σIY )·

e−
i
2 (a3·σZI+b3·σIZ)

 ·
 ei(θ1·σXX )·

ei(θ2·σY Y )·
ei(θ3·σZZ)

 ·
 e−

i
2 (c1·σZI+d1·σIZ)·

e−
i
2 (c2·σY I+d2·σIY )·

e−
i
2 (c3·σZI+d3·σIZ)




·

 e−
i
2 (λ1·σZI+ω1·σIZ)·

e−
i
2 (λ2·σY I+ω2·σIY )·

e−
i
2 (λ3·σZI+ω3·σIZ)

 ·



 e
i
2 (c3·σZI+d3·σIZ)·
e
i
2 (c2·σY I+d2·σIY )·
e
i
2 (c1·σZI+d1·σIZ)

 ·
 e−i(θ3·σZZ)·

e−i(θ2·σY Y )·
e−i(θ1·σXX )

 ·
 e

i
2 (a3·σZI+b3·σIZ)·
e
i
2 (a2·σY I+b2·σIY )·
e
i
2 (a1·σZI+b1·σIZ)




. (4.38)

Por outro lado, o caso particular mais útil ao objetivo deste capítulo pode ser
obtido usando a Equação (4.11) no lugar da Equação (4.12), ou seja, o caso de uma matriz
estritamente não local. Desse modo, V ′ assume a forma

V ′ =



ei(θ1·σXX) · ei(θ2·σY Y ) · ei(θ3·σZZ)·(
e−i/2(λ1·σZI+ω1·σIZ)

)
·(

e−i/2(λ2·σY I+ω2·σIY )
)
·(

e−i/2(λ3·σZI+ω3·σIZ)
)
·

e−i(θ3·σZZ) · e−i(θ2·σY Y ) · e−i(θ1·σXX)


. (4.39)

Neste ponto tem-se tudo o necessário para a parte central das considerações so-
bre a preservação da separabilidade sob conjugação. Agora, pegando o caso particular3 de
U ∈ SU(4), ter-se-á um sistema com, após eliminações elementares, 72 equações e, da Equa-
ção (4.39) vê-se, 9 variáveis reais. Este sistema resultante mostra-se complexo mesmo para
ferramentas de computação simbólica, portanto, faz-se necessário buscar alternativas de sim-
plificação do problema, tais como as relações uniparamétricas descritas no tópico a seguir.

4.5.2 Relações uniparamétricas em Z e Y

As relações uniparamétricas são casos particulares da Equação (4.39) em que ambas
as partes local e não local dependem de apenas um ângulo, ou seja, cada parte é inteiramente
determinada por um parâmetro real. Tais relações serão denotadas UµIυµ† ou UµυIµ† , em que
µ ∈ {X,Y, Z} e υ ∈ {Y,Z}. Os valores de µ decorrem da decomposição KAK enquanto os
valores de υ decorrem da decomposição4 ZY Z.

3Embora seja usada no decorrer desta seção a parametrização de SU(4), tem-se que o aqui desenvolvido é
igualmente válido para elementos de U(4), basicamente em razão da diferença de ambos (um fator global) ser
irrelevante para o processo de conjugação.

4Embora seja usada a decomposição ZY Z, os resultados se aplicam para quaisquer decomposições relacio-
nadas do tipo συσµσυ, em que υ, µ ∈ {X,Y, Z} e σµ 6= συ.
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O conjunto de todas as relações uniparamétricas em Z e Y pode ser resumido nas
equações

Uµ
Iυ
µ† = ei(θ·σµµ) · e−i/2(λ·σIυ) · e−i(θ·σµµ) (4.40)

Uµ
υI
µ† = ei(θ·σµµ) · e−i/2(λ·συI) · e−i(θ·σµµ). (4.41)

Então, usando a técnica descrita na Seção 4.4 pode-se encontrar, para todos os casos associa-
dos, os sistemas soluções das Equações (4.40) e (4.41) que, simplificando-se, recaem todos na
Equação (4.42).

sin
(
λ

2

)
· sin (2θ) ·

[
e(i·λ2 ) · sin2 (θ) + e(−i·λ2 ) · cos2 (θ)

]
= 0. (4.42)

As soluções para a Equação (4.42) podem ser divididas em dois grupos, a saber,
quando se tem µ = υ e quando se tem µ 6= υ. Devido às relações de comutação descritas na
Equação (4.2), quando µ = υ tem-se que a separabilidade será preservada para todo θ, λ ∈ R.
Quando se tem µ 6= υ as soluções são dadas por

(θ, λ) =
{(

(2 · k1 + 1) · π4 , k2 · π
)

;
(
k1 ·

π

2 , x
)

; (x, 2 · k2 · π)
}
, (4.43)

em que x ∈ R e k1, k2 ∈ Z.
Dentre as soluções encontradas, cabe observar que para θ = k1(π/2) a matriz

ei(θ·σµµ) é separável e para λ = 2 · k2 · π as matrizes e−i/2(λ·συI) e e−i/2(λ·σIυ) são a identidade.
Portanto, ambos os casos são considerados soluções triviais, qualquer conjugação será separável.
Com base nas construções expostas até este ponto já é possível enunciar o Lema 4.1.

Lema 4.1 (Conjugação Uniparamétrica). Toda ação de conjugação uniparamétrica da forma
UµIυµ† ou UµυIµ†, em que µ, υ ∈ {X,Y, Z}, preserva a separabilidade de e−i/2(λ·σIυ) ou e−i/2(λ·συI)

sempre que µ = υ, ou quando µ 6= υ com θ = (2k1 + 1)π4 e λ = k2π, em que k1, k2 ∈ Z.

Demonstração. Consequência direta das relações de comutação expressas na Equação (4.2) e
das soluções da Equação (4.42).

4.5.3 Relações de preservação de grupo

Na Seção 4.5.2 foram discutidas as relações de conjugação uniparamétricas e ficou
demonstrado que, no caso mais restrito, a preservação da separabilidade ocorre apenas quando
a matriz local pode ser expressa usando o ângulo λ = kπ e a matriz não local pode ser expressa
usando o ângulo θ = (2k + 1)π4 , portanto, será útil entender o comportamento de operações
sobre matrizes que assumem essas formas.
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O objetivo principal é demonstrar a formação de grupos, isso permitirá utilizar
algumas importantes operações mais adiante. Desse modo, são enunciados os Lemas (4.2) e
(4.3).

Lema 4.2 (Preservação Grupo Local). Toma-se G como o conjunto das matrizes da forma
e−i/2(λ·σIυ) ou e−i/2(λ·συI) com λ = k · π, em que υ ∈ {X,Y, Z} e k ∈ Z, então (G, ∗), em que
a operação ∗ é a multiplicação usual de matrizes, forma um grupo.

Demonstração. Das Equações (4.4)-(4.8) se sabe que e−i/2(λ·σIυ) =
(
I ⊗ e−i/2(λ·συ)

)
e, de modo

análogo, que e−i/2(λ·συI) =
(
e−i/2(λ·συ) ⊗ I

)
. Os casos particulares em Y e Z são

Ux = e−i/2(λ·σX) =
[

cos(λ · π2 ) − sin(λ · π2 )i
− sin(λ · π2 )i cos(λ · π2 )

]
(4.44a)

Uy = e−i/2(λ·σY ) =
[
cos(λ · π2 ) − sin(λ · π2 )
sin(λ · π2 ) cos(λ · π2 )

]
(4.44b)

Uz = e−i/2(λ·σZ) =

(−1)−
λ
2 0

0 (−1)
λ
2

 (4.44c)

e com álgebra elementar percebe-se que Ux, Uy e Uz se tornam ±I quando k é par. Por outro
lado, quando k é ímpar, Ux, Uy e Uz assumem os valores

Ux = ±ZY = ±
[
0 i

i 0

]
(4.45a)

Uy = ±XZ = ±
[
0 −1
1 0

]
(4.45b)

Uz = ±XY = ±
[
−i 0
0 i

]
. (4.45c)

Portanto, como Ux, Uy e Uz pertencem ao grupo de Pauli, qualquer produto matriciais
envolvendo-os permanecerá no grupo de Pauli, consequentemente, em função de k · π.

Lema 4.3 (Preservação Grupo Não Local). Toma-se G como o conjunto das matrizes da
forma e−i/2(λ·σIυ) ou e−i/2(λ·συI) com λ = k · π, em que υ ∈ {X,Y, Z} e k ∈ Z, e H como o
conjunto de matrizes da forma ei(k·

π
4 ·σµµ), em que µ ∈ {X,Y, Z} e k ∈ Z, então (G, †), na qual

a operação † é a conjugação de G por H (h · g · h†), forma um grupo.

Demonstração. De modo similar ao descrito na demonstração do Lema 4.2, a preservação do
grupo é verificada de forma trivial.
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4.5.4 Teorema da separabilidade sob conjugação

Uma vez que foram apresentadas todas as ferramentas necessárias, pode-se agora
chegar a um dos resultados principais deste capítulo, o teorema da preservação da separabili-
dade sob conjugação enunciado a seguir.

Teorema 4.2 (Separabilidade Sob Conjugação). Dada uma matriz U não local em U(4) com
decomposição KAK U = eiθ0 ·(UA⊗UB) ·UNL ·(UC⊗UD), com UNL = ei(θXX ·σXX) ·ei(θY Y ·σY Y ) ·
ei(θZZ ·σZZ) em que θµµ são ditos serem os ângulos não locais, e uma matriz local L = (L1⊗L2),
L terá sua separabilidade preservada na conjugação por U , ou seja, L′ = ULU † = (L′1 ⊗ L′2),
quando os ângulos não locais θµµ não nulos forem (2kµ+1)π/4 e os ângulos locais λυ oriundos
de (UC ⊗ UD) · L · (U †C ⊗ U

†
D) forem n · π, em que k, n ∈ Z, µ, υ ∈ {X,Y, Z}. Essas condições

podem ser relaxadas em casos decorrentes de relações de comutação, tais como: I) se existir
apenas um ângulo não local θµµ diferente de zero, então o ângulo local correspondente λµ

pode assumir qualquer valor real; II) quando todos os ângulos não locais θµµ forem iguais a
(2kµ + 1)π/4, então todos os ângulos locais λυ podem assumir quaisquer valores reais.

Demonstração. Partindo de um caso específico, tem-se na Equação (4.11) a forma geral de
uma matriz estritamente não local e na Equação (4.39) sua ação de conjugação que, usando
as relações de comutação da Equação (4.2), pode ser escrita como

ei(k1·π4 ·σXX) · ei(k3·π4 ·σZZ) · ei(k2·π4 ·σY Y )·(
e−i/2(λ1·σZI+ω1·σIZ)

)
·(

e−i/2(λ2·σY I+ω2·σIY )
)
·(

e−i/2(λ3·σZI+ω3·σIZ)
)
·

e−i(k2·π4 ·σY Y ) · e−i(k3·π4 ·σZZ) · e−i(k1·π4 ·σXX).

(4.46)

Então, reagrupando e inserindo I = e−i(k2·π4 ·σY Y ) · ei(k2·π4 ·σY Y ) entre alguns dos termos tem-se

ei(k1·π4 ·σXX) · ei(k3·π4 ·σZZ)·
ei(k2·π4 ·σY Y ) (e−i/2(λ1·σZI+ω1·σIZ)

)
· e−i(k2·π4 ·σY Y )·

ei(k2·π4 ·σY Y ) ·
(
e−i/2(λ2·σY I+ω2·σIY )

)
· e−i(k2·π4 ·σY Y )·

ei(k2·π4 ·σY Y ) ·
(
e−i/2(λ3·σZI+ω3·σIZ)

)
· e−i(k2·π4 ·σY Y )·

e−i(k3·π4 ·σZZ) · e−i(k1·π4 ·σXX)

(4.47)

em que cada uma das conjugações por ei(k2·π4 ·σY Y ) podem ser escritas como

ei(k2·π4 ·σY Y ) · e−i/2(λ1·συI+ω1·σIυ) · e−i(k2·π4 ·σY Y ) (4.48)
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que, novamente usando as relações de comutação e inserindo I, resulta em

ei(k2·π4 ·σY Y ) · e−i/2(λ1·συI) · e−i(k2·π4 ·σY Y ) · ei(k2·π4 ·σY Y ) · e−i/2(ω1·σIυ) · e−i(k2·π4 ·σY Y ). (4.49)

Agora, deve-se observar na Equação (4.49) que em decorrência do Lema 4.1 cada
uma das duas conjugações será separável. Além disso, pelo Lema 4.3 se tem que cada um
dos resultados será uma matriz cuja fatoração na decomposição ZY Z se dará com os ângulos
locais em função de n · π, em que n ∈ Z. Por fim, de acordo com o Lema 4.2 o produto
destes resultados também preservará a forma em função de n · π. Deste modo, o mesmo
procedimento pode ser repetido para as demais partes não locais (ei(k1·π4 ·σXX) e ei(k3·π4 ·σZZ))
na Equação (4.46) para demonstrar que, nas condições previstas pelo teorema, o resultado será
sempre uma matriz separável.

Para finalizar, faz-se necessário considerar o caso de uma matriz U(4) não local
arbitrária, ou seja, uma matriz U = eiθ0 · (UA ⊗ UB) · UNL · (UC ⊗ UD). Para tanto, convém
inicialmente observar que a parte local à esquerda de U não influencia no processo por ficar
fora da conjugação, apenas a parte local à direita será considerada. Facilmente se nota que,
mesmo neste caso, todos os lemas utilizados permanecem válidos. Apenas não será utilizada
somente a matriz sendo conjugada mas também a parte local à direita da matriz não local, ou
seja, (UC ⊗UD) ·L · (U †C ⊗U

†
D) deverá resultar em uma matriz decomposta em função de n ·π,

ou em uma das condições de relaxamento do Teorema 4.2.

4.6 Forma geral do grupo de Clifford

Como segundo exemplo de aplicação da análise de separabilidade será demonstrada
a forma geral de um elemento do grupo de Clifford. Um resultado bastante conhecido na
literatura é que C = 〈CNOT , H, S〉, o grupo de Clifford, preserva P = 〈X,Y, Z〉, o grupo de
Pauli, sob conjugação, portanto, para todo c ∈ C e p ∈ P , c · p · c† ∈ P . Entretanto, ainda que
largamente difundido na literatura não é conhecida uma fórmula algébrica que defina a forma
geral de uma matriz pertencente ao grupo de Clifford, resolver esta questão é o objetivo desta
seção.

4.6.1 Preservação de P1

Denota-se Pn e Cn, respectivamente, os grupos de Pauli e Clifford cujos elementos
pertençam ao grupo U(2n). Deste modo, inicia-se enunciando o Lema 4.4 acerca da preservação
do grupo de Pauli sob conjugação por matrizes em U(2).

Lema 4.4 (Preservação P1). Seja L uma matriz arbitrária pertencente ao grupo U(2) na forma
e−i/2·γ ·e−i/2(λ1·σµ) ·e−i/2(λ2·συ) ·e−i/2(λ3·σµ), em que µ, υ ∈ {X,Y, Z} e µ 6= υ, e P um elemento
do grupo de Pauli, tem-se que L · P · L† = P ′, em que P ′ é também um elemento do grupo de
Pauli, sempre que os ângulos locais (λi) de L forem k · π2 com k ∈ Z.
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Demonstração. O caso particular uniparamétrico da estrutura de preservação do grupo de
Pauli pela conjugação por elementos de U(2) é descrita pelo sistema de equações gerado por

(
e−i/2(λ·σµ)

)
· συ ·

(
ei/2(λ·σµ)

)
= ση ∀ µ, υ, η ∈ {X,Y, Z}, (4.50)

cujas soluções triviais ocorrem para λ = 0 ou µ = υ e as não triviais ocorrem para µ 6= υ 6= η,
λ = k · π2 e k ∈ Z. Assim sendo, fica fácil perceber que para o caso geral representado por

(
e−i/2(λ1·σµ) · e−i/2(λ2·συ) · e−i/2(λ3·σµ)

)
· συ ·

(
ei/2(λ3·σµ) · ei/2(λ2·συ) · ei/2(λ1·σµ)

)
= ση (4.51)

tem-se o mesmo conjunto de soluções da Equação (4.50). Isso implica dizer que qualquer
matriz fatorável conforme proposto pelo Lema 4.4 preserva o grupo P1 sob conjugação.

4.6.2 Preservação de Pn

Sabe-se [63] que o grupo Cn pode ser construído, usando o produto tensorial e o
produto usual de matrizes, a partir de C1 e C2. Portanto, uma vez que a forma de C1 está, à um
fator de fase global, descrita no Lema 4.4, o passo seguinte é descrever a forma de C2. Assim
sendo, usando os lemas e teoremas apresentados no decorrer do capítulo já é possível enunciar
a forma geral de um elemento do grupo de Clifford, conforme pode ser visto no Teorema 4.3.

Teorema 4.3 (Forma Geral de Clifford). Toda matriz U = (L1⊗L2)·UNL ·(R1⊗R2), elemento
de U(4), pertence ao grupo de Clifford se, e somente se, puder ser decomposta na forma e−

i
2 (α1·σµI+β1·σIµ)·

e−
i
2 (α2·συI+β2·σIυ)·

e−
i
2 (α3·σµI+β3·σIµ)

 · eiπ4 (kη·σηη) · eiπ4 (kυ·συυ) · eiπ4 (kµ·σµµ) ·

 e−
i
2 (λ1·σµI+ω1·σIµ)·

e−
i
2 (λ2·συI+ω2·σIυ)·

e−
i
2 (λ3·σµI+ω3·σIµ)

 , (4.52)

em que os ângulos locais αi, βi, λi, ωi são n ·π/2 com n ∈ Z e os fatores dos ângulos não locais
ki ∈ Z, com µ, υ, η ∈ {X,Y, Z} e η 6= υ 6= µ.

Demonstração. O primeiro passo é provar que se U estiver fatorada conforme proposto no
teorema ela estará em Clifford. Pois bem, está na definição do grupo de Clifford que este
preserva o grupo de Pauli sob conjugação, portanto, tem-se que

U · (σµ ⊗ συ) · U † = (ση ⊗ σν) (4.53)

para todo µ, υ, η, ν ∈ {I,X, Y, Z}. Disto, percebe-se como consequência que U deve preservar
a separabilidade de (σµ ⊗ συ), então U deve atender aos critérios do Teorema 4.2 segundo o
qual para

(L1 ⊗ L2) · UNL · (R1 ⊗R2) · (σµ ⊗ συ) · (R1 ⊗R2)† · U †NL · (L1 ⊗ L2)† (4.54)
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resultar em uma matriz separável tem-se que UNL deve ter seus ângulos não locais como
múltiplos ímpares de π/4 e (R1 ⊗ R2) · (σµ ⊗ συ) · (R1 ⊗ R2)† deve possuir uma fatoração na
qual seus ângulos locais sejam múltiplos inteiros de π. Toda matriz de Pauli, à um fator de
fase global, possui fatoração com ângulos locais múltiplos inteiros de π, portanto, usando o
Lema 4.4 vê-se que (R1 ⊗ R2) · (σµ ⊗ συ) · (R1 ⊗ R2)† atenderá ao critério de separabilidade
requerido pelo Teorema 4.2 e, assim sendo,

UNL · (R1 ⊗R2) · (σµ ⊗ συ) · (R1 ⊗R2)† · U †NL (4.55)

será uma matriz separável fatorável com ângulos locais múltiplos de π. Para o caso particular,
aqui permitido, de ki assumir valores pares (incluindo o zero), UNL assume uma forma separável
fatorável com ângulos locais múltiplos de π (ou a própria identidade). Entretanto, usando
novamente o Lema 4.4 vê-se, de maneira análoga ao caso anterior, que a Equação (4.55) resulta
em uma matriz de Pauli, assim como sua subsequente conjugação por (L1 ⊗L2), mostrada na
Equação (4.54), também resultará. Convém ressaltar dois casos triviais: I) Quando todos os
fatores ki forem zeros então UNL assume a forma da identidade e a preservação de Pauli decorre
do Lema 4.4 em torno de (L1⊗R1) e (L2⊗R2); II) Quando da condição de relaxamento II do
Teorema 4.2 e UNL assume a forma de uma SWAP, então novamente a preservação de Pauli
decorre do Lema 4.4 em torno de (L1 ⊗R2) e (L2 ⊗R1).

Isso é plenamente suficiente para afirmar que, uma vez que existe uma fatoração
de U na forma proposta ela estará em Clifford. O segundo, e último, passo é provar a relação
de volta, ou seja, que se U está em Clifford então existe uma fatoração da forma proposta. Da
teoria de grupos se sabe que qualquer elemento do grupo pode ser obtido pelo produto (nesse
caso específico o produto se refere ao produto usual de matrizes) de seus geradores. Sabe-se
ainda que o grupo de Clifford tem como geradores {CNOT , H, S}, cujas fatorações são

CNOT =

 e−
i
2 (− 3π

2 ·σZI+π
2 ·σIZ)·

e−
i
2 ( 3π

2 ·σY I+ 3π
2 ·σIY )·

e−
i
2 (−π2 ·σIZ)

 · (eiπ/4 · ei(π/4·σXX)) ·
 e−

i
2 (π·σIZ)·

e−
i
2 (π2 ·σY I)·

e−
i
2 (−2π·σZI−π·σIZ)

 (4.56a)

H = ei
π
2 · e−

i
2 (π2 ·σY ) · e− i

2 (π·σZ) (4.56b)

S = ei
π
4 · e− i

2 (π·σZ) · e−
i
2 (−π2 ·σY ) · e− i

2 (−π·σZ), (4.56c)

portanto, como os geradores estão na forma proposta no teorema e todo elemento do grupo é
um produto destes geradores que manterão, quando em U(2), a forma prevista pelo Lema 4.4,
tem-se que a forma descrita na Equação (4.52) gera todo o grupo de Clifford, como se queria
demonstrar.

4.6.3 Análise de um caso particular

Para fins meramente didáticos, tomar-se-á o caso particular de U =
(
I ⊗ e

−i
2 (π6 σZ)

)
·

ei
π
4 σZZ ·

(
I ⊗ e

−i
2 (π3 σZ)

)
para se tecer algumas explicações. Para tanto, faz-se a pergunta: esta-

ria U no grupo de Clifford? Uma análise apressada pode levar à falsa conclusão de que ela não
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estaria em Clifford por não estar fatorada na forma prevista pelo Teorema 4.3. O ponto central
da questão é que, embora U não esteja fatorada na forma prevista existe uma fatoração de U
compatível com a forma geral de Clifford apresentada pelo teorema, portanto U está de fato
em Clifford. Como ei

π
4 σZZ comuta com

(
I ⊗ e

−i
2 θσZ

)
então existirão infinitas decomposições

para U , entretanto, como π/6 + π/3 = π/2 há uma fatoração na forma descrita pelo teorema.

4.7 Conclusão

Neste capítulo, após a introdução de alguns tópicos elementares tais como relações
de comutações e fatorações de matrizes em U(2) e U(4), foi revisada a teoria acerca das
formas bilineares. Usando essas ferramentas foi descrita uma abordagem capaz de verificar a
separabilidade de uma matriz arbitrária e, como aplicações, foram apontadas as condições para
a preservação da separabilidade sob conjugação e a forma geral do grupo de Clifford. Outras
aplicações serão apresentadas em capítulos posteriores desta tese.





Capítulo 5

O papel da base de medição na
teleportação de estados quânticos

Resumo

Neste capítulo é discutido o procedimento pelo qual a teleportação de estados
quânticos pode ser obtida através de circuitos compostos de bases de medição arbitrárias e,
ao final, serão analisados alguns casos particulares.

5.1 Introdução

Conforme tradicionalmente descrita, a teleportação de um estado quântico arbi-
trário entre duas partes que compartilham um par EPR é realizada através de uma medição
na base de Bell do qubit a ser teleportado juntamente com um dos qubits integrantes do par
EPR. O resultado da medição é então enviado classicamente à outra parte que, com base neste,
realiza a correção adequada utilizando portas de Pauli de um qubit.

Este procedimento foi detalhadamente descrito no Capítulo 2, no entanto, conforme
foi apresentado em [64] e [65], é possível utilizar bases arbitrárias para executar o protocolo
de teleportação para um estado quântico arbitrário de um qubit. Na sequância será revisitado
esse resultado usando um procedimento algébrico, ligeiramente diferente dos trabalhos citados,
que será útil na construção da extensão do protocolo de teleportação de portas quânticas
apresentado no Capítulo 6.

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 5.2 mostra
a construção analítica que proporcionará o entendimento do papel da base de medição na
teleportação de estados quânticos. Na Seção 5.3 tem-se a análise de alguns casos particulares
e, por fim, a Seção 5.4 apresenta as conclusões.
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5.2 Teleportação parametrizável

Para proceder com a investigação pretendida, no lugar do circuito comumente
descrito na literatura será utilizado uma versão parametrizável em vários aspectos, a saber: o
estado recurso da teleportação (|Ψ〉AB), a porta utilizada como preparação para medição (U),
a base de medição (M) e as portas de correção. Este circuito parametrizável pode ser visto na
Figura 5.1.

Figura 5.1: Circuito parametrizável para teleportação de estados quânticos.

Uma vez descrito o circuito, pode-se analisar a evolução do estado quântico através
dele, conforme iniciado na Equação (5.1), em que Vi é uma operação de um qubit associada à
correção de erro.

(U ⊗ I) |ξ〉A |ψ〉BC =
4∑
i=1

√
pi |βi〉AB Vi |ξ〉C . (5.1)

Convém ressaltar que, para uma teleportação com sucesso deve ser observada a condição
〈βi|βj〉 = δij , pois {|β1〉 , |β2〉 , |β3〉 , |β4〉} formam a base de medição. Assim, fazendo o produto
interno de 〈βj | com a Equação (5.1) tem-se

〈βj | (U ⊗ I) |ξ〉 |ψ〉 =
4∑
i=1

√
pi 〈βj |βi〉Vi |ξ〉 (5.2)

que, removendo-se os casos ortogonais chega-se à

〈βj | (U ⊗ I) |ξ〉 |ψ〉 = √pjVj |ξ〉 . (5.3)

Na sequância, usa-se a forma geral de um estado quântico de dois qubits, portanto,
substitui-se |Ψ〉 por σ00 |00〉+ σ01 |01〉+ σ10 |10〉+ σ11 |11〉 na Equação (5.3) e se obtém

〈βj | (U ⊗ I) (σ00 |ξ〉 |00〉+ σ01 |ξ〉 |01〉+ σ10 |ξ〉 |10〉+ σ11 |ξ〉 |11〉) = √pjVj |ξ〉 . (5.4)

Fazendo a distribuição e reorganizando os termos semelhantes chega-se à

[
(σ00 〈βj |U | ξ0〉+ σ10 〈βj |U | ξ1〉) |0〉+
(σ01 〈βj |U | ξ0〉+ σ11 〈βj |U | ξ1〉) |1〉

]
= √pjVj |ξ〉 . (5.5)
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Agora, substituindo

|ξ〉 = ξ0 |0〉+ ξ1 |1〉 , (5.6)

U |ξ0〉 = ξ0U |00〉+ ξ1U |10〉 , (5.7)

U |ξ1〉 = ξ0U |01〉+ ξ1U |11〉 , (5.8)

Vj =
[
vj11 vj12
vj21 vj22

]
, (5.9)

na Equação (5.5), obtém-se

[
ξ0 (σ00 〈βj |U | 00〉+ σ10 〈βj |U | 01〉) +
ξ1 (σ00 〈βj |U | 10〉+ σ10 〈βj |U | 11〉)

]
|0〉+

[
ξ0 (σ01 〈βj |U | 00〉+ σ11 〈βj |U | 01〉) +
ξ1 (σ01 〈βj |U | 10〉+ σ11 〈βj |U | 11〉)

]
|1〉

= √pj

 (ξ0v
j
11 + ξ1v

j
12

)
|0〉+(

ξ0v
j
21 + ξ1v

j
22

)
|1〉

 . (5.10)

Com isso, a matriz Vj pode ser obtida diretamente a partir da Equação (5.10). Fazendo
Uxy = U |xy〉 ∀ x, y ∈ {0, 1} tem-se que

Vj = 1
√
pj

[
σ00 〈βj |U00〉+ σ10 〈βj |U01〉 σ00 〈βj |U10〉+ σ10 〈βj |U11〉
σ01 〈βj |U00〉+ σ11 〈βj |U01〉 σ01 〈βj |U10〉+ σ11 〈βj |U11〉

]
. (5.11)

A Equação (5.11) mostra a relação entre a porta U de dois qubits usada como
preparação para medição, as portas de correção dadas por V †j e a base de medição utilizada
no processo de teleportação. A Equação (5.11) pode convenientemente ser reescrita como

Vj = 1
√
pj
σβj = 1

√
pj

[
σ00 σ10

σ01 σ11

] [
〈βj |U00〉 〈βj |U10〉
〈βj |U01〉 〈βj |U11〉

]
. (5.12)

É largamente sabido que uma teleportação só é possível com a existência de entre-
laçamento, isso fica evidenciado na Equação (5.12). Uma vez que Vj deve pertencer a SU(2)
tem-se que |det(Vj)| = 1, portanto, o determinante da matriz σ tem de ser diferente de zero.
Faz-se interessante observar que |det(σ)|2 é numericamente igual à uma medida de entrelaça-
mento (concorrência) para estados puros de dois qubits, assim sendo, o estado de dois qubits
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usado como recurso na teleportação não pode ser desentrelaçado.
Agora, considerando o caso no qual os resultados obtidos pela medição são equipro-

váveis, pj = 1/4, e o estado usado como recurso é maximamente entrelaçado, σ00 = σ11 = 1/
√

2
e σ01 = σ10 = 0, a Equação (5.12) pode ser simplificada para

Vj =
√

2
[
〈βj |U00〉 〈βj |U10〉
〈βj |U01〉 〈βj |U11〉

]
. (5.13)

A Equação (5.13) fornece uma visão clara e objetiva do relacionamento entre os
parâmetros enunciados no circuito e será tomada como base para a análise de alguns casos
particulares.

5.3 Análise de casos particulares

Pode ser facilmente verificado que dada uma porta U e a base de medição M =
{(|U00〉 ± |U11〉)/

√
2, (|U01〉 ± |U10〉)/

√
2}, as matrizes de correção V †j são as matrizes de Pauli.

Convém ressaltar que isso é válido para qualquer que seja U e não apenas para o cenário
tradicionalmente descrito na literatura que utiliza U = (H ⊗ I) · CNOT e M sendo a base
canônica. Por exemplo, se para este mesmo U a base M for a base de Bell, as matrizes V †j de
correção são as descritas na Equação (5.14).

V †1 = 1√
2

[
1 −1
1 1

]
, V †2 = 1√

2

[
1 1
1 −1

]
, V †3 = 1√

2

[
1 1
−1 1

]
, V †4 = 1√

2

[
−1 1
1 1

]
. (5.14)

De maneira análoga, usando a base de Bell mas com U = (H⊗ I) ·Cπ/8, tem-se como matrizes
V †j de correção as apresentadas na Equação (5.15).

V †1 = 1√
2

[
1 1
1 − (1−i)√

2

]
, V †2 = 1√

2

[
1 −1
1 (1−i)√

2

]
, V †3 = 1√

2

[
1 1
−1 (1−i)√

2

]
, V †4 = 1√

2

[
−1 1
1 (1−i)√

2

]
. (5.15)

Agora, para um exemplo sem a utilização da base de Bell pode-se fazer M =
{(|U00〉 ∓ ei·

π
4 |U11〉)/

√
2, (|U01〉 ∓ ei·

π
4 |U10〉)/

√
2}, em que a ação da porta U na base canônica

é expressa por:

Ux0 = U |x0〉 = [|00〉+ (−1)x |10〉] /
√

2 , (5.16)

Ux1 = U |x1〉 =
[(1 + i)√

2

]x
[|01〉+ (−1)x |11〉] /

√
2 . (5.17)

Com esta combinação, as matrizes V †j de correção serão V †1 = [π/8], V †2 = [π/8] ·Z, V †3 = X ·S
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e V †4 = X · S · Z, em que

π/8 =
[
1 0
0 ei·

π
4

]
, S =

[
1 0
0 i

]
, X =

[
0 1
1 0

]
, Z =

[
1 0
0 −1

]
. (5.18)

5.4 Conclusão

Neste capítulo foi revisitado o procedimento através do qual a teleportação de es-
tados quânticos pode ser obtida através de circuitos diversos e não apenas através do bem
conhecido circuito proposto por Bennet. Foi apresentada a equação que descreve o relaciona-
mento entre os parâmetros envolvidos no processo de teleportação com bases arbitrárias. Por
fim, foram analisados alguns casos particulares, incluindo um não utilizando a base de Bell.





Capítulo 6

Teleportabilidade de portas quânticas e
bases de medição

Resumo

Este capítulo apresenta uma das contribuições desta tese ao desenvolver a
teoria que descreve a noção de teleportabilidade de portas quânticas de acordo com a base
de medição, conceito associado à habilidade de uma porta quântica ser teleportável através
de uma base de medição ou, de modo inverso, a habilidade de uma base de medição ser
usada para a teleportar uma dada porta quântica.

6.1 Introdução

Nos capítulos anteriores foram descritas as ferramentas necessárias ao desenvolvi-
mento da teoria que será construída neste capítulo e permitirá um entendimento preciso dos
fatores envolvidos na teleportação com sucesso da ação de uma porta quântica, ou mesmo
quando esta poderá ser alcançada apenas de forma probabilística.

Após o trabalho de Gottesman e Chuang [1], e mesmo após a expansão em [18],
ainda restaram lacunas no completo entendimento da teleportação de portas quânticas, lacunas
estas que são pretensões deste trabalho elucidar. Tais questionamentos permeiam por várias
etapas do protocolo de teleportação, tais como:

• Seria possível realizar teleportações de portas quânticas utilizando outra base de medição
além da base de Bell?

• Como se caracterizar uma base de medição capaz de realizar teleportações de portas
quânticas?
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• As correções podem ser realizadas com portas fora do grupo de Pauli?

• Seria possível realizar a teleportação de uma porta fora do grupo de Clifford?

• Mais abstratamente, toda porta cuja separabilidade é preservada quando conjugada por
um elemento do grupo de Clifford pertence ao grupo de Pauli?

Para trabalhar a resposta de cada uma dessas questões será enunciado um teorema
que descreve de forma clara as condições necessárias envolvendo a porta quântica e a base de
medição para que o protocolo de teleportação seja determinístico.

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 6.2 mostra a
construção analítica que proporcionará um entendimento mais profundo da teleportação portas
quânticas. Na Seção 6.3 é feita a caracterização de bases de medições úteis à teleportações, são
fornecidas algumas parametrizações para gerá-las. Seguindo, tem-se na Seção 6.4 a formulação
do teorema acerca da teleportabilidade. Na Seção 6.5 é feita uma análise da teleportabilidade
de algumas bases de medição. A Seção 6.6 demonstra alguns exemplos de teleportações de
portas fora do grupo de Clifford.Por fim a Seção 6.7 apresenta as conclusões.

6.2 Teleportação parametrizável

Neste trabalho, assim como foi realizado com a teleportação de estados quânticos,
são buscadas expansões que permitam a teleportação de portas através de bases de medição
diversas. Para tanto, será utilizada a versão parametrizável do circuito para teleportação de
portas quânticas exibida na Figura 6.1.

Figura 6.1: Circuito parametrizável para a teleportação de portas quânticas.

Seguindo um procedimento análogo ao utilizado nos Capítulos 3 e 5 pode-se ana-
lisar o circuito apresentado na Figura 6.1 e concluir que para uma teleportação com su-
cesso o estado imediatamente antes das medições deve ser o descrito na Equação (6.1), com
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|σAB〉 = σ00 |00〉+ σ01 |01〉+ σ10 |10〉+ σ11 |11〉.

|ψ3〉 = 1
2



σ00

(
U |00〉UT |00〉U |00〉+ U |00〉UT |01〉U |01〉+
U |01〉UT |10〉U |00〉+ U |01〉UT |11〉U |01〉

)
+

σ01

(
U |00〉UT |00〉U |10〉+ U |00〉UT |01〉U |11〉+
U |01〉UT |10〉U |10〉+ U |01〉UT |11〉U |11〉

)
+

σ10

(
U |10〉UT |00〉U |00〉+ U |10〉UT |01〉U |01〉+
U |11〉UT |10〉U |00〉+ U |11〉UT |11〉U |01〉

)
+

σ11

(
U |10〉UT |00〉U |10〉+ U |10〉UT |01〉U |11〉+
U |11〉UT |10〉U |10〉+ U |11〉UT |11〉U |11〉

)


= 1

4

4∑
n,m=0

VnmUT |σAB〉 |βn〉 |βm〉.

(6.1)

Agora, usando Uxy = U |xy〉 ∀ x, y ∈ {0, 1} e fazendo o produto interno de 〈βj | 〈βk| com a
Equação (6.1) obtém-se

1
2



(
〈βj |U00〉 〈βk|U00〉UTσ00 |00〉+ 〈βj |U00〉 〈βk|U01〉UTσ00 |01〉
〈βj |U01〉 〈βk|U00〉UTσ00 |10〉+ 〈βj |U01〉 〈βk|U01〉UTσ00 |11〉

)
+(

〈βj |U00〉 〈βk|U10〉UTσ01 |00〉+ 〈βj |U00〉 〈βk|U11〉UTσ01 |01〉
〈βj |U01〉 〈βk|U10〉UTσ01 |10〉+ 〈βj |U01〉 〈βk|U11〉UTσ01 |11〉

)
+(

〈βj |U10〉 〈βk|U00〉UTσ10 |00〉+ 〈βj |U10〉 〈βk|U01〉UTσ10 |01〉
〈βj |U11〉 〈βk|U00〉UTσ10 |10〉+ 〈βj |U11〉 〈βk|U01〉UTσ10 |11〉

)
+(

〈βj |U10〉 〈βk|U10〉UTσ11 |00〉+ 〈βj |U10〉 〈βk|U11〉UTσ11 |01〉
〈βj |U11〉 〈βk|U10〉UTσ11 |10〉+ 〈βj |U11〉 〈βk|U11〉UTσ11 |11〉

)


= 1

4VjkUT [σ00 |00〉+ σ01 |01〉+ σ10 |10〉+ σ11 |11〉]

(6.2)

que, substituindo

βjk =
√

2
[
〈βj |U00〉 〈βj |U10〉
〈βj |U01〉 〈βj |U11〉

]
⊗
√

2
[
〈βk|U00〉 〈βk|U10〉
〈βk|U01〉 〈βk|U11〉

]
(6.3)

na Equação (6.2) chega-se à

UTβjk |σAB〉 = VjkUT |σAB〉 . (6.4)

A Equação (6.4) indica que para a porta UT ser teleportada com correções locais a porta U
(preparação para medição) e a base de medição devem ver escolhidas de tal forma que

Vjk = (Vj ⊗ Vk) = UT · (βj ⊗ βk) · U †T ∀ j, k ∈ {1, 2, 3, 4}. (6.5)
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Por sua vez, as correções serão dadas pelas transpostas conjugadas de Vjk.
Em outras palavras, uma correção composta de portas de um qubit será possível

se, e somente se, a conjungação das matrizes βjk (oriundas da relação entre a porta U e a base
de medição) por UT preservar a separabilidade de βj⊗βk. Por exemplo, para o caso de U = I4

e uma medição na base de Bell, UT pode ser qualquer porta pertencente ao grupo de Clifford
e as portas de correção V †jk pertencerão ao grupo de Pauli, um caso clássico na literatura.

6.3 Caracterização de uma base de medição

No Capítulo 5 ficou demonstrado que a teleportação de um estado quântico pode
ser alcançada usando uma base arbitrária, o procedimento descreve inclusive qual será a cor-
reção requerida. No entanto, quando se discute a teleportação de portas quânticas a Equa-
ção (6.5) indica que o cenário é diferente. Disso emerge a questão: quais bases podem ser
utilizadas para teleportação de portas quânticas?

A busca por essa resposta inicia revisitando a Equação (6.6) que indica como obter
as matrizes oriundas da base de medição usada no processo de teleportação.

βj =
√

2
[
〈βj |U00〉 〈βj |U10〉
〈βj |U01〉 〈βj |U11〉

]
. (6.6)

Basicamente, a restrição associada as parametrizações obtidas é que elas resultem em matrizes
βj unitárias, βj · β†j = β†j · βj = I, o que leva ao sistema descrito na Equação (6.7).



| 〈βj |U00〉 |2 + | 〈βj |U10〉 |2 = 1/2
| 〈βj |U01〉 |2 + | 〈βj |U11〉 |2 = 1/2
| 〈βj |U00〉 |2 + | 〈βj |U01〉 |2 = 1/2
| 〈βj |U10〉 |2 + | 〈βj |U11〉 |2 = 1/2
〈βj |U00〉 〈βj |U01〉∗ = −〈βj |U10〉 〈βj |U11〉∗

〈βj |U00〉 〈βj |U10〉∗ = −〈βj |U01〉 〈βj |U11〉∗

. (6.7)

Para o caso particular de U igual a identidade e uma dada base β = {|βj〉}, em que |βj〉 =
[bj1, bj2, bj3, bj4]T com j ∈ {1, 2, 3, 4}, leva o sistema descrito na Equação (6.7) ao sistema
apresentado na Equação (6.8).



|bj1|2 + |bj3|2 = 1/2
|bj2|2 + |bj4|2 = 1/2
|bj1|2 + |bj2|2 = 1/2
|bj3|2 + |bj4|2 = 1/2
bj1b

∗
j2 = −bj3b∗j4

bj1b
∗
j3 = −bj2b∗j4

. (6.8)
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Afim de investigar a teleportabilidade de uma dada base foram buscada algumas
parametrizações que atendam aos critérios descritos nas Equações (6.7)–(6.8).

6.3.1 Parametrização com uma variável complexa

Para quaisquer valores tais que |a|2 + |b|2 = 1/2 uma base dotada de teleporta-
bilidade pode ser obtida através da Equação (6.9), portanto, variando um único parâmetro
complexo é possível obter infinitas bases capazes de realizar teleportação. Convém apontar
que pequenas variações de sinais e conjugação na Equação (6.9) podem facilmente gerar outras
parametrizações válidas.

βab =




a∗

b

−a∗

−b

 ,

b∗

−a
−b∗

a

 ,

−b
a∗

−b
a∗

 ,

a

b∗

a

b∗




. (6.9)

Essa parametrização leva às matrizes βj descritas na Equação (6.10).

β1 =
√

2
[
a −b∗

b a∗

]
, β2 =

√
2
[
b∗ a

−a∗ b

]
, β3 =

√
2
[
−a −b∗

−b a∗

]
, β4 =

√
2
[
−b∗ a

a∗ b

]
. (6.10)

6.3.2 Parametrização com três variáveis reais

Tomam-se as colunas de UNL, parte não local resultante de uma decomposição
KAK, como vetores da base, conforme descrito por

βNL =




cos (θ−)eiθ3

0
0

sin (θ−)ieiθ3

 ,


0
cos (θ+)e−iθ3

sin (θ+)ie−iθ3

0

 ,


0
sin (θ+)ie−iθ3

cos (θ+)e−iθ3

0

 ,


sin (θ−)ieiθ3

0
0

cos (θ−)eiθ3




, (6.11)

em que θ+ = θ1 + θ2 e θ− = θ1 − θ2. Conforme apontado anteriormente, uma base dotada de
teleportabilidade precisa atender as restrições definidas nas Equações (6.7)-(6.8), isso leva às
seguintes restrições: 

2 cos2 (θ1 − θ2) = 1
2 sin2 (θ1 − θ2) = 1
2 sin2 (θ1 + θ2) = 1
2 cos2 (θ1 + θ2) = 1

. (6.12)

Resolvendo este sistema de equações chega-se às possíveis 26 soluções mostradas
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aos pares na Equação (6.13).

(θ1, θ2) =



(
π, π4

)
;
(
π
4 , π

)
;

(
0,±π

4
)

;
(
±π

4 , 0
)

;
(
0,±3π

4

)
;
(
±3π

4 , 0
)

;

(
±π

2 ,±
π
4
)

;
(
±π

4 ,±
π
2
)

;
(
±π

2 ,±
3π
4

)
;
(
±3π

4 ,±
π
2

)
. (6.13)

Essa parametrização leva às matrizes βj descritas na Equação (6.14).

β1 =
√

2
[
cos (θ1 − θ2) · e−iθ3 0

0 − sin (θ1 − θ2) · ie−iθ3

]
. (6.14a)

β2 =
√

2
[

0 − sin (θ1 + θ2) · ieiθ3

cos (θ1 + θ2) · eiθ3 0

]
. (6.14b)

β3 =
√

2
[

0 cos (θ1 + θ2) · eiθ3

− sin (θ1 + θ2) · ieiθ3 0

]
. (6.14c)

β4 =
√

2
[
− sin (θ1 − θ2) · ie−iθ3 0

0 cos (θ1 − θ2) · e−iθ3

]
. (6.14d)

Destes resultados apresentados, faz-se as seguintes observações:

1. A teleportabilidade de uma base desta classe depende apenas dos parâmetros θ1 e θ2.

2. Observando a forma descrita na Equação (6.11) e os resultados apresentados na Equa-
ção (6.13), tem-se uma parametrização para geração de infinitas bases com teleportabi-
lidade. Para tanto, basta variar o parâmetro θ3 e/ou uma fase global (θ0).

6.4 Teorema da teleportabilidade

Com o arcabouço desenvolvido no Capítulo 4 e nas seções anteriores deste capítulo,
torna-se possível enunciar o Teorema 6.1 que descreve precisamente as condições nas quais a
ação de uma porta quântica de dois qubits pode ser teleportada de forma determinística.

Teorema 6.1 (Teleportabilidade). Dada uma porta quântica de dois qubits U com decompo-
sição KAK (UA⊗UB) ·UNL · (UC ⊗UD) e uma base de medição M = {|β1〉 , |β2〉 , |β3〉 , |β4〉}, a
porta quântica U será teleportada deterministicamente se UNL e (UC⊗UD)·(βj⊗βk)·(U †C⊗U

†
D),

em que βj,k são as matrizes oriundas da base M , estão de acordo com o Teorema 4.2.

Demonstração. A partir da Equação (6.5), pode-se notar que para uma teleportação determi-
nística com correções locais a separabilidade das matrizes oriundas da base de medição, cuja
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forma de βj está descrita na Equação (6.6), deve ser preservada sob conjugação de U . De outro
modo, substituindo U na Equação (6.5), tem-se que a expressão

UNL · (UC ⊗ UD) · (βj ⊗ βk) · (U †C ⊗ U
†
D) · U †NL (6.15)

deve resultar em uma matriz separável, portanto, faz-se necessário que UNL e (UC⊗UD) ·(βj⊗
βk) · (U †C ⊗ U

†
D) estejam em conformidade com o Teorema 4.2 que descreve os critérios para a

preservação da separabilidade sob conjugação.

A partir do Teorema 6.1 diversas questões interessantes podem ser observadas, tais
como:

• A parte não local UNL da porta U a ser teleportada deve ter uma decomposição KAK
cujos ângulos θi estejam em função de 2(ki + 1) · π/4, com ki ∈ Z.

• A componente (UA ⊗ UB), parte local à esquerda de U , não é relevante para o processo
de teleportação.

• A conjugação de βjk, as matrizes oriundas da base, por (UC ⊗UD), a parte local à direta
da porta UT , deve possuir uma decomposição ZY Z com ângulos λµ em função de kµπ,
em que kµ ∈ Z.

• Toda porta quântica cujos ângulos não locais sejam todos não nulos e múltiplos inteiros
de π/4 podem ser teleportadas usando qualquer base dotada de teleportabilidade.

6.5 Análise de teleportabilidade de algumas bases

Uma vez definidos meios de caracterizar bases de medição úteis à teleportação,
serão tomados alguns exemplos para aprofundamento da questão. Para tanto, serão utilizadas
as bases MBell, MC e MD descritas adiante. Para iniciar, a base

MBell =




1√
2

0
0
1√
2

 ,


0
1√
2

1√
2

0

 ,


1√
2

0
0
− 1√

2

 ,


0
1√
2

− 1√
2

0




(6.16)

leva, usando a Equação (6.6), às matrizes

βbell1 =
[
1 0
0 1

]
, βbell2 =

[
0 1
1 0

]
, βbell3 =

[
1 0
0 −1

]
, βbell4 =

[
0 −1
1 0

]
. (6.17)
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Lembrando que usando a decomposição ZY Z uma matriz em U(2) pode ser decomposta na
forma

UΛ = e−i/2(λ0) · e−i/2(λ1·σZ) · e−i/2(λ2·σY ) · e−i/2(λ3·σZ), (6.18)

com λ0, λ1, λ2, λ3 ∈ R, pode-se verificar que os ângulos oriundos da decomposição das matrizes
βbelli são

βbell1 = [0, 0, 0, 0] , βbell2 =
[
π

2 , π,−π, 0
]
, βbell3 =

[
π

2 , 0, π, 0
]
, βbell4 =

[
π

2 , π, 0, 0
]
. (6.19)

Na sequência, a base

MC =




−1

2
1
2
1
2
1
2

 ,

−1

2
1
2
−1

2
−1

2

 ,

−1

2
−1

2
1
2
−1

2

 ,


1
2
1
2
1
2
−1

2




(6.20)

leva às matrizes

βc1= 1√
2

[
−1 1
1 1

]
, βc2= 1√

2

[
−1 −1
1 −1

]
, βc3= 1√

2

[
−1 1
−1 −1

]
, βc4= 1√

2

[
1 1
1 −1

]
, (6.21)

cujos ângulos oriundos da decomposição ZY Z são

βc1 =
[
π
2 , π,−

3π
2 , 0

]
, βc2 =

[
0, 0, 3π

2 , 0
]
, βc3 =

[
0, 0,−3π

2 , 0
]
, βc4 =

[
π
2 , 0,

π
2 , 0

]
. (6.22)

Por fim, a base

MD =




i√
2

0
0
1√
2

 ,


0
−i√

2
i√
2

0

 ,


0
1√
2

1√
2

0

 ,


1√
2

0
0
i√
2




. (6.23)

leva às matrizes

βd1 =
[
−i 0
0 1

]
, βd2 =

[
0 −i
i 0

]
, βd3 =

[
0 1
1 0

]
, βd4 =

[
1 0
0 −i

]
, (6.24)

cujos ângulos oriundos da decomposição ZY Z são

βd1 =
[

3π
4 ,−3π

2 , 0, 0
]
, βd2 =

[π
2 , 0, π, 0

]
, βd3 =

[π
2 , π,−π, 0

]
, βd4 =

[
3π
4 ,

3π
2 , 0, 0

]
. (6.25)

A partir dos Teoremas (4.2) e (6.1) é possível determinar a probabilidade de uma
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dada porta ser teleportada com sucesso usando uma determinada base, alguns exemplos podem
ser vistos na Tabela 6.1. Basicamente, essa probabilidade é dada pela quantidade de resultados
de medição que atendem à preservação da separabilidade, dividido pelo total.

Tabela 6.1: Probabilidade de sucesso da teleportação de algumas portas quânticas usando as
bases MBell, MC e MD.

Porta MBell MC MD

CNOT 1 0 0.5
Cπ/8 0.5 0 0.5
CNOT

1/2 0.5 0 0.25
SWAP 1/2 0.25 0.25 0.25
exp(iπ4σY Y ) 1 1 0.25

Faz-se interessante ressaltar que a relação entre o resultado da medição e a preser-
vação da separabilidade é determinística e conhecida a priori, portanto, é possível identificar
quando a teleportação falhou para repeti-la até que se obtenha um sucesso. Como exemplos, a
Tabela 6.2 apresenta essa relação para a teleportação das portas CNOT 1/2 e SWAP 1/2 usando
a base de Bell. Tomando a decomposição KAK da porta a ser teleportada, sempre que a
expressão

UNL · (UC ⊗ UD) · (βj ⊗ βk) · (U †C ⊗ U
†
D) · U †NL (6.26)

resultar em uma matriz separável a teleportação será considerada um sucesso e o estado original
poderá ser recuperado com correções locais, caso contrário a teleportação será considerada
falha. Os dois primeiros bits obtidos com a medição estão associados ao índice j das matrizes
oriundas da base, enquanto os dois últimos bits estão associados ao índice k. Outros exemplos
são apresentados nas seções seguintes.

Tabela 6.2: Resultado da teleportação de algumas portas quânticas usando a base MBell em
função dos resultados das medições.

Medição CNOT
1/2 SWAP 1/2 Medição CNOT

1/2 SWAP 1/2

0000 Sucesso Sucesso 1000 Sucesso Falha
0001 Sucesso Falha 1001 Sucesso Falha
0010 Falha Falha 1010 Falha Sucesso
0011 Falha Falha 1011 Falha Falha
0100 Falha Falha 1100 Falha Falha

Continua na próxima página...
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Tabela 6.2 – continuação da página anterior.
Medição CNOT

1/2 SWAP 1/2 Medição CNOT
1/2 SWAP 1/2

0101 Falha Sucesso 1101 Falha Falha
0110 Sucesso Falha 1110 Sucesso Falha
0111 Sucesso Falha 1111 Sucesso Sucesso

6.5.1 Análise de um caso particular I: exp(iπ4σY Y )

Tomando o caso da teleportação da porta exp(iπ4σY Y ) usando a base MD como
exemplo, vê-se que o processo apenas logrará êxito quando a medição resultar em 0101, 0110,
1001 ou 1010, que corresponderá, respectivamente, às combinações (βd2 , βd2), (βd2 , βd3), (βd3 ,
βd2) e (βd3 , βd3). Isso decorre do fato de que apenas as matrizes βd2 e βd3 possuem uma decom-
posição compatível com o requerido pelo teorema da teleportabilidade. Considerando a porta
exp(iπ4σY Y ) na baseMbell, vê-se que a teleportação pode ser realizada de forma determinística,
o mesmo acontece para a base MC .

6.5.2 Análise de um caso particular II: SWAP 1/2

No que diz respeito à porta SWAP 1/2, sua teleportabilidade probabilística tem
uma explicação que decorre da estrutura das portas da família das Swap′s. A SWAP 1/2 tem
sua parte não-local na forma exp[i·π/8·(σXX+σY Y +σZZ)] e pode ser verificado simbolicamente
que toda porta na forma exp[i·θ ·(σXX+σY Y +σZZ)] preserva a separabilidade quando conjuga
(A ⊗ A) para todo A ∈ U(2) e θ ∈ R. Deste modo, percebe-se facilmente que a teleportação
resultará em sucesso sempre que as matrizes oriundas da base forem βjj = (βj ⊗ βj), ou seja,
para os resultados de medição 0000, 0101, 1010 e 1111.

6.5.3 Análise de um caso particular III: CNOT 1/2

Por outro lado, o caso da CNOT 1/2 se mostra mais elaborado. A menos de um
fator de fase global, a parte não-local da CNOT 1/2 é dada por exp(iπ8σY Y ) e suas portas locais
à direita são:

B1 = 1
2

[
1− i −1 + i

1 + i 1 + i

]
, B0 = 1√

2

[
0 1− i

−1− i 0

]
. (6.27)

Tomando a base MD como exemplo, pode-se verificar algebricamente que teleportações com
sucesso ocorrem quando são medidos os valores 0010, 0101, 1001 e 1110. As conjugações das
portas locais associadas a estes valores são:

B1 · βd1 ·B
†
1 =

[3π
4 , 0,−3π

2 , 0
]
, (6.28a)
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B1 · βd2 ·B
†
1 =

[
π

2 , π, π, 0
]
, (6.28b)

B1 · βd3 ·B
†
1 =

[
π

2 ,−π, 0, 0
]
, (6.28c)

B1 · βd4 ·B
†
1 =

[
−π4 , 0,−

π

2 , 0
]
, (6.28d)

B0 · βd2 ·B
†
0 =

[
π

2 , π, π, 0
]
, (6.28e)

B0 · βd3 ·B
†
0 =

[
π

2 , 0,−π, 0
]
. (6.28f)

Deste modo, os quatro casos de sucesso são dados pelas conjugações adiante na Equação (6.29).

exp
(
i
π

8σY Y
)
·
(
B1 · βd1 ·B

†
1 ⊗B0 · βd3 ·B

†
0

)
· exp

(
i
π

8σY Y
)†
. (6.29a)

exp
(
i
π

8σY Y
)
·
(
B1 · βd2 ·B

†
1 ⊗B0 · βd2 ·B

†
0

)
· exp

(
i
π

8σY Y
)†
. (6.29b)

exp
(
i
π

8σY Y
)
·
(
B1 · βd3 ·B

†
1 ⊗B0 · βd2 ·B

†
0

)
· exp

(
i
π

8σY Y
)†
. (6.29c)

exp
(
i
π

8σY Y
)
·
(
B1 · βd4 ·B

†
1 ⊗B0 · βd3 ·B

†
0

)
· exp

(
i
π

8σY Y
)†
. (6.29d)

Olhando atentamente, pode-se constatar que os casos representados pelas Equações
(6.29a)-(6.29d) estão aderentes, basicamente em decorrência de relações de comutação, ao
previsto pelo Teorema 6.1.

6.6 Teleportação além da base de Bell

Esta seção apresenta novos resultados a respeito da teleportação de portas quân-
ticas, incia-se com a teleportação de portas fora do grupo de Clifford usando a base de Bell e
em seguida é apresentado um procedimento para a construção de bases para a teleportação de
portas que não podem ser teleportadas de forma determinística usando a base de Bell.

6.6.1 Cenário baseado no maximal torus

Utilizando como inspiração o maximal torus [66] do grupo SU(4), chegou-se ao
conjunto de portas T (θ1, θ2, θ3) mostradas na Equação (6.30) com algumas propriedades inte-
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ressantes a serem discutidas na sequência.

T1 =


eiθ1 0 0 0
0 eiθ2 0 0
0 0 eiθ3 0
0 0 0 ei(θ1+θ2+θ3)

 , T2 =


eiθ1 0 0 0
0 eiθ2 0 0
0 0 eiθ3 0
0 0 0 e−i(θ1+θ2+θ3)

 ,

T3 =


0 0 0 eiθ1

0 0 eiθ2 0
0 eiθ3 0 0

ei(θ1+θ2+θ3) 0 0 0

 , T4 =


0 0 0 eiθ1

0 0 eiθ2 0
0 eiθ3 0 0

e−i(θ1+θ2+θ3) 0 0 0

 .
(6.30)

Como as portas Tj , j ∈ {1, 2, 3, 4}, possuem propriedades similares, será tomada
como exemplo a porta T1 para uma análise mais aprofundada. Para θ1 = 0 a porta T1 torna-se
separável, portanto, fora do interesse dessa análise. Por outro lado, para θ1 = π/2 e quaisquer
valores de θ2 e θ3, T1 é teleportável através das bases MBell e MD, mas não é teleportável
através da base MC .

Na Tabela 6.3 pode-se ver o resultado da conjugação das matrizes β da base MD,
descritas na Equação (6.24), pela porta T1, com θ1 = π/2, em função dos ângulos θ2 e θ3.

Tabela 6.3: Correções requeridas pela teleportação da ação da porta T1 em função do resultado
da medição (j e k) e dos ângulos (θ2 e θ3) escolhidos.

j k Vjk = T1 · (βj ⊗ βk) · T †1 j k Vjk = T1 · (βj ⊗ βk) · T †1
1 1 P ⊗−P 3 1 V3 ⊗ iPZ
1 2 PZ ⊗−V2Z 3 2 −V3Z ⊗ iV2
1 3 PZ ⊗ iV2 3 3 V3Z ⊗−V2Z
1 4 P ⊗ PY X 3 4 −V3 ⊗ P
2 1 −V3Z ⊗ PZ 4 1 PY X ⊗ P
2 2 V3 ⊗ V2 4 2 −V2Z ⊗ iP
2 3 V3 ⊗−V2Z 4 3 P ⊗−V2
2 4 −V3Z ⊗ iP 4 4 PZ ⊗ PZ

sendo

V2 =
[

0 −ie−iθ2

ieiθ2 0

]
e V3 =

[
0 −ie−iθ3

ieiθ3 0

]
. (6.31)

Pode ser notado que na teleportação da porta T1(π/2, θ2, θ3) as correções para
(j, k) ∈ {(1, 1); (1, 4); (4, 1); (4, 4)} independem dos valores de θ2 e θ3, portanto, são conhecidas
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previamente. Isso pode facilmente ser observado a partir da Tabela 6.3. Contudo, a propriedade
realmente interessante da porta T1(π/2, θ2, θ3) é que ela pode ser parametrizada para ficar fora
do grupo de Clifford e ainda sim ser teleportável, um resultado desconhecido na literatura.

Por exemplo, para T1(π/2, π/8, π/8) a Equação (6.32) mostra um exemplo em que
não se observa a preservação do grupo de Pauli sob conjugação.

T1

(
π

2 ,
π

8 ,
π

8

)
· (X ⊗ Z) · T1

(
π

2 ,
π

8 ,
π

8

)†
=

 0 1
−1+i√

2 0

⊗ [ie−iπ/8 0
0 ie−iπ/8

] . (6.32)

Da mesma forma, para θ1 = π/2, θ2 = π/7 e θ3 = π/13 não se observa a preservação do grupo
de Pauli sob conjugação, conforme pode ser visto em

T1

(
π

2 ,
π

7 ,
π

13

)
· (X ⊗ Z) · T1

(
π

2 ,
π

7 ,
π

13

)†
=
([

0 1
a 0

]
⊗
[
b 0
0 b

])
, (6.33)

em que a = −0.8855 − 0.4647i e b = 0.2393 + 0.9709i. Analisando as decomposições KAK
destes exemplos, dadas por

T1(π2 ,π8 ,π8 )=


e−

i
2 ( 5π

8 ·σZI+π
8 ·σIZ)·

e−
i
2 (π2 ·σY I+π

2 ·σIY )·
e−

i
2 (−π·σIZ)

 · (e−iπ8 · e−iπ4 σXX) ·

e−

i
2 (−π·σZI)·

e−
i
2 (− 3π

2 ·σY I+− 3π
2 ·σIY )·

e−
i
2 (−π2 ·σZI)

 (6.34a)

T1(π2 ,π7 , π13 )=


e−

i
2 (α1·σZI+β1·σIZ)·

e−
i
2 (−π·σIY )·

e−
i
2 (α3·σZI+β3·σIZ)

 · (e−i 51
364 · e−i

π
4 σZZ

)
·


e−

i
2 (2π·σZI+−π·σIZ)·

e−
i
2 (−π·σIY )·

e−
i
2 (−π·σZI+ 3π

2 ·σIZ)

 , (6.34b)

em que α1 ≈ −2.2730, α3 ≈ 0.9439, β1 ≈ −0.3479 e β3 ≈ −1.7674, pode-se melhor entender
a razão deste comportamento. Primeiro, claramente se percebe que ambas as portas não são
aderentes ao Teorema 4.3, o que é esperado uma vez que elas não pertencem ao grupo de
Clifford. Depois, pode-se observar que, em relação à ambas as portas, tanto a parte não local
quanto a parte local a direita atendem ao Teorema 4.2, tornando-as aderentes ao Teorema 6.1.

Deste modo, tem-se uma parametrização para gerar infinitas portas fora de Clifford
que, por serem teleportáveis através da base de Bell corroboram a tese descrita em [18] ao
expandir [1], e por serem teleportáveis através da base MD corrobora o desenvolvido neste
trabalho que aponta para a possibilidade de uso de outras bases além da base de Bell.

6.6.2 Cenário baseado em transformação de similaridades

Esta seção mostra como podem ser usadas transformações de similaridade para
encontrar portas quânticas que darão uma resposta positiva a pergunta: existe uma porta
quântica U que pode ser teleportada por uma dada base M mas que não pode ser teleportada
pela base de Bell? A relevância da questão reside principalmente no fato de que a proposta ori-
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ginal de Gottesman e Chuang para a teleportação de portas quânticas prevê apenas a utilização
da base de Bell.

A partir do conhecimento desenvolvido acerca de teleportabilidade se sabe que isso
implica em existir uma base M tal que βMj , as matrizes oriundas da base, e URA ⊗ URB, a
parte local a direita da porta U , isoladamente não satisfaçam os critérios de separabilidade,
no entanto, (URA ⊗ URB) · βMjk · (U

†
RA ⊗ U

†
RB) satisfaça.

Para construir um caso mais abrangente, é tomada uma porta quântica U cuja
parte local a direita é composta por

URA = e(−
iπ
16 ) · e(−

iπ
8 ·σZ) =

1 0
0 1+1√

2

 (6.35a)

URB = e(
iπ
14 ) · e(−

iπ
14 ·σZ) =

[
1 0
0 e

−iπ
7

]
. (6.35b)

Agora, as bases MA e MB serão montadas usando transformações de similaridade conforme as
Equações (6.36) e (6.37) mostradas adiante.

βMA1 = σI . (6.36a)

βMA2 = U †RA · σX · URA. (6.36b)

βMA3 = U †RA · σY · URA. (6.36c)

βMA4 = U †RA · σXσY · URA. (6.36d)

βMB1 = σI . (6.37a)

βMB2 = U †RB · σX · URB. (6.37b)

βMB3 = U †RB · σY · URB. (6.37c)

βMB4 = U †RB · σXσY · URB. (6.37d)

Neste ponto, basta utilizar a Equação (6.6) para, a partir das matrizes β, encontrar cada um
dos vetores da base correspondente. O resultado pode ser visto nas Equações (6.38) e (6.39)
com, quando cabível, aproximação de quatro dígitos.

MA =




1√
2

0
0
1√
2

 ,


0
1+i

2
1−i

2
0

 ,


0
1−i

2
1+i

2
0

 ,

−i√

2
0
0
i√
2




. (6.38)
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MB =




1√
2

0
0
1√
2

 ,


0
0.6371 + 0.3068i
0.6371− 0.3068i

0

 ,


0
0.6371− 0.3068i
0.6371 + 0.3068i

0

 ,

−i√

2
0
0
i√
2




. (6.39)

Deste modo, as basesMA eMB podem ser utilizadas para teleportar qualquer porta quântica na
forma U = (ULA ⊗ ULB) ·

{
ei[(2k1+1) pi4 ·σXX ] · ei[(2k1+1) pi4 ·σY Y ] · ei[(2k3+1) pi4 ·σZZ ]} · (URA ⊗ URB)

de forma determinística para quaisquer k1, k2, k3 ∈ Z e ULA, ULB ∈ U(2). Convém ainda
ressaltar que as matrizes βMAj e βMBk formam grupos sob a multiplicação usual de matrizes.

6.7 Conclusão

Neste capítulo foi enunciado o teorema da teleportabilidade que descreve as con-
dições necessárias e suficientes para que uma dada porta quântica possa ser teleportada de
modo determinístico usando uma dada base de medição. Foi realizada a caracterização de ba-
ses de medições úteis à teleportações e fornecidas algumas parametrizações para gerá-las. As
condições explicitadas pelo teorema foram utilizadas para apontar a possibilidade, mostrando
exemplos, da teleportação de portas fora do grupo de Clifford.





Capítulo 7

O papel do estado recurso na
teleportação

Resumo

A contribuição descrita neste capítulo completa o estudo acerca do protocolo
de teleportação de portas quânticas de dois qubits na medida que descreve o papel do estado
quântico de quatro qubits usado como recurso. Foram definidas três classes nas quais se
pode classificar estados recursos e como se dá o resultado do processo para cada um dos
dois casos.

7.1 Introdução

Até o presente momento o estado usado como recurso da teleportação é composto
por dois pares de Bell. Por outro lado, este capítulo descreve uma análise do protocolo de
teleportação de portas quânticas de dois qubits usando como recurso um estado geral de quatro
qubits. Três diferentes situações são encontradas. Descreve-se como a porta quântica de dois
qubits, cuja ação será teleportada, e o resultado do protocolo da teleportação dependem do
estado quântico de quatro qubits usado como recurso no processo. Em particular, mostra-
se o caso em que uma teleportação probabilística pode ser realizada usando a base canônica
(|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉) na medição. Adicionalmente, mostra-se alguns resultados do processo de
teleportação quando usado como recurso estados maximamente entrelaçados de quatro qubits
presentes na literatura.

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 7.2 descreve
a formulação da matriz Υ, oriunda do protocolo de teleportação, e mostra sua relação com
algumas classes de estados já definidas na literatura. Na sequência, tem-se na Seção 7.3 a
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descrição de como a forma da matriz Υ, gerada a partir do estado recurso, afeta o resultado
da teleportação. Por fim a Seção 7.4 apresenta as conclusões.

7.2 A matriz Υ

Tomando-se |σ〉 como um estado geral de quatro qubits na forma

|σ〉 =
1∑

k,l,m,n=0
σklmn |klmn〉 =

15∑
i=0

σi |i〉 , (7.1)

pode-se definir a matriz

Υ =


σ0 σ1 σ8 σ9

σ2 σ3 σ10 σ11

σ4 σ5 σ12 σ13

σ6 σ7 σ14 σ15

 (7.2)

composta exclusivamente pelos coeficientes de |σ〉 seguindo um padrão que emerge natural-
mente, de modo análogo ao mostrado na Equação (5.12) obtida a partir da Equação (5.11),
a partir do desenvolvimento analítico do processo de teleportação usando como recurso um
estado geral de quatro qubits. Neste caso, tem-se particular interesse em duas circunstâncias:
1) quando Υ = 1

2Uσ, em que Uσ é uma matriz unitária; 2) quando Υ é normal ([Υ,Υ†] = 0)
mas 2Υ não é unitária, ou quando Υ não é normal.

Mais adiante será mostrado como o tipo da matriz Υ está associado ao resultado
do processo de teleportação, mas por hora o foco será em analisar como algumas relações entre
Υ e o entrelaçamento presente no estado correspondente. Para tanto, convém lembrar que o
determinante de Υ é um invariante [67] que pode ser usado (junto com outros invariantes) para
classificar estados de quatro qubits segundo algumas classes pré-estabelecidas. Por exemplo,
de acordo com a classificação dada em [2] existem dezesseis classes distintas, a saber: 1, 2a,
2b, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3d, 3e, 3f , 4a, 4b, 4c, 4d e 5. Na Tabela 7.1, para cada uma das classes
citadas, tem-se: o estado canônico, o valor do entrelaçamento de quatro vias calculado pela
medida π4 [68], o tipo da matriz Υ correspondente e, por fim, o valor do determinante de Υ.

Tabela 7.1: Tipo da matriz Υ correspondente aos estados canônicos das classes definidas em [2].
U → 2Υ é unitária; N → Υ é normal mas 2Υ não é unitária; Ñ → Υ não é normal.

Classe Estado canônico π4 Tipo det(Υ)
1 |ψ1〉 = 1/

√
2(|0000〉+ |0111〉) 0 Ñ 0

2a |ψ2a〉 = 1/
√

2(|0000〉+ |1111〉) 1 N 0
2b |ψ2b〉 = 1/2(|0000〉+ |0101〉+ |1010〉 − |1111〉) 1 U 1/16
2c |ψ2c〉 = 1/2(|0000〉+ |0110〉+ |1001〉 − |1111〉) 1 N 1/16

Continua na próxima página...
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Tabela 7.1 – continuação da página anterior.
Classe Estado canônico π4 Tipo det(Υ)

2d |ψ2d〉 = 1/
√

6(|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉+
√

2 |1111〉) 1 N 0
3a |ψ3a〉 = 1/2(|0000〉+ |0101〉+ |1010〉+ |1111〉) 0 U −1/16
3b |ψ3b〉 = 1/2(|0000〉+ |0011〉+ |1100〉+ |1111〉) 0 U 1/16
3c |ψ3c〉 = 1/

√
6(|0000〉+ |0000〉+ |0000〉+ |0000〉+ |0000〉+ |1111〉) 0, 1975 N 0

3d |ψ3d〉 = 1/
√

8
(
|0000〉 − |0011〉+ |0101〉+ |0110〉+
|1001〉 − |1010〉+ |1100〉+ |1111〉

)
1 Ñ 0

3e |ψ3e〉 = 1/3(|0000〉+ |0101〉 − 2 |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1111〉) 0, 6243 Ñ −1/27
3f |ψ3f 〉 = 1/3(|0000〉+ |0011〉 − 2 |0101〉+ |1010〉+ |1100〉+ |1111〉) 0, 6243 Ñ −1/27
4a |ψ4a〉 = 1/

√
17(|0000〉+ |0011〉+ 3 |0101〉+ |1010〉 − 2 |1100〉+ |1111〉) 0, 1217 Ñ −5/289

4b |ψ4b〉 = 1/
√

12(|0000〉+ 2 |0011〉+ |0101〉+ |1010〉+ 2 |1100〉+ |1111〉) 0, 0625 N 1/48
4c |ψ4c〉 = 1/

√
12(|0000〉+ |0011〉+ 2 |0101〉+ 2 |1010〉+ |1100〉+ |1111〉) 0, 0625 N −1/48

4d |ψ4d〉 = 1/3(2 |0000〉 − |0011〉 − |0101〉+ |1010〉+ |1100〉+ |1111〉) 0, 6243 Ñ 0
5 |ψ5〉 = 1/

√
12(|0000〉+ |0011〉+ |0101〉+ 2 |1010〉+ 2 |1100〉+ |1111〉) 0, 0560 Ñ 0

7.3 Teleportação de portas de dois qubits

O esquema para teleportação de portas quânticas de dois qubits considerando um
estado geral de quatro qubits pode ser visto na Figura 7.1. O estado de quatro qubits |σ〉 contém

Figura 7.1: Circuito para teleportação de portas de dois qubits usando um estado geral de
quatro qubits.

o entrelaçamento requerido para o protocolo de teleportação. Seguindo o procedimento usado
em [69], tem-se depois de alguma álgebra que o estado resultante será

|ψo〉 =
3∑

j,k=0

1
2UTΥβjk |ψAB〉 (7.3)
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em que

βjk = βj ⊗ βk =
√

2
[
〈βj |U00〉 〈βj |U10〉
〈βj |U01〉 〈βj |U11〉

]
⊗
√

2
[
〈βk|U00〉 〈βk|U10〉
〈βk|U01〉 〈βk|U11〉

]
, (7.4)

A base de medição usada nas Equações (7.3) e (7.4) é {β1, β2, β3, β4}. A novidade nesta formu-
lação do problema é a presença da matriz Υ, discutida na Seção 7.2, que depende basicamente
do estado de quatro qubits usado como recurso no protocolo de teleportação.

7.3.1 O caso em que Υ = 1/2Uσ

Consideram-se agora os diferentes resultados decorrentes dos tipos da matriz Υ, a
começar pelo caso em que Υ = 1/2Uσ, quando então o estado de saída será

|ψo〉 =
3∑

j,k=0

1
4UTUσβjk |ψAB〉 (7.5)

e a teleportação se dará com sucesso se

|ψo〉 =
3∑

j,k=0

1
4UTUσβjk |ψAB〉

=
3∑

j,k=0

1
4(UTUσβjkU †σU

†
T )UTUσ |ψAB〉 (7.6)

=
3∑

j,k=0

1
4(Vj ⊗ Vk)UTUσ |ψAB〉 ,

em que Vj e Vk são portas de um qubit. Aplicando-se a correção Ucorr =
(
V †j ⊗ V

†
k

)
se obtém

como resultado o estado UTUσ |ψAB〉. O resultado apresentado na Equação (7.6) deixa claro o
papel do estado recurso de quatro qubits frente ao resultado final do protocolo de teleportação:
a porta cuja ação efetivamente é teleportada é UTUσ, em que Uσ decorre diretamente do estado
recurso. A Equação (7.6) proporciona ainda um outro ponto de vista acerca do protocolo
de teleportação, vê-se que se pode fazer UT = I de modo que a porta teleportada decorra
exclusivamente de uma escolha apropriada do estado recurso |σ〉.

A probabilidade de sucesso da teleportação dependerá ainda da base de medição
utilizada, conforme explicado pelo Teorema 1 proposto em [69]. Tomando-se o caso particular
em que UT = I, pode-se mostrar facilmente que o estado recurso requerido para a teleportação
de Uσ é

|σ〉 = (I ⊗ Uσ ⊗ I) ·
( |00〉+ |11〉√

2
⊗ |00〉+ |11〉√

2

)
. (7.7)
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Agora, lembrando que Uσ pode ser decomposta usando KAK [58] de modo que sua parte
estritamente não local seja dada por UNL = ei·(θx·σXX+θy ·σY Y +θz ·σZZ), em que σjj = σj ⊗ σj
para j ∈ {X,Y, Z}, pode-se concluir:

1. O entrelaçamento de quatro vias, medido usando π4, depende exclusivamente da parte
não local de Uσ. Em particular, quando o estado |σ〉 tem entrelaçamento de quatro vias
zero a porta Uσ tem ângulos não locais θx = θy = θz = 0, portanto, é separável no
produto de duas portas de um qubit.

2. De acordo com o Teorema 1 proposto em [69], a porta Uσ pode ser teleportada se, e
somente se, seus ângulos não locais θi forem 0 ou (2ki + 1)π/4, em que ki ∈ Z. En-
tretanto, nesta situação (excetuando-se o caso trivial de θx = θy = θz = 0) o estado
|σ〉 é maximamente entrelaçado, ou seja, π4(|σ〉) = 1, portanto, é condição necessária
(mas não suficiente) para uma teleportação determinística de Uσ que ela surja a partir
de um estado |σ〉 maximamente entrelaçado. Por outro lado, como será visto posteri-
ormente, nem sempre um estado maximamente entrelaçado |σ〉 tem sua correspondente
porta quântica Uσ teleportável.

Por fim, vê-se que o caso considerado nesta seção corresponde ao caso tradicional
tratado em [1] onde o estado de quatro qubits recurso da teleportação é o produto tensorial
entre dois pares de Bell ((|00〉 + |11〉)/21/2). Deste modo, Uσ se torna a identidade e, como
consequência, a porta teleportada, como mostrado na Figura 7.1, é UT através do estado
recurso (I ⊗ UT ⊗ I) · ((|00〉+ |11〉)/21/2 ⊗ (|00〉+ |11〉)/21/2).

7.3.2 O caso em que 2Υ não é unitária mas Υ é normal

Não sendo 2Υ unitária, mas Υ normal, tem-se que Υ = UDU † e gera como estado
resultante

ρo = 1
4

3∑
j,k=0

∣∣∣ψjko 〉〈ψjko ∣∣∣ = 1
4

3∑
j,k=0

Υβjk |ψab〉 〈ψab|β†jkΥ†〈
ψab

∣∣∣β†jkΥ†Υβjk∣∣∣ψab〉 , (7.8)

em que

∣∣ψjko 〉= 1√√√√√√√√√√〈ψab|β
†
jk
U


|λ0|2 0 0 0

0 |λ1|2 0 0
0 0 |λ2|2 0
0 0 0 |λ3|2

U†βjk|ψab〉
U


λ0 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

U†βjk|ψab〉 (7.9)
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∣∣ψjk0
〉
=U

 λ0〈00|U†βjk|ψab〉|00〉+λ1〈01|U†βjk|ψab〉|01〉+λ2〈10|U†βjk|ψab〉|10〉+λ3〈11|U†βjk|ψab〉|11〉√
|λ0〈00|U†βjk|ψab〉|2+|λ1〈01|U†βjk|ψab〉|2+|λ2〈10|U†βjk|ψab〉|2+|λ3〈11|U†βjk|ψab〉|2

. (7.10)

Nas Equações (7.9) e (7.10), λi representa um autovalor de Υ, em que i ∈ {0, 1, 2, 3}. Ainda,
a Equação (7.10) pode ser reescrita como

∣∣ψjk0
〉
=U

 λ0〈00|VjkU
†|ψab〉|00〉+λ1〈01|VjkU

†|ψab〉|01〉+λ2〈10|VjkU
†|ψab〉|10〉+λ3〈11|VjkU

†|ψab〉|11〉√
|λ0〈00|VjkU†|ψab〉|2+|λ1〈01|VjkU†|ψab〉|2+|λ2〈10|VjkU†|ψab〉|2+|λ3〈11|VjkU†|ψab〉|2

, (7.11)

em que Vjk = U †βjkU . Agora, considera-se o caso particular em que se observam as seguintes
características: 1) é escolhida a base de Bell para medições, portanto, as correções são feitas
usando portas do grupo de Pauli; 2) U faz parte do grupo de Clifford; 3) O estado de entrada
é tal que U † |ψab〉 = |00〉. Neste caso, a Equação (7.11) se torna

∣∣∣ψjk0 〉 = U

λ0〈00|σjk|00〉|00〉+λ1〈01|σjk|00〉|01〉+λ2〈10|σjk|00〉|10〉+λ3〈11|σjk|00〉|11〉√
|λ0〈00|σjk|00〉|2+|λ1〈01|σjk|00〉|2+|λ2〈10|σjk|00〉|2+|λ3〈11|σjk|00〉|2

 . (7.12)

A Tabela 7.2 mostra os possíveis estados na saída, de acordo com o resultado da medição,
quando λi 6= 0.

Tabela 7.2: Estados na saída na Equação (7.12) de acordo com os resultados da medição
usando a base de Bell.

σjk
∣∣ψjko 〉 σjk

∣∣ψjko 〉
I ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |00〉 σY ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = iU |10〉

I ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = U |01〉 σY ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = iU |11〉
I ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = iU |01〉 σY ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = −U |11〉

I ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |00〉 σY ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = iU |10〉
σX ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σZ ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = U |00〉

σX ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = U |11〉 σZ ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = U |01〉
σX ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = iU |11〉 σZ ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = iU |01〉

σX ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σZ ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = U |00〉

Como pode ser notado na Tabela 7.2, o estado resultante não é a aplicação de
uma operação unitária aplicada ao estado de entrada |ψab〉. O estado resultado é, a menos de
um fator de fase global, probabilisticamente, um dos possíveis estados: U |00〉, U |01〉, U |10〉,
U |11〉, em que U decorre da decomposição de Υ e, portanto, depende do estado |σ〉 recurso
da teleportação. Deste modo, na verdade é teleportada a ação de U sobre a base canônica.
Pode-se notar que não é requerida correção, isso ocorre porque não se pode escolher o estado
a ser teleportado, o resultado é intrinsecamente probabilístico.
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Como outro exemplo, considera-se o estado maximamente entrelaçado de quatro
qubits

|ξ〉 = (|0000〉+ |0011〉+ |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉+ |1111〉)/
√

8, (7.13)

para o qual se tem

Υ = 1√
8


1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1

 = U


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1

/√
2 0

0 0 0 1
/√

2

U † (7.14)

U = 1√
2


0 1 1 0
−1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 1 0

 . (7.15)

Portanto, neste caso a Equação (7.10) se reduz a

∣∣∣ψjk0 〉 = U

(〈00|βjk |ψab〉+ 〈11|βjk |ψab〉) |10〉+ (〈01|βjk |ψab〉+ 〈10|βjk |ψab〉) |11〉√
|(〈00|βjk |ψab〉+ 〈11|βjk |ψab〉)|2 + |〈01|βjk |ψab〉+ 〈10|βjk |ψab〉|2

 .
(7.16)

Tomando novamente a base de Bell para medições e |ψab〉 = |00〉, tem-se na Tabela 7.3 os
possíveis estados na saída.

Tabela 7.3: Estados na saída da Equação (7.16) de acordo com os resultados da medição
usando a base de Bell.

σjk
∣∣ψjko 〉 σjk

∣∣ψjko 〉
I ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σY ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = iU |11〉

I ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = U |11〉 σY ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = iU |10〉
I ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = iU |11〉 σY ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = −U |10〉

I ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σY ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = iU |11〉
σX ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |11〉 σZ ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = U |10〉

σX ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σZ ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = U |11〉
σX ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = iU |10〉 σZ ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = iU |11〉

σX ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |11〉 σZ ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = U |10〉

Como mostrado na Tabela 7.3, apenas a ação de U sobre dois estados da base
canônica são teleportados, isso acontece porque Υ na Equação (7.14) tem apenas dois auto-
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valores não nulos. Em geral, um estado na forma a |0000〉 + b |0011〉 + c |0101〉 + d |0110〉 +
d |1001〉+ c |1010〉+ b |1100〉+ a |1111〉 [70] produz uma matriz Υ normal.

7.3.3 O caso em que Υ não é normal

Por fim, considera-se o último caso, quando Υ não é normal. Mesmo não sendo
uma matriz normal, ainda é possível definir uma diagonalização para a matriz Υ envolvendo
matrizes unitárias. Aplicando primeiramente a decomposição polar, tem-se Υ = UH, em que
U é unitária e H é hermitiana. Agora, a matriz hermitiana, sendo normal, é decomposta como
H = V DV †, de modo que Υ = UV DV † = WDV †, em que D é uma matriz diagonal cujos
elementos são os autovalores de H. Com isso, o estado resultante se torna

ρo =
3∑

j,k=0

1
4

∣∣∣ψjk0 〉〈ψjk0 ∣∣∣ =
3∑

j,k=0

1
4

Υβjk |ψab〉 〈ψab|β†jkΥ†

〈ψab|β†jkΥ†Υβjk |ψab〉
(7.17)

∣∣ψjk0
〉

= 1√√√√√√√√√√〈ψab|β
†
jk
V


|λ0|2 0 0 0

0 |λ1|2 0 0
0 0 |λ2|2 0
0 0 0 |λ3|2

V †βjk|ψab〉
W


λ0 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

V †βjk|ψab〉⇒

(7.18)

∣∣ψjk0
〉
=W

 λ0〈00|V †βjk|ψab〉|00〉+λ1〈01|V †βjk|ψab〉|01〉+λ2〈10|V †βjk|ψab〉|10〉+λ3〈11|V †βjk|ψab〉|11〉√
|λ0〈00|V †βjk|ψab〉|2+|λ1〈01|V †βjk|ψab〉|2+|λ2〈10|V †βjk|ψab〉|2+|λ3〈11|V †βjk|ψab〉|2

. (7.19)

Este resultado é similar ao da Equação (7.10), mas agora λi’s representam os
autovalores da matriz H e não os da matriz Υ. Além disso, tem-se que Tr(ΥΥ†) = Tr(HH†) =
1 e, portanto,

∑
i |λi|2 = 1. Agora, considera-se o caso em que a base de Bell é usada para

medição, V pertence ao grupo de Clifford e o estado de entrada é tal que V † |ψab〉 = |00〉, então
a Equação (7.19) é reduzida para

∣∣∣ψjk0 〉 = W

λ0〈00|σjk|00〉|00〉+λ1〈01|σjk|00〉|01〉+λ2〈10|σjk|00〉|10〉+λ3〈11|σjk|00〉|11〉√
|λ0〈00|σjk|00〉|2+|λ1〈01|σjk|00〉|2+|λ2〈10|σjk|00〉|2+|λ3〈11|σjk|00〉|2

 . (7.20)

Observando-se a Equação (7.20), pode-se ver como resultado a teleportação da
ação de W sobre um conjunto de estados, entretanto, neste caso W não pertence a Clifford.
Outra possibilidade para uma matriz não normal é usar a decomposição de Schur Υ = UTU †,
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em que T é uma matriz triangular superior. Como exemplo, toma-se o estado [71]

|ξ〉 = (|0000〉 − |0011〉 − |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉+ |1111〉)/
√

8, (7.21)

para o qual se tem a seguinte matriz Υ e correspondente decomposição:

Υ= 1√
8


1 0 0 1
0 −1 1 0
0 −1 1 0
1 0 0 1

=UTU†= 1√
2


1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1
1 −1 0 0




1
/√

2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

/√
2

0 0 0 0

 1√
2


1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1
1 −1 0 0


†

. (7.22)

Deste modo, o estado na saída do protocolo de teleportação será

ρo =
3∑

j,k=0

1
4

∣∣∣ψjk0 〉〈ψjk0 ∣∣∣ =
3∑

j,k=0

1
4

Υβjk |ψab〉 〈ψab|β†jkΥ†

〈ψab|β†jkΥ†Υβjk |ψab〉
(7.23)

∣∣∣ψjk0 〉 = U (|00〉 〈00|+ |10〉 〈11|)U †βjk |ψab〉√
2

= (7.24)

∣∣∣ψjk0 〉 = U
(〈00|βjk |ψab〉+ 〈11|βjk |ψab〉) |00〉+ (〈10|βjk |ψab〉 − 〈01|βjk |ψab〉) |10〉√
|(〈00|βjk |ψab〉+ 〈11|βjk |ψab〉)|2 + |〈10|βjk |ψab〉 − 〈01|βjk |ψab〉|2

. (7.25)

Mais uma vez, tomando a base de Bell para medições e |ψab〉 = |00〉, tem-se na Tabela 7.4 os
possíveis estados na saída.

Tabela 7.4: Estados na saída da Equação (7.25) de acordo com os resultados da medição
usando a base de Bell.

σjk
∣∣ψjko 〉 σjk

∣∣ψjko 〉
I ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |00〉 σY ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = iU |10〉

I ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = −U |10〉 σY ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = iU |00〉
I ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = −iU |10〉 σY ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = −U |00〉

I ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |00〉 σY ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = U |10〉
σX ⊗ I

∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σZ ⊗ I
∣∣ψjko 〉 = U |00〉

σX ⊗ σX
∣∣ψjko 〉 = U |00〉 σZ ⊗ σX

∣∣ψjko 〉 = −U |10〉
σX ⊗ σY

∣∣ψjko 〉 = iU |00〉 σZ ⊗ σY
∣∣ψjko 〉 = iU |10〉

σX ⊗ σZ
∣∣ψjko 〉 = U |10〉 σZ ⊗ σZ

∣∣ψjko 〉 = U |00〉

Como pode ser visto na Tabela 7.4, apenas a ação de U sobre dois estados da base computa-
cional é teleportada.
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7.4 Conclusão

Neste capítulo é completado o estudo acerca do protocolo de teleportação da ação
de portas de dois qubits na medida que estuda o papel desempenhado pelo estado recurso
no protocolo. A partir dessa nova perspectiva, pode-se definir duas classes para tais estados
recurso: 1) o conjunto de estados que emerge quando Υ = 1/2Uσ, para Uσ unitária; 2) o
conjunto de estados que emerge quando Υ é normal mas 2Υ não é unitária ou quando Υ
não é normal. As principais diferenças no protocolo quando estados de ambas as classes são
utilizados são:

• Classe 1

1. A base de medição é importante para definir a probabilidade de sucesso, bem como
as correções associadas.

2. Uma teleportação determinística é alcançada apenas se o estado recurso for, segundo
π4, maximamente entrelaçado.

3. O estado teleportado é a ação de U sobre o estado de entrada do protocolo, como
normalmente se almeja.

• Classe 2

1. Ocorre probabilisticamente a teleportação da ação de U sobre um conjunto de es-
tados.

2. A base de medição e o estado de entrada são usados para definir o possível conjunto
de estados resultantes.

3. Não é utilizada correção no processo.

Adicionalmente, mostrou-se a teleportação probabilística dos estados da base canô-
nica através de uma porta de dois qubits dentro do grupo de Clifford, para o caso de Υ ser
normal, ou através de uma porta fora do grupo de Clifford quando Υ não é normal. Nos casos
particulares em que os estados descritos na Equação (7.13) e na Equação (7.21) são utilizados,
tem-se que o resultado é, probabilisticamente, um par de Bell.
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Capítulo 8

Busca por entrelaçadores universais

Resumo

Este capítulo apresenta uma contribuição desta tese na medida que aplica
a noção de separabilidade matricial para encontrar condições nas quais um dado estado
quântico pode ser considerado separável, ou seja, não entrelaçado em dadas partições. Na
sequência, tais condições são aplicadas para conjecturar algumas portas quânticas como
sendo entrelaçadores universais. As ferramentas desenvolvidas foram capazes de apontar
contraexemplos na literatura, tanto sobre estados entrelaçados quanto sobre entrelaçadores
universais.

8.1 Introdução

Uma crescente atenção tem sido dedicada ao estudo dos entrelaçadores [20–23],
buscando entender suas propriedades, construção e aplicações. Uma classe particularmente
interessante de entrelaçadores são os chamados entrelaçadores universais [24], portas quânticas
capazes de transformar qualquer estado desentrelaçado (pertencentes a um espaço de Hilbert
apropriado) em um estado entrelaçado.

Embora seja apontado na literatura que, na medida que se lida com dimensões
maiores, os entrelaçadores universais se tornam abundantes, não é uma tarefa fácil afirmar
que uma dada porta quântica é um entrelaçador universal. Neste trabalho são utilizadas
algumas relações que verificam a separabilidade de estados quânticos para, com o apoio de
heurísticas computacionais, buscar bons candidatos a entrelaçadores universais [72]. Com isso,
algumas portas quânticas que operam nos espaços C3 ⊗C4 e C4 ⊗C4 são conjecturadas como
sendo entrelaçadores universais. Adicionalmente, a eficácia da abordagem proposta pode ser
verificada ao ser capaz de invalidar conhecidos resultados da literatura, tanto a respeito de
estados entrelaçados quanto de entrelaçadores universais.

89
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O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: A Seção 8.2 cobre
algumas definições elementares usadas ao longo do capítulo. Uma descrição da aplicação da
noção de separabilidade para verificar estados entrelaçados é dada na Seção 8.3, o mesmo é
feito no contexto da análise de entrelaçadores universais na Seção 8.4. Na Seção 8.5 é descrita
a abordagem utilizada para conjecturar algumas portas como entrelaçadores universais. Por
fim, as conclusões são apresentadas na Seção 8.6.

8.2 Noções elementares

Esta seção traz uma rápida revisão acerca de estados quânticos d-dimensionais,
medidas de entrelaçamento e entrelaçadores universais.

8.2.1 Medidas de entrelaçamento

Conforme já apresentado no Capítulo 3, um qudit é um estado quântico d-dimensional
cuja forma geral, usando a base canônica, é dado por

|ψ〉 =
d−1∑
i=0

αi |i〉, (8.1)

em que αi obedece à condição de normalização |α0|2 + |α1|2 + · · ·+ |αd−1|2 = 1. Um medição
em |ψ〉 na base canônica implica que se obterá o resultado i com probabilidade |αi|2. Diz-se
que um dado estado |ψ〉AB é separável se ele pode ser descrito como o produto tensorial de
dois outros estados, formalmente, se |ψ〉AB = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B. Por outro lado, se |ψ〉AB é um
estado entrelaçado suas partes não podem ser descritas isoladamente, apenas o sistema como
um todo, deste modo, não existem |ψ〉A e |ψ〉B tal que |ψ〉AB = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B.

Por sua vez, o entrelaçamento é um recurso físico e há medidas consolidadas para
avaliar o grau de correlação de um sistema quântico biparte, tais como a entropia de Von
Neumann [73], a concorrência [74], a PPT [75] e a negatividade [76]. Cada uma dessas medidas
de entrelaçamento possuem particularidades, mas neste capítulo será usada apenas a entropia
de Von Neumann. Dado um estado entrelaçado biparte puro |ψ〉AB, o entrelaçamento calculado
pela entropia de Von Neumann é dado por

EV N (ρA) = −Tr(ρA · log(ρA)), (8.2)

em que ρA = TrB (|ψ〉AB 〈ψ|).

8.2.2 Entrelaçadores universais

Uma porta quântica U que opera em dois qudits é um entrelaçador se existe um
dado estado separável |ψ〉AB tal que EV N (U |ψ〉AB) 6= 0. Em outras palavras, qualquer porta
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capaz de gerar entrelaçamento entre dois estados separáveis é considerada um entrelaçador.
A noção de poder de entrelaçamento foi desenvolvida em [77] para ajudar na carac-

terização do entrelaçamento gerado por uma porta quântica, enquanto em [22] se estabeleceu
uma conexão com alguns invariantes, ambos os conceitos relacionam portas quânticas com a
mesma capacidade de gerar entrelaçamento. Em [78] foi introduzido o conceito de entrelaçado-
res perfeitos, portas capazes de gerar um estado maximamente entrelaçado a partir de estados
desentrelaçados. Uma classe mais específica de entrelaçadores foi definida em [79] como res-
posta à questão: existe entrelaçador perfeito capaz de gerar estados maximamente entrelaçados
a partir de todos os estados de uma base desentrelaçada? Essa classe particular de entrela-
çadores recebeu o nome de entrelaçadores perfeitos especiais. Então, dados quatro estados
separáveis ortogonais um entrelaçador perfeito especial é capaz de gerar estados maximamente
entrelaçados a partir dos quatro estados.

Por fim, uma classe de entrelaçadores ainda mais geral foi introduzida em [24],
chamada entrelaçadores universais, em resposta à questão: existem entrelaçadores capazes
de entrelaçar qualquer par de estados separáveis? Formalmente, um entrelaçador universal
é uma porta U tal que EV N (U(|φ〉m ⊗ |ψ〉n)) 6= 0 ∀ |φ〉m , |ψ〉n, em que |φ〉m e |ψ〉n são
estados arbitrários de um qudit de dimensões, respectivamente, m e n. Foi apontado em [24]
que entrelaçadores universais existem se, e somente se, min(m,n) ≥ 3 e (m,n) 6= (3, 3).
Entretanto, construir explicitamente um entrelaçador universal para operar em um sistema
biparte arbitrário m ⊗ n é uma questão que permanece em aberto. Um exemplo explícito
para o espaço C3 ⊗ C4 foi dado em [80], o qual será discutido em detalhes posteriormente,
e em [81] foram apresentados dois entrelaçadores universais aplicáveis à sistemas bosônicos e
fermiônicos.

8.3 Separabilidade de estados quânticos

Nesta seção são descritas algumas condições para verificação da separabilidade de
estados quânticos, para tanto, são usadas as condições necessárias e suficientes, estabelecidas no
Capítulo 4, para verificar a separabilidade de uma matriz arbitrária. Começa-se por observar
que se |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 é um estado separável, então sua matriz densidade correspondente
também o será, formalmente, ρ = (|ψ1〉 〈ψ1|)⊗ (|ψ2〉 〈ψ2|). Deste modo, a abordagem consiste
em simplesmente checar a separabilidade da matriz ρ, conforme veremos para alguns casos
adiante.

Relembrando a partir do Capítulo 4, para verificar a hipótese de que ρ = |ψ〉 〈ψ| é
um estado separável na forma |ψ1〉 〈ψ1|⊗ |ψ2〉 〈ψ2|, em que |ψ〉 ∈ Cm·n, |ψ1〉 ∈ Cm e |ψ2〉 ∈ Cn,
tem-se que, a partir do mapeamento γ(~p, ~q, ~r, ~s) = (~p⊗ ~r)† · ρ · (~q ⊗ ~s), deve-se observar

γ(~p1, ~q1, ~r1, ~s1) · γ(~p2, ~q2, ~r2, ~s2) = γ(~p1, ~q1, ~r2, ~s2) · γ(~p2, ~q2, ~r1, ~s1) (8.3)

para todos os vetores {~pi, ~qi} em uma base de Cm e {~rj , ~sj} em uma base de Cn. Tomando o
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caso específico da forma da Equação (8.1) para d = 2 e aplicando o procedimento, tem-se que
um dado estado será separável se

α0α3 − α1α2 = 0 (8.4)

que, como já era esperado, coincide com um resultado largamente conhecido na literatura: a
medida de entrelaçamento concorrência [74]. No geral, a checagem de biseparabilidade de um
dado estado quântico recai em um sistema de equações polinomiais envolvendo os coeficientes
do estado. A separabilidade é verificada se todas as equações resultarem em zero, caso contrário
o estado não é separável. Por exemplo, em [82] foi apontado que o estado de três qutrits

|κ〉 = 1√
6

(|000〉 − |011〉 − |112〉+ |120〉 − |202〉+ |221〉) (8.5)

é biseparável, mas se pode ver que este não é o caso. Tomando-se as bipartições ρA =
TrBC(|κ〉 〈κ|), ρB = TrAC(|κ〉 〈κ|) e ρC = TrAB(|κ〉 〈κ|) vê-se que elas falham ao se verifi-
car algumas das condições que atestam a separabilidade de um qutrit. Por exemplo,

α1 · α15 − α6 · α10 = −1
6 para ρA_BC (8.6a)

α1 · α11 − α2 · α10 = −1
6 para ρB_AC (8.6b)

α1 · α13 − α4 · α10 = −1
6 para ρAB_C . (8.6c)

Sobre o estado |κ〉 foi perguntado em [82]: “Como é possível que dois diferentes estados (um
separável e outro não separável) tenham a mesma correlação baseada no entrelaçamento?” Não
se acredita que isso seja possível, mas esta não é a questão, a realidade é que o estado |κ〉 não
é separável.

Aplicando este procedimento aos estados pertencentes ao espaço C3⊗C4, ver-se-á
que a separabilidade de um estado arbitrário |α34〉 = α1 |01〉+α2 |02〉+α3 |03〉+ · · ·+α12 |23〉
será verificada quando

∑18
i=1 |ξi| = 0, na qual

ξ1 = α0α5 − α1α4, ξ2 = α0α6 − α2α4, ξ3 = α0α7 − α3α4,

ξ4 = α0α9 − α1α8, ξ5 = α0α10 − α2α8, ξ6 = α0α11 − α3α8,

ξ7 = α1α6 − α2α5, ξ8 = α1α7 − α3α5, ξ9 = α1α10 − α2α9,

ξ10 = α1α11 − α3α9, ξ11 = α2α7 − α3α6, ξ12 = α2α11 − α3α10,

ξ13 = α4α9 − α5α8, ξ14 = α4α10 − α6α8, ξ15 = α4α11 − α7α8,

ξ16 = α5α10 − α6α9, ξ17 = α5α11 − α7α9, ξ18 = α6α11 − α7α10.

(8.7)

De modo análogo, o procedimento quando aplicado aos estados pertencentes ao espaço C4⊗C4

revela que a separabilidade de um estado arbitrário |α44〉 = α1 |01〉+ α2 |02〉+ α3 |03〉+ · · ·+
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α16 |33〉 será verificada quando
∑36
i=1 |ζi| = 0, em que

ζ1 = α0α5 − α1α4, ζ2 = α0α6 − α2α4, ζ3 = α0α7 − α3α4,

ζ4 = α0α9 − α1α8, ζ5 = α0α10 − α2α8, ζ6 = α0α11 − α3α8,

ζ7 = α0α13 − α1α12, ζ8 = α0α14 − α2α12, ζ9 = α0α15 − α3α12,

ζ10 = α1α6 − α2α5, ζ11 = α1α7 − α3α5, ζ12 = α1α10 − α2α9,

ζ13 = α1α11 − α3α9, ζ14 = α1α14 − α2α13, ζ15 = α1α15 − α3α13,

ζ16 = α2α7 − α3α6, ζ17 = α2α11 − α3α10, ζ18 = α2α15 − α3α14,

ζ19 = α4α9 − α5α8, ζ20 = α4α10 − α6α8, ζ21 = α4α11 − α7α8,

ζ22 = α4α13 − α5α12, ζ23 = α4α14 − α6α12, ζ24 = α4α15 − α7α12,

ζ25 = α5α10 − α6α9, ζ26 = α5α11 − α7α9, ζ27 = α5α14 − α6α13,

ζ28 = α5α15 − α7α13, ζ29 = α6α11 − α7α10, ζ30 = α6α15 − α7α14,

ζ31 = α8α13 − α9α12, ζ32 = α8α14 − α10α12, ζ33 = α8α15 − α11α12,

ζ34 = α9α14 − α10α13, ζ35 = α9α15 − α11α13, ζ36 = α10α15 − α11α14.

(8.8)

Este mesmo procedimento pode ser aplicado para se obter as condições de separabilidade de
estados quânticos para partições e dimensões arbitrárias. Por exemplo, assumindo um estado
no espaço 2 ⊗ n com coeficientes α1, α2, · · · , α2n em que

∑2n
i=1 |αi|2 = 1, ele será separável se,

e somente se,

n−1∑
i=1

n−i∑
j=0
|αi · αj+n+2 − αj+2 · αi+n| = 0. (8.9)

Algumas equações de separabilidade são mostradas no Apêndice A. Analisando-se numeri-
camente o teste de biseparabilidade na dimensão m ⊗ n, pode-se perceber que o número de
equações (#eq) associadas é dado por

#eq =
(
m(m− 1)

2

)
·
(
n(n− 1)

2

)
(8.10a)

= (mn) ·
((m− 1) · (n− 1)

4

)
(8.10b)

= m2n2 −m2n−mn2 −mn
4 , (8.10c)

de onde é possível concluir que se trata de um polinômio de grau 2. Entretanto, ainda mais
interessante é o fato que a proporção entre o número de equações e a dimensão do estado
testado (mn) é dada por

((m− 1) · (n− 1)
4

)
, (8.11)

uma grandeza linear, portanto, pode-se afirmar que o teste de separabilidade proposto é efici-
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ente.

8.4 Análise da universalidade de entrelaçadores

Ainda que não seja conhecido um teste simples para verificar se uma dada porta
quântica é um entrelaçador universal, acredita-se que a abordagem aqui descrita pode contri-
buir com novas ideias acerca do tema uma vez que propõe uma abordagem algébrica ligeira-
mente diferente. Isso parte do fato de que, se U é um entrelaçador universal, então a matriz
densidade

ρ = U(|ψ〉 〈ψ|)U † (8.12)

não será separável para todo todo |ψ〉. Isto é equivalente a aplicar a Equação (8.3) na Equa-
ção (8.12) e verificar se o sistema de equações correspondente não possui solução (além da
trivial em que todas as variáveis são zero). Pode-se também verificar se EV N (U |ψ〉) 6= 0
para todo estado |ψ〉, mas além das limitações de particionamento e dimensionalidade impos-
tos pelas medidas de entrelaçamento, manipular tais medidas simbolicamente costuma ser uma
tarefa complicada. Ainda segundo [80], pode-se usar a expressão U (|αA〉 ⊗ |βA〉) = |αB〉⊗|βB〉
para verificar se U é um entrelaçador universal, mas isso envolve o dobro de variáveis que o
requerido para a abordagem descrita aqui.

Neste trabalho não foi possível resolver o problema inteiramente a ponto de for-
necer uma parametrização explícita capaz de gerar entrelaçadores universais, mas a discussão
de casos particulares pode contribuir gerando novas ideias sobre o tema. Por exemplo, anali-
sando algumas manipulações algébricas simples, pode-se facilmente verificar o lema enunciado
adiante.

Lema 8.1. Se uma dada matriz U é um entrelaçador universal que opera no espaço Cn, então
todas suas n colunas são vetores que representam estados não separáveis.

Demonstração. Toma-se |ui〉 como a i-ésima coluna da matriz U e |vi〉 como o i-ésimo estado
da base canônica do espaço Cn, então U · |vi〉 = |ui〉, portanto, se |ui〉 é um estado separável
então U não é um entrelaçador universal.

Uma consequência direta do Lema 8.1 é que portas controladas não podem ser entrelaçadores
universais. Mas existe um caso ainda mais interessante. Até onde se sabe, o único exemplo de
entrelaçador universal que opera no espaço (3⊗4), enunciado em [80] e corroborado em [81,83],
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é a porta quântica

UH =



+ − − − − − − − − − − −
+ + − + − − − + + + − +
+ + + − + − − − + + + −
+ − + + − + − − − + + +
+ + − + + − + − − − + +
+ + + − + + − + − − − +
+ + + + − + + − + − − −
+ − + + + − + + − + − −
+ − − + + + − + + − + −
+ − − − + + + − + + − +
+ + − − − + + + − + + −
+ − + − − − + + + − + +



, (8.13)

em que os símbolos + e − significam, respectivamente, 1/
√

12 e −1/
√

12. Entretanto, a partir
do Lema 8.1 se pode ver que UH não é um entrelaçador universal uma vez que a primeira
coluna representa um estado separável. De fato, tem-se que

UH (|0〉3 ⊗ |0〉4) = F3|0〉3 ⊗ F4|0〉4, (8.14)

portanto EV N [UH (|0〉3 ⊗ |0〉4)] = 0. Neste caso, |0〉d representa o estado zero d-dimensional,
enquanto Fd representa a transformada de Fourier operando no espaço Cd, cuja descrição será
dada adiante.

8.5 Busca por entrelaçadores universais

Ainda que não seja conhecida uma decomposição KAK similar a usada para o caso
de SU(4), mas aplicável para uma dimensão arbitrária, é razoável supor que se pode decompor
uma porta U qualquer de modo a extrair sua parte estritamente não local. Seguramente esta
parte não local é ingrediente fundamental para compor o entendimento acerca da estrutura
dos entrelaçadores universais. Enquanto não é conhecida uma abordagem para construir ex-
plicitamente entrelaçadores universais arbitrários, conhecer alguns exemplos pode ser útil na
busca pelo entendimento de suas propriedades gerais. Embora para altas dimensões, conforme
apontado em [80], uma matriz unitária escolhida aleatoriamente tende a ser um entrelaça-
dor universal, construi-los a partir de portas quânticas mais familiares pode fornecer pistas
interessantes acerca dessa estrutura.

Segundo as estratégicas algébricas conhecidas para lidar com o problema, verificar
se uma porta é ou não um entrelaçador universal é um problema intratável, isso emerge do
fato que resolver um sistema de equações polinomiais é, em geral, um problema NP-Completo.
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Entretanto, na prática, encontrar um contraexemplo que prova que uma dada porta não é um
entrelaçador universal é uma tarefa mais factível. Deste modo, neste trabalho foi utilizada
uma quantidade expressiva de estratégias em um algoritmo de Evolução Diferencial [84, 85]
para incrementar sua capacidade de encontrar contraexemplos que invalidem candidatos a
entrelaçadores universais, incluindo: o uso da Equação (8.3) aplicada na Equação (8.12) e
EV N (U |ψ〉) como funções de aptidão, variação no tamanho da população, na taxa de crossover,
no fator de escala, detecção de estagnação de convergência e detecção de perda de diversidade
da população. A aplicação da abordagem a casos sabidamente falsos indicam a corretude do
procedimento, por exemplo, a porta UH é invalidada em poucos segundos ao encontrar o estado
|0〉3 ⊗ |0〉4 como contraexemplo.

O objetivo principal é encontrar bons candidatos à entrelaçadores universais a
partir de portas largamente conhecidas na literatura, portanto, foram testadas as portas F12,

X12, Y12 e Z12 operando sobre o produto tensorial |ψA〉3 ⊗ |ψB〉4 e, de modo análogo, as
portas F16, X16, Y16 e Z16 operando sobre o produto tensorial |ψA〉4 ⊗ |ψB〉4. Tais portas são
a generalização [1, 18] d-dimensional das portas X, Z e F (transformada de Fourier em um
qudit) [86], definidas como

Xd |k〉 = |(k + 1) mod d〉 (8.15a)

Zd |k〉 =
(
e(2πi/d)

)k
|k〉 (8.15b)

Fd |k〉 = 1√
d

d−1∑
l=0

e(2πikl/d) |l〉, (8.15c)

cujos elementos da representação matricial de cada uma delas é dado por

(Xd)mn =
{

1 if m = (n+ 1) mod d
0 otherwise

, (8.16a)

(Zd)mn =
{
e(2πi/d)m−1 se m = n

0 se m 6= n
, (8.16b)

(Fd)mn = e(2πi/d)mn/
√
d. (8.16c)

Adicionalmente, faz-se Yd = i·XdZd. Embora todas essas portas não sejam separáveis em (3⊗4)
ou (4 ⊗ 4), todas elas falham quando submetidas ao algoritmo de avaliação de candidatos a
entrelaçadores universais. Poucos segundos são suficientes para encontrar um contraexemplo.
Depois da falha com essas portas optou-se por definir novos candidatos a partir de funções
e/ou produtos dessas portas listadas, mas também falharam

√
X12,

√
Z12,

√
X16, e

√
Z16.

Entretanto, foi possível encontrar alguns bons candidatos, são eles:

UE1 =
√
Y12, (8.17a)
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UE2 =
√
Y16, (8.17b)

UE3 =
√
X12

† · F12 ·
√
X12, (8.17c)

UE4 =
√
X16

† · F16 ·
√
X16. (8.17d)

Todas as exaustivas tentativas de encontrar contraexemplos para as portas descri-
tas na Equação (8.17) falharam. Nenhum ganho foi observado após vários dias de execução do
algoritmo. Este comportamento embasa a Conjectura 8.1. Os valores mínimos de entrelaça-
mento encontrados, para cada porta, pelo algoritmo de avaliação quando usada a entropia de
Von Neumann na busca por contraexemplos são mostrados na Tabela 8.1.

Conjectura 8.1. As portas
√
Yd e

√
Xd
† · Fd ·

√
Xd operando sobre o espaço (m ⊗ n) são

entrelaçadores universais para d = 12 (3⊗ 4) e d = 16 (4⊗ 4).

Tabela 8.1: Entrelaçamento mínimo gerado pelas portas UE1, UE2, UE3 e UE4 encontrados
pelo algoritmo de avaliação.

Porta Mínimo
UE1 0 0.0000161996871969521766493425168897
UE2 0 0.0000573252505355402686105723009113
UE3 0 0.0050235559536978020150899126861077
UE4 0 0.0001308255187422652026599939611983

Mostra-se curioso o fato de
√
Yd ser potencialmente um entrelaçador universal enquanto para

√
Xd e

√
Zd, conforme apontado anteriormente, rapidamente são encontrados contra exemplos

e, portanto, são descartados como candidatos.
Por fim, foi analisado o entrelaçamento gerado pelas portas UH , UE1 e UE3 sobre

um milhão de estados separáveis montados a partir do produto tensorial de colunas de matrizes
geradas aleatoriamente [87,88], esta distribuição é mostrada na Figura 8.1. Pode-se ver que as
portas UE1 e UE3 geram, na média, mais entrelaçamento que UH , mas naturalmente o espaço
amostral é muito pequeno para permitir concluir que este comportamento é uma propriedade
correlacionada com o provável fato de UE1 e UE3 serem entrelaçadores universais.
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Figura 8.1: Distribuição do entrelaçamento gerado pelas portas UH , UE1 e UE3 sobre um
milhão de estados separáveis gerados aleatoriamente.

8.6 Conclusão

Neste capítulo foi descrita uma abordagem que pode ser usada para verificar a
separabilidade de um estado quântico em partições e dimensões arbitrárias. Esta abordagem
permitiu verificar, usando sua correspondente matriz densidade, que um estado de três qutrits
apontado em [82] como separável era, de fato, não separável. Permitiu também mostrar que um
exemplo de entrelaçador universal dado em [80] era falso. Com o apoio de uma heurística base-
ada na diferenciação evolutiva foi possível conjecturar algumas portas, construídas a partir de
outras largamente conhecidas na literatura, como sendo entrelaçadores universais. É possível
que isso venha a dar pistas na investigação das propriedades de tais portas. Por fim, acredita-se
que, ainda que similarmente difícil, o melhor caminho para chegar ao completo entendimento
acerca da estrutura dos entrelaçadores universais, incluindo encontrar uma parametrização
para gerá-los, é usar a abordagem aqui descrita com uma parametrização de matrizes unitá-
rias [88,89] e estratégias para solução de sistemas de equações polinomiais [90–92].
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Capítulo 9

Estados quânticos sequências

Resumo

Este capítulo apresenta a definição dos chamados estados quânticos sequên-
cias, estados construídos a partir de sequências de números inteiros, bem como uma análise
sobre algumas propriedades do entrelaçamento e a preparação destes estados através do al-
goritmo de Grover. Este entendimento pode ser útil ao desenvolvimento de protocolos em
dimensões superiores e/ou testar ideias em teoria dos números.

9.1 Introdução

Há algum tempo surgiram trabalhos [25–27] estabelecendo conexões entre a teoria
da informação quântica e a teoria dos números. Mais recentemente, novos trabalhos [28–30]
apontam fortes evidências de que a teoria da informação quântica pode ser um ambiente fértil
para desenvolver e testar ideias relacionadas à teorias dos números. Estes trabalhos descrevem
a manipulação de problemas importantes, tais como a Hipótese de Riemann e a Conjectura de
Goldbach.

Neste capítulo são estudadas as propriedades de alguns estados quânticos sequên-
cias [93], em especial o entrelaçamento e a preparação usando o algoritmo de Grover. Este
entendimento pode ser útil ao desenvolvimento de protocolos em dimensões superiores e/ou
testar ideias em teoria dos números. Por exemplo, algum esforço [94–96] tem sido dedicado à
busca por estados maximamente entrelaçados, mas isto é uma tarefa difícil, no melhor de nosso
conhecimento não há exemplos descritos na literatura para estados com mais de sete qubits.
Portanto, se um dado protocolo requer apenas que as bipartições formadas pela separação de
um dos qubits dos demais sejam maximamente entrelaçadas, pode-se usar o estado PA aqui
descrito para n-qubits, cuja preparação pode ser feita de modo eficiente. Por outro lado, no

101
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que diz respeito à teoria dos números, tem-se como exemplo o estudo [29,30] acerca do estado
Primo, um caso particular de estado sequência.

O restante deste capítulo é organizado como se segue. Uma discussão sobre a de-
finição dos estados sequências e uma breve descrição de algumas sequências de inteiros são
apresentadas na Seção 9.2. A Seção 9.3 mostra uma análise detalhada das propriedades do
entrelaçamento de um conjunto de estados sequências. Na Seção 9.4, são descritas considera-
ções sobre como preparar os estados sequências. Algumas novas sequências são introduzidas e
analisadas na Seção 9.5. Por fim, as conclusões do capítulo são apresentadas na Seção 9.6.

9.2 Estados Quânticos Sequências

A partir de uma sequência finita de números inteiros pode-se definir o estado
quântico sequência como se segue. Fazendo S = (s1, s2, s3, · · · , sk) ser um conjunto contendo
os primeiros k elementos de uma sequência de inteiros menores que dn, um estado quântico
sequência de n-qudits é definido como

∣∣∣Sdn〉 = 1√
τ(dn)

k∑
i=1
|si〉 , (9.1)

em que τ é a função de contagem da sequência S que retorna a soma dos quadrados das
quantidades de cada elemento dentro da sequência. No caso particular da sequência não ter
elementos repetidos, τ retornará simplesmente o número de elementos dentro do conjunto
e, como consequência, o estado quântico resultante será uma superposição equiprovável dos
elementos da sequência. Então, usando a Equação (9.1), pode-se definir o mapeamento ξdn :
Zk → Cdn , no qual S(k) < dn ∀ k, que toma uma sequência finita de números inteiros e retorna
o estado quântico de n-qudits correspondente1, por exemplo:

ξ2
3({0, 7}) = 1√

2
(|000〉+ |111〉) , (9.2a)

ξ2
3({0, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 7}) = 1

4 (|000〉+ 2 |001〉+ |010〉+ 3 |011〉+ |111〉) , (9.2b)

ξ3
2({0, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 7}) = 1

4 (|00〉+ 2 |01〉+ |02〉+ 3 |10〉+ |21〉) . (9.2c)

Usando esta definição serão construídos diversos estados quânticos, cujas propriedades serão
estudadas, associados à várias sequências de números inteiros descritas na literatura [97]. Uma
breve descrição de algumas dessas sequências usadas ao longo do trabalho pode ser conferida
adiante.

• Primo (A000040): Seguramente uma das mais famosas sequência de números inteiros,
1No restante do capítulo será tratado apenas o caso particular de qubits (d = 2) em que o índice superior d

é omitido. Além disso, sempre que não gerar ambiguidades será também omitido o índice inferior n.

http://oeis.org/A000040
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está relacionada aos mais importantes problemas da teoria dos números, tais como a
Conjectura de Goldbach e a Hipótese de Riemann. Seus primeiros elementos são {2, 3,
5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29}.

• Fibonacci (A000045): Esta famosa sequência é gerada a partir de uma fórmula recursiva
em que um dado elemento é a soma dos dois elementos anteriores. Cresce rapidamente,
existem apenas 43 elementos no intervalo [0, 228). A razão entre dois elementos conse-
cutivos tende para a razão áurea (1+

√
5

2 ). Seus primeiros elementos são {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34}.

• Happy (A007770): Composta pelos números cuja sucessiva soma dos quadrados dos
dígitos do número alcança o valor 1, por exemplo: 7 → 72 = 49 → 42 + 92 = 97 →
92 + 72 = 130 → 12 + 32 + 02 = 10 → 12 + 02 = 1. Seus primeiros elementos são
{1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44}.

• Lucky (A000959): De modo análogo aos números primos, trata-se de uma sequência ge-
rada a partir do conjunto dos números inteiros por uma peneira onde para cada elemento
S(k) são removidos todos os elementos na posição S(k) · j para todo j ∈ Z e k > 1. Seus
primeiros elementos são {1, 3, 7, 9, 13, 15, 21, 25, 31, 33}.

• Abundant (A005101): Sequência composta pelos números cuja soma dos divisores de
S(k) excede 2 · S(k). Seus primeiros elementos são {12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54}.

• Triangular (A000217): Consiste das quantidades de objetos que podem ser empilhados
para formar triângulos equiláteros, possui a fórmula fechada S(k) = k(k+1)

2 . Seus primei-
ros elementos são {0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45}.

• Lazy (A000124): Composta pelos números máximos de pedaços de um círculo formados
por um dado número de cortes retos, possui a fórmula fechada S(k) = k(k+1)

2 +1, bastante
similar à geradora da sequência Triangular. Seus primeiros elementos são {1, 2, 4, 7, 11,
16, 22, 29, 37, 46}.

• Padovan (A000931): Composta por um padrão similar à sequência de Fibonacci, mas
com S(0) = 1, S(1) = S(2) = 0 e S(k) = S(k − 2) + S(k − 3) para k > 2. De maneira
análoga àquela, cresce rapidamente, existem apenas 76 elementos no intervalo [0, 228).
Seus primeiros elementos são {1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16}.

• SPrime (A005097): Formada pelos números primos submetidos à uma operação de ro-
tação de bits à direita, a motivação para isso é remover a característica constante dos
números primos maiores que 2 serem todos ímpares e estudar a consequência disso sobre
o entrelaçamento do referido estado. Seus primeiros elementos são {1, 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11,
14}.

http://oeis.org/A000045
http://oeis.org/A007770
http://oeis.org/A000959
http://oeis.org/A005101
http://oeis.org/A000217
http://oeis.org/A000124
http://oeis.org/A000931
http://oeis.org/A005097
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• PA[r] (A008587): Trata-se de uma família de sequências geradas por progressões aritmé-
ticas de razão r. Seus primeiros elementos, para r = 5, são {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,
45}.

Seguindo, pode-se usar a Equação (9.1) para construir exemplos de estados de 4 qubits relaci-
onados a algumas dessas sequências apresentadas, tais como

|Fib4〉 = 1√
10

(
|0000〉+ 2 |0001〉+ |0010〉+ |0011〉+ |0101〉+ |1000〉+ |1101〉

)
, (9.3a)

|Hpy4〉 = 1
2 (|0001〉+ |0111〉+ |1010〉+ |1101〉) , (9.3b)

|Lck4〉 = 1√
6

(
|0001〉+ |0011〉+ |0111〉+ |1001〉+ |1101〉+ |1111〉

)
, (9.3c)

relacionados, respectivamente, às sequências Fibonacci, Happy e Lucky. Por fim, o estado
Primo, construído a partir da sequência de números primos e estudado em [29], que será usado
ao longo deste capítulo para fins de comparações, para n = 4 assume a forma

|Pri4〉 = 1√
6

(
|0010〉+ |0011〉+ |0101〉+ |0111〉+ |1011〉+ |1101〉

)
. (9.4)

9.3 Análise de Entrelaçamento

Como não há disponível uma medida de entrelaçamento multiparte genuíno para
estados de dimensão arbitrária, será usada uma estratégia já adotada em outros trabalhos
[29, 94–96], faz-se a soma de todas as bipartições relevantes, a média de todas as bipartições
relevantes e também a média de apenas algumas bipartições específicas. Uma definição mais
formal será apresentada adiante.

Dado um estado quântico de n qubits existem 2n diferentes traços parciais, mas é
fácil observar que apenas 2n−1− 1 são relevantes para cálculo do entrelaçamento. Isto decorre
do fato que o entrelaçamento presente em um dado traço parcial de ρ com relação ao índice i é
sempre igual ao presente naquele em relação ao índice complementar de i. Por exemplo, dada
a matriz densidade de um estado de 4 qubits ρABCD, o entrelaçamento em TRAB (ρABCD) é
sempre igual ao em TRCD(ρABCD). Então, o entrelaçamento da i-ésima bipartição será dado
por

Ei(|φ〉) = EV N (TRic (ρ)), (9.5)

sendo EV N é a entropia de Von Neumann (a medida de entrelaçamento escolhida para as
análises neste capítulo) e ic é o índice complementar de i. No geral, a despeito da restrição
adotada para o cálculo baseada na simetria, pode-se considerar i um valor arbitrário no inter-
valo [1, 2n − 1) e sua representação binária é tomada para indicar no traço parcial a posição
dos subsistemas que ficam (representados pelas posições com 1) e os que são traçados fora

http://oeis.org/A008587
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(representados pelas posições com zero), isto é útil para indicar livremente qualquer bipartição
do estado em algumas circunstâncias. Por exemplo, tomando o estado |φ〉 de 4 qubits descrito
anteriormente como referência, tem-se que E5(|φ〉), o entrelaçamento da bipartição i = 5 (0101
em binário), será obtido através do traço parcial que mantém os subsistemas BD e traça fora
os subsistemas AC. Ainda, em alguns casos será útil analisar especificamente as partições que
dividem o estado entre o k-ésimo qubit e os demais, de modo a entender o quão entrelaçado é
cada qubit do estado com os n− 1 qubits restantes, essa caso será descrito por

Ethk (|φ〉) = E2k−1(|φ〉), (9.6)

em que k varia de 1 a n.
Ao longo deste capítulo será usada a noção de que um estado maximamente entre-

laçado é aquele que apresenta entrelaçamento igual ao limite superior teórico predito para uma
dada medida de entrelaçamento. Este limite superior pode ser obtido através da consideração
de um estado puro hipotético de n-qubits em que todas suas matrizes densidades marginais
sejam completamente mistas [95]. Portanto, o entrelaçamento total é dado por

Eallsum(|φ〉) =
2n−1−1∑
i=1

Ei(|φ〉), (9.7)

mas, em geral, é mais apropriado usar, no lugar do total, a média de todas as bipartições
relevantes para buscar entender o comportamento da evolução do entrelaçamento em função
de n, então se faz

Eallavg(|φ〉) = Eallsum(|φ〉)
2n−1 − 1 . (9.8)

Entretanto, calcular esta métrica rapidamente se torna inviável em virtude do esforço compu-
tacional requerido, então em alguns casos será útil calcular apenas a média do entrelaçamento
de cada um dos qubits para com os demais que compõem o estado, tal como

Ethavg(|φ〉) = 1
n

n∑
k=1

Ethk (|φ〉). (9.9)

Uma vez que envolve apenas as bipartições da forma (1, n − 1), portanto um total de n bi-
partições, permitirá seu uso para estados em dimensões maiores que as alcançadas por Eallavg.
Uma vez dada as definições de Ethk , Eallavg e Ethavg, pode-se iniciar as análises.

9.3.1 Sequências no espaço de 4 qubits

A maior parte das sequências estudadas neste trabalho não contém repetição de
elementos, portanto, recaem no caso particular de sequências que geram estados quânticos que
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são superposições equiprováveis. Deste modo, faz-se importante entender como este fato afeta
a capacidade dessa classe de estados portar entrelaçamento em relação aos demais estados do
espaço. Para tanto, será buscado responder a questão: Qual a sequência finita de inteiros que
resulta em estados de 4 qubits2 com maior entrelaçamento?

Dentre todas os possíveis conjuntos finitos de inteiros sem repetição entre 0 e
15 que resultam em diferentes estados sequências (basicamente são ignorados conjuntos que
resultam em estados sequências que se equivalem pela ação da porta X), apenas seis (≈ 0.13%)
compartilham o mesmo valor máximo encontrado, são elas Q1 = {0, 3, 13, 14}, Q2 = {0, 5, 11,
14}, Q3 = {0, 6, 11, 13}, Q4 = {0, 7, 9, 14}, Q5 = {0, 7, 10, 13} e Q6 = {0, 7, 11, 12}, com

Eallsum

(
ξ4(Qi)

)
= 9, (9.10)

para i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Contudo, deve-se lembrar que o limite superior de Eallsum para 4 qubits
é 10 e, mesmo sabendo [98] que não existe estado que alcance este limite no espaço de Hilbert
de dimensão 4, existem outros estados que ultrapassam o valor 9, como o estado

|φHS〉 = 1√
6

[
|0011〉+ |1100〉+ ω(|0110〉+ |1001〉) + ω2(|0101〉+ |1010〉)

]
, (9.11)

no qual ω = −1
2 +

√
3

2 i e Eallsum(|φHS〉) ≈ 9.3774, conjecturado ser o maior entrelaçamento
existente nesta dimensão. Por outro lado, todos os estados que decorrem da Equação (9.10) e
o definido na Equação (9.11) possuem Ethavg = 1, o limite superior desta abordagem. Este fato
precisa ser considerado no estudo dos estados sequências, principalmente porque sugere que
usar apenas Ethavg não é uma opção adequada. Outros importantes exemplos que explicitam
essa divergência são os estados gerados pelas sequências {0, 15} (estado EPR) e {0, 3, 5, 6, 9,
10, 12, 15}, ambos possuem Eallsum = 7 e Ethavg = 1, isso mostra que tais estados possuem menos
entrelaçamento que |φHS〉.

Por fim, tomando-se SHS = {3, 5, 6, 9, 10, 12}, a sequência subjacente de |φHS〉,
o entrelaçamento observado no estado sequência correspondente é Eallsum(ξ4(SHS)) ≈ 5.9145
e Ethavg(ξ4(SHS)) ≈ 0.7129. Isso denota um comportamento predominante, apenas ocasional-
mente se encontram sequências cujos estados resultantes não podem ter seu entrelaçamento
incrementado se admitido ajustes arbitrários dos coeficientes (sem que, no entanto, se mude a
sequência de inteiros associada ao estado).

9.3.2 Análise do k-ésimo qubit do estado – Eth
k

Muitas conexões interessante entre o estado Primo e alguns importantes problemas
na teoria dos números foram estudadas em [29,30], assim como também muitas características

2A quantidade de estados sequências de n qubits é dada por
∑2k−1

k=2
2n!

k!·(2n−k)! , então n = 4 é a maior
dimensão do espaço de Hilbert na qual podemos fazer uma busca completa usando um computador pessoal em
uma quantidade razoável de tempo.
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de seu entrelaçamento, como o fato de que o entrelaçamento do último qubit para com os
demais decresce exponencialmente com n. Então emerge a questão: existem outros estados

Figura 9.1: O entrelaçamento do k-ésimo qubit para com os demais (Ethk ) em alguns estados
sequências de 28 qubits.

sequências que contornam essa suposta desvantagem? Tem-se na Figura 9.1 um ponto de par-
tida para a discussão desta questão, ela mostra o entrelaçamento do k-ésimo qubit para com os
demais em alguns estados sequências de 28 qubits. Primeiramente, deve-se notar que o estado
Abundant segue um comportamento similar ao do estado Primo, todos os qubits são altamente
entrelaçados entre si, com exceção do último que, em ambos os casos, é desentrelaçado dos
demais n− 1 qubits. Um coerente argumento dado em [29] associa este comportamento com o
fato de que os números primos são formados quase que exclusivamente por números ímpares,
mas este não é o caso dos números Abundant, cujo estado correspondente apresenta comporta-
mento similar. O estado SPrime foi construído para contornar essa característica dos números
primos, faz-se um deslocamento de bits para direita em cada número primo de modo a se obter
um balanceamento entre número ímpares e pares.

Por outro lado, o estado Fibonacci mostra um comportamento bem diferente, não
se observa um alto entrelaçamento entre os qubits individualmente. Além disso, os estados
SPrime, Triangular (mesmo tendo menos entrelaçamento entre os qubits iniciais) e PA[3] su-
peram o entrelaçamento presente no estado Primo sob esta perspectiva, todos eles sem a
desvantagem de ter o último qubit desentrelaçado em relação aos demais.
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9.3.3 Entrelaçamento médio dos k-ésimos qubits do estado – Eth
avg

Analisando apressadamente a Figura 9.1, pode-se concluir que o estado PA[3] possui
mais entrelaçamento que o estado Fibonacci, mas um olhar mais atento revelará que isso não é
verdade. Um resumo do entrelaçamento médio presente nestes estados é mostrado na Tabela 9.1
e, mais adiante, a Figura 9.2 mostra que embora Ethavg

(∣∣∣PA[3]
n

〉)
> Ethavg(|Fibn〉), tem-se que

Eallavg

(∣∣∣PA[3]
n

〉)
< Eallavg(|Fibn〉).

Tabela 9.1: O entrelaçamento médio dos k-ésimos qubits, Ethavg, dos estados sequências de 28
qubits apresentados na Figura 9.1.

Estado ≈ Ethavg Estado ≈ Ethavg
Prime 0.9606 Triangular 0.9897
SPrime 0.9964 Abundant 0.8660

Fibonacci 0.7302 PA[3] 1.0000

Figura 9.2: Entrelaçamento médio dos k-ésimos qubits (Ethavg) e o entrelaçamento médio de
todas as bipartições (Eallavg) para os estados Fibonacci e PA[3] de n qubits.
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9.3.4 Uma breve análise do estado PA[r]

No contexto do vínculo da informação quântica com a teoria dos números seria
interessante entender de onde emerge o entrelaçamento do estado Primo. Não surpreende o
fato de que toda tentativa de entender o entrelaçamento é complicada e cheia de armadilhas.
Uma possível suposição de [29] é que o entrelaçamento do estado Primo emerge da aleatoriedade
intrínseca dos números primos. Mas, como se nota na Figura 9.1 e na Tabela 9.1, tomando Ethavg
como referência, existem estados sequências originários de sequências triviais que superam o
entrelaçamento presente no estado Primo. Talvez o mais elementar destes seja o estado PA[r],
para o qual há na Figura 9.3 uma análise do entrelaçamento em função de r ∈ {3, 5, 7, 9}.

Figura 9.3: Entrelaçamento médio dos k-ésimos qubits (Ethavg) e o entrelaçamento médio de
todas as bipartições (Eallavg) para estados PA[r] de n qubits e r ∈ {3, 5, 7, 9}.

Pode-se ver que o estado PA[r] tende a gerar estados com todos os k-ésimos qubits
maximamente entrelaçados entre si, ou seja, Ethk (PA[r]) = 1 para todo k. Além disso, não é
difícil ver que estados PA[r] não possuem entrelaçamento quando r é uma potência de dois,
isso ocorre basicamente porque nestes casos o estado assume a forma

∣∣∣PA[r=2k]
n

〉
= (H |0〉)⊗(n−k) ⊗ (|0〉)⊗k, (9.12)

em que H é a porta Hadamard e n é o número de qubits do estado, ou seja, um estado
completamente desentrelaçado. Porém, uma visão mais detalhada de como a razão r afeta o
entrelaçamento médio do estado PA[r] pode ser vista na Figura 9.4.
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Figura 9.4: Entrelaçamento médio de todas as bipartições (Eallavg) do estado PA[r] de 14 qubits
em função de r.

9.3.5 Padrão de formação e entrelaçamento

Uma das questões mais interessantes e intrigantes acerca do estado Primo (também
extensível para outros estados sequências) é sobre o quão entrelaçado ele é. Em [29, 30] é
apontado que o estado Primo carrega consigo uma grande quantidade de entrelaçamento mas,
de fato, quão próximo está o estado Primo de um estado de n qubits maximamente entrelaçado?

Analisando a Figura 9.5, pode-se ver que, dentro do curto espaço observado, o
entrelaçamento do estado Primo parece crescer linearmente com o limite superior da entropia
de Von Neumann. Entretanto, pode-se ver que ambos os estados SPrime e Happy superam o
entrelaçamento presente no estado Primo. Enquanto o estado Primo alcança aproximadamente
68% do limite superior teórico, os estados SPrime e Happy alcançam 74% e 78%, respectiva-
mente. Por outro lado, embora o estado PA[17] supere o estado Primo em um estágio inicial
ele logo começa a se distanciar do limite superior.

Tomando uma perspectiva mais geral, vê-se que o padrão de recorrência da sequên-
cia subjacente ao estado sequência é determinante para as propriedades do entrelaçamento, mas
talvez não de maneira tão óbvia. No estado PA se percebe que, mesmo selecionando variados
valores de r, observa-se o mesmo padrão no qual Ethavg(

∣∣∣PA[r]
〉

) converge para o limite superior

enquanto Eallsum(
∣∣∣PA[r]

〉
) se distancia do limite superior teórico. Este comportamento foi mos-

trado na Figura 9.3 e, como deve ser enfatizado, a interseção entre as sequências subjacentes
varia apenas entre 11% e 20%. Na Figura 9.6 se notam outros casos, os estados Fibonacci
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Figura 9.5: Entrelaçamento médio do estado Primo (Eallavg) comparado com outros estados
sequências e com o limite superior da entropia de Von Neumann (Upper EV N ).

e Padovan seguem um comportamento similar e possuem apenas cinco elementos em comum
(≈ 7%− 10%) em suas sequências subjacentes.

Os números Lucky [99] não são tão famosos quanto os números primos, mas ambos
podem ser gerados usando a mesma abordagem geral: peneiras [100]. Diante disso, torna-se
inevitável questionar: assim como os número primos, teriam os números Lucky algum tipo
de padrão de formação aleatório inacessível? Infelizmente, este trabalho não responde esta
pergunta, mas se percebe claramente que as propriedades do entrelaçamento dos estados Lucky
e Primo seguem um comportamento semelhante e suas sequências subjacentes possuem apenas
≈ 7% de elementos comuns. Pode-se notar também o comportamento similar dos estados
Happy, Polygonal e Triangular. De um certo modo, embora a interseção entre as sequências
subjacentes dos estados Polygonal e Triangular tenha apenas um elemento, a similaridade não
é inesperada porque ambas possuem uma fórmula fechada muito semelhante. Entretanto, a
similaridade com o estado Happy é curiosa, aparentemente eles não seguem um procedimento
similar de geração e a interseção entre as sequências subjacentes é relativamente baixa. A
Tabela 9.2 mostra a interseção entre algumas sequências, a célula (i, j) indica o percentual de
elementos presentes na interseção entre i e j em relação a sequência i.
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Figura 9.6: Comparação de similaridades no comportamento do entrelaçamento médio (Eallavg)
de alguns estados sequências.

Tabela 9.2: Interseção relativa entre as sequências subjacentes aos estados Happy, Polygonal
e Triangular.

Happy Polygonal Triangular
Happy - 0.0086% 0.0079%

Polygonal 13.9663% - 0.0043%
Triangular 12.9176% 0.0043% -

9.4 Preparação de estados sequências

Esta seção revisita a preparação do estado Primo apresentada em [29] dando ênfase
aos testes de primalidade e suas correspondentes abordagens quânticas para, posteriormente,
apresentar uma análise de eficiência da preparação de um estado sequência arbitrário.

9.4.1 Preparação do estado Primo

São descritas em [29] essencialmente duas abordagens para a preparação do es-
tado Primo, a primeira segue o caminho de prover um circuito quântico que implementa um
algoritmo clássico de teste de primalidade (Utp) de tal modo que

Utp
1√
2n

2n−1∑
x=0
|x〉 |0〉 = 1√

2n

(√
π(2n) |Pn〉 |0〉+

√
2n − π(2n) |Cn〉 |1〉

)
, (9.13)

em que |Cn〉 é estado quântico normalizado representando uma superposição de todos os nú-
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meros compostos menores ou iguais a 2n − 1. Uma vez que

Utp |x〉 |0〉 =
{
|x〉 |0〉 se x é primo
|x〉 |1〉 se x não é primo

, (9.14)

tem-se que o estado Primo é obtido se a medição da ancila representada pelo último qubit
resultar em 0. Usando o teorema dos números primos (TNP) é possível observar que a proba-
bilidade de se obter o estado primo com esta abordagem é dada por

Prob(|Pn〉) = π(2n)
2n = 1

n log 2 (9.15)

que se trata de uma expressão polinomial, portanto, tem-se que este procedimento probabilís-
tico pode ser considerado eficiente.

Por outro lado, em oposição à primeira, a segunda abordagem é determinística.
Neste caso, o teste de primalidade é aplicado como um oráculo (Uo) para o algoritmo de Grover
de tal modo que

Uo |x〉 = (−1)χπ(x) |x〉 , (9.16)

em que χπ é uma função característica (ou identificadora) dos números primos, ou seja,
χπ(x) = 1 se x é primo e 0 caso contrário. Deste modo, o oráculo Uo irá atuar em toda
uma superposição de estados invertendo o sinal apenas daqueles que representarem números
primos. Esta abordagem também é considerada eficiente (mais detalhes serão apresentados na
Seção 9.4.2), apenas 7 chamadas ao oráculo são suficientes para gerar o estado Primo de 100
qubits, ou seja, uma superposição de todos os números primos menores que 2100.

Talvez o mais interessante, em um sentido geral, teste de primalidade conhecido
seja o AKS apresentado em [101], o primeiro a ser simultaneamente polinomial, determinístico
e incondicional. Trata-se de uma prova de que verificar a primalidade de um número é um
problema cuja ordem de complexidade reside na classe P. Entretanto, em virtude da natureza
relativamente mais simples do teste de Miller-Rabin [102], ele foi o escolhido em [29] para a
construção da versão quântica de um teste de primalidade. Segundo o algoritmo proposto por
Miller-Rabin, para determinar se um dado número x é primo primeiro se faz

x− 1 = d2s, (9.17)

em que d é um número ímpar. Então, escolhe-se uma testemunha (witness) a, em que 1 ≤ a ≤
x, e se calcula

ad 6≡ 1 (mod x)
a2rd 6≡ −1 (mod x) 0 ≤ r ≤ s− 1,

(9.18)
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caso ambos os testes sejam verificados x é considerado um número composto.
Por outro lado, se um dos testes falhar nenhuma decisão pode ser tomada acerca

de x e a passa a ser considerado um forte mentiroso (strong liar). Nota-se que o teste de Miller-
Rabin é essencialmente probabilístico, a maneira usual de mitigar essa questão é repetir o teste
usando diferentes testemunhas para aumentar a probabilidade de uma verificação acertada.
Usando k testemunhas é capaz de se obter uma taxa de erro menor que 2−2k, fazer k = n,
em que n é o número de qubits do estado Primo, é suficiente para a maioria dos fins práticos.
Sabe-se ainda que, assumindo que seja verdadeira a hipótese generalizada de Riemann, o uso de
log2 x testemunhas é suficiente para considerar o teste determinístico, por exemplo, executando
o teste para todo a ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17} é possível verificar corretamente todos os números
primos menores que 3 · 1014.

As principais partes do circuito quântico que implementa o teste de primalidade
clássico de Miller-Rabin são mostradas nas Figuras 9.7 e 9.8.

Figura 9.7: Oráculo do circuito quântico que implementa o teste de primalidade clássico de
Miller-Rabin.

Fonte: Imagem apresentada originalmente como FIG. 2 no trabalho [29].

Basicamente são seguidos os passos previstos no algoritmo clássico, na Figura 9.7
se nota uma série de módulos que implementam a exponenciação modular presente no teste
de Miller-Rabin como

Ua,r
∑
x

|x〉 |0〉 =
∑
x

|x〉
∣∣∣a2rd (mod x)

〉
. (9.19)

Por outro lado, a Figura 9.8 o procedimento que garante que cada exponenciação modular
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Figura 9.8: Parte do circuito quântico que implementa o teste de primalidade clássico de
Miller-Rabin responsável por garantir que apenas testemunhas menores que x serão testadas.

Fonte: Imagem apresentada originalmente como FIG. 3 no trabalho [29].

apenas é executada para testemunhas a menores que x, isso é feito através do controle pelos
qubits mais significativos.

9.4.2 Análise de eficiência

A abordagem usada para preparar o estado Primo em [29] através do algoritmo de
Grover [9] pode ser usada para preparar outros estados sequências, desde que esteja disponível
um oráculo capaz de verificar se um dado elemento pertence à referida sequência. Basicamente,
isso implica em buscar por τ(2n) elementos dentro de um conjunto de 2n no total. O algoritmo
de Grover pode realizar essa tarefa em O

(√
2n

τ(2n)

)
. Portanto, o número de iterações é dado

por

G(n) = π

4 arcsin
(√

τ(2n)
2n

) − 1
2 . (9.20)

Agora, pode-se analisar as iterações necessárias para gerar os estados quânticos sequências des-
critos anteriormente, para começar, pode-se ver na Figura 9.9 que os estados Fibonacci, Lucas,
Padovan, Polygonal e Triangular, usando uma escala logarítmica, crescem aparentemente de
forma linear com n. Além disso, os três primeiros, assim como os dois últimos, compartilham
um comportamento similar.
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Figura 9.9: Número de iterações do Grover, em função do número de qubits, para a preparação
dos estados Fibonacci, Lucas, Padovan, Lazy e Triangular.

Por outro lado, a Figura 9.10 mostra que o mesmo não acontece para os estados
Abundant, Happy, Hashard, Lucky, Prime e SPrime, ainda que tomada como referência uma
escala logarítmica. Entretanto, os estados Abundant e Happy parecem tender a um comporta-
mento constante. Cabe ressaltar que o estado SPrime também supera o estado Primo no que
diz respeito a eficiência de sua preparação através do algoritmo de Grover. Por fim, como de
certo modo é esperado, a Figura 9.11 mostra que o estado PA apresenta um comportamento
que converge rapidamente para um valor constante.
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Figura 9.10: Número de iterações do Grover, em função do número de qubits, para a preparação
dos estados Abundant, Happy, Harshad, Lucky, Primo e SPrime.

Figura 9.11: Número de iterações do Grover, em função do número de qubits, para a preparação
do estado PA[r] para r ∈ {3, 4, 5, 7, 9, 17}.
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9.5 Novas sequências

Nesta seção serão construídas algumas novas sequências para comparação com
algumas daquelas apresentadas anteriormente. Algumas vezes será tomado o caminho inverso,
gerando uma sequência de números inteiros a partir de estados quânticos.

9.5.1 S1 – Comportamento oscilatório do entrelaçamento

Define-se uma sequência de números inteiros associada a um estado quântico de n
qubits que apresenta um comportamento oscilatório no entrelaçamento como se segue. Inicia-
se com S1 = {0, 3}, portanto, |S12〉 = ξ2(S1) = (|00〉+ |11〉)/

√
2. Agora, a partir deste estado

de 2 qubits, pode-se expandir a sequência iterativamente para obter a subjacente ao estado
|S1n〉 (de n qubits) seguindo os seguintes passos (k = 2, 3, ..., n− 1):

• Se k é par, faz-se S1 = S1 ∪ max({1, 2, · · · , 2n − 1} − S1) e k = k + 1. Este passo
acrescenta apenas um elemento à sequência.

• Se k é ímpar, faz-se S1 = S1 ∪ bitxor(S1, 2n+1 − 1) e k = k + 1, em que bitxor é a
operação de bitwise xor em cada um dos elementos de S1. Este passo pode até dobrar o
tamanho da sequência, mas elementos repetidos são desconsiderados.

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equação (9.21) para n = 14.

S1 =



0, 2, 3, 12, 13, 14, 15, 48, 49, 50, 51, 60, 61, 62, 63, 192, 193, 194,
195, 204, 205, 206, 207, 240, 241, 242, 243, 252, 253, 254, 255, 768,
769, 770, 771, 780, 781, 782, 783, 816, 817, 818, 819, 828, 829, 830,
831, 960, 961, 962, 963, 972, 973, 974, 975, 1008, 1009, 1010, 1011,
1020, 1021, 1022, 1023, 3072, 3073, 3074, 3075, 3084, 3085, 3086,
3087, 3120, 3121, 3122, 3123, 3132, 3133, 3134, 3135, 3264, · · ·


(9.21)

9.5.2 S2 – Generalização do estado Higuchi & Sudbery

A sequência aqui apresentada decorre, em certo sentido, de uma generalização do
estado HS [98] para n qubits construída seguindo o padrão de simetria encontrado no estado
original de 4 qubits. A sequência S2 é gerada algoritmicamente em blocos para preencher um
estado de n qubits, em que n é sempre um número par. Para tanto, inicia-se com S2 = {},
k = 4 e se geram mais elementos fazendo:
1: S2← [ ];
2: while (k ≤ n) do
3: s← bin2dec([zeros(k/2) ones(k/2)]);
4: sk ← [s];
5: for p := k/2 to 1 do
6: s← s+ 2p−1;
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7: sk ← sk ∪ s;
8: end for
9: sk ← sk ∪ bitxor(sk, 2k − 1);

10: S2← S2 ∪ sk;
11: k ← k + 2;
12: end while
13: return S2;

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equação (9.22) para n = 14.

S2 =



3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 23, 27, 29, 30, 31, 47, 49, 50,
52, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 95, 111, 119, 123, 125, 126, 127, 191,
223, 225, 226, 228, 232, 239, 240, 247, 251, 253, 254, 255, 383,
447, 479, 495, 503, 507, 509, 510, 511, 767, 895, 959, 961, 962,
964, 968, 976, 991, 992, 1007, 1015, 1019, 1021, 1022, 1023, · · ·


(9.22)

9.5.3 S3 – Progressão aritmética com razão periódica

Uma interessante sequência, S3, pode ser montada usando uma progressão arit-
mética cuja razão r apresenta, no lugar do tradicional comportamento constante, um compor-
tamento periódico em torno de uma sequência secundária. Para gerar a sequência de razões
será usada a função

fr(a, b, c) = abs(round(10a · tan(π · [0 : b, b : −1 : 0]) + c)) + 1, (9.23)

que para os valores a = 16, b = 127 e c = 5 resulta em

Sr = {6, 5, 4, 2, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 45, 11, 26, · · · } (9.24)

com 256 elementos em que, conforme pode ser visto a partir da definição de fr, a segunda
metade é exatamente igual a primeira metade mas em ordem inversa. Agora, usando Sr

pode-se gerar a sequência S3 para números menores que 2n usando o algoritmo a seguir.

1: S3← [0];
2: ri ← b; k ← 2;
3: while (true) do
4: e← S3(k − 1) + Sr((ri mod b) + 1);
5: ri ← ri + 1;
6: if (e < 2n) then
7: S3(k)← e;
8: k ← k + 1;
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9: else
10: break;
11: end if
12: end while
13: return S3;

Este procedimento leva aos elementos mostrados na Equação (9.25) para n = 14.
Uma variedade de novas sequências podem ser geradas dentro dessa família simplesmente
escolhendo diferentes valores para os parâmetros a, b e c, ou ainda, famílias inteiramente novas
podem ser geradas usando outras funções geradoras para a sequência secundária de razões.

S3 =



0, 6, 11, 15, 17, 18, 20, 23, 28, 34, 41, 49, 94, 105, 131, 144, 194,
210, 231, 249, 304, 324, 340, 434, 494, 519, 530, 575, 640, 670,
676, 780, 849, 884, 885, 920, 994, 1034, 1040, 1154, 1233, 1278,

1431, 1457, 1541, 1733, 1749, 1872, 1927, 1982, 2145, 2161, 2255,
2339, 2364, 2497, 2542, 2607, 2779, 2785, 2889, 3101, 3136, 3279,
3314, 3388, 3570, 3576, 3690, 3755, 3800, 3953, 3979, 4063, · · ·


(9.25)

9.5.4 Análise das novas sequências

Na Figura 9.12 vê-se que o maior entrelaçamento médio de todas as bipartições é
alcançado pelo estado |S3n〉, sendo ele o que mais se aproxima do limite teórico previsto pela
medida, superando ambos os estados Primo e Happy. Vê-se que os estados gerados pelas
sequências S1 e S2 possuem ambos o entrelaçamento com comportamento oscilatório e cuja
superioridade de intensidades se alternam entre si. Esse comportamento oscilatório e alternân-
cia de intensidades se repetem quando analisado o entrelaçamento médio dos k-ésimos (Ethavg)
qubits, conforme mostrado na Figura 9.13. Neste quesito, também se observa a superioridade
da sequência S3 frente às demais analisadas. O mesmo ocorre quando analisado o entrela-
çamento do k-ésimo qubit, visto na Figura 9.14, em um estado de 28 qubits. Neste aspecto
ocorrem diferenças entre os estados |S1n〉 e |S2n〉, o primeiro tem seus qubits individuais ma-
ximamente entrelaçados, com exceção dos dois últimos. Por outro lado, o segundo apresenta
um crescimento gradual (com viés oscilatório) do entrelaçamento do k-ésimo qubit. Por fim,
a eficiência na preparação, mostrado na Figura 9.15, usando o algoritmo de Grover também
mostra algumas diferenças entre |S1n〉 e |S2n〉. Agora, enquanto o primeiro é que apresenta
um comportamento oscilatório, o segundo parece implicar em um crescimento linear. Por ou-
tro lado, neste aspecto o estado |S3n〉 se mostra ligeiramente menos eficiente que o estado
Primo. Por fim, fica claramente caracterizado que a sequência S3 apresenta o conjunto mais
interessante de propriedades dentre todas as sequências analisadas.
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Figura 9.12: Comparação das novas sequências enunciadas com os estados Primo e Happy no
que se refere ao entrelaçamento médio de todas as bipartições Eallavg.

Figura 9.13: Comparação das novas sequências enunciadas com os estados Primo e Happy no
que se refere ao entrelaçamento médio dos k-ésimos qubits Ethavg.
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Figura 9.14: Comparação das novas sequências enunciadas com os estados Primo e Happy no
que se refere ao entrelaçamento do k-ésimo qubit Ethk .

Figura 9.15: Comparação das novas sequências enunciadas com os estados Primo e Happy no
que se refere ao número de iterações para preparação via Grover G(n).
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9.6 Conclusão

Neste capítulo foi enunciado o estado quântico sequência, construído a partir de
sequências de números inteiros, estudadas as propriedades de seu entrelaçamento e também
sua preparação usando o algoritmo de Grover. Foram mostrados exemplos para mostrar o
quão complexo pode ser discutir o grau de entrelaçamento de um dado estado. Apresentou-se
algumas comparações sobre propriedades do entrelaçamento que sugerem maiores similaridades
entre estados oriundos de sequências que emergem de padrões/abordagem similares que entre
estados oriundos de sequências com maior interseção entre si. Os estados Primo e Lucky são
bons exemplos, também o são os estados Fibonacci e Padovan.

Foram apresentados diversos estados sequências que superam o estado Primo em
alguns aspectos, mas se mostrou evidente que qualquer tipo de associação de propriedades
clássicas com o entrelaçamento são muito difíceis. Pôde-se ver que mesmo o estado PA[r],
que emerge de um padrão trivial de incremento, contém mais entrelaçamento entre seus k-
ésimos qubits que o estado Primo. A comparação entre os estados Fibonacci e PA[3], mostrada
na Figura 9.2, mostra uma armadilha que pode levar a conclusões inadequadas, permitindo
concluir que Ethavg não é suficiente para entender o cenário geral acerca do entrelaçamento de
um dado estado.

Os estados propostos Happy e SPrime também superam as propriedades gerais de
entrelaçamento do estado Primo, Eallavg e Ethavg, ambos sem a desvantagem de ter o último qubit
desentrelaçado dos demais. Na Figura 9.5 foi possível ver que, entre todos os estados baseados
em sequências conhecidas analisados, o estado Happy é aquele que carrega mais entrelaçamento,
entretanto, ele é superado pelo estado associado à nova sequência S3, conforme pôde ser visto
na Figura 9.12. Também foi apresentado uma análise do comportamento do entrelaçamento
presente no estado PA[r] em função de r. Mostrou-se ainda que também é possível seguir o
caminho inverso, gerando novas sequências de inteiros a partir de estados quânticos, tais como
S1, S2 e S3.

Por fim, foi analisada a eficiência de preparação de alguns estados sequências
usando o algoritmo de Grover, incluindo a análise do comportamento de k interações em
função de τ , a função de contagem da sequência subjacente.





Capítulo 10

Circuito Quântico de Riemann

Resumo

A teoria dos números é um campo da matemática abstrata que tem encon-
trado um ambiente fértil na física teórica. Em particular, vários sistemas físicos estão
relacionados aos zeros da função zeta de Riemann. Neste capítulo, será apresentada como
contribuição a teoria de um circuito quântico relacionado a um número finito de zeros da
função zeta de Riemann.

10.1 Introdução

Tem-se percebido um crescente interesse em sistemas quânticos relacionados a pro-
blemas na teoria dos números [29, 103, 104]. Este interesse advém desde o estágio inicial da
mecânica quântica, quando Hilbert e Pólya discutiram a possibilidade de uma solução física
para a hipótese de Riemann: os zeros da função zeta de Riemann poderiam ser o espectro de
um operador R = I/2 + iH, em que iH é autoadjunto e interpretado como um Hamiltoniano.

Atualmente, tem-se discutido [105–107] vários sistemas físicos relacionados aos
zeros da função zeta de Riemann. Em [108] os autores, tendo um número finito de zeros da
função zeta de Riemann, usaram um método numérico para encontrar um potencial quântico
para reproduzir tais zeros como autovalores de energia. No contexto da mecânica clássica, foi
demonstrado em [109] que a transformada de Mellin da probabilidade de um corpo escapar
de um sistema de bilhar circular aberto, quando as aberturas estão separadas por 0◦, 60◦,
90◦, 120◦ ou 180◦, é unicamente determinada pela função Zeta de Riemann. No contexto
da física quântica, [110] estabeleceu um mapeamento entre a função Zeta de Riemann e um
sistema mecânico quântico caótico ainda desconhecido. De modo mais específico, modelos
foram propostos [105] tanto em associação com o espectro de energia positiva quanto com
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espectro de energia negativa. Também são conhecidas conexões com a física nuclear [111,112],
física da matéria condensada [113,114] e física estatística [115,116].

Neste capítulo, será mostrado como construir um circuito quântico, daqui em di-
ante referenciado como circuito quântico de Riemann, cuja matriz unitária equivalente tem
seus autovalores relacionados aos zeros da função zeta de Riemann. A quantidade de zeros
considerados será igual à dimensão da matriz unitária correspondente ao circuito. De algum
modo, tal circuito pode ser considerado um passo na realização da sugestão de Hilbert-Póyla
em um espaço de dimensão finita. Além disso, a existência de tal circuito implica, ao menos
em princípio, que é sempre possível construir um sistema físico relacionado a qualquer número
finito de zeros da função usando um computador quântico. Adicionalmente, também será mos-
trado um algoritmo quântico baseado no circuito quântico de Riemann e discutido brevemente
o entrelaçamento biparte gerado pelo circuito quando aplicado a uma dada classe de estados
quânticos de até dezesseis qubits.

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: Na Seção 10.2 é
apresentado o procedimento para a construção da matriz unitária cujos autovalores estão rela-
cionados aos zeros da função zeta de Riemann. A Seção 10.3 discute algumas aplicações para
o circuito de Riemann. Na sequência, a Seção 10.5 expõe o circuito quântico relacionado a
matriz desenvolvida na Seção 10.2. Por fim a Seção 10.6 apresenta as conclusões.

10.2 Construção da matriz unitária Riemanniana

Toma-se s1, s2, s3, ..., sk, como o conjunto dos k primeiros zeros não triviais da
função zeta de Riemann, ζ(s) =

∑
n(1/ns). É sempre possível construir uma matriz unitária

k × k cujos autovalores são s∗j/sj para j = 1, 2, ..., k. Inicialmente, introduz-se a matriz k × k

G =



sk 0 0 0 0 0 0
0 sk−1 0 0 0 0 0
0 0 sk−2 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 0 s3
...

...
...

...
...

... · · · (s1 + s2)/2 (s1 − s2)/2
0 0 0 0 · · · (s1 − s2)/2 (s1 + s2)/2


. (10.1)

Os k autovalores de G são os zeros s1, s2, s3, ..., sk. Escrevendo os zeros na forma
sj = a+ibj , em que ambos a (como será explicado posteriormente, o método proposto trabalha
apenas para zeros com a mesma parte real) e bj são números reais, a matriz G pode ser reescrita
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como a soma de duas matrizes G = aI + iB

G = aI + iB = a



1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1


+ i



bk 0 0 0 0
0 bk−1 0 0 0

0 0 . . . ...
...

...
... · · · (b1 + b2)/2 (b1 − b2)/2

0 0 · · · (b1 − b2)/2 (b1 + b2)/2


. (10.2)

Agora, a matriz G′ = (1/a)G = I + i(1/a)B tem autovalores s1/a, s2/a, s3/a, ...,

sk/a, enquanto a matriz G′† = (1/a)G† = I−i(1/a)B tem autovalores s∗1/a, s∗2/a, s∗3/a, ..., s∗k/a.
Então, uma vez que B é Hermitiana, a matriz unitária Riemanniana pode ser obtida pela razão
G′†/G′, conforme mostrado na Equação (10.3).

UR = G′†

G′
= I − i(1/a)B
I + i(1/a)B . (10.3)

Os autovalores de UR são exatamente eiθj = s∗j/sj , para j = 1, 2, ..., k. Como pode ser notado,
o procedimento descrito funciona apenas para zeros que tenham a mesma parte real, então
considerando a = 1/2, tem-se

θj = −π + tan−1
[
−bj/

(1
4 − b

2
j

)]
. (10.4)

Pode-se notar que, se no lugar de G tal qual definida na Equação (10.1) fosse definida G como
uma matriz diagonal cujos elementos seriam s1, s2, s3, ..., sk, poderiam ser usados zeros com
diferentes partes rais (caso eles existam). Entretanto, neste caso, não poderia ser obtida G′

como uma soma envolvendo a identidade, deste modo não seria possível construir a matriz
unitária UR.

Algumas informações sobre os ângulos θj na Equação (10.4) podem ser obtidas a
partir da fórmula de Riemann-von Mangoldt: o número de zeros da função Zeta de Riemann
a + ibj com 0 < b ≤ T é assintoticamente dado por N(T ) = (T/2π) log(T/2πe) + O(log(T )).
Agora, considera-se a seguinte aproximação:

θj = −π + tan−1
[
−bj/

(1
4 − b

2
j

)]
≈ −π + tan−1 (1/bj) (10.5)

≈ −π + 1/bj .

Por exemplo, para o menor zero (positivo) na linha crítica (b1 ∼ 14, 134725142000001) tem-
se |θ1 − (−π + 1/b1)| ∼ 3 × 10−5. A quantidade de θ’s no intervalo [θ1, θ1 − ε] (em que
ε � θ1 é um ângulo bastante pequeno) é assintoticamente dado pela fórmula Riemann-von
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Mangoldt com T = 1/ε. A distância entre dois ângulos consecutivos θj e θj+1 é ∆θj ∼
(1/bj) − (1/bj+1) = (bj+1 − bj)/(bj+1 · bj) ∼ (∆bj)(π + θj+1)(π + θj). Entretanto, a distância
entre a parte imaginária de dois zeros consecutivos, ∆bj , é assintoticamente dado por 2π/ log(j),
por isso, ∆θj ∼ (2π/ log(j))(π + θj+1)(π + θj). Um gráfico de ∆θ versus θ pode ser visto
na Figura 10.1. A curva (I) é obtida usando zeros com b ∈ [101, 3178510060000; 120000,
3764067760] enquanto a curva (II) é a fórmula analítica (2π/ log(j))(π + θj+1)(π + θj) para
j ∈ [30, 169165] (o trigésimo zero é 1/2 + i101, 3178510060000 e o zero de número 169165 é
1/2 + i120000, 3764067760).

Por fim, uma vez que bj cresce quando j cresce, θj se aproxima de −π quando
j cresce. Contudo, o valor de

∑∞
1 (π + θj) não parece convergir (uma verificação numérica

usando os primeiros 2.001.052 zeros providos por Odlyzko [117] pode ser realizada facilmente).
Isto pode ser entendido levando-se em consideração que, para valores elevados de j, bj ∼
2πj/ log(j) e, por isso,

∑
j 1/bj não converge por ser maior que a série harmônica.

Figura 10.1: Distância entre dois θ’s consecutivos versus θ: (I) Obtidos usando zeros com
b ∈ [101.3178510060000, 120000.3764067760]. (II) (2π/ log(j))(π + θj+1)(π + θj) para j ∈ [30,
169165].

10.3 Aplicações do circuito quântico Riemanniano

Uma vez que o termo −π na Equação (10.4) aparecerá como uma fase global nos
estados quânticos, deste ponto em diante ele não será mais levado em consideração, assume-
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se então que θj ∼ 1/bj . Agora, considera-se |ψ0〉 , |ψ1〉 , ..., |ψk−1〉 o conjunto dos autovetores
de UR (k × k), em que |ψj〉 é o autovetor associado ao autovalor exp(iθj). Agora, pode-se
descrever um algoritmo quântico para calcular o valor de

∑k−1
j=0 θj , em que k é o número de

zeros da função zeta de Riemann considerados. Primeiramente, defini-se o operador quântico
T que desloca o autoestado por uma unidade, isto é,

T |ψj〉 =
∣∣∣ψ(j+1) mod k

〉
. (10.6)

Na sequência, defini-se o estado quântico de Riemann como

|ψR〉 = UR

k∑
j=1

1√
k
|ψj〉 =

k∑
j=1

1√
k
eiθj |ψj〉 . (10.7)

Agora, aplicando a Equação (10.6) na Equação (10.7) chega-se a

(TUR)k
k∑
j=1

1√
k
|ψj〉 = e

i

(∑k

m=1 θm

)
k∑
j=1

1√
k
|ψj〉 . (10.8)

Assim, o estado quântico (1/
√
k)
∑k−1
j=0 |ψj〉 é um autovetor do operador (TUR)k com autovalor

correspondente e
i

(∑k−1
m=0 θm

)
, portanto, o algoritmo quântico de estimação de autovalores [118]

pode ser usado para obter uma estimativa do valor de
∑k−1
m=0 θm. De modo similar, pode-se

definir um algoritmo quântico para estimar o valor de
∑k−1
m=1 ∆m+1,m, em que ∆m+1,m é a

diferença dos ângulos de dois autovalores consecutivos: θm+1−θm (portanto,
∑k−1
m=1 ∆m+1,m =

θk − θ1). Neste caso, pode-se notar que R |ψj〉 = exp(θj+1 − θj) |ψj〉 se R = (TUR)†(URT ).
Portanto, T (TR)k−1 |ψ1〉 = exp(i

∑k
m=1 ∆m+1,m) |ψ1〉 e, novamente,

∑k−1
m=1 ∆m+1,m pode ser

estimado usando o algoritmo quântico de estimação de autovalores.

10.4 Entrelaçamento do estado de Riemann

O estado Riemanniano |ψR〉 de n qubits carrega informação acerca dos primeiros
k zeros da função zeta de Riemann, k = 2n. Portanto, faz-se interessante, conforme apresen-
tada na sequência, uma análise do entrelaçamento multiparte gerado pela aplicação da matriz
unitária Riemanniana ao estado |ψR〉 descrito na Equação (10.7) que, na base canônica, possui
a forma

|ψR〉 =


eiθk |00...00〉+ eiθk−1 |00...01〉+ · · ·+
√

2e
i

(
θ0+θ1+π/4

2

)
sin( θ0−θ1−π/4

2 ) |11..10〉+
√

2e
i

(
θ0+θ1−π/4

2

)
cos( θ0−θ1−π/4

2 ) |11..11〉

 . (10.9)



10.4. ENTRELAÇAMENTO DO ESTADO DE RIEMANN 130

Para o cálculo do entrelaçamento multiparte, são utilizadas medidas de entrelaçamento base-
adas na entropia de von-Neumann e na entropia linear, definidas como

SV N = −tr [ρ log2(ρ)] , (10.10)

SL = 2
[
1− tr(ρ2)

]
. (10.11)

Os entrelaçamentos em função do número de qubits de |ψR〉 são mostrados na Figura 10.2.
Os valores Ent1 e Ent2 são as médias dos entrelaçamentos bipartes de todas as partições do

Figura 10.2: Entrelaçamento médio biparte em função do número de qubits do estado de
Riemannian dado na Equação (10.9).

estado de Riemann, enquanto Ent3 e Ent4 são as médias dos entrelaçamentos considerando
apenas as bipartições em que uma das partes tem apenas um qubit:

Ent1 = 1
2n−1 − 1

2n−1−1∑
k=1

SV N (ρΩk_Ω−Ωk), (10.12)

Ent2 = 1
2n−1 − 1

2n−1−1∑
k=1

SL(ρΩk_Ω−Ωk), (10.13)
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Ent3 = 1
n

n∑
k=1

SV N (ρ1k_Ω−1k), (10.14)

Ent4 = 1
n

n∑
k=1

SL(ρ1k_Ω−1k). (10.15)

Nas equações (10.12)–(10.15), o termo Ω representa o conjunto completo dos n qubits, Ωk

representa um subconjunto em particular, 1k representa uma partição contendo um único qubit
e Ω−Ωk é o subconjunto dos elementos de Ω que não pertencem a Ωk. Como pode ser notado na
figura, quanto maior o número de qubits (n) menor é o entrelaçamento médio. Isto acontece
em razão de maiores valores de j implicarem em θj ∼ arctan−1(1/bj) ∼ 0. Deste modo, o
estado Riemanniano se aproxima de H⊗n |0〉⊗n, como pode ser visto na Figura 10.3. Isto pode

Figura 10.3: Fidelidade, dada por 〈ψR |H⊗n| 0〉⊗n, em função do número de qubits.

ser melhor analisado lembrando que, uma vez que ambos são estados puros, a distância entre
eles pode ser simplesmente dada pela fidelidade: F =

∣∣∣〈ψR |H⊗n| 0〉⊗n∣∣∣2. Portanto, pode-se
mostrar que lim∞k F = 1, em que k = 2n, iniciando por notar que

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=0

eiθj

∣∣∣∣∣∣
2

=
k∑

j,l=1
ei(θj−θl) (10.16a)
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=
k∑
j=1

1 + 2
k∑

j,l=1
(j>l)

cos(θj − θl) (10.16b)

≈ k + 2
k∑

j,l=0
(j>l)

cos
(

1
bj
− 1
bl

)
(10.16c)

≈ k + 2
k∑

j,l=0
(j>l)

(
1−

(b−1
j − b

−1
l )2

2

)
(10.16d)

≈ k + 2
k∑

j,l=0
(j>l)

1 = k + 2k(k − 1)
2 = k2. (10.16e)

Observa-se que foi utilizado cos(φ) ∼ 1 − φ2 ∼ 1, uma vez que (b−1
j − b

−1
l ) é muito pequeno.

Retomando a fidelidade, após alguma álgebra se conclui que

F = 1
k2

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

eiθj − eiθ2 + (
√

2− 1)eiθ1

∣∣∣∣∣∣
2

, (10.17)

de onde se pode notar que quando k cresce, o termo fora do somatório permanece constante
enquanto o somatório cresce, tornando-se dominante. Deste modo, usando Equação (10.16) se
percebe que F ∼ 1 quando k cresce.

Comparando o entrelaçamento do estado de Riemann com o entrelaçamento cal-
culado para o estado Primo dado em [29], pode-se ver que o estado Primo tem uma maior
quantidade de entrelaçamento médio. Esta diferença é, de algum modo, esperada, embora
ambos os estados estejam relacionados aos números primos essa relação se dá de diferentes
formas. O estado de Riemann está releacionado aos números primos por seus coeficientes se-
rem uma função dos zeros da função zeta de Riemann. Por outro lado, o estado Primo é uma
superposição equiprovável de estados cujas codificações decimais são números primos.

10.5 Construção do circuito quântico Riemanniano

A partir da matriz unitária k× k dada na Equação (10.3), é sempre possível obter
um circuito quântico que representa sua realização física. Sem perda de generalidade, será
considerado o caso em que k = 2n para que se obtenha um circuito para n qubits. Diferentes
procedimentos podem ser utilizados para obter o circuito quântico associado a uma matriz,
em geral, procedimentos diferentes levarão a circuitos diferentes, ainda que equivalentes, um
exemplo é a CSD (Cosine-Sine Decomposition) [119]. Seguramente é possível montar um
circuito composto apenas de CNOT ’s e portas de um qubit cujas parametrizações de rotações
dependem dos zeros. Entretanto, optou-se por uma abordagem simples usando os autovetores
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de UR.

Figura 10.4: Circuito quântico de Riemann.

Os autoestados do circuito quântico mostrado na Figura 10.4 são os autovetores
de UR (o último qubit está sempre no estado 1 e, portanto, pode ser ignorado):

|ψk〉 = |00...000〉 (10.18a)

|ψk−1〉 = |00...001〉 (10.18b)

|ψk−2〉 = |00...010〉 (10.18c)

|ψk−3〉 = |00...011〉 (10.18d)
...

|ψ2〉 = |11...11〉 (−eiπ/4 |0〉+ |1〉)/
√

2 (10.18e)

|ψ1〉 = |11...11〉 (|0〉+ eiπ/4 |1〉)/
√

2. (10.18f)

Deste modo, a Figura 10.4 apresenta o circuito quântico que mostra como programar (uma
vez que demanda o conhecimento acerca dos zeros) um computador quântico universal para
funcionar como um sistema físico relacionado aos zeros da função zeta de Riemann.

10.6 Conclusão

Primeiramente, pode-se notar que a abordagem aqui apresentada é diferente da-
quela tradicionalmente encontrada na literatura em que se busca um sistema quântico relacio-
nado aos infinitos zeros da função zeta de Riemann. Em geral, o potencial quântico usado em
tais sistemas são difíceis de encontrar na natureza ou mesmo construir artificialmente. Em se-
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gundo lugar, faz-se importante salientar que, embora tenha-se considerado os primeiros k zeros
da função zeta de Riemann, a teoria aqui descrita pode ser aplicada para um valor arbitrário
de k.

Deste modo, pode-se tomar qualquer quantidade finita de zeros, evidentemente
na linha crítica, e construir o circuito quântico cujos autovalores estão relacionados aos zeros
de uma maneira muito clara: cada autovalor depende exclusivamente de um zero da função.
Assim, pode-se afirmar que todos os zeros da função zeta de Riemann são relacionados a um
sistema físico. Portanto, a abordagem aqui descrita mostra como construir um sistema físico,
com recursos finitos (número de portas quânticas), capaz de lidar com um conjunto de qualquer
quantidade (finita) de zeros.

Este circuito quântico pode ser útil para algumas tarefas, por exemplo, para es-
tudar as propriedades dos zeros da função em diferentes partes da linha crítica. Ainda, como
o sistema físico em questão é um circuito quântico, ele pode ser, ao menos em princípio, pro-
gramado em um computador quântico universal e, deste modo, implementado usando óptica,
supercondutores, pontos quânticos ou outra tecnologia estudada na implementação de compu-
tadores quânticos.

Por outro lado, pode-se arguir que é fácil produzir uma matriz unitária e, conse-
quentemente, um circuito quântico cujos autovalores estejam relacionados aos zeros da função
zeta de Riemann. Por exemplo, uma matriz unitária k × k relacionada poderia ser montada
como uma matriz diagonal cujos elementos seriam θj∀j ∈ {1, 2, · · · , k}, em que θj seria o
exposto na Equação (10.4). Neste caso, os autoestados seriam estados da base canônica. Con-
tudo, considera-se esta abordagem demasiadamente artificial uma vez que a parte real dos
zeros da função não são levadas em consideração em nenhum momento. Além disso, ela não
decorreria da sugestão de Hilbert-Pólya que aponta para a busca de um operador do tipo
I/2 + iH.



Capítulo 11

Conclusões e trabalhos futuros

11.1 Conclusões

Esta tese tratou essencialmente os temas da separabilidade, da teleportação de
portas quânticas e sobre algumas conexões com a teoria dos números. Temas para os quais as
conclusões são apresentadas, de modo agrupado, nas seções seguintes.

11.1.1 Separabilidade

� Foi demonstrado um teorema acerca da preservação da separabilidade sob conjugação
para elementos em U(4), ou seja, quando U · (VA⊗VB) ·U † = V ′A⊗V ′B, em que U ∈ U(4)
e VA, VB, V ′A, V ′B ∈ U(2).

� Foi demonstrado um teorema que define a forma geral de um elemento do grupo de
Clifford.

� Foram formulados os critérios para separabilidade de estados quânticos em partições e
dimensões arbitrárias.

� A noção de separabilidade de estados quânticos foi aplicada na busca por entrelaçado-
res universais achando alguns bons candidatos construídos a partir de portas quânticas
largamente conhecidas.

11.1.2 Teleportabilidade

� Foi realizada uma formulação analítica que explicita o papel da base de medição na
teleportação de um estado quântico arbitrário.

� Foi demonstrado o teorema da teleportabilidade que descreve as condições, necessárias
e suficientes, sob as quais se obtém uma teleportação determinística de portas de dois
qubits.
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� Foram apresentadas a caracterização e algumas parametrizações de bases de medição
úteis ao protocolo de teleportação de portas quânticas.

� Foi demonstrada a teleportação de portas quânticas fora do grupo de Clifford.

� Foi construída uma formulação analítica que descreve detalhadamente o papel do estado
recurso no protocolo de teleportação de portas quânticas, incluindo a definição da classe
de estados úteis ao processo.

11.1.3 Informação quântica e a teoria dos números

� Foram enunciado os estados quânticos sequências e realizadas análises acerca das propri-
edades de seu entrelaçamento e preparação usando o algoritmo de Grover.

� Foram apontadas algumas características dos estados sequências que sugerem contradi-
ções na literatura acerca da interpretação das propriedades do estado Primo.

� Foram propostas novas sequências de números inteiros inspiradas em estados quânticos
e entrelaçamento.

� Foi formulado o circuito quântico de Riemann, uma realidade física associada aos zeros
da função Zeta de Riemann.

� Foi apresentada uma discussão sobre o entrelaçamento do estado quântico de Riemann.

11.2 Trabalhos futuros

11.2.1 Separabilidade

� Avaliar a possibilidade de formulação de uma medida de entrelaçamento a partir dos
critérios de separabilidade.

� Aplicar os critérios de separabilidade em parametrizações de vetores/matrizes unitá-
rias [88, 89] para definir formas gerais, preferencialmente usando parâmetros reais, de
vetores e matrizes, separáveis e não separáveis, para dimensões além de qubits.

� De posse das parametrizações alcançadas no item anterior, buscar aplicar estratégias [90–
92] para solução de sistemas de equações polinomiais afim de buscar parametrizações para
entrelaçadores universais.

11.2.2 Teleportabilidade

� Realizar um estudo mais elaborado sobre o comportamento do protocolo de teleportação
de portas quânticas sob a ação do ruído em vários pontos do circuito e quando utilizado
um estado arbitrário a ser teleportado.
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� Analisar como o conhecimento gerado neste trabalho pode ser aplicado em outros proto-
colos de teleportação além do proposto por Gottesman e Chuang [1].

11.2.3 Informação quântica e a teoria dos números

� Buscar aplicações dos estados sequências na otimização/solução de problemas na teoria
dos números.

� Buscar entender quais propriedades “clássicas” das sequências de números inteiros po-
dem, de algum modo, estar associadas ao comportamento do entrelaçamento encontrado
nos estados quânticos gerados a partir delas.

� Buscar novas aplicações na teoria dos números para o circuito quântico de Riemann.

� Estudar a possibilidade de generalização do circuito de Riemann para uma quantidade
infinita de zeros da função Zeta de Riemann.

� Buscar melhor entender alguns indícios encontrados de que o comportamento do entrela-
çamento de um estado sequência está mais diretamente ligado ao padrão de formação das
sequências subjacentes que ao número de elementos presentes na interseção entre estas.
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Apêndice A

Condições de separabilidade: casos
particulares

Resumo

Este apêndice apresenta a aplicação da técnica sobre a separabilidade de es-
tados quânticos desenvolvida no Capítulo 8 para vários casos particulares nas dimensões
2⊗ n, 3⊗ n e 4⊗ n com n ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Para todos os casos, a separabilidade será
verificada se, e somente se,

∑
i |ξi| = 0.

A.1 Separabilidade de estados na forma 2⊗ n com n ∈ [2, 8]

A.1.1 Espaço 2⊗ 3

ξ1 = α00 · α04 − α01 · α03; ξ2 = α00 · α05 − α02 · α03; ξ3 = α01 · α05 − α02 · α04; (A.1)

A.1.2 Espaço 2⊗ 4

ξ1 = α00 · α05 − α01 · α04; ξ2 = α00 · α06 − α02 · α04; ξ3 = α00 · α07 − α03 · α04; (A.2)

ξ4 = α01 · α06 − α02 · α05; ξ5 = α01 · α07 − α03 · α05; ξ6 = α02 · α07 − α03 · α06; (A.3)

A.1.3 Espaço 2⊗ 5

ξ1 = α00 · α06 − α01 · α05; ξ2 = α00 · α07 − α02 · α05; ξ3 = α00 · α08 − α03 · α05; (A.4)
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ξ4 = α00 · α09 − α04 · α05; ξ5 = α01 · α07 − α02 · α06; ξ6 = α01 · α08 − α03 · α06; (A.5)

ξ7 = α01 · α09 − α04 · α06; ξ8 = α02 · α08 − α03 · α07; ξ9 = α02 · α09 − α04 · α07; (A.6)

ξ10 = α03 · α09 − α04 · α08; (A.7)

A.1.4 Espaço 2⊗ 6

ξ1 = α00 · α07 − α01 · α06; ξ2 = α00 · α08 − α02 · α06; ξ3 = α00 · α09 − α03 · α06; (A.8)

ξ4 = α00 · α10 − α04 · α06; ξ5 = α00 · α11 − α05 · α06; ξ6 = α01 · α08 − α02 · α07; (A.9)

ξ7 = α01 · α09 − α03 · α07; ξ8 = α01 · α10 − α04 · α07; ξ9 = α01 · α11 − α05 · α07; (A.10)

ξ10 = α02 · α09 − α03 · α08; ξ11 = α02 · α10 − α04 · α08; ξ12 = α02 · α11 − α05 · α08; (A.11)

ξ13 = α03 · α10 − α04 · α09; ξ14 = α03 · α11 − α05 · α09; ξ15 = α04 · α11 − α05 · α10; (A.12)

A.1.5 Espaço 2⊗ 7

ξ1 = α00 · α08 − α01 · α07; ξ2 = α00 · α09 − α02 · α07; ξ3 = α00 · α10 − α03 · α07; (A.13)

ξ4 = α00 · α11 − α04 · α07; ξ5 = α00 · α12 − α05 · α07; ξ6 = α00 · α13 − α06 · α07; (A.14)

ξ7 = α01 · α09 − α02 · α08; ξ8 = α01 · α10 − α03 · α08; ξ9 = α01 · α11 − α04 · α08; (A.15)

ξ10 = α01 · α12 − α05 · α08; ξ11 = α01 · α13 − α06 · α08; ξ12 = α02 · α10 − α03 · α09; (A.16)

ξ13 = α02 · α11 − α04 · α09; ξ14 = α02 · α12 − α05 · α09; ξ15 = α02 · α13 − α06 · α09; (A.17)

ξ16 = α03 · α11 − α04 · α10; ξ17 = α03 · α12 − α05 · α10; ξ18 = α03 · α13 − α06 · α10; (A.18)

ξ19 = α04 · α12 − α05 · α11; ξ20 = α04 · α13 − α06 · α11; ξ21 = α05 · α13 − α06 · α12; (A.19)

A.1.6 Espaço 2⊗ 8

ξ1 = α00 · α09 − α01 · α08; ξ2 = α00 · α10 − α02 · α08; ξ3 = α00 · α11 − α03 · α08; (A.20)

ξ4 = α00 · α12 − α04 · α08; ξ5 = α00 · α13 − α05 · α08; ξ6 = α00 · α14 − α06 · α08; (A.21)

ξ7 = α00 · α15 − α07 · α08; ξ8 = α01 · α10 − α02 · α09; ξ9 = α01 · α11 − α03 · α09; (A.22)

ξ10 = α01 · α12 − α04 · α09; ξ11 = α01 · α13 − α05 · α09; ξ12 = α01 · α14 − α06 · α09; (A.23)

ξ13 = α01 · α15 − α07 · α09; ξ14 = α02 · α11 − α03 · α10; ξ15 = α02 · α12 − α04 · α10; (A.24)

ξ16 = α02 · α13 − α05 · α10; ξ17 = α02 · α14 − α06 · α10; ξ18 = α02 · α15 − α07 · α10; (A.25)

ξ19 = α03 · α12 − α04 · α11; ξ20 = α03 · α13 − α05 · α11; ξ21 = α03 · α14 − α06 · α11; (A.26)

ξ22 = α03 · α15 − α07 · α11; ξ23 = α04 · α13 − α05 · α12; ξ24 = α04 · α14 − α06 · α12; (A.27)

ξ25 = α04 · α15 − α07 · α12; ξ26 = α05 · α14 − α06 · α13; ξ27 = α05 · α15 − α07 · α13; (A.28)

ξ28 = α06 · α15 − α07 · α14; (A.29)
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A.2 Separabilidade de estados na forma 3⊗ n com n ∈ [2, 8]

A.2.1 Espaço 3⊗ 2

ξ1 = α00 · α03 − α01 · α02; ξ2 = α00 · α05 − α01 · α04; ξ3 = α02 · α05 − α03 · α04; (A.30)

A.2.2 Espaço 3⊗ 3

ξ1 = α00 · α04 − α01 · α03; ξ2 = α00 · α05 − α02 · α03; ξ3 = α00 · α07 − α01 · α06; (A.31)

ξ4 = α00 · α08 − α02 · α06; ξ5 = α01 · α05 − α02 · α04; ξ6 = α01 · α08 − α02 · α07; (A.32)

ξ7 = α03 · α07 − α04 · α06; ξ8 = α03 · α08 − α05 · α06; ξ9 = α04 · α08 − α05 · α07; (A.33)

A.2.3 Espaço 3⊗ 4

ξ1 = α00 · α05 − α01 · α04; ξ2 = α00 · α06 − α02 · α04; ξ3 = α00 · α07 − α03 · α04; (A.34)

ξ4 = α00 · α09 − α01 · α08; ξ5 = α00 · α10 − α02 · α08; ξ6 = α00 · α11 − α03 · α08; (A.35)

ξ7 = α01 · α06 − α02 · α05; ξ8 = α01 · α07 − α03 · α05; ξ9 = α01 · α10 − α02 · α09; (A.36)

ξ10 = α01 · α11 − α03 · α09; ξ11 = α02 · α07 − α03 · α06; ξ12 = α02 · α11 − α03 · α10; (A.37)

ξ13 = α04 · α09 − α05 · α08; ξ14 = α04 · α10 − α06 · α08; ξ15 = α04 · α11 − α07 · α08; (A.38)

ξ16 = α05 · α10 − α06 · α09; ξ17 = α05 · α11 − α07 · α09; ξ18 = α06 · α11 − α07 · α10; (A.39)

A.2.4 Espaço 3⊗ 5

ξ1 = α00 · α06 − α01 · α05; ξ2 = α00 · α07 − α02 · α05; ξ3 = α00 · α08 − α03 · α05; (A.40)

ξ4 = α00 · α09 − α04 · α05; ξ5 = α00 · α11 − α01 · α10; ξ6 = α00 · α12 − α02 · α10; (A.41)

ξ7 = α00 · α13 − α03 · α10; ξ8 = α00 · α14 − α04 · α10; ξ9 = α01 · α07 − α02 · α06; (A.42)

ξ10 = α01 · α08 − α03 · α06; ξ11 = α01 · α09 − α04 · α06; ξ12 = α01 · α12 − α02 · α11; (A.43)

ξ13 = α01 · α13 − α03 · α11; ξ14 = α01 · α14 − α04 · α11; ξ15 = α02 · α08 − α03 · α07; (A.44)

ξ16 = α02 · α09 − α04 · α07; ξ17 = α02 · α13 − α03 · α12; ξ18 = α02 · α14 − α04 · α12; (A.45)

ξ19 = α03 · α09 − α04 · α08; ξ20 = α03 · α14 − α04 · α13; ξ21 = α05 · α11 − α06 · α10; (A.46)

ξ22 = α05 · α12 − α07 · α10; ξ23 = α05 · α13 − α08 · α10; ξ24 = α05 · α14 − α09 · α10; (A.47)

ξ25 = α06 · α12 − α07 · α11; ξ26 = α06 · α13 − α08 · α11; ξ27 = α06 · α14 − α09 · α11; (A.48)

ξ28 = α07 · α13 − α08 · α12; ξ29 = α07 · α14 − α09 · α12; ξ30 = α08 · α14 − α09 · α13; (A.49)
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A.2.5 Espaço 3⊗ 6

ξ1 = α00 · α07 − α01 · α06; ξ2 = α00 · α08 − α02 · α06; ξ3 = α00 · α09 − α03 · α06; (A.50)

ξ4 = α00 · α10 − α04 · α06; ξ5 = α00 · α11 − α05 · α06; ξ6 = α00 · α13 − α01 · α12; (A.51)

ξ7 = α00 · α14 − α02 · α12; ξ8 = α00 · α15 − α03 · α12; ξ9 = α00 · α16 − α04 · α12; (A.52)

ξ10 = α00 · α17 − α05 · α12; ξ11 = α01 · α08 − α02 · α07; ξ12 = α01 · α09 − α03 · α07; (A.53)

ξ13 = α01 · α10 − α04 · α07; ξ14 = α01 · α11 − α05 · α07; ξ15 = α01 · α14 − α02 · α13; (A.54)

ξ16 = α01 · α15 − α03 · α13; ξ17 = α01 · α16 − α04 · α13; ξ18 = α01 · α17 − α05 · α13; (A.55)

ξ19 = α02 · α09 − α03 · α08; ξ20 = α02 · α10 − α04 · α08; ξ21 = α02 · α11 − α05 · α08; (A.56)

ξ22 = α02 · α15 − α03 · α14; ξ23 = α02 · α16 − α04 · α14; ξ24 = α02 · α17 − α05 · α14; (A.57)

ξ25 = α03 · α10 − α04 · α09; ξ26 = α03 · α11 − α05 · α09; ξ27 = α03 · α16 − α04 · α15; (A.58)

ξ28 = α03 · α17 − α05 · α15; ξ29 = α04 · α11 − α05 · α10; ξ30 = α04 · α17 − α05 · α16; (A.59)

ξ31 = α06 · α13 − α07 · α12; ξ32 = α06 · α14 − α08 · α12; ξ33 = α06 · α15 − α09 · α12; (A.60)

ξ34 = α06 · α16 − α10 · α12; ξ35 = α06 · α17 − α11 · α12; ξ36 = α07 · α14 − α08 · α13; (A.61)

ξ37 = α07 · α15 − α09 · α13; ξ38 = α07 · α16 − α10 · α13; ξ39 = α07 · α17 − α11 · α13; (A.62)

ξ40 = α08 · α15 − α09 · α14; ξ41 = α08 · α16 − α10 · α14; ξ42 = α08 · α17 − α11 · α14; (A.63)

ξ43 = α09 · α16 − α10 · α15; ξ44 = α09 · α17 − α11 · α15; ξ45 = α10 · α17 − α11 · α16; (A.64)

A.2.6 Espaço 3⊗ 7

ξ1 = α00 · α08 − α01 · α07; ξ2 = α00 · α09 − α02 · α07; ξ3 = α00 · α10 − α03 · α07; (A.65)

ξ4 = α00 · α11 − α04 · α07; ξ5 = α00 · α12 − α05 · α07; ξ6 = α00 · α13 − α06 · α07; (A.66)

ξ7 = α00 · α15 − α01 · α14; ξ8 = α00 · α16 − α02 · α14; ξ9 = α00 · α17 − α03 · α14; (A.67)

ξ10 = α00 · α18 − α04 · α14; ξ11 = α00 · α19 − α05 · α14; ξ12 = α00 · α20 − α06 · α14; (A.68)

ξ13 = α01 · α09 − α02 · α08; ξ14 = α01 · α10 − α03 · α08; ξ15 = α01 · α11 − α04 · α08; (A.69)

ξ16 = α01 · α12 − α05 · α08; ξ17 = α01 · α13 − α06 · α08; ξ18 = α01 · α16 − α02 · α15; (A.70)

ξ19 = α01 · α17 − α03 · α15; ξ20 = α01 · α18 − α04 · α15; ξ21 = α01 · α19 − α05 · α15; (A.71)

ξ22 = α01 · α20 − α06 · α15; ξ23 = α02 · α10 − α03 · α09; ξ24 = α02 · α11 − α04 · α09; (A.72)

ξ25 = α02 · α12 − α05 · α09; ξ26 = α02 · α13 − α06 · α09; ξ27 = α02 · α17 − α03 · α16; (A.73)

ξ28 = α02 · α18 − α04 · α16; ξ29 = α02 · α19 − α05 · α16; ξ30 = α02 · α20 − α06 · α16; (A.74)

ξ31 = α03 · α11 − α04 · α10; ξ32 = α03 · α12 − α05 · α10; ξ33 = α03 · α13 − α06 · α10; (A.75)

ξ34 = α03 · α18 − α04 · α17; ξ35 = α03 · α19 − α05 · α17; ξ36 = α03 · α20 − α06 · α17; (A.76)

ξ37 = α04 · α12 − α05 · α11; ξ38 = α04 · α13 − α06 · α11; ξ39 = α04 · α19 − α05 · α18; (A.77)
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ξ40 = α04 · α20 − α06 · α18; ξ41 = α05 · α13 − α06 · α12; ξ42 = α05 · α20 − α06 · α19; (A.78)

ξ43 = α07 · α15 − α08 · α14; ξ44 = α07 · α16 − α09 · α14; ξ45 = α07 · α17 − α10 · α14; (A.79)

ξ46 = α07 · α18 − α11 · α14; ξ47 = α07 · α19 − α12 · α14; ξ48 = α07 · α20 − α13 · α14; (A.80)

ξ49 = α08 · α16 − α09 · α15; ξ50 = α08 · α17 − α10 · α15; ξ51 = α08 · α18 − α11 · α15; (A.81)

ξ52 = α08 · α19 − α12 · α15; ξ53 = α08 · α20 − α13 · α15; ξ54 = α09 · α17 − α10 · α16; (A.82)

ξ55 = α09 · α18 − α11 · α16; ξ56 = α09 · α19 − α12 · α16; ξ57 = α09 · α20 − α13 · α16; (A.83)

ξ58 = α10 · α18 − α11 · α17; ξ59 = α10 · α19 − α12 · α17; ξ60 = α10 · α20 − α13 · α17; (A.84)

ξ61 = α11 · α19 − α12 · α18; ξ62 = α11 · α20 − α13 · α18; ξ63 = α12 · α20 − α13 · α19; (A.85)

A.2.7 Espaço 3⊗ 8

ξ1 = α00 · α09 − α01 · α08; ξ2 = α00 · α10 − α02 · α08; ξ3 = α00 · α11 − α03 · α08; (A.86)

ξ4 = α00 · α12 − α04 · α08; ξ5 = α00 · α13 − α05 · α08; ξ6 = α00 · α14 − α06 · α08; (A.87)

ξ7 = α00 · α15 − α07 · α08; ξ8 = α00 · α17 − α01 · α16; ξ9 = α00 · α18 − α02 · α16; (A.88)

ξ10 = α00 · α19 − α03 · α16; ξ11 = α00 · α20 − α04 · α16; ξ12 = α00 · α21 − α05 · α16; (A.89)

ξ13 = α00 · α22 − α06 · α16; ξ14 = α00 · α23 − α07 · α16; ξ15 = α01 · α10 − α02 · α09; (A.90)

ξ16 = α01 · α11 − α03 · α09; ξ17 = α01 · α12 − α04 · α09; ξ18 = α01 · α13 − α05 · α09; (A.91)

ξ19 = α01 · α14 − α06 · α09; ξ20 = α01 · α15 − α07 · α09; ξ21 = α01 · α18 − α02 · α17; (A.92)

ξ22 = α01 · α19 − α03 · α17; ξ23 = α01 · α20 − α04 · α17; ξ24 = α01 · α21 − α05 · α17; (A.93)

ξ25 = α01 · α22 − α06 · α17; ξ26 = α01 · α23 − α07 · α17; ξ27 = α02 · α11 − α03 · α10; (A.94)

ξ28 = α02 · α12 − α04 · α10; ξ29 = α02 · α13 − α05 · α10; ξ30 = α02 · α14 − α06 · α10; (A.95)

ξ31 = α02 · α15 − α07 · α10; ξ32 = α02 · α19 − α03 · α18; ξ33 = α02 · α20 − α04 · α18; (A.96)

ξ34 = α02 · α21 − α05 · α18; ξ35 = α02 · α22 − α06 · α18; ξ36 = α02 · α23 − α07 · α18; (A.97)

ξ37 = α03 · α12 − α04 · α11; ξ38 = α03 · α13 − α05 · α11; ξ39 = α03 · α14 − α06 · α11; (A.98)

ξ40 = α03 · α15 − α07 · α11; ξ41 = α03 · α20 − α04 · α19; ξ42 = α03 · α21 − α05 · α19; (A.99)

ξ43 = α03 · α22 − α06 · α19; ξ44 = α03 · α23 − α07 · α19; ξ45 = α04 · α13 − α05 · α12; (A.100)

ξ46 = α04 · α14 − α06 · α12; ξ47 = α04 · α15 − α07 · α12; ξ48 = α04 · α21 − α05 · α20; (A.101)

ξ49 = α04 · α22 − α06 · α20; ξ50 = α04 · α23 − α07 · α20; ξ51 = α05 · α14 − α06 · α13; (A.102)

ξ52 = α05 · α15 − α07 · α13; ξ53 = α05 · α22 − α06 · α21; ξ54 = α05 · α23 − α07 · α21; (A.103)

ξ55 = α06 · α15 − α07 · α14; ξ56 = α06 · α23 − α07 · α22; ξ57 = α08 · α17 − α09 · α16; (A.104)

ξ58 = α08 · α18 − α10 · α16; ξ59 = α08 · α19 − α11 · α16; ξ60 = α08 · α20 − α12 · α16; (A.105)

ξ61 = α08 · α21 − α13 · α16; ξ62 = α08 · α22 − α14 · α16; ξ63 = α08 · α23 − α15 · α16; (A.106)

ξ64 = α09 · α18 − α10 · α17; ξ65 = α09 · α19 − α11 · α17; ξ66 = α09 · α20 − α12 · α17; (A.107)
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ξ67 = α09 · α21 − α13 · α17; ξ68 = α09 · α22 − α14 · α17; ξ69 = α09 · α23 − α15 · α17; (A.108)

ξ70 = α10 · α19 − α11 · α18; ξ71 = α10 · α20 − α12 · α18; ξ72 = α10 · α21 − α13 · α18; (A.109)

ξ73 = α10 · α22 − α14 · α18; ξ74 = α10 · α23 − α15 · α18; ξ75 = α11 · α20 − α12 · α19; (A.110)

ξ76 = α11 · α21 − α13 · α19; ξ77 = α11 · α22 − α14 · α19; ξ78 = α11 · α23 − α15 · α19; (A.111)

ξ79 = α12 · α21 − α13 · α20; ξ80 = α12 · α22 − α14 · α20; ξ81 = α12 · α23 − α15 · α20; (A.112)

ξ82 = α13 · α22 − α14 · α21; ξ83 = α13 · α23 − α15 · α21; ξ84 = α14 · α23 − α15 · α22; (A.113)

A.3 Separabilidade de estados na forma 4⊗ n com n ∈ [2, 8]

A.3.1 Espaço 4⊗ 2

ξ1 = α00 · α03 − α01 · α02; ξ2 = α00 · α05 − α01 · α04; ξ3 = α00 · α07 − α01 · α06; (A.114)

ξ4 = α02 · α05 − α03 · α04; ξ5 = α02 · α07 − α03 · α06; ξ6 = α04 · α07 − α05 · α06; (A.115)

A.3.2 Espaço 4⊗ 3

ξ1 = α00 · α04 − α01 · α03; ξ2 = α00 · α05 − α02 · α03; ξ3 = α00 · α07 − α01 · α06; (A.116)

ξ4 = α00 · α08 − α02 · α06; ξ5 = α00 · α10 − α01 · α09; ξ6 = α00 · α11 − α02 · α09; (A.117)

ξ7 = α01 · α05 − α02 · α04; ξ8 = α01 · α08 − α02 · α07; ξ9 = α01 · α11 − α02 · α10; (A.118)

ξ10 = α03 · α07 − α04 · α06; ξ11 = α03 · α08 − α05 · α06; ξ12 = α03 · α10 − α04 · α09; (A.119)

ξ13 = α03 · α11 − α05 · α09; ξ14 = α04 · α08 − α05 · α07; ξ15 = α04 · α11 − α05 · α10; (A.120)

ξ16 = α06 · α10 − α07 · α09; ξ17 = α06 · α11 − α08 · α09; ξ18 = α07 · α11 − α08 · α10; (A.121)

A.3.3 Espaço 4⊗ 4

ξ1 = α00 · α05 − α01 · α04; ξ2 = α00 · α06 − α02 · α04; ξ3 = α00 · α07 − α03 · α04; (A.122)

ξ4 = α00 · α09 − α01 · α08; ξ5 = α00 · α10 − α02 · α08; ξ6 = α00 · α11 − α03 · α08; (A.123)

ξ7 = α00 · α13 − α01 · α12; ξ8 = α00 · α14 − α02 · α12; ξ9 = α00 · α15 − α03 · α12; (A.124)

ξ10 = α01 · α06 − α02 · α05; ξ11 = α01 · α07 − α03 · α05; ξ12 = α01 · α10 − α02 · α09; (A.125)

ξ13 = α01 · α11 − α03 · α09; ξ14 = α01 · α14 − α02 · α13; ξ15 = α01 · α15 − α03 · α13; (A.126)

ξ16 = α02 · α07 − α03 · α06; ξ17 = α02 · α11 − α03 · α10; ξ18 = α02 · α15 − α03 · α14; (A.127)

ξ19 = α04 · α09 − α05 · α08; ξ20 = α04 · α10 − α06 · α08; ξ21 = α04 · α11 − α07 · α08; (A.128)

ξ22 = α04 · α13 − α05 · α12; ξ23 = α04 · α14 − α06 · α12; ξ24 = α04 · α15 − α07 · α12; (A.129)

ξ25 = α05 · α10 − α06 · α09; ξ26 = α05 · α11 − α07 · α09; ξ27 = α05 · α14 − α06 · α13; (A.130)
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ξ28 = α05 · α15 − α07 · α13; ξ29 = α06 · α11 − α07 · α10; ξ30 = α06 · α15 − α07 · α14; (A.131)

ξ31 = α08 · α13 − α09 · α12; ξ32 = α08 · α14 − α10 · α12; ξ33 = α08 · α15 − α11 · α12; (A.132)

ξ34 = α09 · α14 − α10 · α13; ξ35 = α09 · α15 − α11 · α13; ξ36 = α10 · α15 − α11 · α14; (A.133)

A.3.4 Espaço 4⊗ 5

ξ1 = α00 · α06 − α01 · α05; ξ2 = α00 · α07 − α02 · α05; ξ3 = α00 · α08 − α03 · α05; (A.134)

ξ4 = α00 · α09 − α04 · α05; ξ5 = α00 · α11 − α01 · α10; ξ6 = α00 · α12 − α02 · α10; (A.135)

ξ7 = α00 · α13 − α03 · α10; ξ8 = α00 · α14 − α04 · α10; ξ9 = α00 · α16 − α01 · α15; (A.136)

ξ10 = α00 · α17 − α02 · α15; ξ11 = α00 · α18 − α03 · α15; ξ12 = α00 · α19 − α04 · α15; (A.137)

ξ13 = α01 · α07 − α02 · α06; ξ14 = α01 · α08 − α03 · α06; ξ15 = α01 · α09 − α04 · α06; (A.138)

ξ16 = α01 · α12 − α02 · α11; ξ17 = α01 · α13 − α03 · α11; ξ18 = α01 · α14 − α04 · α11; (A.139)

ξ19 = α01 · α17 − α02 · α16; ξ20 = α01 · α18 − α03 · α16; ξ21 = α01 · α19 − α04 · α16; (A.140)

ξ22 = α02 · α08 − α03 · α07; ξ23 = α02 · α09 − α04 · α07; ξ24 = α02 · α13 − α03 · α12; (A.141)

ξ25 = α02 · α14 − α04 · α12; ξ26 = α02 · α18 − α03 · α17; ξ27 = α02 · α19 − α04 · α17; (A.142)

ξ28 = α03 · α09 − α04 · α08; ξ29 = α03 · α14 − α04 · α13; ξ30 = α03 · α19 − α04 · α18; (A.143)

ξ31 = α05 · α11 − α06 · α10; ξ32 = α05 · α12 − α07 · α10; ξ33 = α05 · α13 − α08 · α10; (A.144)

ξ34 = α05 · α14 − α09 · α10; ξ35 = α05 · α16 − α06 · α15; ξ36 = α05 · α17 − α07 · α15; (A.145)

ξ37 = α05 · α18 − α08 · α15; ξ38 = α05 · α19 − α09 · α15; ξ39 = α06 · α12 − α07 · α11; (A.146)

ξ40 = α06 · α13 − α08 · α11; ξ41 = α06 · α14 − α09 · α11; ξ42 = α06 · α17 − α07 · α16; (A.147)

ξ43 = α06 · α18 − α08 · α16; ξ44 = α06 · α19 − α09 · α16; ξ45 = α07 · α13 − α08 · α12; (A.148)

ξ46 = α07 · α14 − α09 · α12; ξ47 = α07 · α18 − α08 · α17; ξ48 = α07 · α19 − α09 · α17; (A.149)

ξ49 = α08 · α14 − α09 · α13; ξ50 = α08 · α19 − α09 · α18; ξ51 = α10 · α16 − α11 · α15; (A.150)

ξ52 = α10 · α17 − α12 · α15; ξ53 = α10 · α18 − α13 · α15; ξ54 = α10 · α19 − α14 · α15; (A.151)

ξ55 = α11 · α17 − α12 · α16; ξ56 = α11 · α18 − α13 · α16; ξ57 = α11 · α19 − α14 · α16; (A.152)

ξ58 = α12 · α18 − α13 · α17; ξ59 = α12 · α19 − α14 · α17; ξ60 = α13 · α19 − α14 · α18; (A.153)

A.3.5 Espaço 4⊗ 6

ξ1 = α00 · α07 − α01 · α06; ξ2 = α00 · α08 − α02 · α06; ξ3 = α00 · α09 − α03 · α06; (A.154)

ξ4 = α00 · α10 − α04 · α06; ξ5 = α00 · α11 − α05 · α06; ξ6 = α00 · α13 − α01 · α12; (A.155)

ξ7 = α00 · α14 − α02 · α12; ξ8 = α00 · α15 − α03 · α12; ξ9 = α00 · α16 − α04 · α12; (A.156)

ξ10 = α00 · α17 − α05 · α12; ξ11 = α00 · α19 − α01 · α18; ξ12 = α00 · α20 − α02 · α18; (A.157)

ξ13 = α00 · α21 − α03 · α18; ξ14 = α00 · α22 − α04 · α18; ξ15 = α00 · α23 − α05 · α18; (A.158)
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ξ16 = α01 · α08 − α02 · α07; ξ17 = α01 · α09 − α03 · α07; ξ18 = α01 · α10 − α04 · α07; (A.159)

ξ19 = α01 · α11 − α05 · α07; ξ20 = α01 · α14 − α02 · α13; ξ21 = α01 · α15 − α03 · α13; (A.160)

ξ22 = α01 · α16 − α04 · α13; ξ23 = α01 · α17 − α05 · α13; ξ24 = α01 · α20 − α02 · α19; (A.161)

ξ25 = α01 · α21 − α03 · α19; ξ26 = α01 · α22 − α04 · α19; ξ27 = α01 · α23 − α05 · α19; (A.162)

ξ28 = α02 · α09 − α03 · α08; ξ29 = α02 · α10 − α04 · α08; ξ30 = α02 · α11 − α05 · α08; (A.163)

ξ31 = α02 · α15 − α03 · α14; ξ32 = α02 · α16 − α04 · α14; ξ33 = α02 · α17 − α05 · α14; (A.164)

ξ34 = α02 · α21 − α03 · α20; ξ35 = α02 · α22 − α04 · α20; ξ36 = α02 · α23 − α05 · α20; (A.165)

ξ37 = α03 · α10 − α04 · α09; ξ38 = α03 · α11 − α05 · α09; ξ39 = α03 · α16 − α04 · α15; (A.166)

ξ40 = α03 · α17 − α05 · α15; ξ41 = α03 · α22 − α04 · α21; ξ42 = α03 · α23 − α05 · α21; (A.167)

ξ43 = α04 · α11 − α05 · α10; ξ44 = α04 · α17 − α05 · α16; ξ45 = α04 · α23 − α05 · α22; (A.168)

ξ46 = α06 · α13 − α07 · α12; ξ47 = α06 · α14 − α08 · α12; ξ48 = α06 · α15 − α09 · α12; (A.169)

ξ49 = α06 · α16 − α10 · α12; ξ50 = α06 · α17 − α11 · α12; ξ51 = α06 · α19 − α07 · α18; (A.170)

ξ52 = α06 · α20 − α08 · α18; ξ53 = α06 · α21 − α09 · α18; ξ54 = α06 · α22 − α10 · α18; (A.171)

ξ55 = α06 · α23 − α11 · α18; ξ56 = α07 · α14 − α08 · α13; ξ57 = α07 · α15 − α09 · α13; (A.172)

ξ58 = α07 · α16 − α10 · α13; ξ59 = α07 · α17 − α11 · α13; ξ60 = α07 · α20 − α08 · α19; (A.173)

ξ61 = α07 · α21 − α09 · α19; ξ62 = α07 · α22 − α10 · α19; ξ63 = α07 · α23 − α11 · α19; (A.174)

ξ64 = α08 · α15 − α09 · α14; ξ65 = α08 · α16 − α10 · α14; ξ66 = α08 · α17 − α11 · α14; (A.175)

ξ67 = α08 · α21 − α09 · α20; ξ68 = α08 · α22 − α10 · α20; ξ69 = α08 · α23 − α11 · α20; (A.176)

ξ70 = α09 · α16 − α10 · α15; ξ71 = α09 · α17 − α11 · α15; ξ72 = α09 · α22 − α10 · α21; (A.177)

ξ73 = α09 · α23 − α11 · α21; ξ74 = α10 · α17 − α11 · α16; ξ75 = α10 · α23 − α11 · α22; (A.178)

ξ76 = α12 · α19 − α13 · α18; ξ77 = α12 · α20 − α14 · α18; ξ78 = α12 · α21 − α15 · α18; (A.179)

ξ79 = α12 · α22 − α16 · α18; ξ80 = α12 · α23 − α17 · α18; ξ81 = α13 · α20 − α14 · α19; (A.180)

ξ82 = α13 · α21 − α15 · α19; ξ83 = α13 · α22 − α16 · α19; ξ84 = α13 · α23 − α17 · α19; (A.181)

ξ85 = α14 · α21 − α15 · α20; ξ86 = α14 · α22 − α16 · α20; ξ87 = α14 · α23 − α17 · α20; (A.182)

ξ88 = α15 · α22 − α16 · α21; ξ89 = α15 · α23 − α17 · α21; ξ90 = α16 · α23 − α17 · α22; (A.183)

A.3.6 Espaço 4⊗ 7

ξ1 = α00 · α08 − α01 · α07; ξ2 = α00 · α09 − α02 · α07; ξ3 = α00 · α10 − α03 · α07; (A.184)

ξ4 = α00 · α11 − α04 · α07; ξ5 = α00 · α12 − α05 · α07; ξ6 = α00 · α13 − α06 · α07; (A.185)

ξ7 = α00 · α15 − α01 · α14; ξ8 = α00 · α16 − α02 · α14; ξ9 = α00 · α17 − α03 · α14; (A.186)

ξ10 = α00 · α18 − α04 · α14; ξ11 = α00 · α19 − α05 · α14; ξ12 = α00 · α20 − α06 · α14; (A.187)

ξ13 = α00 · α22 − α01 · α21; ξ14 = α00 · α23 − α02 · α21; ξ15 = α00 · α24 − α03 · α21; (A.188)
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ξ16 = α00 · α25 − α04 · α21; ξ17 = α00 · α26 − α05 · α21; ξ18 = α00 · α27 − α06 · α21; (A.189)

ξ19 = α01 · α09 − α02 · α08; ξ20 = α01 · α10 − α03 · α08; ξ21 = α01 · α11 − α04 · α08; (A.190)

ξ22 = α01 · α12 − α05 · α08; ξ23 = α01 · α13 − α06 · α08; ξ24 = α01 · α16 − α02 · α15; (A.191)

ξ25 = α01 · α17 − α03 · α15; ξ26 = α01 · α18 − α04 · α15; ξ27 = α01 · α19 − α05 · α15; (A.192)

ξ28 = α01 · α20 − α06 · α15; ξ29 = α01 · α23 − α02 · α22; ξ30 = α01 · α24 − α03 · α22; (A.193)

ξ31 = α01 · α25 − α04 · α22; ξ32 = α01 · α26 − α05 · α22; ξ33 = α01 · α27 − α06 · α22; (A.194)

ξ34 = α02 · α10 − α03 · α09; ξ35 = α02 · α11 − α04 · α09; ξ36 = α02 · α12 − α05 · α09; (A.195)

ξ37 = α02 · α13 − α06 · α09; ξ38 = α02 · α17 − α03 · α16; ξ39 = α02 · α18 − α04 · α16; (A.196)

ξ40 = α02 · α19 − α05 · α16; ξ41 = α02 · α20 − α06 · α16; ξ42 = α02 · α24 − α03 · α23; (A.197)

ξ43 = α02 · α25 − α04 · α23; ξ44 = α02 · α26 − α05 · α23; ξ45 = α02 · α27 − α06 · α23; (A.198)

ξ46 = α03 · α11 − α04 · α10; ξ47 = α03 · α12 − α05 · α10; ξ48 = α03 · α13 − α06 · α10; (A.199)

ξ49 = α03 · α18 − α04 · α17; ξ50 = α03 · α19 − α05 · α17; ξ51 = α03 · α20 − α06 · α17; (A.200)

ξ52 = α03 · α25 − α04 · α24; ξ53 = α03 · α26 − α05 · α24; ξ54 = α03 · α27 − α06 · α24; (A.201)

ξ55 = α04 · α12 − α05 · α11; ξ56 = α04 · α13 − α06 · α11; ξ57 = α04 · α19 − α05 · α18; (A.202)

ξ58 = α04 · α20 − α06 · α18; ξ59 = α04 · α26 − α05 · α25; ξ60 = α04 · α27 − α06 · α25; (A.203)

ξ61 = α05 · α13 − α06 · α12; ξ62 = α05 · α20 − α06 · α19; ξ63 = α05 · α27 − α06 · α26; (A.204)

ξ64 = α07 · α15 − α08 · α14; ξ65 = α07 · α16 − α09 · α14; ξ66 = α07 · α17 − α10 · α14; (A.205)

ξ67 = α07 · α18 − α11 · α14; ξ68 = α07 · α19 − α12 · α14; ξ69 = α07 · α20 − α13 · α14; (A.206)

ξ70 = α07 · α22 − α08 · α21; ξ71 = α07 · α23 − α09 · α21; ξ72 = α07 · α24 − α10 · α21; (A.207)

ξ73 = α07 · α25 − α11 · α21; ξ74 = α07 · α26 − α12 · α21; ξ75 = α07 · α27 − α13 · α21; (A.208)

ξ76 = α08 · α16 − α09 · α15; ξ77 = α08 · α17 − α10 · α15; ξ78 = α08 · α18 − α11 · α15; (A.209)

ξ79 = α08 · α19 − α12 · α15; ξ80 = α08 · α20 − α13 · α15; ξ81 = α08 · α23 − α09 · α22; (A.210)

ξ82 = α08 · α24 − α10 · α22; ξ83 = α08 · α25 − α11 · α22; ξ84 = α08 · α26 − α12 · α22; (A.211)

ξ85 = α08 · α27 − α13 · α22; ξ86 = α09 · α17 − α10 · α16; ξ87 = α09 · α18 − α11 · α16; (A.212)

ξ88 = α09 · α19 − α12 · α16; ξ89 = α09 · α20 − α13 · α16; ξ90 = α09 · α24 − α10 · α23; (A.213)

ξ91 = α09 · α25 − α11 · α23; ξ92 = α09 · α26 − α12 · α23; ξ93 = α09 · α27 − α13 · α23; (A.214)

ξ94 = α10 · α18 − α11 · α17; ξ95 = α10 · α19 − α12 · α17; ξ96 = α10 · α20 − α13 · α17; (A.215)

ξ97 = α10 · α25 − α11 · α24; ξ98 = α10 · α26 − α12 · α24; ξ99 = α10 · α27 − α13 · α24; (A.216)

ξ100 = α11 · α19 − α12 · α18; ξ101 = α11 · α20 − α13 · α18; ξ102 = α11 · α26 − α12 · α25; (A.217)

ξ103 = α11 · α27 − α13 · α25; ξ104 = α12 · α20 − α13 · α19; ξ105 = α12 · α27 − α13 · α26; (A.218)

ξ106 = α14 · α22 − α15 · α21; ξ107 = α14 · α23 − α16 · α21; ξ108 = α14 · α24 − α17 · α21; (A.219)

ξ109 = α14 · α25 − α18 · α21; ξ110 = α14 · α26 − α19 · α21; ξ111 = α14 · α27 − α20 · α21; (A.220)

ξ112 = α15 · α23 − α16 · α22; ξ113 = α15 · α24 − α17 · α22; ξ114 = α15 · α25 − α18 · α22; (A.221)
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ξ115 = α15 · α26 − α19 · α22; ξ116 = α15 · α27 − α20 · α22; ξ117 = α16 · α24 − α17 · α23; (A.222)

ξ118 = α16 · α25 − α18 · α23; ξ119 = α16 · α26 − α19 · α23; ξ120 = α16 · α27 − α20 · α23; (A.223)

ξ121 = α17 · α25 − α18 · α24; ξ122 = α17 · α26 − α19 · α24; ξ123 = α17 · α27 − α20 · α24; (A.224)

ξ124 = α18 · α26 − α19 · α25; ξ125 = α18 · α27 − α20 · α25; ξ126 = α19 · α27 − α20 · α26; (A.225)

A.3.7 Espaço 4⊗ 8

ξ1 = α00 · α09 − α01 · α08; ξ2 = α00 · α10 − α02 · α08; ξ3 = α00 · α11 − α03 · α08; (A.226)

ξ4 = α00 · α12 − α04 · α08; ξ5 = α00 · α13 − α05 · α08; ξ6 = α00 · α14 − α06 · α08; (A.227)

ξ7 = α00 · α15 − α07 · α08; ξ8 = α00 · α17 − α01 · α16; ξ9 = α00 · α18 − α02 · α16; (A.228)

ξ10 = α00 · α19 − α03 · α16; ξ11 = α00 · α20 − α04 · α16; ξ12 = α00 · α21 − α05 · α16; (A.229)

ξ13 = α00 · α22 − α06 · α16; ξ14 = α00 · α23 − α07 · α16; ξ15 = α00 · α25 − α01 · α24; (A.230)

ξ16 = α00 · α26 − α02 · α24; ξ17 = α00 · α27 − α03 · α24; ξ18 = α00 · α28 − α04 · α24; (A.231)

ξ19 = α00 · α29 − α05 · α24; ξ20 = α00 · α30 − α06 · α24; ξ21 = α00 · α31 − α07 · α24; (A.232)

ξ22 = α01 · α10 − α02 · α09; ξ23 = α01 · α11 − α03 · α09; ξ24 = α01 · α12 − α04 · α09; (A.233)

ξ25 = α01 · α13 − α05 · α09; ξ26 = α01 · α14 − α06 · α09; ξ27 = α01 · α15 − α07 · α09; (A.234)

ξ28 = α01 · α18 − α02 · α17; ξ29 = α01 · α19 − α03 · α17; ξ30 = α01 · α20 − α04 · α17; (A.235)

ξ31 = α01 · α21 − α05 · α17; ξ32 = α01 · α22 − α06 · α17; ξ33 = α01 · α23 − α07 · α17; (A.236)

ξ34 = α01 · α26 − α02 · α25; ξ35 = α01 · α27 − α03 · α25; ξ36 = α01 · α28 − α04 · α25; (A.237)

ξ37 = α01 · α29 − α05 · α25; ξ38 = α01 · α30 − α06 · α25; ξ39 = α01 · α31 − α07 · α25; (A.238)

ξ40 = α02 · α11 − α03 · α10; ξ41 = α02 · α12 − α04 · α10; ξ42 = α02 · α13 − α05 · α10; (A.239)

ξ43 = α02 · α14 − α06 · α10; ξ44 = α02 · α15 − α07 · α10; ξ45 = α02 · α19 − α03 · α18; (A.240)

ξ46 = α02 · α20 − α04 · α18; ξ47 = α02 · α21 − α05 · α18; ξ48 = α02 · α22 − α06 · α18; (A.241)

ξ49 = α02 · α23 − α07 · α18; ξ50 = α02 · α27 − α03 · α26; ξ51 = α02 · α28 − α04 · α26; (A.242)

ξ52 = α02 · α29 − α05 · α26; ξ53 = α02 · α30 − α06 · α26; ξ54 = α02 · α31 − α07 · α26; (A.243)

ξ55 = α03 · α12 − α04 · α11; ξ56 = α03 · α13 − α05 · α11; ξ57 = α03 · α14 − α06 · α11; (A.244)

ξ58 = α03 · α15 − α07 · α11; ξ59 = α03 · α20 − α04 · α19; ξ60 = α03 · α21 − α05 · α19; (A.245)

ξ61 = α03 · α22 − α06 · α19; ξ62 = α03 · α23 − α07 · α19; ξ63 = α03 · α28 − α04 · α27; (A.246)

ξ64 = α03 · α29 − α05 · α27; ξ65 = α03 · α30 − α06 · α27; ξ66 = α03 · α31 − α07 · α27; (A.247)

ξ67 = α04 · α13 − α05 · α12; ξ68 = α04 · α14 − α06 · α12; ξ69 = α04 · α15 − α07 · α12; (A.248)

ξ70 = α04 · α21 − α05 · α20; ξ71 = α04 · α22 − α06 · α20; ξ72 = α04 · α23 − α07 · α20; (A.249)

ξ73 = α04 · α29 − α05 · α28; ξ74 = α04 · α30 − α06 · α28; ξ75 = α04 · α31 − α07 · α28; (A.250)

ξ76 = α05 · α14 − α06 · α13; ξ77 = α05 · α15 − α07 · α13; ξ78 = α05 · α22 − α06 · α21; (A.251)
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ξ79 = α05 · α23 − α07 · α21; ξ80 = α05 · α30 − α06 · α29; ξ81 = α05 · α31 − α07 · α29; (A.252)

ξ82 = α06 · α15 − α07 · α14; ξ83 = α06 · α23 − α07 · α22; ξ84 = α06 · α31 − α07 · α30; (A.253)

ξ85 = α08 · α17 − α09 · α16; ξ86 = α08 · α18 − α10 · α16; ξ87 = α08 · α19 − α11 · α16; (A.254)

ξ88 = α08 · α20 − α12 · α16; ξ89 = α08 · α21 − α13 · α16; ξ90 = α08 · α22 − α14 · α16; (A.255)

ξ91 = α08 · α23 − α15 · α16; ξ92 = α08 · α25 − α09 · α24; ξ93 = α08 · α26 − α10 · α24; (A.256)

ξ94 = α08 · α27 − α11 · α24; ξ95 = α08 · α28 − α12 · α24; ξ96 = α08 · α29 − α13 · α24; (A.257)

ξ97 = α08 · α30 − α14 · α24; ξ98 = α08 · α31 − α15 · α24; ξ99 = α09 · α18 − α10 · α17; (A.258)

ξ100 = α09 · α19 − α11 · α17; ξ101 = α09 · α20 − α12 · α17; ξ102 = α09 · α21 − α13 · α17; (A.259)

ξ103 = α09 · α22 − α14 · α17; ξ104 = α09 · α23 − α15 · α17; ξ105 = α09 · α26 − α10 · α25; (A.260)

ξ106 = α09 · α27 − α11 · α25; ξ107 = α09 · α28 − α12 · α25; ξ108 = α09 · α29 − α13 · α25; (A.261)

ξ109 = α09 · α30 − α14 · α25; ξ110 = α09 · α31 − α15 · α25; ξ111 = α10 · α19 − α11 · α18; (A.262)

ξ112 = α10 · α20 − α12 · α18; ξ113 = α10 · α21 − α13 · α18; ξ114 = α10 · α22 − α14 · α18; (A.263)

ξ115 = α10 · α23 − α15 · α18; ξ116 = α10 · α27 − α11 · α26; ξ117 = α10 · α28 − α12 · α26; (A.264)

ξ118 = α10 · α29 − α13 · α26; ξ119 = α10 · α30 − α14 · α26; ξ120 = α10 · α31 − α15 · α26; (A.265)

ξ121 = α11 · α20 − α12 · α19; ξ122 = α11 · α21 − α13 · α19; ξ123 = α11 · α22 − α14 · α19; (A.266)

ξ124 = α11 · α23 − α15 · α19; ξ125 = α11 · α28 − α12 · α27; ξ126 = α11 · α29 − α13 · α27; (A.267)

ξ127 = α11 · α30 − α14 · α27; ξ128 = α11 · α31 − α15 · α27; ξ129 = α12 · α21 − α13 · α20; (A.268)

ξ130 = α12 · α22 − α14 · α20; ξ131 = α12 · α23 − α15 · α20; ξ132 = α12 · α29 − α13 · α28; (A.269)

ξ133 = α12 · α30 − α14 · α28; ξ134 = α12 · α31 − α15 · α28; ξ135 = α13 · α22 − α14 · α21; (A.270)

ξ136 = α13 · α23 − α15 · α21; ξ137 = α13 · α30 − α14 · α29; ξ138 = α13 · α31 − α15 · α29; (A.271)

ξ139 = α14 · α23 − α15 · α22; ξ140 = α14 · α31 − α15 · α30; ξ141 = α16 · α25 − α17 · α24; (A.272)

ξ142 = α16 · α26 − α18 · α24; ξ143 = α16 · α27 − α19 · α24; ξ144 = α16 · α28 − α20 · α24; (A.273)

ξ145 = α16 · α29 − α21 · α24; ξ146 = α16 · α30 − α22 · α24; ξ147 = α16 · α31 − α23 · α24; (A.274)

ξ148 = α17 · α26 − α18 · α25; ξ149 = α17 · α27 − α19 · α25; ξ150 = α17 · α28 − α20 · α25; (A.275)

ξ151 = α17 · α29 − α21 · α25; ξ152 = α17 · α30 − α22 · α25; ξ153 = α17 · α31 − α23 · α25; (A.276)

ξ154 = α18 · α27 − α19 · α26; ξ155 = α18 · α28 − α20 · α26; ξ156 = α18 · α29 − α21 · α26; (A.277)

ξ157 = α18 · α30 − α22 · α26; ξ158 = α18 · α31 − α23 · α26; ξ159 = α19 · α28 − α20 · α27; (A.278)

ξ160 = α19 · α29 − α21 · α27; ξ161 = α19 · α30 − α22 · α27; ξ162 = α19 · α31 − α23 · α27; (A.279)

ξ163 = α20 · α29 − α21 · α28; ξ164 = α20 · α30 − α22 · α28; ξ165 = α20 · α31 − α23 · α28; (A.280)

ξ166 = α21 · α30 − α22 · α29; ξ167 = α21 · α31 − α23 · α29; ξ168 = α22 · α31 − α23 · α30; (A.281)
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Anexo I

Artigos e apresentações

Resumo

Neste anexo serão apresentados os artigos e apresentações decorrentes deste
trabalho.

I.1 Artigos

1. On the Role of the Basis of Measurement in Quantum Gate Teleportation

� Periódico: Quantum Information Processing

� Data: 30/06/2014

� Situação: Aceito
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do Pici - 60455-970 Fortaleza-Ce, Brazil. 

 
 

Quantum teleportation is a powerful protocol with applications in several schemes of quantum communication, quantum cryptography 
and quantum computing. The present work shows the required conditions for a two-qubit quantum gate to be deterministically and 
probabilistically teleported by a quantum gate teleportation scheme using different bases of measurement. Additionally, we present 
examples of teleportation of two-qubit gates that do not belong to Clifford group as well the limitations of the quantum gate teleportation 
scheme employing a four-qubit state with genuine four-way entanglement. At last, we provide a general decomposition of Clifford 
operations.  

 

Keywords: Quantum teleportation, Clifford group, separability of quantum gates.  

 

1. Introduction 

 

 Since its proposal [1] quantum teleportation has played an increasing role in schemes of quantum communication, 

quantum cryptography and quantum computing [2-4]. In what concerns the teleportation of quantum gates (teleportation of 

the action of the quantum gate), a well known result is that gates belonging to Clifford group are deterministically teleported 

by a quantum teleportation scheme employing a pair of Bell states and Bell basis in the measurements, what results in error 

correction based on Pauli matrices [4,5]. This happens because Clifford group preserves Pauli group under conjugation. The 

quantum gate teleportation scheme proposed in [4] shows that quantum gates can be implemented using just previous 

entanglement and qubit teleportation. The crucial aspect of this important work is that it shows that a universal quantum 

computer can be built from entangled states, Bell measurements and single-qubit operations. In addition, it also shows how to 

build some gates in a fault-tolerant way. This scheme was experimentally demonstrated using linear optical [6,7] and, 

recently, in [8], using both high-fidelity six-photon interferometer and four-photon hyperentanglement. 

 Although some works have generalized the teleportation of quantum states [9], including the usage of generic bases in 

the measurement [10], to the best of our knowledge, this has not been done for quantum gate teleportation. In this direction, 

the present work discusses the role of the basis of measurement in a two-qubit quantum gate teleportation scheme, showing 

explicitly the conditions to be satisfied by the quantum gate and the basis of measurement in order to have deterministic 

teleportation. Additionally, we give examples of teleportation of quantum gates that do not belong to Clifford group. We also 

show the result of the teleportation of a two-qubit quantum gate when a four-qubit state with genuine four-way entanglement 

is used. At last, as a secondary result of our theorem about teleportability, we describe a general decomposition of Clifford 

(U(4)) gates.  

      The present work is outlined as follows: In Section 2 the role of the measurement basis on the teleportation of 

quantum states is discussed; in Section 3 the teleportation of quantum gates is reviewed; in Section 4 we describe the 

sufficient conditions for a two-qubit quantum gate to be teleported by a quantum teleportation scheme using a particular basis 

of measurement; Section 5 brings some examples of quantum gate teleportation with different basis, including examples of 

teleportation of quantum gates that do not belong to Clifford group; Section 6 discusses the quantum gate teleportation by a 

scheme employing a genuine four-way entangled state;  Using the conditions required for successful teleportation, Section 7 
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describes a general decomposition of Clifford gates; at last, conclusions are drawn in Section 8.  

 

2. Teleportation of Quantum States 

 

 The general circuit for teleportation of a single-qubit is shown in Fig. 1.  

 

 

AB
ψ 




0 10 1ξ ξ ξ= +

ξ

 

 

Fig. 1.  General circuit for quantum teleportation of a single-qubit. 

 

 Basically, one qubit, let us say the second one, from the two-qubit state interacts with the single-qubit that will be 

teleported. After, measurements are realized and, according to the results obtained, a single-qubit error-correction is applied 

on the first qubit of the two-qubit state. If the teleportation is succeeded, that qubit will be exactly in the same quantum state 

that the input qubit was. The quantum state evolution expected for a useful teleportation, according to the circuit in Fig 1, is 

as follows: 

 

( )
4

1

.i i iAB C A BC
i

I U p Vψ ξ ξ β
=

⊗ =∑  

 

In order to have a successful teleportation the condition 〈βi|βj〉=δij must be obeyed. Now, taking the inner product of 〈βj| 

with two last qubits of (1) one gets 

 

( )
4

1

.j i i j i j i
i

I U p V p Vβ ψ ξ ξ β β ξ
=

⊗ = =∑  

 

Using |ψ〉=ψ00|00〉+ψ01|01〉+ψ10|10〉+ψ11|11〉 in (2) it results in 

 

( ) ( )

( ) ( )

00 01 10 11

00 01 10 11

00 01 10 11

00 01 10 11

0 0 0 1 1 0 1 1

0 1 0 0 1 1 .

j j j

j j j j j j

j j j j j j

I U p V

U U U U p V

U U U U p V

β ψ ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξ ξ

ψ β ξ ψ β ξ ψ β ξ ψ β ξ ξ

ψ β ξ ψ β ξ ψ β ξ ψ β ξ ξ

⊗ + + + =

+ + + =

+ + + =

 

 

Substituting 

 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(1) 
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0 1

0 1

0 1

11 12

21 22

0 1

0 00 01

1 10 11
j j

j j j

U U U

U U U

v v
V

v v

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
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= +

= +

= +

 
=  
 

 

in (5), one obtains 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

00 01 0 10 11 0

00 01 1 10 11 1

11 0 12 1 21 0 22 1

00 10 00 10
0 1

01 11 01 11

0 1 .

j j j j

j j j j

j j j j
j j

U U U U

U U U U

p v v p v v

ψ β ψ β ξ ψ β ψ β ξ

ψ β ψ β ξ ψ β ψ β ξ

ξ ξ ξ ξ

    + + + +    + =    + +     

 + + + 

 

 

Thus the Vj matrix can be directly obtained from (10): 

 

00 00 01 10 00 01 01 11

10 00 11 10 10 01 11 11

1
,

j j j j

j

j j j j j

U U U U
V

p U U U U

ψ β ψ β ψ β ψ β

ψ β ψ β ψ β ψ β

 + +
 =
 + + 

 

 

where Uxy=U|xy〉 x,y∈{0,1}. Eq. (11) shows the relation between the two-qubit state used, the errors corrections required and 

the measurement basis used by Bob. It can be rewritten as 

 

00 0100 01

10 11 10 11

1 1
.

j j

j U

j j j j

U U
V

p p U U

β βψ ψ
ψβ

ψ ψ β β

  
 = =       

 

 

 It is well known that teleportation is possible only if there is entanglement. This can be directly seen from (12). Since 

Vj must belong to U(2), one must have |det(Vj)|=1. Hence det(ψ) = ψ00ψ11-ψ01ψ10 ≠ 0. Note that |det(ψ)|2 is an entanglement 

measure (concurrence) for two-qubit pure states, hence the two-qubit state used cannot be disentangled. Now, let us consider 

the cases where the results obtained by Bob are equally probable, pj=1/4, and the two-qubit state used is maximally 

entangled, ψ00=ψ11=1/21/2 and ψ01=ψ10=0. In this case Eq. (12) is simplified to 

 

00 01

10 11

2 .
j j

j

j j

U U
V

U U

β β

β β

 
 =
 
 

 

 

 It can be easily checked that, for a given U, when the measurement basis is {(|U00〉±|U11〉)/2
1/2, (|U01〉±|U10〉)/2

1/2} the 

Vj are the Pauli matrices. Note that a basis {|β1〉,|β2〉,|β3〉,|β4〉} is useful for teleportation only if the matrices V1,..,V4 produced 

are unitary. 

 Now, as an example, let us consider U=(H⊗I)Cπ/8 (controlled-π/8) whose action in the canonical basis is given by 

 

(10) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(11) 

(12) 

(13) 
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( )

( ) ( )

0

1

0 00 1 10 2

1
1 01 1 11 2 .

2

x

x

x

x

x

U U x

i
U U x

 = = + − 

+   = = + −    

 

 

Choosing {(|U00〉±eiπ/4|U11〉)/2
1/2,(|U01〉±eiπ/4|U10〉)/2

1/2} as measurement basis, the error correction is realized by the single-

qubit gates provided by Eq. (14): [ ] [ ]† † † †
1 2 3 48 ,  8 ,  ,  V Z V V XSZ V XSπ π= = = = , where 

 

4

1 0 1 0 1 0 0 1
,  ,  ,  .8 0 0 0 1 1 0i

S Z X
e iπ

π        
= = = =       −       

 

 

3. Teleportation of quantum gates 

 

 The general scheme for teleportation of two-qubit quantum gate is shown in Fig. 2.  

 

H

H

0

0

0

0

Aρ

Bρ

( ) ( ) ( )AB ABA B B ATrρ ψ ψ=

1ψ 2ψ 3ψ

o T ABUψ ψ=

U

TU corrU

U

 

Fig. 2.  General circuit for teleportation of the two-qubit quantum gate UT. 

 

 As one may note comparing Figs. 1 and 2, quantum gate teleportation uses quantum state teleportation as a building 

block. Analyzing the quantum circuit in Fig. 2 for a successful teleportation, one has the following quantum state just before 

the measurements 
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3

10 11
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1
00 01 10 11 .

4

T

nm T n m
n m

U U U U

V U ψ ψ ψ ψ β β
=

 
 
 
 

  
   +  

=  + + +  ∑

 

 

Now, taking the inner product of 〈βj| with the first two-qubits of (17) and 〈βk| with the last two-qubits of (17) one gets 

 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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  +  
 
 +  +  + +   

=  + + +  

 

 

In order to get (18) from (17) we did, for example, 〈βj|〈βk|(ψ00U|00〉UT|01〉U|01〉) = 〈βj|U|00〉〈βk|U|01〉UTψ00|01〉 = 

〈βj|U00〉〈βk|U01〉UTψ00|01〉. Equation (18) can be rewritten as  

 

00 10 00 10

01 11 01 11

00 01 10 11

2 2

00 01 10 11 .

T jk

k k j

AB jk T AB

j j k k

jk j k

j j k k

A

j

k

B

k j j

U V U

U U U U

U U U U

β ψ ψ

β β β β
β β β

β β β β

ψ ψ ψ ψ ψ

=

   
   = ⊗ = ⊗
   
   

= + + +

 

 

Equations (19)-(21) tell us that the quantum gate UT can be teleported only if the quantum gate U and the measurement basis 

are chosen in such way that UTβjk=VjkUT where, if the error correction must be local, Vjk is decomposable in the tensor 

product of single-qubit gates. In other words, given U and a measurement basis, there exist a specific set of quantum gates 

that can be teleported. For example, if U=I and the measurement basis is the Bell basis, then we have the well known result 

that the error correction gates are Pauli matrices and the quantum gates belonging to Clifford group can be teleported.  

 Following the same procedure as before, for a two-qudit gate one has 
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( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( )
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AB nm
n m
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d d
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β β β β β β

β β β β β β
β

β β β β β β

ψ ψ

− −

− −

− − − − − − − −

−

=

=

   
   
   
   = ⊗
   
   
   
   

= ∑

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

 

 

while for a n-qubit gate one obtains 

 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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4. Preservation of separability under conjugation and the teleportation of two-qubit gates 

 

 In this section we will discuss the conditions required for a basis to be useful for teleportation of a two-qubit gate or, 

alternatively, the conditions required for a gate to be teleported by a given basis. Firstly, let us assume the following notation: 

σµ = µ and συ = υ are Pauli matrices: µ,υ ∈ { I, X, Y, Z}. Furthermore, σµυ =σµ ⊗συ. Now, one has that 

 

, , , , , 0.I I I I I Iµµ υυ µµ µ µµ µ µ υ µ υσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ         = = = = =           

 

As it is well know, a general single-qubit gate and a separable two-qubit gate can be represented, respectively, as 

 

31 2

3 31 1 2 2

22 2

2 22 2 2 2 .

ZZ Y

Z ZZ Z Y Y

ii i

i ii i i i

U e e e

U e e e e e e

λλ λ σσ σ

λ ωλ ω λ ω σ σσ σ σ σ

     −− −     
     

Λ

           − −− − − −           
           

ΛΩ

=

    
= ⊗ ⊗ ⊗    

         

 

Now, using 

 

A B A Be e e

A B A I I B

⊕⊗ =
⊕ = ⊗ + ⊗

 

 

in (30) one gets 

 

3 31 1 2 2

2 22 2 2 2 .
ZI IZZI IZ YI IY ii i

U e e e
λ ωλ ω λ ω σ σσ σ σ σ      − +− + − +     

     
ΛΩ =  

 

Now, according to KAK decomposition [11], a general two-qubit quantum gate is decomposed as 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 31 2 ,XX YY ZZ ZZXX YY

A B NL C D

i ii i
NL

U U U U U U

U e e e eθ σ θ σ θ σ θ σθ σ θ σ+ +

= ⊗ ⊗

= =
 

 

where UA, UB, UC and UD are local single-qubit gates and UNL is the non-local part. Using (33) in (34)-(35), one obtains 

 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 
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       .
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=

 

 

 Considering again the two-qubit quantum gate teleportation, one has that teleportation with local error correction is 

possible if †
T jk T jkU U Vβ = . Using the KAK decomposition of UT, the left side can be rewritten as 

( ) ( ) ( ) ( )† † † † †
A B NL C D jk C D NL A BU U U U U U U U U Uβ  ⊗ ⊗ ⊗ ⊗      hence, the teleportation is possible if 

†
NL jk NLW U Uβ ′= , where ( ) ( )† †

jk C D jk C DU U U Uβ β′ = ⊗ ⊗ , is separable. Using (33) and (35) W can be written as 
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i ii i i iW e e e e e e e e e
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     − +− + − +      − − −     =  

 

Using the commutation relations given in (28), one gets 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2 1 2

2 2

1 3 1 3

3 3

1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

       

      .

ZI IZ
XX YY XX YY

YI IY
XX ZZ XX ZZ

ZI IZ
XX YY XX YY

i
i i

i
i i

i
i i

W e e e

e e e

e e e

λ ωσ σθ σ θ σ θ σ θ σ

λ ωσ σθ σ θ σ θ σ θ σ

λ ωσ σθ σ θ σ θ σ θ σ

 − + + − + 

 − + + − + 

 − + + − + 

=

 

 

Therefore, W is separable only if the unitary matrices 
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are also separable, where µ ∈ {X,Y} and υ ∈ {X,Z}. After some algebra, one can find that the unitary matrices W1,…,W4 are 

separable if the following condition is satisfied 

 

( ) ( ) ( )2 22 2sin sin 2 sin cos 0.
2

i i
e e

λ λλ θ θ θ
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(36) 

(37) 

(39) 
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(41) 
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(43) 

(38) 
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The solutions of (43) are (θ,λ) ∈ {(kπ/2,x);(x,2kπ);((2k+1)π/4,nπ)} where x ∈ R while k and n ∈ Z. The first two solutions 

are not interesting because exp(i(kπ/2)σµµ) is separable and exp(ikπσµI) = exp(ikπσIµ)=I. Therefore, the non-trivial 

separability preservation occurs according to Theorem 1: 

 

Theorem 1: Given a two-qubit quantum gate UT with KAK decomposition UT = (UA⊗UB)UNL(UC⊗UD),  and a two-qubit basis 

{ |β1〉,|β2〉,|β3〉,|β4〉}, the quantum gate UT can be deterministically teleported if the following conditions are satisfied: 
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These conditions are summarized in Table 1. 

 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
4 4 4x x XX y y YY z z ZZi k k k

NLU e
π π πε σ ε σ ε σ + + + + +  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6† † 2 2 2ZI IZ YI IY ZI IZ

i i i

C D jk C DU U U U e e e
φ σ φ σ φ σ φ σ φ σ φ σ

β
− + − + − +

⊗ ⊗ =
 

(εx = 0, εy = 1, εz = 1) ,(εx = 1, εy = 0, εz = 0) , 

(εx = 1, εy = 0, εz = 1), (εx = 1, εy = 1, εz = 0),  

(εx = 1, εy = 1, εz = 1) & (kx ≠ ky and/or kx ≠ kz) 

φ1=n1π, φ2=n2π, φ3=n3π, φ4=n4π, φ5=n5π, φ6=n6π 

(εx = 0, εy = 0, εz = 1)  φ1=λ1, φ2=λ2, φ3=n3π, φ4=n4π, φ5=λ5, φ6=λ6 

(εx = 0, εy = 1, εz = 0)  φ1=n1π, φ2=n2π, φ3=λ3, φ4=λ4, φ5=n5π, φ6=n6π 

(εx = 1, εy = 1, εz = 1) & (kx = ky = kz) φ1=λ1, φ2=λ2, φ3=λ3, φ4=λ4, φ5=λ5, φ6=λ6 

 

Table 1. Conditions for deterministic teleportation according to Theorem 1: n1…6 are integer numbers while λ1…6 are real 

numbers. 
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 Without loss of generality, we have considered U = I in scheme in Fig. 2.  Note that, if Theorem 1 is only partially 

satisfied (the tensor product is not satisfied for all values of (j,k)) then a probabilistic teleportation takes place. In this case 

the success probability is N(j,k)/16, where N(j,k) is the number of pairs (j,k) that satisfies the tensor product.  

 

5.  Examples of quantum gate teleportation with different bases 

 

 In this section we show some examples of teleportation with different bases. For all examples here considered we used 

U = I in Fig. 2.  Firstly, let us consider the real basis βab and its corresponding matrices βj, j=1,…,4: 
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, , ,
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1 2.
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a b

β

β β β β

 − − −        
        −        =         −         − − −        

− − − −       = = = =       − − − −       

+ =

 

 

An example of such basis is  

1

1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1
, , , .

1 1 1 12 2 2 2

1 1 1 1

M

 − − −        
        −        =         −         − − −        

 

 

The second basis to be considered is obtained taking the columns of the unitary matrix UNL given in (35): 
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The angle θ3 can assume any real value. Note that taking values for θ1 and θ2 different from those values shown in (49) will 

result in a non valid basis since the matrices βj will not be unitary. Two examples of this class are the bases 

 

(44) 

(45) 

(46) 

(48) 

(49) 

(47) 
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 After some algebra, one can easily check that the CNOT can be deterministically teleported by the scheme in Fig. 2 if 

the basis MBell is used, it can be probabilistically teleported if the basis M2 is used and it cannot be teleported if the basis M1 is 

used. Table 2 shows the probability of successful teleportation for a small set of gates when the basis MBell, M1 and M2 are 

considered. 

Gate MBell M1 M2 

CNOT 1 0 0.5 

Cπ/8 0.5 0 0.5 

CNOT1/2 0.5 0 0.25 

SWAP1/2 0.25 0.25 0.25 

exp(iπ/4σYY) 1 1 0.25 

 

Table 2. Probability of successful teleportation according to the basis used: MBell, M1 and M2. 

 

Now, let us consider the quantum gate T that is deterministically teleported by MBELL and M2 but it is not teleported by M1.  
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Considering the basis M2 one has 

 

1 2 3 4

0 0 1 0 1 0
, , ,

0 1 0 0 1 0Y Z

i i
iS I S

i i
β β σ β β σ

− −       
= − = = = = = = =       −       

 

 

and the results for G(βj⊗βk)G
† shown in Table 3. 

 

 

 

 

 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 
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j k G(ββββj⊗⊗⊗⊗ββββk)G
† j k G(ββββj⊗⊗⊗⊗ββββk)G

† 

1 1 S⊗-S 3 1 Vξ⊗iSσZ 

1 2 SσZ ⊗-VφσZ 3 2 -VξσZ ⊗iVφ 

1 3 SσZ ⊗iVφ 3 3 VξσZ ⊗-VφσZ 

1 4 S⊗SσYσX 3 4 -Vξ⊗S 

2 1 -VξσZ⊗SσZ 4 1 PσYσX⊗S 

2 2 Vξ⊗Vφ 4 2 -VφσZ ⊗iS 

2 3 Vξ⊗-VφσZ 4 3 S⊗-Vφ 

2 4 -VξσZ ⊗iS 4 4 SσZ ⊗SσZ 

,

, ,

0

0

i

i

ie
V

ie

φ ξ

φ ξ φ ξ

− −
=  
 

 

 

Table 3. Results of G(βj⊗βk)G
†
 for teleportation of G in (52) when basis M2 is used . 

 

 Hence, the gate G(φ,ξ) is deterministically teleportable for any values for φ and ξ  when the basis M2 is used (the same 

happens if MBell is used). Two interesting cases are G(φ = π/8, ξ = π/8) and G(φ = π/7, ξ = π/13). They are deterministically 

teleportable but both of them do not belong to Clifford group. This is remarkable since up to now, from the best of our 

knowledge, none explicit example of a non-Clifford quantum gate teleportation was presented.  

 In order to generalize a procedure to deterministically teleport gates out of Clifford group, let us consider the set of 

gates of the type F = (UA⊗UB)UNL(UR⊗UR) with UNL obeying the Theorem 1. This kind of gate can always be teleported by 

the basis (j=1,…,4) 

1
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n m
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β σ
=

=

=

∑
 

 

Note that βjβk = βm. If at least one of the gates UA, UB or UR does not preserve Pauli under conjugation, then F does not 

belong to Clifford group. Thus, there is infinity of gates out of Clifford group that can be teleported deterministically. All of 

those gates are only probabilistically teleported if the Bell basis is used. A special case of F gates are the gates 

( ) ( )† † k
k R R NL R RR U U U U U= ⊗ ⊗ . It can be checked that RkRs = Rt where t k s

NL NL NLU U U=  and †
k jk k nmR Rβ β= . 

Hence, the set of gates Rk forms a group that preserves the group βj under conjugation. As an example, let us consider UR = T 

= diag{i,(1+i)/21/2}. The basis obtained from (54)-(55) is 

 

( )
( )

( )
( )

0 01 1

0 1 2 1 2 01
, , , .

0 02 1 2 1 2
1 10 0

T

i i
M

i i

       
       + −       =        − +            −       

 

 

(54) 

(55) 

(56) 
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The basis MT given in (56) can be used to teleport deterministically any gate of the form (UA⊗UB)·exp{i[εx(2kx+1)π/4σXX + 

εy(2ky+1)π/4σYY +εz(2kz+1)π/4σZZ]} · (T⊗T). 

   

6.  Quantum gate teleportation with a genuine four-way entangled state 

 

 At last, in this section we consider the two-qubit quantum gate teleportation using a genuine four-way entangled state 

instead of a pair of Bell states. The four-qubit quantum state used is [12] 

 

( )0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111 8.χ = − − + + + + +  

 

Following the steps described in (17)-(21), one gets the following quantum state before error correction 

 

( )1 1

1

2

1 0 0 0

0 1 0 0
.

0 0 1 0

0 0 0 1

T XX jk AB T ZZ jk ABU U U U

U

σ β ψ σ β ψ
ψ

+
=

 
 
 =
 −
 
 

 

 

Due to the superposition in (58), a successful teleportation of the two-qubit state UT|ψAB〉 can never be achieved. However, 

using U=UTU1 in (58), it can be rewritten as  

 

( ) ( )† †

,
2

XX jk AB ZZ jk ABU U U U U Uσ β ψ σ β ψ
ψ

+
=  

 

what shows that a superposition of U|ψAB〉 with local errors is realized if (UσXXβjkU
†) and (UσZZβjkU

†) are separable. In 

particular, if Bell basis is used (hence βj is a Pauli matrix), U belongs to Clifford group and |ψAB〉 = U†|00〉, then one has  

 

00 00
.

2
nm rsσ σ

ψ
+

=  

 

In this case, the quantum gate teleportation schemes works as non–local quantum circuit whose input is U†|00〉 and the output 

is (probabilistically) one of the Bell states.   

 

7.  General decomposition of two-qubit Clifford gates 

 

 An immediate consequence of Theorem 1 is the Lemma 1: 

Lemma 1: Any Clifford gate has a decomposition of the form (UA⊗UB)·exp{i[εx(2kx+1)π/4σXX + εy(2ky+1)π/4σYY 

+εz(2kz+1)π/4σZZ]} ·(UC⊗UD), where the gates UA, UB, UC and UD preserve Pauli under conjugation.  

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 
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 In order to prove this statement, let us start by the following definitions (see for example [13] for a review): 

 

1) The Pauli group P1 is the closure of the set {I, X, Y, Z} under multiplication, with multiplicative factors {±1,±i}. The 

Pauli group on two qubits, P2, consists of all tensor products of Pauli and identity matrices with phase factors {±1,±i}: 

P2={λσµ⊗σν | λ∈{ ±1,±i} and σµ ,συ ∈ { I, X, Y, Z}}. 

 

2) The Clifford group on one qubit, C1, is the group of gates U belonging to U(2) which normalize P1: C1 = {U∈U(2)| ∀ σµ 

∈ P1: UσµU
† ∈ P1}. The single-qubit Hadamard (H) and phase (S) gates are generators of C1: C1 = 〈H, S〉. Similarly, the 

Clifford group on two qubits, C2, is the group of gates U belonging to U(4) which normalize P2: C2 = {U∈U(4)| ∀ σµ⊗σν  ∈ 

P2: Uσµ⊗σν U
† ∈ P2}. The two-qubit controlled-not and the single-qubit Hadamard (H) and phase (S) gates are generators of 

C2: C2 = 〈H, S, CNOT〉. 

 

 Now, let U = (UA⊗UB)UNL(UC⊗UD) to be the KAK decomposition of  the two-qubit Clifford gate U. Then one has 

that  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† † † † †
A B NL C D C D NL A BU U U U U U U U U Uµ υ α βσ σ σ σ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗      

 

In order to (62) to be true, ( )( )( )† † †
NL C D C D NLU U U U U Uµ υσ σ⊗ ⊗ ⊗ must be separable. Hence, it must obey the separabilitity 

condition given by (43) and, hence, it must obey the Theorem 1 too. Thus  

 

( ) ( ) ( )

( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

1 1 3 3
2 2

1

2 1 2 1 2 1
4 4 4

† †

1 1 1 11 1
2 22

1 1

x x XX y y YY z z ZZ

s xy s xy s xy s xy
s xz s xz

Z ZY

s xy

i k k k

NL

C D C D j k

n nni ii

j

m
i

k

U e

U U U U w w

w e e e

w e

π π πε σ ε σ ε σ

µ υ

ε ε π ε ε λ ε ε π ε ε λε ε π ε ε λσ σσ

ε ε π

σ σ

 + + + + +  

   − − + + − − + + − − + +   − −−      
     

− − +
−

=

⊗ ⊗ ⊗ = ⊗

=

=
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 3 3

2 2
1 11 1

2 22

s xy s xy s xy
s xz s xz

Z ZY

mm ii

e e

ε ε ω ε ε π ε ε ωε ε π ε ε ωσ σσ
   + − − + + − − + +   −−      
     

 

 

 or, as shown in Table 4. 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
4 4 4x x XX y y YY z z ZZi k k k

NLU e
π π πε σ ε σ ε σ + + + + +  =  

( ) ( )( )† †
C D C D j kU U U U w wµ υσ σ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗  

(εx = 0, εy = 1, εz = 1) ,(εx = 1, εy = 0, εz = 0) , 

(εx = 1, εy = 0, εz = 1), (εx = 1, εy = 1, εz = 0),  

(εx = 1, εy = 1, εz = 1)&(kx ≠ ky and/or kx ≠ kz) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 32 2 2 2 2 2Z Y Z Z Y Z
i i i i i i

n n n m m m
e e e e e e

πσ πσ πσ πσ πσ πσ− − − − − −
⊗  

(εx = 0, εy = 0, εz = 1)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 32 2 2 2 2 2Z Y Z Z Y Z
i i i i i i

n m
e e e e e e

λ σ πσ λ σ ω σ πσ ω σ− − − − − −
⊗  

(εx = 0, εy = 1, εz = 0)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 32 2 2 2 2 2Z Y Z Z Y Z
i i i i i i

n n m m
e e e e e e

πσ λ σ πσ πσ ω σ πσ− − − − − −
⊗  

(εx = 1, εy = 1, εz = 1) & (kx = ky = kz) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 32 2 2 2 2 2Z Y Z Z Y Z
i i i i i i

e e e e e e
λ σ λ σ λ σ ω σ ω σ ω σ− − − − − −

⊗  

Table 4. Conditions of separability for ( )( )( )† † †
NL C D C D NLU U U U U Uµ υσ σ⊗ ⊗ ⊗ . 

 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 
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 Now let us to analyze each case in Table 4. Hereafter we will use the term P1 to designate any element of Pauli group. 

Thus, for example, P1⊗P1 means the tensor product of two (not necessarily equal) Pauli matrices.  

 

7.1 (εx = 0, εy = 1, εz = 1) ,(εx = 1, εy = 0, εz = 0) , (εx = 1, εy = 0, εz = 1), (εx = 1, εy = 1, εz = 0), (εx = 1, εy = 1, εz = 1) & (kx ≠ ky 

and/or kx ≠ kz). 

 

 In these cases, the possible values for UNL are 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4, , , ,

x XX x XX y YY x XX z ZZ x XX y YY z ZZ y YY z ZZi k i k k i k k i k k k i k k

NLU e e e e e
π π π π π π π π π πσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ         + + + + + + + + + + + + + + +                  

  ∈ 
  

 

 

Furthermore, since exp(-inπσµ) is an identity matrix (if n is even) or a Pauli matrix (if n is odd) (multiplied by ±i or ±1), from 

Table 4 one has that 

 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3† † 2 2 2 2 2 2
1 1

† †
1 1

Z Y Z Z Y Z
i i i i i i

n n n m m m

C D C D

C C D D

U U U U e e e e e e P P

U U U U P P

πσ πσ πσ πσ πσ πσ

µ υ

µ υ

σ σ

σ σ

− − − − − −
⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗ ⇒

⊗ = ⊗
 

 

From (69) one has that UC and UD ∈ C1. Moreover, one can easily check that 

 

†
1 1 1 1.NL NLU P PU P P⊗ = ⊗  

 

Hence,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )† † † † † † †
1 1 ,A B NL C D C D NL A B A B A BU U U U U U U U U U U U P P U Uµ νσ σ  ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗      

 

Implying that UA and UB ∈ C1. 

 

 7.2 (εx = 0, εy = 0, εz = 1) 

 

 In this case, one has 

 

( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3

2 1
4

† † 2 2 2 2
1 1 ,

z ZZ

Z Z Z Z

i k

NL

i i i i

C D C D

U e

U U U U e Pe e Pe

π σ

λ σ λ σ ω σ ω σ

µ υσ σ

+

− − − −

=

⊗ ⊗ ⊗ = ⊗

 

 

hence,  

 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 
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( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 3 3

1 1 3 3 1 1 3 3

† † † †2 2
1 1

†2 2 2 2
1 1 1 1 .

ZI IZ ZI IZ

ZI IZ ZI IZ ZI IZ ZI IZ

i i

NL C D C D NL NL NL

i i i i

NL NL

U U U U U U U e P P e U

e U P P U e e P P e

λ σ ω σ λ σ ω σ

µ υ

λ σ ω σ λ σ ω σ λ σ ω σ λ σ ω σ

σ σ
− + − +

− + − + − + − +

⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ =

⊗ = ⊗
 

 

In (75) we used [exp(iθσZZ),exp(-i/2(λσZI +ωσIZ))] = 0, for any θ, λ, and ω.  At last,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 3 3

1 1 3 3

1

† † † † †

† †2 2
1 1

† † † † † †2 2
1 1

†2

ZI IZ ZI IZ

ZI IZ ZI IZ

Z

A B NL C D C D NL A B

i i

A B A B

i i

A B A B A B A B A B A B

i

A A

U U U U U U U U U U

U U e P P e U U

U U e U U U U P P U U U U e U U

U e U

µ ν

λ σ ω σ λ σ ω σ

λ σ ω σ λ σ ω σ

λ σ

σ σ

− + − +

− + − +

−

 ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =    

 
⊗ ⊗ ⊗ = 

 

   
 ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =    

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3† † † † †2 2 2
1 1 .

Z Z Z
i i i

A A A A B B B B B BU PU U e U U e U U PU U e U
λ σ ω σ ω σ− − −       

⊗       
       

 

 

Since, in general, λ1 ≠ λ3 and ω1 ≠ ω3, (79) is equal to a tensor product of two Pauli gates if UA and UB ∈ C1 and λ1,3 = n1,3π 

and ω1,3 = m1,3π (n1,3 and m1,3 are integer numbers), hence, the exponentials in (79) are also Pauli gates. Now, returning to 

(73) one readily sees that UC and UD ∈ C1. 

 

7.3 (εx = 0, εy = 1, εz = 0) 

 

 In this case, one has 

 

( )

( )( )( ) ( ) ( )2 2

2 1
4

† † 2 2
1 1 1 1,

Y YY

Y Y

i k

NL

i i

C D C D

U e

U U U U Pe P Pe P

π σ

λ σ ω σ

µ υσ σ

+

− −

=

⊗ ⊗ ⊗ = ⊗

 

 

hence,  

 

( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2 2

† † † †2 2
1 1 1 1

†2 2
1 1 1 1

† †2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 .

Y Y

Y Y

Y Y Y Y

i i

NL C D C D NL NL NL

i i

NL NL

i i i i

NL NL NL NL

U U U U U U U Pe P Pe PU

U P P e e P P U

U P P U e e U P P U P P e e P P

λ σ ω σ

µ υ

λ σ ω σ

λ σ ω σ λ σ ω σ

σ σ
− −

− −

− − − −

⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ =

  
⊗ ⊗ ⊗ =  

   

   
   ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗      

   

 

 

At last,  

(74) 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

(82) 

(83) 

(81) 

(84) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

2 2

2 2

2

† † † † †

† †2 2
1 1 1 1

† † † † † †2 2
1 1 1 1

† 2
1

Y Y

Y Y

A B NL C D C D NL A B

i i

A B A B

i i

A B A B A B A B A B A B

i

A A A

U U U U U U U U U U

U U P P e e P P U U

U U P P U U U U e e U U U U P P U U

U PU U e

µ υ

λ σ ω σ

λ σ ω σ

λ

σ σ

− −

− −

−

 ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =    

  
⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =  

   

  
   ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2† † † † †2
1 1 1 .

Y Y
i

A A A B B B B B BU U PU U PU U e U U PU
σ ω σ−   

⊗   
   

 

 

Equation (88) is equal to a tensor product of two Pauli gates if UA and UB ∈ C1 and λ2 = n2π and ω2 = m2π (n2 and m2 are 

integer numbers), hence, the exponentials in (88) are also Pauli gates. Now, returning to (81) one readily sees that UC and UD 

∈ C1. 

 

7.4 (εx = 1, εy = 1, εz = 1) & (kx = ky = kz) 

 

In this case, one has 

 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
4 4 4 .

XX YY ZZi k k k

NLU e
π π πσ σ σ+ + + + +

=  

 

The gate UNL given in (89) is the SWAP gate (multiplied by ±1 or ±i), hence,   

 

( ) ( ) ( ) ( ) .A B NL C D D A C B NL A B NLU U U U U U U U U U U U U′ ′⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗  

 

Thus,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† † † † †
1 1 .A B NL NL A B A B A BU U U U U U U U P P U Uµ νσ σ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗  

 

Equation (91) is equal to a tensor product of two Pauli gates if  AU ′  and BU ′  ∈ C1. 

 Summarizing, a (non-separable) two-qubit Clifford gate has a decomposition formed by a non-local part given by (63) 

and local parts by C1 gates. Now, one has that a single-qubit gate belongs to C1 if (the ±1 or ±i factor in the right side was not 

considered) 

 

1 2 3 3 2 12 2 2 2 2 2 .
i i i i i i

e e e e e e
µ υ µ µ υ µλ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ

ξ ησ σ
− − −

=  

 

However, it can be checked that 

 

{ }2 2   , , , , , ,  2,
i i

e e X Y Z k
µ µλσ λσ

υ ησ σ µ υ η µ υ λ π
−

= ∀ ∈ ≠ ⇒ =  

 

(92) 

(93) 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 

(90) 

(91) 
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where k is an integer number. The cases λ = 0 and µ = υ have trivial solution. Hence, any C1 gate has a decomposition of the 

form 

1 2 32 2 2 2 2 2 ,
i i i

k k k
ie e e e

µ υ µ
π π πσ σ σ

θ
     − − −     
       

 

where θ is a global phase. Finally, any (C2) Clifford gate has a decomposition of the form  

 

( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5 6

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1
4 4 4

2 2

                          

       

I I I I I I

x x XX y y YY z z ZZ

i i i
n n n n n n

i k k k

i
m

U e e e

e

e

µ µ υ υ µ µ
π π π π π πσ σ σ σ σ σ

π π πε σ ε σ ε σ

π

                − + − + − +                
                

 + + + + +  

−

=

2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2

, , , , 1,...,6 1,...,60,1;  , , 0, 1, 2,...

I I I I I I
i i

m m m m m

x y z x y z

e e

k n m

µ µ υ υ µ µ
π π π π πσ σ σ σ σ σ

ε

                + − + − +                
                

= = ± ±

 

 

 Obviously, one expects to find decompositions of the generators of C1 and C2 in the forms given, respectively, by (94) 

and (95). In fact such decompositions are 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

3 3 3
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 2

2 22 2

2 24 2 2 .

ZI IZ YI IY IZ YIXX IZ ZI IZ

Y Z

YZ Z

i i i ii i
i i

i i
i

ii i
i

CNOT e e e e e e e e

H e e e

S e e e e

π π π π π ππ πσ σ σ σ σ σσ πσ πσ πσ

ππ σ πσ

ππ σπσ πσ

       − − + − + − − −− − − −       
       

 − − 
 

 − −− − − 
 

 
=  

 

=

=

 

 

Using (96)-(98), it can be shown that any two-qubit gate constructed using the gates CNOT, H and S will have the 

decomposition given by (95).  

 At last, in the supplementary material of [14] it was shown that the two-qubit Clifford operations can be divided in 

four classes. These classes are divided according to the use of C1 gates and the two-qubit gates CNOT, SWAP and ISWAP. 

The decomposition of SWAP and ISWAP gates are 

 

( ) ( )

4 4 44

2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 22 2 ,

XX YY ZZ

IZ ZI IZ XX YY ZI IZ ZI IZYI IY YI IY

ii

i i i ii ii

SWAP e e

ISWAP e e e e e e e

π π ππ σ σ σ

π π π π π π π πσ σ σ σ σ σ σ σ πσπσ πσ πσ πσ

 + +−  
 

         − − − − − + − − − − − −− − + − − +         
         

=

=

 

 

showing that this result is also in agreement with our Clifford decomposition given by (95). 

 

8.  Conclusions 

 

 Summarizing, this work discussed: I) the sufficient conditions for a two-qubit quantum gate to be teleported by a 

quantum circuit having as resource two bell states and a given basis of measurement; II) the teleportation of gates out of 

(94) 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

(100) 
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Clifford group; III) the quantum gate teleportation using a four-qubit state with genuine four-way entanglement. From the 

work done, we conclude that: 

 

1. The Theorem 1 gives the sufficient conditions for a quantum gate UT to be teleported when a given basis is used. In 

particular, from the best of our knowledge, the teleportation of gates out of Clifford group was demonstrated by the 

first time.  

 

2. The basis used in the measurement plays a crucial role. Two important points are: 1) Any basis that produces a unitary 

matrix βj = I (like the Bell basis), has teleportation capability larger than zero. In this case, the lowest success 

probability is 1/16; 2) Any basis having at least one disentangled state has teleportation capability equal to zero: if the 

basis’ state |βj〉 is disentangled, then det(βj) = 0 and βj is, obviously, not unitary.  

 

3. From Theorem 1 one gets that any Clifford gate has non-local part with angles (2k+1)π/4 (k is an integer number) and 

local single-qubits gates belonging to C1. Any two-qubit Clifford gate has decomposition as given by equation (95).  

From the best of our knowledge this is the first time that a formula for construction of Clifford gates is provided. 
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The complete understanding of circuits for quantum protocols requires the knowledge of the role of the quantum 

states, bases of measurement and quantum unitary operations involved. In what concerns the famous two-qubit 

quantum gate teleportation protocol, the role of the basis of measurement has been considered in a recent work by 

Mendes and Ramos. In this work, we analyze the role of the four-qubit state used as resource. We show that using 

different types of four-qubit states, the teleportation of the action of a two-qubit gate in a given two-qubit state 

changes for a probabilistic teleportation of the action of a two-qubit gate in a set of states.   

 

1. Introduction 

 

 Two-qubit quantum gate teleportation is an important quantum protocol proposed by Gottesmann and Chuang [1]. In 

their work, they proved that any Clifford gate is deterministically teleported by a quantum teleportation scheme employing a 

pair of Bell states and Bell basis in the measurements, what results in error correction based on Pauli matrices. More recently, 

the role of the basis of measurement in two-qubit quantum gate teleportation was investigated and the conditions for a 

deterministic teleportation, including gates out of Clifford group, were established [2]. In that work, however, the quantum 

sate used as resource was still a pair of Bell states.  

 In the present work, we analyze the two-qubit quantum teleportation circuit using as resource a general four-qubit 

state. It is shown how the two-qubit gate teleported and the protocol’s result depend on the four-qubit state used. In 

particular, we present the case where the probabilistic teleportation of the action of the two-qubit gate in the canonical basis 

(|00〉,|01〉,|10〉,|11〉) is achieved. Furthermore, some specific examples using maximally entangled four-qubit states found in 

the literature are presented.  

 The rest of the present work is outlined as follows: In Section 2 it is introduced the ϒ matrix that is responsible for the 

definition of the gate to be teleported; In Section 3 the two-qubit gate teleportation using a general four-qubit state is 

described and several examples of teleportation are presented; At last, the conclusions are drawn in Section 4.   

 

2. The matrix ϒ 

 

 Let |σ〉 be a general four-qubit state, 

 

1 15

, , , 0 0

.klmn i
k l m n i

klmn iσ σ σ
= =

= =∑ ∑  

 

Using the coefficients of |σ〉 one can get the ϒ matrix  

  

(1) 



 
 

0 1 8 9

2 3 10 11

4 5 12 13

6 7 14 15

.

σ σ σ σ
σ σ σ σ
σ σ σ σ
σ σ σ σ

 
 
 ϒ =
 
 
 

 

 

 Considering the use of (1) in two-qubit gate teleportation, we are interested in two situations: 1) ϒ = 1/2Uσ, where Uσ 

is a unitary matrix; 2) ϒ is normal ([ϒ,ϒ†]=0) but 2ϒ is not unitary or ϒ is not normal. It will be shown latter that the type of 

teleportation achieved depends on the type of ϒ matrix. The determinant of ϒ is an invariant [3] that can be used (together 

with other invariants) to define classes of four-qubit states. For example, according to the classification given in [4] there are 

16 classes: 1, 2a, 2b, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3d, 3e, 3f, 4a, 4b, 4c, 4d and 5. Table 1 shows, for each one of these classes, the 

canonical state, its four-way entanglement measured by π4 [5], the type of ϒ matrix and the value of det(ϒ).  

  

Class State π4 Type det(ϒ) 

1 ( )1
1 0000 0111

2
ψ = +  

0 Ñ 0 

2a ( )2
1 0000 1111

2aψ = +  
1 N 0 

2b ( )2
1 0000 0101 1010 11112bψ = + + −  

1 U 1/16 

2c ( )2
1 0000 0110 1001 11112cψ = + + −  

1 N 1/16 

2d ( )2
1 0001 0010 0100 1000 2 1111

6dψ = + + + +  
1 N 0 

3a ( )3
1 0000 0101 1010 11112aψ = + + +  

0 U -1/16 

3b ( )3
1 0000 0011 1100 11112bψ = + + +  

0 U 1/16 

3c ( )3
1 0000 0101 0110 1001 1010 1111

6cψ = + + + + +  
0.1975 N 0 

3d 
3

0000 0011 0101 01101

1001 1010 1100 11118
dψ

 − + + + 
=   − + + 

 
1 Ñ 0 

3e ( )3
1 0000 0101 2 0110 1001 1010 11113eψ = + − + + +  

0.6243 Ñ -1/27 

3f ( )3
1 0000 0011 2 0101 1010 1100 11113fψ = + − + + +  

0.6243 Ñ 1/27 

4a ( )4
1 0000 0011 3 0101 1010 2 1100 1111

17aψ = + + + − +  0.1217 Ñ -5/289 

4b ( )4
1 0000 2 0011 0101 1010 2 1100 1111

12bψ = + + + + +  0.0625 N 1/48 

4c ( )4
1 0000 0011 2 0101 2 1010 1100 1111

12cψ = + + + + +  0.0625 N -1/48 

4d ( )4
1 2 0000 0011 0101 1010 1100 11113dψ = − − + + +  0.6243 Ñ 0 

5 ( )5
1 0000 0011 0101 2 1010 2 1100 1111

12
ψ = + + + + +  0.0560 Ñ 0 

 

Table 1 - Type of ϒ matrix for the canonical states of the classification of four-qubit states given in [4]. U - 2ϒ is unitary; N 

– ϒ is normal but 2ϒ is not unitary; Ñ - ϒ is not normal. 

 

(2) 



 
 

  An interesting question that may arise is about the distribution of the four-way entanglement, measured by π4, of the 

four-qubit state |σ〉 that comes from ϒ when the last is randomly obtained. Let us consider two cases: 1) ϒ = 1/2Uσ and 2) ϒ 

is normal but 2ϒ is not unitary. For the first case, we estimate that distribution by using a million of Uσ gates obtained from 

an ensemble of random unitary matrices. This ensemble consists of all unitary matrices with the natural Haar measure on the 

group U(4). Such matrices are produced in the following way [6-8]: 
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U U
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ϕ ψ ϕ ψ θ

= ×
 

 

where U(i,j), i,j=1,2,3,4, are complex matrices with three real parameters, φ,ψ and θ. Their rule of formation is: 
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The angles ψ and θ are random variables uniformly distributed in the interval [0,2π), while the angles φ are obtained from 

( )( )i
ij

21arcsinεφ = , i=1,2,3, where ε is a random variable uniformly distributed in the interval [0,1). The relative 

frequency of π4(|σ〉) can be seen in Fig. 1.  
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Fig. 1. Relative frequency of π4(|σ〉), for Uσ taken from an ensemble of random (4x4) unitary matrices. 

 

As it can be noted in Fig. 1, most of the four-qubit states obtained are highly entangled state. 

 Now we turn to the second case. Since ϒ is normal it can be diagonalized, ϒ = U†DU, where D is a diagonal matrix 

having as entries the eigenvalues of ϒ. By using (2) one can easily note that  

(3) 

(4) 



 
 

 

( ) ( )
15

2† †

0

1i
i

Tr Tr DDσ
=

ϒϒ = = =∑  

and, hence, 
3

2

0

1i
i

λ
=

=∑ , where λi (i = 0,1,2,3) are the eigenvalues of ϒ. We estimate the distribution of the four-way 

entanglement π4 by using a million of four-qubit states |σ〉 obtained from ϒ = U†DU, where once more U is chosen randomly 

from the ensemble of all unitary matrices with the natural Haar measure on the group U(4), as explained before, and the 

matrix D is a diagonal matrix whose elements are Dkk = (dkk)
1/2exp(iθk) (k = 1, 2 and 3), where θk is uniformly distributed in 

the interval [-π,π] and 

 

( )
( )

1 3
11 1

1 2
22 2 11

33 3 11 22

44 11 22 33

1

1 (1 )

1 (1 )

1 .

d

d d

d d d

d d d d

ξ

ξ

ξ

= −

= − −

= − − −
= − − −

 

 
 

In (6)-(8) ξ1-3 are also random variables distributed uniformly in the interval [0,1). Equations (6)-(9) ensure the D’s elements 

are uniformly distributed on the manifold defined by 
2

1iii
D =∑ [6-8]. The plot of the relative frequency of π4(|σ〉) is 

shown in Fig. 2.  
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Fig. 2. Relative frequency of π4(|σ〉), where σ is obtained from matrices ϒ = U†DU randomly obtained. 

 

3. Teleportation of two-qubit quantum gates 

 

 The scheme for teleportation of two-qubit quantum gates considering a general four-qubit state is shown in Fig. 3.  
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Fig. 3. Circuit for teleportation of a two-qubit quantum gate using a general four-qubit state. 

 

The four-qubit state |σ〉 carries the entanglement required for the teleportation protocol. Following the procedure used in 

[2], after some algebra one can get that the output state before error correction is 

 

3

, 0

1

2

00 10 00 10
2 2 .

01 1101 11

o T jk AB
j k

j j k k
jk j k

k kj j

Uψ β ψ

β β β β
β β β

β ββ β

=

= ϒ

   
 = ⊗ = ⊗  
    

∑
 

 

 In (10)-(11) {|β1〉,|β2〉,|β3〉,|β4〉} is the used basis of measurement. The newness in the present work is the presence of 

the matrix ϒ discussed in Section 2. Let us start by considering the case where ϒ = 1/2Uσ. In this case, one has  

 

3

, 0

1
,

4o T jk AB
j k

U Uσψ β ψ
=

= ∑  

 

and a teleportation succeeds if  

 

( ) ( )
3 3 3

† †

, 0 , 0 , 0

1 1 1
,

4 4 4o T jk AB T jk T T AB j k T AB
j k j k j k

U U U U U U U U V V U Uσ σ σ σ σψ β ψ β ψ ψ
= = =

= = = ⊗∑ ∑ ∑  

 

where Vj and Vk are single-qubit gates. Applying the error correction ( )† †
corr j kU V V= ⊗  one gets as output state 

UTUσ|ψAB〉. Equation (13) makes clear the role of the four-qubit state in the final result of the teleportation: the teleported gate 

is UTUσ where Uσ = 2ϒ depends on the four-qubit state. Equation (13) also gives us another point of view about the two-

qubit gate teleportation: one can make UT = I and get a desired quantum gate teleportation by choosing the suitable four-qubit 

state. The probability of success of the teleportation will depend on the basis of measurement used, as explained by Theorem 

1 of [2]. Hence, hereafter we will consider UT = I. It can be easily shown that the four-qubit state required for teleportation of 

the gate Uσ is the state  

 

(10) 

(11) 

(13) 

(12) 



 
 

( ) 00 11 00 11
.

2 2
I U Iσσ

 +  + 
= ⊗ ⊗   

  

 

.  

According to KAK decomposition [9], one has that  

 

( ) ( )
( ) ,x XX y YY z ZZ

A B NL C D

i

NL

U U U U U U

U e

σ

θ σ θ σ θ σ+ +
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=
 

 

where UA, UB, UC and UD are local single-qubit gates, UNL is the non-local part and σjj=σj ⊗σj (j=X, Y, Z) is the tensor 

product of two Pauli matrices. The following statements follow directly from (14)-(16): 

 

1. The four-way entanglement of |σ〉, measured by π4, depends only on the non-local part of Uσ. In particular, if the four-

qubit state |σ〉 has zero four-way entanglement, then the gate Uσ has θx = θy = θz = 0, and, hence, it is separable in the 

tensor product of two single-qubit gates.  

2. According to Theorem 1 in [2], the quantum gate Uσ can be deterministically teleported only if each angle θx, θy and 

θz is equal to 0 or (2k+1)π/4 (k is an integer number). However, in this situation (except in the obvious case where θx 

= θy = θz = 0) |σ〉 is maximally entangled (π4 = 1), hence, a necessary (but not sufficient) condition for deterministic 

teleportation of Uσ is that it comes from a maximally four-way entangled state |σ〉. On the other hand, as it will be 

seen latter, a maximally four-way entangled state |σ〉 does not always generates a deterministically teleportable 

quantum gate Uσ.  

 

 The case ϒ = 1/2Uσ is the classical case considered in [1], where the four-qubit state is the tensor product of the two 

Bell states |σ〉=(|00〉+|11〉)/21/2⊗(|00〉+|11〉)/21/2, what makes Uσ = I (identity gate) and, hence, the gate teleported, as shown in 

Fig. 1, is UT via the state (I⊗UT⊗I) (|00〉+|11〉)/21/2⊗(|00〉+|11〉)/21/2. 

 Now, we turn to the case where 2ϒ is not unitary but ϒ is normal, hence, ϒ = UDU†. The output state is  
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In (18)-(19), λi (i = 0,1,2,3,4) are the eigenvalues of ϒ. Equation (19) can still be rewritten as  
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where †
jk jkV U Uβ= . Now, let us to consider the special case: 1) The Bell basis is used in the measurements and, hence, 

βjk is the tensor product of two Pauli matrices. 2) U belongs to Clifford group. 3) The input state is such that U†|ψab〉 = |00〉. 

In this case (20) becomes 

 

0 1 2 3
0 2 2 2 2

0 1 2 3

00 00 00 01 00 01 10 00 10 11 00 11
.

00 00 01 00 10 00 11 00

jk jk jk jkjk

jk jk jk jk

U
λ σ λ σ λ σ λ σ

ψ
λ σ λ σ λ σ λ σ

 
+ + + =  

 + + + 

 

 

The Table 2 shows the possible output states when λi ≠ 0 (i = 0,..,3), according to the results of the measurements. 

 

σjk 
0
jkψ  σjk 

0
jkψ  

I⊗I 
0 00jk Uψ =  σY ⊗I 

0 10jk iUψ =  

I⊗σX 
0 01jk Uψ =  σY ⊗σX 

0 11jk iUψ =  

I⊗σY 0 01jk iUψ =  σY ⊗σY 0 11jk Uψ = −  

I⊗σZ 0 00jk Uψ =  σY ⊗σZ 0 10jk iUψ =  

σX⊗I 
0 10jk Uψ =  σZ⊗I 

0 00jk Uψ =  

σX⊗σX 
0 11jk Uψ =  σZ⊗σX 

0 01jk Uψ =  

σX⊗σY 0 11jk iUψ =  σZ⊗σY 0 01jk iUψ =  

σX⊗σZ 0 10jk Uψ =  σZ ⊗σZ 0 00jk Uψ =  

 

Table 2 - Output states (Eq. (21)) according to the results of the measurements using the Bell basis.  

 

 As can be noted in Table 2, the output state is not the teleportation of a unitary operation applied to the input state 

|ψab〉. The output state is (ignoring the global phase), probabilistically, one of the states: U|00〉, U|01〉, U|10〉 and U|11〉, 

where U comes from the decomposition of ϒ and, hence, depends on the four-qubit state. Thus, what is teleported is the 

action of U in the canonical basis. One may also note that error correction is not necessary. This happens because one cannot 

choose the state to be teleported, the result is probabilistic. As another example, let us consider the following maximally 

entangled four-qubit state  

 

( )0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111 8 .ξ = + + + + + + +  

 

For such state one has 
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Hence, (19) is reduced to  

 

( ) ( )
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Choosing again the Bell basis for measurement and |ψab〉 = |00〉, one gets the results shown in Table 3 

 

σjk 
0
jkψ  σjk 

0
jkψ  

I⊗I 
0 10jk Uψ =  σY ⊗I 

0 11jk iUψ =  

I⊗σX 
0 11jk Uψ =  σY ⊗σX 

0 10jk iUψ =  

I⊗σY 
0 11jk iUψ =  σY ⊗σY 

0 10jk Uψ = −  

I⊗σZ 
0 10jk Uψ =  σY ⊗σZ 

0 11jk iUψ =  

σX⊗I 
0 11jk Uψ =  σZ⊗I 

0 10jk Uψ =  

σX⊗σX 
0 10jk Uψ =  σZ⊗σX 

0 11jk Uψ =  

σX⊗σY 
0 10jk iUψ =  σZ⊗σY 

0 11jk iUψ =  

σX⊗σZ 
0 11jk Uψ =  σZ ⊗σZ 

0 10jk Uψ =  

( ) ( )10 00 11 2 ;   11 01 10 2U U= − = +  

 

Table 3 - Output states (Eq. (25)) according to the results of the measurements using the Bell basis.  

 

As shown in Table 3, only the action of U in two states of the canonical basis is teleported. This happens because ϒ in (23) 

has two eigenvalues equal to zero.  

 In general, states of the type  a|0000〉+b|0011〉+c|0101〉+d|0110〉+d|1001〉+c|1010〉+b|1100〉+a|1111〉 [10] produces a 

normal ϒ matrix.  
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  At last, we consider states for which ϒ is not normal. Although not being normal, a diagonalisation with different 

unitary matrices is possible. Applying firstly the Polar decomposition, one has ϒ = UH, where U is unitary and H is 

Hermitean. Now, the Hermitean matrix is decomposed as H = VDV†, hence, ϒ = UVDV† = WDV†, where D is a diagonal 

matrix whose elements are the eigenvalues of H. The output state is  
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 This result is similar to that one in (19), but now λi (i = 0,1,2,3,4) are eigenvalues of H instead of ϒ.  Furthermore, 

using (5) one has that Tr(ϒϒ†) = Tr(HH†) = 1 and, hence, ∑i|λi|
2 = 1. Now, considering that the Bell basis is used in the 

measurements, that V belongs to Clifford group and the input state is such that V†|ψab〉 = |00〉, (28) is reduced to. 
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  Observing (29), one can see the teleportation of the action of W in a set of states, however, here W may not belong to 

Clifford group.    

 Another possibility for a not normal ϒ matrix is to use the Schur decomposition, ϒ = UTU†, where T is an upper 

triangular matrix. Let us consider, for example, the following four-qubit state [11] 

 

( )0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111 8 .χ = − − + + + + +  

 

For such state one has the following Schur decomposition: 
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The output state of the teleportation protocol is  
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Choosing again the Bell basis for measurement and |ψab〉 = |00〉, one gets the results shown in Table 4 

 

σjk 
0
jkψ  σjk 

0
jkψ  

I⊗I 00U  σY ⊗I 10iU  

I⊗σX 10U−  σY ⊗σX 00iU  

I⊗σY 10iU−  σY ⊗σY 00U−  

I⊗σZ 00U  σY ⊗σZ 10U  

σX⊗I 10U  σZ⊗I 00U  

σX⊗σX 00U  σZ⊗σX 10U−  

σX⊗σY 00iU  σZ⊗σY 10iU−  

σX⊗σZ 10U  σZ ⊗σZ 00U  

( ) ( )10 01 10 2 ;   00 00 11 2U U= + = +  

 

Table 4 - Output states (Eq. (34)) according to the results of the measurements using the Bell basis.  

 

As can be seen in Table 4, only the action of U in two states of the canonical basis is teleported.  

 

4. Conclusions 

 

 In what concerns the role of the four-qubit state in two-qubit gate teleportation, one may define two classes of states: 

1) the set of four-qubit states for which ϒ = 1/2Uσ and 2) the set of four-qubit states for which ϒ is normal but 2ϒ is not 

unitary or ϒ is not normal. The main differences in the two-qubit gate teleportation protocol when states of both classes are 

used are: 

 

For class 1,   

 

(32) 

(33) 

(34) 



 
 

1. The basis of measurement is important to define the probability of success of the teleportation and the error 

correction.  

2. A deterministic teleportation is achieved only if the four-qubit state used is maximally entangled. 

3. The state teleported is the action of U in the input two-qubit state. 

 

For class 2, 

 

1. The action of U in a set of states is probabilistically teleported.  

2. The basis of measurement and the input two-qubit state are used to define the set of states to be teleported. 

3. There is no error correction. 

 

 Additionally, it was shown the probabilistic teleportation of the canonical basis by a two-qubit gate that belongs to 

Clifford group if ϒ is normal, or does not belong to Clifford group is ϒ is not normal. In the particular cases where the four-

qubit states (22) and (30) are used, the result of the teleportation is, probabilistically, a Bell state.  
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A universal entangler is quantum gate able to transform any disentangled state into an entangled state. 
Although universal entanglers are abundant in arbitrary high dimensional spaces, to verify if a quantum 
gate is a universal entangler is a hard task since it is not known which property of the unitary matrix is 
responsible for such behavior. In this direction, the present work shows the results of an algorithm based 
on differential evolution that tests universal entanglers in C3 ⊗ C4 and C4 ⊗ C4. We present two good 
candidates for each cited space and we show that a candidate found in the literature is not a universal 
entangler.

© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Quantum entanglement plays a fundamental role in many inter-
esting tasks such as quantum teleportation, quantum dense coding 
and other quantum cryptography protocols [1,2], so that tech-
niques for its generation [3–5] and preservation [6–10] are essen-
tial. In this context, a relevant attention has been devoted to the 
study of entanglers [11–14], aiming to understand their properties, 
construction and applications. A particularly interesting class of 
entanglers is the universal entangler, a quantum gate able to trans-
form any disentangled state (belonging to the appropriated Hilbert 
space) into an entangled state. Although universal entanglers are 
known to be abundant, it is not an easy task to affirm that a given 
quantum gate is a universal entangler since, in general, it is not 
known which property of the unitary matrix is responsible for such 
behavior. Furthermore, due to the dimensions of the spaces consid-
ered, a brute-force checking is not viable. An alternative is to use 
some heuristic in order to implement an intelligent search for uni-
versal entanglers. Although such heuristics are not able to confirm 
that a given gate is in fact a universal entangler, the use of heuris-
tics has two interesting advantages: 1) It can find good candidates 
for universal entanglers. 2) It can be useful to discard pseudo-good 
candidates. In this direction, the present work shows the results 
obtained by an algorithm based on differential evolution that tests 
universal entanglers. We provide two good candidates for C3 ⊗ C4

and two good candidates for C4 ⊗ C4. Moreover, we also show that 

* Corresponding author.
E-mail addresses: fernandovm@gmail.com (F.V. Mendes), 

rubens.viana@pq.cnpq.br (R.V. Ramos).

a candidate for a universal entangler presented in the literature is 
not a universal entangler.

2. Separability

In the core of the proposed algorithm are the separability test 
of normal matrices and the entanglement measure of pure bipar-
tite states. There are good bipartite entangled measures like par-
tial von Neumann entropy [15], concurrence [16], positive partial 
transpose (PPT) [17], negativity [18] among others. In this work 
only the entanglement measure based on the von Neumann en-
tropy will be used. Given an entangled pure bipartite state |ϕ〉AB , 
its entanglement is given by

E V N
(|ϕ〉AB〈ϕ|) = S V N

(
TrA

(|ϕ〉AB〈ϕ|))
= S V N

(
TrB

(|ϕ〉AB〈ϕ|)) (1)

S V N(ρ) = −Tr
[
ρ ln(ρ)

]
. (2)

In what concerns the separability, one says that a given nor-
mal matrix N ∈ Cm·n is separable if it can be described as the 
Kronecker product of two other normal matrices, N = N A ⊗ NB , 
where N A ∈ Cm and NB ∈ Cn . However, since the Kronecker prod-
uct is a bilinear form, one can define the map γ : Cm × Cn → C
as

γ (�p, �q,�r,�s) = (�p ⊗�r)†N(�q ⊗ �s). (3)

In (3) the column vectors �p, �q ∈ Cm while the column vectors 
�r, �s ∈ Cn . Thus, a necessary and sufficient condition to have N de-
composable in the Kronecker product N A ⊗ NB is

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2014.11.056
0375-9601/© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.



JID:PLA AID:22977 /SCO Doctopic: Quantum physics [m5G; v1.143-dev; Prn:15/12/2014; 9:48] P.2 (1-4)

2 F.V. Mendes, R.V. Ramos / Physics Letters A ••• (••••) •••–•••

γ (�p1, �q1,�r1,�s1) · γ (�p2, �q2,�r2,�s2)

= γ (�p1, �q1,�r2,�s2) · γ (�p2, �q2,�r1,�s1) (4)

to be true for all vectors �pi , �qi in a basis of Cm and �r j , �s j in 
a basis of Cn . This approach is an application of the Plücker co-
ordinates, due to Julius Plücker dated 1865. It was also used in 
[19], for unitary matrices, in order to determine the conditions of 
separability preservation under conjugation of two-qubit quantum 
gates. When (3)–(4) are used to test the separability of the Her-
mitean matrix corresponding to a general two-qubit state, α1|00〉 +
α2|01〉 + α3|10〉 + α4|11〉, the known result |α1α4 − α2α3| = 0 is 
obtained. In general, the usage of (3)–(4) to check the biseparabil-
ity of quantum states results in a set of polynomial equations in 
the states’ coefficients that have to be identically null. If anyone of 
them is not equal to zero, then the state is not biseparable. Fort 
example, it was affirmed in [20] that the three-qutrit state

|κ〉 = 1√
6

(|000〉 − |011〉 − |112〉 + |120〉 − |202〉 + |221〉)ABC

(5)

is biseparable. However, using (3)–(4), the conditions of bisepara-
bility of a general three-qutrit state α1|000〉 +α2|001〉 +α3|002〉 +
· · · + α27|222〉 include the following equations

α1 · α15 − α6 · α10 = 0 for A_BC (6)

α1 · α11 − α2 · α10 = 0 for B_AC (7)

α1 · α13 − α4 · α10 = 0 for AB_C. (8)

Using α = 1/61/2 in (6)–(8), one gets for the three cases the value 
−1/6, hence, the state in (5) is not biseparable.

3. Universal entanglers

Any quantum gate able to generate entanglement between two 
separable states is considered an entangler. The concept of en-
tangling power was developed in [21] aiming to characterize how 
good entangler is a particular quantum gate. In [13] it was estab-
lished a connection between entangling power and the invariants 
of two-qubit gates. In [22] it was introduced the perfect entangler 
concept: perfect entanglers are entangler gates able to generate 
maximally entangled states from separable states. Another entan-
gler class was defined in [23] aiming to respond the question: Does 
there exist any perfect entangler which can maximally entangle 
a full separable basis? This particular class has received the name 
of the especial perfect entanglers. A still more general definition 
about entanglers was introduced in [24], named universal entan-
gler, in response to the question: Does there exist an entangler able 
to entangle any separable state? Formally, a universal entangler is 
a quantum gate U such that E V N(U (|ϕ〉m|ψ〉n)) > 0, where |ϕ〉m
and |ψ〉n are arbitrary one qudit states of dimensions m and n, 
respectively. In [24] it was established that a universal entangler 
exists if, and only if, min(m, n) ≥ 3 and (m, n) �= (3, 3). Further-
more, how explicitly to construct universal entanglers to operate 
over an arbitrary bipartite Cm ⊗ Cn system is a question that re-
mains opened. An explicit example of perfect entangler for C3 ⊗C4

was given in [25] (which will be discussed in detail later), and in 
[26] two universal entanglers class applicable to bosonic/fermionic 
systems were provided.

Although does not exist an analytical formula to determine if 
a given unitary matrix is a universal entangler or not, there are 
some hints that can be followed to discard bad candidates. For 
example, we prove here the following lemma:

Lemma 1. If an n ×n unitary matrix U is an universal entangler then all 
of its n columns are non-separable vectors.

Proof. Let |ui〉, a separable state, be the i-th column of the n × n
unitary matrix U , and |vi〉 is the i-th state of the canonical basis 
and, hence, it is also separable. Then U |vi〉 = |ui〉, that is separable, 
therefore, U is not a universal entangler. �

A direct consequence from Lemma 1 is that controlled gates 
cannot be universal entanglers. From the best of our knowledge, 
the only example of universal entangler in C3 ⊗ C4 was proposed 
in [25] and corroborated in [26,27], it is the quantum gate

U H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+ − − − − − − − − − − −
+ + − + − − − + + + − +
+ + + − + − − − + + + −
+ − + + − + − − − + + +
+ + − + + − + − − − + +
+ + + − + + − + − − − +
+ + + + − + + − + − − −
+ − + + + − + + − + − −
+ − − + + + − + + − + −
+ − − − + + + − + + − +
+ + − − − + + + − + + −
+ − + − − − + + + − + +

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(9)

where the symbols + and − means, respectively, 12−1/2 and 
−12−1/2. However, from Lemma 1 one can see that U H cannot 
be a universal entangler. In fact it is easy to check that

U H
(|0〉3 ⊗ |0〉4

) = F3|0〉3 ⊗ F4|0〉4. (10)

In (10), Fd is the single-qudit Hadamard gate in Cd (d = 3, 4), |0〉3
is the first state of the canonical basis of a qutrit {|0〉3, |1〉3, |2〉3}, 
and |0〉4 is the first state of the canonical basis of a qudit (d =
4){|0〉4, |1〉4, |2〉4, |3〉4}.

4. Candidates for universal entanglers in C 3 ⊗ C 4 and C 4 ⊗ C 4

To verify whether or not a given quantum gate is a univer-
sal entangler is an intractable problem; this arises from the fact 
that solving a system of polynomial equations is, in general, NP-
hard. However, in practice, to find a counterexample that proves 
that a given gate is not a universal entangler is more feasible. In 
this work we used a Differential Evolution algorithm to enhance 
the ability to find counterexamples that invalidate universal en-
tanglers’ candidates. Here we considered only the spaces C3 ⊗ C4

and C4 ⊗ C4. According to (3)–(4), a general state in C3 ⊗ C4, 
|α34〉 = α1|00〉 + α2|01〉 + α3|02〉 + α4|03〉 + · · · + α12|23〉 is sep-
arable if

S3⊗4
(|α34〉

) ≡
18∑

i=1

|ζi| = 0 (11)

where

ζ1 = α1α6 − α2α5; ζ2 = α1α7 − α3α5;
ζ3 = α1α8 − α4α5; ζ4 = α1α10 − α2α9;
ζ5 = α1α11 − α3α9; ζ6 = α1α12 − α4α9;
ζ7 = α2α7 − α3α6; ζ8 = α2α8 − α4α6;
ζ9 = α2α11 − α3α10; ζ10 = α2α12 − α4α10;
ζ11 = α3α8 − α4α7; ζ12 = α3α12 − α4α11;
ζ13 = α5α10 − α6α9; ζ14 = α5α11 − α7α9;
ζ15 = α5α12 − α8α9; ζ16 = α6α11 − α7α10;
ζ17 = α6α12 − α8α10; ζ18 = α7α12 − α8α11. (12)
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On the other hand, according to (3)–(4), a general state in C4 ⊗
C4, |α44〉 = α1|00〉 + α2|01〉 + α3|02〉 + α4|03〉 + · · · + α16|33〉 is 
separable if

S4⊗4
(|α44〉

) ≡
36∑

i=1

|ξi| = 0 (13)

where

ξ1 = α1α6 − α2α5; ξ2 = α1α7 − α3α5;
ξ3 = α1α8 − α4α5; ξ4 = α1α10 − α2α9;
ξ5 = α1α11 − α3α9; ξ6 = α1α12 − α4α9;
ξ7 = α1α14 − α2α13; ξ8 = α1α15 − α3α13;
ξ9 = α1α16 − α4α13; ξ10 = α2α7 − α3α6;
ξ11 = α2α8 − α4α6; ξ12 = α2α11 − α3α10;
ξ13 = α2α12 − α4α10; ξ14 = α2α15 − α3α14;
ξ15 = α2α16 − α4α14; ξ16 = α3α8 − α4α7;
ξ17 = α3α12 − α4α11; ξ18 = α3α16 − α4α15;
ξ19 = α5α10 − α6α9; ξ20 = α5α11 − α7α9;
ξ21 = α5α12 − α8α9; ξ22 = α5α14 − α6α13;
ξ23 = α5α15 − α7α13; ξ24 = α5α16 − α8α13;
ξ25 = α6α11 − α7α10; ξ26 = α6α12 − α8α10;
ξ27 = α6α15 − α7α14; ξ28 = α6α16 − α8α14;
ξ29 = α7α12 − α8α11; ξ30 = α7α16 − α8α15;
ξ31 = α9α14 − α10α13; ξ32 = α9α15 − α11α13;
ξ33 = α9α16 − α12α13; ξ34 = α10α15 − α11α14;
ξ35 = α10α16 − α12α14; ξ36 = α11α16 − α12α15. (14)

Let U34 to be a two-qudit quantum gate in C3 ⊗ C4. If U34
is a universal entangler, the global minimum of the function 
S3⊗4(U34|α〉) is larger than zero, S3⊗4(U34|αmin〉) > 0, where 
|αmin〉 is the quantum state that minimizes the separability con-
dition given in (11). On the other hand, if U34 is not a universal 
entangler, then the global minimum of the function S3⊗4(U34|α〉)
is equal to zero, S3⊗4(U34|αmin〉) = 0. An equivalent statement 
can be done considering a two-qudit quantum gate in C4 ⊗ C4, 
U44, and the function S4⊗4(U44|α〉). So, given a two-qudit gate in 
C3 ⊗ C4(C4 ⊗ C4), U , the goal of our algorithm is to find the global 
minimum of S3⊗4(U |α〉)(S4⊗4(U |α〉)). For example, our algorithm 
took only few seconds to show that U H in (9) is not a universal 
entangler, finding the quantum state |0〉3|0〉4 as a counterexample, 
as can be seen in (10): S3⊗4(U H |0〉3|0〉4) = 0. Due to the intrin-
sic characteristic of the heuristic used, one can be sure that the 
global minimum was found only when the tested quantum gate 
is not a universal entangler gate, since in this case the minimum 
value of the separability condition (Eqs. (11) or (13)) is known to 
be zero. In other words, when we are testing a gate U and the al-
gorithm converges to separability condition equal to zero, we can 
be sure that U is not a universal entangler. Similarly, one says that 
a good candidate for universal entangler was found only when 
the algorithm does not converge to separability condition equal to 
zero.

Although for high dimensions, as it was pointed in [25], a ran-
dom unitary is almost surely a universal entangler, to build it from 
more familiar gates can be useful. Thus, our main goal in this 
work is to find good universal entanglers candidates using known 

Table 1
Minimum entanglement generated by gates U E1, U E2, U E3 and U E4 af-
ter several days running the algorithm based on Differential Evolution.

Quantum gate Minimum entanglement

U E1 0.000016199687
U E2 0.000057325250
U E3 0.005023555953
U E4 0.000130825518

gates. Here we try F12, X12, Y12 and Z12 operating over the prod-
uct states |ψA〉3 ⊗ |ψB〉4 and F16, X16, Y16 and Z16 operating over 
the product states |ϕA〉4 ⊗ |ϕB〉4. The definitions of these quantum 
gates are

Xd|k〉 = ∣∣(k + 1)mod d
〉

(15)

Zd|k〉 = ei2πk/d|k〉 (16)

Yd = i Xd Zd (17)

Fd|k〉 = 1√
d

d−1∑
l=0

e(i2πkl/d)|l〉. (18)

The elements of their matrix representations are given by

(Xd)mn =
{

1 if m = (n + 1)mod d
0 otherwise

(19)

(Zd)mn =
{

e(2π i/d)m−1
if m = n

0 if m �= n
(20)

(Fd)mn = e(2π i/d)mn
/
√

d. (21)

Although all these gates are non-separable in C3 ⊗ C4 (for d =
12) and C4 ⊗ C4 (for d = 16), they are not universal entanglers. 
Our algorithm takes only few seconds to find counterexamples. The 
same happens to (Xd)

1/2 and (Zd)
1/2. On the other hand, good 

universal entanglers’ candidates are

U E1 = √
Y12 (22)

U E2 = √
Y16 (23)

U E3 = √
X12

† · F12 · √X12 (24)

U E4 = √
X16

† · F16 · √X16. (25)

After fifteen days looking for counterexamples for U E1, U E2, U E3
and U E4, our algorithm was not able to find anyone. The minimal 
entanglement values created by them can be seen in Table 1.

Hence, our simulation results suggest Conjecture 1.

Conjecture 1. The gates 
√

Y12 and 
√

X12
† · F12 · √

X12 are universal 
entanglers in C3 ⊗ C4 while 

√
Y16 and 

√
X16

† · F16 ·√X16 are universal 
entanglers in C4 ⊗ C4 .

At last, we calculated the entanglement generated by the gates 
U H , U E1 and U E3 when they are applied to a hundred thousand 
quantum states randomly chosen [28]. The estimated distributions 
of the entanglement values obtained are shown in Fig. 1.

The mean values of the entanglements are 0.9925, 1.0062 and 
1.1096 for U H , U E1 and U E3, respectively.

5. Conclusions

Using the separability conditions provided by (3)–(4) as fitness 
function, we constructed an algorithm based on Differential Evolu-
tion that tests if a particular quantum gate is a universal entangler. 
Obviously one could use an entanglement measure to test the sep-
arability, however, this requires the calculation of eigenvalues and 
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Fig. 1. Distribution of the entanglement generated by gates U H , U E1 and U E3 when 
they are applied to a hundred thousand quantum states randomly chosen.

their logarithms. Evaluating the separability using only the coef-
ficients of the states requires a lower computational effort. The 
proposed algorithm showed that a candidate to universal entangler 
in C3 ⊗ C4 found in the literature is a not a universal entangler, 
what can also be observed analytically by Lemma 1. Furthermore, 
our algorithm provided two good candidates in C3 ⊗ C4 (d = 12)

and C4 ⊗ C4 (d = 16) : √
Yd and 

√
Xd

† · Fd · √
Xd . Although it 

is not known an analytical approach to build arbitrary universal 
entanglers, the knowledge of some examples based on common 
gates, like generalized Pauli gates, can be useful for some inves-
tigations. For example, which properties the candidates 

√
Yd and √

Xd
† · Fd · √

Xd have in common or yet, why 
√

Yd is a good 
candidate while 

√
Xd and 

√
Zd are not, are questions that arise 

naturally.
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In a recent paper it has been shown how to create a quantum state related to the prime number 
sequence using Grover’s algorithm. Moreover, its multiqubit entanglement was analyzed. In 
the present work, we compare the multiqubit entanglement of several quantum sequence 
states as well we study the feasibility of producing such states using Grover’s algorithm. 

 

1. Introduction  
 

 In the mid-2000s some works connecting quantum information and number theory were 
reported [1-3] and, more recently, works showing that quantum information is a fertile 
environment to develop and testing number theory theorems were published [4-6]. In particular, 
in [5] and [6] Sierra and Latorre showed how to construct the quantum prime state, a quantum 
sequence state based on the sequence of prime numbers, using Grover’s quantum search 
algorithm. They also studied its multiqubit entanglement. From the best of our knowledge, this is 
the unique quantum sequence state studied up to now. In this work we consider several different 
quantum sequence states. We make comparison between their entanglements and study the 
feasibility of their generation using Grover’s quantum algorithm. Furthermore, we introduce a 
new sequence of integer numbers for which the related quantum sequence state has an 
entanglement that changes the sign of its slope every time a new qubit is added showing, hence, 
an oscillatory behavior with period of one qubit.  
 This paper is outlined as follows. The notation and the quantum sequence states used in this 
work are presented in Section 2. Section 3 brings the analysis of the entanglement of the quantum 
sequence states considered. In Section 4, we discuss the feasibility of producing quantum 
sequence states using Grover’s algorithm. At last, Section 5 brings the conclusions. 
  

2. Quantum sequence states 
 

 From an arbitrary finite integer sequence one can build the related quantum sequence state 
as follows. Let S = {s1,s2,s3,…,sk} be a set containing the first k elements of an infinite integer 

sequence, then, a n-qubit sequence state related to S with sk ≤ 2n-1, is defined as 
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 In (1) τ is the sequence counting function of S, which returns the sum of the squares of the 
quantities of each element in the sequence. In the case of a sequence having not repeated 
elements, the corresponding quantum sequence state is just an equally weighted superposition of 
the sequence’s elements, hence, τ(2n) returns the number of elements of S between 0 and 2n-1. In 
this work we will consider the following integer sequences [7]: Fibonacci (A000045), Happy 
(A007770), Lucky (A000959), Abundant (A005101), Triangular (A000217), Lazy (A000124), 
Padovan (A000931), Prime (A000040), SPrime (A005097) and PA[r] that is a sequence generated 
by an arithmetic progression starting from zero and having ration equal to r. For example, the 
four qubit Fibonacci, Happy, Lucky and Prime sequences are  
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3. Entanglement analysis of sequence states 
 

 Since there is not a genuine entanglement measure for a quantum state of arbitrary 
dimension, in order to analyze the entanglement of the quantum sequence states we will adopt the 
same strategy used in [5, 8-10]: Given a n-qubit quantum state, there are 2n-1-1 different partial 
transposes that are relevant to the entanglement measure. The bipartite entanglement of the i-th 
bipartition is given by 

  

( ) ( ) .i n VN j n nE s S Tr s s =                                                                             

 

In (3) SVN is the von Neumann entropy, SVN(ρ)=Tr[ρlog(ρ)], and j represents the set of qubits 
traced out. The total amount of entanglement is simply given by the sum of the bipartite 
entanglement of all relevant bipartitions 
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or its average value  
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 However, the calculation of (5) requires a considerable computational effort when the 
number of qubits grows. An alternative and easier to calculate entanglement measure is the 
average between the entanglement of bipartitions formed by one qubit and n-1 qubits (hence, only 
n bipartitions are used). We use the upper level index to indicate these particular bipartitions. 
Thus, for an n-qubit state one has  
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Figure 1 shows Ei for six sequence states of 28 qubits.  
 

 

Figure 1: Ei versus i, for Prime, S-prime, Triangular, Fibonacci, PA[3] and abudant sequences.  

 Observing Fig.1, one can note that the entanglement of each individual qubit with the others 
27 qubits of the Abundant and Prime states has a similar behavior: with exception of the last 

(5) 

(6) 

(7) 



 

qubit that has low entanglement with the others (zero in the case of the Prime state), all the others 
are highly entangled with the rest of the state. The explanation given in [5] associates this 
behavior with the fact that the Prime sequence is formed almost exclusively by odd numbers. This 
explanation cannot be used for the Abundant state that has a significant amount of both, odd and 
even numbers. The Fibonacci state, by its turn, shows a very different behavior, there is a low 
entanglement between the first qubits and the rest, furthermore, the value of Ei changes in a non-
regular way when i grows. A resume of average entanglement values given by (7) is shown in 
Table 1.  

Table 1: th
avgE for 28-qubits quantum sequence states. 

State th
avgE  State th

avgE  

Prime 0.9606 Triangular 0.9897 
SPrime 0.9964 Abundant 0.8660 

Fibonacci 0.7302 PA[3] 1.0000 

 

 The entanglement of the quantum sequences SPrime, Triangular, Abundant and PA[3] 
overcomes the entanglement of the Prime state. In particular, the sequence PA[3] shows the 
maximal entanglement value, hence, each individual qubit of PA[3] is in the maximally mixed 
state. The relation between the entanglement of the series changes when the average between all 

bipartitions is taken into account. Figure 2 shows the comparison of  th
avgE  and all

avgE  between PA[3] 

and Fibonacci states.  

 

Figure 2: Comparison of thavgE  and all
avgE  between Fibonacci and PA[3] states. 



 

As it can be seen in Fig. 2, one has [ ]( ) ( )3th th
avg n avg nE PA E Fib>  for any number of qubits up to 

28, while [ ]( ) ( )3all all
avg n avg nE PA E Fib<  for sequence states having more than six qubits.  

 It is not an easy task to understand for which reason a sequence state shows a large amount 
of entanglement. A supposition made in [5] is that the entanglement of the Prime state emerges 
from intrinsic randomness of prime numbers. However, as it can be seen in Fig. 1 and Tab. 1, 
using th

avgE  as reference, there are quantum sequence states originated from deterministic 

sequences whose entanglement is larger than the entanglement of the Prime state. The more 
regular of them is the PA[r]  state. In Fig. 3 one can see the entanglements th

avgE  and all
avgE of PA[r] 

for r = 3,5,7,9.  

  

 

Figure 3: th
avgE  (up to 28 qubits) and all

avgE  (14 qubits) for PA[r] , r = 3,5,7,9. 

Observing Fig. 3, one can note that the PA[r] state tends to have most qubits maximally entangled 
with the others. Furthermore, for the set of values of r considered, after the seventh qubit, the 

larger the value of r the larger is all
avgE . On the other hand, it is not hard to see that PA[r] states do 

not have any entanglement when r is a power of two. This fact can be seen in Fig. 4 that shows 
[ ]( )14
rall

avgE PA  versus r for a quantum state with 14 qubits. In fact, for r = 2k one has the following 

(completely disentangled) sequence state: 
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Figure 4: [ ]( )14
rall

avgE PA  verus r. 

 In [5,6] is pointed out that the Prime state carries a large amount of entanglement but, in 
fact, how near from a maximally entangled (using (4)) n-qubit state is the n-qubit Prime state? 

Figure 5 shows all
avgE  for five different quantum sequence states.  

 

Figure 5: all
avgE versus number of qubits and its comparison with the maximal value reacheable by 

the measure. Happy, Prime, Sprime and PA[17] sequences. 



 

 Analyzing Fig. 5, one can see that, inside the short search space observed, the entanglement 
of the states SPrime and Happy overcomes the Prime state’s entanglement. While the Prime state 
reaches nearly 68% of predicted upper bound, the SPrime and Happy states reach, respectively, 
74% and 78%. On the other hand, the entanglement of the PA[17] state overcome the Prime state’s 
entanglement only in a short range, after, it begins to move away from the upper bound. In Fig. 6 
other sequence states are shown.  

 

Figure 6: all
avgE versus number of qubits and its comparison with the maximal value reacheable by 

the measure. Fibonacci, Happy, Lucky, Padovan, Lazy, Primes and Triangular sequences. 

The Fibonacci and Padovan states follow a similar behavior and they have only five common 
elements (~7%). Similarly, the Lucky and Prime states follow a similar behavior and they have 
only ~7% of common elements. Furthermore, the Happy, Lazy and Triangular states also have a 
common entanglement behavior.  

 Now, let us introduce a new sequence, hereafter named S. In order to construct S we start 
with the sequence S = {0,3}. The sequence S is obtained iteratively according to the following 
steps (k = 2,3,4,…, n-1):  

 

• If k is even, then S = S ∪ max({1,2,…,2k-1}-S) and k = k+1. This step adds only one number to 
the sequence.  

• If k is odd, then S = S ∪ bitxor(S,2k+1-1) and k = k+1. If X is the set {x1,x2,x3,...,xn} and Y is just a 

number, then bitxor(X,Y) is the set {Dec(Bin(x1)⊕Bin(Y)), Dec(Bin(x2)⊕Bin(Y)),…, 



 

Dec(Bin(xn)⊕Bin(Y))}. Here Dec and Bin are functions that return, respectively, the decimal and 
binary value of the argument.  

For example, let us construct the sequence that finishes at k = 6. 

k=2 S = {0, 3} ∪ max({1, 2, 3} – {0, 3}) → S = {0, 3} ∪ max({1, 2}) →  S = {0, 3} ∪ {2} → S = {0, 2, 3}. k 
= 2 + 1. 

k=3 S = {0, 2, 3} ∪ bitxor({0, 2, 3}, 15) → S = {0, 2, 3, 12, 13, 15}. k = 3 + 1. 

bitxor({0, 2, 3}, 15) = {(0⊕15), (2⊕15), (3⊕15)} = {15, 13, 12}  

k=4 S = {0, 2, 3, 12, 13, 15} ∪ max({1, 2, 3, …, 15} – {0, 2, 3, 12, 13, 15}) → S = {0, 2, 3, 12, 13, 15} ∪ 

max({1, 4, …, 11, 14}) → S = {0, 2, 3, 12, 13, 15} ∪ {14} → S = {0, 2, 3, 12, 13, 14, 15}. k = 4 + 1. 

k=5 S = {0, 2, 3, 12, 13, 14, 15} ∪ bitxor({0, 2, 3, 12, 13, 14, 15}, 63) → S = {0, 2, 3, 12, 13, 14, 15} ∪ {48, 

49, 50, 51, 60, 61, 63}→ S ={0, 2, 3, 12, 13, 14, 15, 48, 49, 50, 51, 60, 61, 63}. k = 5+1. 

bitxor{0,2,3,12,13,14,15},63) = {(0⊕63), (2⊕63), (3⊕63), (12⊕63), (13⊕63), (14⊕63), (15⊕63)} = {48, 
49, 50, 51, 60, 61, 63}  

k=6 The procedure ends. 

 

Hence, the sequence generated in this example is S = {0,2,3,12,13,14,15,48,49,50,51,60,61, 63}. 

The quantum sequence state |S〉 has an interesting behavior, its entanglement shows an oscillation 
with period of one qubit. In Figs. 7 and 8 one can see, respectively, the oscillatory behavior of 

th
avgE  for |S28〉 and all

avgE  for |S14〉. 

 

 

Figure 7: th
avgE versus number of qubits for |S28〉. 



 

 

Figure 8: all
avgE versus number of qubits for |S14〉. 

 

4. Quantum sequence state preparation with Grover’s quantum search 

 

 The approach proposed to prepare the Prime state in [5] can also be used to prepare other 
quantum sequence states, provided that there is an oracle able to check whether a given element 

belongs to the considered sequence. Basically, the algorithm searches for τ(2n) items within a set 

of 2n elements. Grover’s algorithm accomplishes this in O((τ(2n)/2n)1/2). The optimal value of 
iterations is given by  

 

( )
( )

1
.

22
4arcsin

2

n

n

G n
π

τ
= −

 
 
 
 

                                                                    

 
Hence, the feasibility of the sequence state generation using quantum search depends on how 
G(n) grows when n (the number of qubits) increases. Figure 9 shows the curve of G(n) versus n 
for Fibonacci, Lucky, Padovan, Lazy and Triangular quantum sequence states.  

  

9 



 

 

Figure 9: Number of Grover’s iterations versus number of qubits for Fibonacci, Lucky, Padovan, 
Lazy and Triangular quantum sequence states. 

 Figure 10 shows a similar plot for Abundant, Happy, Hashard, Lucky, Prime and SPrime 
sequence states. The Abundant and Happy sequence states seem to assume a constant behavior 

(τ(2n)/2n remains roughly constant). The efficiency of generation of the SPrime state overcomes 
the efficiency of generation of the Prime state.  

  

 

Figure 10: Number of Grover’s iterations versus number of qubits for Abundant, Happy, Hashard, 
Lucky, Prime and SPrime sequence states. 

 Regarding the  PA states,  after a growing initial part, a constant behavior appears, as can be 
seen in Fig. 11.  



 

 

Figure 11: Number of Grover’s iterations versus number of qubits for PA[r] sequences, 

r∈{3,4,5,7,9,17}.  

 
At last, the curve of G(n) for the state |S〉 with oscillatory entanglement can be seen in Fig. 12.  
 

 
Figure 12: Number of Grover’s iterations versus number of qubits for the sequence state |S〉. 
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5. Conclusions 
 

 The analysis of the entanglement of sequence states is a hard task. Sequences states with 
similar entanglement behavior may have a common pattern but such pattern is not readily 
observed just looking at their elements. Prime and Lucky states are good examples, as well 
Fibonacci and Padovan states. 

 The Prime state has the charm of being related to prime numbers that play a crucial role in 
number theory. However, the Prime state is not the most entangled sequence state (for example, 
the Happy and SPrime sequences have more entanglement) as well it is not efficiently produced 
by quantum search.   

 Trying to connect entanglement with a pseudo-randomness of the numbers that make-up the 
sequence seems not to be a fruitful path since there are sequence states that emerge from a trivial 
increment pattern, which can carry a significant amount of entanglement. In particular, the 

sequence state PA[3] has maximal entanglement between each individual qubit and the rest n-1 
qubits. 

 The way in which the entanglement changes when a qubit is added depends on the sequence 

considered. All sequences obtained from [7] showed a (growing) smooth behavior of all
avgE .  

However, this is not a rule. In order to show this, we created a sequence whose related quantum 

state shows an (growing) oscillatory behavior of all
avgE .    



 

 The feasibility of sequence state preparation using Grover’s algorithm depends on the 

relation τ(2n)/ 2n: if the number of integers that belong to the series grows in a rate lower than 2 
when a qubit is added, then the use of Grover’s algorithm is not viable for large values of n. This 
happens for Fibonacci, Lucky, Lazy, Padovan, Triangular, Sprime, Prime and the introduced S 
series. On the other hand, the Abundant, Happy and PA series can be efficiently produced with 
Grover’s algorithm.  
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Number theory is an abstract mathematical field that has found a fertile environment for development in
theoretical physics. In particular, several physical systems were related to the zeros of the Riemann-zeta
function. In this work we present the theory of a unitary matrix related to a finite number of zeros of
the Riemann-zeta function. The equivalent quantum circuit and the calculation of the entanglement of a
multipartite quantum state produced by the Riemannian quantum circuit are also shown.

© 2014 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

Recently, there has been a growing interest in quantum systems
related to number theory problems [1–3]. Such interest comes
from the early days of quantum mechanics, when Hilbert and Pólya
discussed a possible physical solution for Riemann’s hypothesis:
the zeros of the Riemann-zeta function could be the spectrum of
an operator R = I/2 + iH , where H is self-adjoint and interpreted
as a Hamiltonian. Nowadays, several physical systems related to
the zeros of the Riemann-zeta function have been discussed [4,5].
In particular, in [6] the authors, having a finite number of zeros
of the Riemann-zeta function, used a numerical method for find-
ing a quantum potential able to reproduce those zeros as energy
eigenvalues.

In this work, we show how to construct a quantum circuit,
hereafter named Riemannian quantum circuit, whose equivalent
unitary matrix has eigenvalues related to the zeros (the amount
of zeros considered is equal to the dimension of the unitary ma-
trix) of the Riemann-zeta function. The existence of such quantum
circuit implies that, at least in principle, it is always possible to
construct a physical system related to any finite amount of zeros
using a quantum computer. Additionally, we also show a quan-
tum algorithm based on the Riemannian quantum circuit and we
briefly discuss the amount of bipartite entanglement generated by
the Riemannian quantum circuit for a particular state having up to
16 qubits.

The present work is outlined as follows: Section 2 brings the
procedure for building a unitary matrix whose eigenvalues are
related to the zeros of the Riemann-zeta function; Section 3 dis-
cusses some applications of the Riemannian quantum circuit; Sec-

E-mail addresses: rubens@deti.ufc.br (R.V. Ramos), fernandovm@deti.ufc.br
(F.V. Mendes).

tion 4 shows a quantum circuit related to the unitary matrix ob-
tained in Section 2; at last, conclusions are drawn in Section 5.

2. Procedure to construct the Riemannian unitary matrix

Let s1, s2, s3, . . . , sk , be a set of the first k non-trivial ze-
ros of the Riemann-zeta function, a function of a complex vari-
able s that analytically continues the sum of the infinite series
ζ(s) = ∑

n(1/ns). A well known globally convergent analytic con-
tinuation of ζ(s) to the entire complex plane, except s = 1, is given
by ζ(s) = (1 − 21−s)−1 ∑

n(1/2n+1)
∑n

k=0 −1k
(n

k

)
(k + 1)−s . It is al-

ways possible to build a (k × k) unitary matrix whose eigenvalues
are s∗

j /s j for j = 1, . . . ,k. Initially, let us introduce the (k × k) ma-
trix G ,

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sk 0 0 0 0 0 0

0 sk−1 0 0 0 0 0

0 0 sk−2 0 0 0 0

0 0 0
. . . 0 0 0

0 0 0 0 s3
...

...

...
...

...
...

. . . (s1 + s2)/2 (s1 − s2)/2

0 0 0 0 · · · (s1 − s2)/2 (s1 + s2)/2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

(1)

The k eigenvalues of G are the zeros s1, s2, s3, . . . , sk . Writing
the zeros in the form s j = a + ib j , where both a (as it will be
explained latter, the proposed method works only for zeros with
the same real part) and b j are real numbers, the G matrix can be
rewritten as the sum of two matrices, G = aI + iB ,

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2014.02.008
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G = aI + iB

= a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ i

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bk 0 0 · · · 0

0 bk−1 0 · · · 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · (b1 + b2)/2 (b1 − b2)/2

0 0 · · · (b1 − b2)/2 (b1 + b2)/2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2)

The matrix G ′ = (1/a)G = I + i(1/a)B has eigenvalues (1/a)s1,
(1/a)s2, (1/a)s3, . . . , (1/a)sk , while the matrix G ′ † = I − i(1/a)B
has eigenvalues (1/a)s∗

1, (1/a)s∗
2, . . . , (1/a)s∗

k . Since B/a is Her-
mitean, the Riemannian unitary matrix is simply obtained by

U R = G ′ †/G ′ = [
I − i(1/a)B

]/[
I + i(1/a)B

]
. (3)

The eigenvalues of U R are exactly eiθ j = s∗
j /s j , for j = 1, . . . ,k. As

it can be noted, the procedure just described works only for zeros
with the same real part, hence, hereafter we will consider a = 1/2.
In fact, one may note that, if instead of G given by (1) we had
chosen G as a diagonal matrix whose elements are s1, . . . , sk , zeros
with different real parts (if they exist!) could be used. However,
in this case, G ′ with an identity part could not be obtained and,
hence, the unitary matrix U R could not be constructed. Since a =
1/2, one has

θ j = −π + tan−1[−b j
/(

1/4 − b2
j

)]
. (4)

Some information about the angles θ j in (4) can be ob-
tained from the Riemann–von Mangoldt formula: the number of
Riemann-zeta function zeros a + ib with 0 < b � T is asymptoti-
cally given by N(T ) = (T /2π) log(T /2πe) + O (log(T )). Now, let us
consider the following approximation:

θ j = −π + tan−1[−b j
/(

1/4 − b2
j

)]
≈ −π + tan−1(1/b j) ≈ −π + 1/b j. (5)

For example, for the lowest zero at the critical line (b1 ∼
14.134725142000001) one has |θ1 − (−π + 1/b1)| ∼ 3 · 10−5. The
amount of θ ’s in the range [θ1, θ1 − ε] (where ε � θ1 is a very
small angle) is asymptotically given by Riemann–von Mangoldt for-
mula with T = 1/ε. The spacing between two consecutive angles
θ j and θ j+1 is �θ j ∼ (1/b j) − (1/b j+1) = (b j+1 − b j)/(b j+1b j) ∼
(�b j)(π + θ j+1)(π + θ j). However, the spacing between the imagi-
nary part of two consecutive zeros, �b j , is asymptotically given by
2π/ log( j), hence, �θ j ∼ (2π/ log( j))(π + θ j+1)(π + θ j). A plot of
�θ versus θ can be seen in Fig. 1. The curve I is obtained using ze-
ros with b ∈ [101.3178510060000, 120000.3764067760] while the
curve II is the analytical formula (2π/ log( j))(π +θ j+1)(π +θ j) us-
ing j ∈ [30, 169165] (the 30th zero is 1/2 + i101.3178510060000
and the 169 165th zeros is 1/2 + i120000.3764067760).

At last, since b j grows when j grows, θ j gets closer to −π
when j grows. However, the value of

∑∞
j=1(π + θ j) seems not to

converge (A numerical check using the first 2 001 052 zeros pro-
vided by Odlyzko [7] can be easily done). This can be understood if
one takes into account that, for large values of j, b j ∼ 2π j/ log( j)
and, hence,

∑
j 1/b j does not converge since it is larger than the

harmonic series.

Fig. 1. Spacing between two consecutive θ ’s versus θ : (I) Obtained using zeros with
b ∈ [101.3178510060000, 120000.3764067760]. (II) (2π/ log( j))(π + θ j+1)(π + θ j)

for j ∈ [30, 169165].

3. Applications of the Riemannian quantum circuit

Since the term −π in (4) will appear as a global phase in
the quantum states, hereafter it will not be taken into account
anymore. Thus, one has that θ j ∼ 1/b j . Now, let us consider
|ψ1〉, . . . , |ψk〉 the set of eigenvectors of U R(k × k), where |ψ j〉 is
the eigenvector associated to the eigenvalue exp(iθ j). Now, let us

describe a quantum algorithm for finding the value of
∑k

j=1 θ j ,
where k is the number of zeros. Firstly, we define the quantum
translation operator T that shifts the eigenstates by one unity, that
is,

T |ψ j〉 = |ψ j+1〉 ∀1 � j < k, (6)

T |ψk〉 = |ψ1〉. (7)

Furthermore, we define the Riemannian state as

|ψR〉 = U R

k∑
j=1

1√
k
|ψ j〉 =

k∑
j=1

1√
k

eiθ j |ψ j〉. (8)

Using (6)–(8) it is straightforward to check that

(T U R)k
k∑

j=1

1√
k
|ψ j〉 = ei(

∑k
m=1 θm)

k∑
j=1

1√
k
|ψ j〉. (9)

Hence, the quantum state (1/
√

k )
∑k

j=1 |ψ j〉 is an eigenvector of

the operator (T U R)k with eigenvalue ei(
∑k

m=1 θm) . Thus, the quan-
tum eigenvalue estimation algorithm [8] can be used to get an
estimation of

∑k
m=1 θm . Similarly, one can develop a quantum al-

gorithm for estimating the value of
∑k−1

m=1 Δm+1,m , where Δm+1,m
is the difference of the angles of two consecutive eigenvalues:
θm+1 − θm (and, hence, (

∑k−1
m=1 Δm+1,m = θk − θ1). In this case,

one should firstly note that R|ψ j〉 = exp(θ j+1 − θ j)|ψ j〉, where

R = (T U R)†(U R T ). Thus, T (T R)k−1|ψ1〉 = ei(
∑k

m=1 Δm+1,m)|ψ1〉 and,
hence,

∑k−1
m=1 Δm+1,m can be estimated by using the quantum

eigenvalue estimation algorithm.
At last, let us to check the multipartite entanglement of the

Riemannian state given in Eq. (8), whose representation in the
canonical basis (the basis whose vectors are the columns of the
identity matrix: {|00 . . . 00〉, |00 . . . 01〉, |00 . . . 10〉, . . . , |11 . . . 10〉,
|11 . . . 11〉}) is
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|ψR〉 = 1√
k

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

eiθk |00...00〉 + eiθk−1 |00...01〉 + · · ·
+ √

2ei(
θ2+θ1

2 ) cos(
θ2 − θ1

2
)|11...10〉

+ i
√

2ei(
θ2+θ1

2 ) sin(
θ2 − θ1

2
)|11...11〉

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (10)

In (10) one has k = 2n , where n is the number of qubits. The Rie-
mannian state |ψR〉 carries information about the first k zeros of
the Riemann-zeta function. In order to measure its multipartite
entanglement, we are going to use the average bipartite entangle-
ment between all bipartitions of the Riemannian state, E1, and the
average bipartite entanglement considering only those bipartitions
where one of the parts has only one qubit, E2:

E1 = 1

2n−1 − 1

2n−1−1∑
k=1

E(ρΩkΩ−Ωk ), (11)

E2 = 1

n

n∑
k=1

E(ρωkΩ−ωk ). (12)

In (11)–(12), Ω represents the full set of n qubits, Ωk represents a
particular subset and Ω − Ωk is the subset of Ω whose elements
do not belong to Ωk . Moreover, ωk represents a set of only one
qubit and Ω − ωk , with n − 1 elements, is the subset of Ω whose
elements do not belong to ωk . For instance, for a Riemann state
with four qubits one has Ω = {A, B, C, D} and the average entan-
glements are:

E1 = 1

7

[
E(ρA_BC D) + E(ρB_AC D) + E(ρC_AB D) + E(ρD_ABC )

+E(ρAB_C D) + E(ρAC_B D) + E(ρAD_BC )

]

(13)

E2 = 1

4

[
E(ρA_BC D) + E(ρB_AC D) + E(ρC_AB D) + E(ρD_ABC )

]
(14)

The entanglements of |ψR〉 versus number of qubits (up to 16
qubits) are shown in Fig. 2. There, Ent1 and Ent3 are obtained
from (13) and (14), respectively, by using the von Neumann en-
tropy as bipartite entanglement measure: E(ρx_y) = SVN(ρx) =
−Tr[ρx log(ρx)], where ρx = Try(ρx_y) and Tr means the partial
trace operation. Similarly, Ent2 and Ent4 are obtained from (13)
and (14), respectively, by using the linear entropy as bipartite en-
tanglement measure: E(ρx_y) = SL(ρx) = 2{1 − Tr[(ρx)

2]}. For ex-
ample, considering the von Neumann entropy, for the four qubit
case one has E(ρA_BC D) = SVN(ρA) = SVN(TrBC D(|ψR〉〈Rψ |)) and
E(ρAB_C D) = SVN(ρAB) = SVN(TrC D(|ψR〉〈Rψ |)).

As it can be noted, the larger the number of qubits (n) the
lower is the average entanglement. In order to understand this be-
havior, let us consider the distance between the Riemann state and
the disentangled state H⊗n|0〉⊗n = 1/

√
2n

∑11...1
x=00...0 |x〉: the smaller

the distance the lower is the entanglement. Since both of them
are pure states, the distance can be simply given by the fidelity:
F = |〈ψR |H⊗n|0〉⊗n|2, with k = 2n . We are going to show that
F tends to the value 1 (meaning that they are indistinguishable)
when n grows. Firstly, one can note that

∣∣∣∣∣
k∑

j=0

eiθ j

∣∣∣∣∣
2

=
k∑

j,l=1

ei(θ j−θl) =
k∑

j=1

1 + 2
k∑

j,l=1
j>l

cos(θ j − θl)

≈ k + 2
k∑

j,l=0
j>l

cos

(
1

b j
− 1

bl

)

Fig. 2. Average bipartite entanglements versus number of qubits for the Riemannian
state given in (10).

Fig. 3. Fidelity versus number of qubits. F = |〈ψR |H⊗n|0〉⊗n|2.

≈ k + 2
k∑

j,l=0
j>l

(
1 − (b−1

j − b−1
l )

2

2)

≈ k + 2
k∑

j,l=0
j>l

1 = k + 2
k(k − 1)

2
= k2. (15)

In (15) we used cos(φ) ∼ 1 − φ2/2 ∼ 1, since ϕ = (b−1
j − b−1

l ) is
very small. Now, returning to the fidelity, after some algebra one
has that

F = ∣∣〈0⊗n
∣∣H⊗n|ψR〉∣∣2

= 1

k2

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

eiθ j − eiθ2 + (
√

2 − 1)eiθ1

∣∣∣∣∣
2

. (16)

When k grows, the term out of the summation remains con-
stant while the summation grows and become dominant. Hence,
using (15) one has that F ∼ 1 when k is large enough, what means
that, for a large number of qubits, |ψR〉 is arbitrarily close to a
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Fig. 4. Riemannian quantum circuit.

disentangled state, hence, it must have low entanglement. This be-
havior can be seen in Fig. 3 that shows |〈ψR |H⊗n|0〉⊗n|2 versus
number of qubits (up to 16 qubits).

4. Procedure to build the Riemannian quantum circuit

Having the (k × k) unitary matrix given in (3), it is always
possible to obtain a quantum circuit that represents its physical
realization. For simplicity, here we consider the number of zeros
k = 2N in order to have a quantum circuit for N qubits.

One can use different procedures in order to obtain a quantum
circuit from a unitary matrix, for example the sin–cos decompo-
sition [9]. In general, different procedures will result in different
quantum circuits. For the Riemannian quantum circuit, one is ex-
pected to obtain a quantum circuit with several CNOTs and single-
qubit gates whose parameters’ values depend on the values of the
zeros of Riemann-zeta function. Here we adopt a simpler approach,
based on sin–cos decomposition, using the eigenvectors of U R : the
N qubits of the eigenvectors act as controllers in a N-qubit con-
trolled gate. Using this, the quantum circuit for U R is as shown in
Fig. 4.

In Fig. 4, H is the Hadamard gate:

H = 1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (17)

The eigenstates of the quantum circuit shown in Fig. 4 are the
eigenvectors of U R (the last qubit is always in the state |1〉 and it
is not considered):

|ψk〉 = |00 . . . 000〉,
|ψk−1〉 = |00 . . . 001〉,
|ψk−2〉 = |00 . . . 010〉,
|ψk−3〉 = |00 . . . 011〉,
...

|ψ2〉 = |11 . . . 11〉(|0〉 + |1〉)/21/2,

|ψ1〉 = |11 . . . 11〉(|0〉 − |1〉)/21/2.

The quantum circuit in Fig. 4 shows how to program (hence
it requires the knowledge of the used zeros) a universal quantum
computer for working as a physical system related to a finite set
of zeros of the Riemann-zeta function.

5. Conclusions

Firstly, one can note that our approach is different from the tra-
ditional approach found in the literature where people look for a
quantum system related to all infinite zeros. In general, the quan-
tum potentials used in such quantum systems are hard to find in
nature or to construct artificially. Secondly, we would like to stress
that, although we had always considered the first k zeros of the
Riemann-zeta function, the theory here described works for any
set of k zeros. Hence, we can take any finite number of zeros,
anywhere in the critical line, and build a quantum circuit whose
eigenvalues are related to them in a very clear way: each eigen-
value depends on only one zero. Hence, one can say that all zeros
of the Riemann-zeta function are related to a physical system. In
other words, our approach shows how to construct a physical sys-
tem, with finite resources (finite number of quantum gates), able
to work with any (finite) set of different zeros. Furthermore, since
this physical system is a quantum circuit, it can be (at least in prin-
ciple) programmed in a universal quantum computer and physi-
cally implemented with optics, superconductor, quantum dots or
any other technology for quantum computer implementation.

It can be argued that it is easy to produce a unitary matrix and,
consequently, a quantum circuit whose eigenvalues are related to
the zeros of the Riemann-zeta function. For example, a (k × k) uni-
tary matrix related to the zeros could be a diagonal matrix whose
elements are eiθ j j = 1, . . . ,k, where θ j is as given in (4). In this
case, the eigenstates are the states of the canonical basis. However,
we consider this is not a natural path since the real part of the ze-
ros is not taken into account in any moment. Furthermore, it does
not follow the Hilbert-Pólya suggestion of searching for an oper-
ator of the type I/2 + iH . In our approach, the term I/2 comes
naturally from the zeros.
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