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Resumo

Morais, Apiano F.; Andrade Jr., José S.. Escoamento de flui-
dos complexos e transporte de part́ıculas em geometrias
irregulares. Fortaleza, 2011. 131p. Tese de Doutorado — Depar-
tamento de F́ısica, Universidade Federal do Ceará.

Neste trabalho, foram estudados vários tipos de escoamentos laminares

de fluidos incompresśıveis Newtonianos e não-Newtonianos. Isto foi feito

através do estudo da interação destes escoamentos com geometrias com-

plexas através de modelagem computacional e da solução numérica das

equações de conservação do momento e continuidade de massa. Numa pri-

meira etapa, a modelagem computacional de uma rede de poros foi usada

para a gerar padrões de agregados granulares resultando de mecanismos de

erosão-deposição de grãos leves. A geometria da rede de poros foi alterada

dinamicamente de acordo com a transferência de momento do escoamento

para as part́ıculas localizadas em cada vértice da rede de poros. Os resul-

tados mostraram que, para esse processo irreverśıvel, o modelo foi capaz de

reproduzir padrões t́ıpicos de processos de erosão bem-conhecidos. Numa se-

gunda etapa, um separador de part́ıculas semelhante à estrutura pulmonar

foi proposto com base nas propriedades de escoamento em uma estrutura ra-

mificada e nas propriedades de transporte inercial das part́ıculas, quantifica-

das através do número de Stokes. Os resultados indicaram que a variação dos

parâmetros de construção da estrutura ramificada leva a um regime eficiente

do processo de separação em um amplo espectro de valores do número de

Stokes. Por último, o escoamento de vários fluidos não-Newtonianos através

de meios porosos desordenados em três-dimensões foi estudado. Os resulta-

dos mostraram, para fluidos do tipo lei-de-potência, que o escoamento pode

ser descrito como uma curva universal se o número de Reynolds e a per-

meabilidade hidráulica forem redefinidos de maneira apropriada. Fluidos de

Bingham também foram estudados através do modelo de Herschel-Bulkley.

Neste caso, as simulações revelaram que as interações entre a geometria

complexa do espaço poroso, as propriedades reológicas do fluido e os efeitos

inerciais do escoamento são responsáveis por uma melhora substancial da

permeabilidade hidráulica do sistema em valores intermediários do número

de Reynolds.

Palavras–chave

Fenômenos de Transporte. Dinâmica de Fluidos. Fluidos não-

Newtonianos.



Abstract

Morais, Apiano F.; Andrade Jr., José S.. Complex fluid flows
and particle transport in irregular geometries.. Fortaleza,
2011. 131p. PhD Thesis — Department of F́ısica, Universidade
Federal do Ceará.

In this work many types of incompressible laminar Newtonian and Non-

Newtonian flows are studied. The interplay of these flows with complex

geometries was investigated using computational modeling and numerical

solution of the conservation of momentum and mass continuity equations.

As a first step, the computational modeling of a network of pores was

adopted to reveal the formation patterns caused by the mechanism of

erosion-deposition of light grains. The geometry of the pore network was

changed dynamically according to the flow momentum transfer for particles

located on each vertex of the pore network. The results showed that, for

this irreversible processes, the model is capable of reproducing patterns

of formation of well-known erosion processes. In a second step, a particle

separator inspired on the lung structure was proposed based on the flow

properties in a branched structure and transport of inertial particles,

quantified in terms of the Stokes number. The results indicated that the

variation of construction parameters of the branched structure leads to an

efficient design of the separation process in a wide range of values of the

Stokes number. Finally, the flow of non-Newtonian fluids through three-

dimensional disordered porous media has been studied. The results showed,

for power-law fluids that the flow can de described as a universal curve if

the Reynolds number and the hydraulic permeability are redefined properly.

The flow of Bingham fluids was also studied using the model of Herschel-

Bulkley. In this case, the simulations showed that the interaction between

the complex geometry of the pore space, the rheological properties of the

fluid and the inertial effects of the flow is responsible for a substantial

improvement of the hydraulic permeability of the system at intermediate

values of the Reynolds number.

Keywords

Transport Phenomena. Fluid Dynamics. Non-Newtonian Fluids.
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Poiseuille contra r/r0 para vários fluidos do tipo lei-de-potência,
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3.10 Em (a), é mostrado o número percentual de part́ıculas, nc, retiradas
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e h ≈ 0.79. As quatro sáıdas centrais são assinaladas nas duas
figuras. 67
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facilitam a obtenção da solução numérica com custo computacional
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próximas das bordas. O número de vértices utilizados na discre-
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C.2 Śımbolos Utilizados - Caṕıtulo 4. 113



There is a time when the operation of the

Machine becomes so odious - makes you so

sick at heart - that you can not take part. You

can not even passively take part. And you have

to put your bodies upon the gears and upon the

wheels, upon the levers, upon all the apparatus,

and you have got to make it stop. And you

have got you indicate to the people who run

it, to the people who own it that unless you

are free, the Machine will be prevented from

working at all.

Mario Savio, Discurso realizado na Universidade da Califórnia em

Berkeley, em 2 de dezembro de 1964.
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Introdução

O escoamento de fluidos incompresśıveis através de estruturas complexas

ainda é tema de diversos estudos devido a sua importância em vários ramos

do conhecimento humano: F́ısica, Medicina, Engenharias Mecânica e Qúımica,

Biologia e Geologia (Dul92, Sah95, DiM70, Chh07). Esta importância se deve

principalmente às aplicações práticas com alto grau de interesse econômico tais

como extração de petróleo (Jad95), reatores qúımicos (Ald92), cromatografia

ĺıquida (Gid68), saneamento urbano (Leg96), etc.

Muitos fluidos presentes em escoamentos são misturas dispersas de

part́ıculas sólidas, o que torna a descrição microscópica do movimento das

part́ıculas inerentemente complicada. Do ponto de vista tecnológico, muitas

operações na qúımica e processos industriais envolvem sistemas de fluidos e

part́ıculas. A tecnologia de fluidização baseia-se somente nas interações de

fluidos e part́ıculas (Jae96). Os transportes hidráulico e pneumático de material

particular envolvem interações hidrodinâmicas entre o meio de transporte e

o material a ser transportado. Outros exemplos são a filtragem de misturas

(Ara06), erosão e sedimentação naturais e eliminação de reśıduos provenientes

da indústria de minério. O movimento das células vermelhas do sangue

num escoamento capilar, separações em cromatografia e separação de macro-

moléculas também são processos onde há a interação entre fluido e part́ıculas.

Existe, então, uma diversidade de áreas de pesquisa envolvendo o es-

coamento de fluidos através de geometrias complexas e a interação fluido-

part́ıcula, tal que neste trabalho de doutorado são investigados três tipos de

escoamentos distintos através de geometrias complexas. Foram investigados os

processos de separação de part́ıculas em estruturas semelhantes àquelas encon-

tradas em pulmões humanos, a fim de obter uma estrutura simples e com alto

grau de eficiência de separação (Vas10). Ainda, foi desenvolvido um modelo

matemático para estudar numericamente a erosão e a deposição de grãos movi-

dos por um escoamento laminar com o intuito de explicar padrões de formação

naturais e experimentais (Mai08) e, por último, foi realizado um estudo dos es-

coamentos de fluidos não-Newtonianos através de meios porosos desordenados

em três dimensões, que levaram à posśıveis aplicações para controle de fluxo
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(Mor09). Cada trabalho tem sua própria contextualização que será exposta no

decorrer do texto.

Todos os trabalhos nesta tese são baseados na investigação em um

ramo do conhecimento na fronteira da F́ısica com as engenharias chamada de

Mecânica dos Fluidos. Para este ramo do conhecimento, algumas poucas

leis básicas são fundamentais para a descrição pormenorizada da dinâmica

de um escoamento. Mas o que é um fluido? A resposta para esta pergunta

não é trivial. É comum classificar a matéria em três estados f́ısicos: sólido,

ĺıquido e gasoso. Um material sólido é aquele que possui a propriedade de

rigidez. Isto quer dizer que, embora eles sejam quebrados quando submetidos

à tensões relativamente elevadas, eles podem suportar tensões moderadas sem

se deformar continuamente por um peŕıodo indefinido1. Quando a tensão é

inicialmente aplicada num material sólido, este é pouco deformado, mas esta

deformação não é permanente. Ele relaxa para o tamanho original assim que a

tensão aplicada deixa de existir. Materiais plásticos, como massa de modelar,

também possuem certa rigidez. A tensão que eles suportam sem deformação é

relativamente alta, todavia uma vez que o limite de tensão cŕıtico, τ0, (limite de

elasticidade) é ultrapassado, um material plástico é deformado continuamente e

de forma irreverśıvel. Uma definição mais precisa do que são os sólidos é obtida

das reflexões de Bragg finas em experimentos de difração, o que demonstra que

há um arranjo ordenado de átomos e moléculas (Bar76).

Um fluido real é, por definição, um material sem rigidez alguma.

Este material, quando sujeito à tensão, não importa o quão pequena ela

seja, irá escoar. Além disso, ao contrário dos materiais sólidos, fluidos não

apresentam uma difração de Bragg estreita em experimentos de difração,

mas anéis difusos. Estas são distinções precisas entre sólidos e fluidos reais.

Por outro lado, não há uma clara distinção entre gases e ĺıquidos. Van

der Waals mostrou a continuidade entre os estados ĺıquidos e gasosos. Em

temperaturas abaixo da temperatura cŕıtica, dois fluidos do mesmo material

podem existir em equiĺıbrio; a fase mais densa é chamada de ĺıquido e a fase

menos densa é chamada de gás. É posśıvel passar do estado ĺıquido para

o gasoso, simplesmente aquecendo ou descomprimindo o material acima da

temperatura cŕıtica. A diferença entre ĺıquido e gás é essencialmente uma

diferença na densidade de massa. Para fluidos acima da temperatura cŕıtica,

pequenas variações na pressão podem levar o fluido ao estado mais denso

ou menos denso, sendo este material nestes condições chamado de fluido

supercŕıtico (Par87).

Fluidos reais são chamados de fluidos viscosos Newtonianos. O

1Esta definição de sólido é fenomenológica.
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escoamento de fluidos Newtonianos é bastante conhecido, visto que o ar e água

são os fluidos mais familiares ao ser humano e são Newtonianos. Os trabalhos

referidos anteriormente sobre os processos de erosão e deposição (Mai08) e

o transporte de part́ıculas em estruturas ramificadas (Vas10) são obtidos

através do escoamento de fluidos viscosos Newtonianos. Existem muitas classes

de ĺıquidos que não são deformados continuamente com uma tensão externa

aplicada ao escoamento. Este tipo de substância recebe o nome de fluido não-

Newtoniano (Bro67). As aplicações destes fluidos no quotidiano são amplas,

vão desde a indústria aliment́ıcia à Medicina e Orthodontia, passando pela

indústria bélica, desportiva e petroĺıfera.

No terceiro trabalho desta tese (Mor09), o estudo do escoamento de dois

tipos de fluidos não-Newtonianos através de meios porosos é apresentado. Um

meio poroso é basicamente um sólido permeado por uma rede de poros. Estes

poros são espaços vazios no material sólido. Muitos materiais na natureza são

porosos, tais como rochas, esponjas, ossos e solo. O conceito de meio poroso é

um termo emprestado da Mecânica dos Solos2, bem como o conceito de po-

rosidade. A literatura de meios porosos é ampla (Dul92, Bea72, Sah95), mas

uma vez que o estudo de meios porosos é tema central de vários ramos do

conhecimento, cada texto reflete os interesses de suas áreas. Assim, alguns es-

pecialistas de uma área não entendem os prinćıpios básicos de outras áreas. Por

exemplo, um engenheiro ou hidrologista não está interessado no entendimento

dos padrões de morfologia dos solos, enquanto um f́ısico de solos não compre-

ende os conceitos do transporte em sistemas desordenados. Durante a década

de 1980 f́ısicos e geof́ısicos devotaram bastante esforço no entendimento das

propriedades f́ısicas de arenitos. Estas investigações foram impulsionadas pela

curiosidade de novos materiais, tais como meios fractais, e, pela perspectiva de

encontrar novos comportamentos. Grande parte da pesquisa em F́ısica nesta

área foi impulsionada pelas necessidades da indústria do petróleo e o desejo de

entender a dinâmica de escoamentos multifásicos. Mas uma grande parte da

pesquisa se deve aos f́ısicos de solos. Uma vez que eles estavam focados demais

nos aspectos morfológicos e estruturais, a literatura da ciência de solos é ina-

dequada a quem procura informações a respeito do transporte e escoamento.

Muitos modelos se preocupam em descrever detalhadamente os poros para

depois se preocupar com a distribuição do tamanho deles sem considerar os

efeitos de conectividade entre eles. Quando uma medida de algumas proprieda-

des de um meio poroso é realizada, a conjectura de uma conectividade perfeita

é assumida. Entretanto, uma fenomenologia inconsistente internamente pode

produzir quaisquer resultados, inclusive resultados errados. Mas a comunidade

2Em particular, do trabalho de Karl von Terzaghi.
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cient́ıfica tem valorizado bastante formulações que sejam flex́ıveis para mode-

lar o escoamento e caracteŕısticas de transporte acima das previsões: qualquer

combinação de parâmetros pode existir tal que faça com que as previsões se tor-

nem corretas. De fato, com formulações mais flex́ıveis, pode haver um número

grande de tais combinações, assim, hoje em dia, um interesse comum da comu-

nidade é requerer a unicidade das determinações dos parâmetros. Uma outra

vantagem das formulações flex́ıveis é que o erro experimental, que geralmente é

considerável, pode ser facilmente acomodado nos parâmetros. Freqüentemente,

as relações resultantes são reconhecidas na ciência dos solos e Hidrologia como

sendo apenas fenomenológicas. Todavia, o tratamento f́ısico deve ser:

derivar relações que sejam tanto previśıveis como também tenham

significado f́ısico, mesmo frente à complexidade. Nesta tese, o Modelo

de Queijo Súıço foi utilizado para modelar a morfologia dos meios porosos.

Os aspectos mais interessantes de um meio poroso natural são sua com-

plexidade e variabilidade. A principal dificuldade em se estimar as propriedades

de transporte de meios porosos geológicos é obter uma descrição útil do espaço

de poros em três dimensões. A dimensionalidade da descrição é crucial por

muitas razões. De fato, erros sistemáticos resultam de meios fractais quando

imagens em duas dimensões são usadas para se estimar a porosidade de um

meio. Porém, é dif́ıcil obter imagens em três dimensões de um volume de grande

complexidade envolto num meio opaco. Tentativas de isolar uma amostra de

um meio natural geralmente causam algum rearranjo das part́ıculas constituin-

tes do meio; isto também muda o espaço de poros, tal que descrições precisas

dos meios em suas condições naturais raramente estão dispońıveis através de

medidas diretas. Novos métodos de imagem têm sido propostos e bem aceitos

pela comunidade cient́ıfica, mas existe o perigo de estes novos métodos produ-

zirem principalmente dados supérfluos. Se um meio poroso for fractal, então a

informação requerida para modelos pode ser destilada em poucos parâmetros.

A comunidade de ciências de solos geralmente distingue entre as propriedades

f́ısicas dos solos, as propriedades hidráulicas e as propriedades de transporte

(difusão, condutividades térmica e elétrica, dispersão,etc). Tal distinção entre

as propriedades de escoamento e transporte tende a nublar o fato de que todas

as condutividades, sejam térmicas, elétricas ou hidráulicas, são coeficientes de

proporcionalidade na mesma equação, na qual o fluxo é proporcional ao valor

negativo do gradiente de potencial. Enquanto que os problemas gerais do escoa-

mento de fluidos em meios porosos é descrito pelas equações de Navier-Stokes3.

Em geral, em regime de número de Reynolds baixo a equação usada para des-

3As equações de Navier-Stokes servem para descrever apenas o escoamento de fluidos
Newtonianos, como será visto no caṕıtulo 2. Para fluidos não-Newtonianos, uma equação
mais geral da conservação do momento linear toma lugar.
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crever o escoamento é uma relação proporcional entre a velocidade do fluido na

entrada e o negativo do gradiente de pressão ao longo do meio poroso, sendo

a constante de proporcionalidade a permeabilidade hidráulica. O principal

sucesso desta relação é prever as propriedades hidráulicas das propriedades

f́ısicas, e então prever as propriedades de transporte das propriedades f́ısicas e

hidráulicas. Um f́ısico precisa compreender claramente esta distinção. Muitos

tratamentos têm sido baseados em tratamentos emṕıricos ou em simulações

numéricas separadamente. Um intrincamento destes dois tipos de tratamento

se faz necessário na construção de uma teoria de transporte mais abrangente.

As aplicações do escoamento de fluidos complexos em meios porosos está

presente em diversas áreas do conhecimento. Na Medicina, é posśıvel considerar

que o meio no qual o fluxo sangǘıneo toma lugar no corpo humano é um

substrato extremamente interconectado (sistema vascular) (Mer69). O sangue

se comporta como um fluido não-Newtoniano para baixos valores da taxa

de deformação (∼ 100s−1) (San07). Este comportamento não-Newtoniano é

devido às part́ıculas em suspensão no plasma sangǘıneo. Outras regiões do

corpo humano apresentam estrutura de poros.

Os ossos são órgãos importantes que formam parte do endoesqueleto-

esqueleto dos animais vertebrados. As funções deles são de locomoção, suporte

e proteção para vários outros órgãos. Além disso, eles produzem células brancas

e vermelhas e armazenam nutrientes. Os ossos são compostos de diferentes

estruturas a fim de garantir a especialização daquele órgão. Ele não é um

material uniforme, mas apresenta espaços entre seus elementos mais duros.

Pode-se separar dois tipos de estruturas, o osso cortical, que é mais denso

e responde por 80% da massa total óssea, e o osso trabecular, que é uma

estrutura porosa, também chamado de osso esponjoso. A estrutura cortical é,

em geral, a parte mais externa do osso. Nela há bem mais células ósseas que

sangue, já na estrutura trabecular, a área da superf́ıcie óssea é cerca de 20

vezes maior que no osso cortical (Kin05). O conhecimento de como a medula

óssea e o sangue escoam nestas estruturas é de interesse fundamental para o

entendimento da proliferação das células e nutrientes no sistema esquelético

de cobaias (Egr92) e humanos.

Outra aplicação importante é a injeção de cimento4 para próteses

dentárias e ósseas (Lew97). Quando um osso está gravemente quebrado ou

um dente é implantado, os especialistas tendem a construir ou reparar esses

defeitos através da injeção de um cimento feito de fosfato de cálcio (CPC5)

4São materiais baseados em resinas ou ácido-base. Basicamente são materiais formados
pela mistura de pó e ĺıquidos.

5Acrônimo das palavras inglesas Calcium Phosphate Cement, ou cimento de fosfato de
cálcio.
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Figura 1.1: Micrografia eletrônica colorida mostra células ósseas aderindo ao
cimento de fosfato de cálcio (CPC). In: (Bur05)

(Bur05) ou compostos de poĺımeros naturais (Lew97). Os CPCs são materiais

feitos com o uso de matéria óssea, de tal forma que as células não rejeitam

o cimento e não há transmissão de doenças, proporcionando uma aderência

natural à parte restaurada ou constrúıda. A injeção de cimento ósseo garante

alta fixação das próteses depois que o cimento endurece (ver figura 1.1). A

maioria destas restaurações é feita em pacientes que sofreram traumas severos

ou pacientes mais idosos. A população mundial está se tornando mais idosa,

fazendo necessário o aperfeiçoamento das técnicas de injeção e da fabricação

destes materiais para uma melhora da saúde e bem-estar dos pacientes.

Muitos fluidos encontrados na indústria de alimentos possuem propri-

edades reológicas não-Newtonianas (Rao07). A textura destes alimentos está

intimamente relacionada com a sua reologia6. O chocolate derretido, por exem-

plo, apresenta uma reologia muito complexa, principalmente por ser composto

de manteiga de cacau e gordura láctea com as part́ıculas de cacau dispersas

nesta mistura (Lue97). Esta dispersão de part́ıculas deve ser controlada nesta

6A palavra reologia vêm do grego rheo= escoamento logos= estudo, sendo sugerido pela
primeira vez por Bingham e Crawford, para descrever o escoamento, no caso de materiais
ĺıquidos, e, a deformação, no caso de materiais sólidos.
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emulsão a um determinado ponto, tal que o produto final tenha a aceitação

do consumidor. O mesmo acontece com vários outros produtos da industria

aliment́ıcia (Gia97, Ver08).

No âmbito da Biologia marinha existe um animal peculiar que forma

colônias que são essencialmente meios porosos. Charles Darwin descreveu os

recifes de corais tropicais como oásis no deserto do oceano. Os recifes de

corais cobrem apenas 1% da superf́ıcie oceânica da Terra, e, ainda assim,

mais de 25% de todas as espécies marinhas os habitam em alguma fase de

sua vida. Este número gigantesco de espécies resulta numa rede complexa

na cadeia alimentar. Em geral, as cadeias alimentares têm as plantas como

produtoras primárias, mas a base da cadeia alimentar nos recifes são animais:

os corais. A produção primária num recife de coral é muito alta7 (Sor93).

Os recifes de corais são estruturas porosas submarinas feitas do carbonato

de cálcio excretado pelos corais. Recifes de corais suportam serviços de eco-

turismo, pescaria e proteção costeira. O valor econômico dos recifes de corais

é estimando em US$ 30 bilhões (WWF00). Os corais nos recifes no mundo

todo estão morrendo devido à ação humana. O entendimento do transporte de

sedimentos e poluentes fora e através dos recifes é de importância fundamental

para se determinar a sobrevivência destes ecossistemas.

O estudo do escoamento de petróleo através de meios porosos é inerente-

mente importante na sociedade moderna devido principalmente a utilização do

motor de combustão interna e aviação comercial. Hoje em dia, 2011, 90% do

combust́ıvel veicular é derivado do petróleo. E em muitos páıses, o consumo de

petróleo para a produção energética chega a 50% da energia consumida total.

O petróleo bruto é uma mistura viscosa de produtos leves e pesados; ele possui

vários tipos de hidrocarbonetos diferentes misturados; onde as moléculas mais

comuns são alcanos, cicloalcanos, hidrocarbonos aromáticos ou quimicamente

mais complexas como o asfalteno. Estes diferentes hidrocarbonetos dão origem

a uma gama enorme de produtos conhecidos da sociedade moderna

Para se extrair o petróleo bruto de um reservatório existem várias

técnicas dispońıveis. Um delas consiste em perfurar o poço onde o petróleo

foi localizado e bombear o petróleo através de um tubo de aço colocado no

buraco perfurado. Quando o petróleo bruto é muito viscoso e dif́ıcil de ser

bombeado8, uma outra perfuração é adicionada, de tal forma a se injetar vapor

d’agua no intuito de diminuir a viscosidade do petróleo bruto e aumentar a

pressão naquele ponto de perfuração. O gradiente de pressão entre as duas

perfurações faz com que o fluido escoe por entre as lacunas da rocha, levando

7Em média, a biomassa produzida num recife de coral é da ordem de 10gC/
(

m2dia
)

.
Biomassa é a quantidade total de matéria viva existente num ecossistema.

8Em geral, isto acontece quando o petróleo bruto está na forma de betume.
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consigo sedimentos da rocha ou part́ıculas sólidas de betume. Para o processo

de refino acontecer é preciso, primeiro, eliminar as impurezas sólidas presentes

no petróleo bruto, de tal forma que várias técnicas têm sido desenvolvidas e

aperfeiçoadas no processo de purificação. Uma destas técnicas é fazer o petróleo

passar por uma torre empacotada, onde as part́ıculas maiores serão filtradas

(Jad95).

A drenagem de dejetos urbanos através dos dutos da rede de esgoto

pode ser classificada como escoamento através de meios porosos. Todo es-

goto sanitário se compõe basicamente de 99,9% de água e 0,1% sólidos.

Sólidos orgânicos 70%(protéınas, carboidratos, gorduras) e sólidos inorgânicos

30%(areia,sais e metais). A água em si nada mais é que um meio de transporte

das inúmeras substâncias orgânicas e inorgânicas e microorganismos elimina-

dos pelo homem diariamente.Os sólidos são responsáveis pela deterioração da

qualidade do corpo da água. Como muita matéria orgânica está presente nos

esgotos, a água do esgoto freqüentemente torna-se uma solução polimérica.

Um tipo de ĺıquido não-Newtoniano bastante referenciado atualmente é

aquele usado nas nov́ıssimas vestimentas à prova de balas (Dec07). Decker

et al. desenvolveram um ĺıquido referido como STF9 que é colocado entre

as fibras de um tipo de colete à prova de balas, um material inerentemente

poroso. Sob um regime de baixa tensão apresenta um comportamento tal

que com um leve aumento da tensão aplicada ele se torna menos viscoso, o

que deixa a vestimenta bastante maleável. Mas existe outro regime, o de alta

tensão, em que o aumento da tensão é acompanhado por um aumento brusco

na viscosidade, deixando a vestimenta extremamente enrijecida no local onde

a tensão aumentou. Assim, quando o usuário da vestimenta sofre um forte

impacto de um projétil, a vestimenta enrijece, mas o impacto se distribui por

uma área bem maior do que no caso de coletes à prova de balas convencionais.

O mesmo tipo de fluido tem sido proposto e testado para aplicações em

esportes de alto risco, como skate, snowboarding e esqui. Novas patentes de

como se fabricar materiais esportivos usando fluidos não-Newtonianos têm sido

criadas (Lam09). Levando em conta as aplicações do escoamento de fluidos

não-Newtonianos na sociedade moderna, a motivação para esta tese se torna

evidente.

A distribuição dos caṕıtulos nesta tese se dá da seguinte maneira: No

caṕıtulo 2 é apresentado ao leitor o formalismo Euleriano da dinâmica de

fluidos. A exposição matemática das equações da continuidade, conservação

da energia e momento linear é feito de modo a possibilitar o leito compreender

9Do acrônimo em inglês Shear-Tickening Fluid, cuja tradução livre é fluido enrijecedor.
Este ĺıquido é uma mistura de nano-part́ıculas de quartzo imersas em etileno glicol (fluido
Newtoniano). A concentração destas part́ıculas no etileno glicol afeta a sua reologia.
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as definições subseqüentes, como viscosidade, o número de Reynolds e

o prinćıpio de similaridade mecânica. Alguns escoamentos viscométricos são

apresentados uma vez que serão a base para várias análises no decorrer

dos caṕıtulos. Ainda, algumas técnicas de solução numérica de equações

diferenciais parciais utilizadas nesta tese são apresentadas.

No caṕıtulo 3 é exposta a teoria sobre o Transporte de Part́ıculas em

escoamentos. São definidos o número de Stokes e o coeficiente de arrasto. Uma

estrutura ramificada é proposta para atuar como um separador de part́ıculas.

Através de simulações numéricas para a obtenção de soluções das equações

de Navier-Stokes através de métodos de diferenças finitas foi posśıvel estudar

detalhadamente o escoamento dentro desta estrutura ramificada e o transporte

de part́ıculas nela. Ainda, um modelo de erosão-deposição foi desenvolvido

para simular os padrões de formação de sistemas granulares saturados baseado

numa rede de poros, onde as part́ıculas granulares são transportadas pelo fluido

segundo a Lei de Stokes.

No caṕıtulo 4, uma breve descrição da caracterização de meios porosos

e sua relação com as propriedades de transporte hidráulico (Lei de Darcy)

são apresentadas. Neste caṕıtulo, é exposta a análise dos resultados de si-

mulações numéricas das equações de momento e continuidade para o escoa-

mento de fluidos não-Newtonianos através de meios porosos desordenados em

três dimensões. O número de Reynolds é redefinido para fluidos do tipo lei-

de-potência e uma nova permeabilidade hidráulica é proposta, resultando num

colapso universal dos resultados para o escoamento deste tipo de fluido. Para o

plástico de Bingham, um regime de permeabilidade máxima é discutido, indi-

cando posśıveis aplicações para o escoamento deste material através de meios

porosos.

Por fim, no caṕıtulo 5, as conclusões gerais dos trabalhos apresentados

nos caṕıtulos 3 e 4 são delineadas.



2

Teoria

Neste caṕıtulo é exposta a descrição f́ısica e o formalismo matemático da

dinâmica que governa o transporte de momento, energia e massa em um fluido

cont́ınuo. Para o leitor interessado nos resultados desta tese, convém suprimir

este caṕıtulo em uma primeira leitura.

2.1

Equações básicas da dinâmica de fluidos

Como toda teoria f́ısica, a Mecânica dos Fluidos faz uso de um forma-

lismo matemático para descrever o comportamento dos campos de velocidade

de cada elemento de volume do fluido e da pressão correspondente a este ele-

mento. As equações que são descritas nesta tese partem da conjectura de que

o fluido é um continuum e obedece as leis de Newton, sem o interesse em des-

crever as interações entre as moléculas do fluido. Esta formulação da Mecânica

dos Fluidos, que obedece a hipótese de continuum, leva a uma descrição da

distribuição das quantidades mensuráveis do fluido definidas em função da

posição ~r no espaço e no tempo t. Esta formulação é chamada de Euleriana1.

Uma outra formulação posśıvel é a chamada Lagrangeana2, que faz uso

do fato de que em Mecânica de Part́ıculas algumas quantidades dinâmicas ou

f́ısicas referem-se não apenas a determinadas posições no espaço, mas também

a quantidades distingúıveis de matéria. Nesta formulação, as quantidades de

escoamento são definidas em função do tempo e são relacionadas a um elemento

material do fluido. Estas quantidades descrevem a história deste elemento do

fluido. Desde que elementos materiais do fluido mudam sua forma quando se

movem, é necessário identificar o elemento de fluido selecionado, em geral, pela

posição do centro de massa desse elemento num determinado instante. Quando

se está interessado nas propriedades de uma única molécula pertencente a um

fluido, pode-se notar que a velocidade tem uma distribuição extremamente não-

uniforme, de tal forma que um grande número de part́ıculas é necessário para

se chegar a condição de continuum. Embora o uso da formulação Lagrangeana

1Em homenagem ao F́ısico e Matemático súıço Leonhard Paul Euler (1707-1783).
2Em homenagem ao F́ısico e Matemático franco-italiano Joseph Louis Lagrange (1736-

1813).
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seja útil em certos contextos especiais, tal como a descrição pormenorizada da

interação de corpos imersos no fluido com as part́ıculas do fluido, ela leva a

análise dif́ıcil e, em geral, é uma desvantagem não poder obter diretamente os

gradientes de velocidade e pressão no fluido. Em geral, a Mecânica dos Fluidos

está interessada nas quantidades em escala macroscópica; em comparação com

a separação entre as moléculas do fluido. Por esta razão, a formulação usada

nesta tese é a Euleriana.

Ainda, na formulação Euleriana, um elemento do fluido não é uma

part́ıcula f́ısica como uma molécula do fluido. Como dito, a distribuição

das velocidades das moléculas num fluido é extremamente não-uniforme.

Assim, um elemento do fluido, que chamaremos de part́ıcula, é uma região

muito pequena no espaço contendo uma quantidade suficientemente grande de

moléculas, tal que a natureza molecular do fluido possa ser uniformizada.

2.1.1

Equações de Euler

Seja D uma região do espaço em duas ou três dimensões, R2 ou R3,

preenchido com um fluido. Seja ~r ∈ D um ponto no domı́nio D e considere

a part́ıcula do fluido movendo-se em ~r no tempo t. ~r = (x, y, z) é escrito em

relação ao sistema padrão Euclidiano de coordenadas cartesianas espaciais.

Imagine uma part́ıcula num fluido; esta part́ıcula atravessa uma trajetória

bem-definida. Seja ~u (~r, t) a velocidade da part́ıcula de fluido que está se

movendo através de ~r no tempo t. Então, para cada tempo fixo, ~u é um

campo vetorial em D, como mostrado na figura 2.1.1. ~u será chamado de campo

vetorial de velocidades do fluido.

Para cada tempo t, é assumido que
o fluido tem uma densidade de massa
bem-definida ρ (~r, t). Então, se W é
qualquer sub-região de D, a massa do
fluido em W no tempo t é dada por

m (W , t) =

∫

W

ρ (~r, t) dV, (2-1)

onde dV é o elemento de volume no
espaço. Segue que deve ser assumido
que as funções ~u e ρ são suaves sufici-
ente, tais que as operações padrão do
Cálculo possam realizadas sobre elas.
Esta conjectura é aberta à cŕıticas e ob-
viamente voltaremos a ela mais tarde,
no decorrer deste caṕıtulo.

Figura 2.1: Part́ıcula de fluido locali-
zada em ~r movendo-se com velocidade
~u no espaço D.



Caṕıtulo 2. Teoria 12

A conjectura de que ρ existe é uma conjectura de continuidade. Cla-

ramente, ela não vale quando a estrutura molecular da matéria é levada em

conta. Para a maioria dos fenômenos macroscópicos que ocorrem na natureza,

é aceito que esta conjectura é correta.

A derivação das equações governantes da dinâmica de um elemento de

fluido é baseada em três prinćıpios básicos:

1. a massa não é criada, nem destrúıda;

2. a taxa de mudança do momento de uma porção do fluido iguala-se à

força aplicada nele (segunda lei de Newton);

3. a energia não é criada, nem destrúıda.

1. Conservação da massa

Seja W uma região fixa de D (W é constante no tempo). A taxa de

mudança de massa em W é

d

dt
m (W , t) =

d

dt

∫

W

ρ (~r, t) dV =

∫

W

∂ρ (~r, t)

∂t
dV. (2-2)

Seja ∂W o contorno de W , suposto ser suave; seja n̂ o vetor unitário

dirigido para fora definido em pontos de ∂W ; e seja dA o elemento de área em

∂W . A taxa do fluxo de volume através de ∂W por unidade de área é ~u · n̂ e

a taxa de fluxo de massa por unidade de área é ρ~u · n̂.
O prinćıpio de conservação de massa pode ser melhor descrito como: a

taxa de aumento de massa emW iguala-se à taxa com a qual a massa atravessa

∂W no sentido de fora-para-dentro de ∂W , i. e.,

d

dt

∫

W

ρdV = −
∫

∂W

ρ~u · n̂dA. (2-3)

Esta é a forma integral da lei de conservação de massa. Pelo teorema da

divergência, esta equação é equivalente a
∫

W

[

dρ

dt
+∇ · (ρ~u)

]

dV = 0. (2-4)

Como esta equação vale para todo W , é equivalente a

dρ

dt
+∇ · (ρ~u) = 0. (2-5)

A última equação é a forma diferencial do teorema de conservação de

massa, também conhecido como equação de continuidade.

Se ρ e ~u não são suaves o suficiente para justificar os passos que levaram

à forma diferencial do teorema de conservação de massa, então a forma integral

deve ser usada.
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2. Conservação do momento 3

Seja ~r (t) = (x (t) , y (t) , z (t)) um caminho seguido por uma part́ıcula do

fluido, tal que o campo de velocidades é dado por

~u (x (t) , y (t) , z (t)) = (ẋ (t) , ẏ (t) , ż (t)) , (2-6)

isto é,
~u (~r (t) , t) =

d

dt
~r (t) . (2-7)

A aceleração de uma part́ıcula do fluido é dada por

d2

dt2
~r (t) =

d

dt
~u (~r (t) , t) . (2-8)

Pela regra da cadeia, a equação acima torna-se

d2

dt2
~r (t) =

∂~u

∂x
ẋ+

∂~u

∂y
ẏ +

∂~u

∂z
ż +

∂~u

∂t
. (2-9)

que é o mesmo que escrever

d2

dt2
~r (t) =

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u, (2-10)

onde ~u · ∇ = ux
∂
∂x

+ uy
∂
∂y

+ uz
∂
∂z

é um operador.

Chamaremos D

Dt
=

∂

∂t
+ ~u · ∇

de derivada material; ela leva em conta o fato do fluido estar se movendo

e que as posições das part́ıculas mudam com o tempo. De fato, se f (x, y, z, t)

for qualquer função de posição e tempo, então, pela regra da cadeia,

df

dt
=

∂f

∂t
+ ~u · ∇f.

2.2

Forças num elemento de fluido

Para qualquer continuum, as forças atuando numa parcela W do mate-

rial são de dois tipos. O primeiro tipo corresponde às forças de tensão, onde

uma parte do material é acionada pelo resto do continuum por meio de forças

através de suas superf́ıcies. Estas forças são costumeiramente chamadas de

forças de superf́ıcie. Elas têm origem molecular, diminuindo rapidamente com

o aumento da distância entre os elementos interagentes, de tal forma que es-

tas interações são apreciáveis somente quando as distâncias são da ordem da

separação entre as moléculas do fluido. Ou seja, elas só são apreciavelmente

experimentadas se existir o contato mecânico direto entre os elementos inte-

3A teoria desenvolvida aqui leva em conta o sistema Euclidiano de coordenadas, mas
pode ser estendida para outros sistemas de coordenadas.
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ragentes. As forças de contato exercidas entre dois elementos de massa de um

fluido em contato direto na fronteira entre eles são devidas ao transporte de

momento por moléculas em movimento oscilatório em torno de uma posição de

equiĺıbrio estacionária e das forças entre as moléculas nos dois lados da borda.

Se um elemento de massa de um fluido é acionado por forças de contato origi-

nadas das reações com a matéria fora deste elemento, estas forças de contato

podem apenas atuar numa fina camada adjacente à fronteira do elemento de

fluido. A força total de contato num elemento do fluido é determinada pela área

da superf́ıcie deste elemento. As diferentes partes de uma superf́ıcie fechada

envolvendo um elemento de volume do fluido têm diferentes orientações. Ao

invés de considerar a fronteira do elemento finito do fluido constitúıdo pelas

moléculas, um elemento de superf́ıcie plano d ~A é considerado. Isto é posśıvel de-

vido ao comprimento de penetração das forças de contato ser pequeno quando

comparado com as dimensões lineares do elemento de superf́ıcie.

O segundo tipo de forças surge através de campos externos, tais como o

gravitacional ou o eletromagnético, que exercem uma força por unidade volume

no continuum. Este tipo de força é também chamado de força de volume ou

de corpo.

Um fluido ideal, ou fluido de Euler, é definido como aquele em que

para qualquer movimento existe uma função p (~r, t) chamada de pressão, tal

que se S é uma superf́ıcie no fluido com vetor normal unitário n̂, a força de

tensão exercida através da superf́ıcie ∂W por unidade de área em ~r ∈ ∂W
no tempo t é −p (~r, t) n̂. Note que a força atua na direção de n̂, sendo

perpendicular à superf́ıcie S.

Intuitivamente, a ausência de forças tangenciais implica que não há como

rotações iniciarem-se neste fluido, ou uma vez que elas estejam presentes,

permanecerão ad infinitum. Obviamente, um fluido ideal não pode descrever

simples fenômenos f́ısicos presentes na dinâmica de fluidos. Não obstante, o

fluido ideal de Euler pode dar idéia de um classe restrita de outros fenômenos.

Se W é uma região no fluido num instante particular t, a força total

exercida no fluido dentro de W pela tensão na sua borda é

~F∂W = −
∫

∂W

pn̂dA (2-11)

Seja ~e qualquer vetor constante no espaço, o Teorema da Divergência diz

que

~F∂W · ~e = −
∫

∂W

p~e · d ~A = −
∫

W

∇ (p~e) dV = −
∫

W

(∇p) · ~edV. (2-12)

Tal que
~F∂W = −

∫

W

(∇p) dV. (2-13)
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Se ~f (~r, t) for uma dada força de campo por unidade de massa, a força

total é
~F =

∫

W

ρ~fdV. (2-14)

Então, para qualquer elemento de fluido a força por unidade de volume

é −∇p+ ρ~f . Mas, pela segunda lei de Newton, a força atuando num elemento

de fluido tem de ser igual à variação do momento linear em relação ao tempo

desse elemento:

ρ
D~u

Dt
= ρ

∂~u

∂t
+ ρ~u · ∇~u = −∇p+ ρ~f. (2-15)

3. Conservação da energia

Para um fluido movendo-se num domı́nio D, com campo de velocidades

~u, a energia cinética contida numa região W ⊂ D é

Ecin =
1

2

∫

W

ρ |~u|2 dV. (2-16)

É suposto que a energia total é a soma da energia interna com a energia

cinética. Se trabalho é realizado sobre ou pelo fluido, a energia total do sistema

muda. A taxa de mudança da energia cinética de uma porção móvel Wt de

fluido é calculada usando o teorema de transporte (Fox85):

dEcin

dt
=

1

2

d

dt

∫

W

ρ |~u|2 dV =
1

2

∫

W

ρ
D |~u|2
Dt

dV =
1

2

∫

W

ρ

[

~u ·
(

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)]

dV

(2-17)

Escoamentos incompresśıveis

Num escoamento incompresśıvel a variação da densidade de massa do

fluido pode ser desprezada. É conjecturado, nesta seção, que a taxa da mudança

da energia cinética numa porção do fluido é igual à taxa com que as forças no

fluido exercem trabalho:

dEcin

dt
=

∫

W

ρ~u · ~fdV −
∫

W

~u · (∇p) dV, (2-18)

onde é suposto que se a energia cinética é suposta ser a energia total do fluido

o fluido é incompresśıvel (a não ser que p = 0), e:

ρ

[

~u ·
(

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)]

= ρ~u · ~f − ~u · (∇p) . (2-19)
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No caso incompresśıvel4, as equações de Euler são

ρ
D~u

Dt
= −∇p+ ρ~f, (2-20)

Dρ

Dt
= 0, (2-21)

∇ · ~u = 0, (2-22)

(2-23)

com as condições de contorno ~u · n̂ = 0 em ∂D.

Escoamentos Isentrópicos

Um escoamento compresśıvel é dito isentrópico se existir uma função w,

chamada de entalpia, tal que

∇w =
1

ρ
∇p. (2-24)

Sabendo que a energia interna por unidade de massa pode ser escrita,

via termodinâmica, como eint = w − p/ρ. A Primeira Lei da Termodinâmica

diz que
dw = Tds+

1

ρ
dp, (2-25)

onde s é a entropia.

Se a pressão é função apenas de ρ, então o fluido é claramente isentrópico

com s constante. Assim
p = ρ2

∂eint
∂p

. (2-26)

Seja a variação da energia total do fluido escrita como

dEtotal

dt
=

d

dt

∫

Wt

(

1

2
ρ |~u|2 + ρeint

)

dV (2-27)

Assim, as equações de Euler para um escoamento isentrópico são

ρ
D~u

Dt
= −∇w + ρ~f, (2-28)

∇ (ρ~u) +
∂ρ

∂t
= 0, (2-29)

(2-30)

com as condições de contorno ~u · n̂ = 0 em ∂D (ou ~u · n̂ = ~U · n̂, se a parede

se move com velocidade ~U).

4Um escoamento incompresśıvel não necessita que o fluido em questão seja incompresśıvel,
mas que nas determinadas condições do escoamento o número de Mach seja inferior a 0.3.
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Figura 2.2: Simulação computacional obtida com o software FLUENT de um
corpo de forma arbitrária movendo-se num fluido Newtoniano incompresśıvel
com Re ≪ 1. As condições de contorno na direção do escoamento são
velocidade constante na zona mais à esquerda, pressão zero na zona mais
à direita e periódicas nas zonas perpendiculares ao escoamento. Em (a),
pormenor das linhas de corrente do fluido em torno do corpo; em (b), pormenor
dos vetores do campo de velocidades.

2.2.1

Linhas de corrente ou Streamlines

Dado um escoamento com campo de velocidades ~u (~r, t), uma linha de

corrente, ou streamline5, no tempo t é definida como a integral de caminho de

~u; i. e., se ~r (s) é uma linha de corrente no instante t, a curva é parametrizada

pela variável s que satisfaz

d~r

ds
= ~u (~r (s) , t) , (2-31)

onde uma trajetória fixa pode ser a curva traçada assim que o tempo evolui.

Assim, uma trajetória é uma solução da equação diferencial

d~r

dt
= ~u (~r (t) , t) , (2-32)

com as condições iniciais do problema em questão. Se ∂~u/∂t = ~0, as linhas de

corrente e as trajetórias coincidem. Este caso é denominado de escoamento

estacionário (ver figura 2.2-(a)).

Teorema de Bernoulli

Num escoamento estacionário isentrópico e na ausência de forças externas

não-conservativas, a quantidade p
ρ
+ V + 1

2
|~u|2 é constante ao longo das linhas

de corrente. O mesmo vale para escoamentos incompresśıveis com densidade

constante. Este resultado é válido apenas para fluidos ideais, mas para fluidos

reais é uma ferramenta útil para se entender o comportamento de alguns

sistemas f́ısicos onde as forças não-conservativas são conhecidas.

5Termo em ĺıngua inglesa para linhas de corrente.
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Vorticidade

A vorticidade é definida como ~ω ≡ ∇ × ~u. Para um dado elemento de

fluido, ~u é composto de translação, deformação e rotação, com velocidade de

rotação igual à 1
2
~ω:

~u (~r + δ~r) = ~u (~r) + ǫ̇ (~r) · δ~r + 1

2
~ω × δ~r +O (δ~r · δ~r) , (2-33)

onde δ~r é um pequeno deslocamento da posição ~r e ǫ̇ é um tensor de segunda

ordem. Então, seja a expansão em séries de Taylor de ~u (~r + δ~r) em torno de

~r igual a
~u (~r + δ~r) = ~u (~r) +∇~u · δ~r +O (δ~r · δ~r) . (2-34)

Assim, pode-se escrever o tensor ǫ̇ como

ǫ̇ ≡ 1

2

[

∇~u+ (∇~u)T
]

, (2-35)

onde T é a transposta da matriz representando o tensor de segunda ordem, e

S ≡ 1

2

[

∇~u− (∇~u)T
]

. (2-36)

Então ∇~u = ǫ̇+ S. Assim, S pode ser expressa como

S =
1

2







0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0






, (2-37)

tal que
S · δ~r = 1

2
ω × δ~r, (2-38)

onde ~ω = ωxî+ωy ĵ+ωzk̂ quando escrito no sistema cartesiano de coordenadas.

O tensor ǫ̇ é chamado de tensor da taxa de deformação. Como ǫ̇ é

simétrico, existe uma base ortonormal (cujos vetores são ê1, ê2 e ê3) na qual ǫ̇

é diagonal:

ǫ̇ =







d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3






. (2-39)

O significado f́ısico de ǫ̇ pode ser melhor entendido se todos os termos em 2-

33 forem ignorados, excetuando-se ǫ̇ · δ~r. Como ~u = dδ~r
dt

= ǫ̇ · δ~r, quando ~r é

mantido fixo na equação 2-33, uma nova equação vetorial tem componentes

dδri
dt

= diδri. (2-40)

A taxa de mudança de um comprimento unitário ao longo de um eixo−i em

t = 0 é di. O campo vetorial ǫ̇ ·δ~r está se contraindo, ou se expandindo ao longo

de cada eixo-êi - por isso o nome de deformação. A taxa na qual o volume varia

dentro de uma caixa de lados δr1, δr2 e δr3, paralelos aos eixos ê1, ê2 e ê3, é
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d

dt
(δr1δr2δr3) =

dδr3
dt

δr1δr2+
dδr2
dt

δr3δr1+
dδr1
dt

δr2δr3 = (d1 + d2 + d3) δr1δr2δr3.

(2-41)
Todavia, o traço da matriz representando o tensor ǫ̇ é invariante sob trans-

formações ortogonais, implicando em

d1 + d2 + d3 = ∇ · ~u. (2-42)

Então, o volume do elemento de fluido muda com a divergência do campo de

velocidades. Os outros termos em 2-33 podem ser interpretados da seguinte

maneira: O primeiro termo induz um movimento translacional constante e o

último termo, pode ser escrito, se ~r for mantido fixo, como

dδ~r

dt
=

1

2
~ω × δ~r. (2-43)

A solução desta equação diferencial linear é direta e resulta em

δ~r (t) = R (t, ~ω) δ~r (0) , (2-44)

onde R é uma matriz de rotação. Como o movimento de corpo ŕıgido deixa o

volume invariante, a divergência de ~ω × δ~r é zero.

2.3

Equações de Navier-Stokes

Ao contrário do fluido ideal de Euler, onde todas as tensões eram tidas

como normais à superf́ıcie de um elemento de fluido, um fluido real apresenta

tensões não necessariamente normais. A figura 2.3 mostra dois elementos de

fluidos adjacentes separados por uma fronteira comum S, onde a velocidade ~u

é paralela à superf́ıcie S, mas o campo de velocidades tem uma diferença em

magnitude assim que a fronteira S é ultrapassada. Se as forças na fronteira

do elemento de fluido forem somente normais à superf́ıcie S, não existirá

transferência de momento entre os elementos de volumes A e A′. Todavia,

a Teoria Cinética implica que isto não faz sentido! As moléculas mais rápidas

Figura 2.3: Dois elementos de fluido movendo-se rente a uma superf́ıcie S.
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provenientes da parte superior da superf́ıcie S irão se difundir através de S e

impelir momento no fluido abaixo e as moléculas mais lentas na parte de baixo

irão desacelerar as part́ıculas de cima.

Supondo, agora, que as forças de contato são escritas como

~F =

∮

S

[−p (~r, t) + T (~r, t)] · d ~A, (2-45)

onde T é o tensor de tensão de cisalhamento. Aqui, o produto T · d ~A
não é necessariamente paralelo ao vetor normal d ~A. A segunda lei de Newton

afirma que a taxa de mudança de qualquer porção W do fluido que se move é

igual à força atuando nela:

d

dt

∫

W

ρ~udV = −
∮

∂W

(p− T ) · d ~A (2-46)

T modifica o transporte de momento através da fronteira de W . O

tensor de tensão, T , é escolhido de tal forma que reflita o transporte de

momento em ńıvel molecular. Ainda, T deve ser simétrico, o que pode ser

deduzido da conservação do momento angular. Neste ponto, é conjecturado

que T tem uma dependência linear do gradiente de velocidade ∇~u. Também

é suposto que T é invariante sob rotações de corpo ŕıgido, desde que não

há difusão de momento quando o fluido sofre uma rotação de corpo ŕıgido:

T (U · ∇~u · U−1) = U · T (∇~u) · U−1, com U sendo uma matriz ortogonal.

Como T é simétrico, segue das propriedades de rotação de corpo ŕıgido

e da dependência de ∇~u em T , que T depende somente da parte simétrica

de ∇~u, isto é, da taxa de deformação, ǫ̇. Como T é uma função linear de

ǫ̇, e, ainda, ǫ̇ e T comutam, eles podem ser simultaneamente diagonalizados.

Assim, os auto-valores de T são funções lineares dos auto-valores de ǫ̇. Ainda,

eles devem ser simétricos por conta de U poder permutar com dois auto-valores

de ǫ̇. As únicas funções lineares que são simétricas neste sentido são da forma

τi = λ (d1 + d2 + d3) + 2µdi, (2-47)

onde τi são os auto-valores de T e di são os de ǫ̇. As constantes λ e µ são

definidas desta maneira. É posśıvel escrever o tensor de tensão como

T = λ (∇~u) I + 2µǫ̇, (2-48)

onde I é a identidade. Ainda, escrevendo separadamente o traço num só termo,

tem-se
T = 2µ

[

ǫ̇− 1

3
(∇~u) I

]

+ ζ (∇~u) I, (2-49)

onde µ é o primeiro coeficiente da viscosidade e ζ = λ+ 2
3
µ é o segundo

coeficiente da viscosidade.
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Aplicando o Teorema do Transporte e o Teorema da Divergência, a

Segunda Lei de Newton leva às equações de Navier-Stokes:

ρ

(

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)

= −∇p+ (λ+ µ)∇ (∇ · ~u) + µ∇2~u+ ρ~f. (2-50)

Junto da equação da continuidade 2-5 e da conservação da energia 2-17,

esta equação descreve completamente o escoamento de um fluido Newtoniano

compresśıvel.

Para escoamentos incompresśıveis, ∇ · ~u = 0, em condições isotérmicas,

o conjunto completo de equações formam as equações de Navier-Stokes para

escoamentos incompresśıveis:

ρ

(

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)

= −∇p+ µ∇2~u+ ρ~f, (2-51)

∇ · ~u = 0. (2-52)

Estas equações são solucionadas utilizando-se as condições de contornos

apropriadas. Numa fronteira sólida em repouso a velocidade normal é zero,

~u · n̂; visto que o fluido não atravessa a fronteira do sólido. É comum, ainda,

utilizar-se da condição da velocidade tangencial à fronteira sólida como sendo

também zero6. Assim, ~u = ~0 em ∂W . A necessidade matemática para mais

condições de contorno aparece da necessidade de unicidade das soluções para

uma dada condição inicial.

2.3.1

Similaridade Mecânica e o número de Reynolds

A existência de dois tipos de escoamentos viscosos é um fenômeno

universalmente aceito. Um tipo de escoamento bem ordenado ocorre quando

camadas adjacentes do fluido deslizam suavemente sobre as outras sem mistura

entre as camadas (ou lâminas), onde uma mistura das part́ıculas do fluido

ocorre apenas no ńıvel molecular. Foi deste tipo de escoamento que a relação

de viscosidade de Newton foi derivada, e de modo que para medir a viscosidade

µ este escoamento laminar deve existir. O outro tipo de escoamento, no qual

pequenos pacotes das part́ıculas do fluido são transferidas entre as camadas,

levando a uma natureza flutuante na distribuição de velocidades, é chamado

de regime de escoamento turbulento.

A existência de escoamentos laminares e turbulentos, embora reconhecida

anteriormente (os primeiros resultados nas condições para transição para tur-

bulência foram obtidos por Hagen, em 1839 (Mon07)), foi primeira descoberta

6Esta condição é chamada de não-deslizamento nas paredes.
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quantitativamente por Osborne Reynolds, em 1883 (Rey83). Seu experimento

clássico foi realizado com o escoamento de fluidos em tubos, ilustrado na fi-

gura 2.4. O movimento principal do escoamento aparece na direção do eixo do

tubo. Por conta das flutuações do escoamento, uma mistura eficiente ocorre

no escoamento turbulento, levando a um movimento transverso perpendicular

ao movimento principal (figuras 2.4-(c) e 2.4-(d)). Por esta razão, a distri-

buição de velocidades através do diâmetro do tubo é muito mais uniforme

para o escoamento turbulento do que para o escoamento laminar no tubo.

Neste experimento, Reynolds descobriu que a transição do escoamento lami-

nar para o turbulento sempre acontece aproximadamente no mesmo valor de

um parâmetro hoje conhecido como número de Reynolds, Re. O valor numérico

do número de Reynolds cŕıtico no qual a transição ocorre é ReC = 2300. Então,

escoamentos em tubos cujos números de Reynolds são menores que o número

de Reynolds cŕıtico são laminares, e, para aqueles em que Re > ReC o padrão é

turbulento. O número de Reynolds cŕıtico depende fortemente do escoamento

de entrada no tubo. Reynolds já suspeitava que o número de Reynolds cŕıtico

seria maior se as perturbações no escoamento de entrada fossem menores. Isto

foi confirmado experimentalmente. Escoamentos com valores de ReC até 40000

são capazes de serem medidos. Por outro lado, um limite menor para ReC em

torno de 2000 foi medido. Abaixo deste valor, o escoamento permanece la-

minar, mesmo para perturbações muito fortes. Hoje, é sabido dos resultados

da Teoria de Estabilidade, que a transição laminar-turbulenta é causada por

perturbações tridimensionais. O escoamento de tubo é estável com respeito às

perturbações bidimensionais.

A mudança na lei de arrasto7 do tubo está associada com a transição

laminar-turbulenta. Considerando que para o escoamento laminar, a queda de

pressão é proporcional à primeira potência da velocidade média do escoamento

u0, para escoamentos turbulentos esta queda de pressão é quase proporcional

ao quadrado da velocidade média do escoamento. Este arrasto grande é devido

ao movimento turbulento de mistura.

A transição do escoamento laminar para o turbulento em canais é, então,

uma função da velocidade do fluido. Na verdade, Reynolds descobriu que

a velocidade do fluido era apenas uma variável determinando a natureza

do escoamento no canal, sendo as outras o diâmetro do canal, a densidade

e a viscosidade do fluido. Estas quatro variáveis se combinam num único

parâmetro adimensional, o número de Reynolds:

Re ≡ ρ

µ
u0L. (2-53)

7A lei de arrasto é discutida, em detalhes, no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 2. Teoria 23

Figura 2.4: Experimento clássico de Osborne Reynolds para classificação
dos escoamentos. Neste experimento, um tubo de vidro é preenchido com
um fluido Newtoniano onde um gradiente de pressão faz com que haja um
escoamento. Uma fina agulha injeta no eixo central do tubo um outro ĺıquido
de propriedades f́ısicas semelhantes ao outro fluido, apenas para visualização
da trajetória das part́ıculas do fluido injetado (e). Através deste experimento,
Reynolds caracteriza (a) o escoamento laminar estacionário (Re ≪ 1), (b)
o escoamento ainda laminar mas transiente (Re ∼ 1), (c) o escoamento
turbulento próximo ao número de Reynolds cŕıtico (Re ∼ ReC) e (d) o
escoamento puramente turbulento (Re ≫ ReC).

O número de Reynolds significa a razão entre os valores caracteŕısticos das

forças inerciais e viscosas. As forças de inércia têm a forma ~u∇~u enquanto que

as forças viscosas de atrito são da forma de µ
ρ
∇2~u. Então, se u0 é a velocidade

do escoamento e L é o comprimento caracteŕıstico do sistema, as forças inerciais

são da ordem de u2
0/L e as forças viscosas são da ordem de µ

ρ
u0/L

2. Assim

u2
0

L
µ
ρ
u0

L2

=
ρ

µ
u0L = Re. (2-54)

No caso dos pequenos valores de Reynolds, a viscosidade tem um efeito consi-

derável no escoamento inteiro homogeneizando todas as inomogeneidades exis-

tentes em menor escala; assim variações espaciais dos campos devem ser suaves.

No caso de valores altos do Reynolds, o papel dominante é das forças inerci-

ais, a ação que leva a transferência de energia de componentes de alta escala

do fluido para componentes em menor escala e conseqüentemente a formação

de irregularidades locais. Assim, acima do número de Reynolds cŕıtico, ReC ,

pequenas perturbações causarão uma transição para um escoamento turbu-
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lento, enquanto que abaixo deste valor, perturbações serão amortecidas e o

escoamento laminar prevalece, como dito anteriormente (Mon07). Os escoa-

mentos estudados nesta tese ocorrem todos abaixo do ReC , de tal forma que

a turbulência não é um efeito considerado aqui.

As equações de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos incompresśıveis

(equação. 2-51) podem ser modificadas para incluir uma dependência expĺıcita

do número de Reynolds. Sejam ~u′ = ~u
u0
, p′ = p

ρu2
0

, ~f ′ = L0

ρu2
0

~f , ∂
∂t′

= L0

u0

∂
∂t

e

∇′ = L0∇8 - com L0 sendo um comprimento caracteŕıstico do sistema e u0

uma velocidade caracteŕıstica - as equações de Navier-Stokes tornam-se

∂~u′

∂t′
+ ~u′ · ∇′~u′ = −∇′p′ +

µ

ρU0L0

∇′2~u′ + ~f ′, (2-55)

ou

∂~u′

∂t′
+ ~u′ · ∇′~u′ = −∇′p′ +

1

Re
∇′2~u′ + ~f ′ , com Re ≡ ρ

µ
u0L0. (2-56)

Assim, para escoamentos com mesmo número de Reynolds, a equação que

descreve o comportamento do fluido é invariante.

Viscosidade

Para escoamentos em que o número de Reynolds é baixo (Re ≪ 1),

experimentos podem ser realizados a fim de determinar a viscosidade de uma

substância. A viscosidade aparente real, µa, de uma substância é definida

através de
τyx = −µa

dux

dy
, (2-57)

onde τij é a tensão de cisalhamento na superf́ıcie de área A nas coordenadas i

e j. A viscosidade, por estes termos, é uma medida de quanto uma tensão

de cisalhamento aplicada deforma continuamente um fluido. Se µa é uma

constante por toda um faixa de valores de τ , escreve-se simplesmente µ para

designar a viscosidade Newtoniana e seu rećıproco é conhecido como fluidez.

Considerando que a força tensionando a superf́ıcie é ~F = T · n̂A, a viscosidade

então fica definida neste caso simples como

µ = −τ
h

∆u
= − hF

A∆u
. (2-58)

Na equação 2-57, a viscosidade é a constante de proporcionalidade entre a

tensão aplicada e a taxa de deformação sofrida pelo fluido. Ela pode ser pensada

como uma resistência à deformação do fluido dada uma tensão aplicada.

8Onde as operações vetoriais usuais, agora, são realizadas nas coordenas do espaço de
~r′ = ~r/L0.
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Figura 2.5: Um força constante F é aplicada tangencialmente à área de
superf́ıcie A ocasionando um deslocamento δx da lâmina a uma velocidade
U relativa a uma lâmina paralela estacionária distante h, em y = 0. Se o
fluido for dito Newtoniano, uma grandeza chamada de viscosidade poderá ser
definida através da equação 2-57.

2.4

Escoamento Capilar

Como comentando ao final da seção anterior, Osborne Reynolds realizou

suas investigações a respeito da transição para escoamentos turbulentos em

um tubo. Este tipo de escoamento tem suas próprias caracteŕısticas, que são

obtidas quando as condições de contorno deste escoamento são empregadas às

equações de Navier-Stokes e da continuidade.

Escoamentos laminares que ocorrem em geometrias suficientemente sim-

ples, tais que as soluções exatas podem ser encontradas, são de importância

primordial para a compreensão da reologia. Tais escoamentos podem servir

como experimentos de referência para a determinação de algumas proprieda-

des do fluido.

Hagen, em 1839, e Poiseuille, em 1840, estudaram o escoamento de

um tubo longo de seção circular sob a ação de um gradiente de pressão

imposto nas duas sáıdas do tubo (Hag39, Poi40). É suposto que o escoamento

ocorra somente na direção longitudinal do tubo (veja figura 2.4-(a)). Para esta

descrição, é comum fazer uso do sistema de coordenadas ciĺındricas (r, θ, z)

cuja velocidade neste sistema é estacionária e propõe-se ocorrer somente na

coordenada z, isto é, (0, 0, uz). O tensor de tensão deviatórico, que leva em

conta o tensor de tensão de cisalhamento (equação. 2-48) mais a tensão normal

da pressão, toma a forma
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T = pI + T =







p+ τrr 0 τrz

0 p+ τθθ 0

τrz 0 p+ τzz






, (2-59)

onde τθθ deve ser zero, se não houver escoamento helicoidal. A taxa de

deformação, duz

dr
, é negativa, desde que r é medido a partir do eixo central

e a tensão τrz é sempre positiva. Assim,

τrz = −µa
duz

dr
, (2-60)

e, as equações de movimento reduzem-se a

0 = −∂p

∂r
− 1

r

∂

∂r
(rτrr) , (2-61)

0 = −∂p

∂z
− 1

r

∂

∂r
(rτrz) . (2-62)

Da segunda equação, tem-se

dp

dz
=

µ

r

duz

dr
+ µ

d2uz

dr2
. (2-63)

Como dp/dz é uma constante, diga-se dp/dz = G, então, chega-se a uma

equação diferencial de segunda ordem para a componente da velocidade na

direção perpendicular ao escoamento, com condições de contorno uz = 0 em

∂Ω (r = ±R). A solução desta equação se dá através do método da variação

dos parâmetros :

uz = − G

4µ

(

r20 − r2
)

. (2-64)

A equação 2-61 leva à velocidade constante na direção do escoamento,

desde que dp
dr

= 0. A quantidade de massa de fluido que passa na seção reta é

facilmente calculada através de

Q =

∫ r0

0

2πruzdr =
πGr40
8µ

=
πr40
8µ

∆p

L
. (2-65)

A equação 2-65, chamada de equação de Hagen-Poiseuille, relaciona

a queda de pressão e o raio do tubo elevado a quarta potência com o fluxo de

massa. A equação 2-65 foi validada através de vários experimentos realizados

ao longo dos anos, o que ratifica a condição de não-deslizamento nas bordas

do canal. Ainda, conhecendo-se o raio do canal, a queda de pressão ao longo

dele e o fluxo de massa, a viscosidade do ĺıquido pode ser determinada.

É notório que a força devido a tensão cortante (equação. 2-60) é

F = τrz · r̂2πr0L = −µ

(

duz

dr

)

r=r0

2πr0L = 2πµr0L
r0
2µ

∆p

L
= πr20∆p. (2-66)

Esta equação mostra que a força de atrito devido a fricção é justamente a força
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resultante aplicada nas bordas do canal de área de seção reta πr20.

No caso de tubos não circulares, relações semelhantes a equação 2-65

podem ser encontradas, embora apenas em alguns casos especiais soluções

anaĺıticas podem ser obtidas (Bat00). Uma relação semi-emṕırica importante

utilizada na Engenharia Hidráulica é utilizar um parâmetro chamado de raio

hidráulico, RH , de tal forma que ele sirva como um raio de um tubo circular,

que sob as mesmas condições de descarga para um mesmo fluido, apresente

a mesma queda de pressão do canal não circular. Matematicamente, o raio

hidráulico é definido através de

RH ≡ 2
AH

PH

, (2-67)

onde AH é a área da seção reta do canal e PH é o peŕımetro molhado do

canal, ou seja, PH é o comprimento da seção reta do canal que está em contato

com o fluido. De uma forma geral, esta definição do raio hidráulico é utilizada

para canais abertos, como em rios, canais e vertedouros.

A velocidade média do escoamento neste canal de raio RH é calculada

pela equação de Hagen-Poiseuille (equação. 2-65) fazendo

u0 =

∫

uzdA
∫

dA
, (2-68)

onde as integrais são realizadas na seção reta de um tubo circular de raio RH

e a velocidade é dada pela equação 2-64. Assim

u0 =
Q

πR2
H

= −R2
H

8µ

∆p

L
. (2-69)

A equação 2-69 mostra que a velocidade média num canal capilar é proporci-

onal ao gradiente de pressão. É comum definir uma constante κ chamada de

permeabilidade hidráulica a fim de contabilizar a dificuldade de um fluido

escoar dado um gradiente de pressão.

Quando o fluido sai ou entra num canal capilar, é observada uma queda

de pressão associada com o rearranjo do perfil de velocidade. Se a queda de

pressão for considerável devido aos efeitos de sáıda, a medição da tensão de

cisalhamento nas paredes do capilar poderá ser incorreta. Existem diversos

fatores contribuindo para a perda de pressão, o que leva a uma tarefa dif́ıcil

a identificação de cada um destes fatores. As medidas de pressão, em geral,

são feitas entre dois reservatórios, de tal forma que os efeitos da corrente de

entrada e sáıda podem afetar a precisão da medição. Aı́, existem a perda de

energia por atrito e as mudanças na energia cinética devido ao rearranjo do

perfil de velocidades. Entretanto, nesta tese os efeitos de sáıda e de entrada

dos escoamentos serão ignorados.
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2.5

Fluidos não-Newtonianos

A definição comum do que vem a ser um fluido é aquela que determina

uma substância que é deformada continuamente sob a aplicação de uma

tensão de cisalhamento (Fox85). De tal maneira, todos os gases conhecidos são

fluidos. Entretanto, existem muitas classes de substâncias ĺıquidas que não são

deformadas continuamente sob tensão, tais como certos óleos, graxas, vidro,

gel para cabelo, clara de ovo, leite, chocolate derretido, lama de perfuração e

algumas suspensões.

2.5.1

Tipos de Materiais

Muitos sólidos, tais como o aço, têm uma relação de tensão-deformação

que é linear, embora relações não-lineares para sólidos também sejam posśıveis.

Além do mais, se a tensão aplicada é mantida abaixo de certos limites, a mesma

curva pode ser redesenhada assim que a deformação diminui gradativamente,

tal que quando a tensão torna-se ausente, não há deformação permanente.

As tensões são mantidas constantes de tal forma que as complicações asso-

ciadas com grandes deformações não são introduzidas. Existem dois tipos de

deformação a serem consideradas: a deformação extensional, na qual uma mu-

dança no tamanho, mas não na forma, causa uma mudança na densidade

do corpo; e a deformação de cisalhamento, na qual há mudança na forma,

mas não na densidade e tamanho. As deformações fracionais serão chamadas

simplesmente de deformações9 e são respectivamente: deformação dilatacional

(ev = ∆ρ/ρmedio), deformação extensional (el = ∆l/lmedio, onde l é o com-

primento) e deformação de cisalhamento (eτ = γ ∼= ∆x/∆y). A lei de Hooke

é uma definição clássica de elasticidade linear e pode ser expressa como as

relações lineares entre as deformações acima mencionadas e as tensões corres-

pondentes:
p = keev, (2-70)

onde ke é o módulo de elasticidade do volume.

T = Y el, (2-71)

onde T é a tensão de tração e Y é o módulo de Young.

τ = −Geτ , (2-72)

onde G é o módulo de cisalhamento ou a rigidez do material. Existe um número

grande de relações deste tipo, sendo que elas se relacionam entre si (Zer02). Mas

9Strain em ĺıngua inglesa.
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Figura 2.6: Estrutura molecular de duas substâncias formadas pelos mesmos
elementos: Em (a), estrutura cristalina e em (b) uma estrutura amorfa ou
v́ıtrea. Sólidos v́ıtreos apresentam propriedades de escoamentos em escalas de
tempo geológicas.

basta conhecer apenas duas destas relações para uma descrição completa do

material. Obviamente, esta descrição simplificada de um material é um modelo

do mesmo modo que o fluido de Euler é uma idealização de um fluido. Um outro

material ideal é o corpo de Saint Venant, o qual deforma-se elasticamente com

alguma tensão aplicada, porém quando a tensão desaparece, a fração elástica

da deformação total é retomada. Um fluido Newtoniano é definido através da

definição da viscosidade (equação 2-57).

2.5.2

Materiais não-Newtonianos

A distinção entre ĺıquidos e sólidos pode não ser evidente, para alguns ca-

sos, como em substâncias plásticas. A discussão a esse respeito vem da reologia

da substância em questão, mas pode também ser oriunda da estrutura mole-

cular do sólido. Em geral, sólido são definidos como sendo aquelas substâncias

que possuem uma estrutura cristalina, enquanto que sólidos que têm estrutura

v́ıtrea são chamados de fluidos super-resfriados (ver figura 2.6). A reologia tem

como principal tema de estudo a viscosidade de um material. Da equação 2-

57 para um fluido Newtoniano, a viscosidade é definida como a razão entre a

tensão aplicada, τ , e o gradiente de velocidade na direção do escoamento, du
dy
.

Este caso particular do gradiente de velocidade pode não ser útil para uma

descrição geral, de tal forma que é comum definir a taxa de deformação efetiva

como

γ̇ ≡
√

1

2
ǫ̇ : ǫ̇, (2-73)

onde na equação 2-73

ǫ̇ij ≡
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

(2-74)
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são as componentes que definem o tensor da taxa de deformação ǫ̇. Assim,

é comum representar as propriedades reológicas de uma substância através

das curvas de τ versus γ̇ de escoamentos posśıveis de serem realizados.

Existe um grande número de equações que são usadas para ajustar as curvas

de τ -γ̇. A maioria destas equações é utilizada para descrever o diagrama

básico de τ versus γ̇ e, para tal, a maior parte é emṕırica ou semi-emṕırica.

Poucas equações são baseadas em teoria; elas são geralmente baseadas em

considerações moleculares e em conjecturas em torno do mecanismo no qual

aparece o comportamento não-Newtoniano observado (Bro67).

Aparentemente, sob condições extremas (tais como tensão de cisalha-

mento muito alta), todos os fluidos, mesmo aqueles normalmente considera-

dos Newtonianos, desviam-se da lei de Newton de viscosidade (equação 2-57).

Mesmo em ĺıquidos tão simples como a água, a estrutura molecular apresenta

a tendência a se tornar anisotrópica durante a ação de cisalhamento; embora o

grau de anisotropia possa ser pequeno e insuficiente para afetar a viscosidade

medida. A tabela 2.5.2 apresenta a classificação de diversos materiais (sólidos

e fluidos) em termos da viscosidade aparente a ser definida através de 2-75.

A viscosidade aparente (não-constante) é definida como a de um fluido

Newtoniano através da razão entre a tensão aplicada num fluido e o gradiente

de velocidade na direção perpendicular:

τyx = −µa
dux

dy
. (2-75)

Aqui a tensão de cisalhamento e taxa de deformação são derivadas do diagrama

básico de τ contra γ̇ e µa é a chamada viscosidade aparente real. A

viscosidade molecular é definida também através da curva de τ -γ̇ como

µ =
dτ

dγ̇
(2-76)

Uma vez que a viscosidade definida através da equação 2-76 representa melhor

a relação entre τ e γ̇ num determinado ponto, ela é prefeŕıvel em relação a

µa (equação. 2-75). Nas figuras 2.7 as viscosidades aparente e molecular são

apresentadas para várias curvas de τ -γ̇.
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Tabela 2.1: Classificação dos Fluidos não-Newtonianos (Tabela adaptada de (Gra07)).

Tipo de Fluido Classificação Comportamento τ/γ̇ Exemplos

Sólidos Elásticos Hookiano Relação linear entre a deformação e a tensão A maioria dos sólidos abaixo de limiar de
tensão

Sólidos Plásticos Perfeitamente Plástico A deformação continua sem tensão adicional Metais dúcteis tensionados acima do limiar
de tensão

Plástico de Bingham Comporta-se como um fluido Newtoniano
quando o limiar é excedido

Suspensões de óxido de ferro

Visco-plástico Como o plástico de Bingham, mas a relação
entre tensão e a taxa de deformação é não-
linear

lama de perfuração, refugo de flúıdo nuclear,
maionese, pasta de dente, sangue

Dilatante concedido Dilatante quando o limiar de tensão é exce-
dido

Visco-elástico Exibe tanto efeitos elásticos quanto viscosos Clara de ovo, poĺımeros derretidos e suas
soluções

Lei de potência Pseudo-plástico A viscosidade aparente diminui com o au-
mento da tensão de cisalhamento

Alguns colóides, barro, leite, gelatina, san-
gue, cimento ĺıquido, poliestireno derretido,
óxido de polietileno na água

Dilatante A viscosidade aparente aumenta com o au-
mento da tensão de cisalhamento

Soluções concentradas de açúcar em água,
suspensões de arroz ou amido de milho,
soluções de certos tipos de surfactantes

Transitório Rheopético A viscosidade aparente aumenta com o tempo
da tensão de cisalhamento aplicada

Alguns lubrificantes

Thixotrópico A viscosidade aparente diminui com o tempo
da tensão de cisalhamento aplicada

Tintas que não pingam, catchup

Eletromagnético Eletroreológico Torna-se dilatante quando um campo elétrico
é aplicado

Chocolate derretido, suspensões poli-
cristalinas em fluids isolantes

Magnetoreológico Torna-se dilatante quando um campo
magnético é aplicado

Colóide com nano-part́ıculas de śılica suspen-
sas em glycol polietileno

Newtoniano Relação linear Água, ar
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2.5.3

Materiais pseudo-plásticos

A figura 2.7-(a) mostra a curva de tensão de cisalhamento contra a taxa

de deformação para um plástico de Bingham ideal (Bin22). A viscosidade

aparente real, como definida em 2-75, diminui com o aumento da tensão de

cisalhamento. Então, este material é uma subclasse do grupo mais geral de

materiais pseudo-plásticos10. A curva de escoamento é caracterizada pela taxa

de deformação ser linearmente dependente da tensão de cisalhamento acima

de um valor dado de tensão τ0. Se a tensão é subtráıda de τ0, a viscosidade

definida na lei de Newton é chamada de viscosidade plástica. Seu rećıproco

é chamado de mobilidade. A equação reológica de estado deste material ideal

é então
τ = µγ̇ − τ0, τ > τ0. (2-77)

A maioria dos materiais encontrados na natureza não são ideais, mas

alguns poucos podem ser aproximados por esta equação. Entretanto a mudança

de viscosidade do material no ponto em que τ = τ0 é descont́ınua, o que não é

encontrado com facilidade na natureza. Ainda, materiais que têm viscosidade

infinita, i. e., sólidos, não sofrem uma transição abrupta no limiar de tensão

τ0. Por esta razão, vários modelos têm sido propostos a fim de melhor modelar

as curvas reológicas de um plástico de Bingham. Um modelo freqüentemente

utilizado para aproximar sua reologia é o Modelo de Herschel-Bulkley (Her26),

que combina os efeitos do plástico de Bingham e o comportamento de fluidos

do tipo lei-de-potência (que são discutidos mais adiante). Para baixas taxas

de deformação, γ̇ < τ0/µ0, o material atua como um fluido muito viscoso com

viscosidade µ0. Assim que a tensão aplicada aumenta e o limiar de tensão, τ0,

é excedido, o comportamento da viscosidade do fluido pode ser descrito como

τ =

[

τ0
γ̇

+
KHB

γ̇

(

γ̇n − τn0
µn
0

)]

γ̇. (2-78)

Aqui KHB é o ı́ndice de consistência e n é o ı́ndice da lei de potência que para

um fluido de Bingham, deve possuir valor unitário. O ı́ndice de consistência é

o valor da viscosidade do material longe da região onde o limiar de tensão τ0

foi excedido, ver figura 2.7-(b).

Bingham descobriu que alguns materiais pseudo-plásticos claramente não

possuem um valor de limiar de tensão para fluir. Exemplos de tais materiais

são soluções poliméricas de alto peso molecular e emulsões (Mar55). O tipo

de curva de escoamento observada de tais materiais é mostrada na figura 2.7-

(c). Williamson (Wil29) introduziu o termo pseudo-plástico para descrever tais

10Muitos autores e pesquisadores preferem o termo Shear Thinning, em ĺıngua inglesa, ao
termo pseudo-plástico (pseudo-plastic, em ĺıngua inglesa).
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Figura 2.7: Curvas de τ contra γ̇ (a) para um plástico de Bingham ideal, (b)
para um fluido de Herschel-Bulkley, (c) para um pseudo-plástico ideal e (d)
para um pseudo-plástico de Ostwald.

materiais, já que estes não apresentam limiar de plasticidade como num sólido.

Ostwald (Ost24) sugeriu que se o escoamento laminar para a curva da figura

2.7-(c) pudesse ser mantido, a curva deveria se parecer com aquela na figura

2.7-(d) (hoje em dia, conhecida como curva de Ostwald). Na literatura anterior

aos anos de 1970 era comum os dados serem reportados apenas considerando o

regime da figura 2.7-(c), principalmente, devido às limitações dos instrumentos

usados para medição. Fluidos de Bingham também podem apresentar esse

limite de corte, onde a viscosidade aparente do fluido chega a um valor limite

constante dado pela relação de Newton.

2.5.4

Materiais Dilatantes e do tipo Shear Thickening

Um material dilatante é caracterizado pelo diagrama de τ contra γ̇ dado

pela figura 2.8, onde um aumento da tensão é acompanhado por um aumento da

viscosidade. Materiais que exibem dilatância11 são considerados pertencentes a

alguma subclasse espećıfica. Dilatância é um termo introduzido por Reynolds

11Tradução livre de dilatancy como em (Bro67).



Caṕıtulo 2. Teoria 34

Figura 2.8: Curva de τ contra γ̇ para um material do tipo shear thickening

(Rey85) e é usado para descrever o aumento da rigidez que aparece em

materiais quando eles estão fortemente empacotados. O aumento é associado

com um aumento no volume, ou seja, um efeito dilatante. Então, dilatância é

associada apenas com suspensões altamente concentradas.

Reynolds descobriu o fenômeno da dilatância durante uma pesquisa cujo

propósito era chegar a uma teoria mecânica para o éter. No experimento, ele

usou sacos flex́ıveis preenchidos com esferas de vidro ou areia de quartzo.

Ele descobriu que se um saco fosse preenchido com água, ele seria ŕıgido. A

mudança no volume pode ser vista se o saco estiver conectado a um tubo de

vidro. Na distorção o ńıvel de ĺıquido cai, ao contrário de aumentar como

era esperado. Reynolds concluiu que qualquer distorção necessita de uma

mudança no volume. Ele apresentou, como exemplo comum, a dilatância da

areia. Quando a razão água-para-areia é tal que não haja água suficiente para

preencher todos os vazios e quando o volume da areia é mı́nimo, qualquer

tensão aplicada força o material a fluir, perturbando a posição das part́ıculas e

causando dilatação dos vazios. Isto leva a uma situação na qual o volume total

dos vazios é maior que o volume da água presente. Como resultado, há um

aparente secagem que aumenta a resistência do material à tensão aplicada. A

secagem é um resultado do tempo necessário para as forças capilares proverem

a água adicional requerida para a saturação completa. Quando a pressão é

removida, a areia torna-se novamente molhada. Uma vez que os vazios se

contraem, a água que preenchia o excesso de vazio escapa para a superf́ıcie.

Já materiais que apresentam um aumento na viscosidade com o aumento

da tensão de cisalhamento aplicada, mas não apresentam dilatância, recebem,

puramente, a classificação de shear thickening.

2.5.5
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Figura 2.9: Viscosidade aparente de uma solução aquosa polimérica (poliacri-
lamida) em função da taxa de deformação. A viscosidade aparente foi obtida
com diferentes tipos de viscômetros: Brookfield, Cone e Placa e viscômetro
capilar. Adaptado de (Chh07).

Fluidos do tipo lei-de-potência ou Fluidos de Ostwald

Fluidos do tipo shear thinning ou shear thickening podem ser repre-

sentados por um modelo conhecido como Modelo de Lei-de-potência da

viscosidade. É bastante aceito que a maioria dos fluidos não-Newtonianos cuja

viscosidade é independente do tempo é do tipo shear thinning. A figura 2.9

mostra a viscosidade aparente de uma solução aquosa de poliacrilamida contra

a taxa de deformação, mostrando que tal solução apresenta uma dependência

de lei de potência da taxa de deformação na viscosidade para uma gama de

valores de γ̇. É posśıvel notar uma queda da viscosidade aparente de 1400 Pa.s

para 0.004 Pa.s. A relação constitutiva para um fluido do tipo lei-de-potência

pode ser escrita como

µ = Kγ̇n−1, µ1 < µ < µ2, (2-79)

onde as constantes µ1 e µ2 são os limites de corte inferior e superior da

viscosidade aparente, respectivamente, K é o ı́ndice de consistência, neste

caso, a viscosidade média do material, os limites µ1 e µ2 são uma imposição

experimental (ver figura 2.9) localizada no ńıvel molecular do fluido. Para uma
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descrição mais rigorosa das relações constitutivas para fluidos não-Newtonianos

ler apêndice A.

2.5.6

Escoamentos Viscométricos

Escoamentos laminares que ocorrem em geometrias simples suficientes,

tais que soluções exatas podem ser encontradas, são de importância fundamen-

tal no campo da reologia. O escoamento capilar, descrito anteriormente para

um fluido Newtoniano, é baseado em coordenadas ciĺındricas (r, θ, z) cujas

velocidades (0, 0, uz) são estacionárias. O tensor de tensão tem a forma

P = pI + T =







p+ τrr 0 τrz

0 p+ τθθ 0

τrz 0 p+ τzz






.

onde τθθ deve ser zero se não houver nenhum escoamento helicoidal. A taxa de

deformação duz

dr
é sempre negativa, desde que r é medida da linha central e τrz

é sempre positiva. A equação 2-75 torna-se

τrz = −µa
duz

dr
, (2-80)

e as equações de movimento reduzem-se a

0 = −∂p

∂r
− 1

r

∂

∂r
(rτrr)−

τθθ
r
, (2-81)

0 = −∂p

∂z
− 1

r

∂

∂r
(rτrz) . (2-82)

Da segunda equação tem-se

τrz = −r

2

dp

dz
=

r

r0
τp, (2-83)

onde r0 é o raio do tubo e τp = − r0
2

dp
dz

é a tensão de cisalhamento na parede do

tubo. A condição de contorno na parede é de não deslizamento uz = 0. Assim,

a taxa de fluxo de volume é

Q =

∫ r0

0

2πruzdr = 2π
r20
τ 2p

∫ τp

0

τrzuzdτrz. (2-84)

A componente longitudinal da velocidade seria

uz =

∫ r0

r

(

−duz

dr

)

dr =
r0
τp

∫ τp

τrz

(

−duz

dr

)

dτrz. (2-85)

Combinando as equações 2-85 e 2-84, tem-se

4Q

πr30
=

8

τ 3p

∫ τp

0

τrz

∫ τp

τrz

(

−duz

dr

)

dτrzdτrz, (2-86)
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Usando integração por partes, tem-se

4Q

πr30
=

4

τ 3p

∫ τp

0

τ 2rz

(

−duz

dr

)

dτrz. (2-87)

Para fluidos Newtonianos µduz

dr
= −τrz as equações 2-85 e 2-84 resultam

em

uz = − r20
4µ

(

1− r2

r20

)

dp

dz
(2-88)

4Q

πr30
=

τp
µ

= − r0
2µ

dp

dz
(2-89)

Para fluidos não-Newtonianos estas equações definem a viscosidade apa-

rente
µ =

πR3τp
4Q

=
τ 4p

4
∫ τp
0

τ 2rz
(

−duz

dr

)

dτrz
. (2-90)

O termo 4Q
πR3 é chamado de pseudo taxa de deformação. Note que τp =

−µa

(

duz

dr

)

p
= µ

4Qτ3p
r3
0

.

A relação entre as equações 2-80 e 2-90 pode ser obtida da derivada de

2-87 em r0: d

dτp

4Qτ 3p
r30

= −4τ 2p

(

duz

dr

)

p

. (2-91)

assim
−
(

duz

dr

)

p

=
3Q

πr30
+ τp

d

dτp

(

Q

πr30

)

. (2-92)

Esta equação foi descoberta por vários estudiosos ao mesmo tempo, sendo

atribúıda mais fortemente a Weissenberg, Rabinowitsch e Mooney (Dol97).

Fluidos do tipo lei-de-potência

Tomando a definição do fluido de lei de potência para um modelo capilar,

tem-se
τp = −r0

2

dp

dz
= K

(

4Q

πr30

)n

(2-93)

Aplicando esta relação em 2-92, tem-se

−
(

duz

dr

)

p

=
3n+ 1

n

Q

πr30
. (2-94)

É importante notar que o experimento de escoamento capilar não pode

dar o diagrama de tensão diretamente, mas pode ser corrigido exatamente.

A equação 2-94 pode ser usada para esta conversão. A figura 2.10 mostra os

perfis da magnitude da velocidade para o escoamento de diferentes ĺıquidos do

tipo lei-de-potência. Note que para fluidos do tipo shear thinning a velocidade

em pontos próximos da parede é mais alta se comparado com fluidos do tipo

shear thickening. Estes perfis da velocidade foram obtidos combinando 2-85 e

2-80:
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Figura 2.10: Magnitude da velocidade uz normalizada por u0 no escoamento
de Poiseuille contra r/r0 para vários fluidos do tipo lei-de-potência, onde r0 é
o raio do tubo.

uz (r) =
3n+ 1

n+ 1

[

1−
( |r|
r0

)
n+1

n

]

u0, (2-95)

onde u0 = Q/2r0 é a velocidade média de entrada. Para n = 1 o fluido é

Newtoniano e o perfil é parabólico como mostra a equação 2-64.

Fluido ideal de Bingham

A equação 2-90 pode ser integrada para o plástico ideal de Bingham,

desde que é sabido que

− duz

dr
= 0, 0 ≤ τrz ≤ τ0; (2-96)

−duz

dr
=

1

KHB

(τrz − τ0) , τrz > τ0. (2-97)

A integração deve ser feita em duas partes, de 0 até τ0 e de τ0 até τp.

Para a viscosidade aparente, o resultado de 2-90 é

µa = KHB

[

1− 4

3

τ0
τp

+
1

3

τ 40
τ 4p

]−1

, τrz > τ0; (2-98)

µa = ∞, τrz < τ0. (2-99)
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Em termos do fluxo (equação 2-87):

Q = − πr40
8KHB

[

1− 4

3

τ0
τp

+
1

3

τ 40
τ 4p

]

dp

dz
. (2-100)

A equação 2-100 é chamada de equação de Buckingham-Reiner (a figura

2.11 mostra o diagrama de escoamento capilar desta equação). Note que o fluxo

cresce lentamente com τr=0 após exceder τ0. Isto ocorre pois, na região central

r = 0 a tensão de cisalhamento é zero, então, quando τr=0 < τ0 sempre existirá

um tarugo próximo ao centro. A figura 2.11 (similar a figura 2.7-(b)) mostra

um fluido de Bingham ideal que só se aproxima assintoticamente do valor de

KHB quando τp tende ao infinito.

Figura 2.11: Diagrama de escoamento capilar para o plástico de Bingham ideal.

2.6

Métodos Numéricos para Problemas de Dinâmica de Fluidos

Em geral, as equações de Navier-Stokes e da continuidade apresentam

soluções muito trabalhosas (quando existem!), se o problema considerado en-

volver uma geometria complexa. Na maioria dos tratamentos, simplificações

das equações que governam o escoamento são usadas. Estas simplificações são

baseadas numa combinação de aproximações e análise dimensional; quase sem-

pre, um ajustamento fenomenológico é imposto. Entretanto, alguns problemas

na Mecânica dos Fluidos não podem ser generalizados apenas pelo número

de Reynolds. Para alguns escoamentos outros parâmetros adimensionais são

importantes, tal como o número de Mach quando o escoamento atinge velo-

cidades próximas a da propagação do som naquele fluido, ou como o número

de Stokes, quando part́ıculas se movimentam num fluido. Assim, o número

de parâmetros nas equações e suas relações levam a problemas extremamente

complicados de se resolver e analisar.
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Um bom método para superar esta dificuldade matemática é realizar ex-

perimentos para a determinação das caracteŕıstica de interesse do escoamento.

Assim, túneis de vento e tanques são utilizados para realizar experimentos

em escala menor a fim de estender os resultados à análises pela similaridade

mecânica. Por outro lado, nem sempre é posśıvel obter informação relevante

de um escoamento. Razões para isto são a inacessibilidade do fluido para a

medida durante o escoamento, a imprecisão do equipamento usado para me-

dir o escoamento ou mesmo o equipamento de medida afetar o escoamento

significativamente. Entretanto, mesmo que estas limitações sejam superadas,

ainda há a possibilidade de não ser viável financeiramente realizar tal expe-

rimento. A dinâmica de fluidos computacional é uma alternativa, ou método

complementar.

Desde o fim do século XIX, os métodos de solução numérica para equações

diferenciais parciais já estavam validados, mas só foram efetivamente utilizados

depois do surgimento do computador, na década de 1950. Com a diminuição

gradual do valor pago pela capacidade de processamento e armazenamento de

um computador, a aplicação da computação em problemas de solução numérica

para problemas f́ısicos cresceu dramaticamente, de tal forma que hoje estima-

se que um terço dos pesquisadores envolvidos na dinâmica dos fluidos utilizem

métodos computacionais para o estudo da Mecânica dos Fluidos. Este campo é

conhecido como Dinâmica dos Fluidos Computacional (DFC). A grande

vantagem da DFC é a capacidade de modelar fenômenos onde os experimentos

são inviáveis.

Para se obter soluções aproximadas das equações de conservação do mo-

mento e da continuidade é necessário usar um método de discretização que

aproxime as equações diferenciais por um sistema de equações algébricas. As

aproximações são aplicadas à regiões pequenas do espaço e do tempo, tal que a

solução numérica resulte em pontos no espaço e tempo. A precisão do método

numérico depende muito fortemente da qualidade da discretização utilizada.

Discretizações regulares são prefeŕıveis a discretizações não-estruturadas de-

vido ao erro ser menor (Fer99, For03), embora discretizações não-estruturadas

podem ser melhor aplicadas em geometrias curvas. Na figura 2.12 várias dis-

cretizações posśıveis são mostradas para uma mesma geometria. Na figura

2.12-(a), a geometria é discretizada usando uma rede retangular estruturada

de comprimento ∆x fixo nas fronteiras do problema. Já na figura 2.12-(b),

a discretização é retangular, porém o comprimento nas fronteiras não é o

mesmo. Na figura 2.12-(c), a geometria é discretizada através de uma rede

não-estruturada de comprimento variável nas fronteiras de tal forma a per-

mitir uma maior precisão nas regiões próximas à fronteira circular. Na figura
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2.12-(d), a discretização é não-estruturada e uma adaptação nas fronteiras é

feita de tal modo a dar ênfase de qualidade naquela região. Uma discretização

local pormenorizada pode também ser feita numa determinada região, a fim

de melhorar a qualidade da malha de simulação. Esta adaptação da malha

pode ser realizada, a fim de melhorar a solução dos campos f́ısicos naquela

região. Por exemplo, a taxa de deformação em regiões próximas às fronteiras

sólidas varia em valores muito maiores que nas regiões mais afastadas, por esta

razão uma adaptação nas regiões próximas às fronteiras se faz necessária. Isto

pode aproximar o custo-benef́ıcio (entre o tempo de simulação e a qualidade

da discretização) ao valor ótimo.

Assim como os métodos experimentais, a DFC também apresenta li-

mitações. A primeira limitação é que as soluções numéricas são sempre apro-

ximadas. Erros de discretização podem ser minimizados usando interpolações

mais precisas ou aplicando as aproximações em regiões menores, entretanto

isto leva a um aumento no tempo e custo para se obter a solução. Solucionado-

res diretos obtém soluções mais precisas, mas eles são muito pouco usados pelo

seu custo excessivo12. Métodos iterativos são mais comuns, porém erros devido

a parada do processo de iteração necessitam ser levados em conta. Nesta tese

foi utilizada a técnica iterativa.

Os métodos de visualização dos problemas de escoamento e transferência

de calor estão bastante desenvolvidos e para DFC são diretos, uma vez que os

campos são obtidos diretamente das simulações. O mesmo não acontece com

a parte experimental, onde a possibilidade de visualização do escoamento é

restrita.

Existem um infinidade de métodos para resolver equações diferenciais

parciais. O método de solução iterativa das equações de Navier-Stokes usando

o esquema de diferenças finitas é apresentado a seguir. Ainda, existem técnicas

espećıficas para a solução das equações de Navier-Stokes descritas na literatura

especializada, por exemplo na referência (Fer99).

2.6.1

Método dos Elementos Finitos

A idéia envolvida na técnica de elementos finitos é trocar as equações

diferenciais parciais por equações diferenciais ordinárias, facilmente solúveis

por métodos tradicionais como o Método de Euler ou um dos métodos de

Rung-Kutta (Boy06). No Método dos Elementos Finitos, o sistema todo pode

12Solucionadores diretos requerem que o número de pontos na malha Ndim ≥ Re9/4, onde
dim é a dimensão f́ısica do problema. Assim, quando o número de Reynolds aumenta, o
tamanho da malha de discretização aumenta mais que quadraticamente. Dessa forma, o
custo computacional de processamento e armazenamento devem ser levados em conta.
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Figura 2.12: Várias discretizações de uma mesma geometria. Em (a), a geome-
tria é discretizada usando uma rede retangular estruturada de comprimento
∆x fixo nas fronteiras; em (b), a discretização é retangular, porém o compri-
mento nas fronteiras não é o mesmo; em (c), a geometria é discretizada através
de uma rede não estruturada de comprimento variável nas fronteiras; em (d),
a discretização é não estruturada e uma adaptação nas fronteiras é feita de tal
modo a dar ênfase de qualidade naquela região. Em (c) e (d) a geometria é
discretizada através de redes retangulares e triangulares. Estas discretizações
foram obtidas usando o programa de computador GAMBIT.

ter uma forma complexa e irregular, mas os elementos individuais são fáceis de

analisar. A divisão em elementos podem parcialmente corresponder à divisões

naturais da estrutura. Por exemplo, alguns elementos podem estar associados

com propriedades f́ısicas variáveis no sistema todo. Assim, o sistema pode

ser dividido em grupos de elementos que possuem a mesma viscosidade, por

exemplo. Em geral, um modelo de elementos finitos possui relativamente

poucos parâmetros livres, cujos valores necessitam ser ajustados aos dados. É

assumido então que os parâmetros são conhecidos, a priori, de outras medidas.

Os elementos podem ser em uma dimensão, em duas dimensões (elemen-

tos triangulares ou quadriláteros - veja figuras 2.12 e 2.13) ou em três dimensões

(elementos teraédricos, hexaédricos, etc.). Estes elementos podem servir para

modelar uma infinidade de sistemas f́ısicos que envolvam equações diferenciais

parciais. O comportamento de um tipo particular de elemento é analisado em
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termos das respostas em nós discretos. Esta análise é freqüentemente baseada

no procedimento de Ritz-Rayleigh. Este procedimento foi introduzido por Ritz,

em 1908, como uma generalização da técnica descrita por Rayleigh, em 1877.

Este é o procedimento mais comum usado na formulação de aproximações de

elementos finitos. O procedimento é baseado num teorema de energia poten-

cial mı́nima: seja um funcional dado a energia potencial do sistema, então a

função admisśıvel que minimiza o funcional é uma solução do sistema.

Na prática, é dif́ıcil, ou às vezes imposśıvel, encontrar, entre todas

as funções admisśıveis, aquela que minimiza o funcional. Assim, o sistema

deve ser limitado a um conjunto de funções sobre as quais deve ser tentado

minimizar o funcional. O procedimento consiste em restringir a busca a um

subconjunto particularmente simples de funções admisśıveis, de fato, o espaço

das combinações lineares das n funções de base admisśıveis independentes

χi (~r), onde χi representa, por exemplo, campos de deslocamento para um

problema mecânico e são funções das coordenadas espaciais ~r. O valor de n é

escolhido para ser tão pequeno quanto for consistente com a precisão requerida

pela resposta. O conjunto particular de funções de base usado é arbitrário,

como tanto que sejam independentes e admisśıveis.

O exemplo a seguir ilustra como esta técnica é aplicada, tal que uma ex-

trapolação pode ser feita para outros problemas. Seja o seguinte problema: uma

membrana plana vibrando. A equação diferencial governante deste movimento

foi idealizada por Rayleigh, em 1877.

T∇2χ+ ς̟2χ = p, (2-101)

onde T é a tensão aplicada nas bordas da membrana, χ é o deslocamento

da membrana, ς é a densidade superficial, ̟ é a freqüência angular e p é a

pressão aplicada. A condição de contorno é que χ = 0 em ∂Ω. É posśıvel

definir ̟′ ≡ ̟
√

ς/T e p′ = p/T e mostrar que o funcional de energia para

este sistema é (For60):

f (χ) =
1

2

∫

|∇χ|2 dS +
1

2

∫

̟′2χ2dS −
∫

χp′dS, (2-102)

onde as integrais são realizadas nas regiões de interesse. Os três termos no

lado direito da equação 2-102 representam a energia devido a tensão da

membrana, inércia e pressão aplicada, respectivamente. O funcional é aquele a

ser minimizado pelo procedimento de Ritz. A escolha mais simples da base a ser

usada é um conjunto que permite o campo de deslocamento sobre o elemento

ser uma função linear geral de ~r. Para tal, três funções de base são necessárias.

Existem dois meios de formulá-las: um é baseado no sistema de coordenadas

Cartesiano e o outro nas coordenadas naturais do sistema. O resultado
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final é o mesmo, mas, em algumas circunstâncias, uma das formulações pode

se mostrar ser melhor.

O método das coordenas Cartesianas envolve escolher como funções de

base o conjunto [1, x, y]. O deslocamento em qualquer ponto (x, y) no elemento

é dada pela combinação linear destas três funções de base:

χ (x, y) = c1 + c2x+ c3y. (2-103)

Aplicando isto nos três vértices de elemento triangular, tem-se







χ1

χ2

χ3






=







1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3













c1

c2

c3






.

Escrevendo na forma matricial

~χ = X~c. (2-104)

Seguindo o procedimento de Ritz-Rayleigh, substitui-se o valor de χ da

equação 2-103 na equação 2-102. Depois de fazer as integrações, deriva-se em

função de ci. Fazendo as derivadas iguais a zero o resultado é um conjunto de

equações para ci que são facilmente solúveis por vários métodos.

A~c = B~p′, (2-105)

onde o vetor ~p′ representa o valor do campo de pressão p′. Os componentes das

matrizesA e B são funções de̟′ e das coordenadas do vértice de cada elemento

triangular. Esta equação resolve o valor da variáveis num único elemento,

para o sistema todo, a equação 2-105 deve ser modificada tal que possa ser

combinada com equações similares representando os outros elementos:

AX−1~χ = B~p′, (2-106)

ou, numa forma mais compacta

S~χ = ~f, (2-107)

onde S é a matriz de rigidez e ~f é o vetor das forças nodais aplicadas. Para

um triângulo com um grau de liberdade em cada nó, a matriz de rigidez será

3 × 3. Cada elemento da matriz representa a rigidez entre um nó e outro; a

relação de rigidez entre os dois nós é simétrica.

Já no método das coordenadas naturais expressa-se a localização de cada

ponto num elemento triangular pelas coordenadas da área (A1/A,A2/A,A3/A),

onde A = A1 + A2 + A3 é a área total do elemento mostrada na figura 2.13-

(b). É posśıvel usar Ai/A como o conjunto das funções de base. É posśıvel
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Figura 2.13: Em (a) são apresentados exemplos de elementos básicos que
discretizam um sistema em duas (triângulo e retângulo) e três dimensões. Na
figura (b) o elemento triangular é apresentado num sistema de coordenadas
cartesiano. As áreas A1, A2 e A3 são utilizadas para o cálculo através das
coordenadas naturais. A localização dos pontos 1, 2 e 3 são (x1, y1) , (x2, y2) e
(x3, y3), respectivamente.

mostrar, então, que os coeficientes ci são os deslocamentos nodais χi. Seguindo

o procedimento de Ritz-Rayleigh, o resultado é o mesmo das coordenadas

Cartesianas.

2.6.2

Método das diferenças finitas

Seja a função χ (x0 +∆x) derivável, tal que a expansão em séries de

Taylor em torno de x0 é:

χ (x0 +∆x) ≈ χ (x0) + ∆x
dχ

dx x=x0

+
(∆x)2

2

d2χ

dx2 x=x0

+
(∆x)3

6

d3χ

dx3 x=x0

+ · · ·
(2-108)

Tal que se ∆x = −∆x, têm-se

χ (x0 −∆x) ≈ χ (x0)−∆x
dχ

dx x=x0

+
(∆x)2

2

d2χ

dx2 x=x0

− (∆x)3

6

d3χ

dx3 x=x0

+ · · ·
(2-109)

De tal forma que as equações acima podem ser manipuladas para se obter

as derivadas primeira e segunda em função dos pontos adjacentes a x0:

dχ

dx
=

χ (x0 +∆x)− χ (x0)

∆x
, (2-110)

dχ

dx
= −χ (x0)− χ (x0 −∆x)

∆x
, (2-111)

dχ

dx
=

χ (x0 +∆x)− χ (x0 −∆x)

2∆x
, (2-112)
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Figura 2.14: Discretização quadrada do problema para o cálculo da função χ
através da técnica de diferenças finitas. Em (b), a borda é irregular tal que o
valor de χk+1

i,j deve ser calculado com o valor de χk
i,j e dos quatro vizinhos mais

próximos: χk
i−1,j, χ

k
i+α,j, χ

k
i,j−β e χk

i,j+1 através das equações .

d2χ

dx2
=

χ (x0 +∆x) + χ (x0 −∆x)− 2χ (x0)

(∆x)2
, (2-113)

onde a aproximação na equação 2-110 é chamada de aproximação por diferença

progressiva, por utilizar um ponto adiante do ponto x0; a equação 2-111 é

chamada de aproximação por diferença regressiva; a equação 2-112 é chamada

de aproximação por diferença central e, por último, a equação 2-113 é a

aproximação por diferenças centrais para a segunda derivada da função. Estas

equações podem ser aplicadas diretamente numa rede quadrada regular com

espaçamento constante ∆x, como na figura 2.14-(a).

Suponha que o problema bi-dimensional da membrana tensionada vi-

brante proposto na seção anterior para a explicar a técnica dos Elementos

Finitos seja proposto. A equação 2-101 pode ser escrita como:

T
χk
i+1,j + χk

i−1,j + χk
i,j+1 + χk

i,j−1 − 4χk
i,j

(∆x)2
+ ς̟2χk

i,j − p = 0, (2-114)

onde χk
i,j é a forma discretizada abreviada para χ (x, y, t), com os ı́ndices i

para a coordenada x, j para a coordenada y e k para a coordenada t. Se

alguém quiser resolver esta equação estacionária, pode se utilizar de uma

técnica pseudo-spectral igualando a equação 2-114 por ∂χ/∂t, tal que

T∇2χ+ ς̟2χ− p =
∂χ

∂t
= 0. (2-115)

Uma vez que, por diferenças progressivas, ∂χ/∂t =
χk+1

i,j −χk
i,j

∆t
, tem-se a equação
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de diferenças governante do problema

χk+1
i,j = ∆tT

χk
i+1,j + χk

i−1,j + χk
i,j+1 + χk

i,j−1 − 4χk
i,j

(∆x)2
+
(

∆tς̟2 + 1
)

χk
i,j − p∆t.

(2-116)
A medida que o tempo evolui, a solução de χ se aproxima de um valor

estacionário, tal que χk+1
i,j −χk

i,j → 0, então ∂χ/∂t → 0 como requerido. O valor

de ∆t deve ser escolhido tal que o erro seja minimizado (For03), mas levando

sempre em conta que ∆tmuito pequeno leva a custo computacional alto. Ainda,

mesmo que o parâmetro de relaxação ∆t seja grande o suficiente para um

resposta aceitável do problema, a solução deve ser truncada devido ao lento

caminho até a solução estabilizar.

Assim, deve ser escolhido um critério de convergência para a solução

do problema. É comum escolher o critério de convergência em função da norma

Euclidiana

‖χ‖2 =
1

N

√

√

√

√

N
∑

i=1

χ2
i . (2-117)

Tal que se entre dois passos consecutivos de iteração ‖χk+1‖2 − ‖χk‖2 < CC ,

a simulação assume o valor do campo χ como solução para o problema. Aqui,

CC é um número menor que a unidade. Em geral, para um problema onde

certa precisão é desejada, CC deve ser menor que 10−5. Ainda, a condição de

estabilidade impõe que o número de Courant NC = c∆t/∆x < 1, onde c é

a velocidade f́ısica da propagação no problema.

Mas nem todo problema admite uma discretização regular quadrada

como na figura 2.14-(a). Quando a borda é um tanto complicada, a discre-

tização pode ser realizada como nas figuras 2.12 ou na figura 2.14-(b). A ex-

pansão de χ em séries de Taylor próximo do ponto assinalado na figura 2.14-(b)

pode ser expressa como

χ (x0 + α) ≈ χ (x0) + α
dχ

dx x=x0

+
α2

2

d2χ

dx2 x=x0

+
α3

6

d3χ

dx3 x=x0

+ · · · (2-118)

de tal form que as derivadas no ponto x = x0 podem ser encontradas em função

da fração α:
dχ

dx
=

χ (x0 + α)− χ (x0)

α
, (2-119)

dχ

dx
= −χ (x0)− χ (x0 −∆x)

∆x
, (2-120)

dχ

dx
=

χ (x0 + α)− χ (x0 −∆x)

α +∆x
, (2-121)

d2χ

dx2
= 2

∆xχ (x0 + α) + αχ (x0 −∆x)− (α +∆x)χ (x0)

α∆x (∆x+ α)
, (2-122)

Seja α uma fração de ∆x, e, utilizando a forma reduzida as equações

acima podem ser escritas na forma:
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dχ

dx
=

χi+α − χi

α∆x
, (2-123)

dχ

dx
= −χi − χi−1

∆x
(2-124)

dχ

dx
=

χi+α − χi−1

(α + 1)∆x
(2-125)

d2χ

dx2
= 2

χi+α + αχi−1 − (α + 1)χi

α (∆x)2 (1 + α)
(2-126)

Estas derivadas podem ser aplicadas no ponto enfatizado na figura 2.14-

(b) para o problema da membrana vibrante levando à seguinte equação de

diferenças para o laplaciano de χ:

∇2χ = 2
χi+α,j + αχi−1,j − (α + 1)χi,j

α (∆x)2 (1 + α)
+ 2

βχi,j+1 + χi,j−β − (β + 1)χi,j

β (∆x)2 (1 + β)
.

(2-127)
Para problemas onde a discretização triangular é necessária, o procedimento

para esquematizar a equação de diferenças apropriada é semelhante.



3

Transporte de Part́ıculas em Fluidos

3.1

Transporte de part́ıculas em Fluidos Newtonianos

Quando um corpo move-se de modo estacionário relativo a um fluido

Newtoniano, no qual ele está imerso, há uma combinação de fatores que levam

ao surgimento de uma interação macroscópica neste corpo. Esta interação pode

ser dividida em dois grupos principais dependendo da orientação dela. A força

resultante na direção paralela ao movimento relativo do corpo é chamada

de força de arrasto, enquanto que a força perpendicular ao movimento é

chamada de força de elevação ou força de lift1.

No caso de escoamentos estacionários, o momento linear total do fluido

numa região fixa no espaço não varia no tempo, i.e., a perda de momento

devido ao atrito de corpos ŕıgidos imersos no fluido é balanceada pelo ganho

de momento das forças atuando para manter o escoamento, por exemplo o peso

da part́ıcula. A equação expressando esta igualdade que permite estabelecer

uma relação entre a velocidade caracteŕıstica do escoamento e a queda de

pressão é freqüentemente chamada de Lei de arrasto. A força ~F exercida

pelo escoamento no corpo é igual à integral do fluxo de momento sobre a

superf́ıcie do corpo Σ ao longo do vetor normal a esta superf́ıcie. O fluxo da

i-ésima componente do momento por unidade de área perpendicular ao eixo j

tem a forma ρuiuj+pδij−τij. Desde de que a velocidade do fluido na superf́ıcie

de um corpo ŕıgido em relação a vizinhança dele é zero, a força ~F é

~F = −
∫

Σ

(p− T ) · d ~A. (3-1)

O primeiro termo no lado direito da equação 3-1 descreve a transferência

de momento para o corpo através da pressão e é, portanto, independente

da viscosidade do fluido. Esta forma de arrasto é chamado de arrasto de

forma2 e depende fortemente da forma do corpo e da orientação em relação

1A tradução livre para a palavra de ĺıngua inglesa lift é levantar, elevar, suspender, etc.
Nesta tese foi utilizado o termo lift simplesmente para designar esta força, em detrimento
do termo em ĺıngua portuguesa.

2Em ĺıngua inglesa o termo é form drag.
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ao escoamento. Por esta razão, o arrasto de forma pode ser minimizado em

problemas onde esta redução é desejável, por exemplo: ao se projetar um carro

ou um avião, onde deseja-se um arrasto tanto menor quanto posśıvel a fim de

reduzir a perda de potência útil destes equipamentos. Em alguns casos esta

componente é igual a zero, como no escoamento de um tubo reto, onde a

superf́ıcie é sempre paralela ao escoamento. A segunda componente representa

o arrasto de atrito3, o qual num fluido viscoso é sempre diferente de zero.

No caso de corpos geometricamente similares, a expressão 1
2
ρu2

rAΣ pode ser

tomada como uma caracteŕıstica da força ~FD, onde ur é a velocidade relativa

do corpo ao fluido e AΣ é uma área caracteŕıstica, em geral é tomada como a

área da superf́ıcie do corpo ou a área projetada na direção do escoamento 4.

A quantidade adimensional

CD =
FD

1
2
ρu2

rAΣ

(3-2)

é chamada de coeficiente de arrasto do corpo. Se o arrasto é devido somente

ao atrito, o coeficiente de arrasto é denotado por f e é chamado de coeficiente

de atrito ou fator de fricção.

A figura 3.1 mostra um corpo de forma arbitrária movendo-se num

fluido em regime de baixo número Reynolds. Na figura 3.1-(a), o campo de

pressão do escoamento é mostrado, de tal forma que ele cresce do azul para o

vermelho. Assim, cada componente da face do corpo experimenta um valor da

pressão diferente e a pressão resultante −
∫

p ·d ~A é responsável pelo arrasto de

forma. Na figura 3.1-(b), as iso-linhas da tensão de cisalhamento são mostradas

evidenciando que onde a superf́ıcie é paralela ao escoamento, maior é a tensão

de cisalhamento. A soma das tensões de cisalhamento
∫

T · d ~A é a origem do

arrasto de atrito.

Quando o número de Reynolds é suficientemente alto, existe um arrasto

induzido devido ao trem de vórtices formados atrás do corpo (ver figura 3.2).

Este arrasto induzido depende fortemente da forma do corpo e da direção de

movimento deste corpo num fluido; é o que Theodore von Kármán denominou

de wake drag5. Este tipo de arrasto é amplamente estudado em aerodinâmica.

Os aerodinamicistas estudam maneiras de reduzir esta força, redesenhando

continuamente as asas de aviões. De fato, esta preocupação deu origem a uma

sub-disciplina chamada de Teoria de Asa (Jon90).

3Geralmente referenciado como skin friction drag em textos clássicos de ĺıngua inglesa.
4Este termo caracteŕıstico foi obtido por Isaac Newton no seu livro Philosophiae Naturalis

Principia Mathematica e foi origem de muita controvérsia como explica von Kárman em
(Kar04).

5Uma tradução livre seria arrasto de esteira. De fato, o que se chama de wake é toda
uma região com vorticidade diferente de zero na parte de trás do corpo.
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Figura 3.1: Um corpo de forma arbitrária movendo-se num fluido Newtoniano
incompresśıvel com Re ≪ 1. As condições de contorno na direção do esco-
amento são velocidade constante na zona de cima, pressão zero na zona de
baixo e periódicas nas zonas perpendiculares ao escoamento. Em (a),o campo
de pressão do escoamento, onde a pressão cresce do azul para o vermelho e em
(b), um pormenor das iso-linhas de tensão de cisalhamento, τ , no corpo, que
também crescem do azul para o vermelho. A diferença de pressão no corpo
leva ao arrasto de forma e ao somatório das tensões no corpo leva ao arrasto
de atrito.

Stokes foi o primeiro a determinar a força de arrasto, em regimes do

número de Reynolds muito baixo, para uma part́ıcula esférica movendo-se

translacionalmente num escoamento Newtoniano isotrópico, incompresśıvel

e isotérmico (Sto51). Ele propôs que a aceleração convectiva poderia ser

desprezada, uma vez que a velocidade u é muito pequena, e, trocou as equações

de Navier-Stokes por

ρ
∂~u

∂t
= −∇p+ µ∇2~u, (3-3)

∇ · ~u = 0. (3-4)

Ele supôs, ainda, que a dependência temporal da velocidade tinha uma
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Figura 3.2: Vetores do campo de velocidades de um fluido Newtoniano in-
compresśıvel em torno de um objeto de forma arbitrária movendo-se nele (ver
figura 3.1) com Re = 100. Note os vórtices formados atrás do corpo, os quais
dão origem ao arrasto induzido.

forma de decaimento exponencial, e−λt, levando a seguinte equação simples

∇p = µ∇2~u− λρ~u. (3-5)

Desde que a pressão satisfaz a equação de Laplace, uma solução particular de

3-5 é portanto
~upart = −∇p

λρ
. (3-6)

Esta equação é bastante útil, quando se conhece a solução para o campo

de pressão. A solução de Stokes foi obtida por ele através da função de corrente,

mas Lamb apresentou uma solução mais geral para o campo de pressão

em termos de uma expansão em séries de Taylor (Gra07). Lamb, também,

apresentou uma solução geral do campo de velocidades na forma de dubleto,

stokesleto e rotleto, que para o escoamento estacionário podem ser expressos

como:

~u =
1

r3
~A× ~r, dubleto, (3-7)

~u =
~B

r
+

~r

r3

(

~B · ~r
)

, stokesleto, (3-8)

~u = ~r ×∇
(

~C · ~r
r3

)

, rotleto, (3-9)

onde ~A, ~B e ~C, aqui, são vetores constantes. Para a situação onde o

escoamento não é estacionário outras soluções similares, mas dependentes do
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Figura 3.3: Comportamento do fluido ao passar por um cilindro liso. (a)
Escoamento laminar (Re < 1), (b) escoamento laminar, mas com surgimento
de vórtices próximos ao cilindro (1 < Re < 103), (c) escoamento com esteira
de vórtices atrás do corpo (103 < Re < 105) e (d) escoamento puramente
turbulento (Re > 105).

tempo, são encontradas (Gra07).

A derivação da relação da força de arrasto para uma part́ıcula sólida

movendo-se no fluido é simples e diretamente obtida das equações de Stokes

quando a aproximação de baix́ıssima velocidade relativa entre a esfera e o

fluido, ur, é assumida (Bat00, Mon07, Sto51, Cho00, Fox85, Bro67). Para uma

esfera de raio R, Stokes sobrepôs a solução de dubleto (3-7) e stokesleto (3-

8), orientadas na direção do escoamento, eixo−z. Para uma esfera sob estas

condições o coeficiente de arrasto é escrito através de uma relação simples como

CD =
12µ

ρRur

=
12

Re
, (3-10)

com o número de Reynolds definido em função da part́ıcula como Rep =
ρ
µ
Rur.

Entretanto nesta solução teórica, as forças viscosas são dominantes em

relação aos termos de aceleração convectiva, embora estes sejam mais impor-

tantes em distâncias grandes da esfera. Alfred N. Whitehead notou que qual-

quer tentativa de solução das equações de Navier-Stokes para grandes valores

do número de Reynolds que tivessem como ponto de partida a solução de

Stokes levaria a dificuldades imensas6. Oseen (Ose10) sugeriu um tratamento

alternativo, ao invés de aproximar as equações de Navier-Stokes como em 3-5,

6Esta dificuldade teórica é chamada de paradoxo de Whitehead.
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Figura 3.4: Coeficiente de arrasto, CD, contra o número de Reynolds, Re, para
uma esfera movendo-se num fluido Newtoniano. O comportamento de cada
regime do escoamento é descrito na figura 3.3.

ele usou a aproximação

ρ

(

∂~u

∂t
+ u0

∂~u

∂z

)

= −∇p+ µ∇2~u, (3-11)

sendo u0 ao longo do eixo−z. Oseen obteve uma solução para o escoamento

em torno da esfera, tal que o coeficiente de arrasto é

CD =

(

9

2
+

12

Re

)

. (3-12)

A solução de Stokes (equação. 3-10) é um caso limitante da equação 3-12,

quando Re se aproxima de zero.

Outras soluções foram derivadas para a determinação de CD para uma

esfera. Goldstein encontrou uma solução através de uma expansão em séries

do número de Reynolds (Gol29):

CD =
24

Re

(

1 +
3

8
Re− 19

320
Re2 +

71

2560
Re3 − 30179

2150400
Re4 +

122519

17203200
Re5 − . . .

)

.

(3-13)
A solução de Stokes revelou-se válida somente para o escoamento próximo

da superf́ıcie do sólido e a solução de Oseen válida somente para regiões dis-
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tantes da fronteira. Proudman e Pearson (Pro57) e Kaplun (Kap57) chegaram

independentemente a um resultado intermediário entre as soluções de Stokes e

Oseen, através de métodos assintóticos. A equação para o coeficiente de arrasto

devido a Proudman e Pearson é

CD =
6π

Re

[

1 +
3

8
Re +

9

40
Re2 lnRe +O

(

Re2
)

]

. (3-14)

O termo logaŕıtmico é imposto a este problema (Gra07). A equação 3-13, ou

qualquer outra solução contendo somente potências de Re, é inválida. Soluções

emṕıricas para o coeficiente de arrasto têm sido desenvolvidas e uma das mais

utilizadas é àquela devida a Morsi e Alexander (Mor72):

CD = a1 +
a2
Re

+
a3

Re2
, (3-15)

onde a1, a2 e a3 são constantes.

Velocidade terminal

Quando a part́ıcula esférica está em estado de decantação, as únicas

forças atuando na part́ıcula são a força de arrasto e o peso da part́ıcula. Se o

número de Reynolds for pequeno o suficiente para a aproximação de Stokes, o

balanço das forças na part́ıcula leva à

6πµRuT =
4

3
πρpR

3g =⇒ uT =
2

9

ρp
µ
R2g. (3-16)

A velocidade uT é a velocidade terminal da part́ıcula decantada, ela é

comumente chamada de velocidade de queda.

3.1.1

Arrasto em escoamentos turbulentos

Para números de Reynolds maiores que 103 o arrasto sobre a part́ıcula não

pode ser determinado simplesmente pelas equações devido a Stokes (equação.

3-10), Oseen (equação. 3-12) ou mesmo àquela devido à Kaplun (equação.

3-14). De tal forma que o valor do coeficiente de arrasto em escoamentos

turbulentos toma o valor experimental ∼ 0.4 para Re > 105 (ver figura 3.4).

Para grãos naturais Fredse et al. (Fre92) chegaram à relação emṕırica

CD = 1.4 +
36

Re
. (3-17)

Geralmente, grãos são modelados como elipsóides de diâmetros d1, d2 e

dl; dl é o maior dos três diâmetros do elipsóide (Sch54). O fator de forma

de Corey, fC , é o mais representativo meio de se quantificar uma dimensão

para uma part́ıcula não-esférica:
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fC =
dl√
d1d2

. (3-18)

Para grãos naturais, o fator de forma de Corey fica em torno de 0.7. Embora

este seja o método mais utilizado para descrever a forma de uma part́ıcula

não-esférica, outros métodos são também utilizados. Como exemplos têm-se,

o diâmetro nominal, que é o diâmetro de uma part́ıcula esférica tendo a

mesma massa e volume da part́ıcula não-esférica; o diâmetro de queda, que

é o diâmetro de uma part́ıcula esférica lisa caindo em água parada a uma

temperatura de 24◦C na mesma velocidade média da queda da part́ıcula não-

esférica nas mesmas condições (o diâmetro de queda é a melhor descrição por

levar em conta a forma da part́ıcula, embora seja o mais trabalhoso).

Haider e Levenspiel (Hai89) encontraram a seguinte relação para

part́ıculas não-esféricas:

CD =
24

Re

(

1 + b1Re
b2
)

+
b3Re

b4 +Re
, (3-19)

onde b1 = e2.3288−6.4581fC+2.4486f2
C , b2 = 0.0964 + 0.5565fC , b3 =

e4.905−13.8944fC+18.4222f2
C−10.2599f3

C e b4 = e1.4681+12.2584fC−20.7322f2
C+15.8855f3

C e

o número de Reynolds é baseado numa part́ıcula esférica de mesmo volume e

massa da part́ıcula não-esférica.

Número de Stokes

Na advecção, em um sistema dilúıdo, part́ıculas suficientemente pequenas

seguem as linhas de corrente do escoamento, como é o caso de part́ıculas de

poeira no ar, enquanto que part́ıculas grandes atravessam as linhas de corrente

devido à sua inércia, como o caso de pedrinha de granizo. A quantificação desta

caracteŕıstica do transporte de part́ıculas em fluidos é melhor descrita através

de um parâmetro adimensional chamado de número de Stokes exposto na

seguinte relação:
St ≡ tP

LS

ur, (3-20)

onde tP é o tempo de relaxação caracteŕıstico da part́ıcula e LS é um

comprimento caracteŕıstico do sistema. Em geral, este tempo de relaxação é

tomado como tP = 9
2

ρpR2
p

µ
. Para St ≪ 1, a part́ıcula segue as linhas de corrente.

Para St ≫ 1, as part́ıculas não percebem o arrasto do fluido seguem trajetórias

baĺısticas.

3.2

Transporte de Part́ıculas numa Estrutura Ramificada

A separação de part́ıculas em função do seu tamanho é um problema

interessante encontrado em muitas áreas da indústria e pesquisa ambiental
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e biológica (Gim03, Fra04). Muitas técnicas complexas têm sido propostas

para este fim. Entre elas a cromatografia hidrodinâmica e o fracionamento

fino de separação em escoamento7 têm sido propostos para a separação

e filtragem de diversos tipos de part́ıculas, abrangendo desde micróbios a

drogas e emulsões farmacêuticas (Sah95, DiM70). Embora estas técnicas sejam

precisas, elas apresentam um desvantagem intŕınseca: necessitam da geração

de campos externos, os quais aumentam significativamente a complexidade,

custo econômico e tempo de processamento.

Todavia, como mostrado recentemente, a separação de part́ıculas de di-

ferentes tamanhos pode ser alcançada explorando somente as capacidades de

um escoamento advectivo laminar (DiC08). Part́ıculas de tamanho semelhante

apresentam as mesmas trajetórias, num escoamento advectivo. Esta carac-

teŕıstica serve para uma descrição teórica determińıstica do comportamento

das part́ıculas neste escoamento (Hua04). Assim, é posśıvel ter um enten-

dimento do que acontece em experimentos em que o escoamento advectivo

através de obstáculos está presente ou do fracionamento do escoamento. Porém,

não fica claro como os pormenores geométricos do equipamento utilizado nestes

experimentos afeta a eficiência de separação.

Trabalhos anteriores têm se interessado no desenvolvimento de novos

dispositivos tecnológicos inspirados no comportamento e geometria de sistemas

naturais (Cop03). A estrutura ramificada do tipo pulmão é proposta no

presente trabalho para a separação de part́ıculas num escoamento advectivo

através desta estrutura (Vas10). As part́ıculas são injetadas no escoamento

através de uma entrada principal, como mostrado na figura 3.5, e são coletadas

numa das sáıdas da estrutura ramificada. A intenção é estudar como os

parâmetros da estrutura afetam o processo de separação.

O dispositivo usado nos cálculos consiste de cascatas de cilindros for-

mando um estrutura tipo-pulmão como mostrado na figura 3.5. Em cada bi-

furcação, os raios dos cilindros diminuem por um fator de h e o ângulo de

bifurcação α = 60. Tanto os braços menores quanto o cilindro gerador estão

no mesmo plano, onde φ é o ângulo azimutal entre dois planos sucessivos de

bifurcação. A geometria da bifurcação é modelada de tal forma a não permitir

descontinuidades (Mau03). O diâmetro do primeiro tubo é igual a 2 cm, o que

corresponde aproximadamente ao diâmetro da traquéia humana, onde a estru-

tura bifurcada é constrúıda até a quarta geração. A razão entre o comprimento

L e o diâmetro D dos cilindros em cada geração é tida como L/D = 3.

É imposto um fluxo constante de massa através da entrada e as condições

de contorno para a sáıda são de pressão zero naquelas fronteiras. A condição

7Termo do inglês: split-flow thin fractionation.
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Figura 3.5: O separador de part́ıculas consiste de uma cascata de cilindros
formando uma estrutura ramificada em três dimensões. Um estrutura de árvore
dicotômica com quatro gerações é mostrada na figura. Tanto o ângulo de
bifurcação, α = 60◦, quanto o ângulo azimutal, φ = 90◦, são os mesmos em
todas as bifurcações posteriores. O fator de crescimento dos comprimentos e
raios subseqüentes é dado por h. No pormenor, é mostrada a discretização
não-estruturada do separador

de não deslizamento nas paredes é adotada e a o escoamento através do

estrutura ramificada é obtido solucionando-se as equações de Navier-Stokes

para um fluido incompresśıvel em condições isotérmicas (equação. 2-51) no

estado estacionário:

ρ~u · ∇~u = −∇p+ µ∇2~u, (3-21)

∇ · ~u = 0. (3-22)

O número de Reynolds é
Re ≡ ρ

µ
u0D0, (3-23)

onde D0 é o diâmetro do cilindro principal. As simulações foram restritas ao

regime onde o escoamento apresenta Re ∼ 50. O escoamento é resolvido por

técnicas de diferenças finitas com volume de controle usando o FLUENT. O

critério de convergência para a conservação do momento linear e a massa foi

de que o reśıduo fosse menor que 10−6.
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Uma vez que as equações para o escoamento foram resolvidas, o cálculo

da trajetória das part́ıculas é executado. As part́ıculas são injetadas na borda

de entrada com velocidade v0 = u0 normal à superf́ıcie de entrada e com

distribuição uniforme por toda a superf́ıcie. Por simplicidade, a densidade das

part́ıculas é da ordem da densidade do fluido (ρp ≈ ρ), de tal forma que a força

de empuxo iguala-se ao peso da part́ıcula. Assim, desde que as dimensões das

part́ıculas são diminutas, a única força relevante ao problema é o arrasto e a

equação de movimento pode ser escrita como

d2~rp
dt2

=
CD

mp

1

2
ρπR2

pu
∗~u∗ ≈ 3

8
CD

u∗

Rp

~u∗, (3-24)

onde CD é obtido através da expressão 3-15 com o número de Reynolds baseado

na part́ıcula, Rep ≡ ρ
µ
u∗Rp; mp ≡ 4

3
ρpπR

3
p é a massa da part́ıcula esférica e u∗

é a velocidade relativa entre o fluido e a part́ıcula. As condições de contorno

nas regiões de sáıda do escoamento são de descarga de massa e nas paredes da

estrutura as part́ıculas sofrem reflexões.

3.2.1

Condições de contorno para part́ıculas

Existem três condições de contorno posśıveis para a interação entre uma

part́ıcula e a parede sólida: captura, sáıda e reflexão. A condição de captura

impõe que quando a posição do centro de massa da part́ıcula, ~rp, está na

fronteira da parede sólida, ∂Ω, sua posição posterior não muda. Assim, a

trajetória de uma part́ıcula imersa no fluido termina na fronteira, ∂Ω. Esta

condição é útil quando se quer modelar o aprisionamento das part́ıculas em

processos de adsorção ou filtragem. A condição de sáıda faz com que a trajetória

das part́ıculas acabem na fronteira em que esta condição é imposta, mas, ao

contrário da condição de captura, esta condição é aplicada em fronteiras fluido-

fluido, e não fluido-sólido. A condição de reflexão é imposta entre fronteiras

fluido-sólido. Esta condição f́ısica é modelada para part́ıculas saindo da região

de interesse do problema.

Quando uma part́ıcula esférica encontra uma fronteira sólida estacionária

reflexiva, a conservação do momento linear do sistema part́ıcula-parede impõe

que o momento justo antes da colisão, ~P , é igual ao momento logo após a

colisão, ~P ′. Entretanto, a colisão pode ser perfeitamente elástica, ou não. Se

a colisão for tomada como elástica, a energia cinética da part́ıcula justo antes

do choque, 1
2
mpv

2 é igual a sua energia cinética logo após o choque, 1
2
mpv

′2;

se o momento linear do sistema é conservado, mp~v = mp~v
′. Se a velocidade

da part́ıcula for representada numa base em que os vetores ortonormais são o

vetor normal, n̂, à superf́ıcie e um vetor tangencial, t̂, tem-se ~v = vnn̂+ vtt̂. O
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conjunto de equações formado pelos prinćıpios de conservação da energia e do

momento linear pode ser resolvido facilmente para mostrar que a velocidade

na direção normal é alterada para v′n = vn e a velocidade na componente

tangencial continua inalterada.

É comum definir um coeficiente de restituição, na direção normal ao

choque,
en =

v′n
vn

, (3-25)

onde vn e v′n são as velocidades na direção normal à superf́ıcie antes e após a

colisão, respectivamente. O coeficiente de restituição tangencial é definido de

maneira similar:
et =

v′t
vt
, (3-26)

onde vt e v
′

t são as velocidades na direção tangencial à superf́ıcie antes e após a

colisão, respectivamente. Se en = 1 e et = 1, a colisão é perfeitamente elástica.

Entretanto, se en = 0 e et = 0, a colisão é perfeitamente inelástica e a part́ıcula

é aprisionada na parede.

Paredes rugosas

Se alguém tomar uma imagem microscópica de uma seção de uma parede

lisa de um material qualquer, poderá perceber as imperfeições nas paredes da

amostra. Embora, para contextualizações macroscópicas, a fronteira possa ser

tomada como lisa, de tal forma que para um choque perfeitamente elástico o

ângulo de incidência da part́ıcula, θ−, seja igual ao ângulo de reflexão, θ+, a

estrutura microscópica é de importância para o problema a ser estudado, o

espalhamento pode ser não-especular.

Mas a conservação do momento linear é um dos pilares da Mecânica

e alguma caracteŕıstica do sistema parece impedir a aplicação direta da

conservação do momento linear. Esta caracteŕıstica é a rugosidade. Em geral,

uma caracterização da rugosidade da parede pode ser tomada como uma

medida do rúıdo da profundidade dos sulcos.

Uma conhecida relação, chamada de lei dos cossenos de Knudsen8

(Knu52), mostra que a distribuição dos ângulos de reflexão para uma molécula

que deixa a superf́ıcie no ângulo sólido dΩ formando um ângulo θ+ com a

normal à superf́ıcie, é dada por,

fprob (θ+) =
dΩ

2π
cos θ+. (3-27)

Esta relação mostra que a velocidade da part́ıcula espalhada não depende do

ângulo de incidência θ−. Knudsen mostrou que esta conjectura, baseada em

8Knudsen estudou experimentalmente o escoamento de gases rarefeitos através de tubos,
em 1907.
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Figura 3.6: Esboço esquemático da probabilidade de uma part́ıcula impingindo
numa parede sólida num ângulo θ− e deixando a fronteira a uma ângulo θ+
dentro de um ângulo sólido dΩ.

considerações da teoria cinética dos gases, está em concordância com dados

experimentais. Embora Knudsen não estivesse convencido de suas próprias ex-

plicações, a lei dos cossenos mostrou-se válida e James C. Maxwell apresentou

mais refinamentos à lei dos cossenos.

É comum também, definir uma orientação da superf́ıcie, de tal forma

que o ângulo θp é medido entre a inclinação da rugosidade e esta direção

de orientação da superf́ıcie. Sommerfeld e Hubber (Som99) notaram que θp

obedece uma função de distribuição de probabilidade (FDP) normal:

FDP (θp) =
1

√

2π (δθp)
2
e
−

θ2p

2(δθp)
2

. (3-28)

Esta distribuição é caracterizada pelo desvio padrão da distribuição gaussiana

através do parâmetro δθp. A média desta distribuição dos ângulos é aproxima-

damente zero.

Sommerfeld e Hubber (Som99) estudaram extensivamente e em detalhes

o processo de colisão de part́ıculas impingindo em superf́ıcies rugosas através

de aparatos experimentais. Eles descobriram que o ângulo de reflexão, α+,

obedece uma distribuição que depende de δθparede e do ângulo de incidência, α−

(ver figura 3.7). A função de distribuição (equação. 3-28) depende da distância

tomada entre cada um dos pontos da amostra, de tal forma que, existe um

ângulo médio de rugosidade, 〈θp〉, que depende do tamanho da part́ıcula e

do ângulo de impacto. Este desvio está, de algum modo, relacionado com o

tamanho da part́ıcula. Quanto menor for a part́ıcula, maiores são os efeitos



Caṕıtulo 3. Transporte de Part́ıculas em Fluidos 62

Figura 3.7: Representação da reflexão não especular de uma part́ıcula impin-
gindo numa superf́ıcie rugosa. α− é o ângulo de incidência, que numa reflexão
especular seria igual ao ângulo de reflexão. Entretanto α+ é o ângulo de reflexão
aparente, devido às imperfeições da superf́ıcie.

da rugosidade nela (Sch98). A distribuição de probabilidade de um ângulo de

sáıda efetivo, α+, em relação à superf́ıcie para colisões perfeitamente elásticas

é encontrada ser (Kon09)

FDPef (α−, α+, δθp) = tanh

(

3

2

α+

δθp

)

sin

(

α− + α+

2

)

e
−
(α+−α

−)2

8(δθp)
2

. (3-29)

Este resultado é válido somente para uma part́ıcula efetuando apenas uma

colisão com a parede rugosa. Se, por ventura, a part́ıcula sofre mais de um

ricocheteio na parede, a equação 3-29 necessita de uma correção. Se δθp for

suficientemente pequeno, ou seja, a parede for efetivamente lisa, a função de

probabilidade na equação 3-29 torna-se uma linha estreita e as colisões voltam

a ser especulares.

A vista superior da geometria da estrutura ramificada de quarta geração

na figura é apresentada na 3.8-(a), evidenciando as sáıdas numeradas de 1 a 8.

Para cada valor do número de Stokes, 104 part́ıculas são injetadas na entrada

da estrutura com velocidade relativa ao fluido nula (~u∗ = ~0). As trajetórias

das part́ıculas no escoamento são obtidas através de integração numérica via

método de Runge-Kutta de quarta ordem das equações 3-24. Na figura 3.8-(b),

o histograma do percentual de part́ıculas é mostrado para uma estrutura com

α = 90◦ e nas condições de escoamento para Re = 50 em função do número de

Stokes, St. No limite em que o número de Stokes é muito pequeno, tal que as

part́ıculas seguem as linhas de corrente, a percentagem de part́ıculas em cada

sáıda é aproximadamente igual a 12.5%. A medida que o número de Stokes

aumenta, a concentração de part́ıculas em cada sáıda pode variar para mais

de três vezes o valor para baixos números de Stokes(ver figura 3.8-(b)). Para

St ∼ 0.24, quase 70% das part́ıculas saem pelos braços centrais. Entretanto,
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Figura 3.8: (a) Estrutura ramificada com quatro gerações e suas oito sáıdas.
(b) Histograma da percentagem de part́ıculas deixando a estrutura por cada
uma das sáıdas da figura em (a) para diferentes valores do número de Stokes.
(c) Distribuição de part́ıculas deixando a estrutura ramificada em duas sáıdas
(uma mais central, a sáıda 3, e, a outra periférica, a sáıda 1) como função do
número de Stokes, para α = 90◦ e Re = 50.
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esta tendência do aumento da concentração de part́ıculas nas sáıdas centrais

da estrutura com o aumento do número de Stokes atinge um valor cŕıtico,

StC , próximo de 0.4 (veja figura 3.8-(c)). Após ultrapassado este valor, a

concentração de part́ıculas nas sáıdas centrais tende a diminuir rapidamente

com o aumento de St, tal que para St ∼ 1 a concentração nas sáıdas periféricas

e centrais é praticamente a mesma. O comportamento apresentado na figura

3.8-(c) pode ser melhor entendido quando as figuras 3.9 são visualizadas.

Desde que, como mostra a figura 3.9-(a), o número de Stokes é muito baixo,

a trajetória das part́ıculas coincide com as linhas de corrente. Já na figura

3.9-(b), a inércia das part́ıculas é suficiente para provocar colisões com as

paredes, mas não é suficiente para vencer a força de arrasto. Na figura 3.9-(c),

como o número de Stokes é razoavelmente alto, as part́ıculas apresentam um

comportamento baĺıstico fracamente amortecido. Com o aumento de St é de

se esperar que a natureza estat́ıstica da baĺıstica tome lugar e a concentração

de part́ıculas em cada sáıda se aproxime de uma distribuição uniforme sobre

todas as sáıdas.

A equação 3-29 foi usada para simular a reflexão não-especular das

part́ıculas de tamanho fixo nas paredes da estrutura ramificada. O valor

de δθp foi feito variar entre 2.5◦ e 20◦, mostrando que apenas mudanças

quantitativas foram encontradas no valor das concentrações em cada sáıda

(< 10%). Estatisticamente os resultados encontrados se confirmaram mesmo

para grandes ângulos médios de rugosidades (δθp ∼ 20◦). Isto mostra que a

estrutura ramificada pode ser usada na prática para o processo de separação

de part́ıculas em suspensão.

Os resultados apresentados nas figuras 3.8-(b) e 3.8-(c) sugerem que a

estrutura apresentada pode ser empregada como um separador de part́ıculas

eficiente, desde que a mistura seja dilúıda. Part́ıculas que apresentam número

de Stokes menor que o valor de StC são retiradas principalmente pelas sáıdas

centrais, onde o número de part́ıculas com St ≫ StC ou St ≪ StC que deixam

a estrutura através das sáıdas centrais é aproximadamente o mesmo.

Os resultados apresentados nas figuras 3.8 foram obtidos para uma

estrutura com valores fixos de φ e α, entretanto é posśıvel melhorar a eficiência

de separação da estrutura mudando os parâmetros φ e α. A figura 3.10-(a)

mostra o percentual de part́ıculas deixando a estrutura através das sáıdas

centrais em função do número de Stokes para diferentes valores de φ. A figura

3.10-(b) mostra o decrescimento monotônico do percentual máximo em função

de φ, cujo pormenor apresenta a variação de logStC com φ. O percentual de

part́ıculas máximo é conseguido para uma estrutura com ângulo φ = 90◦, onde

as sáıdas centrais estão à uma mesma distância da entrada (ver figuras 3.11).
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Figura 3.9: Trajetória de dez part́ıculas projetadas na seção transversal de uma
estrutura ramificada com paredes lisas com α = 60◦ e φ = 0◦ para diferentes
valores do número de Stokes da injeção: (a) St = 5.9 × 10−6, (b) St = 0.24 e
(c) St = 3.78.
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Figura 3.10: Em (a), é mostrado o número percentual de part́ıculas, nc,
retiradas da estrutura pelas quatro sáıdas mais centrais em função do número
de Stokes, St, para diferentes valores do ângulo azimutal φ. Aqui, α = 60◦ e
h ≈ 0.79. Em (b), o valor máximo do percentual para cada curva na figura (a)
em função de φ. Na figura interior, é mostrada a dependência do logStC em
função de φ.

Esta geometria em que φ = 90◦ é essencialmente tridimensional, ao contrário

da estrutura em que α = 0◦, que é planar. O pormenor da figura 3.10-(b)

mostra que StC é efetivamente invariante em relação a φ < 30◦ e à medida que

φ aumenta após φ = 30◦, o valor de StC decresce, fazendo com que part́ıculas

com valores cada vez menores de St escapem pelas sáıdas centrais.

Outro parâmetro a ser variado é o ângulo α. A figura 3.12-(a) mostra

o percentual de part́ıculas deixando a estrutura pelas quatro sáıdas centrais

em função do número de Stokes, em estruturas onde φ = 90◦ e h ≈ 0.79.

Para cada curva do percentual de part́ıculas retiradas nas sáıdas centrais

contra o logSt existe um ponto de máximo. Para baixos valores do número de

Stokes, o percentual de part́ıculas que saem pelas sáıdas centrais e periféricas é

efetivamente o mesmo. A medida que o número de Stokes aumenta até o valor

cŕıtico para α, StC , o percentual de part́ıculas que saem pelas sáıdas centrais

chega a ser seis vezes maior que nas sáıdas periféricas (α = 60◦ ou α = 90◦).

Assim que StC é transposto, o percentual de part́ıculas nas sáıdas centrais

cai abruptamente, chegando a ser menor que 40% do total de part́ıculas. Esta

região deve ser evitada por ter uma variação muito brusca. Na figura 3.12-(b) a

dependência do máximo das curvas na figura 3.12-(a) contra α são mostradas,

o que corrobora a discussão a respeito de α maiores produzirem uma maior

eficiência de separação próximos de StC . O pormenor da figura 3.12-(b), mostra

como o número de Stokes cŕıtico StC varia com α. Para valores de α pequenos,

StC é alto, tal que para valores de α maiores que 50◦, os valores de StC têm a

mesma ordem de grandeza (StC ≈ 0.34).
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Figura 3.11: Geometria das estruturas ramificadas propostas com quatro
gerações: em (a), φ = 0◦, e, em (b), φ = 90◦. Aqui α = 60◦ e h ≈ 0.79.
As quatro sáıdas centrais são assinaladas nas duas figuras.

Figura 3.12: Em (a), é mostrado número percentual de part́ıculas retiradas da
estrutura pelas quatro sáıdas mais centrais em função do número de Stokes,
St, para diferentes valores do ângulo α. Aqui, φ = 90◦ e h ≈ 0.79. Em (b), o
valor máximo do percentual para cada curva na figura (a) em função de α. Na
figura interior, é mostrada a dependência do logStC em função de α.
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Figura 3.13: Em (a), é apresentado o número percentual de part́ıculas retiradas
da estrutura pelas quatro sáıdas mais centrais em função do número de Stokes,
St, para diferentes valores de h. Aqui, α = 60◦ e φ = 90◦. Em (b), o valor
máximo do percentual para cada curva na figura (a) em função de h. Na figura
interior, é mostrada a dependência do logStC em função de h.

Na figura 3.13-(a) a variação do percentual de part́ıculas retiradas nas

sáıdas centrais com logSt é mostrada quando diferentes estruturas para

diferentes valores de h. Todas as curvas apresentam um valor máximo para

o número de Stokes, tal que para estruturas com h grande o suficiente, pode

existir um máximo de eficiência de até 80% para h = 1. A figura 3.13-(b)

mostra como o percentual de part́ıculas retiradas nas sáıdas centrais varia com

h. Há um crescimento suave do Stokes de eficiência máxima quando h aumenta.

O pormenor da figura 3.13-(b) mostra a variação do logStC contra h, revelando

um crescimento monotônico a medida que h aumenta, ou seja, para estruturas

com h maiores, maior será o número de Stokes cŕıtico.

O comportamento descrito nas figuras 3.10, 3.12 e 3.13 é útil para a

confecção da estrutura separadora de part́ıculas, tal que um ajuste fino pode

ser conseguido para cada conjunto de part́ıculas com St conhecido. Ainda, é

de se conjecturar que com o aumento das gerações na formação da estrutura,

a eficiência de separação aumente. De fato, é esperado que uma cascata de

separadores resulte em eficiências efetivas de quase 100%.

Em relação a outros separadores de part́ıculas com campos externos apli-

cados (Pam07), o separador proposto tem a vantagem de necessitar apenas de

um escoamento advectivo constante para o seu funcionamento. De fato, estu-

dos experimentais de separadores que usam apenas as propriedades hidráulicas

e a geometria da estrutura de separação têm sido propostos na última década

(Hua04, Yam04). Uma vez que os processos f́ısico de separação não dependem

da natureza do fluido empregado, tal tipo de dispositivo pode ser aplicado tanto

na análise de tamanho quanto para a separação de tamanho de diferentes tipos
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de part́ıculas numa mistura dilúıda.

3.3

Modelo matemático para o transporte de part́ıculas

3.3.1

Contexto

A preservação da natureza e a proteção ambiental são questões importan-

tes nas agendas de organizações governamentais e não-governamentais. Con-

seqüentemente, estas questões têm sido objeto de estudo intenso, onde a prin-

cipal preocupação é entender como as ações humanas afetam o meio-ambiente.

Por exemplo, deflorestamento e emissões de poluentes são relacionados a mu-

danças no clima resultando em enchentes e erosão (Elg01, Rus96, Bog74). Em

particular, erosão pode ser responsável por diminuir a qualidade de vida, cau-

sando um efeito negativo na economia. O problema de erosão também atrai

o interesse de geólogos e f́ısicos. Na Geologia, esta é uma área extremamente

rica com muitos dos padrões observados na natureza oriundos dos processos

de erosão e deposição. Na F́ısica, a formação de tais padrões varre uma gama

imensa de escalas espaciais e temporais. Estes processos de formação de padrões

estão diretamente relacionados ao transporte de part́ıculas sólidas granulares

por um escoamento e apresentam uma rica fenomenologia com uma variedade

de aplicações. Aplicações particulares são bacias de rios fractais, meandros

de rios, campos de dunas, avalanches granulares ou plataformas continentais

costeiras.

Grande parte do conhecimento de processos de erosão são leis emṕıricas

derivadas de medições de campo, o que levou a um interesse de teóricos para

a descrição do fenômeno (Kro02, Ert02). Várias tentativas para entender

a dinâmica do transporte de barras de areia no praia (Elg01) ou em rios

(Leo95) do ponto de vista estat́ıstico têm sido feitas, mas muitas questões

fundamentais aparecem devido aos padrões macroscópicos formados devido

a instabilidades (Sey07). Muitos experimentos têm sido desenvolvidos para

responder a questão fundamental: como objetos granulares respondem a ação

de fatores externos? (Pou99, Bor05). A descrição de escoamentos de soluções

não-dilúıdas é bastante dif́ıcil. Em geral, o tratamento de soluções concentradas

é realizado com modelos de duas fases ou misturas.

3.3.2
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Figura 3.14: (a) Configuração inicial t́ıpica da posição dos grãos de uma
rede aleatória triangularizada com 64 part́ıculas. (b) O mosaico de Voronoi
correspondente.

Formulação do Modelo

O sistema a ser modelado é uma solução concentrada de part́ıculas

esféricas num fluido Newtoniano incompresśıvel em duas dimensões. O meio

granular é considerado como uma rede aleatória regularizada de tamanho

N × N num plano, onde os śıtios são os centros de massa dos grãos com

diâmetro d. A condição inicial para o problema é que as part́ıculas estejam

arranjadas numa rede regular quadrada, onde a distância entre os vizinhos mais

próximos é lR. Os grãos são movidos aleatoriamente ao longo de vetores com

direção arbitrária e magnitude menor que a distância de separação inicial dos

grãos. Assim, os grãos são distribúıdos aleatoriamente, mas com uma separação

caracteŕıstica entre eles. Desde que não há sobreposição de part́ıculas, a

magnitude de um vetor aleatório não pode exceder 1
2
(lR − d). Embora a rede

seja constrúıda em duas dimensões, a idéia é simular fenômenos tridimensionais

que acontecem num plano, para tal, as esferas são supostas completamente

submersas no fluido.

Dado um instante de tempo t, o sistema inteiro de grãos é triangularizado

considerando cada part́ıcula como o vértice de um mosaico de Voronoi (ver

figura 3.14). A geometria local de poros entre dois grãos vizinhos (śıtios i e j)

é considerada como um canal capilar com permeabilidade hidráulica, κi,j. Esta

associação gera uma rede de capilares representando a geometria complexa do

espaço de poros. Um gradiente constante de pressão é imposto entre a zona de

entrada e a zona de sáıda. Condições de contorno periódica são assumidas na
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Figura 3.15: Canal capilar empregado no modelo entre duas part́ıculas de
diâmetro d e separação ℓi no mosaico de Voronoi, em (a), e, em (b), a seção
reta correspondente do canal caracterizada pelo raio hidráulico RH .

região perpendicular ao gradiente de pressão aplicado. Ainda, a conservação

da massa é requerida no sistema, de tal forma que

∑

j

κi,j (pi − pj) = 0, (3-30)

onde o ı́ndice j refere-se aos śıtios vizinhos do śıtio i no mosaico de Voronoi,

κi,j é a permeabilidade hidráulica do canal capilar, pi e pj são os valores da

pressão local nos śıtios i e vizinho de i, respectivamente. As N equações 3-

30 algebricamente acopladas são resolvidas em termos do campo de pressão

nodal através de métodos padrão para solução de matrizes esparsas. Assim,

através da equação 2-65, a velocidade do fluido em cada ponto da rede pode

ser calculada, conhecendo-se a viscosidade do fluido e o tamanho dos capilares

do mosaico de Voronoi.

A largura do canal capilar de comprimento ℓi,j é limitada pela separação,

Li,j, entre as duas esferas de diâmetro d. Assim o escoamento capilar é obtido

utilizando-se o raio hidráulico (equação. 2-67) para a estimativa de um canal

de seção circular. A área da seção reta do canal é tomada como a área da seção

reta no plano em que o segmento de reta que une o centro das duas part́ıculas

é mı́nimo (ver figura 3.15). O raio hidráulico (equação. 2-67) para este canal é

RH = 2
AH

PH

= 2
Li,jd− πd2/4

2Li,j + πd
. (3-31)

A utilização do raio hidráulico, mostra que a relação da permeabilidade

hidráulica tem a forma:

µu0;i,j
ℓi,j
∆pi,j

= −R2
H

8
= −8d2

(4Li,j − πd)2

(2Li,j + πd)2
. (3-32)

Esta equação é uma modelagem supondo que o canal entre as duas esferas
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é prismático de seção reta, tal como apresentado na figura 3.15-(b). Entretanto,

esta permeabilidade não representa a solução numérica exata das equações de

Navier-Stokes por não levar em consideração a interação entre o fluido e a

geometria. A solução das equações de Navier-Stokes no estado estacionário

para um fluido incompresśıvel, mais a equação da continuidade, foi obtida

com o aux́ılio do FLUENTr considerando condições de contorno periódicas

na direção transversal ao escoamento, velocidade constante, u0, na face de

entrada do canal de largura Li, altura d e comprimento ℓi (ver figura 3.15-(a))

e condição de pressão zero na face de sáıda. Na face inferior e nas esferas a

condição de não-deslizamento foi imposta. Na face superior a condição imposta

foi de tensão de cisalhamento nula. A solução obtida com o FLUENTr foi

conseguida com um método de discretização tetragonal da geometria imposta

e as equações de momento e continuidade foram resolvidas usando um método

de diferenças finitas de segunda-ordem para o momento com parâmetro de

relaxação igual à 0.7. A solução foi considerada válida quando o reśıduo do

momento linear e da continuidade foi menor que 10−7.

A permeabilidade hidráulica em função da razão Li,j/d é mostrada na

figura 3.16. É assumido que as part́ıculas se movam sem transferir momento

linear para as part́ıculas do fluido, mas as part́ıculas do fluido transferem

momento para os grãos, ou seja, há acoplamento unidirecional. O regime

de escoamento é considerado quasi-estático, ou seja, o escoamento se adapta

instantaneamente a qualquer mudança na geometria dos grãos. Estas mudanças

na geometria ocorrem porque o fluido exerce uma força de arrasto nos grãos.

Este arrasto é obtido através do fator CD dado pela equação 3-10. A velocidade

do escoamento u0;i,j através do grão é obtida da equação da conservação da

massa para os grãos (equação. 3-30) fazendo a condutividade hidráulica do

capilar κi,j ≡ κ (Li,j). Assim, a velocidade média do escoamento capilar é

u0;i,j = −κi,j

µ

pi − pj
ℓi,j

. (3-33)

A força que age no grão será então

~Fi = 3πµd
∑

j

(~u0;i,j − ~vi) , (3-34)

onde ~vi é a velocidade do grão. Usando a segunda lei de Newton na equação

3-34 e integrando diretamente, obtém-se a velocidade e o deslocamento da

part́ıcula, dado um instante de tempo ∆t, num sistema de coordenadas que se
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Figura 3.16: Permeabilidade hidráulica κ normalizada por κ0 em função da
razão Li,j/d para a configuração da figura 3.15-(a). Aqui, κ0 é a permeabilidade
de um canal com Li,j/d = 1. A linha sólida é uma interpolação de uma
polinomial cúbica dos dados obtidos da solução numérica das equações de
Navier-Stokes. Esta função cúbica é utilizada modelo de rede de poros.

move com velocidade 〈~v〉:

~vi (t+∆t) = 〈~v〉 − [〈~v〉 − ~vi (t)] e
−NC∆t, (3-35)

∆~ri (t+∆t) = 〈~v〉∆t+
[〈~v〉 − ~vi (t)]

NC

(

1− e−NC∆t
)

, (3-36)

onde C ≡ 18µ
ρgd2

, com ρg sendo a densidade volumétrica de massa dos grãos e a

velocidade 〈~v〉 = 1
N

∑

i ~vi é a velocidade média com que o sistema se move. O

deslocamento ∆~ri a que cada part́ıcula é submetida no tempo t+∆t é obtido

levando-se em conta que as part́ıculas não podem ocupar o mesmo lugar de

outra naquele tempo. Assim, ∆t deve ser escolhido pequeno suficiente para

não permitir esta super-posição. O critério de convergência para o movimento

dos grãos é caracterizado para que estes não movam significativamente, de tal
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Figura 3.17: Configuração final do sistema para porosidades φ = 0.57, em (a),
φ = 0.71, em (b) e φ = 0.80, em (c), após 15000 passos de interação. O arranjo
dos grãos em determinadas posições dão origem a padrões caracteŕısticos que
dependem fortemente de φ.

forma que a solução atinja o desejado estado estacionário.

Resultados

Simulações foram realizadas numa rede com N = 32 × 32 grãos de

diâmetro d = 30µm e densidade ρg = 2.75kg/m3. As part́ıculas estão imersas

em água ĺıquida, cuja viscosidade é µ = 10−3 Pa.s, que escoa em condições de

baixo número de Reynolds, Re ≪ 1, através dos grãos cujo espaço preenchido

por água, ou seja a porosidade φ, varia de 0.48 a 0.80. Para cada valor de φ,

foram obtidos resultados para cinco realizações diferentes, a fim de garantir

plausibilidade estat́ıstica.

Nas figuras 3.17-(a),(b) e (c), são mostradas três configurações finais

do modelo para diferentes valores de φ. Como se pode observar os padrões

formados dependem fortemente da porosidade dos grãos. Para valores grandes

de φ, ocorre agregação de part́ıculas em forma de dendritos refletindo o

acoplamento forte dos grãos com o escoamento. Para valores pequenos de φ, não

existe padrão observado, o que reflete a baixa mobilidade dos grãos em sistemas

compactos. A tendência a formar padrões do tipo dendrito nos quais os grãos

alinham-se em direções preferenciais, pode ser estatisticamente quantificada

atribui-se a cada par de grãos em contato um ângulo α entre os segmentos

de retas conectando o centro de massa dos grãos e a direção ortogonal ao

escoamento. Nas figuras 3.18-(a), (b) e (c), são mostrados os histogramas para

cinco realizações de cada sistema com porosidades φ = 0.57, 0.71 e 0.80,

respectivamente. para o sistema com baixa porosidade, φ = 0.57, a figura

3.18-(a) mostra que um número significativo dos grãos estão alinhados em

α = 25◦ (e na direção simétrica α = 155◦), muito embora a grande maioria das

part́ıculas que estão em contato umas com as outras façam ângulos próximos a
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Figura 3.18: Histograma do ângulo de contato, α, entre os grãos em contato
para sistemas com porosidades φ = 0.57, em (a), φ = 0.71, em (b) e φ = 0.80,
em (c). Foram feitas cinco realizações para cada sistema.

90◦. É uma tendência de sistemas de pouca mobilidade de se alinhar na direção

do escoamento. Em sistemas com porosidade intermediária, 0.5 < φ < 0.71, a

moda está localizada nos ângulos α = 60◦ e α = 20◦. Este comportamento já

foi observado experimentalmente por Daerr et al. (Dae03). Na figura 3.18-(c),

o histograma mostra que a distribuição do ângulos é alargada, o que indica

que muitas direções de alinhamento são posśıveis, excetuando-se aquelas que

se aproximam de zero e 180◦. Ângulos de alinhamento entre 50◦ e 130◦ têm

aproximadamente a mesma probabilidade de acontecer.

Também, a partir deste modelo, pode-se mostrar que a permeabilidade

hidráulica global, κ, pode ser expressa como uma lei de potência da porosidade.

Este comportamento está expresso na figura 3.19. É interessante que o rear-

ranjo cont́ınuo leva a um sistema de poros auto-organizado encontrado neste

tipo de sistema. Koponen et al. mostraram que a permeabilidade hidráulica

pode ser expressa como uma lei de potência para um outro sistema, onde as

part́ıculas não se tocam (Kop97).
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Figura 3.19: Permeabilidade hidráulica global, κ, normalizada pelo valor da
permeabilidade global para φ = 0.48, κ0, em função da porosidade da amostra
φ. A linha sólida representa o ajuste a uma função do tipo κ

κ0
= aφb, com

a = 21.5± 0.5 e b = 4.0± 0.5.



4

Escoamento através de Meios Porosos

Neste caṕıtulo é apresentado um estudo sobre o escoamento de fluidos

não-Newtonianos através de meios porosos desordenados realizado pelo autor,

orientador e colaboradores (Mor09). Uma breve introdução sobre meios poro-

sos é feita, seguida de uma introdução sobre as propriedades de escoamento

através de meios porosos até a descrição das leis de Darcy e Forchheimer. Sub-

seqüentemente, os resultados obtidos com a simulação numérica do escoamento

de fluidos do tipo de lei-de-potência e do fluido de Bingham são apresentados

(estes fluidos foram introduzidos no caṕıtulo 2).

4.1

Contexto

Na literatura de Mecânica dos Solos e Hidrologia é comum distinguir

entre as propriedades de transporte, incluindo a condução de calor, e as pro-

priedades do escoamento. Já na literatura de F́ısica, todas essas propriedades

estão na mesma categoria de transporte. Neste caṕıtulo serão discutidas as

propriedades básicas que determinam o que é um meio poroso, suas principais

caracteŕısticas e o transporte de momento de fluidos não-Newtonianos através

de meios porosos desordenados em três dimensões.

4.2

Caracterização de meios porosos

A informação mais básica a respeito do espaço de poros de um meio

poroso é sua porosidade, i. e., a fração volumétrica do espaço de vazios em

relação ao volume total da amostra. Deste modo, esta fração é sempre menor

que a unidade. Seja VT o volume total do meio poroso, Vs o volume do material

sólido compondo o meio poroso e Vv o volume dos poros (vazio), a porosidade

é definida através da seguinte relação:

ε =
Vv

VT

=
VT − Vs

VT

= 1− Vs

VT

. (4-1)

O valor da porosidade das rochas é menor que 1% em muitas rochas

cristalinas (ex. granito), em torno de 5 − 15% em arenitos, e mais de 60%
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em pedras pome. Por causa do solos serem mais particulados que ŕıgidos, o

requerimento para estabilidade mecânica restringe os valores da porosidade do

solo para uma faixa menor que 60%. A maioria dos solos minerais apresentam

porosidades entre 30% e 60%, com valores entre 40-50% na zona mais externa

do solo. O espaço poroso de um meio poroso geológico é, geralmente, ocupado

por completo por ar e/ou água.

O conceito de porosidade definido através da equação 4-1 é extremamente

simples, e, geralmente, o meio mais confiável de se estimar a porosidade é

através da medição da densidade da amostra seca. A densidade média de uma

coleção de part́ıculas não irá variar muito além de 2650 Kg/m3 (a densidade

do quartzo), enquanto que a densidade de part́ıculas de solo pode variar para

mais de 15% deste valor. A densidade seca de um solo é obtida pesando-se um

volume pré-determinado, mas os processos de remoção da amostra, transporte

e secagem podem mudar a estrutura do material.

Solos biologicamente ativos, tendo alguns poros grandes entre torrões do

solo ou agregados, são particularmente vulneráveis à compactação no processo

de transporte da amostra. No entanto, a porosidade associada aos poros

grandes é raramente superior a 5% da porosidade total, de modo que os erros

decorrentes da mudança de re-empacotamento podem ser restringidos por esse

valor. Outro meio de se obter a porosidade é medir a perda de massa de um

solo inicialmente saturado durante um longo tempo num forno de secagem a

uma temperatura de 105◦C. Este método exige que o volume de poros não

mude com a adição ou remoção de água, uma suposição não necessariamente

razoável para solos com teor significativo de argila. Também, exige que o

solo esteja inicialmente saturado por completo, mas é preciso que uma boa

técnica experimental seja aplicada a fim de garantir exatidão em teores de

água maiores que 90%. Assim, a especificação da porosidade por esta técnica

de pesagem entra numa faixa de tolerância (Hun09). Métodos indiretos de se

estimar a porosidade incluem atenuação de raios gama (Mar96) e picometria

de gás (Dan86) com amostras secas. Estes métodos também estão sujeitos a

mudanças no volume durante a amostragem e transporte. Técnicas de imagens

por tomografia de raios-X podem ser usadas para determinar a porosidade do

meio, tanto quanto para distinguir entre diferentes tipos de espaço poroso.

Até aqui, os métodos descritos para se estimar a porosidade de uma

amostra não levam em conta fatores morfológicos, de tal forma que podem

existir regiões no meio poroso que não estão interconectadas às outras regiões

da amostra, isto é, não é posśıvel a partir de uma região de vazio chegar em

qualquer outra região de vazio do meio. Desta forma, as técnicas empregadas

para se estimar a porosidade refletem a porosidade real da amostra. Nesta
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tese, foi utilizada a definição de porosidade efetiva na qual todas as regiões

de vazio da amostra estão interconectadas e no decorrer da tese ε, ou a palavra

porosidade, designa simplesmente a porosidade efetiva da amostra.

Classificação do espaço poroso

Suponha que o meio poroso estudado é perfeitamente conhecido. Depois

de distinguir entre o espaço de poros e o sólido, é útil classificar as porções

do espaço de poros como corpo poroso (poro) ou estrangulamento poroso co-

nectando o corpo poroso. Este diferença é acreditada ser fundamental para

a distinção entre meios porosos molhados e secos. Corpos porosos são gran-

des vazios, geralmente tendo um ou mais estrangulamentos levando a eles. A

constrição do espaço poroso ligando espaços porosos vizinhos é denominada de

estrangulamento ou gargalo. A distinção entre corpos porosos e estrangulamen-

tos não é muito rigorosa, mas Glantz e Hilpert (Gla07) utilizaram a teoria dual

de grafos para tentar melhorar esta distinção, através de uma generalização

usual das técnicas de estado sólido para a construção de redes duais.

4.3

Modelos para representação do espaço poroso

Uma vez que a obtenção da morfologia de um meio poroso é dif́ıcil, mode-

los teóricos têm sido propostos para o estudo computacional das propriedades

de transporte.

4.3.1

Modelos de Empacotamento de Esferas

Um empacotamento de esferas consiste num arranjo de esferas

idênticas que se tocam, mas não se sobrepõem, a fim de preencher um espaço

determinado. Este arranjo pode ser arbitrário, mas, em geral, é feito de tal

modo a maximizar a desordem do arranjo. Isto é obtido quando esferas são

adicionadas ao espaço a ser preenchido e depois são comprimidas a fim de confe-

rir ao sistema uma coesão estrutural. Um arranjo aleatório de esferas apresenta

uma porosidade pouco maior que 36.6% (Son08). Para atingir porosidades vari-

adas deve-se fazer um arranjo regular ou incluir esferas de tamanhos diferentes

no arranjo (Bor94). O aspecto mais interessante do modelo de empacotamento

de esferas é permitir uma conectividade total do espaço poroso.

Em duas dimensões o empacotamento de esferas torna-se um arranjo

de discos, mas cada corpo poroso não está conectado na amostra, tal que a

porosidade efetiva é zero. Este modelo pode ser utilizado em problemas de
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Mecânica Estrutural, mas não pode ser utilizado para o escoamento de um

fluido.

4.3.2

Modelos de Tubos Paralelos e de Redes

Além dos empacotamentos de esferas, também existem modelos de meios

porosos baseados em tubos capilares paralelos, redes e conceitos de fractal.

Enquanto que discussões a respeito do modelo de empacotamentos de esferas

são usadas para se ter um insight dos conceitos e terminologia, elas também

são úteis como descrições de meios porosos artificiais, como aqueles formados

por esferas de vidro. Uma outra questão é, se tais meios artificiais revelam-

se úteis para a compreensão das propriedades hidráulicas de meios naturais.

Nesta tese não serão tratados modelos de tubos capilares, pois como cada

um dos tubos implicitamente abrange o meio todo, os poros têm limiar de

coordenação infinito e limiar de percolação zero. O feixe capilar é, portanto,

um modelo fisicamente incompleto, embora tenha uma utilização no ensino

de conceitos básicos. Ele também serve como um caso limite de conectividade

perfeita entre os poros de um dado tamanho, mas conectividade zero entre

poros de diferentes tamanhos. Uma vez que este modelo é uma simplificação

exagerada para estudo do escoamento e transporte em meios naturais, não será

tratado nesta tese, embora ele seja bastante popular.

Os modelos de rede começaram com Fatt (Fat63) e foram submetidos a

uma evolução extraordinária nas últimas três décadas. As redes de tubos de

Fatt eram tubos se conectando num ponto sem dimensão, uma configuração de

bola-e-tubo logo se tornou comum, refletindo a distinção feita anteriormente

entre o armazenamento em corpos de poros, e o escoamento através de estran-

gulamentos porosos. Modelos mais recentes de estrangulamento poroso têm

uma seção reta poligonal em vez de uma seção circular (Lag01, Cam05, Lin06)

e/ou uma tendência de convergência/divergência na geometria (por exemplo,

em forma de estrangulamentos bi-cônicos (Hil03)) ao invés de uma seção trans-

versal constante. As primeiras redes eram quase todas em 2D, enquanto redes

recentes são quase todas em 3D, uma distinção fundamental. Isto se deve ao

fato das propriedades de transporte poderem ser obtidas analiticamente de

modo mais fácil em 2D. Em um meio 2D, apenas percolação de uma fase é

posśıvel. Assim, não só o escoamento simultâneo de duas fases é imposśıvel,

como todos os grãos estão em contato uns com os outros (necessário para a es-

tabilidade mecânica). Recentemente, redes reticuladas regulares, com raios de

poros distribúıdos aleatoriamente para estrangulamentos e corpos, e estrangu-

lamentos individuais eliminados aleatoriamente foram utilizadas para produ-
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zir a coordenação desejada. Em contrapartida, alguns tratamentos costumam

usar redes irregulares (Bak97), com raios de poros espacialmente correlacio-

nadas (Kna01) e coordenação dos poros positivamente correlacionada com o

tamanho dos poros. Os modelos de rede foram utilizados como ferramentas

conceituais em engenharia de petróleo duas décadas antes de sua relação com

os processos de infiltração ter sido reconhecida (Cha77).

4.3.3

Modelo de Queijo Súıço

Um dos muitos modelos cont́ınuos que representam um meio poroso em

duas ou três dimensões é conhecido como Modelo de Queijo Súıço (Lor01).

Neste modelo um conjunto de discos ou esferas é lançado aleatoriamente numa

caixa de dimensões Lx, Ly e Lz, tal que a superposição dos discos ou esferas é

permitida. Neste modelo, o substrato é constrúıdo através dos espaços vazios

que restaram na caixa após a alocação destes discos ou esferas. Assim, em três

dimensões, o substrato poroso é cont́ınuo de tal forma a permitir deslocamento

de mais de uma fase. Ainda, é posśıvel controlar a porosidade da amostra

simplesmente escolhendo um valor exato até onde a alocação de esferas atinja

um valor de ε próximo do desejado. Isto é conseguido computacionalmente

realizando integração de Monte Carlo (Car98) toda vez que uma esfera for

alocada na caixa. O ponto cŕıtico para a percolação neste modelo é ǫC = 1
2

(Sas87, Hal85). O Modelo de Queijo Súıço inverso é constrúıdo do mesmo modo

que o Modelo de Queijo Súıço apenas considerando que o que era substrato

poroso passa a ser vazio e vice-versa.

Um outro modelo bastante similar ao Modelo de Queijo Súıço é aquele

onde o substrato poroso é constrúıdo alocando obstáculos, entretanto não

permitindo a superposição de obstáculos. Se os obstáculos forem de forma

convexa, não haverá zonas de estagnação1 no meio poroso, ao contrário do que

ocorre no substrato constrúıdo através do Modelo de Queijo Súıço.

Meios porosos utilizados nesta tese

O modelo de meio poroso utilizado nesta tese foi constrúıdo a partir do

Modelo de Queijo Súıço utilizando esferas maciças de diâmetro dp alocadas

num espaço de dimensões Lx = Ly = 5dp e L = 10dp, tal que o valor de ε

desejado fosse obtido. Para uma solução numérica satisfatória das equações da

1Zonas de estagnação são regiões geométricas num escoamento onde a pressão é pratica-
mente constante de tal forma que os elementos do fluido estão essencialmente paradas nesta
região.
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Figura 4.1: Diagrama esquemático de uma configuração do espaço poroso
constrúıdo com o Modelo do Queijo Súıço para um meio onde ε = 0.5. As
zonas auxiliares no ińıcio e fim do meio poroso facilitam a obtenção da solução
numérica com custo computacional menor. Na superf́ıcie de entrada a condição
de contorno é de fluxo constante com velocidade u0, na superf́ıcie de sáıda a
pressão é nula e as condições de contorno para as superficies laterais é de
periodicidade. A condição de contorno no meio poroso é de não deslizamento.
As cores nas superf́ıcies laterais representam a magnitude de velocidades
crescendo do azul para o vermelho.

conservação do momento e da continuidade no estado estacionário,

~u · ∇~u = ∇T , (4-2)

∇ · ~u = 0, (4-3)

empregando-se a técnica de diferenças finitas (utilizando o FLUENT), a

geometria cont́ınua foi discretizada de maneira não estruturada através de

tetraedros de tamanho variável. A figura 4.2 mostra um corte longitudinal

na discretização do meio poroso evidenciando sua estrutura irregular com

um densidade de pontos maior próximo das bordas do meio. É posśıvel

notar as regiões auxiliares nos lados direito e esquerdo da figura 4.1. Tais

regiões são importantes para a relaxação da solução numérica. As condições

de contorno para o problema são fluxo constante na zona de entrada, pressão

zero na zona de sáıda, bordas não-deslizantes e superf́ıcies periódicas na região

perpendicular à direção do escoamento.

Os meios porosos utilizados nesta tese foram conseguidos com uma média
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Figura 4.2: Plano de corte longitudinal da discretização do meio poroso
confeccionado com o Modelo do Queijo Súıço para uma porosidade ε = 0.5.
O pormenor mostra a qualidade do grid em regiões próximas das bordas. O
número de vértices utilizados na discretização desta amostra é em torno de
6× 106.

de 3 × 106 pontos de discretização utilizando o software GAMBIT. Esta

discretização quando inserida no FLUENT garante um critério de convergência

menor que 10−7 utilizando uma técnica de diferenças finitas de segunda-ordem

com parâmetros de relaxação para a solução das equações de momento linear

e continuidade de 0.7.

4.4

Lei de Darcy

Henry Darcy, um engenheiro hidráulico francês, interessado em modos

de purificação de água usando filtros de areia, conduziu experimentos para

determinar a taxa de escoamento da água através dos filtros. Suas conclusões

foram publicadas em 1856 (Bre93) e têm servido como base para todas as

análises modernas de escoamento através de meios porosos (And95). Darcy

encontrou que se ele usasse diferentes tipos de areia nas colunas, a descarga Q

mudava, porém para um tipo de areia espećıfico uma relação simples entre a

queda de pressão ao longo do filtro e a descarga poderia ser obtida,

Q = −κA

µ

∆p

L
. (4-4)

Esta equação expressa a queda de pressão ao longo da coluna de areia em

função da descarga. É posśıvel expressar a queda de pressão em termos da

velocidade média do fluido no meio u0 =
∫

A
~u · d~S

∫

A
dS = Q/A:

u0 = −κ

µ

∆p

L
, (4-5)
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Figura 4.3: Experimento realizado por Henry Darcy para determinação da
permeabilidade hidráulica. A água contida no reservatório superior é acelerada
para baixo devido a diferença de pressão ocasionada pela gravidade. Ao passar
pelo filtro de areia de área de seção reta A e comprimento L, a água sofre uma
resistência a sua passagem devido às confluências e divergências do espaço de
poros do filtro. A taxa com que a massa d’agua deixa o filtro, Q, é medida no
reservatório inferior e relacionada com a queda de pressão ao longo do filtro,
sua área transversal e a viscosidade da água.

onde κ é a permeabilidade hidráulica. Aqui, a permeabilidade é uma grandeza

escalar, isto é, as caracteŕısticas de escoamento do fluido pelo meio são as

mesmas em todas as direções. Uma vez que muitos meios porosos não são

isotrópicos, como por exemplo a madeira, ossos não-trabeculares e rochas

prismáticas, uma descrição tensorial da equação de Darcy é necessária para

esses materiais (ver Apêndice A). Nesta tese, todos os meios são considerados

isotrópicos, uma vez que foram obtidos através do Modelo de Queijo Súıço. A

equação 4-5 é amplamente conhecida no meio cient́ıfico como Lei de Darcy.

Embora Darcy tenha observado que a permeabilidade do filtro de areia

muda com o tipo de areia com a qual ele foi manufaturado, ele não foi capaz

de determinar a dependência da permeabilidade com a porosidade do filtro.

Philip C. Carman e Josef Kozeny mostraram que, para escoamento laminares
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através de meios porosos isotrópicos, a permeabilidade hidráulica depende da

porosidade da seguinte maneira:

κ0 =
D2

mΨ
2

150

ε3

(1− ε)2
, (4-6)

onde Dm é o diâmetro médio dos poros da amostra e Ψ é uma quantidade

adimensional chamada de esfericidade2 da amostra. Esta relação foi obtida

analiticamente através de um modelo de poros, mas é freqüentemente utilizada

para ajustar dados emṕıricos devido aos graus de liberdade Dm e Ψ. κ0 é uma

constante que representa o valor da permeabilidade hidráulica para baixos

valores do número de Reynolds. As equações 4-5 e 4-6 podem ser combinadas

numa única equação chamada de Equação de Carman-Kozeny:

u0 = −D2
mΨ

2

150µ

ε3

(1− ε)2
∆p

L
. (4-7)

A equação de Darcy é tão usada em hidrologia que aparenta ser verda-

deira para todos os escoamentos através de meios porosos de uma única fase,

mas quando os efeitos inerciais começam a ter importância na descrição do

escoamento num meio poroso, a permeabilidade definida pela Lei de Darcy 4-5

passa a depender da velocidade média do fluido no meio. A permeabilidade

hidráulica do meio cai a medida que os efeitos inerciais vão se tornando mais

importantes (And99, Cos99, And07). A equação que descreve este comporta-

mento foi proposta, entre outros, por Philipp Forchheimer e pode ser escrita

na seguinte forma:

αu0 + βρu2
0 = −∆p

L
, (4-8)

onde α e β são constantes a serem determinadas empiricamente.

A medida que o escoamento atinge números de Reynolds mais altos,

a permeabilidade hidráulica assume valores cada vez menores e correções de

ordem maior são necessárias à equação 4-8. De fato, quando Re aumenta acima

de certo valor a permeabilidade hidráulica aproxima-se assintoticamente de

zero, como esperado. Este comportamento é apresentado na figura 4.4, onde o

fator de fricção é mostrado em função do número de Reynolds. Da dependência

da permeabilidade com a porosidade da amostra através da relação de Carman-

Kozeny, é posśıvel incluir esta dependência na equação de Forchheimer, de tal

forma que α e β dependem de ε. A partir de determinado valor do número de

Reynolds, o escoamento turbulento pode ocorrer dentro do meio e a equação

de Forchheimer perde sua validade.

Quando a porosidade da amostra é muito alta, i. e., ε ∼= 1, a equação ma-

2A esfericidade é a razão entre a área superficial de uma esfera com mesmo volume da
part́ıcula e a área superficial da part́ıcula.
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Figura 4.4: Fator de fricção em função do número de Reynolds para escoamen-
tos através de meios porosos com ε igual a 0.7, 0.8 e 0.9. Foram realizadas mais
de cinco realizações para cada curva de escoamento, onde os parâmetros α e
β da equação de Forchheimer foram estimados. As barras de erro são menores
que os śımbolos. A linha tracejada mostra o comportamento da lei de Darcy:
fRe = C. Figura retirada de (And99).

croscópica que descreve o comportamento do fluido Newtoniano incompresśıvel

é a equação de Brinkman (Dur87).

4.5

Fluidos não-Newtonianos

Para fluidos não-Newtonianos a interação entre a geometria do meio e as

caracteŕısticas particulares do escoamento ainda podem ser macroscopicamente

quantificadas em termos da permeabilidade hidráulica, porém com κ sendo

definido através de outras relações que levam em conta a reologia do fluido.

4.5.1

Fluidos de lei de potência

Para um fluido de lei de potência a Lei de Darcy modificada é escrita

como (Mor09)
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Figura 4.5: Simulação do escoamento de um fluido do tipo lei-de-potência
através de uma realização do espaço poroso constrúıdo com o Modelo de Queijo
Súıço (ε = 0.7). As linhas sólidas com setas correspondem às linhas de correntes
no escoamento e os planos com linhas de contorno representam a magnitude
da velocidade em cada seção reta do meio poroso. A velocidade cresce do azul
para o vermelho.

u0 = − κ

K

(

∆p

L

)1/n

, (4-9)

onde κ é a função de permeabilidade hidráulica e K é o ı́ndice de consistência

do material. Alguns autores (Bir60, Chr65, Chh07) preferem escrever a relação

entre a queda de pressão e a velocidade média do fluido no meio poroso através

da equação:
un
0 = −κ1

H

∆p

L
, (4-10)

onde H é uma função que depende das propriedades reológicas do fluido e da

geometria do meio e κ1 é a permeabilidade hidráulica deste meio dada pela

lei de Darcy para um fluido Newtoniano: equação 4-5. Bird, Stweart e Light-

foot (Bir60) conjecturaram que o meio poroso pudesse ser quantitativamente

aproximando por um tubo sinuoso e conseguiram chegar à seguinte expressão:

H = 2K

(

25

12

)n(
3n+ 1

n

)n
3n+1

150
D1−nε2(n−1), (4-11)
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Figura 4.6: Permeabilidade hidráulica clássica (Ku0L/∆p) contra o valor da
velocidade média na entrada do meio poroso para simulação numérica do
escoamento de vários fluidos do tipo de lei-de-potência (1

2
≤ n ≤ 2) num

meio constrúıdo com o Modelo de Queijo Súıço (ε = 0.7).

onde D é o diâmetro médio do tubo sinuoso. Esta expressão é bastante pare-

cida com a equação de Weissenberg-Rabinowitsch-Mooney para o escoamento

capilar de um fluido de lei de potência: equação 2-94. Christopher e Middlel-

man (Chr65) propuseram que a tortuosidade do tubo necessitava ser inclúıda

na função H e conjecturaram que a tortuosidade do meio fosse sempre 25L/12

para chegar à expressão

H =
K

12
3n
(

3n+ 1

n

)n

(150κ1ε)
1−n
2 . (4-12)

Várias outras equações similares foram propostas para o mesmo propósito como

apresentado no artigo (Sav69).

Com base na função H da referência (Bir60) e das equações 4-9 e 4-10,

tem-se que o valor de κ para o regime onde a permeabilidade hidráulica é

constante por vários valores de u0 pode ser escrito da seguinte forma

κ0 (n) ≡
12

25

n (75κ1)
1/n

3n+ 1
K(n−1)/nD

(n−1)/n

3(n+1)/n
ε2(1−n)/n. (4-13)
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Figura 4.7: Ajuste dos dados do escoamento de fluidos do tipo lei-de-potência
através da equação de permeabilidade de Bird, Stewart e Lightfoot, para dois
meios com porosidades ε = 0.5 e ε = 0.7. Os parâmetros de ajuste para
cada meio poroso foram D/dp = 0.35 (ε = 0.5) e D/dp = 1.58 (ε = 0.7),
respectivamente.

A determinação da condição de validade da equação 4-13 para um

fluido do tipo lei-de-potência é dif́ıcil devido a definição usual do número de

Reynolds 2-53 não ser útil para este tipo de fluido, como já foi discutido.

Para fluidos Newtonianos, o número de Reynolds depende linearmente da

velocidade média de entrada do escoamento, mas da figura 4.6 é posśıvel ver

que o comportamento de Ku0L/∆p em relação a u0 varia de fluido para fluido.

A figura 4.6 mostra a existência de plateaus para Ku0L/∆p para velocidades

muito baixas em cada escoamento, mostrando que há uma região do número

de Reynolds em que Ku0L/∆p é constante, e um subseqüente decaimento

de Ku0L/∆p com o aumento da velocidade. Esta diminuição no valor de

Ku0L/∆p é experimentado em pontos diferentes para diferentes valores de

n. A redefinição do número de Reynolds pode ser baseada no coeficiente de

fricção da equação de Darcy-Weisbach para a queda de pressão devido ao atrito

em um tubo(Fox85):
∆p = f

L

D

1

2
ρu2

m, (4-14)

onde D é o diâmetro do tubo e L é seu comprimento. Para um meio poroso



Caṕıtulo 4. Escoamento através de Meios Porosos 90

10-4 10-2 100 102
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

  n = 0.50
 n = 0.75
 n = 1.00
 n = 1.25
 n = 1.50
 n = 1.75
 n = 2.00

/
0

Re'

Figura 4.8: Variação da permeabilidade hidráulica normalizada pelo valor da
permeabilidade para baixo Reynolds em função do número de Reynolds base-
ado no coeficiente de fricção para diversos escoamentos de fluidos do tipo de
lei-de-potência (1

2
≤ n ≤ 2) através de meios porosos tridimensionais desorde-

nados (ε = 0.5 e ε = 0.7). Na figura interior, a função de permeabilidade de
Darcy em função do número de Reynolds usual para um meio de porosidade
ε = 0.7.

é comum trocar a velocidade média um no tubo por u0/ε e a razão L/D pela

correção da tortuosidade média do meio poroso. Desta maneira, Christopher e

Middleman (Chr65) encontraram

f =
∆p

L

Dε2

1
2
ρu2

0

. (4-15)

Uma vez que, para o escoamento Newtoniano viscoso, o produto entre o número

de Reynolds e o fator de fricção é constante (ver equação 3-10):

fRe = C, (4-16)

com C sendo uma constante que depende da morfologia do tubo sinuoso ou

do meio poroso, um número de Reynolds para fluidos do tipo lei-de-potência

deve apresentar a mesma relação que 3-2, tal que Re′ é definido através de

Re′ =
C

f
=

1
2
ρu2

0C

Dε2
L

∆p
. (4-17)
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Porém a relação entre o gradiente de pressão e a velocidade do fluido é

encontrada na equação 4-9, tal que o número de Reynolds modificado pode

ser escrito explicitamente como

Re′ =
Cρu2

0k
n

2Dε2un
0K

n
=

Cρu2−n
0 kn

2Dε2Kn
(4-18)

Na figura 4.8 são mostradas as curvas da simulação numérica de vários

fluidos do tipo lei-de-potência (1
2

≤ n ≤ 2) na forma da permeabilidade

hidráulica modificada (equação 4-9) normalizada pela equação 4-13 versus

o número de Reynolds modificado (equação 4-18) para dois meios porosos

constrúıdos com o Modelo de Queijo Súıço com porosidades ε = 0.5 e ε = 0.7.

A forma das curvas na figura 4.8 são semelhantes àquela da figura 4.4,

evidenciando que a equação 4-9 normalizada pelo valor da permeabilidade

hidráulica de escoamentos de fluidos do tipo lei-de-potência para um tubo

sinuoso (equação 4-13) serve para descrever a permeabilidade hidráulica de tais

fluidos num meio poroso, e, a redefinição do número de Reynolds 4-18 descreve

o comportamento de κ eficientemente. Os efeitos inerciais parecem tomar

importância com a diminuição da permeabilidade hidráulica na descrição

destes escoamentos quando Re′ se aproxima da unidade, assim como no caso

Newtoniano. A equação 4-13 pode ser utilizada para modelar um escoamento

de lei de potência através de um meio poroso tão complexo e irregular quanto

o constrúıdo com o Modelo de Queijo Súıço (ver figura 4.5).

4.5.2

Fluidos de Herschel-Bulkley

O fluido de Bingham pode ter sua reologia aproximada pelo Modelo de

Herschel-Bulkley com ı́ndice de lei de potência unitário, como já discutido

no caṕıtulo 2. A maneira usual de contabilizar a contribuição das forças

viscosas e inerciais é utilizar a definição do número de Reynolds usual,

apenas substituindo a viscosidade molecular constante, µ, pelo valor de KHB:

Re = ρu0L/KHB. Um outro número importante para este tipo de escoamento é

aquele que mede a relação entre a tensão cortante no fluido e o limiar de tensão:

B ≡ KHBu0/τ0D, onde D é o diâmetro médio do meio poroso. Na figura 4.9 é

mostrada a permeabilidade hidráulica, κHB ≡ KHBu0L/∆p, em função de Re

(a) e em função de B (b) para três fluidos de Bingham com limiares de tensão

diferentes. Da figura 4.9, é posśıvel perceber que κHB permanece constante até

um determinado ponto cŕıtico onde a permeabilidade apresenta uma mudança

de comportamento. Antes deste ponto, o fluido inteiro apresenta viscosidade µ0

e é semelhante a qualquer outro fluido Newtoniano com mesma viscosidade.

O aumento da permeabilidade ocorre quando a tensão de cisalhamento em
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Figura 4.9: Permeabilidade hidráulica em função do número de Reynolds, em
(a), e, em função do número de Bingham, em (b), para a simulação numérica
do escoamento de três fluidos de Bingham diferentes (τ0 = 0.01, τ0 = 0.1 e
τ0 = 1). Para a curva do fluido em que τ0 = 0.1, em (b), são apontados três
pontos: I (B ≈ 10−2), II (B ≈ 0.56) e III (B ≈ 10). Os pontos (I) e (III)
apresentam aproximadamente a mesma permeabilidade hidráulica e o ponto
(II) é um ponto cuja permeabilidade é máxima. As figuras (I), (II) e (III) do
lado direito dos gráficos (a) e (b) mostram a magnitude da permeabilidade local

(κℓ ≡ KHBu/ |∇p|) em cada ponto de um corte no plano x-z (κℓ cresce do azul
para o vermelho). Aqui L/dp = 20, ε = 0.7 e µ0/KHB = 102.

algumas paredes do meio poroso, τ , é maior que o limiar de tensão, τ0, tal

que a viscosidade do fluido nas proximidades destas paredes passa a ser menor

que µ0. Um escoamento misto toma lugar no meio poroso e o limiar para

este regime não é bem delimitado devido a variabilidade de diâmetro dos

poros do meio. Este comportamento pode ser aproximado pela equação 2-

100. Quando B se aproxima da unidade, a maior parcela do fluido no meio

poroso apresenta viscosidade KHB, entretanto, nesta região de B, o número

de Reynolds (Re ∼ 1) mostra que os efeitos inerciais começam a apresentar

relevância para o problema. Há, então, uma competição entre a mudança

na viscosidade molecular do fluido, que tende a aumentar a permeabilidade

hidráulica, e os efeitos inerciais, que tendem a diminuir a permeabilidade. De

fato, os efeitos inerciais contribuem para taxas de deformação efetivas do fluido

cada vez maiores, o que leva a viscosidade a diminuir.

A competição entre os efeitos inerciais e a mudança na viscosidade leva

a um ponto de máximo na permeabilidade. A partir deste ponto, o aumento

na viscosidade não é mais suficiente para aumentar a permeabilidade, isto
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acontece, por conta da maior parcela do fluido apresentar viscosidade KHB.

A partir dáı, todas as curvas colapsam para o mesmo valor no número de

Reynolds, evidenciando que os fluidos podem ser entendidos como Newtonianos

com viscosidade KHB. O valor máximo de κHB em relação ao seu valor no

regime em que τ < τ0 depende dos valores de µ0 e KHB. As figuras 4.9 I, II

e III, mostram a magnitude da permeabilidade local, κℓ ≡ KHBu/ |∇p|, em
cada célula de simulação compondo o meio poroso numa região de um corte

no plano x-z para três pontos proveniente da curva de κHB contra B (figura

4.9-(b)) para o escoamento do fluido em que τ0 = 0.1. Nos pontos I e III

a permeabilidade hidráulica é aproximadamente a mesma (∼ 0.04), embora a

permeabilidade local seja ligeiramente diferente. Este comportamento do fluido

de Bingham, pode ter aplicações potenciais em vários campos práticos como

chaves de escoamento, reatores qúımicos, etc.



5

Conclusões e Perspectivas

Um modelo computacional foi desenvolvido para descrever processos

de erosão causados pelo escoamento laminar com o arrasto sobre os grãos

dado pela Lei de Stokes. Os resultados obtidos mostraram a formação de

padrões t́ıpicos de erosão caracterizados por estruturas ramificadas muito

semelhantes aos padrões obtidos em experimentos na literatura. Foi posśıvel

determinar as direções preferenciais destas ramificações que compõem as

estruturas resultantes do modelo. Ainda, o modelo foi capaz de reproduzir

os padrões reais que podem ser vistos na referência (Ert02).

Para uma ampla faixa de valores da porosidade, os padrões obtidos estão

em boa concordância com os padrões de erosão naturais e aqueles realizados em

experimentos. Alguns trabalhos (Bax89, Rey01, Gen01) mostraram que o ta-

manho e a forma dos grãos influenciam dramaticamente a propagação do fluido

entre os grãos no sistema. Além do mais, já foi mostrado experimentalmente

que os padrões devem depender da inclinação do plano no qual acontece o

escoamento, o que no modelo foi considerada pela pressão de entrada somente.

A maneira pela qual a forma dos grãos afeta o escoamento é uma questão que

pode ser respondida usando a fórmula de Corey (Sch54), em uma primeira

aproximação.

Uma outra questão importante diz respeito ao número de Reynolds do

escoamento. Neste trabalho, foi considerado apenas o escoamento laminar e a

variação de um parâmetro, a porosidade. Mudar a forma da dependência da

velocidade na lei de arrasto pode reproduzir aspectos do escoamento turbulento

e pode ter um comportamento tal que novos padrões possam ser observados.

Numa segunda etapa do trabalho, um novo tipo de separador de

part́ıculas inercial foi apresentado, o qual pode ser usado para separar

part́ıculas de diferentes números de Stokes sem requerer o aux́ılio de cam-

pos externos. O separador consiste de uma estrutura ramificada semelhante à

estrutura de um pulmão humano, através da qual part́ıculas em suspensão são

transportadas por um escoamento laminar. As part́ıculas são separadas nas bi-

furcações da estrutura de acordo com a sua inércia. Foi investigado, através de

simulações tridimensionais, como a eficiência da separação é controlada pelos
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principais parâmetros da geometria da estrutura: a razão entre os diâmetros

dos tubos pais e tubos filhos, h, assim como os ângulos de ramificação α e

azimutal φ. Com o aux́ılio dos resultados apresentados nas figuras 3.10, 3.12

e 3.13, é posśıvel ajustar os parâmetros da geometria a fim de controlar o

número de Stokes máximo, StC , tanto quanto a eficiência da separação. As si-

mulações mostraram que o valor de StC é fortemente dependente do parâmetro

h. Isto sugere que para aplicações práticas, h deve ser o primeiro parâmetro

geométrico a ser ajustado.

Por último, foram realizadas simulações do escoamento de fluidos não-

Newtonianos através de meios porosos desordenados em três dimensões. Para

fluidos do tipo lei-de-potência (1
2
≤ n ≤ 2), mesmo a natureza não-linear

da reologia do fluido e a gemetria complexa do volume de poros intersticias

(ver figura 4.5), foi posśıvel mostrar o fato notável de que o comportamento

do escoamento ainda pode ser quantificado em termos de uma única curva

universal, que se estende por um amplo espectro de valores do número de

Reynolds e dos valores dos expoentes n.

Os resultados para os fluidos de Bingham são ainda mais impressionan-

tes. Neste caso, a geometria do espaço de poros, a reologia do fluido e os efeitos

inerciais podem ser combinados para gerar uma condição particular de trans-

porte facilitado, o que pode ser encontrado em experimentos. As aplicações

potenciais desta condição de escoamento seriam dispositivos como chaves de

escoamento puramente mecânicas, controladores de fluxo e reatores qúımicos.
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A

Equações Constitutivas

O prinćıpio de indiferença material estabelece que a resposta de um material

é a mesma para todos os observadores, não importando o sistema de coordenadas

de referência (Tru60). Embora este prinćıpio pareça trivial, ele restringe a forma

das equações constitutivas. Quando a diferenciação parcial é realizada no tempo,

a quantidade a ser diferenciada deve ser referida a este caminho (derivada

convectiva). O problema é encontrar a forma que a derivada terá quando referida

a um sistema de coordenadas fixo. A derivada material é uma derivada parcial com

respeito ao tempo observado do referencial que está sendo transladado, mas não

rotacionado ou deformado. Oldroyd (Old58) mostrou que a derivada convectiva

pode ser expressa como

d ~A

dt
=

D ~A

Dt
− 1

2
~Ω ∧ ~A± ǫ̇ · ~A

2
, (A-1)

dT
dt

=
DT
Dt

− 1

2

(

~Ω ∧ T − T ∧ ~Ω
)

± ǫ̇ · T , (A-2)

Claramente, a derivada material é parte da derivada convectiva. Um escalar tem

o mesmo valor em qualquer sistema de coordenadas, e por isso é chamado de

invariante. Uma implicação importante do prinćıpio da indiferença material é que

para uma quantidade tensorial, tal como ǫ̇, qualquer vorticidade ou velocidade da

rede num sistema pode ser transformado; isto é, pela escolha do referencial de

coordenadas que está movendo ou girando de uma maneira apropriada, pode ser

observado um fluido sob condições livres de rotação e translação. No sistema de

coordenadas no qual a velocidade e o movimento do sistema estão ausentes, o

tensor da taxa de deformação pode ser expresso em termos de um coeficiente de

extensão volumétrica:
ǫ̇ · δ~r = dδ~r. (A-3)

Introduzindo um vetor unitário na direção de dδ~r = n̂dδr, tem-se ǫ̇ · n̂ = dn̂. Isto

pode ser rearranjado, introduzindo um tensor unitário, para

(ǫ̇− dI) · n̂ = ~0. (A-4)

A solução da equação acima é não-trivial, se, e somente se, o determinante

dos coeficientes for igual a zero: |ǫ̇− λI| = 0. Assim, d3−Ξd2+Θd−Υ = 0, com
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Ξ = ǫ̇ : U = 2∇.~u, Θ = 1
2
(Ξ2 − ǫ̇ : ǫ̇) e Υ = |ǫ̇|. Estes são os principais invariantes

do tensor da taxa de deformação. Estas funções escalares são invariantes sobre as

transformações. Para um escoamento incompresśıvel Ξ = 0 e para escoamentos

simples, tais como através de tubos e entre cilindros concêntricos, Υ = 0.

Para um fluido viscoso isotrópico, Reiner (Rei56) e Rivlin (Riv47) derivaram

uma equação constitutiva rigorosa baseada, em parte, no argumento de Stokes: τ

não deve depender da vorticidade. Truesdell demonstrou que este resultado pode

ser obtido do prinćıpio da indiferença material (Tru67). Se o tensor da tensão de

cisalhamento for escrito como

T = P − pU = f
(

ǫ̇, ~Ω, ~u
)

, (A-5)

pode-se transformar a vorticidade e as dependências da translação do sistema pelos

mesmos argumentos apresentados anteriormente,tal que

T ⋆ = P⋆ − p⋆U = f (ǫ̇) , (A-6)

onde os termos estrela estão no novo sistema de coordenadas.

A forma mais simples desta equação no espaço tridimensional é

T = αU + βǫ̇+ ϑ (ǫ̇ : ǫ̇) . (A-7)

Todos os termos de maior ordem em ǫ̇ podem ser expressos como funções

dos de menor ordem. Cada um dos coeficientes escalares α, β e ϑ são funções dos

três invariantes principais. A equação A-7 descreve o fluido de Reiner-Rivlin na sua

forma mais geral. Para um fluido Newtoniano

α =
1

2

(

2

3
µ− 2λ

)

, β = −µ, ϑ = 0.

A equação A-7 também contém, como casos especiais, os modelos emṕıricos

previamente citados. Por exemplo, seja um escoamento incompresśıvel (Ξ = 0), e

assumindo qualquer efeito de Υ ser despreźıvel, a lei de potência da equação 2-79

pode ser expressa como
τ = −KΘ

n−1

2 γ̇, (A-8)

onde, para este caso, Θ = −1
2
ǫ̇ : ǫ̇ = −γ̇2. O modelo de Herschel-Bulkley pode

ser expresso como

τ = −
[

τ0
γ̇

+
KHB

γ̇

(

Θ
n+1

2 − τn0
µn
0

)]

ǫ̇. (A-9)

A facilidade de conversão para qualquer sistema de coordenadas é enfatizada por

Bird, Lightfoot e Stewart (Bir60).

Por várias razões a equação A-7 não é adequada para descrever tensões

normais. Ela é uma equação constitutiva de um fluido puramente viscoso e não

permite visco-elasticidade (não há derivadas no tempo), o padrão de tensão normal
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previsto é contraditório com as evidencias experimentais e tem sido observado que

fluidos que exibem efeitos de tensão normal também são visco-elásticos. Uma vez

que a visco-elasticidade não será enfatizada nesta tese, não estará presente uma

teoria a fim de explicá-la. Para um melhor entendimento ver (Bro67) páginas 402-

404.



B

Tensor de Permeabilidade

Quando o meio poroso é isotrópico, as caracteŕısticas de escoamento depen-

dem da direção do fluxo de massa no meio. A equação tensorial que relaciona

o gradiente de pressão naquela direção de escoamento e o vetor velocidade é a

equação de Darcy tensorial:

~u0 = −K
µ
∇p, (B-1)

onde K é o tensor da permeabilidade. Qualquer anisotropia no escoamento é

contabilizada no tensor de permeabilidade de segunda ordem, que no sistema

cartesiano pode ser escrito como (Whi69):

K =







κxx κxy κxz

κyx κyy κyz

κzx κzy κzz






.

A figura B.1 mostra a magnitude de velocidades de uma simulação numérica

de um fluido que escoa através de um meio poroso anisotrópico planar em três

direções diferentes de escoamento distintas. Este meio anisotrópico foi constrúıdo

acrescentando elipses que não se tocam, cujo semi-eixo maior é ae = 0.2m e

excentricidade ǫe =
√

3/4 a um substrato quadrado de lado Le = 5m. Os

ângulos de orientação das elipses inseridas está na faixa de θe = ±30◦ com

a direção do semi-eixo maior. De acordo com a orientação do escoamento, o

valor da permeabilidade muda. A orientação vertical da figura é a orientação do

escoamento de cima para baixo. A permeabilidade hidráulica do meio da figura é

κyy = 0.107 (a), κxy = κyx = 0.080 (b) e κxx = 0.051 (c). Muitos meios naturais

são inerentemente anisotrópicos, como é o caso da madeira, o substrato dent́ıcio,

ossos não-trabeculares, etc..
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Figura B.1: Magnitude de velocidade do fluido num meio poroso anisotrópico
planar em três direções de propagação. Dados obtidos por simulação compu-
tacional com Re ∼ 10−03, ǫe =

√

3/4 e ǫ = 0.75. (A velocidade aumenta do
azul para o vermelho.)



C

Lista de Śımbolos Utilizados

Segue a lista de śımbolos utilizados nesta tese ordenados por caṕıtulo. Uma

vez que o significado não mudam dos caṕıtulos antecedentes para os vindouros, não

houve a necessidade de reescrevê-los. As unidades de medida seguem o Sistema

Internacional de unidades.
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Tabela C.1: Śımbolos Utilizados - Caṕıtulos 2 e 3.

Caṕıtulo Śımbolos Significado

2 t tempo
~r, ~u,~a vetor posição, velocidade e aceleração de um elemento de fluido
m massa de um elemento de fluido
ρ densidade de massa do fluido
µ viscosidade molecular do fluido
µa viscosidade aparente real do fluido
p campo de pressão do fluido
W , ∂W região do espaço e sua fronteira
dA, dV elementos de área e volume
~F força em uma região
~f força por unidade de área em uma região
Ecin energia cinética em uma região
ǫ̇ tensor da taxa de deformação do fluido
ǫ̇ij componentes do tensor da taxa de deformação do fluido
γ̇ taxa de deformação efetiva do fluido
T tensor da tensão de cisalhamento do fluido
τij componentes do tensor da tensão de cisalhamento do fluido
Re Número de Reynolds
ReC Número de Reynolds cŕıtico
u0, r0, L velocidade média, raio e comprimento caracteŕısticos do escoamento
Q fluxo de massa
RH raio hidráulico
κ permeabilidade hidráulica
τ0, µ0 limiar de tensão e viscosidade primordial do modelo de Herschel-Bulkley
KHB ı́ndice de consistência do modelo de Herschel-Bulkley
n,K expoente e ı́ndice de consistência de um fluido do tipo lei-de-potência

3 CD coeficiente de arrasto
f fator de fricção
ur, u

∗ velocidade relativa entre o corpo e o fluido
g valor da aceleração da gravidade
St, StC Números de Stokes e Stokes cŕıtico
h, α, φ fator de crescimento, ângulos de bifurcação e crescimento
et, en coeficientes de restituição normal e tangencial
FDP função de distribuição de probabilidade
〈θ〉 ângulo médio de rugosidade
α+, α− ângulos de incidência e reflexão
α ângulo formado entre os grãos erodidos
κi,j permeabilidade hidráulica do canal capilar formado pelos grãos
φ porosidade formada pela rede de grãos
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Tabela C.2: Śımbolos Utilizados - Caṕıtulo 4.

Caṕıtulo Śımbolos Significado

4 ε porosidade efetiva do meio poroso
VT , Vs, Vv volumes total, de solo e de vazios numa amostra
dp diâmetro das part́ıculas alocáveis no modelo de Queijo Súıço
Dm diâmetro médio dos poros da amostra na equação de Carman-Kozeny
D diâmetro médio do tubo sinuoso de (Bir60)
Ψ esfericidade da amostra na equação de Carman-Kozeny
κ0 permeabilidade hidráulica para baixo número de Reynolds
κ1 permeabilidade hidráulica Newtoniana para Re << 1
α, β parâmetro da equação de Forchheimer
Re′ Número de Reynolds para fluidos do tipo lei-de-potência
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