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Resumo

Morais, Apiano F.; Andrade Jr., José S.. Escoamento de flui-
dos complexos e transporte de particulas em geometrias
irregulares. Fortaleza, 2011. [Ep. Tese de Doutorado — Depar-
tamento de Fisica, Universidade Federal do Ceara.

Neste trabalho, foram estudados varios tipos de escoamentos laminares
de fluidos incompressiveis Newtonianos e nao-Newtonianos. Isto foi feito
através do estudo da interagao destes escoamentos com geometrias com-
plexas através de modelagem computacional e da solugao numérica das
equacgoes de conservacao do momento e continuidade de massa. Numa pri-
meira etapa, a modelagem computacional de uma rede de poros foi usada
para a gerar padroes de agregados granulares resultando de mecanismos de
erosao-deposicao de graos leves. A geometria da rede de poros foi alterada
dinamicamente de acordo com a transferéncia de momento do escoamento
para as particulas localizadas em cada vértice da rede de poros. Os resul-
tados mostraram que, para esse processo irreversivel, o modelo foi capaz de
reproduzir padroes tipicos de processos de erosao bem-conhecidos. Numa se-
gunda etapa, um separador de particulas semelhante a estrutura pulmonar
foi proposto com base nas propriedades de escoamento em uma estrutura ra-
mificada e nas propriedades de transporte inercial das particulas, quantifica-
das através do numero de Stokes. Os resultados indicaram que a variacao dos
parametros de construcao da estrutura ramificada leva a um regime eficiente
do processo de separacao em um amplo espectro de valores do niimero de
Stokes. Por ultimo, o escoamento de varios fluidos nao-Newtonianos através
de meios porosos desordenados em trés-dimensoes foi estudado. Os resulta-
dos mostraram, para fluidos do tipo lei-de-poténcia, que o escoamento pode
ser descrito como uma curva universal se o nimero de Reynolds e a per-
meabilidade hidraulica forem redefinidos de maneira apropriada. Fluidos de
Bingham também foram estudados através do modelo de Herschel-Bulkley.
Neste caso, as simulacoes revelaram que as interagoes entre a geometria
complexa do espago poroso, as propriedades reolégicas do fluido e os efeitos
inerciais do escoamento sao responsaveis por uma melhora substancial da
permeabilidade hidraulica do sistema em valores intermediarios do niimero

de Reynolds.

Palavras—chave
Fenomenos de Transporte. Dinamica de Fluidos. Fluidos nao-

Newtonianos.



Abstract

Morais, Apiano F.; Andrade Jr., José S.. Complex fluid flows
and particle transport in irregular geometries.. Fortaleza,
2011. C3p. PhD Thesis — Department of Fisica, Universidade
Federal do Ceara.
In this work many types of incompressible laminar Newtonian and Non-
Newtonian flows are studied. The interplay of these flows with complex
geometries was investigated using computational modeling and numerical
solution of the conservation of momentum and mass continuity equations.
As a first step, the computational modeling of a network of pores was
adopted to reveal the formation patterns caused by the mechanism of
erosion-deposition of light grains. The geometry of the pore network was
changed dynamically according to the low momentum transfer for particles
located on each vertex of the pore network. The results showed that, for
this irreversible processes, the model is capable of reproducing patterns
of formation of well-known erosion processes. In a second step, a particle
separator inspired on the lung structure was proposed based on the flow
properties in a branched structure and transport of inertial particles,
quantified in terms of the Stokes number. The results indicated that the
variation of construction parameters of the branched structure leads to an
efficient design of the separation process in a wide range of values of the
Stokes number. Finally, the flow of non-Newtonian fluids through three-
dimensional disordered porous media has been studied. The results showed,
for power-law fluids that the flow can de described as a universal curve if
the Reynolds number and the hydraulic permeability are redefined properly.
The flow of Bingham fluids was also studied using the model of Herschel-
Bulkley. In this case, the simulations showed that the interaction between
the complex geometry of the pore space, the rheological properties of the
fluid and the inertial effects of the flow is responsible for a substantial
improvement of the hydraulic permeability of the system at intermediate

values of the Reynolds number.

Keywords

Transport Phenomena. Fluid Dynamics. Non-Newtonian Fluids.
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Ajuste dos dados do escoamento de tluidos do tipo lei-de-potencig

ptraves da equacao de permeabilidade de Bird, Stewart e Lightroot)
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de ajuste para cada melio poroso foram D/d, = 0.35 (¢ = 0.5) g
ID/a, =1.58 (¢ =0.7), respectivamente]
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2.9

Permeabilidade hidraulica em tfuncao do numero de Reynolds, em|

(a), e, em funcao do numero de Bingham, em (b), para a simulacag
numerica_do_escoamento de tres tluidos de bingham diterentes
(g = 0.01, /g = 0.1 e 79 = 1). Para a curva do tluido em qug
o = 0.1, em (b), sdo apontados trés pontos: | (B ~ 107), 1|
(B = 0.56) e lll (B = 10). Os pontos (l) e (lll) apresentam
gproximadamente a _mesma permeabilidade hidraulica € o pontg
{(IT) € um ponto cuja permeabilidade € maxima. As figuras (1), (I1)
e (I1) do lado direito dos graficos (a) e (b) mostram a magnitudg
da permeabilidade local (ky = Kgpu/|Vp|l) em cada ponto dg
um corte no plano x-z (ky cresce do azul para o vermelho). Aquj
IL/d,, =20,=0"7e ,U()/KHB = 1011

b.1

Magnitude de velocidade do tluido hum melo poroso anisotropicg

planar em tres direcoes de propagacao. Dados obtidos por Si
mulacdo computacional com Re ~ 107%, ¢, = y/3/4 e e = 0.75|
(A velocidade aumenta do azul para o vermelho.)
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There is a time when the operation of the
Machine becomes so odious - makes you so
sick at heart - that you can not take part. You
can not even passively take part. And you have
to put your bodies upon the gears and upon the
wheels, upon the levers, upon all the apparatus,
and you have got to make it stop. And you
have got you indicate to the people who run
it, to the people who own it that unless you
are free, the Machine will be prevented from
working at all.

Mario Savio, Discurso realizado na Universidade da Califérnia em
Berkeley, em 2 de dezembro de 1964.



1
Introducao

O escoamento de fluidos incompressiveis através de estruturas complexas
ainda é tema de diversos estudos devido a sua importancia em varios ramos
do conhecimento humano: Fisica, Medicina, Engenharias Mecanica e Quimica,
Biologia e Geologia (Dul92, Sah95, DiM70, Chh(7). Esta importancia se deve
principalmente as aplicagoes praticas com alto grau de interesse economico tais
como extragao de petréleo (Iad93), reatores quimicos (AId92), cromatografia
liquida (Gid68), saneamento urbano (Leg96), etc.

Muitos fluidos presentes em escoamentos sao misturas dispersas de
particulas solidas, o que torna a descricao microscépica do movimento das
particulas inerentemente complicada. Do ponto de vista tecnoldgico, muitas
operacoes na quimica e processos industriais envolvem sistemas de fluidos e
particulas. A tecnologia de fluidizacao baseia-se somente nas interagoes de
fluidos e particulas (Jae96). Os transportes hidraulico e pneumatico de material
particular envolvem interacoes hidrodinamicas entre o meio de transporte e
o material a ser transportado. Outros exemplos sao a filtragem de misturas
(ATal6), erosao e sedimentacao naturais e eliminacdo de residuos provenientes
da industria de minério. O movimento das células vermelhas do sangue
num escoamento capilar, separacoes em cromatografia e separagao de macro-
moléculas também sao processos onde ha a interagao entre fluido e particulas.

Existe, entao, uma diversidade de areas de pesquisa envolvendo o es-
coamento de fluidos através de geometrias complexas e a interacao fluido-
particula, tal que neste trabalho de doutorado sao investigados trés tipos de
escoamentos distintos através de geometrias complexas. Foram investigados os
processos de separacao de particulas em estruturas semelhantes aquelas encon-
tradas em pulmoes humanos, a fim de obter uma estrutura simples e com alto
grau de eficiéncia de separagao (VasIl). Ainda, foi desenvolvido um modelo
matematico para estudar numericamente a erosao e a deposigao de graos movi-
dos por um escoamento laminar com o intuito de explicar padroes de formacao
naturais e experimentais (MailR) e, por ultimo, foi realizado um estudo dos es-
coamentos de fluidos nao-Newtonianos através de meios porosos desordenados

em trés dimensoes, que levaram a possiveis aplicagoes para controle de fluxo
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(Mor(9). Cada trabalho tem sua prépria contextualizacao que serd exposta no
decorrer do texto.

Todos os trabalhos nesta tese sao baseados na investigacao em um
ramo do conhecimento na fronteira da Fisica com as engenharias chamada de
Mecanica dos Fluidos. Para este ramo do conhecimento, algumas poucas
leis basicas sao fundamentais para a descricao pormenorizada da dinamica
de um escoamento. Mas o que é um fluido? A resposta para esta pergunta
nao é trivial. E comum classificar a matéria em trés estados fisicos: sélido,
liquido e gasoso. Um material solido é aquele que possui a propriedade de
rigidez. Isto quer dizer que, embora eles sejam quebrados quando submetidos
a tensoes relativamente elevadas, eles podem suportar tensoes moderadas sem
se deformar continuamente por um periodo indefinido®. Quando a tensao é
inicialmente aplicada num material sélido, este é pouco deformado, mas esta
deformagao nao é permanente. Ele relaxa para o tamanho original assim que a
tensao aplicada deixa de existir. Materiais plasticos, como massa de modelar,
também possuem certa rigidez. A tensao que eles suportam sem deformacao é
relativamente alta, todavia uma vez que o limite de tensao critico, 7, (limite de
elasticidade) é ultrapassado, um material pléstico é deformado continuamente e
de forma irreversivel. Uma definicao mais precisa do que sao os sélidos é obtida
das reflexoes de Bragg finas em experimentos de difracao, o que demonstra que
h& um arranjo ordenado de dtomos e moléculas (Bar76).

Um fluido real é, por definicdo, um material sem rigidez alguma.
Este material, quando sujeito a tensao, nao importa o quao pequena ela
seja, ird escoar. Além disso, ao contrario dos materiais solidos, fluidos nao
apresentam uma difragdo de Bragg estreita em experimentos de difracao,
mas anéis difusos. Estas sao distingoes precisas entre sélidos e fluidos reais.
Por outro lado, nao ha uma clara distincao entre gases e liquidos. Van
der Waals mostrou a continuidade entre os estados liquidos e gasosos. Em
temperaturas abaixo da temperatura critica, dois fluidos do mesmo material
podem existir em equilibrio; a fase mais densa é chamada de liquido e a fase
menos densa é chamada de gas. E possivel passar do estado liquido para
0 gasoso, simplesmente aquecendo ou descomprimindo o material acima da
temperatura critica. A diferenca entre liquido e gas é essencialmente uma
diferenca na densidade de massa. Para fluidos acima da temperatura critica,
pequenas variacoes na pressao podem levar o fluido ao estado mais denso
ou menos denso, sendo este material nestes condi¢oes chamado de fluido
supercritico (Par87).

Fluidos reais sao chamados de fluidos viscosos Newtonianos. O

'Esta definicao de sélido é fenomenoldgica.
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escoamento de fluidos Newtonianos é bastante conhecido, visto que o ar e 4gua
sao os fluidos mais familiares ao ser humano e sao Newtonianos. Os trabalhos
referidos anteriormente sobre os processos de erosao e deposicao (Mailf) e
o transporte de particulas em estruturas ramificadas (VasIO) sdo obtidos
através do escoamento de fluidos viscosos Newtonianos. Existem muitas classes
de liquidos que nao sao deformados continuamente com uma tensao externa
aplicada ao escoamento. Este tipo de substancia recebe o nome de fluido nao-
Newtoniano (Bro67). As aplicagdes destes fluidos no quotidiano sao amplas,
vao desde a industria alimenticia a Medicina e Orthodontia, passando pela

industria bélica, desportiva e petrolifera.

tipos de fluidos nao-Newtonianos através de meios porosos é apresentado. Um
meio poroso é basicamente um sélido permeado por uma rede de poros. Estes
poros sao espacos vazios no material sélido. Muitos materiais na natureza sao
porosos, tais como rochas, esponjas, ossos e solo. O conceito de meio poroso é
um termo emprestado da Mecanica dos Solos?, bem como o conceito de po-
rosidade. A literatura de meios porosos é ampla (Dul92, Bea7?2, Sah93), mas
uma vez que o estudo de meios porosos é tema central de varios ramos do
conhecimento, cada texto reflete os interesses de suas dreas. Assim, alguns es-
pecialistas de uma area nao entendem os principios basicos de outras areas. Por
exemplo, um engenheiro ou hidrologista nao esta interessado no entendimento
dos padroes de morfologia dos solos, enquanto um fisico de solos nao compre-
ende os conceitos do transporte em sistemas desordenados. Durante a década
de 1980 fisicos e geofisicos devotaram bastante esforco no entendimento das
propriedades fisicas de arenitos. Estas investigagoes foram impulsionadas pela
curiosidade de novos materiais, tais como meios fractais, e, pela perspectiva de
encontrar novos comportamentos. Grande parte da pesquisa em Fisica nesta
area foi impulsionada pelas necessidades da industria do petréleo e o desejo de
entender a dinamica de escoamentos multifasicos. Mas uma grande parte da
pesquisa se deve aos fisicos de solos. Uma vez que eles estavam focados demais
nos aspectos morfologicos e estruturais, a literatura da ciéncia de solos ¢é ina-
dequada a quem procura informacgoes a respeito do transporte e escoamento.
Muitos modelos se preocupam em descrever detalhadamente os poros para
depois se preocupar com a distribuicao do tamanho deles sem considerar os
efeitos de conectividade entre eles. Quando uma medida de algumas proprieda-
des de um meio poroso é realizada, a conjectura de uma conectividade perfeita
¢ assumida. Entretanto, uma fenomenologia inconsistente internamente pode

produzir quaisquer resultados, inclusive resultados errados. Mas a comunidade

2Em particular, do trabalho de Karl von Terzaghi.
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cientifica tem valorizado bastante formulagoes que sejam flexiveis para mode-
lar o escoamento e caracteristicas de transporte acima das previsoes: qualquer
combinacao de parametros pode existir tal que faca com que as previsoes se tor-
nem corretas. De fato, com formulagoes mais flexiveis, pode haver um nimero
grande de tais combinagoes, assim, hoje em dia, um interesse comum da comu-
nidade é requerer a unicidade das determinacoes dos parametros. Uma outra
vantagem das formulagoes flexiveis é que o erro experimental, que geralmente é
consideravel, pode ser facilmente acomodado nos parametros. Freqiientemente,
as relagoes resultantes sao reconhecidas na ciéncia dos solos e Hidrologia como
sendo apenas fenomenolégicas. Todavia, o tratamento fisico deve ser:
derivar relagoes que sejam tanto previsiveis como também tenham
significado fisico, mesmo frente a complexidade. Nesta tese, o Modelo
de Queijo Suigo foi utilizado para modelar a morfologia dos meios porosos.
Os aspectos mais interessantes de um meio poroso natural sao sua com-
plexidade e variabilidade. A principal dificuldade em se estimar as propriedades
de transporte de meios porosos geolégicos é obter uma descricao util do espago
de poros em trés dimensoes. A dimensionalidade da descrigdo é crucial por
muitas razoes. De fato, erros sistematicos resultam de meios fractais quando
imagens em duas dimensoes sao usadas para se estimar a porosidade de um
meio. Porém, é dificil obter imagens em trés dimensoes de um volume de grande
complexidade envolto num meio opaco. Tentativas de isolar uma amostra de
um meio natural geralmente causam algum rearranjo das particulas constituin-
tes do meio; isto também muda o espaco de poros, tal que descricoes precisas
dos meios em suas condig¢oes naturais raramente estao disponiveis através de
medidas diretas. Novos métodos de imagem tém sido propostos e bem aceitos
pela comunidade cientifica, mas existe o perigo de estes novos métodos produ-
zirem principalmente dados supérfluos. Se um meio poroso for fractal, entao a
informagao requerida para modelos pode ser destilada em poucos parametros.
A comunidade de ciéncias de solos geralmente distingue entre as propriedades
fisicas dos solos, as propriedades hidraulicas e as propriedades de transporte
(difusao, condutividades térmica e elétrica, dispersao,etc). Tal distin¢ao entre
as propriedades de escoamento e transporte tende a nublar o fato de que todas
as condutividades, sejam térmicas, elétricas ou hidraulicas, sao coeficientes de
proporcionalidade na mesma equacao, na qual o fluxo é proporcional ao valor
negativo do gradiente de potencial. Enquanto que os problemas gerais do escoa-
mento de fluidos em meios porosos ¢ descrito pelas equacoes de Navier-Stokes®.

Em geral, em regime de nimero de Reynolds baixo a equacao usada para des-

3As equacdes de Navier-Stokes servem para descrever apenas o escoamento de fluidos
Newtonianos, como serd visto no capitulo 2. Para fluidos nao-Newtonianos, uma equagao
mais geral da conservagao do momento linear toma lugar.
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crever o escoamento é uma relacao proporcional entre a velocidade do fluido na
entrada e o negativo do gradiente de pressao ao longo do meio poroso, sendo
a constante de proporcionalidade a permeabilidade hidraulica. O principal
sucesso desta relagao é prever as propriedades hidraulicas das propriedades
fisicas, e entao prever as propriedades de transporte das propriedades fisicas e
hidraulicas. Um fisico precisa compreender claramente esta distin¢gao. Muitos
tratamentos tém sido baseados em tratamentos empiricos ou em simulagoes
numéricas separadamente. Um intrincamento destes dois tipos de tratamento
se faz necessario na construgao de uma teoria de transporte mais abrangente.

As aplicagoes do escoamento de fluidos complexos em meios porosos esta
presente em diversas areas do conhecimento. Na Medicina, é possivel considerar
que o meio no qual o fluxo sangiiineo toma lugar no corpo humano é um
substrato extremamente interconectado (sistema vascular) (Mer69). O sangue
se comporta como um fluido nao-Newtoniano para baixos valores da taxa
de deformagdo (~ 100s~') (San07). Este comportamento nao-Newtoniano é
devido as particulas em suspensao no plasma sangiiineo. Outras regides do
corpo humano apresentam estrutura de poros.

Os ossos sao orgaos importantes que formam parte do endoesqueleto-
esqueleto dos animais vertebrados. As fungoes deles sao de locomocao, suporte
e protegao para varios outros érgaos. Além disso, eles produzem células brancas
e vermelhas e armazenam nutrientes. Os ossos sao compostos de diferentes
estruturas a fim de garantir a especializacao daquele 6rgao. Ele nao é um
material uniforme, mas apresenta espagos entre seus elementos mais duros.
Pode-se separar dois tipos de estruturas, o osso cortical, que é mais denso
e responde por 80% da massa total dssea, e o osso trabecular, que é uma
estrutura porosa, também chamado de osso esponjoso. A estrutura cortical é,
em geral, a parte mais externa do osso. Nela ha bem mais células dsseas que
sangue, ja na estrutura trabecular, a drea da superficie dssea é cerca de 20
vezes maior que no osso cortical (Kin0d). O conhecimento de como a medula
6ssea e 0 sangue escoam nestas estruturas ¢ de interesse fundamental para o
entendimento da proliferacao das células e nutrientes no sistema esquelético
de cobaias (Egr92) e humanos.

Outra aplicacdo importante é a injecao de cimento® para préteses
dentérias e dsseas (Lew97). Quando um osso estd gravemente quebrado ou
um dente é implantado, os especialistas tendem a construir ou reparar esses

defeitos através da injecao de um cimento feito de fosfato de calcio (CPCP)

4S50 materiais baseados em resinas ou acido-base. Basicamente sdo materiais formados
pela mistura de pé e liquidos.

5Acrénimo das palavras inglesas Calcium Phosphate Cement, ou cimento de fosfato de
calcio.
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Figura 1.1: Micrografia eletronica colorida mostra células ¢sseas aderindo ao
cimento de fosfato de calcio (CPC). In: (Bur(H)

(Bur05) ou compostos de polimeros naturais (Lew97). Os CPCs sao materiais
feitos com o uso de matéria dssea, de tal forma que as células nao rejeitam
o cimento e nao ha transmissao de doengas, proporcionando uma aderéncia
natural a parte restaurada ou construida. A injecao de cimento dsseo garante
alta fixagdo das préteses depois que o cimento endurece (ver figura I[0). A
maioria destas restauracoes ¢é feita em pacientes que sofreram traumas severos
ou pacientes mais idosos. A populagao mundial estd se tornando mais idosa,
fazendo necessario o aperfeicoamento das técnicas de injecao e da fabricacao
destes materiais para uma melhora da saide e bem-estar dos pacientes.
Muitos fluidos encontrados na industria de alimentos possuem propri-
edades reolégicas nao-Newtonianas (Raol7). A textura destes alimentos esta
intimamente relacionada com a sua reologia®. O chocolate derretido, por exem-
plo, apresenta uma reologia muito complexa, principalmente por ser composto
de manteiga de cacau e gordura lactea com as particulas de cacau dispersas

nesta mistura (Lue97). Esta dispersao de particulas deve ser controlada nesta

6 A palavra reologia vém do grego rheo= escoamento logos= estudo, sendo sugerido pela
primeira vez por Bingham e Crawford, para descrever o escoamento, no caso de materiais
liquidos, e, a deformacéo, no caso de materiais sélidos.
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emulsao a um determinado ponto, tal que o produto final tenha a aceitacao
do consumidor. O mesmo acontece com varios outros produtos da industria
alimenticia (Gia97, Ver(8).

No ambito da Biologia marinha existe um animal peculiar que forma
colonias que sao essencialmente meios porosos. Charles Darwin descreveu os
recifes de corais tropicais como odsis no deserto do oceano. Os recifes de
corais cobrem apenas 1% da superficie oceanica da Terra, e, ainda assim,
mais de 25% de todas as espécies marinhas os habitam em alguma fase de
sua vida. Este numero gigantesco de espécies resulta numa rede complexa
na cadeia alimentar. Em geral, as cadeias alimentares tém as plantas como
produtoras primarias, mas a base da cadeia alimentar nos recifes sao animais:
os corais. A produgao priméria num recife de coral é muito alta? (Sord3).
Os recifes de corais sao estruturas porosas submarinas feitas do carbonato
de calcio excretado pelos corais. Recifes de corais suportam servicos de eco-
turismo, pescaria e protegao costeira. O valor economico dos recifes de corais
é estimando em US$ 30 bilhoes (WWEND). Os corais nos recifes no mundo
todo estao morrendo devido a acao humana. O entendimento do transporte de
sedimentos e poluentes fora e através dos recifes é de importancia fundamental
para se determinar a sobrevivencia destes ecossistemas.

O estudo do escoamento de petréleo através de meios porosos é inerente-
mente importante na sociedade moderna devido principalmente a utilizagao do
motor de combustao interna e aviagao comercial. Hoje em dia, 2011, 90% do
combustivel veicular é derivado do petréleo. E em muitos paises, o consumo de
petrdleo para a produgao energética chega a 50% da energia consumida total.
O petréleo bruto é uma mistura viscosa de produtos leves e pesados; ele possui
varios tipos de hidrocarbonetos diferentes misturados; onde as moléculas mais
comuns sao alcanos, cicloalcanos, hidrocarbonos aromaticos ou quimicamente
mais complexas como o asfalteno. Estes diferentes hidrocarbonetos dao origem
a uma gama enorme de produtos conhecidos da sociedade moderna

Para se extrair o petréleo bruto de um reservatorio existem varias
técnicas disponiveis. Um delas consiste em perfurar o poco onde o petréleo
foi localizado e bombear o petréleo através de um tubo de ago colocado no
buraco perfurado. Quando o petréleo bruto é muito viscoso e dificil de ser
bombeado®, uma outra perfuracao é adicionada, de tal forma a se injetar vapor
d’agua no intuito de diminuir a viscosidade do petréleo bruto e aumentar a
pressao naquele ponto de perfuragao. O gradiente de pressao entre as duas

perfuragoes faz com que o fluido escoe por entre as lacunas da rocha, levando

"Em média, a biomassa produzida num recife de coral é da ordem de 10gC/ (deia).
Biomassa é a quantidade total de matéria viva existente num ecossistema.
8Em geral, isto acontece quando o petréleo bruto estd na forma de betume.
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consigo sedimentos da rocha ou particulas sélidas de betume. Para o processo
de refino acontecer é preciso, primeiro, eliminar as impurezas solidas presentes
no petroleo bruto, de tal forma que vérias técnicas tém sido desenvolvidas e
aperfeicoadas no processo de purificacao. Uma destas técnicas é fazer o petréleo
passar por uma torre empacotada, onde as particulas maiores serao filtradas
(Iad9g).

A drenagem de dejetos urbanos através dos dutos da rede de esgoto
pode ser classificada como escoamento através de meios porosos. Todo es-
goto sanitario se compoe basicamente de 99,9% de dgua e 0,1% solidos.
Solidos organicos 70%(proteinas, carboidratos, gorduras) e sélidos inorganicos
30%(areia,sais e metais). A dgua em si nada mais é que um meio de transporte
das inimeras substancias organicas e inorganicas e microorganismos elimina-
dos pelo homem diariamente.Os sélidos sao responsaveis pela deterioracao da
qualidade do corpo da dgua. Como muita matéria organica esta presente nos
esgotos, a agua do esgoto freqiientemente torna-se uma solugao polimérica.

Um tipo de liquido nao-Newtoniano bastante referenciado atualmente é
aquele usado nas novissimas vestimentas a prova de balas (Dec07). Decker
et al. desenvolveram um liquido referido como STF® que é colocado entre
as fibras de um tipo de colete a prova de balas, um material inerentemente
poroso. Sob um regime de baixa tensao apresenta um comportamento tal
que com um leve aumento da tensao aplicada ele se torna menos viscoso, o
que deixa a vestimenta bastante maleavel. Mas existe outro regime, o de alta
tensao, em que o aumento da tensao é acompanhado por um aumento brusco
na viscosidade, deixando a vestimenta extremamente enrijecida no local onde
a tensao aumentou. Assim, quando o usudrio da vestimenta sofre um forte
impacto de um projétil, a vestimenta enrijece, mas o impacto se distribui por
uma area bem maior do que no caso de coletes a prova de balas convencionais.
O mesmo tipo de fluido tem sido proposto e testado para aplicagoes em
esportes de alto risco, como skate, snowboarding e esqui. Novas patentes de
como se fabricar materiais esportivos usando fluidos nao-Newtonianos tém sido
criadas (Lam09). Levando em conta as aplica¢oes do escoamento de fluidos
nao-Newtonianos na sociedade moderna, a motivagao para esta tese se torna
evidente.

A distribuicao dos capitulos nesta tese se da da seguinte maneira: No
capitulo 2 é apresentado ao leitor o formalismo Euleriano da dinamica de
fluidos. A exposicao matematica das equacoes da continuidade, conservacao

da energia e momento linear é feito de modo a possibilitar o leito compreender

9Do acrénimo em inglés Shear-Tickening Fluid, cuja traducdo livre é fluido enrijecedor.
Este liquido é uma mistura de nano-particulas de quartzo imersas em etileno glicol (fluido
Newtoniano). A concentracdo destas particulas no etileno glicol afeta a sua reologia.
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as defini¢oes subseqiientes, como viscosidade, o nimero de Reynolds e
o principio de similaridade mecanica. Alguns escoamentos viscométricos sao
apresentados uma vez que serao a base para varias analises no decorrer
dos capitulos. Ainda, algumas técnicas de solucao numérica de equagoes
diferenciais parciais utilizadas nesta tese sao apresentadas.

No capitulo 3 é exposta a teoria sobre o Transporte de Particulas em
escoamentos. Sao definidos o niimero de Stokes e o coeficiente de arrasto. Uma
estrutura ramificada é proposta para atuar como um separador de particulas.
Através de simulagoes numéricas para a obtencao de solugoes das equagoes
de Navier-Stokes através de métodos de diferencas finitas foi possivel estudar
detalhadamente o escoamento dentro desta estrutura ramificada e o transporte
de particulas nela. Ainda, um modelo de erosao-deposi¢ao foi desenvolvido
para simular os padroes de formagao de sistemas granulares saturados baseado
numa rede de poros, onde as particulas granulares sao transportadas pelo fluido
segundo a Lei de Stokes.

No capitulo 4, uma breve descricao da caracterizacao de meios porosos
e sua relacdo com as propriedades de transporte hidraulico (Lei de Darcy)
sao apresentadas. Neste capitulo, é exposta a andlise dos resultados de si-
mulagoes numéricas das equacoes de momento e continuidade para o escoa-
mento de fluidos nao-Newtonianos através de meios porosos desordenados em
trés dimensoes. O nimero de Reynolds é redefinido para fluidos do tipo lei-
de-poténcia e uma nova permeabilidade hidraulica é proposta, resultando num
colapso universal dos resultados para o escoamento deste tipo de fluido. Para o
plastico de Bingham, um regime de permeabilidade maxima ¢é discutido, indi-
cando possiveis aplicacoes para o escoamento deste material através de meios
POT0SOS.

Por fim, no capitulo 5, as conclusoes gerais dos trabalhos apresentados

nos capitulos 3 e 4 sao delineadas.



2
Teoria

Neste capitulo é exposta a descrigao fisica e o formalismo matematico da
dinamica que governa o transporte de momento, energia e massa em um fluido
continuo. Para o leitor interessado nos resultados desta tese, convém suprimir

este capitulo em uma primeira leitura.

2.1
Equacdes basicas da dinamica de fluidos

Como toda teoria fisica, a Mecanica dos Fluidos faz uso de um forma-
lismo matematico para descrever o comportamento dos campos de velocidade
de cada elemento de volume do fluido e da pressao correspondente a este ele-
mento. As equagoes que sao descritas nesta tese partem da conjectura de que
o fluido é um continuum e obedece as leis de Newton, sem o interesse em des-
crever as interacoes entre as moléculas do fluido. Esta formulagao da Mecanica
dos Fluidos, que obedece a hipotese de continuum, leva a uma descricao da
distribuicao das quantidades mensuraveis do fluido definidas em funcao da
posicao 7 no espaco e no tempo t. Esta formulacao é chamada de Euleriana®.

Uma outra formulacao possivel é a chamada Lagrangeana?, que faz uso
do fato de que em Mecanica de Particulas algumas quantidades dinamicas ou
fisicas referem-se nao apenas a determinadas posi¢oes no espago, mas também
a quantidades distinguiveis de matéria. Nesta formulacao, as quantidades de
escoamento sao definidas em funcao do tempo e sao relacionadas a um elemento
material do fluido. Estas quantidades descrevem a historia deste elemento do
fluido. Desde que elementos materiais do fluido mudam sua forma quando se
movem, é necessario identificar o elemento de fluido selecionado, em geral, pela
posicao do centro de massa desse elemento num determinado instante. Quando
se esta interessado nas propriedades de uma tinica molécula pertencente a um
fluido, pode-se notar que a velocidade tem uma distribuicao extremamente nao-
uniforme, de tal forma que um grande ntimero de particulas é necessario para

se chegar a condicao de continuum. Embora o uso da formulacao Lagrangeana

'Em homenagem ao Fisico e Matemético suico Leonhard Paul Euler (1707-1783).
2Em homenagem ao Fisico e Matemético franco-italiano Joseph Louis Lagrange (1736-
1813).
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seja util em certos contextos especiais, tal como a descricao pormenorizada da
interacao de corpos imersos no fluido com as particulas do fluido, ela leva a
analise dificil e, em geral, é uma desvantagem nao poder obter diretamente os
gradientes de velocidade e pressao no fluido. Em geral, a Mecanica dos Fluidos
estd interessada nas quantidades em escala macroscopica; em comparacao com
a separacao entre as moléculas do fluido. Por esta razao, a formulacao usada
nesta tese é a Euleriana.

Ainda, na formulacao Euleriana, um elemento do fluido nao é uma
particula fisica como uma molécula do fluido. Como dito, a distribuicao
das velocidades das moléculas num fluido é extremamente nao-uniforme.
Assim, um elemento do fluido, que chamaremos de particula, é uma regiao
muito pequena no espago contendo uma quantidade suficientemente grande de

moléculas, tal que a natureza molecular do fluido possa ser uniformizada.

2.1.1
Equacoes de Euler

Seja D uma regiao do espaco em duas ou trés dimensoes, JR? ou R3,

preenchido com um fluido. Seja 7 € D um ponto no dominio D e considere
a particula do fluido movendo-se em 7 no tempo ¢. ¥ = (x,y, z) é escrito em
relacao ao sistema padrao Euclidiano de coordenadas cartesianas espaciais.
Imagine uma particula num fluido; esta particula atravessa uma trajetéria
bem-definida. Seja 1 (7,t) a velocidade da particula de fluido que estd se
movendo através de 7 no tempo t. Entdo, para cada tempo fixo, @ é um
campo vetorial em D, como mostrado na figura ZZT1l. « serd chamado de campo
vetorial de velocidades do fluido.
Para cada tempo t, é assumido que
o fluido tem uma densidade de massa
bem-definida p (7,t). Entao, se W ¢é
qualquer sub-regiao de D, a massa do
fluido em W no tempo t é dada por

m(W,w:/Wp(m)du

onde dV é o elemento de volume no
espaco. Segue que deve ser assumido
que as funcoes u e p sao suaves sufici-
ente, tais que as operagoes padrao do
Calculo possam realizadas sobre elas.

(2-1)

Esta conjectura é aberta a criticas e ob-
viamente voltaremos a ela mais tarde,
no decorrer deste capitulo.

Figura 2.1: Particula de fluido locali-
zada em 7 movendo-se com velocidade
i no espaco D.
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A conjectura de que p existe é uma conjectura de continuidade. Cla-
ramente, ela nao vale quando a estrutura molecular da matéria é levada em
conta. Para a maioria dos fenomenos macroscépicos que ocorrem na natureza,
¢ aceito que esta conjectura é correta.

A derivagao das equagoes governantes da dinamica de um elemento de

fluido é baseada em trés principios basicos:
1. a massa nao ¢ criada, nem destruida;

2. a taxa de mudanca do momento de uma porcao do fluido iguala-se a

forga aplicada nele (segunda lei de Newton);
3. a energia nao é criada, nem destruida.

1. Conservacao da massa

Seja VYW uma regiao fixa de D (W é constante no tempo). A taxa de
mudanca de massa em W é

%m (W, 1) = % /W p(F.t) dV = /W wdv (2:2)

Seja OW o contorno de W, suposto ser suave; seja n o vetor unitario
dirigido para fora definido em pontos de WV, e seja dA o elemento de area em
OW. A taxa do fluxo de volume através de OV por unidade de area é u - n e
a taxa de fluxo de massa por unidade de area é pu - n.

O principio de conservacao de massa pode ser melhor descrito como: a
taxa de aumento de massa em VV iguala-se a taxa com a qual a massa atravessa
OW no sentido de fora-para-dentro de oW, i. e.,

d

— [ pdV = —/ pu - ndA. (2-3)
dt Jyy oW

Esta é a forma integral da lei de conservacao de massa. Pelo teorema da

divergéncia, esta equagao é equivalente a

d
/ {_p +V- (pﬁ)} av =0. (2-4)
w Ldt
Como esta equacao vale para todo W, é equivalente a
dp
— - (pu) = 0. 2-5
L4V (o) (2:5)

A 1ltima equacao é a forma diferencial do teorema de conservacao de
massa, também conhecido como equacao de continuidade.

Se p e 4 nao sao suaves o suficiente para justificar os passos que levaram
a forma diferencial do teorema de conservagao de massa, entao a forma integral

deve ser usada.
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2. Conservacao do momento °
Seja 7 (t) = (z (t),y (t), z (t)) um caminho seguido por uma particula do

fluido, tal que o campo de velocidades é dado por

ax(t),y(t),z() = (@ ),y(),2@1), (2-6)

isto é,

d
Q)0 = 27 0). (2-7)
A aceleracao de uma particula do fluido é dada por
d> d
) = —ig (7 ] 2-
CF(t) = S (1) 1 (2:8)

Pela regra da cadeia, a equacao acima torna-se

d* ou, Ou. Oou, Ou

proid (t) = o + B_yy + 5.° + TS (2-9)
que é 0 Mesmo que escrever
j—;?(t) = % u - Vi, (2-10)
onde u -V = uxa% + uya% + uz% é um operador.
Chamaremos D o
i o +u-V

de derivada material; ela leva em conta o fato do fluido estar se movendo
e que as posi¢oes das particulas mudam com o tempo. De fato, se f (z,v, 2, t)

for qualquer funcao de posicao e tempo, entao, pela regra da cadeia,

df of
E—E'f‘u-Vf.

2.2
Forcas num elemento de fluido

Para qualquer continuum, as forcas atuando numa parcela ¥V do mate-
rial sao de dois tipos. O primeiro tipo corresponde as forgas de tensao, onde
uma parte do material é acionada pelo resto do continuum por meio de forcas
através de suas superficies. Estas forcas sao costumeiramente chamadas de
forcas de superficie. Elas tém origem molecular, diminuindo rapidamente com
o aumento da distancia entre os elementos interagentes, de tal forma que es-
tas interagoes sao apreciaveis somente quando as distancias sao da ordem da
separacao entre as moléculas do fluido. Ou seja, elas s6 sao apreciavelmente

experimentadas se existir o contato mecanico direto entre os elementos inte-

3A teoria desenvolvida aqui leva em conta o sistema Euclidiano de coordenadas, mas
pode ser estendida para outros sistemas de coordenadas.
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ragentes. As forcas de contato exercidas entre dois elementos de massa de um
fluido em contato direto na fronteira entre eles sao devidas ao transporte de
momento por moléculas em movimento oscilatério em torno de uma posicao de
equilibrio estacionaria e das forgas entre as moléculas nos dois lados da borda.
Se um elemento de massa de um fluido é acionado por forcas de contato origi-
nadas das reacoes com a matéria fora deste elemento, estas forcas de contato
podem apenas atuar numa fina camada adjacente a fronteira do elemento de
fluido. A forca total de contato num elemento do fluido é determinada pela area
da superficie deste elemento. As diferentes partes de uma superficie fechada
envolvendo um elemento de volume do fluido tém diferentes orientagoes. Ao
invés de considerar a fronteira do elemento finito do fluido constituido pelas
moléculas, um elemento de superficie plano dA é considerado. Isto é possivel de-
vido ao comprimento de penetracao das forcas de contato ser pequeno quando
comparado com as dimensoes lineares do elemento de superficie.

O segundo tipo de forcas surge através de campos externos, tais como o
gravitacional ou o eletromagnético, que exercem uma for¢a por unidade volume
no continuum. Este tipo de forca é também chamado de for¢ca de volume ou
de corpo.

Um fluido ideal, ou fluido de Euler, é definido como aquele em que
para qualquer movimento existe uma fungao p (7,t) chamada de pressao, tal
que se S é uma superficie no fluido com vetor normal unitario n, a forca de
tensao exercida através da superficie VW por unidade de area em 7 € OW
no tempo t é —p(r,t)n. Note que a for¢a atua na dire¢cao de 7, sendo
perpendicular a superficie S.

Intuitivamente, a auséncia de forgas tangenciais implica que nao hé como
rotacoes iniciarem-se neste fluido, ou uma vez que elas estejam presentes,
permanecerao ad infinitum. Obviamente, um fluido ideal nao pode descrever
simples fenomenos fisicos presentes na dinamica de fluidos. Nao obstante, o
fluido ideal de Euler pode dar idéia de um classe restrita de outros fendmenos.

Se W é uma regiao no fluido num instante particular ¢, a forca total

exercida no fluido dentro de W pela tensao na sua borda é

Fopy = —/ phdA (2-11)
ow
Seja € qualquer vetor constante no espago, o Teorema da Divergéncia diz
que
Py - &= —/ pe- di = —/ Y (pe) dV = —/ (Vp)-edv.  (212)
ow w w
Tal que

o = — /W (Vp) V. (2-13)
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Se f (r,t) for uma dada forga de campo por unidade de massa, a forga
total é . .
F = / pfdV. (2-14)
Entao, para qualquer elemento (11/2 fluido a forca por unidade de volume
¢ —Vp+p f Mas, pela segunda lei de Newton, a forca atuando num elemento
de fluido tem de ser igual a variacao do momento linear em relacao ao tempo

desse elemento:

Du ou

Poy =Py TPEVi=-Vp+pf. (2-15)

3. Conservacao da energia
Para um fluido movendo-se num dominio D, com campo de velocidades

i, a energia cinética contida numa regiao YW C D é
1 2
Een == [ plu|”dV. (2-16)
2 Jw

E suposto que a energia total é a soma da energia interna com a energia
cinética. Se trabalho é realizado sobre ou pelo fluido, a energia total do sistema
muda. A taxa de mudanca da energia cinética de uma porcao mével W, de

fluido é calculada usando o teorema de transporte (Fox83):
dE., 1d . D \u| 1 L [(0u
= dV = = - = -V av
a2 )"l ’ / 2/Wp[u (8t+u u)]
(2-17)

Escoamentos incompressiveis

Num escoamento incompressivel a variacao da densidade de massa do
fluido pode ser desprezada. E conjecturado, nesta secao, que a taxa da mudancga
da energia cinética numa porg¢ao do fluido é igual a taxa com que as forcas no
fluido exercem trabalho:

dE., }
cin _ / pii - fdV — / i (Vp)dv, (2-18)

onde é suposto que se a energia cinética é suposta ser a energia total do fluido

o fluido é incompressivel (a nao ser que p = 0), e

p{ﬁ (?—i—u Vu)] —pii- f—1-(Vp). (2-19)
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No caso incompressivel?, as equacoes de Euler sao

Dii -

L 22
P Vp + pf, (2-20)
Dp

0 _ 221
Dt 0 (2:21)
Vi = 0, (2-22)

(2-23)

com as condigoes de contorno 4 -n =0 em 9D.

Escoamentos Isentrépicos

Um escoamento compressivel é dito isentrépico se existir uma funcao w,

chamada de entalpia, tal que
1
Vw = =Vp. (2-24)
p

Sabendo que a energia interna por unidade de massa pode ser escrita,
via termodinamica, como e;,;; = w — p/p. A Primeira Lei da Termodinamica
diz que 1
dw = Tds + —dp, (2-25)
onde s é a entropia. g

Se a pressao ¢é fungao apenas de p, entao o fluido é claramente isentropico

com s constante. Assim

Oe;
2 mnt
=p —. 2-26
P=rp, (2-26)
Seja a variacao da energia total do fluido escrita como
dEtotal d 1 -2
i di), SP 1l + pein (2-27)
Assim, as equagoes de Euler para um escoamento isentropico sao
Du -
== — _ 2-28
0
V (pi) + a—f = 0, (2-29)
(2-30)

com as condigoes de contorno 4 -n =0 em 0D (ou @-n = U -n, se a parede

se move com velocidade U).

4Um escoamento incompressivel ndo necessita que o fluido em questao seja incompressivel,
mas que nas determinadas condigoes do escoamento o ntimero de Mach seja inferior a 0.3.
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2 (b) Campo de velocidades em torno do corpo.

Toos B T S IS T e

=
SN

velocidade constante na zona mais a esquerda, pressao zero na zona mais
a direita e periddicas nas zonas perpendiculares ao escoamento. Em (a),
pormenor das linhas de corrente do fluido em torno do corpo; em (b), pormenor
dos vetores do campo de velocidades.

2.2.1
Linhas de corrente ou Streamlines

Dado um escoamento com campo de velocidades 4 (7,¢), uma linha de
corrente, ou streamline®, no tempo t é definida como a integral de caminho de
U; i. e., se 7'(s) é uma linha de corrente no instante ¢, a curva é parametrizada

pela variavel s que satisfaz
— =u(r(s),t), (2-31)

onde uma trajetoria fixa pode ser a curva tracada assim que o tempo evolui.
Assim, uma trajetoria é uma solugao da equacao diferencial

% =u(r(t),t), (2-32)
com as condigoes iniciais do problema em questao. Se 0u/0t = 0, as linhas de
corrente e as trajetorias coincidem. Este caso é denominado de escoamento

estaciondrio (ver figura Z2-(a)).

Teorema de Bernoulli

Num escoamento estacionario isentropico e na auséncia de forgas externas
nao-conservativas, a quantidade % +V+ % |1_[|2 ¢ constante ao longo das linhas
de corrente. O mesmo vale para escoamentos incompressiveis com densidade
constante. Este resultado é valido apenas para fluidos ideais, mas para fluidos
reais ¢ uma ferramenta 1til para se entender o comportamento de alguns

sistemas fisicos onde as for¢as nao-conservativas sao conhecidas.

5Termo em lingua inglesa para linhas de corrente.
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Vorticidade

A vorticidade é definida como & = V x 4. Para um dado elemento de
fluido, 4 é composto de translacao, deformacao e rotacao, com velocidade de
rotagao igual a %(D’:

H(F+07) = W)+ €(F)- 074 SO x ST O(67-07), (239

onde 07 é um pequeno deslocamento da posicao 7 e € é um tensor de segunda
ordem. Entao, seja a expansao em séries de Taylor de 4 (7 + 07) em torno de

7 igual a
U(r+0r) = U (r)+ Vi - o7+ O (67 7). (2-34)

Assim, pode-se escrever o tensor é como
¢ = % [Vﬁ + (va)T] , (2-35)
onde T é a transposta da matriz representando o tensor de segunda ordem, e
S= % [va - (Vﬁ)ﬂ . (2-36)

Entao Vi = é + S. Assim, S pode ser expressa como

) 0 —w, wy
S = 5| w 0 —w: |, (2-37)
—Wy Wy 0
tal que 1
S-or= W X 0T, (2-38)

onde & = w,i+w,]+w.k quando escrito no sistema cartesiano de coordenadas.
O tensor ¢ é chamado de tensor da taxa de deformacgao. Como ¢ é
simétrico, existe uma base ortonormal (cujos vetores sdo €1, é; e é3) na qual é

¢ diagonal:

d 0 0
e=| 0 dy 0 |. (2-39)
0 0 ds
O significado fisico de é pode ser melhor entendido se todos os termos em 3

do7
dt

mantido fixo na equagao P=33, uma nova equagao vetorial tem componentes

d(STz‘
dt

A taxa de mudanga de um comprimento unitario ao longo de um eixo—i em

forem ignorados, excetuando-se € - 47. Como 4 = = ¢ - 07, quando 7 é

t =0 éd;. O campo vetorial é-07 esta se contraindo, ou se expandindo ao longo
de cada eixo-é; - por isso o nome de deformacao. A taxa na qual o volume varia

dentro de uma caixa de lados dr1, dry e dr3, paralelos aos eixos €1, é; € é3, €
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d ds do do
— (0r107267) = d:35r15r2+——E€25T35r14——Eglérgérg:: (di + do + dy) 611572075,
(2-41)

Todavia, o traco da matriz representando o tensor é é invariante sob trans-

formacoes ortogonais, implicando em

dy+dy+ds=V-ii. (2-42)

Entao, o volume do elemento de fluido muda com a divergéncia do campo de
velocidades. Os outros termos em P=33 podem ser interpretados da seguinte
maneira: O primeiro termo induz um movimento translacional constante e o

ultimo termo, pode ser escrito, se 7 for mantido fixo, como

dor 1 o
E = éw X OT. (2-43)

A solugao desta equagao diferencial linear é direta e resulta em
o7 (t) = R (t,&) 67 (0), (2-44)

onde R ¢ uma matriz de rotagao. Como o movimento de corpo rigido deixa o

volume invariante, a divergéncia de & x 07 é zero.

2.3
Equacoes de Navier-Stokes

Ao contrario do fluido ideal de Euler, onde todas as tensoes eram tidas
como normais a superficie de um elemento de fluido, um fluido real apresenta
tensoes nao necessariamente normais. A figura 223 mostra dois elementos de
fluidos adjacentes separados por uma fronteira comum .S, onde a velocidade
é paralela a superficie S, mas o campo de velocidades tem uma diferenca em
magnitude assim que a fronteira S é ultrapassada. Se as forgas na fronteira
do elemento de fluido forem somente normais a superficie S, nao existird
transferéncia de momento entre os elementos de volumes A e A’. Todavia,

a Teoria Cinética implica que isto nao faz sentido! As moléculas mais rapidas

uAl

—_

u,

Figura 2.3: Dois elementos de fluido movendo-se rente a uma superficie S.
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provenientes da parte superior da superficie S irao se difundir através de S e
impelir momento no fluido abaixo e as moléculas mais lentas na parte de baixo
irao desacelerar as particulas de cima.

Supondo, agora, que as forcas de contato sao escritas como
F ]f —p(7t) + T (7,1)] - dA. (2-45)
s

onde 7 é o tensor de tensao de cisalhamento. Aqui, o produto 7T - dA
nao é necessariamente paralelo ao vetor normal dA. A segunda lei de Newton
afirma que a taxa de mudanca de qualquer porcao VW do fluido que se move é

igual a forca atuando nela:

d S

L paav = - f (p—T)-dA (2-46)
dt Jy aw

T modifica o transporte de momento através da fronteira de W. O
tensor de tensao, 7, é escolhido de tal forma que reflita o transporte de
momento em nivel molecular. Ainda, 7 deve ser simétrico, o que pode ser
deduzido da conservagao do momento angular. Neste ponto, é conjecturado
que 7 tem uma dependéncia linear do gradiente de velocidade V. Também
é suposto que T é invariante sob rotagoes de corpo rigido, desde que nao
hé difusao de momento quando o fluido sofre uma rotacao de corpo rigido:
TU-Vi-U)=U-T (Vi) - U, com U sendo uma matriz ortogonal.

Como T é simétrico, segue das propriedades de rotacao de corpo rigido
e da dependéncia de V@ em T, que T depende somente da parte simétrica
de Vu, isto é, da taxa de deformacao, é. Como 7 é uma funcao linear de
¢, e, ainda, € e 7 comutam, eles podem ser simultaneamente diagonalizados.
Assim, os auto-valores de T sao funcoes lineares dos auto-valores de é. Ainda,
eles devem ser simétricos por conta de U poder permutar com dois auto-valores

de €. As tnicas funcoes lineares que sao simétricas neste sentido sao da forma
7i = A(dy + do + d3) + 2ud;, (2-47)

onde 7; sao os auto-valores de T e d; sao os de €. As constantes A e u sao

definidas desta maneira. E possivel escrever o tensor de tensao como

T = X\(Vil) T + 2, (2-48)

onde 7 ¢ a identidade. Ainda, escrevendo separadamente o traco num sé termo,

tem-se 1
T =2u {é -3 (V) I] + ¢ (Vi) Z, (2-49)

onde p é o primeiro coeficiente da viscosidade e { = \ + % 1 é o segundo

coeficiente da viscosidade.
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Aplicando o Teorema do Transporte e o Teorema da Divergéncia, a

Segunda Lei de Newton leva as equagoes de Navier-Stokes:

ou o
p(a—?%—ﬁ-Vﬁ):—Vp+()\+u)V(V-7I)+,uV2ﬁ+pf. (2-50)

Junto da equagao da continuidade P=3 e da conservacao da energia P=T7,
esta equacao descreve completamente o escoamento de um fluido Newtoniano
compressivel.

Para escoamentos incompressiveis, V - 4 = 0, em condigoes isotérmicas,
o conjunto completo de equacoes formam as equacgoes de Navier-Stokes para

escoamentos incompressiveis:

p (@ +6-Vﬁ) = —Vp+uv2ﬁ+pf, (2-51)
Vi = 0. (2-52)

Estas equacgoes sao solucionadas utilizando-se as condigoes de contornos
apropriadas. Numa fronteira sélida em repouso a velocidade normal é zero,
U - n; visto que o fluido nao atravessa a fronteira do soélido. E comum, ainda,
utilizar-se da condicao da velocidade tangencial a fronteira sélida como sendo
também zero®. Assim, @ = 0 em OW. A necessidade matemdtica para mais
condicoes de contorno aparece da necessidade de unicidade das solugoes para

uma dada condicao inicial.

2.3.1
Similaridade Mecanica e o nimero de Reynolds

A existéncia de dois tipos de escoamentos viscosos é um fendomeno
universalmente aceito. Um tipo de escoamento bem ordenado ocorre quando
camadas adjacentes do fluido deslizam suavemente sobre as outras sem mistura
entre as camadas (ou laminas), onde uma mistura das particulas do fluido
ocorre apenas no nivel molecular. Foi deste tipo de escoamento que a relacao
de viscosidade de Newton foi derivada, e de modo que para medir a viscosidade
1 este escoamento laminar deve existir. O outro tipo de escoamento, no qual
pequenos pacotes das particulas do fluido sao transferidas entre as camadas,
levando a uma natureza flutuante na distribuicao de velocidades, é chamado
de regime de escoamento turbulento.

A existéncia de escoamentos laminares e turbulentos, embora reconhecida
anteriormente (os primeiros resultados nas condigdes para transigdo para tur-

buléncia foram obtidos por Hagen, em 1839 (Mon(7)), foi primeira descoberta

5Esta condicdo é chamada de ndo-deslizamento nas paredes.
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quantitativamente por Osborne Reynolds, em 1883 (Rey83). Seu experimento
classico foi realizado com o escoamento de fluidos em tubos, ilustrado na fi-
gura 2Z4. O movimento principal do escoamento aparece na direcao do eixo do
tubo. Por conta das flutuagoes do escoamento, uma mistura eficiente ocorre
no escoamento turbulento, levando a um movimento transverso perpendicular
ao movimento principal (figuras E2-(c) e Z24-(d)). Por esta razao, a distri-
buicao de velocidades através do diametro do tubo é muito mais uniforme
para o escoamento turbulento do que para o escoamento laminar no tubo.
Neste experimento, Reynolds descobriu que a transicao do escoamento lami-
nar para o turbulento sempre acontece aproximadamente no mesmo valor de
um parametro hoje conhecido como nimero de Reynolds, Re. O valor numérico
do niimero de Reynolds critico no qual a transigao ocorre é Rec = 2300. Entao,
escoamentos em tubos cujos nimeros de Reynolds sao menores que o ntimero
de Reynolds critico sao laminares, e, para aqueles em que Re > Re¢ o padrao é
turbulento. O niimero de Reynolds critico depende fortemente do escoamento
de entrada no tubo. Reynolds ja suspeitava que o nimero de Reynolds critico
seria maior se as perturbagoes no escoamento de entrada fossem menores. Isto
foi confirmado experimentalmente. Escoamentos com valores de Req até 40000
sao capazes de serem medidos. Por outro lado, um limite menor para Res em
torno de 2000 foi medido. Abaixo deste valor, o escoamento permanece la-
minar, mesmo para perturbagoes muito fortes. Hoje, é sabido dos resultados
da Teoria de Estabilidade, que a transicao laminar-turbulenta é causada por
perturbagoes tridimensionais. O escoamento de tubo ¢ estavel com respeito as
perturbagoes bidimensionais.

A mudanca na lei de arrasto” do tubo estd associada com a transicao
laminar-turbulenta. Considerando que para o escoamento laminar, a queda de
pressao é proporcional a primeira poténcia da velocidade média do escoamento
ug, para escoamentos turbulentos esta queda de pressao é quase proporcional
ao quadrado da velocidade média do escoamento. Este arrasto grande é devido
ao movimento turbulento de mistura.

A transicao do escoamento laminar para o turbulento em canais é, entao,
uma funcao da velocidade do fluido. Na verdade, Reynolds descobriu que
a velocidade do fluido era apenas uma varidvel determinando a natureza
do escoamento no canal, sendo as outras o diametro do canal, a densidade
e a viscosidade do fluido. Estas quatro varidveis se combinam num unico

parametro adimensional, o niimero de Reynolds:

Re = guoL. (2-53)

"A lei de arrasto é discutida, em detalhes, no préximo capitulo.
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(@)

(d) e T -

(e) — Esquema do experimento de Reynolds.

Figura 2.4: Experimento classico de Osborne Reynolds para classificagao
dos escoamentos. Neste experimento, um tubo de vidro é preenchido com
um fluido Newtoniano onde um gradiente de pressao faz com que haja um
escoamento. Uma fina agulha injeta no eixo central do tubo um outro liquido
de propriedades fisicas semelhantes ao outro fluido, apenas para visualizagao
da trajetéria das particulas do fluido injetado (e). Através deste experimento,
Reynolds caracteriza (a) o escoamento laminar estacionario (Re < 1), (b)
o escoamento ainda laminar mas transiente (Re ~ 1), (¢) o escoamento
turbulento préximo ao numero de Reynolds critico (Re ~ Rec) e (d) o
escoamento puramente turbulento (Re > Rec).

O numero de Reynolds significa a razao entre os valores caracteristicos das
forcas inerciais e viscosas. As forcas de inércia tém a forma ¥V enquanto que
as forgas viscosas de atrito sao da forma de %Vzﬁ. Entao, se ug ¢ a velocidade
do escoamento e L é o comprimento caracteristico do sistema, as forcas inerciais

sao da ordem de u2/L e as forgas viscosas sao da ordem de %uo /L% Assim

M

S

L — Zuyl = Re. (2-54)
X
P

No caso dos pequenos valores de Reynolds, a viscosidade tem um efeito consi-
deravel no escoamento inteiro homogeneizando todas as inomogeneidades exis-
tentes em menor escala; assim variacoes espaciais dos campos devem ser suaves.
No caso de valores altos do Reynolds, o papel dominante é das forcas inerci-
ais, a acao que leva a transferéncia de energia de componentes de alta escala
do fluido para componentes em menor escala e conseqiientemente a formagao
de irregularidades locais. Assim, acima do nimero de Reynolds critico, Reg,

pequenas perturbacoes causarao uma transicdo para um escoamento turbu-
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lento, enquanto que abaixo deste valor, perturbacoes serao amortecidas e o
escoamento laminar prevalece, como dito anteriormente (Mon07). Os escoa-
mentos estudados nesta tese ocorrem todos abaixo do Reg, de tal forma que
a turbuléncia nao é um efeito considerado aqui.

As equacoes de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos incompressiveis

(equagao. P=5T) podem ser modificadas para incluir uma dependéncia explicita

Lo o
ug Ot

V' = LyV® - com Ly sendo um comprimento caracteristico do sistema e g

. . - 4 ;) P 7 Lo 8 __
do nimero de Reynolds. Sejam u' = w V= = ﬁf’ = e

uma velocidade caracteristica - as equacoes de Navier-Stokes tornam-se

o +d Vi =-V'p + S v 7 Vi (2-55)
ot’ pUoLg ’

ou

o 1
- = V/—»‘/ — _v/ / .
o +u U P+ Re

V27 + /| com Re=LugLy. (2-56)
1

Assim, para escoamentos com mesmo numero de Reynolds, a equagao que

descreve o comportamento do fluido é invariante.

Viscosidade

Para escoamentos em que o numero de Reynolds é baixo (Re < 1),
experimentos podem ser realizados a fim de determinar a viscosidade de uma
substancia. A viscosidade aparente real, 1, de uma substancia é definida

através de du
Tyw = _/’La dy 9 (2‘57)

onde 7;; é a tensao de cisalhamento na superficie de drea A nas coordenadas 7
e j. A viscosidade, por estes termos, é uma medida de quanto uma tensao
de cisalhamento aplicada deforma continuamente um fluido. Se p, ¢ uma
constante por toda um faixa de valores de 7, escreve-se simplesmente u para
designar a viscosidade Newtoniana e seu reciproco é conhecido como fluidez.
Considerando que a forga tensionando a superficie é F=T. nA, a viscosidade
entao fica definida neste caso simples como
B h hF
P 7TAu ™ A

Na equagao B=07, a viscosidade é a constante de proporcionalidade entre a

(2-58)

tensao aplicada e a taxa de deformacao sofrida pelo fluido. Ela pode ser pensada

como uma resisténcia a deformacgao do fluido dada uma tensao aplicada.

80nde as operacoes vetoriais usuais, agora, sio realizadas nas coordenas do espaco de
7 =7/Lo.
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Figura 2.5: Um forca constante F' ¢é aplicada tangencialmente a area de
superficie A ocasionando um deslocamento dx da lamina a uma velocidade
U relativa a uma lamina paralela estacionéaria distante h, em y = 0. Se o
fluido for dito Newtoniano, uma grandeza chamada de viscosidade podera ser
definida através da equacao D=014.

2.4
Escoamento Capilar

Como comentando ao final da secao anterior, Osborne Reynolds realizou
suas investigacoes a respeito da transicao para escoamentos turbulentos em
um tubo. Este tipo de escoamento tem suas préprias caracteristicas, que sao
obtidas quando as condigoes de contorno deste escoamento sao empregadas as
equagoes de Navier-Stokes e da continuidade.

Escoamentos laminares que ocorrem em geometrias suficientemente sim-
ples, tais que as solugoes exatas podem ser encontradas, sao de importancia
primordial para a compreensao da reologia. Tais escoamentos podem servir
como experimentos de referéncia para a determinacao de algumas proprieda-
des do fluido.

Hagen, em 1839, e Poiseuille, em 1840, estudaram o escoamento de
um tubo longo de segao circular sob a acao de um gradiente de pressao
imposto nas duas saidas do tubo (Hag39, Poid0). E suposto que o escoamento
ocorra somente na dire¢ao longitudinal do tubo (veja figura 24-(a)). Para esta
descrigao, é comum fazer uso do sistema de coordenadas cilindricas (r,0, z)
cuja velocidade neste sistema é estacionaria e propoe-se ocorrer somente na
coordenada z, isto é, (0,0,u.). O tensor de tensdo deviatérico, que leva em
conta o tensor de tensao de cisalhamento (equagao. Z=28) mais a tensao normal

da pressao, toma a forma
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p + T”‘T 0 TTZ
T=pI+T= 0 D+ Ton 0 ; (2-59)
TTZ O p + TZZ

onde Tyy deve ser zero, se nao houver escoamento helicoidal. A taxa de

deformacao, ddqf, é negativa, desde que r é medido a partir do eixo central

e a tensao 7, é sempre positiva. Assim,

du
rz — — Ma Z7 2-60
T, Ha™ g (2-60)

e, as equacoes de movimento reduzem-se a

dp 10
0 = —5 =~ (7). (2-61)

dp 10
0 = _5 - ;E (TTrz) . (2_62>

Da segunda equagao, tem-se
dp  pdu, d?u,

& rar Mo (2-63)

Como dp/dz é uma constante, diga-se dp/dz = G, entao, chega-se a uma
equagao diferencial de segunda ordem para a componente da velocidade na
direcao perpendicular ao escoamento, com condi¢oes de contorno u, = 0 em
0 (r = £R). A solucao desta equagao se da através do método da variagdo

dos parametros:

G 5
u, = y (rg —1%). (2-64)
A equagao =61 leva a velocidade constante na direcao do escoamento,
desde que % = 0. A quantidade de massa de fluido que passa na secao reta é

facilmente calculada através de

Q= / " rrudy = TET0 _ O AP
0

_ . 265
8 Su L (2-65)

A equagao =63, chamada de equagao de Hagen-Poiseuille, relaciona
a queda de pressao e o raio do tubo elevado a quarta poténcia com o fluxo de
massa. A equagao =63 foi validada através de varios experimentos realizados
ao longo dos anos, o que ratifica a condicao de nao-deslizamento nas bordas
do canal. Ainda, conhecendo-se o raio do canal, a queda de pressao ao longo
dele e o fluxo de massa, a viscosidade do liquido pode ser determinada.

E notério que a forga devido a tensao cortante (equagao. P=60) é

du,

r

A
F=r., r2nrglL = —p ( ) 2rrol = QWMTOL;—O—p = WT(%AP‘ (2-66)
r=rg

uw L

Esta equagao mostra que a forca de atrito devido a friccao é justamente a forca
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resultante aplicada nas bordas do canal de drea de segdo reta mrj.

No caso de tubos nao circulares, relagoes semelhantes a equacao P=G3
podem ser encontradas, embora apenas em alguns casos especiais solucoes
analiticas podem ser obtidas (Bat0(). Uma relacdo semi-empirica importante
utilizada na Engenharia Hidraulica é utilizar um parametro chamado de raio
hidraulico, Ry, de tal forma que ele sirva como um raio de um tubo circular,
que sob as mesmas condicoes de descarga para um mesmo fluido, apresente
a mesma queda de pressao do canal nao circular. Matematicamente, o raio
hidraulico é definido através de

Ry =228 (2-67)
Py
onde Apy é a area da secao reta do canal e Py é o perimetro molhado do
canal, ou seja, Py é o comprimento da secao reta do canal que esta em contato
com o fluido. De uma forma geral, esta definicao do raio hidraulico é utilizada
para canais abertos, como em rios, canais e vertedouros.
A velocidade média do escoamento neste canal de raio Ry é calculada

pela equagao de Hagen-Poiseuille (equacao. 2Z=63) fazendo

_fusz
~ [dA”

onde as integrais sao realizadas na secao reta de um tubo circular de raio Ry

(2-68)

Uo

e a velocidade é dada pela equagao P=64. Assim

_ 9 _Bulp
mR%, 8u L

Ug

(2-69)

A equagao mostra que a velocidade média num canal capilar é proporci-
onal ao gradiente de pressao. E comum definir uma constante x chamada de
permeabilidade hidraulica a fim de contabilizar a dificuldade de um fluido
escoar dado um gradiente de pressao.

Quando o fluido sai ou entra num canal capilar, é observada uma queda
de pressao associada com o rearranjo do perfil de velocidade. Se a queda de
pressao for consideravel devido aos efeitos de saida, a medicao da tensao de
cisalhamento nas paredes do capilar podera ser incorreta. Existem diversos
fatores contribuindo para a perda de pressao, o que leva a uma tarefa dificil
a identificacao de cada um destes fatores. As medidas de pressao, em geral,
sao feitas entre dois reservatorios, de tal forma que os efeitos da corrente de
entrada e saida podem afetar a precisao da medigao. Ai, existem a perda de
energia por atrito e as mudancas na energia cinética devido ao rearranjo do
perfil de velocidades. Entretanto, nesta tese os efeitos de saida e de entrada

dos escoamentos serao ignorados.



Capitulo 2. Teoria 28

2.5
Fluidos nao-Newtonianos

A definicdo comum do que vem a ser um fluido é aquela que determina
uma substancia que é deformada continuamente sob a aplicacao de uma
tensao de cisalhamento (Fox835). De tal maneira, todos os gases conhecidos sao
fluidos. Entretanto, existem muitas classes de substancias liquidas que nao sao
deformadas continuamente sob tensao, tais como certos éleos, graxas, vidro,
gel para cabelo, clara de ovo, leite, chocolate derretido, lama de perfuracao e

algumas suspensoes.

2.5.1
Tipos de Materiais

Muitos sélidos, tais como o ago, tém uma relacao de tensao-deformacao
que € linear, embora relagoes nao-lineares para sélidos também sejam possiveis.
Além do mais, se a tensao aplicada é mantida abaixo de certos limites, a mesma
curva pode ser redesenhada assim que a deformacao diminui gradativamente,
tal que quando a tensao torna-se ausente, nao ha deformacao permanente.
As tensoes sao mantidas constantes de tal forma que as complicagoes asso-
ciadas com grandes deformagoes nao sao introduzidas. Existem dois tipos de
deformagao a serem consideradas: a deformagao extensional, na qual uma mu-
danca no tamanho, mas nao na forma, causa uma mudanc¢a na densidade
do corpo; e a deformacao de cisalhamento, na qual hd mudanca na forma,
mas nao na densidade e tamanho. As deformagoes fracionais serao chamadas
simplesmente de deformacoes? e sao respectivamente: deformacao dilatacional
(er = Ap/pPmedio), deformagao extensional (¢; = Al/lneqio, onde I é o com-
primento) e deformacao de cisalhamento (e, = v = Az/Ay). A lei de Hooke
¢ uma definicao classica de elasticidade linear e pode ser expressa como as
relagoes lineares entre as deformacoes acima mencionadas e as tensoes corres-

pondentes:
p = keelh (2‘70)

onde k., é o modulo de elasticidade do volume.

T =Ye, (2-71)
onde T' é a tensao de tragao e Y é o médulo de Young.

7= —Ge,, (2-72)

onde G é o médulo de cisalhamento ou a rigidez do material. Existe um niimero

grande de relagoes deste tipo, sendo que elas se relacionam entre si (Zer02). Mas

9Strain em lingua inglesa.
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Figura 2.6: Estrutura molecular de duas substancias formadas pelos mesmos
elementos: Em (a), estrutura cristalina e em (b) uma estrutura amorfa ou
vitrea. Solidos vitreos apresentam propriedades de escoamentos em escalas de
tempo geologicas.

basta conhecer apenas duas destas relacoes para uma descricao completa do
material. Obviamente, esta descricao simplificada de um material é um modelo
do mesmo modo que o fluido de Euler é uma idealizacao de um fluido. Um outro
material ideal é o corpo de Saint Venant, o qual deforma-se elasticamente com
alguma tensao aplicada, porém quando a tensao desaparece, a fragao elastica
da deformacao total é retomada. Um fluido Newtoniano ¢é definido através da

defini¢ao da viscosidade (equagao P=57).

2.5.2
Materiais nao-Newtonianos

A distincao entre liquidos e sélidos pode nao ser evidente, para alguns ca-
sos, como em substancias plasticas. A discussao a esse respeito vem da reologia
da substancia em questao, mas pode também ser oriunda da estrutura mole-
cular do sélido. Em geral, sélido sao definidos como sendo aquelas substancias
que possuem uma estrutura cristalina, enquanto que sélidos que tém estrutura
vitrea sao chamados de fluidos super-resfriados (ver figura 28). A reologia tem
como principal tema de estudo a viscosidade de um material. Da equagao 24

b7 para um fluido Newtoniano, a viscosidade é definida como a razao entre a
du
dy”
Este caso particular do gradiente de velocidade pode nao ser ttil para uma

tensao aplicada, 7, e o gradiente de velocidade na direcao do escoamento,

descricao geral, de tal forma que é comum definir a taxa de deformacao efetiva

como
=4/ z€: € (2-73)

onde na equacao =73

(2-74)
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sao as componentes que definem o tensor da taxa de deformacgao é. Assim,
¢ comum representar as propriedades reologicas de uma substancia através
das curvas de 7 wversus v de escoamentos possiveis de serem realizados.
Existe um grande nimero de equagoes que sao usadas para ajustar as curvas
de 7-%4. A maioria destas equacOes é utilizada para descrever o diagrama
bésico de 7 wversus 7 e, para tal, a maior parte é empirica ou semi-empirica.
Poucas equagoes sao baseadas em teoria; elas sao geralmente baseadas em
consideracgoes moleculares e em conjecturas em torno do mecanismo no qual
aparece o comportamento nao-Newtoniano observado (Bro67).
Aparentemente, sob condigbes extremas (tais como tensao de cisalha-
mento muito alta), todos os fluidos, mesmo aqueles normalmente considera-
dos Newtonianos, desviam-se da lei de Newton de viscosidade (equagao P=57).
Mesmo em liquidos tao simples como a agua, a estrutura molecular apresenta
a tendéncia a se tornar anisotropica durante a agao de cisalhamento; embora o
grau de anisotropia possa ser pequeno e insuficiente para afetar a viscosidade
medida. A tabela P52 apresenta a classificagdo de diversos materiais (sélidos
e fluidos) em termos da viscosidade aparente a ser definida através de 2=73.
A viscosidade aparente (nao-constante) é definida como a de um fluido
Newtoniano através da razao entre a tensao aplicada num fluido e o gradiente

de velocidade na direcao perpendicular:
du,
e = —lg——. 2-75
Ty K dy ( )

Aqui a tensao de cisalhamento e taxa de deformacao sao derivadas do diagrama
basico de 7 contra 4 e u, é a chamada viscosidade aparente real. A

viscosidade molecular é definida também através da curva de 7-¥ como

dr

-5 (2-76)

1

Uma vez que a viscosidade definida através da equacao 2=78 representa melhor
a relacao entre 7 e 4 num determinado ponto, ela é preferivel em relacao a
Lo (equacdo. 2=73). Nas figuras P77 as viscosidades aparente e molecular sao

apresentadas para varias curvas de 7-7.



Tabela 2.1: Classificacdo dos Fluidos nao-Newtonianos (Tabela adaptada de (Gra(7)).

Tipo de Fluido

Classificacao

Comportamento 7/

Exemplos

Sélidos Elasticos

Sélidos Plasticos

Lei de poténcia

Transitoério

Eletromagnético

Newtoniano

Hookiano

Perfeitamente Plastico

Plastico de Bingham

Visco-pléastico

Dilatante concedido

Visco-elastico

Pseudo-pléstico

Dilatante

Rheopético
Thixotrépico
Eletroreolégico

Magnetoreoldgico

Relacao linear entre a deformagao e a tensao
A deformacao continua sem tensao adicional

Comporta-se como um fluido Newtoniano
quando o limiar é excedido

Como o plastico de Bingham, mas a relacao
entre tensao e a taxa de deformacao é nao-
linear

Dilatante quando o limiar de tensao é exce-
dido

Exibe tanto efeitos eldsticos quanto viscosos

A viscosidade aparente diminui com o au-
mento da tensao de cisalhamento

A viscosidade aparente aumenta com o au-
mento da tensao de cisalhamento

A viscosidade aparente aumenta com o tempo
da tensao de cisalhamento aplicada

A viscosidade aparente diminui com o tempo
da tensao de cisalhamento aplicada
Torna-se dilatante quando um campo elétrico
¢é aplicado

Torna-se dilatante quando wum campo
magnético é aplicado

Relagao linear

A maioria dos sélidos abaixo de limiar de
tensao

Metais ducteis tensionados acima do limiar
de tensao

Suspensoes de éxido de ferro

lama de perfuracao, refugo de fluido nuclear,
maionese, pasta de dente, sangue

Clara de ovo, polimeros derretidos e suas
solucoes

Alguns colodides, barro, leite, gelatina, san-
gue, cimento liquido, poliestireno derretido,
oxido de polietileno na agua

Solugoes concentradas de acicar em agua,
suspensoes de arroz ou amido de milho,
solugoes de certos tipos de surfactantes
Alguns lubrificantes

Tintas que nao pingam, catchup

Chocolate  derretido, suspensoes  poli-
cristalinas em fluids isolantes

Coloide com nano-particulas de silica suspen-
sas em glycol polietileno

Agua, ar

elos| -z onyde)

1€
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253
Materiais pseudo-plasticos

A figura P73-(a) mostra a curva de tensao de cisalhamento contra a taxa
de deformagao para um plastico de Bingham ideal (Bin22). A viscosidade
aparente real, como definida em P=73, diminui com o aumento da tensao de
cisalhamento. Entao, este material é uma subclasse do grupo mais geral de
materiais pseudo-plasticos™. A curva de escoamento é caracterizada pela taxa
de deformacao ser linearmente dependente da tensao de cisalhamento acima
de um valor dado de tensao 7y. Se a tensao é subtraida de 7y, a viscosidade
definida na lei de Newton é chamada de viscosidade plastica. Seu reciproco
é chamado de mobilidade. A equacao reologica de estado deste material ideal
é entao

T=Wy—"9, T >To. (2-77)

A maioria dos materiais encontrados na natureza nao sao ideais, mas
alguns poucos podem ser aproximados por esta equacao. Entretanto a mudanca
de viscosidade do material no ponto em que 7 = 7y é descontinua, o que nao é
encontrado com facilidade na natureza. Ainda, materiais que tém viscosidade
infinita, i. e., sélidos, nao sofrem uma transicao abrupta no limiar de tensao
To. Por esta razao, varios modelos tém sido propostos a fim de melhor modelar
as curvas reologicas de um pléastico de Bingham. Um modelo freqiientemente
utilizado para aproximar sua reologia é o Modelo de Herschel-Bulkley (Her26),
que combina os efeitos do plastico de Bingham e o comportamento de fluidos
do tipo lei-de-poténcia (que sdo discutidos mais adiante). Para baixas taxas
de deformacao, ¥ < 79/ 10, 0 material atua como um fluido muito viscoso com
viscosidade pg. Assim que a tensao aplicada aumenta e o limiar de tensao, 7,
é excedido, o comportamento da viscosidade do fluido pode ser descrito como

= P 4 B (ﬁ" = T—(Z)} . (2-78)
Y Y Ho

Aqui Kgp é o indice de consisténcia e n é o indice da lei de poténcia que para

um fluido de Bingham, deve possuir valor unitario. O indice de consisténcia é
o valor da viscosidade do material longe da regiao onde o limiar de tensao 7
foi excedido, ver figura 2Z72-(b).

Bingham descobriu que alguns materiais pseudo-plasticos claramente nao
possuem um valor de limiar de tensao para fluir. Exemplos de tais materiais
sao solugoes poliméricas de alto peso molecular e emulsoes (Mar5d). O tipo
de curva de escoamento observada de tais materiais é mostrada na figura 24

(c). Williamson (Wil29) introduziu o termo pseudo-pldstico para descrever tais

10Muitos autores e pesquisadores preferem o termo Shear Thinning, em lingua inglesa, ao
termo pseudo-plastico (pseudo-plastic, em lingua inglesa).
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Figura 2.7: Curvas de 7 contra % (a) para um pléstico de Bingham ideal, (b)
para um fluido de Herschel-Bulkley, (c) para um pseudo-pléstico ideal e (d)
para um pseudo-plastico de Ostwald.

materiais, ja que estes nao apresentam limiar de plasticidade como num sélido.
Ostwald (0sf24) sugeriu que se o escoamento laminar para a curva da figura
P7-(c) pudesse ser mantido, a curva deveria se parecer com aquela na figura
270-(d) (hoje em dia, conhecida como curva de Ostwald). Na literatura anterior
aos anos de 1970 era comum os dados serem reportados apenas considerando o
regime da figura P70-(c), principalmente, devido as limitagoes dos instrumentos
usados para medicao. Fluidos de Bingham também podem apresentar esse
limite de corte, onde a viscosidade aparente do fluido chega a um valor limite

constante dado pela relagao de Newton.

254
Materiais Dilatantes e do tipo Shear Thickening

Um material dilatante é caracterizado pelo diagrama de 7 contra v dado
pela figura Z8, onde um aumento da tensao é acompanhado por um aumento da
viscosidade. Materiais que exibem dilatancia™ sao considerados pertencentes a

alguma subclasse especifica. Dilatancia é um termo introduzido por Reynolds

HTraducao livre de dilatancy como em (Brab7).
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Figura 2.8: Curva de 7 contra 4 para um material do tipo shear thickening

(Rey84) e é usado para descrever o aumento da rigidez que aparece em
materiais quando eles estao fortemente empacotados. O aumento é associado
com um aumento no volume, ou seja, um efeito dilatante. Entao, dilatancia é
associada apenas com suspensoes altamente concentradas.

Reynolds descobriu o fenomeno da dilatancia durante uma pesquisa cujo
proposito era chegar a uma teoria mecanica para o éter. No experimento, ele
usou sacos flexiveis preenchidos com esferas de vidro ou areia de quartzo.
Ele descobriu que se um saco fosse preenchido com &gua, ele seria rigido. A
mudanca no volume pode ser vista se o saco estiver conectado a um tubo de
vidro. Na distor¢cao o nivel de liquido cai, ao contrario de aumentar como
era esperado. Reynolds concluiu que qualquer distor¢ao necessita de uma
mudanca no volume. Ele apresentou, como exemplo comum, a dilatancia da
areia. Quando a razao agua-para-areia é tal que nao haja agua suficiente para
preencher todos os vazios e quando o volume da areia é minimo, qualquer
tensao aplicada forca o material a fluir, perturbando a posicao das particulas e
causando dilatacao dos vazios. Isto leva a uma situagao na qual o volume total
dos vazios é maior que o volume da dgua presente. Como resultado, ha um
aparente secagem que aumenta a resisténcia do material a tensao aplicada. A
secagem ¢é um resultado do tempo necessario para as forgas capilares proverem
a agua adicional requerida para a saturagao completa. Quando a pressao é
removida, a areia torna-se novamente molhada. Uma vez que os vazios se
contraem, a dgua que preenchia o excesso de vazio escapa para a superficie.

J& materiais que apresentam um aumento na viscosidade com o aumento
da tensao de cisalhamento aplicada, mas nao apresentam dilatancia, recebem,

puramente, a classificacao de shear thickening.

2.5.5
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Figura 2.9: Viscosidade aparente de uma solugao aquosa polimérica (poliacri-
lamida) em fungao da taxa de deformagao. A viscosidade aparente foi obtida
com diferentes tipos de viscometros: Brookfield, Cone e Placa e viscometro
capilar. Adaptado de (Chh(7).

Fluidos do tipo lei-de-poténcia ou Fluidos de Ostwald

Fluidos do tipo shear thinning ou shear thickening podem ser repre-
sentados por um modelo conhecido como Modelo de Lei-de-poténcia da
viscosidade. E bastante aceito que a maioria dos fluidos nao-Newtonianos cuja
viscosidade ¢é independente do tempo é do tipo shear thinning. A figura 29
mostra a viscosidade aparente de uma solucao aquosa de poliacrilamida contra
a taxa de deformacao, mostrando que tal solucao apresenta uma dependéncia
de lei de poténcia da taxa de deformagao na viscosidade para uma gama de
valores de 7. E possivel notar uma queda da viscosidade aparente de 1400 Pa.s
para 0.004 Pa.s. A relacao constitutiva para um fluido do tipo lei-de-poténcia

pode ser escrita como
p=K5"" o < p< pa, (2-79)

onde as constantes p; e e sao os limites de corte inferior e superior da
viscosidade aparente, respectivamente, K é o indice de consisténcia, neste
caso, a viscosidade média do material, os limites p1 e py sdo uma imposicao

experimental (ver figura 279) localizada no nivel molecular do fluido. Para uma
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descrigao mais rigorosa das relagoes constitutivas para fluidos nao-Newtonianos

ler apéndice A.

2.5.6
Escoamentos Viscométricos

Escoamentos laminares que ocorrem em geometrias simples suficientes,
tais que solugoes exatas podem ser encontradas, sao de importancia fundamen-
tal no campo da reologia. O escoamento capilar, descrito anteriormente para
um fluido Newtoniano, é baseado em coordenadas cilindricas (r,#6,z) cujas

velocidades (0,0, u,) sdo estaciondrias. O tensor de tensdo tem a forma

p —"_ TT?" 0 TTZ
P=pL+T= 0 p+7e 0

onde 7y9 deve ser zero se nao houver nenhum escoamento helicoidal. A taxa de
deformagao ddirz ¢ sempre negativa, desde que r ¢ medida da linha central e 7,
é sempre positiva. A equacao P=73 torna-se
du,
Try = _Maﬁv (2_8())

e as equagoes de movimento reduzem-se a

0 = —5 — =~ (1) — 2, 2-81
or ror (rr) r ( )
dp 10
0 = - ——=(r7). 2-82
0z ror (r7y:) ( )
Da segunda equacao tem-se
rdp r
Yy = ——— = — T, 2-83
2dz 1 p ( )
onde 7 é o raio do tubo e 7, = —%0% é a tensao de cisalhamento na parede do

tubo. A condicao de contorno na parede é de nao deslizamento u, = 0. Assim,

a taxa de fluxo de volume é

70 2 Tp
Q= 2mru,dr = 9710 TraUydTyy. (2-84)
0 7> Jo
P

A componente longitudinal da velocidade seria

o du, ro [ du,
L= — dr = — — dt,. 2-85
" /7" ( dr ) ' Tp Trz ( d/r ) ! ( )

Combinando as equagoes P=84 e P=&4), tem-se

©_3 / . / ' (—d“Z) dr,odrs, (2-86)
g 75 Jo . dr
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Usando integracao por partes, tem-se

4 4 [T du,
©Q_ 2 / 2 <_ U ) dr,.. (2-87)
s 75 Jo dr
Para fluidos Newtonianos ,uddirz = —7T,, as equagoes =83 e =84 resultam
em
2 2
g <\ dp
== |1=-= )= 2-88
! Apu < 7“%) dz (258)
4 d
©_%__Todp (2-89)

Para fluidos nao-Newtonianos estas equacoes definem a viscosidade apa-

rente 4
TR37, B T (2-90)

"TTIQ T A () dn.

O termo % é chamado de pseudo tara de deformacao. Note que 7, =
du, . 4QT5’
—Ha ( dr )p - 7‘8’ :
A relagao entre as equagoes P=80 e =90 pode ser obtida da derivada de
oD em o d 4Q7; g2 (2-91)
— = —Ar : -
dr, 13 P\dr /),
assim du, 3 d
—( - ) _Q, 4 (%) (2-92)
dr ), mrg dr, \ 7r

Esta equacao foi descoberta por varios estudiosos ao mesmo tempo, sendo

atribuida mais fortemente a Weissenberg, Rabinowitsch e Mooney (Dol97).

Fluidos do tipo lei-de-poténcia

Tomando a definicao do fluido de lei de poténcia para um modelo capilar,

tem-se rod 4 n
o ap Q
— O _ = 2-93
> 2 dz <7rrg> (2-93)
Aplicando esta relacao em PZ=92, tem-se
B du,\  3n+ 12 (2-94)
dr ), nowry

E importante notar que o experimento de escoamento capilar nao pode
dar o diagrama de tensao diretamente, mas pode ser corrigido exatamente.
A equacao 2=92 pode ser usada para esta conversao. A figura 210 mostra os
perfis da magnitude da velocidade para o escoamento de diferentes liquidos do
tipo lei-de-poténcia. Note que para fluidos do tipo shear thinning a velocidade
em pontos proximos da parede é mais alta se comparado com fluidos do tipo

shear thickening. Estes perfis da velocidade foram obtidos combinando =83 e

P=X0:
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Figura 2.10: Magnitude da velocidade w, normalizada por ug no escoamento
de Poiseuille contra r/ry para varios fluidos do tipo lei-de-poténcia, onde rq é

o raio do tubo.
|\
w, (r) 1 <i) ] Yo, (2-95)
To

onde ug = Q/2r¢ é a velocidade média de entrada. Para n = 1 o fluido é

_3n+1
41

Newtoniano e o perfil é parabdlico como mostra a equacao 2=64.

Fluido ideal de Bingham

A equacao PE90 pode ser integrada para o plastico ideal de Bingham,

desde que é sabido que

du,

—— = 0, 0< 7, <7 (2-96)
du, 1
- dr — KHB (Trz - 7—O) ) Trz > T0- (2_97)

A integragao deve ser feita em duas partes, de 0 até 7y e de 7y até 7,.

Para a viscosidade aparente, o resultado de 2=90 é

IR P
o« = K 1———0 — rz > T0; 2-98
% HB |: 3Tp + 37_;1:| ) T To, ( )

g = 00, Tp <Tp. (2-99)
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Em termos do fluxo (equagao P=81):

0= ry [1 479 1704}(1_]9

(2-100)

_8KHB _gT_p 3’7'_;71 dZ

A equagao =100 é chamada de equagao de Buckingham-Reiner (a figura
P10 mostra o diagrama de escoamento capilar desta equagao). Note que o fluxo
cresce lentamente com 7,—y apds exceder 7y. Isto ocorre pois, na regiao central
r = 0 a tensao de cisalhamento é zero, entao, quando 7,—y < 7y sempre existira
um tarugo proximo ao centro. A figura P10 (similar a figura 272-(b)) mostra
um fluido de Bingham ideal que sé se aproxima assintoticamente do valor de

Kpp quando 7, tende ao infinito.

Figura 2.11: Diagrama de escoamento capilar para o plastico de Bingham ideal.

2.6
Métodos Numéricos para Problemas de Dinamica de Fluidos

Em geral, as equagoes de Navier-Stokes e da continuidade apresentam
solugoes muito trabalhosas (quando existem!), se o problema considerado en-
volver uma geometria complexa. Na maioria dos tratamentos, simplificagoes
das equagoes que governam o escoamento sao usadas. Estas simplificagoes sao
baseadas numa combinacao de aproximacoes e andalise dimensional; quase sem-
pre, um ajustamento fenomenoldgico é imposto. Entretanto, alguns problemas
na Mecanica dos Fluidos nao podem ser generalizados apenas pelo ntmero
de Reynolds. Para alguns escoamentos outros parametros adimensionais sao
importantes, tal como o nimero de Mach quando o escoamento atinge velo-
cidades préximas a da propagacgao do som naquele fluido, ou como o nimero
de Stokes, quando particulas se movimentam num fluido. Assim, o ntimero
de parametros nas equacoes e suas relagoes levam a problemas extremamente

complicados de se resolver e analisar.
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Um bom método para superar esta dificuldade matematica é realizar ex-
perimentos para a determinacao das caracteristica de interesse do escoamento.
Assim, tuneis de vento e tanques sao utilizados para realizar experimentos
em escala menor a fim de estender os resultados a andlises pela similaridade
mecanica. Por outro lado, nem sempre é possivel obter informagao relevante
de um escoamento. Razoes para isto sao a inacessibilidade do fluido para a
medida durante o escoamento, a imprecisao do equipamento usado para me-
dir o escoamento ou mesmo o equipamento de medida afetar o escoamento
significativamente. Entretanto, mesmo que estas limitagoes sejam superadas,
ainda hé a possibilidade de nao ser viavel financeiramente realizar tal expe-
rimento. A dinamica de fluidos computacional é uma alternativa, ou método
complementar.

Desde o fim do século XIX, os métodos de solucao numérica para equagoes
diferenciais parciais ja estavam validados, mas sé foram efetivamente utilizados
depois do surgimento do computador, na década de 1950. Com a diminuicao
gradual do valor pago pela capacidade de processamento e armazenamento de
um computador, a aplicacao da computacao em problemas de solu¢ao numérica
para problemas fisicos cresceu dramaticamente, de tal forma que hoje estima-
se que um terco dos pesquisadores envolvidos na dinamica dos fluidos utilizem
métodos computacionais para o estudo da Mecanica dos Fluidos. Este campo é
conhecido como Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC). A grande
vantagem da DFC é a capacidade de modelar fenomenos onde os experimentos
sao inviaveis.

Para se obter solugoes aproximadas das equagoes de conservagao do mo-
mento e da continuidade é necessario usar um método de discretizagao que
aproxime as equagoes diferenciais por um sistema de equagoes algébricas. As
aproximacoes sao aplicadas a regioes pequenas do espaco e do tempo, tal que a
solucao numérica resulte em pontos no espaco e tempo. A precisao do método
numérico depende muito fortemente da qualidade da discretizacao utilizada.
Discretizacoes regulares sao preferiveis a discretizagoes nao-estruturadas de-
vido ao erro ser menor (Fer99, For(3), embora discretizagoes nao-estruturadas
podem ser melhor aplicadas em geometrias curvas. Na figura 2212 vérias dis-
cretizagOes possiveis sao mostradas para uma mesma geometria. Na figura
212 (a), a geometria é discretizada usando uma rede retangular estruturada
de comprimento Ax fixo nas fronteiras do problema. Ja na figura Z12-(b),
a discretizagao é retangular, porém o comprimento nas fronteiras nao é o
mesmo. Na figura ZI2-(c), a geometria ¢ discretizada através de uma rede
nao-estruturada de comprimento variavel nas fronteiras de tal forma a per-

mitir uma maior precisao nas regides proximas a fronteira circular. Na figura
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PZT2-(d), a discretizagdo é nao-estruturada e uma adaptagao nas fronteiras é
feita de tal modo a dar énfase de qualidade naquela regiao. Uma discretizagao
local pormenorizada pode também ser feita numa determinada regiao, a fim
de melhorar a qualidade da malha de simulacao. Esta adaptacao da malha
pode ser realizada, a fim de melhorar a solucao dos campos fisicos naquela
regiao. Por exemplo, a taxa de deformacao em regides proximas as fronteiras
solidas varia em valores muito maiores que nas regioes mais afastadas, por esta
razao uma adaptagao nas regioes proximas as fronteiras se faz necessaria. Isto
pode aproximar o custo-beneficio (entre o tempo de simulagao e a qualidade
da discretizagao) ao valor étimo.

Assim como os métodos experimentais, a DFC também apresenta li-
mitagoes. A primeira limitacao é que as solugoes numéricas sao sempre apro-
ximadas. Erros de discretizagao podem ser minimizados usando interpolagoes
mais precisas ou aplicando as aproximacoes em regioes menores, entretanto
isto leva a um aumento no tempo e custo para se obter a solucao. Solucionado-
res diretos obtém solugoes mais precisas, mas eles sao muito pouco usados pelo
seu custo excessivo™. Métodos iterativos sao mais comuns, porém erros devido
a parada do processo de iteracao necessitam ser levados em conta. Nesta tese
foi utilizada a técnica iterativa.

Os métodos de visualizacao dos problemas de escoamento e transferéncia
de calor estao bastante desenvolvidos e para DFC sao diretos, uma vez que os
campos sao obtidos diretamente das simulacoes. O mesmo nao acontece com
a parte experimental, onde a possibilidade de visualizagao do escoamento é
restrita.

Existem um infinidade de métodos para resolver equacoes diferenciais
parciais. O método de solucao iterativa das equacoes de Navier-Stokes usando
o esquema de diferencas finitas é apresentado a seguir. Ainda, existem técnicas
especificas para a solucao das equacoes de Navier-Stokes descritas na literatura

especializada, por exemplo na referéncia (Fer99).

2.6.1
Método dos Elementos Finitos

A idéia envolvida na técnica de elementos finitos é trocar as equagoes
diferenciais parciais por equacoes diferenciais ordinarias, facilmente soluveis
por métodos tradicionais como o Método de Euler ou um dos métodos de

Rung-Kutta (Boy06). No Método dos Elementos Finitos, o sistema todo pode

12S0lucionadores diretos requerem que o niimero de pontos na malha N%™ > Re”/ 4 onde

dim é a dimensao fisica do problema. Assim, quando o nimero de Reynolds aumenta, o
tamanho da malha de discretizacao aumenta mais que quadraticamente. Dessa forma, o
custo computacional de processamento e armazenamento devem ser levados em conta.
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Figura 2.12: Vérias discretizagoes de uma mesma geometria. Em (a), a geome-
tria é discretizada usando uma rede retangular estruturada de comprimento
Az fixo nas fronteiras; em (b), a discretizacao é retangular, porém o compri-
mento nas fronteiras nao é o mesmo; em (c), a geometria é discretizada através
de uma rede nao estruturada de comprimento variavel nas fronteiras; em (d),
a discretizacao é nao estruturada e uma adaptacgao nas fronteiras ¢ feita de tal
modo a dar énfase de qualidade naquela regido. Em (c) e (d) a geometria é
discretizada através de redes retangulares e triangulares. Estas discretizacoes
foram obtidas usando o programa de computador GAMBIT.

ter uma forma complexa e irregular, mas os elementos individuais sao faceis de
analisar. A divisao em elementos podem parcialmente corresponder a divisoes
naturais da estrutura. Por exemplo, alguns elementos podem estar associados
com propriedades fisicas varidveis no sistema todo. Assim, o sistema pode
ser dividido em grupos de elementos que possuem a mesma viscosidade, por
exemplo. Em geral, um modelo de elementos finitos possui relativamente
poucos parametros livres, cujos valores necessitam ser ajustados aos dados. E
assumido entao que os parametros sao conhecidos, a priori, de outras medidas.

Os elementos podem ser em uma dimensao, em duas dimensoes (elemen-
tos triangulares ou quadrilateros - veja figuras 212 e Z7T3) ou em trés dimensoes
(elementos teraédricos, hexaédricos, etc.). Estes elementos podem servir para
modelar uma infinidade de sistemas fisicos que envolvam equacoes diferenciais

parciais. O comportamento de um tipo particular de elemento é analisado em
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termos das respostas em nos discretos. Esta andlise é freqlientemente baseada
no procedimento de Ritz-Rayleigh. Este procedimento foi introduzido por Ritz,
em 1908, como uma generalizacao da técnica descrita por Rayleigh, em 1877.
Este é o procedimento mais comum usado na formulacao de aproximacoes de
elementos finitos. O procedimento é baseado num teorema de energia poten-
cial minima: seja um funcional dado a energia potencial do sistema, entao a
funcao admissivel que minimiza o funcional é uma solu¢ao do sistema.

Na pratica, é dificil, ou as vezes impossivel, encontrar, entre todas
as fungoes admissiveis, aquela que minimiza o funcional. Assim, o sistema
deve ser limitado a um conjunto de funcgoes sobre as quais deve ser tentado
minimizar o funcional. O procedimento consiste em restringir a busca a um
subconjunto particularmente simples de func¢oes admissiveis, de fato, o espago
das combinacoes lineares das n funcoes de base admissiveis independentes
Xi (7), onde x; representa, por exemplo, campos de deslocamento para um
problema mecanico e sao funcoes das coordenadas espaciais 7. O valor de n é
escolhido para ser tao pequeno quanto for consistente com a precisao requerida
pela resposta. O conjunto particular de funcoes de base usado é arbitrario,
como tanto que sejam independentes e admissiveis.

O exemplo a seguir ilustra como esta técnica é aplicada, tal que uma ex-
trapolacao pode ser feita para outros problemas. Seja o seguinte problema: uma
membrana plana vibrando. A equagao diferencial governante deste movimento

foi idealizada por Rayleigh, em 1877.
TV?x + sw*x = p, (2-101)

onde T é a tensao aplicada nas bordas da membrana, y é o deslocamento
da membrana, ¢ é a densidade superficial, w é a freqiiéncia angular e p é a
pressao aplicada. A condicao de contorno é que y = 0 em 0f). E possivel
definir @’ = w+/s/T e p’ = p/T e mostrar que o funcional de energia para

este sistema é (For6():

1 1 [, /
fx) = §/|VX]2dS+ §/w2x2dS—/Xp ds, (2-102)

onde as integrais sao realizadas nas regioes de interesse. Os trés termos no
lado direito da equacao P=I02 representam a energia devido a tensao da
membrana, inércia e pressao aplicada, respectivamente. O funcional é aquele a
ser minimizado pelo procedimento de Ritz. A escolha mais simples da base a ser
usada é um conjunto que permite o campo de deslocamento sobre o elemento
ser uma funcao linear geral de 7. Para tal, trés funcoes de base sao necessarias.
Existem dois meios de formuléd-las: um é baseado no sistema de coordenadas

Cartesiano e o outro nas coordenadas naturais do sistema. O resultado
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final é o mesmo, mas, em algumas circunstancias, uma das formulagoes pode
se mostrar ser melhor.

O método das coordenas Cartesianas envolve escolher como funcoes de
base o conjunto [1, z, y|. O deslocamento em qualquer ponto (x,y) no elemento

¢ dada pela combinacao linear destas trés fungoes de base:
X (2,y) = c1 + e + c3y. (2-103)

Aplicando isto nos trés vértices de elemento triangular, tem-se

X1 1 =z w»n C1
X2 | = 1 22 Co
X3 I z3 y3 C3

Escrevendo na forma matricial
¥ =XC (2-104)

Seguindo o procedimento de Ritz-Rayleigh, substitui-se o valor de x da
equacao Z=103 na equacao Z=I02. Depois de fazer as integracoes, deriva-se em
funcao de ¢;. Fazendo as derivadas iguais a zero o resultado ¢ um conjunto de

equacoes para ¢; que sao facilmente soliveis por varios métodos.
Ac = By, (2-105)

onde o vetor p’ representa o valor do campo de pressao p’. Os componentes das
matrizes A e B sao funcoes de w’ e das coordenadas do vértice de cada elemento
triangular. Esta equacao resolve o valor da varidveis num unico elemento,
para o sistema todo, a equacao P=I03 deve ser modificada tal que possa ser

combinada com equagoes similares representando os outros elementos:
AX 'Y = Bp, (2-106)

ou, numa forma mais compacta
Sy=", (2-107)
onde § ¢ a matriz de rigidez e f ¢ o vetor das forcas nodais aplicadas. Para
um triangulo com um grau de liberdade em cada né, a matriz de rigidez sera
3 x 3. Cada elemento da matriz representa a rigidez entre um né e outro; a
relacao de rigidez entre os dois nos é simétrica.
J&a no método das coordenadas naturais expressa-se a localizacao de cada
ponto num elemento triangular pelas coordenadas da drea (A; /A, Ay /A, A3 /A),
onde A = A; + Ay + A3 é a area total do elemento mostrada na figura PZ213-

(b). E possivel usar A;/A como o conjunto das fungoes de base. E possivel
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o 2
(a) (b) X

Figura 2.13: Em (a) sao apresentados exemplos de elementos bdsicos que
discretizam um sistema em duas (triangulo e retangulo) e trés dimensoes. Na
figura (b) o elemento triangular é apresentado num sistema de coordenadas
cartesiano. As areas A, Ay e Asz sao utilizadas para o calculo através das
coordenadas naturais. A localizagdo dos pontos 1, 2 e 3 sdo (z1,41), (72, y2) €
(x3,y3), respectivamente.

mostrar, entao, que os coeficientes ¢; sao os deslocamentos nodais y;. Seguindo
o procedimento de Ritz-Rayleigh, o resultado é o mesmo das coordenadas

Cartesianas.

2.6.2
Método das diferencas finitas

Seja a funcdo x (g + Az) derivével, tal que a expansado em séries de

Taylor em torno de xq é:

dy (Az)” d?y (Az)* &Py
Az) ~ Ax— ~3 3 '
X (zo + Az) = X (w0) + Cdre 2 diPeese 6 diPamme
(2-108)
Tal que se Az = —Axz, tém-se
dy (Az)? d?x (Az)® dx
— Ax) = — Ax— 5 g2 T T e 4.3
X (l'() QT) X (CC()) xdx r=x0 T 2 dx? T=x0 6 dx? =0
(2-109)

De tal forma que as equacoes acima podem ser manipuladas para se obter

as derivadas primeira e segunda em funcao dos pontos adjacentes a x:

dx _ x (o + Az) — x (20)

— 2-11
dx Ax ’ ( 0)
dx X (z0) — x (zo — Ax)
A 2-111
dx Ax ’ ( )

dx 2Ax
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Figura 2.14: Discretizacao quadrada do problema para o calculo da funcao y
através da técnica de diferengas finitas. Em (b), a borda é irregular tal que o
valor de ijl deve ser calculado com o valor de Xi‘f ; € dos quatro vizinhos mais
proximos: X§_1,j,Xf+a,ja Xf,j_g e Xf,jﬂ através das equagoes .

dx? (A:zc)2 7

onde a aproximacao na equacao 2Z=IT0 é chamada de aproximacao por diferenca

progressiva, por utilizar um ponto adiante do ponto z; a equacao E=TTT é
chamada de aproximacao por diferenca regressiva; a equagao 2=IT2 é chamada
de aproximacao por diferenca central e, por ultimo, a equacao P=I13 é a
aproximacao por diferencas centrais para a segunda derivada da fungao. Estas
equacoes podem ser aplicadas diretamente numa rede quadrada regular com
espagamento constante Az, como na figura 214 (a).

Suponha que o problema bi-dimensional da membrana tensionada vi-
brante proposto na secao anterior para a explicar a técnica dos Elementos

Finitos seja proposto. A equacao P=IT1 pode ser escrita como:

X§+1,j + X§—1,j + Xﬁjﬂ + Xf,j_1 - 4Xf,j

T 2
(Az)

+ ngxﬁj —p=0, (2-114)

onde Xf, ; € a forma discretizada abreviada para x (x,y,t), com os indices i
para a coordenada x, j para a coordenada y e k para a coordenada t. Se
alguém quiser resolver esta equacao estaciondria, pode se utilizar de uma

técnica pseudo-spectral igualando a equacao P=TT4 por dy/0t, tal que

0
TV?*Y +cw’x —p = 8_>t< =0. (2-115)
k+1

k
. . Xi 5 —Xi s ~
Uma vez que, por diferengas progressivas, dx /0t = =4, tem-se a equagao
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de diferencas governante do problema

B+l AtTXfH’j =+ Xf—l,j + Xﬁj—i—l + Xﬁj—l - 4Xﬁj
[ (A.T)Q

+ (Atsw® + 1) Xf’j — pAt.
(2-116)

A medida que o tempo evolui, a solugao de x se aproxima de um valor
estacionario, tal que ijl — Xf, ; — 0, entao Ox /Ot — 0 como requerido. O valor
de At deve ser escolhido tal que o erro seja minimizado (For03), mas levando
sempre em conta que At muito pequeno leva a custo computacional alto. Ainda,
mesmo que o parametro de relaxagao At seja grande o suficiente para um
resposta aceitavel do problema, a solucao deve ser truncada devido ao lento
caminho até a solucao estabilizar.

Assim, deve ser escolhido um critério de convergéncia para a solucao
do problema. E comum escolher o critério de convergéncia em fungao da norma

Euclidiana

1
Il = (2-117)

Tal que se entre dois passos consecutivos de iteracdo || x**![l2 — [[x*||2 < Ce,
a simulagao assume o valor do campo x como solugao para o problema. Aqui,
Cc é um numero menor que a unidade. Em geral, para um problema onde
certa precisao é desejada, Co deve ser menor que 107°. Ainda, a condicao de
estabilidade impoe que o nimero de Courant N¢o = cAt/Az < 1, onde ¢ é
a velocidade fisica da propagagao no problema.

Mas nem todo problema admite uma discretizacao regular quadrada
como na figura Z14-(a). Quando a borda é um tanto complicada, a discre-
tizagdo pode ser realizada como nas figuras 212 ou na figura Z14-(b). A ex-
pansao de x em séries de Taylor proximo do ponto assinalado na figura 214-(b)
pode ser expressa como

dx a? d*y ol d>y

X(@o+a)mx(wo) tag:  + ot dBen,

de tal form que as derivadas no ponto x = x5 podem ser encontradas em funcao

£ (2-118)

da fracao a: dy X (0 + @) — x (20)

2-11
T - 7 (2-119)
dx X (o) — X (w9 — Ax)
A 2-12
dr Az ’ (2-120)
dx _ x(xo+a) — x (o — Ax)
- = 2-121
dx a+ Ax ’ ( )
d*x _ ZAxX (xo + ) + ax (zo — Az) — (o + Az) x (o) (2.12)
dx? alAz (Az + «) ’

Seja a uma fracao de Ax, e, utilizando a forma reduzida as equagoes

acima podem ser escritas na forma:
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dx Xi+a — Xi
A Amra AL 2-12
dx alAzr ( 3)
dx Xi — Xi—1
A A AV 2-124
dx Ax ( )
dx Xi+a — Xi—-1
A Ara Al 2-125
dr  (a+1)Azx ( )
2 . L )
d X _ 2X1+a + O‘X@—; (Oé + 1) Xi (2—126)
dx? a(Az) (14 «)

Estas derivadas podem ser aplicadas no ponto enfatizado na figura 214~

(b) para o problema da membrana vibrante levando a seguinte equagao de

diferencas para o laplaciano de y:

Xitay +aXi-1y; — (@ + 1) xiy n o BXig+1 + Xij—5 — (B+1) X,
a(Az)?(1+a) B(Az)* (1+8)

Vix =2
(2-127)
Para problemas onde a discretizacao triangular é necessaria, o procedimento

para esquematizar a equagao de diferencgas apropriada é semelhante.



3
Transporte de Particulas em Fluidos

3.1
Transporte de particulas em Fluidos Newtonianos

Quando um corpo move-se de modo estacionario relativo a um fluido
Newtoniano, no qual ele esta imerso, ha uma combinacao de fatores que levam
ao surgimento de uma interacao macroscopica neste corpo. Esta interagao pode
ser dividida em dois grupos principais dependendo da orientacao dela. A forca
resultante na direcao paralela ao movimento relativo do corpo é chamada
de forca de arrasto, enquanto que a forga perpendicular ao movimento é
chamada de forca de elevacao ou forca de lift".

No caso de escoamentos estacionarios, o momento linear total do fluido
numa regiao fixa no espaco nao varia no tempo, i.e., a perda de momento
devido ao atrito de corpos rigidos imersos no fluido é balanceada pelo ganho
de momento das forcas atuando para manter o escoamento, por exemplo o peso
da particula. A equacao expressando esta igualdade que permite estabelecer
uma relagao entre a velocidade caracteristica do escoamento e a queda de
pressao é freqiientemente chamada de Lei de arrasto. A forga F exercida
pelo escoamento no corpo € igual a integral do fluxo de momento sobre a
superficie do corpo ¥ ao longo do vetor normal a esta superficie. O fluxo da
1-ésima componente do momento por unidade de area perpendicular ao eixo j
tem a forma pu;u;+pd;; — 7;;. Desde de que a velocidade do fluido na superficie

de um corpo rigido em relagao a vizinhanca dele é zero, a forca I é

—

ﬁ:—/(p—T)-dA. (3-1)

O primeiro termo no lado direito da equacao B=1l descreve a transferéncia
de momento para o corpo através da pressao e é, portanto, independente
da viscosidade do fluido. Esta forma de arrasto é chamado de arrasto de

forma® e depende fortemente da forma do corpo e da orientacao em relacao

TA traducdo livre para a palavra de lingua inglesa lift é levantar, elevar, suspender, etc.
Nesta tese foi utilizado o termo lift simplesmente para designar esta forca, em detrimento
do termo em lingua portuguesa.

2Em lingua inglesa o termo é form drag.
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ao escoamento. Por esta razao, o arrasto de forma pode ser minimizado em
problemas onde esta reducao é desejavel, por exemplo: ao se projetar um carro
ou um aviao, onde deseja-se um arrasto tanto menor quanto possivel a fim de
reduzir a perda de poténcia 1util destes equipamentos. Em alguns casos esta
componente é igual a zero, como no escoamento de um tubo reto, onde a
superficie é sempre paralela ao escoamento. A segunda componente representa
o arrasto de atrito®, o qual num fluido viscoso ¢ sempre diferente de zero.
No caso de corpos geometricamente similares, a expressao %pqug pode ser
tomada como uma caracteristica da forca F 'n, onde u, ¢é a velocidade relativa
do corpo ao fluido e Ay, é uma area caracteristica, em geral é tomada como a
area da superficie do corpo ou a 4rea projetada na direcao do escoamento 1.

A quantidade adimensional

Fp

Cp=+——
spu?As

(3-2)

¢é chamada de coeficiente de arrasto do corpo. Se o arrasto é devido somente
ao atrito, o coeficiente de arrasto é denotado por f e é chamado de coeficiente
de atrito ou fator de fricgao.

A figura BT mostra um corpo de forma arbitraria movendo-se num
fluido em regime de baixo nimero Reynolds. Na figura B-(a), o campo de
pressao do escoamento é mostrado, de tal forma que ele cresce do azul para o
vermelho. Assim, cada componente da face do corpo experimenta um valor da
pressao diferente e a pressao resultante — f p- dA & responsavel pelo arrasto de
forma. Na figura BTI-(b), as iso-linhas da tensao de cisalhamento sdo mostradas
evidenciando que onde a superficie é paralela ao escoamento, maior é a tensao
de cisalhamento. A soma das tensoes de cisalhamento [T - dA 6 a origem do
arrasto de atrito.

Quando o numero de Reynolds é suficientemente alto, existe um arrasto
induzido devido ao trem de vértices formados atras do corpo (ver figura B3).
Este arrasto induzido depende fortemente da forma do corpo e da direcao de
movimento deste corpo num fluido; é o que Theodore von Karman denominou
de wake drag®. Este tipo de arrasto é amplamente estudado em aerodinamica.
Os aerodinamicistas estudam maneiras de reduzir esta forga, redesenhando
continuamente as asas de avioes. De fato, esta preocupacao deu origem a uma

sub-disciplina chamada de Teoria de Asa (Jon90).

3Geralmente referenciado como skin friction drag em textos classicos de lingua inglesa.

4Este termo caracteristico foi obtido por Isaac Newton no seu livro Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica e foi origem de muita controvérsia como explica von Karman em
(Kar(a).

5Uma traducdo livre seria arrasto de esteira. De fato, o que se chama de wake é toda
uma regiao com vorticidade diferente de zero na parte de tras do corpo.
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Figura 3.1: Um corpo de forma arbitraria movendo-se num fluido Newtoniano
incompressivel com Re < 1. As condigoes de contorno na direcao do esco-
amento sao velocidade constante na zona de cima, pressao zero na zona de
baixo e periédicas nas zonas perpendiculares ao escoamento. Em (a),0 campo
de pressao do escoamento, onde a pressao cresce do azul para o vermelho e em
(b), um pormenor das iso-linhas de tensao de cisalhamento, 7, no corpo, que
também crescem do azul para o vermelho. A diferenca de pressdao no corpo
leva ao arrasto de forma e ao somatério das tensoes no corpo leva ao arrasto
de atrito.

Stokes foi o primeiro a determinar a forca de arrasto, em regimes do
numero de Reynolds muito baixo, para uma particula esférica movendo-se
translacionalmente num escoamento Newtoniano isotrépico, incompressivel
e isotérmico (Sfohl). Ele propos que a aceleragdo convectiva poderia ser
desprezada, uma vez que a velocidade u é muito pequena, e, trocou as equagoes

de Navier-Stokes por

ou .
ra; = —Vp + uV3i, (3-3)
Vi = 0. (3-4)

Ele supos, ainda, que a dependéncia temporal da velocidade tinha uma
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Figura 3.2: Vetores do campo de velocidades de um fluido Newtoniano in-
compressivel em torno de um objeto de forma arbitraria movendo-se nele (ver
figura B) com Re = 100. Note os vortices formados atras do corpo, os quais
dao origem ao arrasto induzido.

forma de decaimento exponencial, e *, levando a seguinte equacao simples
Vp = uV?i — \pil. (3-5)

Desde que a pressao satisfaz a equacao de Laplace, uma solugao particular de
B3=3 é portanto G m _@. a6)
Ap

Esta equacao ¢ bastante 1til, quando se conhece a solugao para o campo
de pressao. A solucao de Stokes foi obtida por ele através da funcao de corrente,
mas Lamb apresentou uma solucao mais geral para o campo de pressao
em termos de uma expansao em séries de Taylor (Gra7). Lamb, também,
apresentou uma solucao geral do campo de velocidades na forma de dubleto,

stokesleto e rotleto, que para o escoamento estacionario podem ser expressos

como:
I
i=—SAXT, dubleto, (3-7)
r
B 7 /5
U=—+ % <B : F) : stokesleto, (3-8)
roor
C-7
Uu=7rxV 37’ , rotleto, (3-9)
r

onde A, B e C, aqui, sao vetores constantes. Para a situacao onde o

escoamento nao ¢é estacionario outras solucgoes similares, mas dependentes do
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Esteira de
Vortices

— N

Figura 3.3: Comportamento do fluido ao passar por um cilindro liso. (a)
Escoamento laminar (Re < 1), (b) escoamento laminar, mas com surgimento
de vértices préximos ao cilindro (1 < Re < 10%), (c) escoamento com esteira
de vértices atrds do corpo (10> < Re < 10°) e (d) escoamento puramente
turbulento (Re > 10°).

tempo, sao encontradas (Gra(7).

A derivacao da relacao da forca de arrasto para uma particula solida
movendo-se no fluido é simples e diretamente obtida das equacoes de Stokes
quando a aproximacao de baixissima velocidade relativa entre a esfera e o
fluido, w,., é assumida (Bat00, Mon(7, StohT, Choll, Fox83, Bro67). Para uma
esfera de raio R, Stokes sobrepos a solugao de dubleto (B=7) e stokesleto (B3
B), orientadas na direcdo do escoamento, eixo—z. Para uma esfera sob estas

condicoes o coeficiente de arrasto é escrito através de uma relagao simples como

120 12
" pRu, Re’ (3-10)

com o numero de Reynolds definido em funcao da particula como Re, = ﬁRur.

Cp

Entretanto nesta solugao tedrica, as forgas viscosas sao dominantes em
relacao aos termos de aceleragao convectiva, embora estes sejam mais impor-
tantes em distancias grandes da esfera. Alfred N. Whitehead notou que qual-
quer tentativa de solucao das equacoes de Navier-Stokes para grandes valores
do nimero de Reynolds que tivessem como ponto de partida a solucao de
Stokes levaria a dificuldades imensas®. Oseen (Oselll) sugeriu um tratamento

alternativo, ao invés de aproximar as equagoes de Navier-Stokes como em B=3,

5Esta dificuldade teérica é chamada de paradoxo de Whitehead.
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Figura 3.4: Coeficiente de arrasto, Cp, contra o niimero de Reynolds, Re, para
uma esfera movendo-se num fluido Newtoniano. O comportamento de cada
regime do escoamento é descrito na figura B=3.

ele usou a aproximacgao
ou ou
J— +u JE— = —v + Vzﬁ7 3—1].
p ( 5 T U0 82) p+p (3-11)
sendo ug ao longo do eixo—z. Oseen obteve uma solugao para o escoamento
em torno da esfera, tal que o coeficiente de arrasto é
9 12
Cop=(=-+=—1. 3-12
P (2 Re) ( )
A solugao de Stokes (equagao. B=I0) é um caso limitante da equacao B=I2,
quando Re se aproxima de zero.
Outras solugoes foram derivadas para a determinacao de C'p para uma
esfera. Goldstein encontrou uma solugao através de uma expansao em séries

do nimero de Reynolds (Gol29):

24< 3 19 71, 30179 _ , 122519 _ .
Cp =

=—(1+-Re— —Re’+ —Re® - ——— —_
Re " 787320 T 2560 ¢ 2150400 ¢ T 17203200
(3-13)

A solucgao de Stokes revelou-se vélida somente para o escoamento proximo

da superficie do sélido e a solucao de Oseen vélida somente para regioes dis-
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tantes da fronteira. Proudman e Pearson (Proh7) e Kaplun (Kapb7) chegaram
independentemente a um resultado intermediario entre as solucoes de Stokes e
Oseen, através de métodos assintéticos. A equacao para o coeficiente de arrasto
devido a Proudman e Pearson é

_ 6m 3

95 2 2
C’D—E 1+§Re+4—ORe InRe + O (Re?) | . (3-14)

O termo logaritmico é imposto a este problema (Gra07). A equagao B=I3, ou
qualquer outra solugao contendo somente poténcias de Re, é invalida. Solugoes
empiricas para o coeficiente de arrasto tém sido desenvolvidas e uma das mais
utilizadas é aquela devida a Morsi e Alexander (Mor72):

a a
CDICL1+_2+ 3

— 3-15
Re Re?’ ( )

onde ai, as e az sao constantes.

Velocidade terminal

Quando a particula esférica estd em estado de decantacao, as tnicas
forcas atuando na particula sao a forca de arrasto e o peso da particula. Se o
numero de Reynolds for pequeno o suficiente para a aproximagao de Stokes, o

balanco das forgas na particula leva a

4 2
6mpuRur = gwppR?’g = ur = 5&}%29. (3-16)
U

A velocidade ur é a velocidade terminal da particula decantada, ela é

comumente chamada de velocidade de queda.

3.1.1
Arrasto em escoamentos turbulentos

Para ntimeros de Reynolds maiores que 10? o arrasto sobre a particula nao
pode ser determinado simplesmente pelas equagoes devido a Stokes (equagao.
B=10), Oseen (equagao. B=I2) ou mesmo aquela devido a Kaplun (equacao.
B=14). De tal forma que o valor do coeficiente de arrasto em escoamentos
turbulentos toma o valor experimental ~ 0.4 para Re > 10° (ver figura B4).

Para graos naturais Fredse et al. (Fre92) chegaram a relacao empirica

36
Cp=14+ T (3-17)
Geralmente, graos sao modelados como elipséides de diametros dy,ds e
dy; d; é o maior dos trés diametros do elipséide (Schb4). O fator de forma
de Corey, f¢, é 0 mais representativo meio de se quantificar uma dimensao

para uma particula nao-esférica:
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J— dl —
fe= Jid (3-18)

Para graos naturais, o fator de forma de Corey fica em torno de 0.7. Embora
este seja o método mais utilizado para descrever a forma de uma particula
nao-esférica, outros métodos sao também utilizados. Como exemplos tém-se,
o didmetro nominal, que é o diametro de uma particula esférica tendo a
mesma massa e volume da particula nao-esférica; o diametro de queda, que
é o diametro de uma particula esférica lisa caindo em agua parada a uma
temperatura de 24°C na mesma velocidade média da queda da particula nao-
esférica nas mesmas condicoes (o diametro de queda é a melhor descri¢ao por
levar em conta a forma da particula, embora seja o mais trabalhoso).

Haider e Levenspiel (Haif9) encontraram a seguinte relagdo para

particulas nao-esféricas:

24 b3Re
Cp=—(1+bRe?)+ ——— 3-19
D Re(+1e)+b4+Re, (3-19)
onde by = 23WECABL 24486/ —  (0.0964 4+ 0.5565fc, by =

1.4681+12.2584 f—20.7322 2 +15.8855 2, e

e (&

4.905—13.8944fc +18.4222f2—10.2599 /2 by =
o numero de Reynolds é baseado numa particula esférica de mesmo volume e

massa da particula nao-esférica.

Numero de Stokes

Na adveccao, em um sistema diluido, particulas suficientemente pequenas
seguem as linhas de corrente do escoamento, como é o caso de particulas de
poeira no ar, enquanto que particulas grandes atravessam as linhas de corrente
devido a sua inércia, como o caso de pedrinha de granizo. A quantificacao desta
caracteristica do transporte de particulas em fluidos é melhor descrita através
de um parametro adimensional chamado de niimero de Stokes exposto na
seguinte relacao:

St = 7 Up, (3_20)
onde tp é o tempo de relaxacao caracteristico da particula e Lg é um
comprimento caracteristico do sistema. Em geral, este tempo de relaxagao é
tomado como tp = %#. Para St < 1, a particula segue as linhas de corrente.
Para St > 1, as particulas nao percebem o arrasto do fluido seguem trajetérias

balisticas.

3.2
Transporte de Particulas numa Estrutura Ramificada

A separacao de particulas em funcao do seu tamanho é um problema

interessante encontrado em muitas areas da industria e pesquisa ambiental
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e bioldgica (Gim03, Fra04). Muitas técnicas complexas tém sido propostas
para este fim. Entre elas a cromatografia hidrodinamica e o fracionamento
fino de separacido em escoamento? tém sido propostos para a separacao
e filtragem de diversos tipos de particulas, abrangendo desde micrébios a
drogas e emulsoes farmacéuticas (Sah93, DiIM70). Embora estas técnicas sejam
precisas, elas apresentam um desvantagem intrinseca: necessitam da geragao
de campos externos, os quais aumentam significativamente a complexidade,
custo economico e tempo de processamento.

Todavia, como mostrado recentemente, a separacao de particulas de di-
ferentes tamanhos pode ser alcancada explorando somente as capacidades de
um escoamento advectivo laminar (DiC0OR). Particulas de tamanho semelhante
apresentam as mesmas trajetorias, num escoamento advectivo. Esta carac-
teristica serve para uma descri¢ao tedrica deterministica do comportamento
das particulas neste escoamento (Hua04). Assim, é possivel ter um enten-
dimento do que acontece em experimentos em que o escoamento advectivo
através de obstaculos estd presente ou do fracionamento do escoamento. Porém,
nao fica claro como os pormenores geométricos do equipamento utilizado nestes
experimentos afeta a eficiéncia de separacao.

Trabalhos anteriores tém se interessado no desenvolvimento de novos
dispositivos tecnologicos inspirados no comportamento e geometria de sistemas
naturais (Cop03). A estrutura ramificada do tipo pulmao é proposta no
presente trabalho para a separagao de particulas num escoamento advectivo
através desta estrutura (Vasll). As particulas sdo injetadas no escoamento
através de uma entrada principal, como mostrado na figura B3, e sao coletadas
numa das saidas da estrutura ramificada. A intencao é estudar como os
parametros da estrutura afetam o processo de separacao.

O dispositivo usado nos céalculos consiste de cascatas de cilindros for-
mando um estrutura tipo-pulmao como mostrado na figura B3. Em cada bi-
furcacao, os raios dos cilindros diminuem por um fator de h e o angulo de
bifurcacao a = 60. Tanto os bragos menores quanto o cilindro gerador estao
no mesmo plano, onde ¢ é o angulo azimutal entre dois planos sucessivos de
bifurcacao. A geometria da bifurcacao é modelada de tal forma a nao permitir
descontinuidades (Man03). O diametro do primeiro tubo é igual a 2 cm, o que
corresponde aproximadamente ao diametro da traquéia humana, onde a estru-
tura bifurcada é construida até a quarta geragao. A razao entre o comprimento
L e o diametro D dos cilindros em cada geragao é tida como L/D = 3.

E imposto um fluxo constante de massa através da entrada e as condigoes

de contorno para a saida sao de pressao zero naquelas fronteiras. A condicao

"Termo do inglés: split-flow thin fractionation.
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Figura 3.5: O separador de particulas consiste de uma cascata de cilindros
formando uma estrutura ramificada em trés dimensoes. Um estrutura de arvore
dicotomica com quatro geragoes é mostrada na figura. Tanto o angulo de
bifurcacao, a = 60°, quanto o angulo azimutal, ¢ = 90°, sdo 0os mesmos em
todas as bifurcagoes posteriores. O fator de crescimento dos comprimentos e
raios subseqiientes é dado por h. No pormenor, é mostrada a discretizacao
nao-estruturada do separador

de nao deslizamento nas paredes é adotada e a o escoamento através do
estrutura ramificada é obtido solucionando-se as equacoes de Navier-Stokes
para um fluido incompressivel em condigoes isotérmicas (equagao. 2=21) no

estado estacionario:

pi- Vi = —Vp+ uVii, (3-21)
V-i = 0. (3-22)

O numero de Reynolds é 0
Re = “ugDy, (3-23)
onde Dy é o diametro do cilindro prin’léipal. As simulagoes foram restritas ao
regime onde o escoamento apresenta Re ~ 50. O escoamento é resolvido por
técnicas de diferencas finitas com volume de controle usando o FLUENT. O
critério de convergéencia para a conservacao do momento linear e a massa foi

de que o residuo fosse menor que 1076.
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Uma vez que as equacoes para o escoamento foram resolvidas, o calculo
da trajetéria das particulas é executado. As particulas sao injetadas na borda
de entrada com velocidade vy = wuy normal a superficie de entrada e com
distribuicao uniforme por toda a superficie. Por simplicidade, a densidade das
particulas é da ordem da densidade do fluido (p, ~ p), de tal forma que a forga
de empuxo iguala-se ao peso da particula. Assim, desde que as dimensoes das
particulas sao diminutas, a tnica forca relevante ao problema é o arrasto e a

equacao de movimento pode ser escrita como

d27_‘;, CD 1 u*
—L = = pr R2u*i* ~ —Cp—1* 3-24
atz ~ m, 2t T g (3-24)

w

onde C'p é obtido através da expressao B=T3 com o nimero de Reynolds baseado
! — P, * . — 4 3 z , s *
na particula, Re, = g Ry; my = 5ppm R, ¢ a massa da particula esférica e u
é a velocidade relativa entre o fluido e a particula. As condi¢oes de contorno
nas regioes de saida do escoamento sao de descarga de massa e nas paredes da

estrutura as particulas sofrem reflexoes.

3.2.1
Condicoes de contorno para particulas

Existem trés condicoes de contorno possiveis para a interacao entre uma
particula e a parede sélida: captura, saida e reflexao. A condigao de captura
impoe que quando a posi¢ao do centro de massa da particula, 7,, estd na
fronteira da parede soélida, 02, sua posicao posterior nao muda. Assim, a
trajetéria de uma particula imersa no fluido termina na fronteira, 0€2. Esta
condicao ¢é util quando se quer modelar o aprisionamento das particulas em
processos de adsorcao ou filtragem. A condicao de saida faz com que a trajetéria
das particulas acabem na fronteira em que esta condicao é imposta, mas, ao
contrario da condicao de captura, esta condicao é aplicada em fronteiras fluido-
fluido, e nao fluido-sélido. A condicao de reflexdao é imposta entre fronteiras
fluido-sodlido. Esta condigao fisica é modelada para particulas saindo da regiao
de interesse do problema.

Quando uma particula esférica encontra uma fronteira sélida estacionaria
reflexiva, a conservagao do momento linear do sistema particula-parede impoe
que o momento justo antes da colisao, ]3, é igual ao momento logo apods a
colisao, P Entretanto, a colisao pode ser perfeitamente elastica, ou nao. Se
a colisao for tomada como elastica, a energia cinética da particula justo antes
do choque, %mpzﬂ ¢é igual a sua energia cinética logo apds o choque, %mpv’Q;
se o momento linear do sistema é conservado, m,7 = m,v’. Se a velocidade
da particula for representada numa base em que os vetores ortonormais sao o

vetor normal, n, a superficie e um vetor tangencial, ¢, tem-se v = v, n + vt. O
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conjunto de equacoes formado pelos principios de conservacao da energia e do
momento linear pode ser resolvido facilmente para mostrar que a velocidade
na dire¢ao normal é alterada para v/, = v, e a velocidade na componente
tangencial continua inalterada.

E comum definir um coeficiente de restituicao, na direcao normal ao
choque, /
en = —, (3-25)
onde v, e v/, sdo as velocidades na diregdo normal a superficie antes e apés a
colisao, respectivamente. O coeficiente de restituicao tangencial é definido de

maneira similar: v
et pr— —t (3‘26)

)

(%

onde v; e v, sao as velocidades na diregao tangencial a superficie antes e apds a
colisao, respectivamente. Se e, = 1 e ¢, = 1, a colisao é perfeitamente elastica.
Entretanto, se e, = 0 e e; = 0, a colisao é perfeitamente ineldstica e a particula

é aprisionada na parede.

Paredes rugosas

Se alguém tomar uma imagem microscopica de uma se¢ao de uma parede
lisa de um material qualquer, podera perceber as imperfeicoes nas paredes da
amostra. Embora, para contextualizagoes macroscopicas, a fronteira possa ser
tomada como lisa, de tal forma que para um choque perfeitamente elastico o

angulo de incidéncia da particula, #_, seja igual ao angulo de reflexao, 0., a

-
estrutura microscopica é de importancia para o problema a ser estudado, o
espalhamento pode ser nao-especular.

Mas a conservacao do momento linear ¢ um dos pilares da Mecanica
e alguma caracteristica do sistema parece impedir a aplicacao direta da
conservagao do momento linear. Esta caracteristica é a rugosidade. Em geral,
uma caracterizagao da rugosidade da parede pode ser tomada como uma
medida do ruido da profundidade dos sulcos.

Uma conhecida relacao, chamada de lei dos cossenos de Knudsen®
(Knuh2), mostra que a distribui¢ao dos angulos de reflexdao para uma molécula
que deixa a superficie no angulo sélido df2 formando um angulo 6, com a

normal a superficie, é dada por,
ds)
fprob (04-) = g cos 8+' (3_27>

Esta relacao mostra que a velocidade da particula espalhada nao depende do

angulo de incidencia #_. Knudsen mostrou que esta conjectura, baseada em

8Knudsen estudou experimentalmente o escoamento de gases rarefeitos através de tubos,
em 1907.
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Figura 3.6: Esboco esquematico da probabilidade de uma particula impingindo
numa parede sélida num angulo 6_ e deixando a fronteira a uma angulo 6,
dentro de um angulo sélido df2.

consideragoes da teoria cinética dos gases, estd em concordancia com dados
experimentais. Embora Knudsen nao estivesse convencido de suas proprias ex-
plicacoes, a lei dos cossenos mostrou-se valida e James C. Maxwell apresentou
mais refinamentos a lei dos cossenos.

E comum também, definir uma orientacao da superficie, de tal forma
que o angulo ¢, ¢ medido entre a inclinacao da rugosidade e esta diregao
de orientagao da superficie. Sommerfeld e Hubber (Som99) notaram que 6,
obedece uma fungao de distribuigao de probabilidade (FDP) normal:

L s,
FDP (0,) = ————e¢ 20%)". (3-28)
27 (66,)*
Esta distribuicao é caracterizada pelo desvio padrao da distribui¢ao gaussiana
através do parametro 66,. A média desta distribuicao dos angulos ¢ aproxima-
damente zero.

Sommerfeld e Hubber (Som399) estudaram extensivamente e em detalhes
o processo de colisao de particulas impingindo em superficies rugosas através
de aparatos experimentais. Eles descobriram que o angulo de reflexdo, ay,
obedece uma distribuigao que depende de 06,44 € do angulo de incidéncia, o
(ver figura B77). A funcao de distribuigao (equacao. B=28) depende da distancia
tomada entre cada um dos pontos da amostra, de tal forma que, existe um
angulo médio de rugosidade, (6,), que depende do tamanho da particula e
do angulo de impacto. Este desvio estd, de algum modo, relacionado com o

tamanho da particula. Quanto menor for a particula, maiores sao os efeitos
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Figura 3.7: Representagao da reflexao nao especular de uma particula impin-
gindo numa superficie rugosa. a_ é o angulo de incidéncia, que numa reflexao
especular seria igual ao angulo de reflexao. Entretanto o, é o angulo de reflexao
aparente, devido as imperfeicoes da superficie.

da rugosidade nela (Sch98). A distribui¢ao de probabilidade de um angulo de
saida efetivo, a, em relacao a superficie para colisoes perfeitamente elasticas

é encontrada ser (Kon(9)

_(og—a)?
FDP, ; (a_, ., 80,) = tanh (;%) in (a—_;c”) S, (3.20)

P
Este resultado é véalido somente para uma particula efetuando apenas uma
colisao com a parede rugosa. Se, por ventura, a particula sofre mais de um
ricocheteio na parede, a equacao necessita de uma corregao. Se 406, for
suficientemente pequeno, ou seja, a parede for efetivamente lisa, a funcao de
probabilidade na equagao torna-se uma linha estreita e as colisoes voltam
a ser especulares.

A vista superior da geometria da estrutura ramificada de quarta geragao
na figura é apresentada na B8-(a), evidenciando as saidas numeradas de 1 a 8.
Para cada valor do nimero de Stokes, 10* particulas sao injetadas na entrada
da estrutura com velocidade relativa ao fluido nula (@* = 0). As trajetérias
das particulas no escoamento sao obtidas através de integracao numérica via
método de Runge-Kutta de quarta ordem das equagoes B=24. Na figura B=8-(b),
o histograma do percentual de particulas é mostrado para uma estrutura com
a = 90° e nas condigoes de escoamento para Re = 50 em funcao do nimero de
Stokes, St. No limite em que o niimero de Stokes é muito pequeno, tal que as
particulas seguem as linhas de corrente, a percentagem de particulas em cada
saida é aproximadamente igual a 12.5%. A medida que o nimero de Stokes
aumenta, a concentracao de particulas em cada saida pode variar para mais
de trés vezes o valor para baixos nimeros de Stokes(ver figura B8-(b)). Para

St ~ 0.24, quase 70% das particulas saem pelos bracos centrais. Entretanto,
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Figura 3.8: (a) Estrutura ramificada com quatro geragoes e suas oito saidas.
(b) Histograma da percentagem de particulas deixando a estrutura por cada
uma das saidas da figura em (a) para diferentes valores do nimero de Stokes.
(c) Distribuigao de particulas deixando a estrutura ramificada em duas saidas
(uma mais central, a saida 3, e, a outra periférica, a saida 1) como funcao do
numero de Stokes, para a = 90° e Re = 50.
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esta tendeéncia do aumento da concentragao de particulas nas saidas centrais
da estrutura com o aumento do ntimero de Stokes atinge um valor critico,
Ste, proximo de 0.4 (veja figura BR-(c)). Apés ultrapassado este valor, a
concentracao de particulas nas saidas centrais tende a diminuir rapidamente
com o aumento de St, tal que para St ~ 1 a concentracao nas saidas periféricas
e centrais é praticamente a mesma. O comportamento apresentado na figura
BR-(c) pode ser melhor entendido quando as figuras B sao visualizadas.
Desde que, como mostra a figura B9-(a), o nimero de Stokes é muito baixo,
a trajetoria das particulas coincide com as linhas de corrente. Ja na figura
B9-(b), a inércia das particulas é suficiente para provocar colisbes com as
paredes, mas nao ¢é suficiente para vencer a forca de arrasto. Na figura B9-(c),
como o numero de Stokes é razoavelmente alto, as particulas apresentam um
comportamento balistico fracamente amortecido. Com o aumento de St é de
se esperar que a natureza estatistica da balistica tome lugar e a concentracao
de particulas em cada saida se aproxime de uma distribuicao uniforme sobre
todas as saidas.

A equacao foi usada para simular a reflexao nao-especular das
particulas de tamanho fixo nas paredes da estrutura ramificada. O valor
de 00, foi feito variar entre 2.5° e 20°, mostrando que apenas mudangas
quantitativas foram encontradas no valor das concentragoes em cada saida
(< 10%). Estatisticamente os resultados encontrados se confirmaram mesmo
para grandes angulos médios de rugosidades (66, ~ 20°). Isto mostra que a
estrutura ramificada pode ser usada na pratica para o processo de separacao
de particulas em suspensao.

Os resultados apresentados nas figuras B8-(b) e B8-(c) sugerem que a
estrutura apresentada pode ser empregada como um separador de particulas
eficiente, desde que a mistura seja diluida. Particulas que apresentam nimero
de Stokes menor que o valor de St sao retiradas principalmente pelas saidas
centrais, onde o nimero de particulas com St > St ou St < St que deixam
a estrutura através das saidas centrais é aproximadamente o mesmo.

Os resultados apresentados nas figuras B8 foram obtidos para uma
estrutura com valores fixos de ¢ e «, entretanto é possivel melhorar a eficiéncia
de separagao da estrutura mudando os parametros ¢ e a. A figura B10-(a)
mostra o percentual de particulas deixando a estrutura através das saidas
centrais em funcao do nimero de Stokes para diferentes valores de ¢. A figura
BT0-(b) mostra o decrescimento monotonico do percentual maximo em fungao
de ¢, cujo pormenor apresenta a variacao de log Sts com ¢. O percentual de
particulas maximo é conseguido para uma estrutura com angulo ¢ = 90°, onde

as saidas centrais estdo a uma mesma distancia da entrada (ver figuras BIT).
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Figura 3.9: Trajetoria de dez particulas projetadas na secao transversal de uma
estrutura ramificada com paredes lisas com a = 60° e ¢ = 0° para diferentes
valores do ntimero de Stokes da injecao: (a) St = 5.9 x 107% (b) St = 0.24 ¢
(c) St =3.78.
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Figura 3.10: Em (a), é mostrado o numero percentual de particulas, n.,
retiradas da estrutura pelas quatro saidas mais centrais em funcao do ntimero
de Stokes, St, para diferentes valores do angulo azimutal ¢. Aqui, « = 60° e
h = 0.79. Em (b), o valor maximo do percentual para cada curva na figura (a)
em funcao de ¢. Na figura interior, é mostrada a dependéncia do log St em
funcao de ¢.

Esta geometria em que ¢ = 90° é essencialmente tridimensional, ao contrario
da estrutura em que a = 0°, que é planar. O pormenor da figura BI0-(b)
mostra que Sto € efetivamente invariante em relagao a ¢ < 30° e a medida que
¢ aumenta apés ¢ = 30°, o valor de Stc decresce, fazendo com que particulas
com valores cada vez menores de St escapem pelas saidas centrais.

Outro parametro a ser variado é o angulo a. A figura B12-(a) mostra
o percentual de particulas deixando a estrutura pelas quatro saidas centrais
em funcdo do nimero de Stokes, em estruturas onde ¢ = 90° e h ~ 0.79.
Para cada curva do percentual de particulas retiradas nas saidas centrais
contra o log St existe um ponto de maximo. Para baixos valores do niimero de
Stokes, o percentual de particulas que saem pelas saidas centrais e periféricas é
efetivamente o mesmo. A medida que o nimero de Stokes aumenta até o valor
critico para «, Stc, o percentual de particulas que saem pelas saidas centrais
chega a ser seis vezes maior que nas saidas periféricas (o = 60° ou a = 90°).
Assim que Sto é transposto, o percentual de particulas nas saidas centrais
cai abruptamente, chegando a ser menor que 40% do total de particulas. Esta
regiao deve ser evitada por ter uma variagdo muito brusca. Na figura BT2-(b) a
dependéncia do maximo das curvas na figura B12-(a) contra « sdo mostradas,
o que corrobora a discussao a respeito de a maiores produzirem uma maior
eficiéncia de separagao préximos de Sto. O pormenor da figura BI2-(b), mostra
como o numero de Stokes critico Sts varia com «. Para valores de o pequenos,
Sto é alto, tal que para valores de o maiores que 50°, os valores de Stc tém a

mesma ordem de grandeza (Sto &~ 0.34).
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Figura 3.11: Geometria das estruturas ramificadas propostas com quatro
geragoes: em (a), ¢ = 0° e, em (b), ¢ = 90°. Aqui o = 60° e h = 0.79.
As quatro saidas centrais sao assinaladas nas duas figuras.
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Figura 3.12: Em (a), é mostrado nimero percentual de particulas retiradas da
estrutura pelas quatro saidas mais centrais em funcao do ntmero de Stokes,
St, para diferentes valores do angulo a. Aqui, » = 90° e h ~ 0.79. Em (b), o
valor méximo do percentual para cada curva na figura (a) em funcao de . Na
figura interior, é mostrada a dependéncia do log Sts em funcao de a.
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Figura 3.13: Em (a), é apresentado o nimero percentual de particulas retiradas
da estrutura pelas quatro saidas mais centrais em funcao do niimero de Stokes,
St, para diferentes valores de h. Aqui, & = 60° e ¢ = 90°. Em (b), o valor
maéximo do percentual para cada curva na figura (a) em fungao de h. Na figura
interior, ¢ mostrada a dependéncia do log Ste em fungao de h.

Na figura BT3-(a) a variagao do percentual de particulas retiradas nas
saidas centrais com log St é mostrada quando diferentes estruturas para
diferentes valores de h. Todas as curvas apresentam um valor maximo para
o numero de Stokes, tal que para estruturas com h grande o suficiente, pode
existir um méaximo de eficiéncia de até 80% para h = 1. A figura BT3-(b)
mostra como o percentual de particulas retiradas nas saidas centrais varia com
h. H& um crescimento suave do Stokes de eficiéncia maxima quando h aumenta.
O pormenor da figura BT3-(b) mostra a variagao do log St¢ contra h, revelando
um crescimento monotonico a medida que A aumenta, ou seja, para estruturas
com h maiores, maior sera o numero de Stokes critico.

O comportamento descrito nas figuras B0, BI2 e B3 é 1til para a
confeccao da estrutura separadora de particulas, tal que um ajuste fino pode
ser conseguido para cada conjunto de particulas com St conhecido. Ainda, é
de se conjecturar que com o aumento das geracoes na formacao da estrutura,
a eficiencia de separagao aumente. De fato, é esperado que uma cascata de
separadores resulte em eficiéncias efetivas de quase 100%.

Em relacao a outros separadores de particulas com campos externos apli-
cados (Pam(7), o separador proposto tem a vantagem de necessitar apenas de
um escoamento advectivo constante para o seu funcionamento. De fato, estu-
dos experimentais de separadores que usam apenas as propriedades hidraulicas
e a geometria da estrutura de separacgao tém sido propostos na ultima década
(Hua04, Yam04). Uma vez que os processos fisico de separagao nao dependem
da natureza do fluido empregado, tal tipo de dispositivo pode ser aplicado tanto

na analise de tamanho quanto para a separacao de tamanho de diferentes tipos



Capitulo 3. Transporte de Particulas em Fluidos 69

de particulas numa mistura diluida.

3.3
Modelo matematico para o transporte de particulas

3.3.1
Contexto

A preservacao da natureza e a protecao ambiental sao questoes importan-
tes nas agendas de organizagoes governamentais e nao-governamentais. Con-
seqiilentemente, estas questoes tém sido objeto de estudo intenso, onde a prin-
cipal preocupacao é entender como as agoes humanas afetam o meio-ambiente.
Por exemplo, deflorestamento e emissoes de poluentes sao relacionados a mu-
dangas no clima resultando em enchentes e erosao (Elg01, RusY6, Bog74). Em
particular, erosao pode ser responsavel por diminuir a qualidade de vida, cau-
sando um efeito negativo na economia. O problema de erosao também atrai
o interesse de gedlogos e fisicos. Na Geologia, esta é uma area extremamente
rica com muitos dos padroes observados na natureza oriundos dos processos
de erosao e deposicao. Na Fisica, a formacao de tais padroes varre uma gama
imensa de escalas espaciais e temporais. Estes processos de formacao de padroes
estao diretamente relacionados ao transporte de particulas solidas granulares
por um escoamento e apresentam uma rica fenomenologia com uma variedade
de aplicacoes. Aplicacoes particulares sao bacias de rios fractais, meandros
de rios, campos de dunas, avalanches granulares ou plataformas continentais
costeiras.

Grande parte do conhecimento de processos de erosao sao leis empiricas
derivadas de medicoes de campo, o que levou a um interesse de tedricos para
a descricao do fenomeno (Kro02, Erf(?2). Varias tentativas para entender
a dinamica do transporte de barras de areia no praia (EIg0l) ou em rios
(Cea95) do ponto de vista estatistico tém sido feitas, mas muitas questoes
fundamentais aparecem devido aos padroes macroscépicos formados devido
a instabilidades (Sey07). Muitos experimentos tém sido desenvolvidos para
responder a questao fundamental: como objetos granulares respondem a acao
de fatores externos? (Poudd, Bor(3). A descrigao de escoamentos de solugoes
nao-diluidas é bastante dificil. Em geral, o tratamento de soluc¢oes concentradas

¢é realizado com modelos de duas fases ou misturas.

3.3.2
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Figura 3.14: (a) Configuracao inicial tipica da posi¢cdo dos graos de uma
rede aleatéria triangularizada com 64 particulas. (b) O mosaico de Voronoi
correspondente.

Formulacao do Modelo

O sistema a ser modelado é uma solucao concentrada de particulas
esféricas num fluido Newtoniano incompressivel em duas dimensoes. O meio
granular é considerado como uma rede aleatoria regularizada de tamanho
N x N num plano, onde os sitios sao os centros de massa dos graos com
diametro d. A condigao inicial para o problema é que as particulas estejam
arranjadas numa rede regular quadrada, onde a distancia entre os vizinhos mais
proximos é [g. Os graos sao movidos aleatoriamente ao longo de vetores com
direcao arbitraria e magnitude menor que a distancia de separacao inicial dos
graos. Assim, os graos sao distribuidos aleatoriamente, mas com uma separacao
caracteristica entre eles. Desde que nao ha sobreposicao de particulas, a
magnitude de um vetor aleatério nao pode exceder % (lr — d). Embora a rede
seja construida em duas dimensoes, a idéia é simular fenomenos tridimensionais
que acontecem num plano, para tal, as esferas sao supostas completamente
submersas no fluido.

Dado um instante de tempo ¢, o sistema inteiro de graos ¢ triangularizado
considerando cada particula como o vértice de um mosaico de Voronoi (ver
figura BI4). A geometria local de poros entre dois graos vizinhos (sitios i e j)
¢ considerada como um canal capilar com permeabilidade hidraulica, x; ;. Esta
associagao gera uma rede de capilares representando a geometria complexa do
espaco de poros. Um gradiente constante de pressao é imposto entre a zona de

entrada e a zona de saida. Condigoes de contorno periddica sao assumidas na
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Figura 3.15: Canal capilar empregado no modelo entre duas particulas de
diametro d e separagao ¢; no mosaico de Voronoi, em (a), e, em (b), a segao
reta correspondente do canal caracterizada pelo raio hidraulico Ry.

regiao perpendicular ao gradiente de pressao aplicado. Ainda, a conservacao

da massa é requerida no sistema, de tal forma que
Z Kij (pi —pj) =0, (3-30)
J

onde o indice j refere-se aos sitios vizinhos do sitio ¢ no mosaico de Voronoi,
ki; ¢ a permeabilidade hidraulica do canal capilar, p; e p; sao os valores da
pressao local nos sitios ¢ e vizinho de 7, respectivamente. As N equagoes B3
algebricamente acopladas sao resolvidas em termos do campo de pressao
nodal através de métodos padrao para solucao de matrizes esparsas. Assim,
através da equacao =64, a velocidade do fluido em cada ponto da rede pode
ser calculada, conhecendo-se a viscosidade do fluido e o tamanho dos capilares
do mosaico de Voronoi.

A largura do canal capilar de comprimento ¢; ; é limitada pela separagao,
L, ;, entre as duas esferas de diametro d. Assim o escoamento capilar é obtido
utilizando-se o raio hidrdulico (equagao. B=G) para a estimativa de um canal
de secao circular. A area da secao reta do canal é tomada como a area da secao
reta no plano em que o segmento de reta que une o centro das duas particulas

¢ minimo (ver figura BT3). O raio hidrdulico (equagao. E=61) para este canal é

Ay Lid—7wd?/4
Ry=2-" =270/~
H PH 2Li7j + wd

A utilizacao do raio hidraulico, mostra que a relacao da permeabilidade

(3-31)

hidrdulica tem a forma;:

. 2 L 2
bg _ R _ _gplliy;—md) (3-32)

o Api 8 (2L; ; + md)®

Esta equacao é uma modelagem supondo que o canal entre as duas esferas
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é prismético de segao reta, tal como apresentado na figura B15-(b). Entretanto,
esta permeabilidade nao representa a solucao numérica exata das equacoes de
Navier-Stokes por nao levar em consideracao a interacao entre o fluido e a
geometria. A solucao das equagoes de Navier-Stokes no estado estacionario
para um fluido incompressivel, mais a equacao da continuidade, foi obtida
com o auxilio do FLUENT® considerando condicdes de contorno periédicas
na direcao transversal ao escoamento, velocidade constante, ug, na face de
entrada do canal de largura L;, altura d e comprimento ¢; (ver figura B13-(a))
e condicao de pressao zero na face de saida. Na face inferior e nas esferas a
condicao de nao-deslizamento foi imposta. Na face superior a condi¢ao imposta
foi de tensdao de cisalhamento nula. A solucdao obtida com o FLUENT® foi
conseguida com um método de discretizacao tetragonal da geometria imposta
e as equacoes de momento e continuidade foram resolvidas usando um método
de diferengas finitas de segunda-ordem para o momento com parametro de
relaxacao igual a 0.7. A solucao foi considerada vélida quando o residuo do
momento linear e da continuidade foi menor que 1077,

A permeabilidade hidraulica em fun¢do da razao L, ;/d é mostrada na
figura B18@. E assumido que as particulas se movam sem transferir momento
linear para as particulas do fluido, mas as particulas do fluido transferem
momento para os graos, ou seja, ha acoplamento unidirecional. O regime
de escoamento é considerado quasi-estdtico, ou seja, o escoamento se adapta
instantaneamente a qualquer mudanca na geometria dos graos. Estas mudancas
na geometria ocorrem porque o fluido exerce uma forga de arrasto nos graos.
Este arrasto é obtido através do fator C'p dado pela equacao B=I0. A velocidade
do escoamento ug,; ; através do grao é obtida da equagao da conservagao da
massa para os graos (equacao. B=30) fazendo a condutividade hidrdulica do

capilar k; ; = k (L; j). Assim, a velocidade média do escoamento capilar é

KijPi — Dj

= ——nd ) 3-33
o po i (3-33)
A forca que age no grao sera entao
Fy=3mpdy (i — ), (3-34)
J

onde v; é a velocidade do grao. Usando a segunda lei de Newton na equagao
B=34 e integrando diretamente, obtém-se a velocidade e o deslocamento da

particula, dado um instante de tempo At, num sistema de coordenadas que se
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Figura 3.16: Permeabilidade hidraulica x normalizada por ko em funcao da
razao L; ;/d para a configuracao da figura BT5-(a). Aqui, ko é a permeabilidade
de um canal com L;;/d = 1. A linha sélida é uma interpolacdo de uma
polinomial cibica dos dados obtidos da solucao numérica das equacoes de
Navier-Stokes. Esta funcao cibica é utilizada modelo de rede de poros.

—

move com velocidade (¥)

G(t+ A = ()~ [(0) -G ()] eV, (3-35)
AR (4 At = (5) A4 L =% ()] (1—eNCA) - (3-36)
NC
onde C' = /}f;lg, com p, sendo a densidade volumétrica de massa dos graos e a
velocidade (7) = + 3, 7; é a velocidade média com que o sistema se move. O

deslocamento A7; a que cada particula é submetida no tempo t + At é obtido
levando-se em conta que as particulas nao podem ocupar o mesmo lugar de
outra naquele tempo. Assim, At deve ser escolhido pequeno suficiente para
nao permitir esta super-posigao. O critério de convergéncia para o movimento

dos graos ¢ caracterizado para que estes nao movam significativamente, de tal
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Figura 3.17: Configuragao final do sistema para porosidades ¢ = 0.57, em (a),
¢ =0.71, em (b) e ¢ = 0.80, em (c), apés 15000 passos de interagao. O arranjo
dos graos em determinadas posicoes dao origem a padroes caracteristicos que
dependem fortemente de ¢.

forma que a solugao atinja o desejado estado estacionario.

Resultados

Simulacoes foram realizadas numa rede com N = 32 x 32 graos de
didmetro d = 30um e densidade p, = 2.75kg/m?. As particulas estdo imersas
em 4gua liquida, cuja viscosidade é p = 1073 Pa.s, que escoa em condicoes de
baixo numero de Reynolds, Re < 1, através dos graos cujo espaco preenchido
por agua, ou seja a porosidade ¢, varia de 0.48 a 0.80. Para cada valor de ¢,
foram obtidos resultados para cinco realizagoes diferentes, a fim de garantir
plausibilidade estatistica.

Nas figuras BT4-(a),(b) e (c), sdo mostradas trés configuragoes finais
do modelo para diferentes valores de ¢. Como se pode observar os padroes
formados dependem fortemente da porosidade dos graos. Para valores grandes
de ¢, ocorre agregacao de particulas em forma de dendritos refletindo o
acoplamento forte dos graos com o escoamento. Para valores pequenos de ¢, nao
existe padrao observado, o que reflete a baixa mobilidade dos graos em sistemas
compactos. A tendéncia a formar padrées do tipo dendrito nos quais os graos
alinham-se em direcoes preferenciais, pode ser estatisticamente quantificada
atribui-se a cada par de graos em contato um angulo « entre os segmentos
de retas conectando o centro de massa dos graos e a diregao ortogonal ao
escoamento. Nas figuras BI8-(a), (b) e (c), sdo mostrados os histogramas para
cinco realizacoes de cada sistema com porosidades ¢ = 0.57, 0.71 e 0.80,
respectivamente. para o sistema com baixa porosidade, ¢ = 0.57, a figura
BTIR-(a) mostra que um numero significativo dos graos estao alinhados em
a = 25° (e na diregao simétrica ov = 155°), muito embora a grande maioria das

particulas que estao em contato umas com as outras fagam angulos proximos a
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Figura 3.18: Histograma do angulo de contato, «, entre os graos em contato
para sistemas com porosidades ¢ = 0.57, em (a), ¢ = 0.71, em (b) e ¢ = 0.80,
em (c). Foram feitas cinco realizacoes para cada sistema.

90°. E uma tendéncia de sistemas de pouca mobilidade de se alinhar na direcao
do escoamento. Em sistemas com porosidade intermediaria, 0.5 < ¢ < 0.71, a
moda estd localizada nos angulos a = 60° e a = 20°. Este comportamento ja
foi observado experimentalmente por Daerr et al. (DaeD3). Na figura B18-(c),
o histograma mostra que a distribuicao do angulos é alargada, o que indica
que muitas direcoes de alinhamento sao possiveis, excetuando-se aquelas que
se aproximam de zero e 180°. Angulos de alinhamento entre 50° e 130° tém
aproximadamente a mesma probabilidade de acontecer.

Também, a partir deste modelo, pode-se mostrar que a permeabilidade
hidréulica global, s, pode ser expressa como uma lei de poténcia da porosidade.
Este comportamento esta expresso na figura BTY. E interessante que o rear-
ranjo continuo leva a um sistema de poros auto-organizado encontrado neste
tipo de sistema. Koponen et al. mostraram que a permeabilidade hidraulica
pode ser expressa como uma lei de poténcia para um outro sistema, onde as

particulas ndo se tocam (Kop97).
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Figura 3.19: Permeabilidade hidraulica global, x, normalizada pelo valor da
permeabilidade global para ¢ = 0.48, kg, em funcao da porosidade da amostra

¢. A linha sélida representa o ajuste a uma funcao do tipo = = ag®, com
0

a=215+05eb=4.0+£0.5.



4
Escoamento através de Meios Porosos

Neste capitulo é apresentado um estudo sobre o escoamento de fluidos
nao-Newtonianos através de meios porosos desordenados realizado pelo autor,
orientador e colaboradores (Mor(l9). Uma breve introdugao sobre meios poro-
sos é feita, seguida de uma introducao sobre as propriedades de escoamento
através de meios porosos até a descrigao das leis de Darcy e Forchheimer. Sub-
seqiientemente, os resultados obtidos com a simulacao numérica do escoamento
de fluidos do tipo de lei-de-poténcia e do fluido de Bingham sao apresentados

(estes fluidos foram introduzidos no capitulo 2).

4.1
Contexto

Na literatura de Mecanica dos Solos e Hidrologia ¢ comum distinguir
entre as propriedades de transporte, incluindo a conducao de calor, e as pro-
priedades do escoamento. Ja na literatura de Fisica, todas essas propriedades
estao na mesma categoria de transporte. Neste capitulo serao discutidas as
propriedades basicas que determinam o que é um meio poroso, suas principais
caracteristicas e o transporte de momento de fluidos nao-Newtonianos através

de meios porosos desordenados em trés dimensoes.

4.2
Caracterizacao de meios porosos

A informacao mais bésica a respeito do espaco de poros de um meio
poroso € sua porosidade, i. e., a fracao volumétrica do espaco de vazios em
relacao ao volume total da amostra. Deste modo, esta fracao é sempre menor
que a unidade. Seja Vi o volume total do meio poroso, V; o volume do material
sélido compondo o meio poroso e V,, o volume dos poros (vazio), a porosidade

¢ definida através da seguinte relacao:

Vo Vp—=V; Vi
L TV g _ s A1
TV Vi Vi (4-1)

O valor da porosidade das rochas é menor que 1% em muitas rochas

cristalinas (ex. granito), em torno de 5 — 15% em arenitos, e mais de 60%
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em pedras pome. Por causa do solos serem mais particulados que rigidos, o
requerimento para estabilidade mecanica restringe os valores da porosidade do
solo para uma faixa menor que 60%. A maioria dos solos minerais apresentam
porosidades entre 30% e 60%, com valores entre 40-50% na zona mais externa
do solo. O espago poroso de um meio poroso geoldgico é, geralmente, ocupado
por completo por ar e/ou dgua.

O conceito de porosidade definido através da equacao B=1 é extremamente
simples, e, geralmente, o meio mais confiavel de se estimar a porosidade é
através da medicao da densidade da amostra seca. A densidade média de uma
colegao de particulas nao ird variar muito além de 2650 Kg/m? (a densidade
do quartzo), enquanto que a densidade de particulas de solo pode variar para
mais de 15% deste valor. A densidade seca de um solo é obtida pesando-se um
volume pré-determinado, mas os processos de remocao da amostra, transporte
e secagem podem mudar a estrutura do material.

Solos biologicamente ativos, tendo alguns poros grandes entre torroes do
solo ou agregados, sao particularmente vulneraveis a compactagao no processo
de transporte da amostra. No entanto, a porosidade associada aos poros
grandes é raramente superior a 5% da porosidade total, de modo que os erros
decorrentes da mudanca de re-empacotamento podem ser restringidos por esse
valor. Outro meio de se obter a porosidade é medir a perda de massa de um
solo inicialmente saturado durante um longo tempo num forno de secagem a
uma temperatura de 105°C. Este método exige que o volume de poros nao
mude com a adi¢cao ou remocao de agua, uma suposicao nao necessariamente
razoavel para solos com teor significativo de argila. Também, exige que o
solo esteja inicialmente saturado por completo, mas é preciso que uma boa
técnica experimental seja aplicada a fim de garantir exatidao em teores de
agua maiores que 90%. Assim, a especificacido da porosidade por esta técnica
de pesagem entra numa faixa de tolerancia (Hun09). Métodos indiretos de se
estimar a porosidade incluem atenuacdo de raios gama (Mar96) e picometria
de gés (Dan8E) com amostras secas. Estes métodos também estao sujeitos a
mudancas no volume durante a amostragem e transporte. Técnicas de imagens
por tomografia de raios-X podem ser usadas para determinar a porosidade do
meio, tanto quanto para distinguir entre diferentes tipos de espago poroso.

Até aqui, os métodos descritos para se estimar a porosidade de uma
amostra nao levam em conta fatores morfologicos, de tal forma que podem
existir regioes no meio poroso que nao estao interconectadas as outras regioes
da amostra, isto ¢, nao é possivel a partir de uma regiao de vazio chegar em
qualquer outra regiao de vazio do meio. Desta forma, as técnicas empregadas

para se estimar a porosidade refletem a porosidade real da amostra. Nesta
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tese, foi utilizada a definicao de porosidade efetiva na qual todas as regioes
de vazio da amostra estao interconectadas e no decorrer da tese €, ou a palavra

porosidade, designa simplesmente a porosidade efetiva da amostra.

Classificacao do espaco poroso

Suponha que o meio poroso estudado é perfeitamente conhecido. Depois
de distinguir entre o espaco de poros e o sélido, é 1til classificar as porcoes
do espago de poros como corpo poroso (poro) ou estrangulamento poroso co-
nectando o corpo poroso. Este diferenca é acreditada ser fundamental para
a distingao entre meios porosos molhados e secos. Corpos porosos sao gran-
des vazios, geralmente tendo um ou mais estrangulamentos levando a eles. A
constricao do espaco poroso ligando espagos porosos vizinhos ¢ denominada de
estrangulamento ou gargalo. A distingao entre corpos porosos e estrangulamen-
tos ndo é muito rigorosa, mas Glantz e Hilpert (Glal7) utilizaram a teoria dual
de grafos para tentar melhorar esta distingao, através de uma generalizacao

usual das técnicas de estado sélido para a construcao de redes duais.

4.3
Modelos para representacao do espaco poroso

Uma vez que a obtencao da morfologia de um meio poroso ¢ dificil, mode-
los tedricos tém sido propostos para o estudo computacional das propriedades

de transporte.

43.1
Modelos de Empacotamento de Esferas

Um empacotamento de esferas consiste num arranjo de esferas
idénticas que se tocam, mas nao se sobrepoem, a fim de preencher um espago
determinado. Este arranjo pode ser arbitrario, mas, em geral, é feito de tal
modo a maximizar a desordem do arranjo. Isto é obtido quando esferas sao
adicionadas ao espaco a ser preenchido e depois sao comprimidas a fim de confe-
rir ao sistema uma coesao estrutural. Um arranjo aleatorio de esferas apresenta
uma porosidade pouco maior que 36.6% (Son(R). Para atingir porosidades vari-
adas deve-se fazer um arranjo regular ou incluir esferas de tamanhos diferentes
no arranjo (Bor94). O aspecto mais interessante do modelo de empacotamento
de esferas é permitir uma conectividade total do espago poroso.

Em duas dimensoes o empacotamento de esferas torna-se um arranjo
de discos, mas cada corpo poroso nao estd conectado na amostra, tal que a

porosidade efetiva é zero. Este modelo pode ser utilizado em problemas de
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Mecanica Estrutural, mas nao pode ser utilizado para o escoamento de um

fluido.

4.3.2
Modelos de Tubos Paralelos e de Redes

Além dos empacotamentos de esferas, também existem modelos de meios
porosos baseados em tubos capilares paralelos, redes e conceitos de fractal.
Enquanto que discussoes a respeito do modelo de empacotamentos de esferas
sao usadas para se ter um insight dos conceitos e terminologia, elas também
sao uteis como descrigoes de meios porosos artificiais, como aqueles formados
por esferas de vidro. Uma outra questao é, se tais meios artificiais revelam-
se uteis para a compreensao das propriedades hidraulicas de meios naturais.
Nesta tese nao serao tratados modelos de tubos capilares, pois como cada
um dos tubos implicitamente abrange o meio todo, os poros tém limiar de
coordenacao infinito e limiar de percolagao zero. O feixe capilar é, portanto,
um modelo fisicamente incompleto, embora tenha uma utilizacdo no ensino
de conceitos basicos. Ele também serve como um caso limite de conectividade
perfeita entre os poros de um dado tamanho, mas conectividade zero entre
poros de diferentes tamanhos. Uma vez que este modelo é uma simplificacao
exagerada para estudo do escoamento e transporte em meios naturais, nao sera
tratado nesta tese, embora ele seja bastante popular.

Os modelos de rede comegaram com Fatt (Eaf63) e foram submetidos a
uma evolucao extraordinaria nas ultimas trés décadas. As redes de tubos de
Fatt eram tubos se conectando num ponto sem dimensao, uma configuragao de
bola-e-tubo logo se tornou comum, refletindo a distingao feita anteriormente
entre o armazenamento em corpos de poros, e o escoamento através de estran-
gulamentos porosos. Modelos mais recentes de estrangulamento poroso tém
uma segao reta poligonal em vez de uma se¢ao circular (Lag01, Cam05, Lin06)
e/ou uma tendéncia de convergéncia/divergéncia na geometria (por exemplo,
em forma de estrangulamentos bi-conicos (Hil03)) ao invés de uma sec¢ao trans-
versal constante. As primeiras redes eram quase todas em 2D, enquanto redes
recentes sao quase todas em 3D, uma distincao fundamental. Isto se deve ao
fato das propriedades de transporte poderem ser obtidas analiticamente de
modo mais facil em 2D. Em um meio 2D, apenas percolacao de uma fase é
possivel. Assim, nao sé o escoamento simultaneo de duas fases é impossivel,
como todos os graos estdo em contato uns com os outros (necessario para a es-
tabilidade mecénica). Recentemente, redes reticuladas regulares, com raios de
poros distribuidos aleatoriamente para estrangulamentos e corpos, e estrangu-

lamentos individuais eliminados aleatoriamente foram utilizadas para produ-
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zir a coordenacao desejada. Em contrapartida, alguns tratamentos costumam
usar redes irregulares (Bak97), com raios de poros espacialmente correlacio-
nadas (Kna(T) e coordenacao dos poros positivamente correlacionada com o
tamanho dos poros. Os modelos de rede foram utilizados como ferramentas
conceituais em engenharia de petréleo duas décadas antes de sua relagao com

os processos de infiltracdo ter sido reconhecida (Cha77).

4.3.3
Modelo de Queijo Suico

Um dos muitos modelos continuos que representam um meio poroso em
duas ou trés dimensées é conhecido como Modelo de Queijo Suigo (Lor(T).
Neste modelo um conjunto de discos ou esferas é lancado aleatoriamente numa
caixa de dimensoes L., L, e L., tal que a superposi¢ao dos discos ou esferas ¢é
permitida. Neste modelo, o substrato é construido através dos espacos vazios
que restaram na caixa apos a alocacao destes discos ou esferas. Assim, em treés
dimensoes, o substrato poroso é continuo de tal forma a permitir deslocamento
de mais de uma fase. Ainda, é possivel controlar a porosidade da amostra
simplesmente escolhendo um valor exato até onde a alocacao de esferas atinja
um valor de € préximo do desejado. Isto é conseguido computacionalmente
realizando integracdo de Monte Carlo (Car98) toda vez que uma esfera for
alocada na caixa. O ponto critico para a percolacao neste modelo é ec = %
(SasR7, Hal&5). O Modelo de Queijo Suigo inverso é construido do mesmo modo
que o Modelo de Queijo Suico apenas considerando que o que era substrato
pPOTOSO passa a ser vazio e vice-versa.

Um outro modelo bastante similar ao Modelo de Queijo Suigo é aquele
onde o substrato poroso é construido alocando obstaculos, entretanto nao
permitindo a superposicao de obstaculos. Se os obstaculos forem de forma
convexa, nao havera zonas de estagnacao” no meio poroso, ao contrario do que

ocorre no substrato construido através do Modelo de Queijo Suico.

Meios porosos utilizados nesta tese

O modelo de meio poroso utilizado nesta tese foi construido a partir do
Modelo de Queijo Suigo utilizando esferas macicas de diametro d,, alocadas
num espago de dimensoes L, = L, = 5d, e L = 10d,, tal que o valor de ¢

desejado fosse obtido. Para uma solucao numérica satisfatéria das equagoes da

1Zonas de estagnacdo sdo regides geométricas num escoamento onde a pressio é pratica-
mente constante de tal forma que os elementos do fluido estao essencialmente paradas nesta
regiao.
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Figura 4.1: Diagrama esquematico de uma configuracao do espaco poroso
construido com o Modelo do Queijo Suico para um meio onde € = 0.5. As
zonas auxiliares no inicio e fim do meio poroso facilitam a obtencao da solucao
numeérica com custo computacional menor. Na superficie de entrada a condi¢ao
de contorno é de fluxo constante com velocidade ug, na superficie de saida a
pressao é nula e as condicoes de contorno para as superficies laterais é de
periodicidade. A condicao de contorno no meio poroso é de nao deslizamento.
As cores nas superficies laterais representam a magnitude de velocidades
crescendo do azul para o vermelho.

conservagao do momento e da continuidade no estado estacionario,

i Vi = VT, (4-2)
v 0, (4-3)

£y
I

empregando-se a técnica de diferencas finitas (utilizando o FLUENT), a
geometria continua foi discretizada de maneira nao estruturada através de
tetraedros de tamanho variavel. A figura B4 mostra um corte longitudinal
na discretizagao do meio poroso evidenciando sua estrutura irregular com
um densidade de pontos maior préoximo das bordas do meio. E possivel
notar as regioes auxiliares nos lados direito e esquerdo da figura B, Tais
regioes sao importantes para a relaxacao da solugao numeérica. As condicoes
de contorno para o problema sao fluxo constante na zona de entrada, pressao
zero na zona de saida, bordas nao-deslizantes e superficies periddicas na regiao
perpendicular a direcao do escoamento.

Os meios porosos utilizados nesta tese foram conseguidos com uma média
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Figura 4.2: Plano de corte longitudinal da discretizacao do meio poroso
confeccionado com o Modelo do Queijo Sui¢o para uma porosidade € = 0.5.
O pormenor mostra a qualidade do grid em regices préximas das bordas. O
nimero de vértices utilizados na discretizacao desta amostra é em torno de
6 x 10°.

de 3 x 10° pontos de discretizacao utilizando o software GAMBIT. Esta
discretizacao quando inserida no FLUENT garante um critério de convergéncia
menor que 10~7 utilizando uma técnica de diferencas finitas de segunda-ordem
com parametros de relaxacao para a solucao das equagoes de momento linear

e continuidade de 0.7.

4.4
Lei de Darcy

Henry Darcy, um engenheiro hidraulico francés, interessado em modos
de purificacao de agua usando filtros de areia, conduziu experimentos para
determinar a taxa de escoamento da agua através dos filtros. Suas conclusoes
foram publicadas em 1856 (Bred3) e tém servido como base para todas as
andlises modernas de escoamento através de meios porosos (And93). Darcy
encontrou que se ele usasse diferentes tipos de areia nas colunas, a descarga ()
mudava, porém para um tipo de areia especifico uma relacao simples entre a

queda de pressao ao longo do filtro e a descarga poderia ser obtida,
=00 (4-4)

Esta equagao expressa a queda de pressao ao longo da coluna de areia em
funcao da descarga. E possivel expressar a queda de pressao em termos da
velocidade média do fluido no meio ug = [, @-dS [, dS = Q/A:

Kk Ap
= 2=F 45
Ug m I ) ( )
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Figura 4.3: Experimento realizado por Henry Darcy para determinacao da
permeabilidade hidraulica. A 4gua contida no reservatério superior é acelerada
para baixo devido a diferenca de pressao ocasionada pela gravidade. Ao passar
pelo filtro de areia de area de segao reta A e comprimento L, a dgua sofre uma
resisténcia a sua passagem devido as confluéncias e divergéncias do espaco de
poros do filtro. A taxa com que a massa d’agua deixa o filtro, ), é medida no
reservatorio inferior e relacionada com a queda de pressao ao longo do filtro,
sua area transversal e a viscosidade da agua.

onde k é a permeabilidade hidraulica. Aqui, a permeabilidade é uma grandeza
escalar, isto é, as caracteristicas de escoamento do fluido pelo meio sao as
mesmas em todas as direcoes. Uma vez que muitos meios porosos nao sao
isotropicos, como por exemplo a madeira, ossos nao-trabeculares e rochas
prismaticas, uma descricao tensorial da equacao de Darcy é necessaria para
esses materiais (ver Apéndice A). Nesta tese, todos os meios sao considerados
isotropicos, uma vez que foram obtidos através do Modelo de Queijo Suico. A
equagao B=3 é amplamente conhecida no meio cientifico como Lei de Darcy.

Embora Darcy tenha observado que a permeabilidade do filtro de areia
muda com o tipo de areia com a qual ele foi manufaturado, ele nao foi capaz
de determinar a dependéncia da permeabilidade com a porosidade do filtro.

Philip C. Carman e Josef Kozeny mostraram que, para escoamento laminares
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através de meios porosos isotropicos, a permeabilidade hidraulica depende da
porosidade da seguinte maneira:
D2 w2 &3
Ko = )
150 (1-¢)”

(4-6)

onde D,, é o diametro médio dos poros da amostra e ¥ é uma quantidade
adimensional chamada de esfericidade? da amostra. Esta relacao foi obtida
analiticamente através de um modelo de poros, mas é freqientemente utilizada
para ajustar dados empiricos devido aos graus de liberdade D,, e U. Kk é uma
constante que representa o valor da permeabilidade hidraulica para baixos
valores do nimero de Reynolds. As equacgoes B=3 e B=8 podem ser combinadas

numa uUnica equacao chamada de Equagcao de Carman-Kozeny:

Do & Ap
150p (1—¢)* L~

(4-7)

Ug =

A equagao de Darcy é tao usada em hidrologia que aparenta ser verda-
deira para todos os escoamentos através de meios porosos de uma unica fase,
mas quando os efeitos inerciais comecam a ter importancia na descricao do
escoamento num meio poroso, a permeabilidade definida pela Lei de Darcy B=3
passa a depender da velocidade média do fluido no meio. A permeabilidade
hidréulica do meio cai a medida que os efeitos inerciais vao se tornando mais
importantes (And99, Cos99, And(07). A equagao que descreve este comporta-

mento foi proposta, entre outros, por Philipp Forchheimer e pode ser escrita

na seguinte forma: A
D
aug + Bpug = —T, (4—8)

onde « e  sao constantes a serem determinadas empiricamente.

A medida que o escoamento atinge numeros de Reynolds mais altos,
a permeabilidade hidraulica assume valores cada vez menores e corregoes de
ordem maior sao necessarias a equacao B=8. De fato, quando Re aumenta acima
de certo valor a permeabilidade hidraulica aproxima-se assintoticamente de
zero, como esperado. Este comportamento é apresentado na figura B4, onde o
fator de friccao é mostrado em fungao do ntiimero de Reynolds. Da dependéncia
da permeabilidade com a porosidade da amostra através da relacao de Carman-
Kozeny, é possivel incluir esta dependéncia na equacao de Forchheimer, de tal
forma que « e § dependem de €. A partir de determinado valor do nimero de
Reynolds, o escoamento turbulento pode ocorrer dentro do meio e a equacao
de Forchheimer perde sua validade.

Quando a porosidade da amostra é muito alta, i. e., ¢ = 1, a equagao ma-

2A esfericidade é a razdo entre a drea superficial de uma esfera com mesmo volume da
particula e a area superficial da particula.
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Figura 4.4: Fator de fricgao em fungao do nimero de Reynolds para escoamen-
tos através de meios porosos com ¢ igual a 0.7, 0.8 e 0.9. Foram realizadas mais
de cinco realizacoes para cada curva de escoamento, onde os parametros « e
B da equagao de Forchheimer foram estimados. As barras de erro sao menores
que os simbolos. A linha tracejada mostra o comportamento da lei de Darcy:
fRe = C. Figura retirada de (And99).

croscopica que descreve o comportamento do fluido Newtoniano incompressivel

¢ a equagao de Brinkman ([Dur87).

4.5
Fluidos nao-Newtonianos

Para fluidos nao-Newtonianos a interacao entre a geometria do meio e as
caracteristicas particulares do escoamento ainda podem ser macroscopicamente
quantificadas em termos da permeabilidade hidraulica, porém com x sendo

definido através de outras relagoes que levam em conta a reologia do fluido.
4.5.1
Fluidos de lei de poténcia

Para um fluido de lei de poténcia a Lei de Darcy modificada é escrita

como (Mor(Y)
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Figura 4.5: Simulagao do escoamento de um fluido do tipo lei-de-poténcia
através de uma realizagao do espaco poroso construido com o Modelo de Queijo
Suigo (¢ = 0.7). As linhas sélidas com setas correspondem as linhas de correntes
no escoamento e os planos com linhas de contorno representam a magnitude
da velocidade em cada secao reta do meio poroso. A velocidade cresce do azul
para o vermelho.

k (Ap\""
= —_—— _— 4_
Y="% ( L ) ) (4-9)

onde k ¢ a funcao de permeabilidade hidraulica e K é o indice de consisténcia
do material. Alguns autores (Bir60, Chr65, Chh(7) preferem escrever a relagao

entre a queda de pressao e a velocidade média do fluido no meio poroso através

da equacao: . _ﬂ% (410
O H L’

onde H é uma funcao que depende das propriedades reoldgicas do fluido e da

geometria do meio e k; é a permeabilidade hidraulica deste meio dada pela

lei de Darcy para um fluido Newtoniano: equagao B=3. Bird, Stweart e Light-

foot (Bir60) conjecturaram que o meio poroso pudesse ser quantitativamente

aproximando por um tubo sinuoso e conseguiram chegar a seguinte expressao:

25\ " 1\" 3!
H-or (2) (3 5 DI ng2n=b), (4-11)
12 n 150
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Figura 4.6: Permeabilidade hidraulica classica (KugL/Ap) contra o valor da
velocidade média na entrada do meio poroso para simulacao numérica do
escoamento de varios fluidos do tipo de lei-de-poténcia (% < n < 2) num
meio construido com o Modelo de Queijo Suigo (¢ = 0.7).

onde D é o diametro médio do tubo sinuoso. Esta expressao é bastante pare-
cida com a equacao de Weissenberg-Rabinowitsch-Mooney para o escoamento
capilar de um fluido de lei de poténcia: equagao P=94. Christopher e Middlel-
man (Chr6H) propuseram que a tortuosidade do tubo necessitava ser incluida
na fungdo H e conjecturaram que a tortuosidade do meio fosse sempre 25L /12
para chegar a expressao

K 3n+ ]. " 1-—n
H=—-=3" 1 2. 4-12
123 ( - > (150k,¢) (4-12)

Vérias outras equagoes similares foram propostas para o mesmo propdsito como
apresentado no artigo (Sav6Y).

Com base na funcao H da referéncia (Bir6) e das equagoes B=9 e B=10,
tem-se que o valor de k para o regime onde a permeabilidade hidraulica é

constante por varios valores de ug pode ser escrito da seguinte forma

120 (7550) " 1y DOV

25 3n+1 3(nt+1)/n (4-13)

Ko (n) =
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Figura 4.7: Ajuste dos dados do escoamento de fluidos do tipo lei-de-poténcia
através da equacao de permeabilidade de Bird, Stewart e Lightfoot, para dois
meios com porosidades ¢ = 0.5 e ¢ = 0.7. Os parametros de ajuste para
cada meio poroso foram D/d, = 0.35 (¢ = 0.5) e D/d, = 1.58 (¢ = 0.7),
respectivamente.

A determinacao da condicao de validade da equacao EB=I3 para um
fluido do tipo lei-de-poténcia é dificil devido a definicao usual do nimero de
Reynolds P=53 nao ser ttil para este tipo de fluido, como ja foi discutido.
Para fluidos Newtonianos, o nimero de Reynolds depende linearmente da
velocidade média de entrada do escoamento, mas da figura B8 é possivel ver
que o comportamento de KuyL/Ap em relagao a ug varia de fluido para fluido.
A figura 6 mostra a existéncia de plateaus para KugL/Ap para velocidades
muito baixas em cada escoamento, mostrando que hé uma regiao do ntimero
de Reynolds em que KugL/Ap é constante, e um subseqiiente decaimento
de KuoL/Ap com o aumento da velocidade. Esta diminuigdo no valor de
KuogL/Ap é experimentado em pontos diferentes para diferentes valores de
n. A redefinicao do ntimero de Reynolds pode ser baseada no coeficiente de
friccao da equacao de Darcy-Weisbach para a queda de pressao devido ao atrito

em um tubo(Fox8H): L1

Ap = fﬁépugrn (4-14)

onde D é o diametro do tubo e L é seu comprimento. Para um meio poroso
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Figura 4.8: Variacao da permeabilidade hidraulica normalizada pelo valor da
permeabilidade para baixo Reynolds em funcao do nimero de Reynolds base-
ado no coeficiente de friccao para diversos escoamentos de fluidos do tipo de
lei-de-poténcia (% < n < 2) através de meios porosos tridimensionais desorde-
nados (¢ = 0.5 e ¢ = 0.7). Na figura interior, a fun¢ao de permeabilidade de
Darcy em funcao do niimero de Reynolds usual para um meio de porosidade
e=0.7.

¢ comum trocar a velocidade média u,, no tubo por uy/e e a razao L/D pela
corregao da tortuosidade média do meio poroso. Desta maneira, Christopher e
Middleman (Chr65) encontraram

Ap De?

7 %pu%' (4-15)

f

Uma vez que, para o escoamento Newtoniano viscoso, o produto entre o nimero

de Reynolds e o fator de friccao é constante (ver equagao B=10):
fRe=C, (4-16)

com C' sendo uma constante que depende da morfologia do tubo sinuoso ou
do meio poroso, um nimero de Reynolds para fluidos do tipo lei-de-poténcia

deve apresentar a mesma relacao que B=2, tal que Re’ é definido através de

Re' = g = %pugCi
f De2 Ap

(4-17)
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Porém a relacao entre o gradiente de pressao e a velocidade do fluido é
encontrada na equacao B=9, tal que o nimero de Reynolds modificado pode

ser escrito explicitamente como

Cpuk™ Cpud™"k"
Re' = o = 0 4-18
¢ 2De2uf K»  2De?Kn (4-18)

Na figura I8 sao mostradas as curvas da simulacao numérica de varios
fluidos do tipo lei-de-poténcia (% < n < 2) na forma da permeabilidade
hidraulica modificada (equacado B=9) normalizada pela equagao Versus
o numero de Reynolds modificado (equacao B=I8) para dois meios porosos
construidos com o Modelo de Queijo Suigo com porosidades € = 0.5 e £ = 0.7.
A forma das curvas na figura B8 sao semelhantes aquela da figura B4,
evidenciando que a equacao E=9 normalizada pelo valor da permeabilidade
hidraulica de escoamentos de fluidos do tipo lei-de-poténcia para um tubo
sinuoso (equagao B=T3) serve para descrever a permeabilidade hidrdulica de tais
fluidos num meio poroso, e, a redefinicao do niimero de Reynolds B=I8 descreve
o comportamento de k eficientemente. Os efeitos inerciais parecem tomar
importancia com a diminuicao da permeabilidade hidraulica na descricao
destes escoamentos quando Re’ se aproxima da unidade, assim como no caso
Newtoniano. A equagao B=I3 pode ser utilizada para modelar um escoamento
de lei de poténcia através de um meio poroso tao complexo e irregular quanto

o construido com o Modelo de Queijo Suigo (ver figura B3).

4.5.2
Fluidos de Herschel-Bulkley

O fluido de Bingham pode ter sua reologia aproximada pelo Modelo de
Herschel-Bulkley com indice de lei de poténcia unitario, como ja discutido
no capitulo 2. A maneira usual de contabilizar a contribuicao das forgas
viscosas e inerciais € utilizar a definicao do numero de Reynolds usual,
apenas substituindo a viscosidade molecular constante, i, pelo valor de Kpyp:
Re = puoL/Kpyp. Um outro niimero importante para este tipo de escoamento é
aquele que mede a relagao entre a tensao cortante no fluido e o limiar de tensao:
B = Kypuo/10D, onde D é o diametro médio do meio poroso. Na figura B9 é
mostrada a permeabilidade hidraulica, kyp = KgpuoL/Ap, em fungao de Re
(a) e em fungao de B (b) para trés fluidos de Bingham com limiares de tensao
diferentes. Da figura B9, é possivel perceber que kg p permanece constante até
um determinado ponto critico onde a permeabilidade apresenta uma mudanca
de comportamento. Antes deste ponto, o fluido inteiro apresenta viscosidade
e é semelhante a qualquer outro fluido Newtoniano com mesma viscosidade.

O aumento da permeabilidade ocorre quando a tensao de cisalhamento em
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Figura 4.9: Permeabilidade hidraulica em funcao do niimero de Reynolds, em
(a), e, em func¢do do nimero de Bingham, em (b), para a simulagdo numérica
do escoamento de trés fluidos de Bingham diferentes (19 = 0.01, 79 = 0.1 e
7o = 1). Para a curva do fluido em que 75 = 0.1, em (b), sd@o apontados trés
pontos: I (B &~ 1072), II (B ~ 0.56) e IIT (B = 10). Os pontos (I) e (III)
apresentam aproximadamente a mesma permeabilidade hidréulica e o ponto
(IT) é um ponto cuja permeabilidade é maxima. As figuras (I), (II) e (III) do
lado direito dos gréficos (a) e (b) mostram a magnitude da permeabilidade local
(ke = Kypu/|Vp|) em cada ponto de um corte no plano x-z (r, cresce do azul
para o vermelho). Aqui L/d, = 20, ¢ = 0.7 e puo/Kyp = 10

algumas paredes do meio poroso, 7, ¢ maior que o limiar de tensao, 7, tal
que a viscosidade do fluido nas proximidades destas paredes passa a ser menor
que po. Um escoamento misto toma lugar no meio poroso e o limiar para
este regime nao ¢ bem delimitado devido a variabilidade de diametro dos
poros do meio. Este comportamento pode ser aproximado pela equagao 23
MM0. Quando B se aproxima da unidade, a maior parcela do fluido no meio
poroso apresenta viscosidade Kpp, entretanto, nesta regiao de B, o ntmero
de Reynolds (Re ~ 1) mostra que os efeitos inerciais comegam a apresentar
relevancia para o problema. H&, entao, uma competicao entre a mudanca
na viscosidade molecular do fluido, que tende a aumentar a permeabilidade
hidraulica, e os efeitos inerciais, que tendem a diminuir a permeabilidade. De
fato, os efeitos inerciais contribuem para taxas de deformacao efetivas do fluido
cada vez maiores, o que leva a viscosidade a diminuir.

A competicao entre os efeitos inerciais e a mudanca na viscosidade leva
a um ponto de maximo na permeabilidade. A partir deste ponto, o aumento

na viscosidade nao é mais suficiente para aumentar a permeabilidade, isto
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acontece, por conta da maior parcela do fluido apresentar viscosidade Kpyp.
A partir dai, todas as curvas colapsam para o mesmo valor no nimero de
Reynolds, evidenciando que os fluidos podem ser entendidos como Newtonianos
com viscosidade Kgpg. O valor maximo de kyp em relacao ao seu valor no
regime em que 7 < 79 depende dos valores de g e Kyp. As figuras B9 1, 11
e III, mostram a magnitude da permeabilidade local, k, = Kypu/|Vp|, em
cada célula de simulacao compondo o meio poroso numa regiao de um corte
no plano x-z para trés pontos proveniente da curva de kyp contra B (figura
A9-(b)) para o escoamento do fluido em que 79 = 0.1. Nos pontos I e III
a permeabilidade hidraulica é aproximadamente a mesma (~ 0.04), embora a
permeabilidade local seja ligeiramente diferente. Este comportamento do fluido
de Bingham, pode ter aplicagoes potenciais em varios campos praticos como

chaves de escoamento, reatores quimicos, etc.



5
Conclusoes e Perspectivas

Um modelo computacional foi desenvolvido para descrever processos
de erosao causados pelo escoamento laminar com o arrasto sobre os graos
dado pela Lei de Stokes. Os resultados obtidos mostraram a formacao de
padroes tipicos de erosao caracterizados por estruturas ramificadas muito
semelhantes aos padroes obtidos em experimentos na literatura. Foi possivel
determinar as direcoes preferenciais destas ramificacoes que compoem as
estruturas resultantes do modelo. Ainda, o modelo foi capaz de reproduzir
os padroes reais que podem ser vistos na referéncia (Ert02).

Para uma ampla faixa de valores da porosidade, os padroes obtidos estao
em boa concordancia com os padroes de erosao naturais e aqueles realizados em
experimentos. Alguns trabalhos (Bax89, Rey01, Gen(T) mostraram que o ta-
manho e a forma dos graos influenciam dramaticamente a propagacao do fluido
entre os graos no sistema. Além do mais, ja foi mostrado experimentalmente
que os padroes devem depender da inclinacao do plano no qual acontece o
escoamento, o que no modelo foi considerada pela pressao de entrada somente.
A maneira pela qual a forma dos graos afeta o escoamento é uma questao que
pode ser respondida usando a férmula de Corey (Sch54), em uma primeira
aproximacao.

Uma outra questao importante diz respeito ao nimero de Reynolds do
escoamento. Neste trabalho, foi considerado apenas o escoamento laminar e a
variagao de um parametro, a porosidade. Mudar a forma da dependéncia da
velocidade na lei de arrasto pode reproduzir aspectos do escoamento turbulento
e pode ter um comportamento tal que novos padroes possam ser observados.

Numa segunda etapa do trabalho, um novo tipo de separador de
particulas inercial foi apresentado, o qual pode ser usado para separar
particulas de diferentes niimeros de Stokes sem requerer o auxilio de cam-
pos externos. O separador consiste de uma estrutura ramificada semelhante a
estrutura de um pulmao humano, através da qual particulas em suspensao sao
transportadas por um escoamento laminar. As particulas sao separadas nas bi-
furcacoes da estrutura de acordo com a sua inércia. Foi investigado, através de

simulagoes tridimensionais, como a eficiéncia da separagao é controlada pelos
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principais parametros da geometria da estrutura: a razao entre os diametros
dos tubos pais e tubos filhos, h, assim como os angulos de ramificacao « e
azimutal ¢. Com o auxilio dos resultados apresentados nas figuras B0, BT
e B3, ¢é possivel ajustar os parametros da geometria a fim de controlar o
numero de Stokes maximo, St¢, tanto quanto a eficiéncia da separacao. As si-
mulagoes mostraram que o valor de St é fortemente dependente do parametro
h. Isto sugere que para aplicacoes praticas, h deve ser o primeiro parametro
geométrico a ser ajustado.

Por ultimo, foram realizadas simulagoes do escoamento de fluidos nao-
Newtonianos através de meios porosos desordenados em trés dimensoes. Para
fluidos do tipo lei-de-poténcia (% < n < 2), mesmo a natureza nao-linear
da reologia do fluido e a gemetria complexa do volume de poros intersticias
(ver figura B3), foi possivel mostrar o fato notavel de que o comportamento
do escoamento ainda pode ser quantificado em termos de uma tunica curva
universal, que se estende por um amplo espectro de valores do numero de
Reynolds e dos valores dos expoentes n.

Os resultados para os fluidos de Bingham sao ainda mais impressionan-
tes. Neste caso, a geometria do espago de poros, a reologia do fluido e os efeitos
inerciais podem ser combinados para gerar uma condicao particular de trans-
porte facilitado, o que pode ser encontrado em experimentos. As aplicagoes
potenciais desta condigao de escoamento seriam dispositivos como chaves de

escoamento puramente mecanicas, controladores de fluxo e reatores quimicos.
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A
Equacoes Constitutivas

O principio de indiferenca material estabelece que a resposta de um material
¢ a mesma para todos os observadores, nao importando o sistema de coordenadas
de referéncia ([Trub0). Embora este principio parega trivial, ele restringe a forma
das equacgdes constitutivas. Quando a diferenciacdo parcial é realizada no tempo,
a quantidade a ser diferenciada deve ser referida a este caminho (derivada
convectiva). O problema é encontrar a forma que a derivada terd quando referida
a um sistema de coordenadas fixo. A derivada material é uma derivada parcial com
respeito ao tempo observado do referencial que estad sendo transladado, mas nao
rotacionado ou deformado. Oldroyd (OId58) mostrou que a derivada convectiva

pode ser expressa como

0A DA 1., . ¢ A
> - Dt —§QAA:|: 5 (A-1)
o7 DT 1/~ = )

Claramente, a derivada material é parte da derivada convectiva. Um escalar tem
o mesmo valor em qualquer sistema de coordenadas, e por isso é chamado de
invariante. Uma implicacao importante do principio da indiferenca material é que
para uma quantidade tensorial, tal como ¢, qualquer vorticidade ou velocidade da
rede num sistema pode ser transformado; isto é, pela escolha do referencial de
coordenadas que estd movendo ou girando de uma maneira apropriada, pode ser
observado um fluido sob condicdes livres de rotacao e translacdo. No sistema de
coordenadas no qual a velocidade e o movimento do sistema estao ausentes, o
tensor da taxa de deformacdo pode ser expresso em termos de um coeficiente de
extens3o volumétrica:

€01 = dor. (A-3)
Introduzindo um vetor unitdrio na direcdo de dor = nddr, tem-se ¢ - n = dn. Isto

pode ser rearranjado, introduzindo um tensor unitario, para
(€ —dT)-n =0. (A-4)

A solucdo da equacgao acima é ndo-trivial, se, e somente se, o determinante

dos coeficientes for igual a zero: |é — A\Z| = 0. Assim, P —Z?+O0d—" =0, com
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E=¢:U=2V.i,0=1(Z2—¢:¢é) e = |¢|. Estes sdo os principais invariantes
do tensor da taxa de deformacdo. Estas fun¢des escalares sdo invariantes sobre as
transformagdes. Para um escoamento incompressivel = = ( e para escoamentos
simples, tais como através de tubos e entre cilindros concéntricos, T = 0.

Para um fluido viscoso isotrépico, Reiner (Reih6) e Rivlin (Riv47) derivaram
uma equagao constitutiva rigorosa baseada, em parte, no argumento de Stokes: T
nao deve depender da vorticidade. Truesdell demonstrou que este resultado pode
ser obtido do principio da indiferenga material (Tru67). Se o tensor da tens3o de

cisalhamento for escrito como
sz—mhq(mi@, (A-5)

pode-se transformar a vorticidade e as dependéncias da translacao do sistema pelos

mesmos argumentos apresentados anteriormente,tal que
T =P —pU=[(é), (A-6)

onde os termos estrela estdo no novo sistema de coordenadas.

A forma mais simples desta equacao no espaco tridimensional é
T=old+Peé+V(e:¢€). (A-7)

Todos os termos de maior ordem em ¢ podem ser expressos como funcdes
dos de menor ordem. Cada um dos coeficientes escalares «, (5 e 9 sao funcoes dos
trés invariantes principais. A equagdo B=7 descreve o fluido de Reiner-Rivlin na sua

forma mais geral. Para um fluido Newtoniano

1/2
a=g <§u—2)\>, B=—u, 9=0.

A equacgdo B=7 também contém, como casos especiais, os modelos empiricos
previamente citados. Por exemplo, seja um escoamento incompressivel (Z = 0), e
assumindo qualquer efeito de T ser desprezivel, a lei de poténcia da equagdo P=79

pode ser expressa como

r=-KO0"T%, (A-8)
onde, para este caso, © = —%é : ¢ = —42. O modelo de Herschel-Bulkley pode
Ser expresso como

K n n
S [% H (@r_l;)]é. (A-9)
Y Y Ho

A facilidade de conversao para qualquer sistema de coordenadas é enfatizada por
Bird, Lightfoot e Stewart (Birb0).

Por varias razoes a equacao B-7 nao é adequada para descrever tensoes
normais. Ela é uma equacdo constitutiva de um fluido puramente viscoso e nao

permite visco-elasticidade (ndo ha derivadas no tempo), o padrdo de tensio normal



Apéndice A. Equacdes Constitutivas 108

previsto é contraditério com as evidencias experimentais e tem sido observado que
fluidos que exibem efeitos de tensdo normal também s3o visco-eldsticos. Uma vez
que a visco-elasticidade n3o serd enfatizada nesta tese, n3o estard presente uma
teoria a fim de explica-la. Para um melhor entendimento ver (Brob7) paginas 402-
404.



B
Tensor de Permeabilidade

Quando o meio poroso € isotrdpico, as caracteristicas de escoamento depen-
dem da direcdo do fluxo de massa no meio. A equacdo tensorial que relaciona
o gradiente de pressao naquela direcao de escoamento e o vetor velocidade é a

equagao de Darcy tensorial:

iy = — N, (B-1)
1

onde K é o tensor da permeabilidade. Qualquer anisotropia no escoamento é
contabilizada no tensor de permeabilidade de segunda ordem, que no sistema

cartesiano pode ser escrito como (VWhib9):

Rex Razy Rzz
K= Kyz Kyy HKyz

Razz Rzy Rzz

A figura B-I mostra a magnitude de velocidades de uma simulagdo numérica
de um fluido que escoa através de um meio poroso anisotrépico planar em trés
direcoes diferentes de escoamento distintas. Este meio anisotrépico foi construido
acrescentando elipses que nao se tocam, cujo semi-eixo maior é a, = 0.2m e
excentricidade ¢, = \/ﬂ a um substrato quadrado de lado L. = 5m. Os
angulos de orientacdo das elipses inseridas estd na faixa de 6, = 4+30° com
a direcdo do semi-eixo maior. De acordo com a orientacio do escoamento, o
valor da permeabilidade muda. A orientagao vertical da figura é a orientagdo do
escoamento de cima para baixo. A permeabilidade hidraulica do meio da figura é
Kyy = 0.107 (a), Ky = Kys = 0.080 (b) e K4y = 0.051 (c). Muitos meios naturais
sao inerentemente anisotrépicos, como é o caso da madeira, o substrato denticio,

0ssos nao-trabeculares, etc..
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Figura B.1: Magnitude de velocidade do fluido num meio poroso anisotrépico
planar em trés dire¢oes de propagagao. Dados obtidos por simulagao compu-
tacional com Re ~ 107% ¢, = /3/4 e ¢ = 0.75. (A velocidade aumenta do
azul para o vermelho.)



C
Lista de Simbolos Utilizados

Segue a lista de simbolos utilizados nesta tese ordenados por capitulo. Uma
vez que o significado ndo mudam dos capitulos antecedentes para os vindouros, ndo
houve a necessidade de reescrevé-los. As unidades de medida seguem o Sistema

Internacional de unidades.
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Tabela C.1: Simbolos Utilizados - Capitulos 2 e 3.

Capitulo Simbolos Significado

2 t tempo
T, U, d vetor posicao, velocidade e aceleracao de um elemento de fluido
m massa de um elemento de fluido
p densidade de massa do fluido
1 viscosidade molecular do fluido
Lha viscosidade aparente real do fluido
P campo de pressao do fluido
W, oW regiao do espaco e sua fronteira
dA,dV elementos de area e volume
F forca em uma regiao
f forca por unidade de area em uma regiao
E.n energia cinética em uma regiao
é tensor da taxa de deformacao do fluido
€ij componentes do tensor da taxa de deformacao do fluido
0 taxa de deformagao efetiva do fluido
T tensor da tensao de cisalhamento do fluido
Tij componentes do tensor da tensao de cisalhamento do fluido
Re Nimero de Reynolds
Rec Numero de Reynolds critico
Ug, ro, L velocidade média, raio e comprimento caracteristicos do escoamento
Q fluxo de massa
Ry raio hidraulico
K permeabilidade hidraulica
To, fho limiar de tensao e viscosidade primordial do modelo de Herschel-Bulkley
Kyg indice de consisténcia do modelo de Herschel-Bulkley
n, K expoente e indice de consisténcia de um fluido do tipo lei-de-poténcia

3 Ch coeficiente de arrasto
f fator de friccao
Uy, U velocidade relativa entre o corpo e o fluido
g valor da aceleragao da gravidade
St, Ste Numeros de Stokes e Stokes critico
h, a, fator de crescimento, angulos de bifurcacao e crescimento
€ty en coeficientes de restituicao normal e tangencial
FDP funcao de distribuicao de probabilidade
(0) angulo médio de rugosidade
Q0 angulos de incidéncia e reflexao
« angulo formado entre os graos erodidos
Ki permeabilidade hidraulica do canal capilar formado pelos graos

porosidade formada pela rede de graos
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Tabela C.2: Simbolos Utilizados - Capitulo 4.

Capitulo Simbolos

Significado

4

€

Vr, Vs, Vi
dyp

Dm

D

L

Ko

K1

Oé, /8

Re’

porosidade efetiva do meio poroso
volumes total, de solo e de vazios numa amostra
diametro das particulas alocaveis no modelo de Queijo Suico
diametro médio dos poros da amostra na equagao de Carman-Kozeny
diametro médio do tubo sinuoso de (Bir60)

esfericidade da amostra na equagao de Carman-Kozeny

permeabilidade hidraulica para baixo nimero de Reynolds
permeabilidade hidraulica Newtoniana para Re << 1
parametro da equacao de Forchheimer
Numero de Reynolds para fluidos do tipo lei-de-poténcia
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Model for erosion-deposition patterns
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We investigate through computational simulations with a pore network model the formation of patterns
caused by erosion-deposition mechanisms. In this model, the geometry of the pore space changes dynamically
as a consequence of the coupling between the fluid flow and the movement of particles due to local drag forces.
Our results for this irreversible process show that the model is able to reproduce typical natural patterns caused
by well-known erosion processes. Moreover, we observe that, within a certain range of porosity values, the
grains form clusters that are tilted with respect to the horizontal with a characteristic angle. We compare our
results to recent experiments for granular material in flowing water and show that they present a satisfactory
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agreement.

DOI: 10.1103/PhysRevE.77.061402

L. INTRODUCTION

Nature preservation and environmental protection are im-
portant issues on the agendas of governments and nongov-
ernmental organizations. Consequently, these issues have
been the subject of intense study, where the main concern is
to understand how the actions of human beings affect the
environment. For example, deforestation and pollutant emis-
sions are related to climate changes resulting in floods and
erosion. In particular, erosion can be responsible for dimin-
ishing the quality of life, because it affects the soil, causing a
negative impact on the economy. Aside from its economic
and ecological aspects, the erosion problem also attracts the
interest of geologists and physicists. In geology, this is an
extremely rich area as many of the patterns observed in na-
ture stem from erosion or deposition processes. In physics,
the formation of such patterns spans a huge range of spatial
and temporal scales. This pattern formation process is di-
rectly related to the transport of solid granular particles via a
fluid and presents a rich phenomenology along with a variety
of applications [1,2]. Particular applications are fractal river
basins [3], meandering rivers [4], dune fields [5,6], granular
avalanches [7,8], and ripple marks [9] on sandbanks or on
coastal continental platforms.

It is difficult to provide a fully consistent description of
particle-laden flows from either a one- or two-phase point of
view. Most of the practical knowledge of erosion comes from
empirical laws often derived from field measurements. This
has provoked interest in theoretical descriptions of these sys-
tems [10-12] and visualization of them in computational
simulations. Several attempts to understand the dynamics of
river basin formation from the statistical physics point of
view have been made recently, but many questions are raised
when one tries to relate basic transport properties to large-
scale pattern-forming instabilities [13]. A fundamental open
question is the following: How do objects made of granular
materials respond to the action of external factors? Many
experiments [14-21] have been performed in the last few
years to answer this question. For example, in Fig. 1, we see

1539-3755/2008/77(6)/061402(6)
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a laboratory-scale experiment which reproduces a rich vari-
ety of natural patterns with few control parameters [14].
These patterns are characterized by chevron alignments,
which means that the paths created by the fluid present a
characteristic branching angle that depends on the param-
eters varied in the experiment.

In this paper, we investigate through numerical simulation
a physical model that is designed to represent the generic
situation of flowing water on a plane composed of an erod-
ible sediment layer. This occurs naturally when the sea re-
treats from the shore or when a reservoir is drained. The flow
of granular materials on planes is also of interest within the
context of both industrial processing of powders and geo-
physical instabilities such as landslides and avalanches.
These flows have been found to be complex, exhibiting sev-
eral different flow regimes as well as particle segregation
effects and instabilities [22]. This paper is organized as
follows. In Sec. II we describe the model used to simulate
the erosion-deposition patterns. These patterns are presented

FIG. 1. Pattern observed in erosion experiment with commercial
abrasive powder. Angles between 30° and 90° were found for dif-
ferent chevron alignments [14].

©2008 The American Physical Society

Figura D.1: Pagina 1 do artigo (Mai(R)
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and analyzed in Sec. III, while the conclusions are left for
Sec. IV.

II. MODEL FORMULATION

‘We model a system that takes into account the interaction
of a granular medium with an incompressible Newtonian
fluid flowing through the corresponding pore space. The
granular medium is initially considered as a N X N regular-
ized random network (RRN) on a horizontal plane where the
sites are the centers of mass of spherical grains with diameter
d that are totally submerged in a fluid (e.g., water). We ini-
tialize this network as a regular square where the distance
between the closest neighbors is /). The points (centers of
mass of the grains) are then moved randomly along vectors
with arbitrary direction and random magnitude that are
smaller than the distance between the points. In this way, the
points are distributed randomly, but with a characteristic dis-
tance. More precisely, in order to avoid the occurrence of
overlapping grains, the maximum value adopted for the
modulus of these dislocation vectors is (ly—d)/2. The fluid
flows in a direction parallel to the ground. Although the lat-
tice construction is made in two dimensions (2D), we are
actually describing one layer of a three-dimensional system,
since the centers of mass of the particles still lie on a 2D
plane, but the grains are considered to be spheres. This asso-
ciation will enable us to generate a network of capillaries
representing a complex geometry of the pore space. At this
point, the entire system is triangulated, considering each
grain as a vertex of a Delaunay tessellation where the pore
space is described by a Voronoi diagram. In Fig. 2 we show
a typical initial RRN configuration and its corresponding tri-
angulation and network of capillaries.

Next, we assume that the local pore geometry between
each two nearest-neighbor grains 7 and j in this lattice can be
modeled as a capillary channel of length / (the distance be-
tween the barycenters of the corresponding adjacent tri-
angles), height d, and width w equal to the distance between
their centers. As shown in Fig. 3, if we consider periodic
boundary conditions (PBCs) in the x direction, such a chan-
nel should be equivalent to a parallelepiped of fluid contain-
ing in its center a solid sphere of diameter d (grain). Both
planes describing the ground and the water/air interface of
the lattice of particles are orthogonal to the y direction. Here
the Navier-Stokes and continuity equations in the three-
dimensional channel are solved using the commercial com-
putational fluid dynamics (CFD) software FLUENT [23]. We
consider no-slip boundary conditions at the bottom and as-
sume that the top surface is shear-stress-free. A pressure gra-
dient Ap is imposed between the two ends of the channel in
the z direction. Its magnitude is sufficiently small to ensure
viscous flow conditions, i.e., a low-Reynolds-number regime
of flow. We adopt a nonstructured tetrahedral mesh to dis-
cretize the channel and an upwind finite-difference scheme is
set to perform the numerical simulations. The steady-state
velocity and pressure fields are calculated for different chan-
nel geometries by systematically varying the ratio w/d in the
range 1.0<w/d<10.0.

In Figs. 4(a)-4(c) we show three contour plots of the
velocity field computed for a channel with porosity w/d
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(b)

FIG. 2. Typical initial configuration of the regularized random
network with 64 grains. In (a) we show its corresponding triangu-
lation and in (b) its network of capillaries.

=1.05 at heights y/d=1/4, 1/2, and 3/4, respectively. Consid-
ering the low-Reynolds-number conditions used in the simu-
lations, the flow in the channel can be characterized in terms
of a permeability index « through the relation

K2 (1)

gl nwAz’
where w is the viscosity of the fluid and v is the average
flow velocity. We assume that the movement of the particles
does not transfer momentum to the flow field. Indeed, a more
realistic approach would be to account for the momentum
transfer from one phase to another, by adding the momentum
change of every particle as it passes through a control vol-
ume of fluid. The exchange term would then appear as a sink
in the continuous phase momentum balance [24,25]. Here a
quasi-steady-state regime of flow is considered, i.e., the fluid
flow adapts instantaneously to the porous medium geometry.
This hypothesis should remain valid if inertial effects are not
relevant. In practical terms, once the velocity and pressure
fields are obtained for a channel with a given value of w/d,
we can compute the mean velocity value v, through a cross

061402-2
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Periodic boundaries

SN2

FIG. 3. Velocity field determined in a channel of length / and
width w with one sphere of diameter d inside. The mean velocity of
the fluid, v, is calculated in the rectangular cross section.

section orthogonal to the flow in the system. By repeating
this procedure for different values of the overall pressure
drop Ap, we first confirm the validity of the linear relation-
ship vy Ap as expected from Eq. (1), so that the permeabil-
ity « can be directly calculated from the slope of the corre-
sponding straight line. As shown in Fig. 5, the dependence of
k on the ratio w/d can be fully described as «/ky=f(w/d)
where f(w/d) is a fourth-degree polynomial of w/d and k; is
the permeability for a channel with unitary aspect ratio,
w/d=1.

Once the local geometry and permeability of all capillar-
ies in the system are determined, we proceed by applying a

(a) (b) (c)

FIG. 4. Contour plots of the velocity field obtained numerically
for w/d=1.05 at three different transverse planes of the channel,
namely, y/d= 1/4 (a), 1/2 (b), and 3/4 (c). The gray shades rang-
ing from dark to light correspond to low- and high-velocity magni-
tudes, respectively.
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S

FIG. 5. Permeability « versus the ratio w/d for the local channel
configuration shown in Fig. 3. Here kg is the permeability for a
channel with ratio w/d=1. The solid line is the best cubic spline
interpolation to the data used to obtain the local permeability of the
channels in the pore network model.

constant pressure drop between the inlet and outlet, i.e., the
top and bottom of the entire pore network. Periodic boundary
conditions are assumed in the lateral direction of the net-
work, and the following local mass conservation equations
are imposed at each of their N' nodes to allow water flow
throughout the entire pore space:

2 8y(pi=p)=0 for i=12,....N', @
J

where the index j runs over all the neighbor nodes of node i,
gij=wdx/ is the hydraulic conductance in the capillary be-
tween the pores i and j, and p; and p; are the pressures at
nodes i and j, respectively. Equation (2) corresponds to a set
of N’ coupled linear algebraic equations, where N’ is the
number of nodes in the system that can vary, depending on
the configuration of the grains. These equations are solved in
terms of the nodal pressure field by means of a standard
subroutine for sparse matrices. From the pressures in the
nodes, the velocity magnitude of the fluid in each capillary
can be computed.

After the velocity field in the pore network is calculated,
we allow each grain to move in the system. By assuming that
there is no friction on the ground and drag is the only rel-
evant force acting on the particles, we obtain

d*x ;

mﬁ=37md2i, (vi=v), (3)
where v} is the fluid velocity at the channel i, v is the particle
velocity, and the vectorial sum on the right is taken over all
n channels surrounding the particle. By straightforward inte-
gration of the equation of motion (3), the velocity and dis-
placement caused by the fluid drag for each grain in the
system during a time interval Az can be written as

v=— (V= vp)e "N, 4)
(e—nCAt_ 1 )

Ax=vVA V- — s 5

X = VAL + (Vo= vp) = (5)

where ¥;=2v}/n, C=18u/pd*, p=6m/md’ is the density of
the grain, and v, is its velocity in the previous time step.

061402-3
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In our simulations, the center of each grain is displaced by
Ax using a time step A that is sufficiently small to numeri-
cally ensure that the pattern evolution remains invariant
when compared with results performed using even smaller
time steps. The distance between the top and bottom lines of
the system is kept constant, and each grain that goes out of
the region delimited by these lines is replaced by another
grain at the top of the lattice. What is crucial for the steadi-
ness of the pattern formation is that one grain cannot overlap
with another grain. After computing the movement of all
grains at each time step, the pore space is then modified, and
we repeat the calculation of the velocity field to move the
grains again, and so on. The simulation stops when the sys-
tem reaches the steady state, i.e., when the geometry of the
aggregate remains unchanged with time.

II1. RESULTS

‘We performed simulations on a lattice with 32 X 32 grains
with diameter =30 wum and density p=2.75 g/cm?>. These
particles are surrounded by water, i.e., a fluid of viscosity
=103 Pas which flows at small-Reynolds-number condi-
tions (Re<<1) through a pore space of porosity that can be
varied in the range 0.48 < ¢<<0.8. For each value of porosity
we obtain results for five different realizations of the initial
random pore space.

In Figs. 6(a)-6(c) we show three final stable configura-
tions of the model for different porosity values ¢=0.57,
0.71, and 0.80, respectively. As can be observed, the steady-
state patterns depend strongly on the porosity of the system.
For sufficiently large values of ¢, the occurrence of particle
clusters in the form of dendrites reflects the strong coupling
between fluid dynamics and grain movement, where the
aligned preferential channels for flow leads to a high overall
permeability of the porous system. For small porosities,
however, no characteristic pattern is observed. This is to be
expected since in compacted systems the grains do not have
much mobility, while in loose systems the particles have the
freedom to move in almost all directions. The tendency to
form a dendritic pattern in which the particles align in pref-
erential directions can be statistically quantified if we deter-
mine for each pair of grains the angle « between the line
connecting their centers of mass and the direction orthogonal
to the flow [i.e., the x direction shown in Fig. 6(a)]. In Figs.
7(a)-7(c) we show the histograms of these angles, N(«), for
$=0.57, 0.71, and 0.80. For a low-porosity system, ¢
=0.57, the results shown in Fig. 7(a) indicate that a signifi-
cant number of grains are aligned around a=25° (and the
symmetric direction of 155°), although the most frequent
angle lies in the vicinity of 90°. This means that the particles
tend to be aligned in the vertical y direction (i.e., the direc-
tion of the flux), what is expected as the system cannot
change much from its initial configuration. In systems with
intermediate porosity values, 0.65 < ¢$<<0.75, there is a sub-
stantial change in the preferred angle of alignment, which is
around @=60° (and the symmetric direction of 120°). This
behavior, as exemplified here in Fig. 7(b), resembles the
chevron alignment reported in Ref. [14], where the results of
the angle histograms are presented for a porosity ¢=0.71. In

118

PHYSICAL REVIEW E 77, 061402 (2008)

FIG. 6. Final configurations of the system for porosities ¢
=0.57 (a), 0.71 (b), and 0.80 (c) after 15 000 time steps. The grains
arrange themselves in positions that give rise to characteristic
patterns.

this reference, experimentally preferred angles around the
same value were also found. In Fig. 7(c) we show the histo-
gram N(a) for a large-porosity system, ¢=0.80, where no
evident preferential direction can be observed, with the par-
ticles aligning themselves at angles between 50° and 130°
with approximately the same probability.

Finally, it is important to investigate the flow properties of
the porous system in terms of its macroscopic permeability x
as a function of porosity. In Fig. 8 we show that the perme-
ability increases with porosity for diluted systems (i.e., for
low ¢ values) and with high values of ¢. Interestingly, we
find that this behavior can be well described by a power law
function in the form «/Kky=ad¢’, as also depicted in Fig. 8.

061402-4
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FIG. 7. Histograms of pairs of grains that are touching and for
which the line joining their centers of mass forms an angle « with
the axis x. These results represent the average over five realizations
of different porosities, namely, ¢= (a) 0.57, (b) 0.71, and (c) 0.80.

IV. CONCLUSIONS

We developed a numerical model to describe the process
of erosion-deposition caused by laminar flow, with the drag
force given by Stokes law. The results we obtained show the
formation of a typical erosion pattern characterized by chev-
ron alignments very similar to the experimental ones pre-
sented in Ref. [14] (a typical pattern is shown in Fig. 1).
Through computational simulations performed with this
model, we were able to find dendritic patterns as well as to
reproduce the preferential alignment of the chevron struc-
tures observed in real experiments.
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FIG. 8. Dependence of the macroscopic permeability « at the
steady state on the porosity ¢ of the erosion-deposition system. The
solid line is the best fit to the data of the function x/ky=a¢’, with
parameters ¢=21.5*0.5 and b=4.0£0.5.

Our results indicate that these patterns depend substan-
tially on the porosity of the system. Previous studies [26-28]
have shown that the size and shape of the particles dramati-
cally influence the propagation of the fluid and the stress
distribution in the system. In addition, it has been shown
experimentally that the pattern geometry must also depend
on the flow properties through the porous medium [29,30],
namely, on whether or not the inertial mechanisms of mo-
mentum transport play an important role on the dynamics of
pattern formation. In the present study we considered only
laminar flow. By changing the exponent of the velocity in the
drag law, for example, one can reproduce aspects of turbu-
lent flow to increase the complexity in the movement of the
particles. This could reveal a variety of new patterns. How
the shape and the size distribution of the grains as well as the
flow characteristics affect the patterns are natural questions
that will be addressed in future work.

In recent works [16,18,31], many patterns were observed
in experiments involving avalanches, where one of the most
important parameters is the depth of the substrate. Although
the system studied here is related to erosion-sedimentation
processes, this suggests that a variety of different patterns
may be obtained just when one attempts to simulate them
in three dimensions. A simple approximation to a three-
dimensional system would be to consider that, depending on
the flux, a particle would not stop as it reaches another par-
ticle, but could jump over it. With this possibility, the dy-
namics of the particles changes, as their velocity now de-
pends also on the height of their centers of mass.
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A new type of particle separator is proposed, namely a lung-like branched structure. The separation
takes place as a consequence of the interplay between the flow characteristics in the branched geometry
and the distinct inertial properties of the dragged particles. From the solution of the three-dimensional
continuity and Navier-Stokes equations for the flow and transport equations for the particles, we can
investigate how the resolution of the separation depends on the main geometrical parameters of the
ramified structure, namely the angle and the homothety factor of the branchings, and the azimuthal
angle between successive planes of bifurcation. Remarkably, our numerical results indicate that such a
simple ramified geometry can be used as a flow device that is capable to separate particles with
increased efficiency and over a broad range of Stokes numbers.

© 2009 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Size separation of particles is an important problem encoun-
tered in several areas of industrial, biological and environmental
research (Gimbert et al., 2003; Fraunhofer and Winter, 2004).
Many different complex techniques as hydrodynamic chromato-
graphy and split-flow thin fractionation have been developed for
filtrating or selecting the most diverse kinds of particles ranging
from microbes to drugs and pharmaceutical emulsions (Di Marzio
and Guttman, 1970; Giddings, 1985, 1993; Sahimi, 1995; Edwards
et al,, 2002; Chmela and Tijssen, 2002; Ookawara et al., 2004;
Watarai et al., 2004; Vastamadki et al., 2005; Aldaeus et al., 2006;
Hawkins et al., 2007; Kersaudy-Kerhoas et al., 2007; Wu et al.,
2007; Chang and Cho, 2008; Weiss et al., 2008; Kang et al., 2009;
Lin et al., 2009). In spite of their accuracy, most of such traditional
methods suffer from a crucial disadvantage: the need of generat-
ing outer fields (e.g. thermal, electrical or centrifugal), which
significantly increase the complexity, cost and processing time.

Indeed, as shown recently, separation of different sized
particles can be also achieved by exploiting solely the profile of
an advected laminar flow (Wickramasinghe et al., 2001; Yamada
et al., 2004; Huang et al., 2004; Takagi et al., 2005; Di Carlo et al.,
2008). At advection, particles that are small enough follow the
streamlines of the flow, whereas large particles can cross the

* Corresponding author at: Departamento de Fisica, Universidade Federal do
Ceara, 60455-760, Fortaleza, CE, Brazil.
E-mail address: parteli@fisica.ufc.br (EJ.R. Parteli).

0009-2509/$ - see front matter © 2009 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.ces.2009.10.012

streamlines due to their large inertia. Thus, particles of similar
size have the same trajectories, which are chosen in a determi-
nistic way, giving therefore a theoretical indication for a high
resolution process (Huang et al., 2004). Although some insight
could be gained from recent experiments using flow advection
around obstacles (Huang et al., 2004) or pinched flow fractiona-
tion (Yamada et al., 2004), it is not clear how the geometric details
of the device employed could affect the efficiency of the
separation. Furthermore, there is no computational study of
inertial particle segregation in three-dimensional branched
structures.

Previous research studies have been focused on the develop-
ment of new technological devices inspired by the behaviour and
geometry of natural systems (Coppens and van Ommen, 2003;
Kleijn van Willigen et al., 2005). In the present work, we
demonstrate a new kind of inertial particle separator consisting
on a lung-like ramified structure. Particles suspended in the liquid
injected into the separator, which is shown in Fig. 1, follow
different paths according to their inertia owing to the flow
asymmetry induced by the bifurcations within the branched
structure. The aim of the present study is to investigate which are
the relevant parameters of the branched geometry for the
efficiency of the separation under a given flow condition and
particle properties.

The paper is organized as follows. In the next section, the
geometry of the separator, the calculation of the laminar flow into
the branched structure and the model of particle transport in the
flow are demonstrated. In Section 3 we present and discuss the
results of the calculations. Conclusions are presented in Section 4.



Apéndice D. Artigos Publicados

122

TE. Vasconcelos et al. / Chemical Engineering Science 65 (2010) 1400-1406 1401

Fig. 1. The particle separator consists of a cascade of cylinders forming a three-
dimensional ramified structure. A dichotomic and homothetic tree structure with
four generations (GO-G3) is shown (left). Both the branching angle, «, and the
azimuthal angle between successive planes of bifurcation, ¢, are the same at all
bifurcations. The arrow on top indicates the direction of the fluid flow, which has
velocity up, at the entrance. The inset (right) shows the detail of the bifurcation
geometry with the mesh used in the calculation of the fluid flow and particle
transport.

2. The model

The device used in the calculations consists of a cascade of
cylinders forming a three-dimensional lung-like branched struc-
ture as shown in Fig. 1. At each bifurcation, the radii of the
cylinders decrease by a factor of (1/2)!/? and the branching angle
is set to o =60". Both daughter branches and the parent cylinder
are on the same plane, whereas the azimuthal angle between two
successive planes of branching is set to ¢ =90". The bifurcation
geometry has been modelled in order to avoid discontinuities
(Mauroy et al.,, 2003). The diameter of the first tube is equal to
2 cm, which corresponds approximately to the diameter of the
human trachea, whereas the branched structure is constructed up
to the fourth generation. The ratio length L over diameter D of the
cylinders at each generation is set to L/D =3.0.

The mathematical description for the fluid mechanics is based
on the assumptions that we have a continuum, Newtonian and
incompressible fluid of viscosity # and density p flowing under
steady state conditions. Thus, the Navier-Stokes and continuity
equations reduce to

V.-u=0, (1)

pu-Vu= — Vp+yViu, 2)

where u and p are the local velocity and pressure fields,
respectively. We use nonslip boundary conditions (Dirichlet
condition u=0) at the tube walls and impose a stationary
uniform flow profile with velocity ug at the entrance of the first
tube. The outlets of the branched structure are free with the same
reference pressure p=0 and ou/on=0. The parameters control-
ling the flow are the aspect ratio L/D (length to diameter ratio of
the tubes), the azimuthal angle ¢ between successive bifurca-
tions, and the Reynolds number

Re = puoDy /1, 3)

where Dy and u are the diameter and the mean velocity of the
flow at the entrance, respectively. We restrict our simulations to
viscous laminar conditions of flow, Re ~ 50. The flow behaviour of
the system for moderately large Reynolds (nonviscous) has been
investigated previously (Andrade et al., 1998; Almeida et al., 1999;
Mauroy et al., 2003).

The numerical solution of Egs. (1) and (2) for the velocity and
pressure fields in the structure is obtained through discretization
by means of the control volume finite-difference technique
(Patankar, 1980). The governing differential equations are dis-
cretized in a computational mesh and numerically solved here
using FLUENT 6 (Fluent Inc., 2003, 2005). The degree up to which
the mass and momentum conservation equations are satisfied
throughout the flow field is defined in terms of residuals. In all our
simulations, convergence is considered to be achieved only when
each of the residuals falls below 107°.

Once the equations for the fluid flow have been solved, the
calculation of the particle motion is performed. Particles are
injected at the inlet boundary with initial velocity vo=uy and
with uniform distribution at the entrance. For simplicity, in the
calculations of the present work, we study the transport of
particles with density p, ~ p, in such a manner that the buoyancy
force exerted on the particle equals the particle weight. Therefore,
drag is the only relevant force and the equation of motion for the
particles can be written as

dv, _ [18'1
&t~ |@p,

] (u—vp)lp, 4

where v, and d, are the particle velocity and diameter,
respectively, g is gravity, and p and # are the density and viscosity
of the fluid, respectively. The term of the right-hand-side of Eq. (4)
is the drag force exerted by the fluid on the particle, whereas all
other external forces have been neglected. The quantity {, which
appears in Eq. (4) is a correction to Stokes’ drag force and is
defined as (p=CpRe,/24, where Re,=pd,lu—v,|/n is the
particle Reynolds number and the drag coefficient Cp is obtained
from empirical relations (Morsi and Alexander, 1972). Since the
drag is considered to be the dominant force, at low values of
Reynolds numbers, the relevant parameter is the Stokes number,
defined as

ppdato

St=TgnDo

5)

where uj is the velocity at the entrance of the first tube, which has
diameter Dy. The Stokes number gives the ratio St = tg/tf, where
tr = pd} /181 is the time of response of the particle to the action of
the fluid and tg=Dg/uo is the flow time. Indeed, the Stokes
number is the most important parameter of the simulations. In
the limit of very low Stokes number values (St— 0), particles have
ample time to respond to changes in the flow velocity, following,
thus, the streamlines of the flow. However, in the opposite limit
(St—o0), particle velocities are not affected by variations in the
flow velocity and therefore particles follow ballistic trajectories.
In order to approximately model the collision of the particles
with the walls of the tubes, we introduce a restitution coefficient,
k=i fvime, ©6)
where v;eb and vi,""’ are the particle velocities immediately after
and before the collision, respectively. In the simulations of the
present work, the collisions of the particles with the tube walls are
considered to be elastic, i.e. k= 1. Let us also point out again that
although our Stokes numbers [Eq. (5)] imply that the particles
have finite diameter, the simulations treat the particles as
pointlike. We assume that the particles do not interact with each
other, but only with the fluid through the drag force, and with the

Figura D.8: Pagina 2 do artigo (VasI0)
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tube walls where collisions can take place. Finally, we also
consider that the particles are not captured by the structure, and
that the movement of the particles does not transfer momentum
to the flow field (Imdakm and Sahimi, 1987; Comer et al. 2001a, b).

3. Results and discussion

The geometry of the ramified structure with four generations is
shown in Fig. 2a. For each value of Stokes number, we release
10,000 particles from the entrance of the ramified structure with
an initial velocity magnitude that is set to be same and equal to
the flow at the inlet (ju| — [v,| = 0). The trajectories of the particles
in the flow are obtained by numerical integration of their
equations of motion, Eq. (4). In Fig. 2 b, we see the percentual
number n; of particles leaving the structure through each one of
the exit branches (i=1-8 in Fig. 2 a) as function of the Stokes
number, St.

As can be seen in Fig. 2 b, the values of n; for each branch
depend on the particle Stokes number, St. In the limit of very low
St, n;—1 vi since particles follow the flow streamlines and an
uniform concentration of particles is expected over the exit
branches if the flow distribution is symmetric. As the Stokes
number St increases, however, the relative concentration of
particles leaving the structure through the central exit branches
of the structure, i.e. branches 3-6 in Fig. 2 a, increases
gradually—for St=0.24, almost 70% of the particles leave the
structure through the central branches. This behaviour is
illustrated in Fig. 2 ¢, which shows the dependence of n; on the
Stokes number for one central exit branch (the number 3), and a
peripheric one (the number 1).

Indeed, particle segregation reaches a maximum at a Stokes
number Stmax =~ 0.4, as we can see in Fig. 2 c: the percentual
number n; of particles leaving the structure through the central
branches starts to decrease for increasing values of St > 0.4. This
behaviour can be explained through the collisions of the particles
with the walls of the cylinders, which exert a major influence on
the trajectories of particles with large Stokes number (Fig. 3). As a
result of the collisions, the probability that particles of high
enough value of Stokes number, i.e. for St > 1 (Fig. 2 c), leave the
structure through each one of the exit branches is found to be
essentially uniform, independent of the exit branch position.

We also tested a more complex model for particle-wall
collisions which considers a probability distribution for the
rebound angle 6,,, namely the angle between the tube wall and
the particle trajectory immediately after the collision. In other
words, while in the case of specular collisions Eq. (6) 0, is equal
to the impact angle Oy, in the stochastic rebound model 0,
fluctuates according to the local roughness angle y of the wall
interface (Sommerfeld and Huber, 1999), which in turn follows a
normal distribution with average equal to zero and a given
standard deviation Ay. Interestingly, the behaviour illustrated in
Figs. 2 and 3 is observed regardless of the specific law of collisions
as well as of the specific value of the standard deviation Ay within
the range of realistic values 2.5" <Ay <20 (Sommerfeld and
Huber, 1999). Only marginal quantitative changes (of about 5-
10%) in the values of concentrations n; are found, indeed the
characteristic Stokes for maximum segregation appears robust
with respect to the law of particle-wall collisions.

The results of Figs. 2b and c suggest that the branched
structure considered in the present work can be employed as an
efficient particle separator. Particles which have Stokes number
around a value Sty are mainly captured at the central exit
branches, whereas the number of particles with St Stmax or
St < Stmax leaving the structure through any of the peripheric or
central branches is approximately the same. However, which are
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Fig. 2. (a) Branched structure with four generations and eight possible outlets.
(b) Histogram of the percentage of particles, n;, leaving the structure through each
one of the branches (i=1-8), for different values of the Stokes number St.
(c) Distribution of particles leaving the branched structure through a peripheric
exit branch (the branch number 1, cf. a) and through a central one (the branch
number 3) as function of the Stokes number, for =90  and Re = 50.

the relevant parameters responsible for a maximum in St?
Moreover, is it possible to increase the resolution of the separation
by changing the geometry of the structure (Huang et al., 2004)?
Here we address these questions by studying how the results of
Figs. 2b and c depend on the values of the parameters of the
branched structure (Fig. 1): the azimuthal angle between planes of
bifurcations, ¢, the branching angle, «, and the homothety factor,

Figura D.9: Pagina 3 do artigo (VasI0)
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Fig. 3. Typical particle trajectories for different Stokes numbers St =5.9 x 107° (a),
St=0.24 (b) and St=3.78 (c) in a ramified structure with =60 and ¢ =0". In
each case, the trajectories of 10 particle streams released from initial positions
equally spaced along the entrance diameter of the first tube are shown. The
particles with smallest Stokes (a) behave as tracer, whereas the particles with
intermediate Stokes (b) leave the structure preferentially through the central
branches. For large enough Stokes (c), collisions affect particle trajectories in such a
way that particle concentration is, again, more uniformly distributed over
peripheric and central exit branches.
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h, which defines the ratio between the diameters of daughter and
parent branches at each bifurcation.

Azimuthal angle, ¢, between successive planes of bifurcation—
Particle segregation appears to be more efficient when flow
asymmetry is induced in the system, e.g. by changing the
azimuthal angle ¢ between successive bifurcation planes to a value
different from 90°. Fig. 4a shows the percentual number, n., of
particles leaving the structure through the central branches as
function of the Stokes number, for different values of ¢. As we can
see in the main plot of Fig. 4 b, the maximum value of n. decreases
monotonically with ¢, achieving the minimum value at ¢ =90".
This behaviour can be understood by noting that the larger the
azimuthal angle ¢, the closer the central exit branches get to
the peripheric ones (cf. Fig. 5), and the more uniform, thus, the
distribution of particles leaving the structure through the exit
branches. The highest efficiency of the separator is obtained when
¢ =0, ie. all branches are disposed on the same plane. Again, as a
result of the collisions with the tube walls, particle segregation
appears to be lost for particles with St > 1 (Fig. 4 a).

We see in the inset of Fig. 4 b that the Stokes Stmax at which
segregation achieves a maximum is essentially independent of the
azimuthal angle between the planes of bifurcation for ¢ <30
However, as ¢ increases, Stmax is shifted to lower values. This
happens because as the azimuthal angle becomes larger, the
inclination of the peripheric exit branches relative to the first tube
(first generation) decreases (cf. Fig. 5). It becomes, thus, easier for
particles with decreasingly low values of Stokes numbers to leave

Fig. 4. (a) Percentual number, n., of particles leaving the structure through the
four central branches, as function of the Stokes number, for different values of ¢,
the azimuthal angle between successive planes of bifurcation. In the calculations,
the nominal values for the branching angle, « = 60', and for the homothety factor,
h=0.79, were taken. (b) Main plot: the maximum value of n. for each curve in (a)
is shown as function of ¢. The inset shows the dependence of the Stokes number
Stmax, for which ne is maximum, on ¢.

3 4 5 6 3 6

Fig. 5. Branched geometry with four generations obtained with (a) ¢ =0 and (b)
¢ =90", whereas o= 60" and h=0.79 in both cases. The four central branches 3-6
are identified for each case in the figure.
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the structure through the peripheric branches, since particle-wall
collisions compete to deviate particle trajectories from the path
determined by inertia alone. At ¢ =90°, the number of particles
leaving through the peripheric branches is maximum (around 25%
as seen from Fig. 4 b), but also the minimum value of Stmax is
achieved.

Branching angle, «—Fig. 6a shows the percentual number, 1, of
particles that leave the ramified structure through the four central
exit branches, as function of the Stokes number, for different
values of the branching angle «. For each curve n. vs St, a
maximum value of n, is achieved at a Stokes number Sty,ax, as can
be seen in the figure. In the inset and in the main plot of Fig. 6 b
we see the dependence of Stma, respectively, of the maximum
value of n., on o. For low values of o (around 60" or less) the
efficiency of the segregation increases rapidly with o since an
increasing number of particles with higher inertia flow into the
central branches as the inclination of the peripheric exit branches
with relation to the first generation cylinder becomes larger.
When o reaches a value of ~ 60°, however, the maximum of n.
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Fig. 6. (a) Percentual number, n, of particles leaving the structure through the
four central branches, as function of the Stokes number, for different values of «,
the branching angle. In the calculations, the nominal values for the azimuthal
angle between successive planes of bifurcation, ¢ =90°, and for the homothety
factor, h ~ 0.79, were taken. (b) Main plot: the maximum value of n. for each curve
in (a) is shown as function of «. The inset shows the dependence of the Stokes
number Stpay, for which n¢ is maximum, on «.

achieves a saturation value of around 75%. Large branching angles
imply particle motion into the peripheric branches be so adverse
that, in spite of the collisions with the tube walls, which occur for
Stokes numbers larger than Stmax, the most segregated particles
(Stmax) leave the structure through the central branches,
independently of o.

The onset for particle-wall collisions within the ramified
structure is anticipated by increasing the branching angle o. For
very low o values, only particles with high inertia collide with the
walls of the daughter branches after having crossed the flow
streamlines at the first bifurcation. However, as o increases,
collisions affect the trajectories of particles with decreasingly
lower values of St, which explains the decrease of Stmax with o
seen in the inset of Fig. 6 b. When o becomes large enough, Stmax
reaches a constant value around 0.34 independent of a.

Homothety factor, h—Fig. 7a shows the behaviour of n. as
function of the Stokes number for different values of the
homothety factor h, i.e. the ratio between the diameters of the
daughter and parent branches. Fig. 7 b shows that both the
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Fig. 7. (a) Percentual number, nc, of particles leaving the structure through the
four central branches, as function of the Stokes number, for different values of h,
the homothety factor. In the calculations, the nominal values for the branching
angle, «=60°, and for the azimuthal angle between successive planes of
bifurcation, ¢ =90°, were taken. (b) Main plot: the maximum value of n. for each
curve in (a) is shown as function of h. The inset shows the dependence of the
Stokes number Stpax, for which n. is maximum, on h.
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maximum value of n. and the Stokes number Sty.x for which
segregation is maximum increase monotonically with h. In fact,
the longer the daughter branches, the more time particles have to,
after having colliding with the walls, adjust their path to the flow
streamlines. In this manner, as the length of the daughter
branches increases, particle-wall collisions affect only the
trajectories of particles with larger Stokes numbers, and Stpax,
thus, increases. Further, the maximum of n. also increases with
the length of the daughter branches, since particles with low or
moderate inertia have more time to cross the flow streamlines
within a daughter cylinder and reach, at each subsequent
bifurcation, the respective central branch.

The homothety factor appears to be the geometrical parameter
of the ramified structure which is most relevant for controlling the
Stokes number corresponding to the maximum segregation. As
can be seen in the inset of Fig. 7 b, changing h from 0.5 to 1.0 leads
to a variation of Stmax by a factor of 10. In comparison, by
changing ¢ and o, Stmax can be varied only by a factor smaller than
2 (Figs. 4b and 6b). A recipe for segregating particles using the
device presented in this work appears, therefore, from the
results of the calculations: the first thing to do is to adjust h in
order to determine the Stokes number Stmax of the particles for
which maximum segregation is achieved (cf., inset of Fig. 7 b);
next, « and ¢ can be fine tuned in order to enhance the efficiency
of the segregation (maximum of n, cf. main plots of Figs. 4b and
6b). Finally, Fig. 4 b shows that fine adjustments in the
segregation efficiency with practically no change in Styax can be
achieved by changing the azimuthal angle ¢ within a range of
low values.

In relation to other size particle separation techniques which
employ diverse kinds of external fields (Pamme, 2007), the
separator proposed in the present work has one important
advantage, since the separation is accomplished by exploring
only the inertial characteristics of particles with different Stokes
within an advected flow. In fact, the experimental feasibility of
such type of conceptual approach for particle separation purely
based on hydrodynamic effects has been demonstrated recently
by means of successful experiments using diverse kinds of
geometries (Huang et al, 2004; Yamada et al., 2004; Takagi
et al, 2005). Because the physical processes involved in the
separation technique do not depend on the nature of fluid and
particles, such kind of technique can be applied both for the size
analysis and for the size separation of different kinds of particles,
such as cells, drugs, gels or biological molecules, as demonstrated
experimentally (Huang et al., 2004; Yamada et al., 2004; Takagi et
al., 2005).

Indeed, the validity of the results presented here is constrained
to the range of small particle sizes compared to the diameters of
the tubes composing the ramified structure. The model for
particle transport adopts the assumption that the presence of
the particles does not alter the local flow profile, a condition
valid in the limit of small particles. In the future the model should
be improved by also accounting for the modification of the
flow velocity due to the exchange of momentum between
particles and fluid, such as, for example, in the transport
model by Almeida et al. (2008). Under this framework it
would be interesting to consider a mixture of particles with a
particle size distribution in order to model practical situations
where the particle size is polydisperse. In the range of large
particle sizes, the effects of particle-particle collisions play an
important role for particle trajectories and must be, thus,
incorporated into the model. Moreover, a further relevant
mechanism for transport within biological branched systems is
the capture of particles at the walls, which decreases the
effective diameter of the branches modifying the flow profile
locally (Comer et al., 2001a, b; Imdakm and Sahimi, 1987; Zhang

et al., 2002). Hereby, a more complex model would be required,
which iteratively updates the flow profile within the separation
device.

4. Conclusions

A new kind of inertial particle separator has been presented,
which can be used in order to separate particles of different Stokes
numbers without requiring outer fields. The separator consists of
a branched geometry, which resembles the structure of the lung,
through which particles in suspension are transported by a
laminar flow. Particles are separated at the bifurcations of the
ramified structure according to their inertia. This kind of separator
offers, thus, a huge advantage since particle trajectories are
chosen in a deterministic manner. We investigated, by means of
three-dimensional simulations, how the efficiency of the separa-
tion is controlled by the main parameters of the geometry: the
ratio between the diameters of the daughter and parent tubes (the
homothety factor h), as well as the branching and the azimuthal
angles, « and ¢, respectively. With the help of the results
presented in Figs. 4, 6 and 7, it is possible to adjust the parameters
of the geometry in order to control the Stokes number Styax of the
maximum segregation as well as the efficiency of the separation.
Our calculations show that the major influence on the value of
Stmax 1S exerted by the value of the homothety factor h. This
finding suggests that in practical applications, the homothety
factor should be the first geometric parameter to be adjusted,
whereas o and ¢ can be, next, fine tuned in order to control the
efficiency of the segregation. It would be interesting to perform
experiments using a branched structure as the one proposed in
the present work in order to confirm the findings of our numerical
simulations.
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Non-Newtonian Fluid Flow through Three-Dimensional Disordered Porous Media
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We investigate the flow of various non-Newtonian fluids through three-dimensional disordered porous
media by direct numerical simulation of momentum transport and continuity equations. Remarkably, our
results for power-law (PL) fluids indicate that the flow, when quantified in terms of a properly modified
permeability-like index and Reynolds number, can be successfully described by a single (universal) curve
over a broad range of Reynolds conditions and power-law exponents. We also study the flow behavior of
Bingham fluids described in terms of the Herschel-Bulkley model. In this case, our simulations reveal that
the interplay of (i) the disordered geometry of the pore space, (ii) the fluid rheological properties, and
(iii) the inertial effects on the flow is responsible for a substantial enhancement of the macroscopic
hydraulic conductance of the system at intermediate Reynolds conditions.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.103.194502

The research on flow through porous media has great
relevance for many problems of practical interest in several
fields, including physics, medicine, biology, chemical and
mechanical engineering, and geology [1-3]. The disor-
dered aspect of most natural and artificial porous materials
is directly responsible for the presence of local flow het-
erogeneities that can dramatically affect the behavior, for
example, of the transport of heat and mass through the
system. Under this framework, the standard approach to
investigate single-phase flow in porous media is to apply
Darcy’s law [1-3], which simply assumes that a global per-
meability & relates the average fluid velocity u in the field
with the pressure drop A p measured across the system,

k Ap

w L’
where L is the length of the sample in flow direction and w
is the viscosity of the fluid. As a macroscopic index, the
permeability reflects the relation between the complex pore
space morphology and fluid flow.

In previous studies [4-10], detailed models of pore
geometry have been used in combination with computa-
tional fluid dynamics simulations to predict permeability
coefficients and validate classical semiempirical correla-
tions for real porous materials. In principle, the original
concept of permeability as a global index for flow in porous
media, however, is only applicable in the limit of Stokesian
flow (linear). Strictly speaking, the validity of Darcy’s law
should be restricted to (i) Newtonian fluids and (ii) flows
under viscous conditions, i.e., flows at very-low-Reynolds-
number conditions, defined usually as Re = pu()dp//.L,
where p is the density of the fluid and d, is the grain
diameter. The departure from Darcy’s law due to the con-
tribution of inertial forces (convection) to the flow of
Newtonian fluids has been the subject of several studies
in the past [10-12]. In particular, it has been experimen-
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tally and numerically observed that the breakdown of
condition (ii) can take place even under laminar flow
conditions, i.e., before fully developed turbulence effects
become relevant to momentum transport.

In order to understand the physics of important problems
like blood flow through the kidney [13] or oil flow through
porous rocks [14], for example, one has to overcome the
restriction (i) mentioned above by explicitly considering
the nonlinear behavior of these fluids under shear, namely,
their specific non-Newtonian properties. Although these
fluids have been known for a long time, technological
applications which directly make use of their anomalous
rheological behavior have come into focus only recently.
For instance, shear-thinning solvents are present in drop-
less paints [15], and shear-thickening fluids are currently
used as active dampers and components of enhanced body
armors [16]. While the physical properties of Newtonian
fluid flow through irregular media are theoretically well
understood and have been confirmed by many experi-
ments, non-Newtonian systems [17-19] lack a generalized
description. In this Letter, we investigate the flow of non-
Newtonian fluids through three-dimensional porous media
by direct numerical simulation of momentum and continu-
ity equations. To the best of our knowledge, this is the first
time that nonlinear effects coming from both rheological
and inertial aspects of the fluid flow are considered simul-
taneously in the framework of a disordered three-
dimensional pore space.

The porous medium studied here is a three-dimensional
realization of the Swiss-Cheese model [20]. Spherical
particles (solid obstacles) of diameter d,, are sequentially
and randomly placed in a box of length L in the x direction
and square cross section of area A. Particle overlap is
allowed and the allocation process continues up to the
point in which a prescribed value for the porosity (void
fraction) ¢ is achieved. The mathematical formulation for

© 2009 The American Physical Society
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the fluid mechanics in the interstitial pore space is based on
the assumptions that we have a continuum and incompress-
ible fluid flowing under steady-state and isothermal con-
ditions. Thus, the momentum and mass conservation
equations reduce to

pii - Vii=—-Vp+ VT )

V-i=0, 3

where i and p are the velocity and pressure fields, respec-
tively, and T is the so-called deviatoric stress tensor given
by

T i =2p8y )

where §;; = %(Z—‘; + %) is the strain rate tensor. The vari-
able w is the dynamic viscosity, for which a constitutive
relation must be provided in order to describe the specific
non-Newtonian behavior of the fluid. Here, we investigate
the flow of two different types of rheologies, namely, the
cross-power-law fluid and the Bingham fluid. The consti-

tutive relation for a PL fluid can be written as

g < < o, (%)
where the constants w; and w, are the lower and upper
cutoffs, y = ,[%S,— ;8;; 1s the effective strain rate, K is the
consistency index, and n is the power-law exponent. For
n =1, we recover the behavior of a Newtonian fluid.
Fluids with n>1 are shear-thickening, while shear-
thinning behavior corresponds to n < 1.

In the case of Bingham fluids, the rheology is commonly
approximated by the Herschel-Bulkley model [21,22]
which combines the effects of Bingham and power-law
behavior for a fluid. For low strain rates, y < 7/, the
material acts as a very viscous fluid with viscosity wq. As
the strain rate increases and the yield stress threshold 7 is
surpassed, the fluid behavior is described by

= 7o + Kply" — (10/10)"]
Y
where Kp is the consistency factor and # is the power-law
index. Here, we restrict our simulations to the case of
Bingham fluids n = 1; i.e., the fluid is still Newtonian at
large strain rates, with a viscosity u = Kp.

Nonslip boundary conditions are applied along the entire
solid-fluid interface and end effects on the flow field, which
become significant at high Reynolds numbers, are mini-
mized by attaching ancillary zones at the inlet and outlet of
the two opposite faces in the direction of the flow (i.e.,
x direction). At the inlet, a constant inflow velocity in the
normal direction to the boundary is specified, whereas at
the outlet, we impose gradientless boundary condition.
Finally, the four remaining faces are considered to be solid
walls.

For a given realization of the porous medium and a given
set of flow and constitutive parameters of the fluid, the

w=Ky1

, (6)

numerical solution of the partial differential Eqgs. (2) for the
local velocity and pressure fields in the fluid phase of the
void space, head, and recovery zones is obtained by dis-
cretization using the control volume finite-difference tech-
nique [23]. An unstructured grid with up to 3 X 10°
tetrahedral cells is adapted to the geometry of the porous
medium. For comparison, entirely consistent numerical
solutions have also been calculated with a finite-volume
scheme [24]. Finally, from the area-averaged pressures at
the inlet and outlet positions, the overall pressure drop can
be readily calculated.

In Fig. 1, we show a three-dimensional plot of a typical
realization of the porous medium through which a power-
law fluid flows. Clearly, the complex geometry of the pore
space induces preferential channels on the flow whose
localization and strength are significantly dependent on
the rheological properties of the fluid as well as on the
imposed inlet-outlet boundary conditions. For PL fluids,
this intricate interplay between geometry and flow can
nevertheless be macroscopically quantified in terms of an
analogous to a permeability index, namely, a hydraulic
conductivity, defined in terms of Darcy’s law as kp =
KiugL/Ap, where K, is a reference viscosity taken as
the consistency index for n = 1. As shown in the inset of
Fig. 2, the general behavior of kp is qualitatively similar
for different values of the exponent n. Moreover, it fol-
lows the characteristic trend of a simple Newtonian fluid
(n = 1), namely, that k,, remains essentially invariant for
low Re values up to a crossover point Re, where it starts to
decrease due to the onset of nonlinear convective effects on
the flow [7,10,25]. Quantitatively, however, we observe
that both the upper limit for k, and Rey are strongly
dependent on n.

FIG. 1 (color online). Non-Newtonian (power-law) fluid flow
through a typical realization of the Swiss-Cheese pore space
(e = 0.7). The fluid is pushed from left to right. The solid lines
with arrows correspond to trajectories of tracer particles released
in the flow, while the contour plots give the velocity magnitude at
different cross sections of the porous medium. Their colors
ranging from blue (dark) to red (light) correspond to low and
high velocity magnitudes, respectively.
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FIG. 2 (color online). Flow of power-law fluids through three-
dimensional porous media. The inset shows the variation of the
ratio kp/k, with Reynolds number Re = puod, /K, for different
values of the power-law exponent n and & = 0.5. The resulting
data collapse presented in the main plot confirms the adequacy of
our rescaling procedure in terms of the modified permeability
index k,/k, and the modified Reynolds number Re, (see text).

Darcy’s law has been generalized to power-law fluids in
previous studies [26-28]. Here, we define an hydraulic
conductivity as

Ap\—1/n
ky = M()K(Tp) : %)

As shown in Fig. 3, this generalized index when calculated
at low Reynolds numbers, namely k,, can be consistently
correlated with intrinsic properties of the fluid and porous
medium by means of the following semiempirical expres-
sion [26,28]:

12 n(75k,) M/ gD/

= Fe  20-n)/ngn-1)/
0535 apv1 zwome K ®)

where d, is the only fitting parameter corresponding to an
average effective pore diameter, namely, the average pore
size (in units of d,,) of the system calculated as if it were a
packed bed consisting of identical spheres [26,29]. The
parameter k, corresponds to the value of kp calculated
for a Newtonian fluid (n = 1) under very-low-Reynolds-
number conditions, i.e., the porous medium permeability
according to Darcy’s law.

In order to substantiate the non-Newtonian aspect of the
fluid, it is also necessary to redefine the Reynolds number
as [29]

knpu2*n 1 =g
R — M0F%0 ,
1Tk, 8

©

where the term (1 — &)/e’ has been adapted from the
classical Kozeny-Carman equation [1]. It is worth men-
tioning that Eq. (9) breaks down close to the critical
percolation porosity [30].

0.15
Oe=0.5 7
Ae=0.7
0.10
k()
0.05 |
0.00
0.0 05 1.0 1.5 2.0 25
n

FIG. 3 (color online). Dependence of the hydraulic conductiv-
ity at very-low-Reynolds-number conditions k, on the power-
law exponent n for two different values of porosity &. The solid
lines are the least-squares fits to the simulation data using Eq. (8)
with dL,/d,, = 0.35 and 1.58, for & = 0.5 and 0.7, respectively.

In the main plot of Fig. 2, we show that all data sets of
k,/ko against Re,,, with k, obtained from Eq. (8), collapse
onto a single curve for the entire range of (modified)
Reynolds numbers, independent of the numerical values
of & and n. Despite the details of the model porous medium
geometry employed here as well as the complexity of the
fluid rheology, this remarkable invariance of behavior sug-
gests that the resulting flow properties of the system remain
in the same universality class of Newtonian fluid flow in
disordered porous media.

Next, we present results for flow through three-
dimensional porous media of Bingham fluids with rheol-
ogy given approximately by the Herschel-Bulkley model
Eq. (6). The proper way to quantify inertial and viscous
forces in this case is to define the Reynolds number as
Rep = pugd,/Kp. In Fig. 4, we show that the linear
hydraulic conductivity, defined as kz = KguoL/Ap, re-
mains constant up to a certain crossover that is proportional
to the threshold 7(, Rey ~ 7. Below this crossover, since
the fluid has Newtonian behavior with high viscosity g
everywhere in the pore space, the flow can be macroscopi-
cally described by Darcy’s law. Above this crossover, the
presence of low and high strain rates zones in the flow leads
to a nonuniform spatial distribution of fluid viscosity,
therefore increasing the overall permeability index kp of
the system. This behavior persists up to the point in which
inertial forces become relevant. While the specific fluid
rheology investigated here tends to enhance the flow at
high Rep, the effect of inertia is to reduce the permeability
index under the same conditions [7,10]. As a result of this
competition, a maximum hydraulic conductivity can be
observed at an intermediate value of Reyp that is also
dependent on the threshold 7. As shown in Fig. 4, this
effect is better illustrated when we observe contour plots of
the local ratio |i|/|Vp| calculated at the middle cross
section of the porous medium. To the best of our knowl-
edge, this condition of ‘“‘enhanced flow” through dis-
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FIG. 4 (color online).

Flow of Bingham fluids (Herschel-Bulkley model) through three-dimensional porous media. The plot shows

the variation of the ratio kz/k, with Reynolds number Rej for different values of the parameter 7, as defined in Eq. (6). Here, k,
corresponds to the lower limit of kp at very-low-Reynolds-number conditions. The presence of maxima in all cases is a distinctive
result of the competition between rheology and convective nonlinearities. The contour plots in (a), (b), and (c) show the spatial
variation of the magnitude of the local ratio |i|/|V p| calculated on the cross section through the middle of the porous medium parallel
to the flow, for 7 = 0.1 and Re; = 3.5 X 1072, 1.7 and 35, respectively. Their colors ranging from blue (dark) to red (light) correspond

to low and high values of |i|/|V pl, respectively.
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