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Resumo

Nesta dissertacdo o problema de estimacao de assinaturas espaciais
e consequentemente da direcao de chegada dos sinais incidentes em
arranjos Linear, 2L-Shape e Planar € investigado. Métodos baseados em
decomposicoes tensoriais sao propostos para tratar o problema de estimacao
cega de assinaturas espaciais desconsiderando a utilizacao de sequéncias de
treinamento e o conhecimento da estrutura de covariancia das fontes. Ao
assumir que a poténcia das fontes varia entre blocos de tempos sucessivos,
decomposicoes para tensores de terceira e quarta ordem obtidas a partir
da covariancia espacial e espaco-temporal dos dados recebidos no arranjo
de sensores sao propostas, a partir das quais algoritmos iterativos sao
formulados para estimar a assinatura espacial das fontes. Em seguida,
uma maior diversidade espacial € alcancada utilizando a técnica Spatial
Smoothing na recepcao de sinais nos arranjos 2L-Shape e Planar. Nesse
caso, as estimacodes da direcao de chegada das fontes nao podem ser obtidas
diretamente a partir dos algoritmos formulados de forma que a fatoracao do
produto de Khatri-Rao € incorporada a estes algoritmos, tornando possivel
a obtencao de estimacoes para os angulos de azimute e elevacao a partir
das matrizes obtidas utilizando este método. Uma caracteristica marcante
dos métodos tensoriais propostos esta presente na eficiéncia obtida no
tratamento de casos em que a matriz de covariancia das fontes € nao-diagonal
e desconhecida, o que geralmente ocorre quando se trabalha com covariancias

de amostras reais calculadas a partir de um numero reduzido de snapshots.

Palavras-Chave: Processamento de sinais em arranjos, estimacao de

assinatura espacial, decomposicoes tensoriais.



Abstract

In this dissertation, the problem of spatial signature and direction of
arrival estimation in Linear, 2L-Shape and Planar arrays is investigated.
Methods based on tensor decompositions are proposed to treat the problem of
estimating blind spatial signatures disregarding the use of training sequences
and knowledge of the covariance structure of the sources. By assuming
that the power of the sources varies between successive time blocks,
decompositions for tensors of third and fourth orders obtained from spatial
and spatio-temporal covariance of the received data in the array are proposed,
from which iterative algorithms are formulated to estimate spatial signatures
of the sources. Then greater spatial diversity is achieved by using the Spatial
Smoothing in the 2L-Shape and Planar arrays. In that case, the estimation
of the direction of arrival of the sources can not be obtained directly from the
formulated algorithms. The factorization of the Khatri-Rao product is then
incorporated into these algorithms, making it possible extracting estimates for
the azimuth and elevation angles from matrices obtained using this method.
A distinguishing feature of the proposed tensor methods is their efficiency to
treat the cases where the covariance matrix of the sources is non-diagonal
and unknown, which generally happens when working with sample data

covariances computed from a reduced number of snapshots.

Key-words: Array signal processing, spatial signature estimation, tensor

decompositions.
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Notacao

No decorrer deste trabalho a seguinte notacao sera utilizada:

x Escalares

T Vetores

X Matrizes

X Tensores

-y Produto interno entre x e y

roy Produto externo entre x e y

C Conjunto dos valores complexos

Cch Vetor de dimensao / com valores complexos

Chxl2 Matriz de dimenséo I; x I, com valores complexos

Chxlx-xIn  Tensor de dimensiao I; x I, x --- x Iy com valores complexos

A¥ Conjugado de A

AT Transposto de A

AH Conjugado transposto de A

AT Pseudo-inversa de Moore-Penrose de A

IBI™ Norma de Frobenius da Matriz ou Tensor

Iy Matriz identidade de dimensao N

Tiy iy (i1,12)-€simo elemento de X € Cli*%

Tiyigs---sin  (i1,12,...,iy)-€ésimo elemento de X € C'**/2 x ... x [y

X, (X.4,) i1-ésima linha (iy-ésima coluna) de X € Cl1*/2

X;,.. € C2*5 4,-ésimo slice modo-1 de X

X, € ClxI 4,-ésimo slice modo-2 de X

X ,;, € Ch*I2 4;-ésimo slice modo-3 de X

X1 Produto modo-n

[X] ) Matriciacao modo-n de X

A® B Produto de Kronecker entre as matrizes A e B

Ao B Produto de Khatri-Rao entre as matrizes A e B

AGB Produto de Hadamard entre as matrizes A e B

vec (X)) Operador vetorizacao. Converte X em um vetor coluna x
empilhando suas colunas

unvec (X) Operacao inversa da vetorizacao. Converte o vetor x
de volta para uma matriz

vecd (X) Converte os elementos da diagonal principal de X num vetor

D;(A) Representa uma matriz diagonal construida a partir
da j-ésima linha de A

diag (x) Forma uma matriz diagonal a partir do vetor =

ka k-rank da matriz A



Capitulo 1

Introducao

A estimacao da Direcao de Chegada (DoA, do inglés Direction of Arrival)
€ um problema chave em sistemas que utilizam arranjos de sensores no
receptor. No contexto das comunicacoes moveis, este parametro € utilizado
na localizacao de fontes e possibilita o uso de técnicas de formatacao
de feixes, possuindo dessa forma, um papel importante no projeto de
sistemas de comunicacao SDMA (do inglés, Spatial Division Multiple Access)
[1]. A literatura sobre métodos matriciais utilizados na estimacao de DoA
€ abundante. Uma visao geral de métodos classicos € dada em [2] e
[B]. As solucoes existentes podem ser classificadas de diferentes formas
dependendo das suposicoes assumidas (i) o nao conhecimento de sinais
piloto, que originam técnicas cegas de estimacao, (ii) a utilizacao de modelos
parameétricos ou nao paramétricos para as assinaturas espaciais, (iii) o uso de
independéncia estatistica, entre outras.

Neste contexto, os métodos de estimacao cegos vém ganhando bastante
atencao nos ultimos anos. Entretanto, a maioria destes métodos nao
utiliza a estrutura multidimensional dos dados recebidos, que pode levar
em consideracao varias dimensoes como codigo, polarizacao, espaco, tempo
e/ou frequéncia. Em virtude disso, a fim de lidar com esta natureza
multidimensional, as decomposicoes tensoriais tém sido amplamente
aplicadas em problemas na area de processamento de sinais em arranjos [4]
e [5] assim como em problemas de comunicacao [6], [7] e [8]. Em um cenario
cego a realizacao do processamento de sinais utilizando tensores em vez de
matrizes promove vantagens significativas, dentre as quais podemos citar a
melhoria nas condicoes de identificabilidade que geralmente sao oriundas das
propriedades encontradas nas decomposicoes tensoriais.

No contexto da utilizacao de tensores no desenvolvimento de técnicas
para estimacao de assinaturas espaciais e DoA, métodos baseados na
decomposicdo PARAFAC (do inglés, Parallel Factor Analysis) [9] foram



propostos em [4], [5] e [10]. O método proposto em [10] é de interesse
particular, pois nao requer nenhum conhecimento sobre o canal de
propagacao e estrutura do arranjo de sensores que compde o receptor,
proporcionando desempenhos comparaveis ou até melhores que os métodos
matriciais. Porém, esse método apresenta algumas limitacoes em sua
modelagem, sendo necessario garantir que a matriz de covariancia dos
sinais das fontes seja perfeitamente conhecida e diagonal. Na pratica, este
comportamento corresponde a uma descorrelacao entre os sinais transmitidos
pelas diferentes fontes assim como uma situacdo em que o numero de
amostras coletadas (snapshots) necessarias para o calculo numeérico da
covariancia € suficientemente grande. O objetivo deste trabalho € desenvolver
métodos que possam fornecer estimacodes precisas de DoA sem levar em
consideracao tais suposicoes idealizadas encontradas em [10].

Este trabalho aborda a estimacdo da matriz de assinaturas espaciais e
consequentemente de DoA dos sinais incidentes nos arranjos Linear, 2L-Shape
e Planar utilizando covariancias espaciais e espaco-temporais dos sinais
recebidos. Os métodos propostos assumem que a poténcia dos sinais variam
entre blocos de tempo sucessivos de modo que as decomposicoes tensoriais
PARATUCK2 para um tensor de terceira ordem e Tucker4 para um tensor de
quarta ordem sao formuladas a partir do calculo das covariancias espaciais e
espaco-temporais, respectivamente. A partir dos modelos tensoriais obtidos,
algoritmos iterativos baseados em ALS (do inglés, Alternating Least Squares)
e adicionados do LS-KRF (do inglés, Least Squares Khatri-Rao Factorization)
sao formulados para realizar a estimacao da matriz de assinaturas espaciais.
Nestes modelos, em contraste com o método proposto em [10], a estimacao
pode ser realizada adequadamente quando a covariancia das fontes possuir
uma estrutura arbitraria (nao-diagonal) e desconhecida, o que torna os
métodos propostos de grande interesse em ambientes praticos onde um

numero finito de snapshots é considerado.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

Capitulo 2 - Neste capitulo sera apresentada a fundamentacao teorica
utilizada no decorrer do trabalho. Serao apresentados os modelos
matematicos que descrevem o processo de recepcao de sinais nos
arranjos 2L-Shape e Planar assim como uma compilacao sobre métodos
matricias para estimacao de DoA, dando uma énfase maior aos métodos
MUSIC e ESPRIT. Em seguida, serao apresentados conceitos de algebra

multilinear que serao amplamente utilizados durante a descricao das



decomposicoes PARAFAC, Tucker e PARATUCK2.

Capitulo 3 - Neste capitulo serdo apresentados os métodos tensoriais
propostos para estimacao de DoA. A modelagem do receptor sera
realizada para os arranjos Z2L-Shape e Planar utilizando ou nao
a propriedade de invariancia ao deslocamento existente nestas
configuracdes. Os conceitos apresentados no Capitulo 2 serao utilizados
no decorrer da descricao da recepcao dos sinais no arranjo de sensores

assim como na formulacao dos algoritmos iterativos.

Capitulo 4 - Neste capitulo os resultados numéricos obtidos através de
simulacdées computacionais serao apresentados e discutidos a fim de
validar as formulacées desenvolvidas. Estes resultados promovem uma
analise de desempenho entre os métodos propostos no Capitulo 3 e os

demais métodos utilizados como parametros de comparacao.

Capitulo 5 — Neste capitulo o trabalho sera finalizado. Nele serao expostas as

conclusées obtidas e perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Neste capitulo sera realizada uma revisao bibliografica dos conceitos
fundamentais que servirdo como base para o desenvolvimento deste trabalho.
Inicialmente, os modelos de recepcao e processamento de sinais em arranjos
de sensores para as geometrias 2L-Shape e Planar serao apresentados. Em
seguida, sera realizada uma breve revisao sobre métodos classicos para
estimacao de DoA e os algoritmos MUSIC e ESPRIT, para os arranjos
considerados, serao descritos detalhadamente. Por ultimo, conceitos de
algebra multilinear e decomposicoes tensoriais serao apresentados e servirao
de alicerce durante a descricao dos métodos de estimacao de DoA propostos

nesta dissertacao os quais serao apresentados detalhadamente no Capitulo 3.

2.1 Modelo de Recepcao de Sinais: Arranjo 2L-Shape

|
Atualmente a estimacdao de DoA de maultiplos sinais que incidem

simultaneamente em arranjos de sensores € de fundamental importancia
em diversas aplicacoes, principalmente nos casos que envolvem estimacao
conjunta dos angulos de azimute e elevacao dos sinais incidentes em arranjos
2D e 3D. Para esse tipo de problema diversos estudos abordando diferentes
configuracoes de arranjos foram desenvolvidos, por exemplo, utilizando
arranjos L-Shape [11], V-Shape [12] e Z-Shape [13]. Dentre as diferentes
geometrias existentes uma das configuracoées de arranjos de sensores mais
popular € a 2L-Shape [14], [15]. Esta configuracao € formada por trés arranjos
lineares posicionados nos eixos z, y € z com sensores idénticos uniformemente
espacados de d,, d, e d. respectivamente. Cada arranjo € composto por N,, N,
e N, sensores totalizando N, + N, + N, — 2 sensores distribuidos como ilustra
a Figura 2.1.

Para descrever o modelo de sinal para o arranjo 2L-Shape considere que
a m-ésima fonte do sinal s,,(t) recebido no t-ésimo snapshot encontra-se

suficientemente distante de forma que a onda eletromagnética recebida

4
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Figura 2.1: Arranjo 2L-Shape com N, + N, + N, — 2 sensores.

seja compreendida como uma onda plana que incide no arranjo com um
angulo de elevacao «,, angulo de azimute g, e vetor de onda k, =

T

[sin ayy, €08 By, Sin iy, Sin By, cos agy|* . O sinal recebido no n,-ésimo sensor que

possui um vetor posicao r,, = [(n, — 1)d,,0,0]" é dado por [16]

T, (1) = sm()e I KnTna) gy (),

)
T, (1) = Sy (t)e ™7 5 (Pe=Diesimameos fm 4y, (3, (2.1)

em que v, (t) € o ruido aditivo gaussiano branco proveniente do n,-ésimo
sensor. Para n, = 1,..., N, o vetor dos sinais recebidos no t-ésimo snapshot €
descrito da seguinte forma

xl(t) 1 V1 (t)
.2 .
ZEQ(t eijdz sin Ay, €os B Vo t)
x(t) = . Sm(t) + ( :
TN, (t) e—j%r(Nl.—l)dw sin Ay, €OS B, vy, (t)
x(t) = ap(m, Bm)sm(t) + (1) € (CNTX17 (2.2)

em que a,(an,, 3,) € CY=*! é o vetor de assinatura espacial da m-ésima fonte
e v,(t) € CN=*! é o vetor que contém os ruidos oriundos dos sensores que
compdoem o arranjo linear uniforme posicionado no eixo-r. Note que na

equacao (2.2) apenas uma fonte € considerada. Na pratica o sinal recebido é
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composto pela superposicao de M sinais simultaneos e x(¢) pode ser reescrito

como

33<t):Zaw(amaﬁm)sm(t)"i‘vw(t) = | az(a1,81) -+ az(ow, Bu) +,(t),

x(t) = Ags(t) + v.(t), (2.3)

em que A, € CN=*M ¢ a matriz de assinaturas espaciais das M fontes obtida a
partir do arranjo linear uniforme posicionado no eixo-z e s(t) € CM*! é o vetor
que contém as sequéncias transmitidas pelas fontes no ¢-ésimo snapshot.
Para completar a modelagem do receptor para um arranjo Z2L-Shape é
necessario descrever a recepcao dos sinais nos demais eixos que compoem
o arranjo. Dessa forma, o sinal da m-ésima fonte recebido no n,-€simo sensor
que possui um vetor posicao r,, = [0,(n, —1)d,,0]" € descrito pela seguinte
expressao
Yy (£) = ()5 Bnmm) 4y (1),
Yn, () = sm(t)e’j%(”yfl)dy sin o sin B . Un, (1), (2.4)

e para o n,-ésimo sensor com vetor posicao r,. = [0,0, (n, — 1) d.|* temos

(1) = s (t)e 75 (Fnmns) oy (1),
Zn. (1) = sm(t)e‘jz%(”z_l)dz oS 4 . (1), (2.5)
em que v, (t) € v, () sdo os termos de ruido oriundos dos sensores
considerados. Paran, =1,...,N,en, =1,..., N, os vetores dos sinais recebidos

nos eixos y e z no t-ésimo snapshot sao dados respectivamente por

Y1 () 1 vy (t)
y(t) = va(t) | | eI R dsmameinn o)+ va(1) |
I Y, (t) | i eijT’*(Nyq)dy Sin am sin B | i N, (t) |
Y(t) = ay(am, Bm)sm(t) + v, (t) € CVv¥L, (2.6)
€ - - - - _ -
21 (t) 1 vy (%)

PO IOl N e DA G

i v (1) | i eI 5 (Nz=1)d= cos am | ES (t) |

2(t) = a.(m)sm(t) +v.(t) € CN=*1, 2.7)
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Sm ”)

X

Figura 2.2: Arranjo Linear Uniforme com N, sensores.

em que a,(an,, 3,) € CY*, a,(ay,) € CM*1, v, (t) € CMv*! e v,(t) € CY=*! sdo os
vetores de assinaturas espaciais e de ruidos relacionados aos arranjos lineares
posicionados nos eixos y € z, respectivamente. Da mesma forma que descrito

anteriormente para M sinais simultaneos podemos reescrever y(t) € z(t) como

Y(t) = > ay(am, Bn)sm(t) + v, (1) = y(t) = Ays(t) + v, (b), (2.8)
¢ M
2(t) = Y au(am)sm(t) +v.(t) = 2(t) = A.s(t) + v.(t), (2.9)

em que A, € C"*M e A, € CN-*M g3o as matrizes de assinaturas espaciais
referentes aos arranjos lineares posicionados nos eixos y € z, respectivamente.
A partir da concatenacao de (2.3), (2.8) e (2.9) obtemos os dados recebidos no

arranjo 2L-Shape referentes ao t-é€simo snapshot, ou seja,

(1) A, v,(t)
y(t) | = | Ay | s+ | v(®) |,
z(t) A, v, (%)
Z(t) A v(t)

Z(t) = As(t) +v(t), (2.10)

em que Z(t) € CV, A e CVMew(t) e CV*' e N= N, + N, + N,.
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Caso Particular: Um caso particular do arranjo 2L-Shape bastante utilizado
em estudos na area de processamento de sinais em arranjos € conhecido
como ULA (do inglés, Uniform Linear Array) [2]. Esta configuracao € obtida
quando os sensores sao posicionados uniformemente em apenas um dos eixos
coordenados formando um arranjo 1D que proporciona realizar a estimacao
do angulo de incidéncia dos sinais no arranjo em apenas uma direcao. Por
se tratar de uma versao simplificada do arranjo 2L-Shape, o modelo de sinal
para esta configuracao é obtido utilizando apenas uma das etapas descritas
anteriormente, por exemplo, para um arranjo linear uniforme posicionado no
eixo-z como ilustra a Figura 2.2 o modelo de sinal € descrito pela equacao
(2.9).

2.2 Modelo de Recepcao de Sinais: Arranjo Planar

|
A segunda configuracao abordada neste trabalho € denominada arranjo

planar, formada por sensores que compoem as linhas e colunas do arranjo.
Para descrever o modelo de sinal para esta configuracao considere um arranjo
posicionado no plano zz composto por N = N, - N, sensores idénticos
uniformemente espacados de d, em relacao ao eixo-z e d, em relacao ao
eixo-z, como ilustra a Figura 2.3. O sinal proveniente da m-€ésima fonte
recebido no (n,,n.)-€simo sensor que possui um vetor posicao r,, , =
[(ny —1)d,,0,(n, —1)d.]* é dado por

Tng . (t) = Sm(t)e_j%ﬂ@%rnx’nz) + Ungon. (t),
Ty, (t) =s,, (t)efj%[(nzfl)dz sin am, €08 Bm+(nz—1)d. cos am)] + Vn, . (t), (2 1 1)

em que v, ,.(t) € o termo de ruido aditivo proveniente do (n,,n,)-ésimo sensor.

O vetor dos sinais recebidos no t-ésimo snapshot proveniente de todos os

sensores que compoem o arranjo planar, ou seja, paran, = 1,...,N, e n, =
1,..., N, € descrito da seguinte forma
e || 1 | [ ua(t) |
s | 20 | _ R wos| 0]
xNx,Nz(t) oI S (N2 —1)dg sin am cos Bm+(Nz—1)d= cos am] UN, N, (t)
Z(t) = Qe (Qm, B ) S (t) + v(t) € CVXL, (2.12)

em que a,.(a,,,) € CV*! é o vetor de assinatura espacial do m-ésimo sinal
recebido e v(t) € CV*! é o vetor de ruido aditivo, ambos relacionados ao arranjo

planar. Assim como descrito no arranjo 2L-Shape, o principio da superposicao
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z
A

Sm ”]

Y

Figura 2.3: Arranjo Planar com N, - N, sensores.

também € valido para o arranjo planar, dessa forma para M sinais incidentes

simultaneamente podemos reescrever a equacao (2.12) como
M
Z(t) = age(0m, Br)sm(t) + v(t) — B(t) = As(t) + v(1), (2.13)
m=1

em que A € CV*M ¢ a matriz de assinaturas espaciais e seus elementos contém
informacao sobre a DoA dos sinais incidentes no arranjo de sensores e para a
configuracao planar temos que N = N, - N,.

A partir das equacoes (2.10) e (2.13) € possivel determinar os dados
coletados nos arranjos Z2L-Shape e planar no t-ésimo snapshot. Porém,
na pratica € considerado um tempo de observacao finito que possibilita a
obtencao de 7 amostras do sinal recebido. Supondo que as matrizes de
assinaturas espaciais nao variam durante um intervalo de observacao de
t =1,...,T snapshots entao a matriz que contém os dados coletados durante
esse intervalo € dada por

X=AS+V, (2.14)
em que S = [s(1),...,8(T)] € CM*T é a matriz que contém as sequéncias
transmitidas pelas fontes, X = [Z(1),...,Z(T)] € CV*T é a matriz que contém
os dados coletados € V = [v(1),...,v(T)] € CN*T é a matriz de ruidos e

N = N, + N, + N, para o arranjo 2L-Shape ¢ N = N, - N, para o arranjo planar.
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A equacao (2.14) descreve um modelo matematico classico em
processamento de sinais em arranjos de sensores, em que diversos métodos
matriciais foram desenvolvidos para realizar a estimacao da DoA a partir dos
dados coletados no arranjo. A seguir alguns desses métodos serao brevemente
apresentados, entretanto um destaque maior sera dado aos métodos MUSIC
(do inglés, Multiple Signal Classification) e ESPRIT (do inglés, Estimation
of Signal Parameters by Rotational Invariance Techniques) pois estes serao
utilizados no Capitulo 4. Maiores detalhes sobre as demais técnicas assim

como a descricao dos algoritmos podem ser encontrados em [2], [17] e [3].

2.3 Métodos Matriciais para Estimacao de DoA
|

Nas ultimas décadas diversas técnicas para estimacao de DoA foram

desenvolvidas. O sucesso de tais técnicas € proveniente da crescente utilizacao
de arranjos de sensores em diversos campos como radar, sonar, astronomia
e comunicacoes moveis. Em virtude desse vasto numero de aplicacoes, essas
técnicas vém sendo amplamente estudadas e aperfeicoadas com o objetivo
de desenvolver algoritmos que apresentam uma alta resolucao espacial e
baixa complexidade computacional [18]. A seguir alguns desses métodos
serao apresentados de acordo com suas divisoes, ou seja, serao abordados
os métodos baseados em estimacao espacial, maxima verossimilhanca e de
forma mais detalhada os métodos baseados em subespaco MUSIC e ESPRIT.
Primeiramente, vamos abordar os métodos baseados em estimacao
espacial. Estes métodos sdao fundamentados numa busca exaustiva das
direcoes de chegada dos sinais incidentes entre diversos valores possiveis
e através do espectro espacial obtido € realizada a estimacdao da DoA que
corresponde aos angulos que geram os picos no espectro. Uma das técnicas
mais simples para estimacao de DoA € o método Delay-and-Sum [19]. Nesse
método os sinais de saida das antenas sao atrasados de forma que sua
soma seja construtiva para uma certa direcao [3]. Outro método baseado
em estimacao espacial € o Capon [20] e assim como no Delay-and-Sum ocorre
uma busca exaustiva para possiveis valores de DoA. Entretanto, neste método
os problemas de resolucao associados ao Delay-and-Sum sao superados
pois a interferéncia proveniente de outras direcées € minimizada [17]. Os
métodos baseados em estimacdo espacial apresentam desempenho inferior
aos meétodos baseados em maxima verossimilhanca e subespaco e maiores
informacoes e detalhes sobre o desenvolvimento matematico do calculo dos

espectros para esses métodos podem ser encontrados em [17].
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Os métodos baseados em maxima verossimilhanca foram as primeiras
técnicas a serem investigadas e sua principal desvantagem € seu elevado custo
computacional. Entretanto, estes métodos apresentam desempenho superior
em relacao aos métodos baseados em subespaco principalmente em cenarios
que apresentam uma baixa SNR, nos casos em que o numero de snapshots €
reduzido e nos casos em que as fontes sao correlacionadas [17]. Os métodos
baseados em maxima verossimilhanca sao geralmente divididos em dois tipos,
o deterministico e o estocastico, onde o segundo apresenta desempenho
superior ao primeiro, entretanto, possui um custo computacional muito maior
[18]. Detalhes sobre os métodos baseados em maxima verossimilhanca e
sumarizacao dos algoritmos para os casos deterministico e estocastico podem
ser vistos em [17] e [3], respectivamente.

Por ultimo, serao apresentados os métodos de estimacao de DoA baseados
em subespaco. Nestes métodos, as propriedades de autoestrutura da matriz
de covariancia dos dados coletados no arranjo de sensores sao exploradas
[3] de forma que seus autovetores sao divididos em subespaco do sinal e
subespaco do ruido, os quais sao utilizados nos algoritmos. A estimacao
da DoA pode ser realizada de forma semelhante aos métodos baseados em
estimacao espacial utilizando o algoritmo MUSIC ou através de uma solucao
fechada utilizando o algoritmo ESPRIT. Dos diversos métodos de estimacao
de DoA existentes na literatura apenas os algoritmos MUSIC e ESPRIT foram
utilizados nos resultados de simulacao que serao apresentados no Capitulo 4,
em virtude disso uma abordagem mais detalhada desses dois métodos sera

realizada a seguir.
2.3.1 Método MUSIC (Multiple Signal Classification)

Dos diversos métodos existentes para estimacao de DoA sem duvida um
dos mais populares € o MUSIC, proposto por Schmidt [21] e verificado
experimentalmente em [22]. Este método € baseado no calculo da EVD
(do inglés, EigenValue Decomposition) da matriz de covariancia espacial dos
dados recebidos no arranjo de sensores. Para descrevé-lo vamos assumir que
os sinais transmitidos pelas diferentes fontes e o ruido aditivo proveniente
dos sensores sao descorrelacionados, de forma que a matriz de covariancia
espacial estimada dos dados coletados durante um intervalo de observacao de

t=1,...,T snapshots seja descrita por

1
R= TXXH — R=AR,A" +0’I quando T — oo, (2.15)
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em que R, & 788" é a matriz de covariancia das sequéncias transmitidas

2
v

pelas fontes e o7 € a variancia do ruido. A partir da EVD da equacao (2.15)

podemos reescrever R em termos dos subespacos do sinal e do ruido, ou seja,
R =UAU! + 02U, U, (2.16)

de forma que se AR, A" possuir rank completo entdo A, é uma matriz diagonal
formada pelos M maiores autovalores de R e U, € a matriz denominada
subespaco do sinal formada pelos autovetores correspondentes aos M maiores
autovalores de R e U, € a matriz denominada subespaco do ruido formada
pelos autovetores correspondentes aos N — M menores autovalores de R.

Se os autovetores que compdéem a matriz U, forem ortogonais a matriz de
assinaturas espaciais A, isso implica que o vetor de assinatura espacial que
possui a direcao de chegada da m-ésima fonte encontra-se no subespaco do
sinal. Dessa forma, realizando uma busca utilizando vetores formados pelas
possiveis direcoes de chegada dos sinais incidentes no arranjo de sensores €
possivel determinar aqueles que sao perpendiculares ao subespaco do ruido,
sendo possivel dessa forma, estimar a direcao de chegada dos sinais recebidos.

Para um arranjo linear uniforme composto por N, sensores como ilustra
a Figura 2.2 em que o vetor de assinatura espacial a(a) € CY:*! descrito na
equacao (2.7) é funcao do angulo de elevacao, as direcoes de chegada dos
sinais incidentes no arranjo podem ser estimadas localizando os valores de «

que correspondem aos M maiores picos do espectro espacial descrito por [2]:
a'(a)a(a)

a(a)U,Ufa(a) 217)

Pyusic(a) =

O denominador da equacao (2.17) representa uma medida de distancia
entre o vetor de assinatura espacial a(a) e o subespaco do ruido U,, de
forma que a ortogonalidade existente entre a(«) e U, minimiza essa distancia,
originando dessa forma, os M picos do espectro que correspondem as direcoes
de chegada dos sinais incidentes no arranjo de sensores [17]. Para um arranjo

linear uniforme, o algoritmo MUSIC sera apresentado a seguir:

Algoritmo MUSIC

1. Crie um conjunto de valores iniciais para o angulo de elevacao a para
realizar a varredura do algoritmo;
2. A partir dos dados recebidos no decorrer dos t = 1,...,7T snapshots

considerados obtenha a matriz de covariancia R £ %X XH.
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3. A partir da EVD de R obtenha o subespaco do ruido U, formado pelos
autovetores correspondentes aos N — M menores autovalores de R;
4. Para cada valor de a descrito no passo 1 calcule o espectro MUSIC:

al(

PMU51c(a) p— aH(a) Oé)a(Oé)

U,Uta(q)

5. As estimacoes das direcoes de chegada sao dadas pelos valores de «

que correspondem aos M maiores picos de Pyysic(«).

Exemplos de aplicacoes do algoritmo MUSIC para dois arranjos
lineares uniformes distintos sao ilustrados nas Figuras 2.4 e 2.5. Em
ambos os casos as simulacdoes foram realizadas utilizando os seguintes
angulos de elevacao oy = 18.6°,ay = 33.7% a3 = 518 e oy = 74.2°. A
partir dos resultados obtidos em cada caso € possivel perceber que
para N, = 6 a estimacdo do angulo de elevacdo nao foi realizada
adequadamente para uma SNR igual a 5dB. Entretanto, quando o
numero de sensores aumenta para N, = 10 o desempenho obtido
em todos os casos sao semelhantes ocasionando praticamente uma

superposicao dos espectros espaciais para os valores de SNR considerados.

60 60

50f 50l

SNR = 5dB
SNR = 15dB
SNR = 25dB

10

SNR = 5dB i 10f
SNR = 15dB
SNR = 25dB

0 10 20 0 40 5 60 70 8 9 0 10 20 3 40 5 60 70 80 90
ELEVAGAO (graus) ELEVAGCAO (graus)

Figura 2.4: ULA com N, = 6 sensores. Figura 2.5: ULA com N, = 10 sensores.

2.3.1.1 Algoritmo MUSIC para Arranjos 2L-Shape e Planar

Na literatura, diversos trabalhos utilizam o algoritmo MUSIC para estimar
apenas os angulos de elevacao dos sinais incidentes, ou seja, na maioria dos
trabalhos apenas arranjos lineares uniformes sao considerados. Entretanto,
este método pode ser facilmente estendido para situacdoes em que se deseja
estimar os angulos de elevacao e azimute simultaneamente [23] e [24]. Este
procedimento € possivel através da utilizacao de arranjos 2L-Shape e planares

no receptor de forma que os vetores de assinatura espacial associados a DoA
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descrita pelo par (a, ) sao dados por

a,(a, )
a(o,B) = | ay(a,B)an, | € CV, (2.18)

a’z(a>(2:Nz)

para o arranjo 2L-Shape e para o arranjo planar € descrito da seguinte forma

1
~27'rd .
e_] N 4z COS Om

a(a, B) = : e CNVxL (2.19)

e—j%‘ [(Nz—1)dy sin am cos Bm~+(N—1)d, cos am)

em que N € o numero de sensores que compdem os arranjos € pode ser
diferente em cada caso. A partir dessas consideracoes o algoritmo MUSIC
descrito anteriormente pode ser utilizado no processo de estimacao, entretanto
no caso 2D o passo 1 do algoritmo € levemente modificado de forma que um
conjunto de valores para os angulos « e § sao criados e utilizados no calculo

do espectro espacial MUSIC agora descrito por [23]:

a'(a, B)a(a, B)

(. AU U a(a, )’ (220

PMUSIC(Oéaﬂ) =

de forma que as estimacoes das direcoes de chegada sao obtidas pelos pares
(c, B) que correspondem aos M maiores picos de Pyusic(«, 5).

Assim como no caso do arranjo linear uniforme apresentado anteriormente,
exemplos de aplicacoes do algoritmo MUSIC para arranjos planares sao
ilustrados nas Figuras 2.6 e 2.7. Nesses exemplos as simulacdoes foram
realizadas utilizando os seguintes pares (a, ) para os angulos de azimute e
elevacao dos sinais incidentes no arranjo (45.5°,21°),(77.5°,44.5°),(31°,65.5°) e
(63.5°,82°) e o numero de sensores considerados foi N, = 4 e N, = 4. Como
em ambos os casos foi considerado o mesmo numero de sensores a diferenca
entre as simulacées esta na SNR utilizada de forma que a segunda simulacao
apresenta um desempenho superior a primeira em virtude do aumento da SNR

de 10 dB para 25 dB sendo obtidos picos mais concentrados nesse caso.
2.3.1.2 Extensoées do Algoritmo MUSIC

Em virtude do grande sucesso obtido pelo algoritmo MUSIC diversas
pesquisas foram desenvolvidas com o intuito de melhorar sua resolucao
e diminuir sua complexidade computacional. Esse interesse proporcionou

o desenvolvimento de algumas variacoes desse método e os algoritmos
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Pumusic (4B)
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Figura 2.6: Arranjo Planar com N, =4, N, =4 e SNR = 10dB.

5O~ T
@ 20
g 10

¢ (B)

Puu

60

ELEVACAO (graus) AZIMUTE (graus)

ELEVACAQ (graus)

0 .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
AZIMUTE (graus)

Figura 2.7: Arranjo Planar com N, =4, N, =4 e SNR = 25dB.

Cyclic-MUSIC e Root-MUSIC foram propostos. O algoritmo Cyclic-MUSIC
explora a propriedade de coeréncia espectral do sinal recebido assim como
sua coeréncia espacial, proporcionando uma melhor solucao para fontes com
angulos bem proximos. Além disso, esse método evita a necessidade de que

o numero de sinais incidentes seja menor que o numero de sensores que

compoem o arranjo [17].
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A segunda extensao denominada Root-MUSIC foi proposta por Barabell
[25] e apresenta melhor resolucao que o MUSIC padrao principalmente para
baixos valores de SNR [18]. Nesse algoritmo a analise do espectro com os
possiveis valores de DoA € substituida pelo calculo das raizes do polinéomio
D(z) equivalente ao denominador de (2.17) de modo que os picos do espectro

sao equivalentes as raizes de D(z) posicionadas préximo ao circulo unitario.

2.3.2 Método ESPRIT (Estimation of Signal Parameters by Rotational
Invariance Techniques)

O processo de busca exaustiva existente nos métodos de estimacao de
DoA baseados em estimacao espacial e no algoritmo MUSIC ocasionam um
tempo computacional elevado dependendo da diferenca entre os possiveis
valores utilizados durante a varredura do espectro espacial. Em virtude disso,
técnicas que reduzem o custo computacional foram desenvolvidas sendo uma
das mais conhecidas o algoritmo ESPRIT desenvolvido por Roy et. al. [26] o
qual € baseado na propriedade de invariancia encontrada nos dados de saida
dos sub-arranjos deslocados espacialmente. Diferentemente do MUSIC, o
algoritmo ESPRIT possui uma solucao fechada que proporciona uma reducao
consideravel no custo computacional em comparacao aos métodos espectrais
em virtude da nao realizacao de uma busca exaustiva entre os possiveis
valores de azimute e elevacao dos sinais incidentes no arranjo.

Para descrever o algoritmo ESPRIT vamos considerar inicialmente que o
arranjo linear uniforme posicionado no eixo-z da Figura 2.1 seja dividido em
dois sub-arranjos idénticos compostos por N, = N, — 1 sensores cada. Nesse
caso, a matriz de assinaturas espaciais relacionada ao segundo sub-arranjo
€ vista como uma versao defasada da matriz de assinaturas espaciais

relacionada ao primeiro sub-arranjo, ou seja,
JIA.®, = JA,, (2.21)

nesse caso as matrizes J; € RV e J, € RY*N: possuem elementos iguais
a 0 ou 1 e sao conhecidas como matrizes de selecao e sao utilizadas para
selecionar os sinais de saida dos sensores que compoem cada sub-arranjo

definidas da seguinte forma

10 1
0 1 0 1 ...

Jy = e .o e RV e Jy = e .o = RNSXNZ’
000 10 000 0 1

(2.22)
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e &, ¢ CM*M ¢ uma matriz diagonal que contém a defasagem de fase sofrida
pelos sinais de saida do segundo sub-arranjo em relacao aos sinais de saida

do primeiro dada por

P, = . (2.23)
e—i5d= cosan

Assim como o MUSIC o algoritmo ESPRIT também € baseado em subespaco

de forma que a matriz U, € C=*¥ ¢ obtida a partir do calculo da EVD da matriz

de covariancia espacial R dos dados recebidos. Se o numero de snapshots for

suficientemente grande a matriz de assinaturas espaciais A, esta relacionada

com o subespaco do sinal por A, = U,T em que T € uma matriz nao-singular

de dimensao M x M de forma que a equacao (2.21) pode ser reescrita como
JUT®, = JL,UT — JJUY, = JLUs, (2.24)

em que ¥, = T®,T-! é uma matriz nao-singular com dimensao M x M. Nesse
caso se ®, for uma matriz diagonal os elementos da diagonal principal sao
iguais aos autovalores de ¥,, sendo possivel realizar a estimacao do angulo
de elevacao do m-ésimo sinal incidente calculando a EVD de ¥, e utilizando a
seguinte relacao

MI' (2.25)

Q= arccos [ 2.\

O algoritmo ESPRIT também pode ser generalizado para o arranjo 2L-Shape
afim de se obter estimacoes conjuntas dos angulos de azimute e elevacao. Para
isso o mesmo procedimento realizado no eixo-z pode ser repetido para os eixos
z e y de forma semelhante a [14] obtendo dois sub-arranjos idénticos em cada

eixo, compostos por N, — 1 e N, — 1 sensores respectivamente de forma que
JlAa:(Px = JQAx € JlAy(ﬁy = JQAy, (226)

em que &, € CMM e &, € CM*M gao matrizes diagonais que contém a
defasagem de fase sofrida pelos sinais de saida dos sub-arranjos deslocados
nos eixos z e y em relacao aos respectivos sub-arranjos de referéncia, descritas
por

e—j%’dm sin a1 cos 1
b, = . , (2.27)

e—jQTﬂdm sin aip cos Br
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e—jo”dy sin a1 sin B1

®, = , (2.28)

.2 o .
e—] Tﬂ'dy sSin &ps Sin B]W

e assim como descrito em (2.24) a equacao (2.26) pode ser reescrita como
J U, =J, U, e J, UV, =J5Us, (2.29)

em que ¥, e ¥, sdao matrizes nao-singulares com autovalores iguais aos
elementos da diagonal principal de ®, e ®,, respectivamente. Dessa forma,
a partir de (2.29) € possivel realizar a estimacao do angulo de azimute do
sinal proveniente da m-ésima fonte a partir da EVD de ¥, e ¥, e utilizando as

seguintes equacoes

arg (®yomm))
(2md, sin Guy,) /A

arg (®r(mm)
(2md,, sin &) /A

Bf,ﬁf) = arccos [ ] e B,(f{) = arcsin [ ] , (2.30)
em que a estimacao &, do angulo de elevacao do m-ésimo sinal incidente
no arranjo 2L-Shape foi obtida em (2.25). Note que a utilizacao do arranjo
2L-Shape no receptor proporciona realizar a estimacao do angulo de azimute
duas vezes independentes obtendo Bﬁ,f) e ﬁfﬂ{) Dessa forma, os resultados
obtidos em cada caso podem ser combinados proporcionando uma diminuicao
no numero de falhas durante o processo de estimacao se o angulo de azimute

estimado for reescrito da seguinte forma de acordo com [15] e [27]:

( ~ A A ~
z (57(5) + @@) se A\ e Y forem reais
5 B se B for real e B for complexo

5771 = ~ ~ ~ (23 1)
/8,(,?) se 67(;1{) for real e /8,(,?) for complexo

invalido se ambos forem complexos.
\

O algoritmo ESPRIT padrao para o arranjo 2L-Shape sera descrito de forma

sumarizada a seguir:

Algoritmo ESPRIT para o Arranjo 2L-Shape

1. A partir dos dados recebidos nos arranjos lineares uniformes posicionados
nos eixos z,y € z obtenha as matrizes de covariancia R,, R, ¢ R,;
2. Calcule independentemente a EVD de R,, R, € R, € obtenha em cada

caso o subespaco do sinal Uj;
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3. Resolva
Jla:Us‘le = JQzUs 5 leUS‘IIy = JQyUs € leUs\I’z = J2ZU8

por meio do método de minimos quadrados;

4. Obtenha as matrizes diagonais ®,, ®, e ®, formadas pelos autovalores
de ¥,, ¥, e ¥, respectivamente;

5. Obtenha param =1,..., M as estimacoes dos angulos de elevacao e

azimute ¢, € Bm utilizando as equacoes (2.25), (2.30) e (2.31).

Note que o algoritmo ESPRIT descrito anteriormente também pode ser
utilizado quando o receptor for formado por uma ULA como ilustra a Figura
2.2. Nesse caso apenas as operacoes relacionados ao arranjo linear uniforme
posicionado no eixo-z sao realizadas, ou seja, nessa situacao € necessario
obter apenas os autovalores da matriz ¥, e realizar a estimacao dos angulos

de elevacao dos M sinais incidentes utilizando a equacao (2.25).
2.3.2.1 Algoritmo ESPRIT para o Arranjo Planar

Para descrever o algoritmo ESPRIT para um arranjo planar arbitrario
vamos considerar que o arranjo ilustrado na Figura 2.3 seja dividido em dois
sub-arranjos idénticos compostos por m, sensores espacados de d, em relacao
ao eixo-z e dois sub-arranjos idénticos compostos por m, sensores espacados
de d, em relacao ao eixo-z, obtendo ao todo quatro sub-arranjos planares,
como ilustra a Figura 2.8. E possivel perceber que de forma semelhante aos
arranjos 2L-Shape e ULA as matrizes de assinaturas espaciais relacionadas
aos sub-arranjos deslocados podem ser interpretados como versoes defasadas

dos sub-arranjos de referéncia, ou seja,
J, AP, =J, A e J, AP, =J, A, (2.32)

em que J,,, J,,, J., € J., sao as matrizes de selecao utilizadas para selecionar
os sensores que compoem cada sub-arranjo planar de acordo com a Figura
2.8 e podem ser facilmente obtidas a partir de J; e J, utilizando as seguintes

relacoes [28]

Jml :INZ®J1(Nw) € Jz2 :INy®J2(Nx),
J. =JM eIy e J,=J" aIy. (2.33)
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Figura 2.8: Divisdao do Arranjo Planar em Sub-Arranjos.

De forma semelhante ao obtido para o arranjo 2L-Shape apresentado de forma

detalhada anteriormente a equacao (2.32) pode ser reescrita como
J, U, =J,,U;, e J, UV, =J,U;, (2.34)

sendo possivel estimar os angulos de elevacao e azimute das fontes seguindo
os passos 3, 4 € 5 do algoritmo ESPRIT descrito na secao anterior. Nesse caso,

0 passo 3 segue uma estrutura semelhante a encontrada em [29] e [30].
2.3.2.2 Extensoées do Algoritmo ESPRIT

Uma das extensoes do algoritmo ESPRIT padrao € conhecida como Unitary
ESPRIT e também valida para casos 1D e 2D. Este algoritmo utiliza matrizes
unitarias esparsas € mantém a mesma estrutura do algoritmo ESPRIT
padrao, porém possui um desempenho superior a este quando os sinais sao
correlacionados [31]. Outra vantagem do Unitary ESPRIT em comparacao ao
algoritmo padrao € a reducao do custo computacional oriundo da realizacao
de operacoes com valores reais principalmente nos casos em que as matrizes
nao apresentam dimensoes elevadas.

Uma outra extensao do algoritmo ESPRIT conhecida como Unitary ESPRIT
Beamspace € utilizada principalmente em aplicacdes que proporcionam
informacodes a priori sobre as direcoes de chegada dos sinais incidentes, como
por exemplo, em sistemas que utilizam radares [31]. Neste caso os calculos
podem ser realizados utilizando DFT (do inglés, Discrete Fourier Transform)
nos setores de interesse de forma que a complexidade computacional do

método € reduzida consideravelmente [28].
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2.4 Fundamentos de Algebra Multilinear e Decomposicdes

Tensoriais

|
Nesta secao sera realizada uma breve revisao sobre algebra multilinear

e decomposicoes tensoriais. Inicialmente, alguns conceitos fundamentais,
formalismo matematico e principais notacoes e operacoes envolvendo tensores
serao apresentadas. Em seguida, as decomposicoes tensoriais PARAFAC,
Tucker e PARATUCK2 para tensores de ordem-3 e de ordens superiores assim
como suas propriedades de unicidade serao abordadas. Por ultimo, sera
realizado um levantamento dos diferentes trabalhos que propdem técnicas
de estimacao de DoA baseadas em algebra multilinear e decomposicoes
tensoriais. O conteudo que sera apresentado € de fundamental importancia
e sera amplamente explorado no Capitulo 3 durante a descricao dos métodos

tensoriais para estimacao de DoA prospostos neste trabalho.
2.4.1 Conceitos Basicos

O termo tensor vem sendo amplamente utilizado em diversas areas
do conhecimento possuindo significados distintos em cada uma, por
exemplo, em Fisica, Matematica e Engenharia o termo esta relacionado
aos campos tensoriais € em quimiometria, psicometria e processamento de
sinais o mesmo € utilizado como sinénimo de matrizes multidimensionais
ou ordenamentos multidimensionais de dados [9], [32] e [33]. Por se
tratar de uma ferramenta utilizada em diversos ramos muitos trabalhos
abordando conceitos fundamentais referentes a algebra multilinear foram
desenvolvidos [9], [34] e [35] e algumas definicoes importantes para o

desenvolvimento deste trabalho serdo apresentadas a seguir.

Definicdo 1. Seja X € C1*2x-*Ix ym tensor de N-ésima ordem sua iy, is, . . ., iy
entrada é dada por
Liyig,yein = [X]i17i27~--,iN7 (235)

em que i, € definido como sendo o n-ésimo modo ou dimensao do tensor X.

Definicao 2. O produto interno entre dois tensores X e Y de ordem N

€ definido da seguinte forma

I I

In
(X, y> = Z Z te Z Liy i, inYit,io,...ino (2.36)

11=11i9=1 in=1

e quando (X)) = 0 os tensores sao ditos ortogonais.
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Figura 2.9: Matriciacao de um Tensor de Terceira Ordem.

Definicdo 3. Um tensor X ¢ C/i*/2x--*xIv & denominado tensor de rank-1 se o

mesmo for obtido a partir do produto externo entre N vetores, ou seja,
X:aloago---aN, (237)

em que a, € Cl» paran = 1,...,N. De forma geral o rank de um tensor
arbitrario é definido como sendo o numero minimo de tensores de rank-1

necessarios para produzir X a partir de combinacoes lineares.

Definicdo 4. Seja X € Cl*2x-xIv ym tensor de N-ésima ordem sua

norma de Frobenius € dada por

I I In

X [lp = V(X)) = | D> > el (2.38)

i1=1149=1 in=1

A norma de Frobenius de um tensor € analoga a de uma matriz.

Definicao 5. As operacdes matematicas envolvendo decomposicoes tensoriais
sao realizadas de forma matricial, em virtude da obtencao de um melhor
desempenho computacional [36]. Dessa forma, € necessario realizar uma
reorganizacao dos dados multilineares de forma matricial sem que ocorra
perda de informacdo. Esse procedimento é conhecido na literatura como
processo de matriciacao de um tensor e € baseado na concatenacao dos
seus slices, possibilitando a obtencao de diversas representacoes dos dados

dependendo da ordem do tensor.
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O processo de matriciacao nao € unico [34] e no decorrer deste trabalho
sera utilizada a notacao encontrada em [9] onde a forma matriciada do tensor
X € Chxf2x-xIn no modo-n denotada por [X],, € Cl*if2-ln-ilhiilv & obtida
agrupando suas fibras modo-n como colunas da matriz resultante. A Figura

2.9 ilustra o processo de matriciacido do tensor X € Cl1x/2x/s,

Definicdo 6. O produto modo-n de um tensor X € CH*/2X-xIx com uma
matriz A € C/*» em relacao ao n-ésimo modo de X é denotado por Y = X x,, A
e o resultado da operacido € o tensor Y € ClxIn-1xIxlniix—xIn em que seus

elementos sao dados por

In
(X Xn A)il'”infljin+l'”iN = Z Livigin Ajip, - (239)
in=1
Nesse produto cada fibra modo-n de X é multiplicada pela matriz A, podendo
ser descrito de forma equivalente como [Y|,) = A[X]) representando uma

mudanca de base no tensor X [37].

Definicio 7. O produto de Kronecker entre as matrizes A ¢ C’*/ e
B ¢ CK*L ¢ denotado por A ® B e o resultado é uma matriz de tamanho
IK x JL definida como

allB alJB
A®B= oo e CHFrJE, (2.40)
CL[lB cee a]JB

Definicdo 8. O produto de Khatri-Rao entre as matrizes A € C'*X e B € C/*K
€ denotado por A ¢ B e o resultado € uma matriz de tamanho /J x K definida
como

AoB=|ai@b a,®b, - ageby |€CE, (2.41)

em que a, € b, para k = 1,..., K sao as colunas das matrizes A e B. Os
produtos de Kronecker e Khatri-Rao sao utilizados para descrever as formas

matriciadas dos tensores.
2.4.2 Decomposicoes Tensoriais

As decomposicoes tensoriais vém sendo amplamente utilizadas em diversas
areas, principalmente no que diz respeito a solucao de problemas que
envolvem misturas multilineares, proporcionando identificar e extrair os
diferentes fatores existentes a partir de um conjunto de dados medidos. A ideia

inicial a respeito das decomposicoes tensorias € datada de 1927, originada
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Figura 2.10: Decomposicao PARAFAC de um Tensor de Terceira Ordem.

por Hitchcock [38] e posteriormente desenvolvida por Cattell em 1944 [39] e
por Tucker em 1966 [40] ambas no contexto da Psicometria, e atualmente
vém sendo utilizadas com sucesso em processamento de sinais em virtude de
suas propriedades de unicidade total ou parcial. A seguir as decomposicoes
tensoriais PARAFAC, Tucker e PARATUCKZ2 serao apresentadas, estas serao
utilizadas no decorrer deste trabalho principalmente no Capitulo 3 onde os

algoritmos propostos para estimacao de DoA serao descritos.
2.4.2.1 Decomposicao PARAFAC

A decomposicao PARAFAC (do inglés, Parallel Factor Analysis) também
conhecida como CANDECOMP (do inglés, Canonical Decomposition) de um
tensor de terceira ordem foi proposta independentemente em 1970 por
Harshman [41] e Carroll e Chang [42] no contexto da Psicometria. Para um
tensor de terceira ordem X € C'*2*5z g decomposicio PARAFAC decompée
o (i1,12,13)-€ésimo elemento de X em componentes trilineares de forma que a

representacao escalar dessa decomposicao € dada por

R
Ty igis — Z ai1,rbi2,rci3,r7 (242)
r=1

em quUe T;, ;, iy = |X]i1.in.is €O (71, 12, 73)-€simo elemento do tensor X e a;, , = [A];,
biyr = [Bliyr € Ciyr = [Clis» s80 0s elementos das matrizes fatores A € CH*E,
B € C2*ft e C € CB*E, respectivamente e R € um inteiro positivo definido como
sendo o rank do tensor X [9]. Outra forma bastante comum de representar
a decomposicao PARAFAC ¢ obtida em termos do produto externo onde um
tensor de rank R € descrito como uma soma de R tensores de rank-1, como
ilustra a Figura 2.10
R
X =) aooboc, (2.43)
r=1
em que a,, b, € ¢, sdo as r-ésimas colunas das matrizes fatores A, B e C,

respectivamente.
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Como dito anteriormente os dados que compdem um tensor podem ser
organizados matricialmente sem que ocorra perda de informacao utilizando o
processo de matriciacao descrito na Definicao 5. Para um tensor de terceira
ordem existem trés formas distintas de realizar seu fatiamento, ou seja,
fixando duas dimensédes e variando uma, obtendo dessa forma a seguinte

notacao para os slices do tensor X conforme [33] e [36]

Xi1-- - BD“(A)CT, 7/-1 - 1, oo ,[1.
X, =CD,(B)AY, iy=1,..., L. (2.44)
X ., =AD;,(C)BY, iz=1,... 1.
em que D;(A) é uma matriz diagonal formada pela i;-ésima linha de
A. Realizando a concatenacao coluna a coluna das estruturas obtidas

anteriormente € possivel determinar as formas matriciadas do tensor X

obtendo as seguintes representacoes

X=X - X, | =A[ DI(C)BT - Di(C)B" |

[X]1) = A(C o B)" € Ch>kb, (2.45)
Xl =| X% - XT, | =B DO)AT - Dy(C)AT |

(X)) = B(CoA)" ¢ Clxhls, (2.46)
Xy =[ X0 - Xy | =C[ D(BAT - D,(B)AT |

(X)) = C (Bo A € Clxhilz, (2.47)

As equacoes (2.45), (2.46) e (2.47) relacionam as diversas formas de
organizacao do tensor de dados obtidas a partir do processo de matriciacao
de X com as matrizes fatores A, B e C. Essas relacoes serao utilizadas nos
algoritmos que serao descritos detalhadamente no Capitulo 3.

Um dos principais motivos da popularidade da decomposicao PARAFAC
esta relacionado a sua propriedade de unicidade que torna possivel a obtencao
de uma decomposicao unica para tensores de ordem trés ou superior. Por
esse motivo, diversos trabalhos abordando esse assunto foram publicados,
por exemplo, [41] e [43] e uma condicao suficiente para alcancar a unicidade
na decomposicao de tensores de ordem-3 com valores reais foi obtida por
Kruskal [44], generalizada para tensores com valores complexos em [45] e
posteriormente para tensores de ordem N em [46]. A condicao de unicidade
da decomposicao PARAFAC esta relacionada com o k-rank (Kruskal-rank) das

matrizes fatores sendo este definido como:



2.4. Fundamentos de Algebra Multilinear e Decomposicées Tensoriais 26

Definicdo 9. Seja A € C''*% o k-rank de A denotado por k4 € um namero
maximo k para o qual todo conjunto de k£ colunas de A € linearmente
independente. A partir da definicao do k-rank das matrizes fatores, a

propriedade de unicidade de um tensor de terceira ordem ¢é satisfeita quando
ka+kp+ ke > 2R+ 2, (2.48)

e nesse caso as matrizes A, B e C sao unicas mesmo existindo ambiguidade
de permutacao entre colunas e fator de escala, ou seja, quaisquer matrizes A,

B e C estao relacionadas com A, B e C por:
A = AIIA,, B = BIIA,, C =CIIA;, (2.49)

em que Il € uma matriz de permutacao e A;, A, e Az sao matrizes diagonais

que satisfazem a seguinte relacao
AlAgAg - IR. (250)

Os casos mais comuns encontrados na literatura abordam decomposicoes
de tensores de terceira ordem, entretanto a decomposicao PARAFAC assim
como outras decomposicoes tensoriais podem ser generalizadas para tensores

de ordem N. Seja X € Cl»*2x~Iv sua decomposicao PARAFAC decompdem o

(11,19, ...,iy)-ésimo elemento de X em componentes multilineares dadas por
R
xilﬂ:Q ..... ’L Z 11 T '522)7" o Zg)’f" (2'51)
em que az( )T = [A™)], . parai, =1,....,], en =1,...,N sdo os elementos da

n-€sima matriz fator da decomposicdo. De forma generalizada a matriciacao

modo-n do tensor X pode ser obtida utilizando a seguinte relacao [9]
(X =A™ (AM 6.0 AP 6 A0 6o AOY =1 N (2.52)

Como dito anteriormente a propriedade de unicidade da decomposicao
PARAFAC também ¢€ valida para tensores de ordem N de acordo com a seguinte

condicao suficiente proposta em [46]
N
> kaw = 2R+ (N - 1), (2.53)

note que a condicao anterior € igual a equacao (2.48) quando N = 3.
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Figura 2.11: Decomposicao Tucker3.

2.4.2.2 Decomposicao Tucker
A decomposicao Tucker foi proposta por Ledyard Tucker em 1966 [40]

e serviu como base para a elaboracao de outros modelos que incorporam
algumas de suas caracteristicas, tornando-a a decomposicao tensorial que
possui o maior numero de casos especiais. Para um tensor de terceira ordem
X € ChxI2xIs g decomposi¢ao Tucker decompdem o (iy, is,i3)-€simo elemento de
X em componentes trilineares ponderadas pelo elemento g,, ,, », que determina
o nivel de interacao entre as diferentes componentes [9] e sua representacao
escalar € descrita como

R1 Rz Rs3

Liy inyis — E § § Gry 72,73 Qi 11 Dig 1y Cis g (2.54)

r1=17ro=1rz=1

em que a;, ., b, € ¢, 5S40 0s elementos das matrizes fatores A € C*fr,
BeChfe CeCl*® ey, .., €0 (r,r,13)-€simo elemento do tensor nucleo
G € ChxFxBs - A decomposicao Tucker também pode ser reescrita utilizando a

notacao de produto modo-n definida em (2.39) da seguinte forma
X:gxlengg C, (255)

e as formas matriciadas do tensor X referentes aos modos 1, 2 e 3 sido dadas

respectivamente por

—
—
—~
—_
~

A[G) (C ® B)" e Clixhls,
[X]@) - B[g](z) (C X A)T c C12><11137 2.56)
[X](B) = C[g](S) (B X A)T c (C13><11[2.

O modelo descrito em (2.54) e (2.55) e ilustrado na Figura 2.11 € conhecido

como decomposicao Tucker3 e representa uma das diversas variacoes da
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decomposicao Tucker, definida quando nenhuma das matrizes fatores é
identidade. Para um tensor de terceira ordem as demais representacoes da
decomposicao Tucker sao obtidas quando uma ou duas matrizes fatores sao
iguais a identidade. Para o caso em que a matriz fator C = I, temos a
descricdao da decomposicao Tucker2 dada por

X =G x; A x, B, (2.57)

em que Ry = I; e G € CRixfexls - Agsim como a decomposicao Tucker2 a
decomposicao Tuckerl também € originada da decomposicao Tucker3 e ocorre
quando B = I, e C = I3, sendo descrita em notacao de produto modo-n da
seguinte forma

X=Gx A, (2.58)

em que Ry = I, Ry = I3 € G € Clhxbxls,

Diferentemente da decomposicao PARAFAC a decomposicao Tucker3
permite a interacao entre as componentes nos trés modos do tensor X, fato
que a torna menos restrita que a decomposicao PARAFAC. Porém, ambas estao
relacionadas, e conceitualmente a decomposicao PARAFAC de um tensor de
terceira ordem pode ser vista como um caso especial da decomposicao Tucker3
quando R; = Ry, = R; = R e o tensor nucleo G for superdiagonal [9]. Nesse
caso a propriedade de unicidade € valida de acordo com a equacao (2.48) e
a decomposicao PARAFAC pode ser definida em notacao de produto modo-n
como

X =TI3px1 AxsBx3C. (2.59)

No decorrer deste trabalho serao utilizadas decomposicoes Tucker de ordem
superior e assim como descrito para a decomposi¢cao PARAFAC € possivel obter
sua generalizacdo para tensores de ordem N. Considerando X € Clx/2xxIv g

forma escalar da decomposicao Tucker de N-ésima ordem do tensor X € dada

por [47]
R1 R Ry
— 1 2 (N)
Liyjig,nin — Z Z U Z Grira, ey Qig e Qig,ry " Qi ey (2.60)
ri=1ro=1 ry=1
em que agf?rn ¢ um elemento da n-ésima matriz fator da decomposicao e
Grigewn € O (r1,79,...,7y)-€ésimo elemento do tensor nucleo G € CRixfaxxRy
parai, = 1,...,1, e n = 1,..., N respectivamente. A equacao (2.60) pode ser

reescrita utilizando produto modo-n da seguinte forma

X=Gx; AV x, A®D ... xy AN n=1,... N. (2.61)
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Figura 2.12: Decomposicao PARATUCK2.

De forma generalizada, as formas matriciadas de X podem ser obtidas

utilizando a seguinte relacao [9]
(X)) = A" G (AN @ 0 AT A D ... A(”)T. (2.62)

Ao contrario da decomposicao PARAFAC a decomposicao Tucker nao possui
unicidade, ou seja, existem infinitas solu¢des para as matrizes fatores e
para o tensor nucleo que recaem numa reconstrucao perfeita do tensor de
dados X, uma prova pode ser vista em [33]. A unicidade completa da
decomposicao Tucker € possivel em alguns casos especiais e a unicidade
parcial da decomposicao Tucker3 € discutida com detalhes em [48].

2.4.2.3 Decomposicao PARATUCK2

Diversas decomposicoes tensoriais foram desenvolvidas a partir dos
modelos classicos PARAFAC e Tucker. Tais decomposicoes sao baseadas
principalmente na existéncia de simetria entre dois modos de um tensor [42],
irregularidade no conjunto de dados e variacao simultanea de duas matrizes
fatores [49] e restricoes lineares nas matrizes fatores [50]. Entretanto as
caracteristicas das decomposicoes PARAFAC e Tucker podem sem combinadas
gerando uma decomposicao hibrida. A mais comum € conhecida como
decomposicao PARATUCK2, proposta por Harshman e Lundy em [51],
adicionando numa mesma decomposicao a flexibilidade do Tucker2 e
mantendo algumas propriedades de unicidade da decomposicao PARAFAC.
Para um tensor de terceira ordem X € C''*/2*s sua decomposi¢cao PARATUCK2

€ descrita em notacao escalar da seguinte forma

Ri R2
_ A B
Liyinyis = § , § : iy, bi2,7‘2g7"1 ;72 Cig 1 Cigyrg (2.63)

ri=1rs=1

em que a;,, € b,, sdo os elementos das matrizes fatores A € C!*f e
B e C"*f> associadas aos modos 1 e 2 de X, ¢/}, ecf  sao os elementos das

matrizes de interacao C# € CBk*f1 e CP ¢ Cl3*f2 que definem uma combinacao

linear entre as colunas de A e B ao longo do terceiro modo de X e g,, ,, sao
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os elementos de G € CH*fz2 denominada matriz niucleo da decomposicao
PARATUCKZ2 que contém o grau de interacao entre a r;-€sima coluna de A
e a r,-ésima coluna de B.

Da mesma forma que a decomposicao PARAFAC uma das representacoes
mais importantes da decomposicao PARATUCK2 € descrita utilizando os slices
frontais do tensor X que sao obtidos a partir do seu fatiamento, ou seja,
fixando i3 = 1, ..., I3 e variando os indices i; € i,. Dessa forma, a decomposicao
PARATUCK2 do i3-ésimo slice frontal do tensor X € dada por

X.;, = AD,;, (C")GD,, (C”)B", iz=1,...,I. (2.64)

em que D;, (C*) e D,, (C?) sao matrizes diagonais formadas pela i,-ésima
linha de A e pela i;-ésima linha de B, respectivamente.

Como dito anteriormente por se tratar de uma decomposicao hibrida
oriunda dos modelos PARAFAC e Tucker2 a decomposicao PARATUCK2
mantém algumas propriedades de unicidade da decomposicao PARAFAC.
Esta caracteristica favorece sua aplicacio em problemas relacionados a
processamento de sinais e sistemas de comunicacao, por exemplo, essa
decomposicao foi explorada em [52], [7] e [53]. Entretanto, ao contrario
da decomposicao PARAFAC a decomposicao PARATUCKZ2 nao apresenta um
critério de unicidade bem estabelecido e em [51] foi provado que a unicidade é
garantida quando C# = C? sujeito a R, = R, € a matriz nucleo G nao possuir
elementos nulos [9]. Porém em [52], condicoes de unicidade para casos em

que R; # R, sao abordadas.

2.5 Estimacao de DoA Utilizando Decomposicoes Tensoriais
|

A utilizacao de diferentes esquemas de diversidade além das espaciais

e temporais permite que os dados recebidos sejam organizados de forma
multidimensional, proporcionando maiores graus de liberdade durante a
separacao dos sinais e consequentemente durante a realizacao da estimacao
de parametros. Em virtude do alcance dessa estrutura multidimensional
no processo de recepcao, diversos algoritmos baseados em decomposicoes
tensoriais foram introduzidos dando origem a um grande interesse em
processamento de sinais, principalmente por apresentarem propriedades
de identificabilidade e unicidade superiores aos métodos matriciais [54].
No contexto deste trabalho, uma breve compilacao sobre a utilizacao de
decomposicdes tensoriais e conceitos referentes a algebra multilinear no
processo de estimacao de DoA sera descrita a seguir tomando como referéncia

trabalhos publicados nos ultimos anos.
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Em [55] foi proposta uma forma tensorial equivalente ao MUSIC
denominada Tensor-MUSIC, que representa a primeira abordagem tensorial
desse algoritmo obtida a partir de uma formulacao tensorial do método
proposto em [56]. Em relacao ao algoritmo ESPRIT, uma versao tensorial
do Unitary ESPRIT para fontes nao circulares denominada NC R-D Unitary
Tensor-ESPRIT foi proposta em [57]. Nesse método os beneficios encontrados
no NC Unitary ESPRIT proposto em [58] € no R-D Unitary Tensor-ESPRIT
proposto em [59] sao obtidos simultaneamente.

No que diz respeito a utilizacdo da decomposicao PARAFAC em
processamento de sinais, diversos trabalhos utilizando diferentes esquemas
de diversidade foram desenvolvidos. Em [45] é considerado um sistema
de comunicacao DS-CDMA (do inglés, Direct-Sequence Code-Division Multiple
Access) em que a diversidade do coédigo € utilizada na formulacao de uma
estrutura tensorial que possibilita uma estimacao conjunta da DoA, cédigo
e das sequéncias transmitidas pelas fontes utilizando o algoritmo COMFAC
proposto em [60]. Ja em [4] € utilizada a diversidade de multi-arranjos obtida a
partir da propriedade de invariancia multipla em arranjos de sensores. Nesse
caso, a defasagem sofrida por cada sub-arranjo em relacao ao sub-arranjo de
referéncia origina a terceira dimensao do modelo tornando possivel de forma
semelhante a [45] estimar a DoA, porém nesse caso foi utilizado o algoritmo
TALS (do inglés, Trilinear Alternating Least Squares).

Outra forma de diversidade que vém ganhando bastante atencao nos
ultimos anos € a diversidade de polarizacao. Esse tipo de diversidade € obtida
quando arranjos de sensores vetoriais sao utilizados no receptor. Em [61] e
[62] sensores vetoriais sao utilizados em arranjos lineares uniformes e em [63]
sao utilizados numa configuracao L-Shape. Em ambos os casos as estimacoes
de DoA sao obtidas a partir da matriz de assinaturas espaciais de um modelo
PARAFAC de terceira ordem. De forma semelhante, em [64] a estimacao de
DoA para fontes polarizadas € obtida a partir da decomposicao PARAFAC de
um tensor de covariancia de quarta ordem utilizando o algoritmo QALS (do
inglés, Quadrilinear Alternative Least Squares).

Na maioria dos trabalhos que utilizam decomposicoes tensoriais os
algoritmos propostos para a realizacao da estimacao de parametros
sao iterativos e baseados em ALS. Entretanto, outras formulacoes
com solucoes fechadas beseadas em LS-KRF (do inglés, Least Squares
Khatri-Rao Factorization) vém sendo utilizadas em sistemas de comunicacao
MIMO-OFDM [8] e em problemas de estimacao de parametros R-dimensional
[5]. Estes métodos apresentam baixa complexidade pois evitam a utilizacao de

algoritmos iterativos.



Capitulo
Métodos Tensoriais Propostos

Como descrito anteriormente, a utilizacdo de diferentes esquemas de
diversidade como codigo, multi-arranjos e polarizacao proporcionam um
tratamento multidimensional dos dados em que a estimacao de parametros
€ realizada utilizando decomposicoes tensoriais [45], [4] e [61]. Entretanto,
estes ndao sao os unicos esquemas de diversidade existentes, por exemplo,
em [10] a diversidade em blocos de tempo foi utilizada na formulacido de um
receptor baseado na decomposicao PARAFAC. Esse esquema de diversidade
€ obtido fixando-se a poténcia de cada fonte em cada sub-bloco de dados
transmitido e alterando-a entre os diferentes sub-blocos, e ndo requer
nenhuma sincronizacao precisa entre as fontes. Além disso, esta técnica pode
ser facilmente implementada, pois necessita apenas de uma pequena variacao
de poténcia em relacao a poténcia de transmissao padrao, que pode ser obtida
de forma artificial sem nenhuma modificacao a nivel de hardware ou obtida
naturalmente em canais com desvanecimento (sob a suposicao de que a DoA
das fontes variam lentamente em relacao ao canal com desvanecimento) [10].

Entretanto, no contexto dos métodos tensoriais para estimacao de DoA,
em [10] a matriz de covariancia dos sinais transmitidos €é considerada
perfeitamente conhecida e diagonal. Na pratica, sabe-se que estas
propriedades sao validas quando (i) os sinais provenientes das diferentes
fontes sao descorrelacionados e (ii) ocorre uma estimacao perfeita da matriz
de covariancia espacial. Embora a primeira suposicao possa ser valida em
algumas situacoes, a segunda s6 sera valida no caso assintotico e uma
boa aproximacao no calculo da matriz de covariancia requer um numero
suficientemente grande de snapshots. Em virtude disso, neste capitulo serao
apresentados os métodos propostos neste trabalho. Estes métodos fornecem
estimativas precisas da DoA sem contar com tais suposicoes idealizadas e
resolvem de forma eficiente o problema de estimacao de DoA sem recorrer

a utilizacao de sequéncias de treinamento e sem conhecer a estrutura de

32
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T

S S S R S
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Figura 3.1: Estrutura de Transmissao dos Dados.

covariancia das fontes, tornando-os mais atraentes em ambientes praticos
em que a matriz de covariancia € calculada a partir de um numero finito de
snapshots.

Inicialmente, receptores para os arranjos ULA e 2L-Shape baseados nas
decomposicoes PARATUCK2 e Tucker4 serao formulados e a partir dos
modelos tensoriais obtidos, algoritmos iterativos baseados em ALS serao
propostos para estimar a DoA das fontes. Em seguida, a diversidade
multi-arranjos descrita em [4] sera obtida utilizando a técnica Spatial
Smoothing nos arranjos 2L-Shape e Planar e as estimacoes da DoA serao
obtidas utilizando os algoritmos ALS e LS-KRF. Em contraste a [10] que
baseia-se no pressuposto da diagonalidade da matriz de covariancia das
fontes, os métodos propostos neste trabalho podem lidar eficientemente com
estruturas de covariancia nao-diagonais e desconhecidas como sera visto a
seguir.

3.1 Receptor PARAFAC

|
Para descrever o receptor PARAFAC vamos considerar que um numero

fixo de T snapshots sao divididos uniformemente em P sub-blocos, cada
T
P
transmite a sequéncia s,, € C>*! sendo garantido que a poténcia de cada

um composto por T, = snapshots. Em cada sub-bloco a m-ésima fonte
forma de onda transmitida varia no p-ésimo sub-bloco. A Figura 3.1 ilustra
a estrutura de transmissao dos dados. Vamos definir a matriz de poténcias
W = [wy, - ,wy] € RP*M em que sua m-ésima coluna contém os coeficientes
relacionados as poténcias de transmissao da m-ésima fonte no decorrer dos
P sub-blocos € S = [sy,---,sy]T € CM*T: como sendo a matriz que contém a
concatenacao das sequéncias transmitidas pelas M fontes. A partir dessas

consideracoes a matriz dos dados recebidos no p-€simo sub-bloco € dada por
X = AD,(W)S +V,, e CV p=1,...,P. (3.1)

em que D,(W) € RM*M é uma matriz diagonal que contém as poténcias de

transmissao das M fontes no p-ésimo sub-bloco. A matriz de covariancia
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espacial dos dados recebidos no p-ésimo sub-bloco R, € CV*V & obtida da

seguinte forma

1 1 . 1
R £ iX@)X(Pé) = AD,(W) (iSSH) D,(W*)A™ + iV@V(?),
—_—— —_————
R; U%I
R(P) = ADP(W)RSDP<W*)AH + U?,I € CNXN, (3.2)

subtraindo por simplicidade de notagao R, = R, — 021 podemos reescrever

a equacao (3.2) como
R, = AD,(W)R,D,(W*)A". (3.3)

A partir da equacao (3.3) € possivel perceber que a técnica apresentada
em [10] adiciona uma dimensao temporal no processamento dos sinais,
possibilitando que as multiplas matrizes de covariancias dos dados recebidos
no decorrer dos 7 snapshots sejam organizadas de forma tensorial. Tal
organizacao possibilita que a estimacao da matriz de assinaturas espaciais
e consequentemente da DoA das fontes seja realizada utilizando técnicas
baseadas em decomposicoes tensoriais. Nesta secao, sera apresentada uma
versao modificada do método baseado na decomposicao PARAFAC proposto
em [10]. Esta versao diferentemente da descrita em [10] possibilita realizar a
estimacao conjunta das matrizes A e R,. Para descrevé-la, vamos inicialmente

reescrever a equacao (3.3) da seguinte forma

Ry = AD,(W)D,(W*) R;,A" onde W = W & W*.

N J

'

Dy(W)
R, = AD,(W)R,A" - R, = AD,(WR,)A",

_ Q

R, = AD,(Q)A" € CVV, (3.4)

A equacdo (3.4) descreve a decomposicio PARAFAC [9] do tensor R €
CN*NxP " obtida através do calculo das muiltiplas covariancias espaciais dos
dados recebidos no arranjo. Nesse caso, as seguintes correspondéncias com a

equacao (2.44) sao obtidas:

(I, I», Is, R) < (N, N, P, M)
(A,B,C) + (A, A", Q). (3.5)

A partir da equacao (3.4) é possivel descrever as matrizes slices referentes as

diferentes dimensoées do tensor R. De acordo com [33] e [6] obtemos a seguinte
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notacao para a decomposicao PARAFAC:

R, =AD,(AQ", n=1,... N
R, =QD,(A")AT n=1,... N.
R.,=AD,(Q)(A)", p=1,...,P. (3.6)

As formas matriciadas de R sao obtidas através da concatenacao das

diferentes matrizes slices conforme descrito a seguir

[7_{](1) = [ R, --- Rp } =A [ Dl(ﬂ)(A*)T DP(Q>(A*>T }
Rl = A(Qo A (3.7)
Rz = [ R, -~ Rlp } = A [ Di(Q)AT - Dp(Q)A" ]
Rl = A" (Qo A)". (3.8)
[R]@): [ R, --- Ry } :Q[ DI(A*)AT DN<A*)AT}
Rz =R (A" 0 A)". (3.9)

em que [R]y) € CVNP| [R] ) € CN*NP e [R] ) € CP*V’, respectivamente. Como

Q=WR, podemos reescrever a equacao (3.9) como
(Rl = WR, (Ao A)". (3.10)
Utilizando a seguinte propriedade do produto de Khatri-Rao [65]
vec (ABC") = (C o A)vecd (B), (3.11)

em que B € uma matriz diagonal e A, B e C possuem dimensoes compativeis.
O operador vecd(B) converte os elementos da diagonal principal de B num

vetor. Podemos reescrever a equacao (3.10) da seguinte forma
vec ([R]s) = (A0 Ao W) vecd (R,). (3.12)

A proposta do método PARAFAC ¢ realizar a estimacao da matriz de
assinaturas espaciais A e consequentemente da DoA dos M sinais incidentes
no arranjo assumindo que a matriz de poténcias W é conhecida no receptor.
Mais especificamente o objetivo desse método € minimizar a seguinte funcao

custo:

(3.13)

‘ 2

Jeusto (A,Rs> = H['fz](l) _A (V_VRS oA*)T

F
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Sendo esta uma funcao nao-linear nos parametros a serem estimados
uma solucao € obtida utilizando um método iterativo baseado em minimos
quadrados alternados (do inglés, ALS - Alternating Least Squares) [66]. O
algoritmo ALS-PARAFAC modificado em relacdo a [10] consiste na realizacao
das estimacoes das matrizes desconhecidas. Em cada etapa do algoritmo
a estimativa de cada matriz € obtida condicionada aos valores estimados
em iteracoes anteriores. O algoritmo ALS-PARAFAC utilizado na estimacao

da matriz de assinaturas espaciais sera apresentado detalhadamente a seguir:

Algoritmo ALS-PARAFAC

1. Fixei=0;
Inicialize aleatoriamente R{=", A(izo), B(Z-:o) = A?z:o)?
2. 1=1+1;

3. A partir de W e R calcule C;) = WR{™";

4. Utilizando [R] calcule a estimacao LS de A(,-):
. [/ . ol
A = [Rlo (Cm ° B(H)) } )

5. Utilizando [712](2) calcule a estimacao LS de B(i):
r T

B = [Rlw) (é(w“i(z'))T] :

6. Utilizando vec ([R]()) calcule a estimacao LS de vecd (Rﬁ”)

A G . . N _
Vecd( ?)) = (Bm o Ag) <>W> vec ([R]) ;
R\ = diag (Vecd (Rg”)) ;
7. Repetir os passos 2-6 até a convergéncia.
A(i)+B*

8. Ap6s a convergéncia calcule Agpay = —5—2.

A convergéncia do algoritmo ALS-PARAFAC na i-€sima iteracao € alcancada
quando a diferenca entre o tensor original e sua versao reconstruida utilizando
as matrizes estimadas nao varia consideravelmente entre as iteracoes i — 1 € i.

Mais detalhadamente, definindo-se o erro residual na i-ésima iteracao como:
_ " \T (2
e = H[R]u) —A (WRS o A*) HF (3.14)

considera-se que o algoritmo converge na i-€sima iteracao se |e; — ei_1)| <
107%. Note que o algoritmo apresentado nao aborda a caracteristica de simetria
descrita na equacao (3.4) em que B = A*, ou seja, as matrizes A e B sao
tratadas como variaveis independentes e a simetria do modelo € abordada

somente no calculo de A(ﬁnal).
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ERRO DE APROXIMACAO

10 10 10° 10° 10 10
SNAPSHOTS POR SUB-BLOCO

Figura 3.2: Erro de Aproximacao vs. Snapshots por Sub-Bloco.

3.2 Receptor PARATUCK?2

|
A partir do desenvolvimento matematico do receptor PARAFAC € possivel

perceber que a equacao (3.12) possui uma solucao ideal quando a matriz
de covariancia R, for uma matriz diagonal. Entretanto, para que esta
caracteristica seja alcancada € necessario garantir que as sequéncias
transmitidas em cada sub-bloco sejam descorrelacionados, de forma que R,

sera uma matriz diagonal exata no caso assintotico em que 7; — oo, ou seja,
1
TSSH — E{s(t)s"(t)} = diag (p1,....om), m=1,..., M. (3.15)

em que ¢, € a variancia da m-ésima fonte e nao sio necessariamente iguais
para m = 1,...,M. Nos casos em que as covariancias sao calculadas sobre
um intervalo finito de snapshots a diagonalidade da matriz de covariancia dos
sinais transmitidos nao se sustenta e R, = 7%SSSH # diag (¢1,...,on) Mesmo
para fontes descorrelacionadas. Nesse caso, ocorrera um erro de aproximacao
no céalculo da covariancia das fontes definido por ¢ = ||R,—I||% que acarreta um
erro de modelagem do receptor PARAFAC, tornando o método proposto em [10]
inviavel nessas condicoes. O erro de aproximacao ¢ em funcao do numero
de snapshots por sub-bloco considerando que ¢,, = 1 para m = 1,...,M €
ilustrado na Figura 3.2.

Além disso, quando um numero elevado de snapshots € considerado
a utilizacao da decomposicao PARAFAC diretamente no tensor de dados,

conforme a equacao (3.1), torna-se inviavel em virtude da complexidade
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computacional oriunda do numero elevado de dados coletados. Em virtude
dessas deficiéncias, € desejavel utilizar um método capaz de realizar de
forma adequada a estimacao da DoA dos M sinais incidentes descartando
suposicoes idealizadas conforme [10] e que possua uma complexidade
computacional independente de 7. Dessa forma, negligenciando o papel do
ruido aditivo proveniente do processo de recepcao dos sinais nos sensores que
compoem o arranjo € supondo que R, possui uma estrutura arbitraria nao
necessariamente diagonal, as multiplas matrizes de covariancias espaciais dos
dados recebidos sao descritas conforme a equacao (3.3):

R(,) = AD,(W)R,D,(W*)A", p=1,.. P

e representam os slices frontais do tensor R € CN*VxP descrito por
uma decomposicao PARATUCK2 simétrica [32]. Nesse caso, as seguintes

correspondéncias com a equacao (2.64) sao obtidas:

(-[17]27]37R17R2) <~ (N7N7P7M7M)
(A,C*,G,CP B) & (AW, R, W* A"). (3.16)

Para iniciar a descricao do receptor PARATUCKZ2 vamos definir
7y =vec (Ry) e CV p=1,...,P. (3.17)
e utilizando a seguinte propriedade do produto de Kronecker [65]
vec (ABC") = (C ® A)vec(B), (3.18)

em que A/ B e C sao matrizes com dimensdes compativeis, podemos

reescrever a equacao (3.17) da seguinte forma
T(p) = (A* ® A) vee (DP(W>R8DP(W*)> ) (3.19)

aplicando a mesma propriedade no segundo termo do lado direito da equacao
(3.19) obtemos

T = (A" ® A) (Dy(W") @ Dy(W)) vec (Rs) . (3.20)

Note que D,(W*)® D,(W) € RM *xM* ¢ uma matriz diagonal e pode ser reescrita

de forma equivalente como

Dy(W*) ® D,(W) = diag (W, @ W),
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utilizando o fato de que diag(a)b = diag(b)a, em que a e b sao vetores
com dimensoes compativeis, podemos reescrever a equacao (3.20) da seguinte
forma

) = (A* ® A) diag (vec(R,)) (W o WT). (3.21)

Uma das formas matriciadas do tensor R € CV*V*” pode ser obtida através da
concatenacao coluna a coluna dos vetores descritos em (3.21), ou seja, para

p=1,..., P obtemos

[Rla) = [ Ty TP } € CVHr
— | (A" ® A)diag (vec(R.) (W @ W]) - (A" ® A)diag (vec(R.)) (WH © W}) |
— (4" ® A)diag(vec(R,)) | (WHaW]) - (WHaWE) |
[R]1) = (A" @ A)diag (vec(R,)) (WP o WT) | (3.22)

utilizando vec (ABC) = (CT¢ A)vecd (B), em que B é uma matriz diagonal,

podemos reescrever a equacao (3.22) na sua forma vetorial equivalente
vec ([R]q)) = [(WH 3 WT)T o (A*® A)] vecd (diag (vec(R,))),

vee ([Rlg) = [(WHo WT)"o (A" @ A)| vee(R,). (3.23)

Dando continuidade na descricao do receptor PARATUCK2 € necessario

determinar as outras duas formas matriciadas de R definidas a seguir:

R(l) Ra)
Rly=| : | eC"™N [Rlgp=]| : [|eC""¥ (3.24)
R Rip)
definindo também,
Fy) = D,(W)R,D,(W"), p=1,...,P. (3.25)
temos que
AF(l)AH AF(l) A F(l)
Rl = = : Al = Al
AF(p)AH AF(p) A F(P)

P vezes

(R = (Ir © A) F, A", (3.26)
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€
A*F(Tl)AT A*F(Tl) A* F(T1)
[Rle) = : = : AT = :o| AT
A“F, AT A*Fl, | A || F,
Pv;'zes
Rz = (Ip® A*) F3AT, (3.27)
em que
Fu Fo
I;"2 — E c CPMX]W’ F3 — - c (CPMXM' (328)
i Fip)

Fazendo uso das formas matriciadas do tensor R descritas nas equacoes
(3.23), (3.26) e (3.27) um algoritmo iterativo baseado no método ALS sera
formulado. Para o algoritmo ALS-PARATUCK2 também €é assumido que a
matriz de poténcias W € conhecida no receptor e seu objetivo € realizar
a estimacao da matriz de covariancia das sequéncias transmitidas R, e da
matriz de assinaturas espaciais A condicionadas a minimizacao da seguinte

funcao custo:
Jeusto (A, ) = XP: | o)~ AD, (W) R.D, (W) A (3.29)
p=1

As etapas do algoritmo ALS-PARATUCK2 serao descritas detalhadamente no
escopo apresentado a seguir:

Algoritmo ALS-PARATUCK?2

1. Fixe:=0;
Inicialize aleatoriamente G(izo) e A(Z’:g);
2. 1=1+1;

3. A partir de C;‘(Z»_l) calcule 13‘2(") e 13‘3(“ respectivamente de acordo com as
equacoes (3.25) e (3.28);
4. Utilizando [R]) calcule a estimacao LS de B(i):

N LI b

5. Utilizando [R]3 calcule a estimacéo LS de A;:

Ay = _[<IP ® B(z‘)) F?’@]T [R]mr?

6. Utilizando [R](1 calcule a estimacéao LS de G;:
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vec (G‘(i)) = [(WH o WT)T o (E(i) ® A(i)ﬂTvec ([R]w)):

G(i) = UNVEC)/« M (VCC (G(i))>;

7. Repetir os passos 2-6 até a convergéncia.
. ~ . N A 'H;'*i
8. Apos a convergéncia calcule A gpay = %

Para o algoritmo ALS-PARATUCK2 o erro residual entre o tensor recebido no

arranjo de sensores e sua versao estimada na i-ésima iteracao € dado por

2

: (3.30)

P
€6 = Z HR(p) - ADp(W)Rst(W*)AH‘ .

p=1

e sua convergéncia na i-ésima iteracao também € alcancada quando a
diferenca |e;) — e;-1)] < 107° garantindo que o erro residual entre duas
iteracoes sucessivas nao varia consideravelmente.

Note que no estimador PARATUCK2 € assumido naturalmente que a matriz
R, # diag (p1,...,¢n), OU seja, a estimacao de A pode ser realizada utilizando
um numero finito de snapshots. Este fato acarreta um tempo de observacao
menor, sendo mais razoavel nesse caso, assumir que o tempo de coeréncia do
canal € maior do que o intervalo de observacao e que A € invariante durante
este intervalo. Além disso, a utilizacao do estimador PARATUCK2 possibilita
uma estimacao adequada quando os usuarios sao correlacionados, situacao

em que o método proposto em [10] nao se aplica.

3.3 Receptor Tucker4

|
Um terceiro método para solucionar o problema de estimacao da matriz

de assinaturas espaciais sera apresentado nesta secado. Diferentemente dos
receptores PARAFAC e PARATUCK2 que utilizam um total de P matrizes
de covariancias espaciais calculadas a partir dos dados recebidos em cada
sub-bloco, o presente método € baseado no calculo de apenas uma matriz
de covariancia espaco-temporal multimodo desses mesmos dados. Para
descreveé-lo devemos inicialmente realizar uma coleta dos dados recebidos no
decorrer dos P sub-blocos descritos na equacao (3.1), obtendo-se uma unica

matriz resultante descrita da seguinte forma

X AD(W) Vi
X(Q) _ AD2(W> S+ ‘/—(2) c CNPXTs (3.31)
X(p) ADp(W) Vip)
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ou de forma equivalente
U=WoA)S+V cCVP¥Ts, (3.32)

Vamos introduzir a matriz de covariancia espacgo-temporal multimodo

referente aos dados recebidos no decorrer dos P sub-blocos, dada por

Rym 2 Ly = (W o A) <%SSH) (W o AT + TiVVH,

T, s
R 021
Rum = (W o A) R, (W o A" + 62T € CNPXNP, (3.33)
Realizando a subtracao da estimacao da poténcia do ruido de R, ou seja,
Rym = Rum — 021, obtemos
Rom = (W o A)R, (W o A)f € CNPXNP, (3.34)

Um caso especial da relacao existente entre os produtos de Kronecker e
Khatri-Rao ocorre quando duas matrizes quaisquer A e B possuem O mesmo
numero de colunas e nao necessariamente o mesmo numero de linhas, ou
seja, A = [ay,...,a,] € B = [b,...,b,] em que a; e b, representam a i-ésima
coluna de A e B, respectivamente. Nesse caso, o produto de Khatri-Rao pode
ser interpretado como um caso especial do produto de Kronecker e a seguinte
propriedade € valida [65]

AoB=(A®B) L, (3.35)

em que L, € uma matriz de selecido de ordem n? x n. A partir da equacéao (3.35)

podemos reescrever a equacao (3.34) da seguinte forma

Rom =(W®A) LiRLY (We AT,
e S——
[R](1,2);(3,4) [Rs](1,2)5(3,4)
[Rl12:6.4 = (W @ A) [R126a (W@ AT € CVPNP, (3.36)

A matriz multimodo descrita na equacao (3.36) pode ser vista como uma forma

de matriciacdo multimodo de um tensor de quarta ordem R € CN*FxNxP

que
mescla os modos-1 e 2 nas linhas e os modos-3 € 4 nas colunas e pode ser

escrita em notacao de produto modo-n como
k:RS ><1A><2W><3A* X4 W*, (337)

em que R, € CM*xMxMxM ¢ o tensor de covariancia das sequéncias transmitidas

e esta relacionado com R, por R,(::m,m) = diag(R(:,m)) para m =
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1,..., M. O modelo descrito na equacao (3.37) € conhecido na literatura como
decomposicao Tucker4 simétrica [9] do tensor R em que seu tensor nucleo
R, esta associado com a matriz de covariancia das fontes R,. Nesse caso, as

seguintes correspondéncias sao obtidas:

(]17]2a]3a-[47R17R27R37R4) ~ (N7P7N7P7MaM7M7M)
(A,B,G,C,D) < (A, W, R, A", W*). (3.38)

Note que a modelagem realizada utilizando uma decomposicao Tucker4
absorve naturalmente no tensor nucleo R, a estrutura da matriz de
covariancia dos sinais transmitidos e assim como na modelagem PARATUCK2
também possibilita a realizacao da estimacao da matriz de assinaturas
espaciais em cenarios onde as fontes sao correlacionadas, desconsiderando
a necessidade de se conhecer a estrutura de covariancia das sequéncias
transmitidas assim como um numero suficientemente grande de snapshots.
Um caso especial da decomposicao Tucker4 ocorre quando as fontes sao
perfeitamente descorrelacionadas e com variancias unitarias, ou seja, R, =

I,,. Nesse caso a decomposicao Tucker4 ¢é descrita simplificadamente como
R:I4,M X1AX2WX3 A X4 W*, (339)

em que Z,), representa um tensor diagonal com elementos unitarios
posicionados na superdiagonal [9]. Nesse caso, a covariancia espaco-temporal
dos dados recebidos € descrita como uma decomposicao PARAFAC de um
tensor de quarta ordem.

Assim como nos demais métodos apresentados anteriormente o objetivo do
algoritmo consiste em estimar a matriz de assinaturas espaciais. O algoritmo
ALS-Tucker4 que sera descrito a seguir utiliza as formas matriciadas
unimodais referentes a cada modo do tensor de covariancia espaco-temporal
R descritas por [R]) € CN*N* [ [R]() € CP*PN* [ [R]5) € CN*N* e [R], € CP*PN?

e obtidas da seguinte forma [9]

Rl = A[RJoy (W0 A" W)", (3.40)
Rl = WRie (W@ A" @A), (3.41)
[R5 = AR (W o W A)', (3.42)
Ry = W R (A" 0 W A)', (3.43)

em que [R,]q) € CM*M° | [R,]@ € CMXM° [ [R]p € CMM e [Ry] € CM*M sao
as formas matriciadas do tensor de covariancia das fontes R, nos modos 1, 2,

3 e 4, respectivamente. Da mesma forma que os algoritmos ALS-PARAFAC
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e ALS-PARATUCK2 o algoritmo ALS-Tucker4 proposto também utiliza um
meétodo iterativo baseado em minimos quadrados alternados e o processo de
estimacao pode ser realizado assumindo ou nao o conhecimento das matrizes
A, W e R,. De forma geral o objetivo do algoritmo € minimizar a seguinte

funcao custo:

~

feusio (Rs A, W) = Ry = AR i) (W o A" W)T Hi (3.44)

Note que na equacao (3.44) o tensor de covariancia das fontes é assumido
como sendo desconhecido. Para realizar sua estimacao a propriedade descrita

em (3.18) € aplicada na equacao (3.34), obtendo a seguinte relacao
vec (Rum) = (W o A)" @ (W o A)]vec (R,) € CN' P, (3.45)

que sera utilizada em um dos passos do algoritmo ALS-Tucker4 que sera

apresentado de forma detalhada a seguir:

Algoritmo ALS-Tucker4

1. Fixe:=0;
Inicialize aleatoriamente G(izo), A(i_o), B’(i:o), C’(izo) e ﬁ(izo);

A A

2. A partir de G(,_), obtenha suas formas matriciadas [G o)), (G0
[Gi=0)3) € [Gli=0)w):

3. i1=i+1;

4. Usando [R] calcule a estimacdo LS de A :

. . . . . 1t

Ap = [Rlo [[96-v]w (D(i—1>®C<i—1>®B<z—1)> } ;
5. Usando [R] (_2) calcule a estimacéo LS de By, :

. T R R NI

By = [Rle) |Gu-vle) (D(i—l) ® Ci—1) ® A(i)) ] ;

6. Usando [R] (;;) calcule a estimacao LS de C :

A —

Cw =Rl |[Genle (15@—1) ® By ® A(z‘))T :
7. Usando [R] (_4) calcule a estimacéo LS de Tb(i) :
D, = [Rlw {[g(i—l)](@ (éu) ® By ® A(i)ﬂ :
8. A partir de A, B, C e Dy calcule:
‘i'l(i) - B(i) © A(i); li"2(2') - D(i) © ési)Q
9. A partir da relacéo (3.45) estime G;) seguindo os seguintes passos:
vec (Rﬁ”) = [\ifl(i) ® \112(,»)]Tvec (Rmm) ;
R = unvecy, s (Vec (Ré”)) ;
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form=1: M
- PN _ (3 (. .
G, 5, m,m) = vec (Rs (.,m)) :
end

Q>

<
=
—~

S
=

10. A partirde G () obtenha suas formas matriciadas G @l |

~ ~

Gl e Gmlw;
11. Repetir os passos 3-10 até a convergencia.
12. Apos a convergéncia calcule A(ﬁnal) = %

O algoritmo ALS-Tucker4 aborda o caso geral em que o tensor nucleo
e todas as matrizes fatores sdao desconhecidas. De forma semelhante aos
algoritmos ALS-PARAFAC e ALS-PARATUCK2, ou seja, assumindo que a
matriz de poténcias W € conhecida no receptor € facil perceber que os passos
5 e 7 sao omitidos durante o processo de estimacao. Assim como nos demais
casos a convergéncia do algoritmo ALS-Tucker4 € alcancada quando o erro

residual entre duas iteracoes sucessivas for |e;) — e;_1)| < 107° em que:

2

_ A R R N T
e(i) = H[R]u) — A[R]q) (W* ®RA*® W) .

(3.46)

3.4 Condicoes de Identificabilidade

|
Como o objetivo dos métodos propostos € realizar a estimacao cega dos

parametros de interesse, a identificabilidade torna-se uma questao importante
que deve ser considerada. Nesta secao, serdao analisadas as condicoes de
identificabilidade das matrizes de assinaturas espaciais e de covariancia das
fontes (A e R,) utilizando os receptores PARAFAC, PARATUCK2 e Tucker4

descritos anteriormente.

Receptor PARAFAC: Nesse caso, a identificabilidade no sentido dos minimos
quadrados esta ligada a recuperacao das matrizes A e R, a partir das
equacoes (3.7), (3.8) e (3.12), respectivamente. De acordo com as seguintes
equacoes

Rl =A(WR,o A*)T e [R]p=A"(WR,o A)T,

€ possivel perceber que uma solucao de minimos quadrados para A exige que
(WR, o A*)T e (WR,o A)T sejam rank linha completo e invertiveis a direita,

de forma que a seguinte condicao necessaria deve ser satisfeita:

PN > M. (3.47)
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Com relacao a recuperacao da matriz R, a analise dos critérios de

identificabilidade € realizada a partir de
vec ([R]s) = (A o Ao W) vecd (R,).

Nesse caso, percebe-se a exigéncia de que (A* 0Ao W) seja rank coluna
completo e invertivel a esquerda, para que estas condicoes sejam satisfeitas €
necessario garantir que

PN? > M. (3.48)

Receptor PARATUCK2: A analise da identificabilidade para este caso ¢é
realizada de forma similar a ideia apresentada para o receptor PARAFAC.
Entretanto, tais condicoes sao deduzidas a partir das equacoes (3.23), (3.26)

e (3.27) e de acordo com

Rl =Ip @A) A" e [R]g = Ipo A*)FAT,

percebe-se que para a obtencdo de A os termos (Ip® A)F, e (Ip ® A*) F;
devem ser rank coluna completo e invertiveis a esquerda, conduzindo a
seguinte desigualdade:

PN > M, (3.49)

que € a mesma condicao necessaria obtida anteriormente para o receptor
PARAFAC. Com relacao a R, temos que

vec ([R]y)) = [(WH o WT)T<> (A*® A)|vec(R,).

Nesse caso, uma solucao de minimos quadrados exige que
[(WHO WT)T<> (A*® A)] seja rank coluna completo e invertivel a esquerda.

tais caracteristicas podem ser obtidas quando
PN? > M. (3.50)

Receptor Tucker4: Por ultimo, as condi¢ées de identificabilidade do receptor
Tucker4 sao deduzidas a partir das equacoes (3.40), (3.42) e (3.45). Note que

de acordo com as seguintes expressoes

Rl = A[RJo) (W@ A" W) e [Rlg=AR]s W aWeA),

uma solugdo para A ¢é obtida quando [R.]y(W*® A*@W)' e

R (W*® W © A)" forem rank linha completo e invertiveis a direita, o
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que nos leva a obtencao da seguinte condicao:
P*N > M. (3.51)
Para a obtencao da matriz R, a seguinte equacao € analisada
vee (Rpm) = [(W o A)" @ (W o A)|vec (R,),

percebe-se a exigéncia de que [(W ¢ A)* ® (W ¢ A)| seja rank coluna completo

e invertivel a esquerda, nesse caso temos que
PN > M. (3.52)

No decorrer deste trabalho € assumido DoA distintas para cada fonte
considerada. Além disso, assume-se também que a matriz de poténcias
W € composta por valores reais positivos e aleatorios que seguem uma
distribuicao uniforme. Tais consideracdes garantem, portanto, que as
matrizes A e W possuem rank completo. De acordo com os critérios
de identificabilidade obtidos anteriormente para os diferentes receptores,
conclui-se que a existéncia da solucao de minimos quadrados € assegurada
quando P > M.

3.5 Estimacdo da DoA a partir de A gna)

|
Note que a estrutura da matriz de assinaturas espaciais A foi considerada

desconhecida no decorrer de toda a descricao dos algoritmos ALS-PARAFAC,
ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4. Esta caracteristica € de fundamental
importancia nos casos em que o arranjo de sensores possui uma geometria
arbitraria de forma que uma estimacao A(ﬁnal) pode ser facilmente obtida
utilizando os algoritmos propostos. Para as configuracoes Z2L-Shape e ULA
descritas no Capitulo 2, estimacoes para as matrizes de assinaturas espaciais

Aw, Ay e AZ sao obtidas a partir de A(ﬁnal) utilizando as seguintes relacoes:

(3.53)

A,
. Ay , para o arranjo 2L-Shape
A (final) = A

A, para ULA.

Naturalmente as estimacOoes para os angulos de elevacao e azimute
referentes a m-ésima fonte sdao obtidos considerando a média entre as

estimacoes provenientes de cada sensor independentemente. Dessa forma,
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sub-arranjo L

Figura 3.3: Spatial Smoothing para um Arranjo Arbitrario.

a estimacao do angulo de elevacao &,, € obtida a partir de

. 1 arg( 2(n- m))
“m =N, 1 Z O o (. — 1) d /A

(3.54)

Utilizando &,, duas estimacoes independentes Bm e ﬁ(y) para o angulo de

azimute da m-ésima fonte sao obtidas utilizando as seguintes equacoes:

N, B ~
. 1 : arg (Aﬂi(nx,m)>
(x) —
m N, —1 nZ:Q arccos (27r (nx — 1) d,, sin dm) /)\ ) (3.55)
N, B ~
~ 1 Y arg (Ay(ny,m)>
o= ! 3.56
5m Ny —1 nyZZZ arcsin (27‘( (ny - ]_) dy sin éém> /)\ ) ( )

por ultimo, de forma semelhante ao algoritmo ESPRIT para o arranjo 2L-Shape
uma estimativa para Bm € obtida utilizando as relacoes descritas em (2.31).
Em virtude da possibilidade de utilizacao dos algoritmos ALS-PARAFAC,
ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 para arranjos com geometria arbitraria,
serao apresentadas a seguir, outras propostas de receptores que possibilitam

realizar a estimacao da DoA dos sinais incidentes utilizando estes métodos.

3.6 Arranjo 2L-Shape com Spatial Smoothing

]
O método que sera descrito nesta secao € baseado na utilizacao da

propriedade de invariancia ao deslocamento. Esta propriedade possibilita
realizar uma abordagem ligeiramente modificada em relacao aos métodos
tensoriais descritos anteriormente. De forma geral, vamos supor que um
arranjo arbitrario seja dividido em L sub-arranjos idénticos compostos por
N, sensores cada, como ilustra a Figura 3.3. A partir destas consideracoes, a

matriz dos dados recebidos no /-ésimo sub-arranjo € dada por [4]

X, =JAS+JV - X, =A®,S+V, e CV*T,
~—~ ~~

AP, Vi
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Pt

fsnb-arranjo zg

snb-arranjo zq i '

Figura 3.4: Divisao do Arranjo 2L-Shape em Sub-Arranjos.

X, =AD(®S+V, I=1,..., L (3.57)

em que J; € uma matriz de selecao de ordem N; x N utilizada para selecionar
os sensores que compdem o [-ésimo sub-arranjo, A’ € CN*M ¢ a matriz de
assinaturas espaciais do sub-arranjo de referéncia e V; € CV*T é a matriz de
ruidos do [-ésimo sub-arranjo. Note que ®, € CY*M é uma matriz diagonal
que contém a defasagem sofrida pelo [-ésimo sub-arranjo em relagdo ao
sub-arranjo de referéncia e sua diagonal compde a [-ésima linha de & ¢ CL*M,
Desconsiderando o ruido aditivo na equacao (3.57), os dados recebidos no
[-ésimo sub-arranjo X, = X, — V; podem ser concatenados para [ = 1,...,L

obtendo uma tnica matriz X € CM&*T descrita por

x| [ api(e) ]
be A'Dy(®
g .2( Vs x- (Do A S € CNEXT, (3.58)
X A'Dy(®)
Sl |

A ideia principal desta secao € realizar a modelagem do receptor para um
arranjo 2L-Shape utilizando a técnica Spatial Smoothing. Para uma descricao
geral da modelagem vamos assumir que os arranjos lineares posicionados nos

eixos z, y e z sao divididos em L sub-arranjos idénticos com N, sensores cada
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(a Figura 3.4 ilustra o caso em que L = 2) e considerando por simplicidade de
notacao que L e N; sao independentes para cada eixo. Dessa forma, os dados
recebidos no [-ésimo sub-arranjo dos eixos z, y € z no p-€simo sub-bloco sao

descritos respectivamente por
Xap) = ALDi(®2) D, (W)S,
l/(l,p) = A;Dl((py)Dp(W)Sa
Z(p) = ALDI(®:) D, (W)S, (3.59)

em que A/, A} e A, ¢ C""*M sao as matrizes de assinaturas espaciais dos
sub-arranjos de referéncia e ®,, ®, e ®, € C**M sjo as matrizes de defasagem,
ambas relacionadas aos eixos z, y € z, respectivamente. A partir da equacao
(3.59) os dados recebidos nos L sub-arranjos de cada eixo sao obtidos de forma

semelhante a equacéao (3.58), de forma que para o eixo-x obtemos:

X(1p) ALDi (@)
X(2p) ALD>(®,) ,
) = . D,(W)S = X, = (®,0A))D,(W)S, (3.60)
Xy A, Dp(®,)
L i L _
Xp
para o eixo-y:
Y A Dy(®,)
Y A! Dy(®
S ?( v) D,(W)S — Y, = (®,0 A’) D,(W)S, (3.61)
| Yo || ADL(@®,) |
N———
YP
e por ultimo para o eixo-z:
Z1p) ALDi(®.)
Z(2,p) ALDy (%) ,
] = ) D,(W)S8 = Z,=(®,0A))D,(W)S. (3.62)
Z(L.p) ALDr(®.)
L . i L _

Exemplo: Para exemplificar a obtencdo das matrizes ®,, ®, e ®, vamos

considerar o arranjo ilustrado na Figura 3.4. De forma geral, para um
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arranjo linear uniforme quando o deslocamento realizado em cada sub-arranjo
em relacao ao anterior for d,,d, e d. as defasagens sofridas pelo [-€simo
sub-arranjo sao descritas por:

q)x(l’ :) — [efj%(lfl)dz sin ag 00851’ . ’efj%r(lfl)dl sin apg cosﬁMi| .

I

b I

®,(1,:) = [e—j%ﬂ(l—ndysinalsinﬁl 6—j27”(l—1)dysino¢MsinﬁM} .
A )

27

(I)z(ly :) _ |:e—j7(l—1)dzcosozl7 . ’e—jo“(l—l)dz cosaM} ) (363)

Note que os termos (®,¢ A’), (®,0A!) e (P, 0 A]) presentes nas equacoes
(3.60), (3.61) e (3.62) representam as formas matriciadas dos seguintes

tensores descritos pela decomposicao PARAFAC [9]:

Fi1=Tsn x1 I x5 Al x5 @, — [Fi]}}) = (B, 0 A}),

Foy :1'37]\/] X1 I Xo A; X3 (I)y — [.7:2]’(1‘1) = ((I)yOA;) s

.7:3 :I&M ><11><2 A; X3 ‘I)Z—>[.7:3]’(I‘1):(‘I)Z<>A;), (364)
Utilizando as relacdes descritas anteriormente, os dados recebidos nos L

sub-arranjos de cada eixo podem ser concatenados afim de se obter uma tnica

matriz referente ao p-ésimo sub-bloco, como descrito a seguir

Xp [-7:1]?1)

Y, | = | [l | D(W)S, p=1,....P. (3.65)
Z, [Fs]

X(p)

A partir da equacao (3.65) calculamos a matriz de covariancia dos dados

recebidos no p-ésimo sub-bloco

H

_ 1 - [fl}(Tl) [7:1](T1)
Ry & = X)Xy = Ry = | [Folyy | Dy(W)RD,(W) | [Fofyy | - (3.66)
[Fsl Fslay

Note que a equacao (3.66) possui a estrutura de uma decomposicao
PARATUCK2 e representa um dos modelos de recepcao do arranjo 2L-Shape
com Spatial Smoothing. Entretanto, a partir da equacao (3.65) os mesmos
procedimentos realizados na descricao dos receptores PARAFAC e Tucker4
podem ser repetidos, obtendo dessa forma as representagcdes do receptor para
o arranjo Z2L-Shape com Spatial Smoothing em termos das decomposicoes

tensoriais PARAFAC e Tucker4 descritos a seguir:
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FAR FAR
Ry = | [Fally | Do(Q) | [Fa]fy) | — PARAFAC (3.67)
[Fsl [Fs]
€ *
[Fl Gy [Fil
R =R, X4 [J:Q](Tl) xo W X3 [,7-'2](T1) x, W* = Tucker4. (3.68)
[Fs] ) [Fsl )

Nesse caso a forma matriciada multimodo R, do tensor R € dada por

H
) Fil Filhy
Ry =|W® [.7'-2](T1) R),2)34 | W [.7'_2]?1) ) (3.69)
[Fsloy [Fal iy

de forma que a matriz de assinaturas espaciais A para esta configuracao

possui a seguinte estrutura:

(3.70)

Como extensoes naturais do arranjo 2L-Shape, a seguir serao apresentadas
as modelagens tensoriais para o arranjo planar considerando dois casos
distintos. No primeiro caso sera realizada uma modelagem para o arranjo
ilustrado na Figura 2.3, enquanto no segundo a técnica Spatial Smoothing
sera utilizada para este mesmo arranjo. Como sera visto a seguir, os
dados recebidos no arranjo de sensores sao modelados como decomposicoes
PARAFAC, PARATUCK2 E Tucker4 de forma que a matriz A, diferente em cada

situacao, pode ser estimada utilizando os algoritmos propostos anteriormente.

3.7 Arranjo Planar sem Spatial Smoothing
|

Para o arranjo planar ilustrado na Figura 2.3 o sinal recebido no

(n.,n.)-€simo sensor proveniente da m-ésima fonte € descrito pela equacao
(2.11). A partir dessa estrutura vamos considerar que o m-€simo sinal recebido
no p-ésimo sub-bloco possua uma poténcia w, ,, de forma que a equacéo (2.11)

seja reescrita da seguinte forma desprezando a influéncia do ruido

- 27 : - 27
_ . L o= (ne—1)dy sin o, cos B | ,—j = (nz—1)d; cos am
x”xvnzvp(t) - Sm(t) wp,m @ > — 4 \6 - ~ )

(z) (2)

Ang,m An,m

Tz p(t) = Sm(t) - Wpm - agi),m : agi),m7 (3.71)




3.7. Arranjo Planar sem Spatial Smoothing 53

em que o termo a;?,m . a,(fj,m representa a defasagem sofrida pelo m-ésimo sinal

recebido no (n,,n,)-ésimo sensor em relacdo ao sensor de referéncia. A partir
da equacido (3.71) a matriz dos dados recebidos X € CY-*": referente ao

t-€ésimo snapshot do p-ésimo sub-bloco € descrita por

Trip(t) o TN p(t)
X = , ny=1...,.N, e n,=1,...,N,. (3.72)
INwalyp(t) e xNx7NZ7p(t)
em que
X =a, (am, Bn) al () Sm(t)Wpm € CNax Nz, (3.73)

Para M sinais incidentes simultaneamente, os dados recebidos sao obtidos

realizando o somatorio de todas as contribuicoes, ou seja, para m = 1,..., M
obtemos
M
X = Z az (o, Bn) al (o) S (D) Wy m (3.74)
m=1
s1(t) Wp,1 al ()

Z[ax(oﬂ,ﬁl) ax(OéMyﬂM):| : ;
sar(t) Wy M a’ (o)

de forma sumarizada a equacao (3.74) pode ser reescrita da seguinte forma
X o = A,D,(W)D,(S" AT (3.75)

Note que de acordo com a equacao (2.51) os dados recebidos no arranjo
planar sao descritos pela decomposicao PARAFAC do tensor de quarta ordem
X € CNaxNoxPXTs em que a equacao (3.75) representa os slices de X obtidos
fixando as dimensdes N, e N, e variando ¢t = 1,...,7, e p = 1,...,P. Para
obter estruturas compativeis com os algoritmos propostos, vamos inicialmente
reescrever a equacao (3.75) utilizando a propriedade do produto de Khatri-Rao

descrita em (3.11) obtendo a seguinte equacao
vee (X 1) = (A, o A;) D,(W)veed (Dy(S7)) , (3.76)

em seguida concatenando os dados recebidos no decorrer dos 7, snapshots

que compodem o p-€simo sub-bloco temos

vec (X 1) -+ vec(X.,r) ] = (A, 0 A;) D, (W) [Vecd (D1(ST)) -+ vecd (Dr,(ST)) } ,

Yy = [Hi)Dp(W)S, p=1,...,P. (3.77)
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e oo

sub-arranjo 1
- - s * | sub-arranjo L
L JR KN I

0 - -0 0

Figura 3.5: Spatial Smoothing para o Arranjo Planar.

em que Y[,y € C"+V=*T> ¢ uma forma equivalente da matriz dos dados recebidos
no arranjo planar no p-ésimo sub-bloco e [7—[1](T1) = (A, ¢ A,) representa a forma
matriciada no modo-1 do seguinte tensor PARAFAC [9]:

Hi=Tsn <11 %2 Ay X3 A, = [Ha]l) = (A.0 A,). (3.78)

A partir da equacao (3.77) obtemos a matriz de covariancia espacial dos dados

recebidos no p-ésimo sub-bloco
5 o 1 H s T * T "
Ry & ¥ Y3 = Ry = | LIl | D,OWIR.D,W) [l |7 3.79

A equacao (3.79) descreve a representacao do receptor para o arranjo
planar em termos da decomposicio PARATUCK2 do tensor R € CNeVexNaNax P
De forma analoga as Secoes 3.1 e 3.2 as representacoes do modelo de recepcao

em termos das decomposicoes PARAFAC e Tucker4 sao obtidas:

_ H
Ry = | 1] | Dy(@) | k) | — PARAFAC (3.80)
e
R=Roxi | [H]f | e W xs | ]l | % W = Tucker4. (3.81)
Para esse caso as matrizes R,, € A sdo descritas da seguinte forma
respectivamente:
Rum = (W @ [Hi]l)) [Ri 24 (W @ [’Hl](Tl))H e A=[H. (3.82)

3.8 Arranjo Planar com Spatial Smoothing
]

A segunda abordagem referente ao arranjo planar € baseada na utilizacao

da técnica Spatial Smoothing. De forma semelhante a modelagem realizada na
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Secao 3.6, vamos considerar que o arranjo planar ilustrado na Figura 2.3 seja
dividido em L sub-arranjos idénticos de acordo com a Figura 3.5.

Por se tratar de um arranjo em duas dimensoes existem duas matrizes
relacionadas com as defasagens sofridas pelos sub-arranjos de forma que
i-ésima linha de ®, € C*M possui a defasagem sofrida em relacdo ao eixo-z €
a j-ésima linha de ®, € C/*M possui a defasagem sofrida em relacao ao eixo-z,
de forma que o par (i, ;) esta relacionado com o [-ésimo sub-arranjo. A partir
dessas consideracoes a matriz dos dados recebidos no [-€simo sub-arranjo €
descrita da seguinte forma

X .o = (J;A,) D,(W)D,(S87) (J,A,)", (3.83)

em que J; e J; sdo matrizes de selecao utilizadas para selecionar os
sensores relacionados aos eixos r € z que compoem o [-ésimo sub-arranjo,
respectivamente. Os L sub-arranjos considerados possuem invariancia dual
[28], dessa forma podemos reescrever a equacao (3.83) de forma mais geral,
ou se€ja,
Xiptg) = (ALDi(@2)) Dy(W)Di(ST) (ALD;(%.))"
Xipti) = ALD{(®,)D,(W)D(S")D;(®,) A, (3.84)

z

Note que os dados recebidos no [-ésimo sub-arranjo sao modelados pela
decomposicao PARAFAC do tensor X de ordem 6. Entretanto, tensores que
possuem estruturas compativeis com os algoritmos propostos podem ser
obtidos a partir da equacao (3.84). Para descrevé-los devemos inicialmente
agrupar os modos 1 e 6 do tensor X nas linhas para i = 1,...,[ realizando a

seguinte concatenacao

[ X | [ AD@) ]
v | | AP b (w80, (@) 47
| Xty | | ADH(®2) |
X (p,t,5)
Xpij) = (B2 0 AL) D, (W)D,y(ST)D;(®.) AT, (3.85)

Em seguida os modos 2 e 3 sao agrupados nas colunas realizando a seguinte

concatenacao para j =1,...,J

X(p,t)Z[X(p,t,l) Xty 0 Xpus)

z z

= (@xOAla) DP(W>Dt<ST) |: Dl(q)z)AlzT DQ((I)Z)AIT U DJ((I)z)AlT ]
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X = (B, 0 AL) D,(W)Dy(ST) (@, 0 AL)", (3.86)

aplicando a propriedade do produto de Khatri-Rao descrita na equacao (3.11)

em (3.86) obtemos a seguinte relacao
vee (X)) = (®. 0 AL o @, 0 Al) D,(W)veed (D,(S)), (3.87)

em seguida concatenando os dados recebidos no decorrer dos 7, snapshots

que compoem o p-€simo sub-bloco obtemos

X = [vec (X)) - vee (Xepm)) }
=(®,0A 0®,0A))D,(W) [ veed (Dy(ST)) - vecd (Dr,(ST)) ] ,
X = [Ho](yD,(W)S, p=1,...,P. (3.88)

Note que [’Hg](Tl) = (®,0 A, oP, o A’) representa a forma matriciada no modo 1
do seguinte tensor PARAFAC de quinta ordem [9]:

Ho =T5 ) x1 I X0 AL x3®, x4 AL X5 P, — [Hg](Tl) =(®,0A 0P, 0A)). (3.89)

Finalmente, para obtermos as estruturas desejadas calculamos a partir da
equacao (3.88) as matrizes de covariancia espacial para p = 1,..., P que
descrevem os slices do tensor R em termos da decomposicao PARATUCK2
Ly X1 Ry, — T |D D,(W* ] 3.90
T, )X = By = [ [H2](1) } »(W)R,D,(W?) [ [7"2](1) } : (3.90)

De forma analoga as secoes 3.1 e 3.2 obtemos as representacoes PARAFAC e

Ry =

Tucker4 descritas a seguir:

H
Ry = | [Ma]ly) | Do(Q) | [Hah) | — PARAFAC (3.91)

R =R, X, [ [HQ](TD ] X9 W X3 [ [7—[2]?1) } x4 W* — Tucker4. (3.92)

No caso do arranjo planar com Spatial Smoothing as matrizes Ry, € A sao
descritas da seguinte forma:

H
Rom = (W ® [%2]{1)) Ro]a2ea (W [Hz]{l)) e A= ['Hg]a). (3.93)

A modelagem do receptor para todas as estruturas de arranjos abordadas
até o momento recaem nas decomposicoes PARAFAC, PARATUCK2 e Tucker4.
Dessa forma, os algoritmos propostos neste trabalho podem ser utilizados

em todos os casos no processo de obtencdo da matriz Ay € o estudo de
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identificabilidade fornecido na Secao 3.4 pode ser facilmente estendido para
os casos com Spatial Smoothing. Considerando todas as configuracoes de
arranjos utilizadas até o momento, estimacoes para as matrizes de assinaturas
espaciais A,, Ay eA e para as matrizes de defasagem >, <i>y ed, podem ser
obtidas a partir de A(ﬁnal) de acordo com a Tabela 3.1:

Tabela 3.1: Estrutura da Matriz A(ﬁnal).

Configuracao do Arranjo A (fina
A,
2L-Shape Ay
A,
(B, 0 A’,)
2L-Shape com Spatial Smoothing (c?y o l{l’y)
(P, 0 A",)
Planar (A, 0 A,)
Planar com Spatial Smoothing ((i)z oA od, 0 A’x)

Note que apenas na configuracao 2L-Shape sem Spatial Smoothing é
possivel obter estimacées diretas para as matrizes A,, Ay e A, realizando
0 particionamento de A(ﬁnal). Entretanto, nas demais configuracdes nao
€ possivel obté-las diretamente, pois sua estrutura esta relacionada com
o produto de Khatri-Rao entre as matrizes de interesse. Nesses casos, a
utilizacao do algoritmo LS-KRF como ultimo passo dos estimadores propostos

torna-se necessaria e sua descricao sera realizada detalhadamente a seguir:

3.9 Least-Squares Khatri-Rao Factorization (LS-KRF)

|
O LS-KRF (do inglés, Least-Squares Khatri-Rao Factorization) foi proposto

em [67] e vém sendo amplamente utilizado na area de processamento de
sinais, principalmente em trabalhos que envolvem estimacao de parametros
em sistemas de comunicacao [8] e [5]. Sua utilizacao proporciona solucionar
dois tipos de problemas, o primeiro quando uma matriz € conhecida e o
segundo quando ambas as matrizes sao desconhecidas [68]. No decorrer
deste trabalho a segunda abordagem sera utilizada, detalhes sobre a primeira
podem ser obtidos em [68]. De forma arbitraria, vamos considerar que a matriz
C ¢ CMNxP ¢ descrita pelo produto de Khatri-Rao entre as matrizes A € CM*P
e B € CN*P, ou seja C = A ¢ B, e desejamos obter as estimacoes de A e B que

minimizam a seguinte funcao custo:

2

feuso (4. B) = |0~ 4o B

, (3.94)
F
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A partir da definicao do produto de Khatri-Rao descrita em (2.41) a p-ésima
coluna de C, descrita por c,, € obtida através do produto de Kronecker entre
a p-ésima coluna das matrizes A e B, ou seja ¢, = a, ® b,, de forma que se
os dados contidos em ¢, forem reorganizados como uma matriz C, € C¥*™ em

que vec <C’p> = ¢, entao C’p pode ser reescrita da seguinte forma
C,=b, -a’. (3.95)

Estimacdes para a p-ésima coluna das matrizes A e B podem ser obtidas
calculando a SVD (do inglés, Singular Value Decomposition) da matriz ép, ou
seja,

C,=U,%,VH, (3.96)

de forma que a melhor aproximacao de C, como uma matriz de rank-1 € obtida
através do truncamento da SVD em seu primeiro termo e as estimacoes para

a p-ésima coluna das matrizes A e B sao descritas por:

a, = /o, - v} € CM*1 (3.97)
€
b, = /o1 -u; € CVXL, (3.98)

em que u; € v; sao vetores formados pela primeira coluna das matrizes U,
e V,, respectivamente, € 0; € o maior valor singular extraido da matriz ¥,
para p = 1,...,P. A seguir o algoritmo LS-KRF sera apresentado de forma

sumarizada:

Algoritmo LS-KRF

Fixe p = 1;

1. Reorganize os dados contidos em ¢, como uma matriz C, € CN*M
de forma que vec (C’p) = cp;

2. Obtenha as matrizes U,, %, e V, a partir da SVD de C,:

ép = Upzpv;;H
3. Calcule as estimacoes para a p-€sima coluna de Ae B:

Alp) = o1 vi e B(up) = Var-w

em que v; = V,(;,1) e u; = U,(:,1) e 0, € o maior valor singular de X,;

4. Sep< P, fixe p=p+ 1 e repita os passos 1-3.
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Para os arranjos 2L-Shape com Spatial Smoothing e planar a forma padrao
do algoritmo apresentada anteriormente € aplicada diretamente nas matrizes
(®, 0 A7), (B, 0 A"), (B.0A’.) e (A, o A,), respectivamente. Entretanto, no
caso do arranjo planar com Spatial Smoothing a generalizacao do LS-KRF para
ocaso AN o AP o...0 AN sendo aplicado N — 1 vezes consecutivas possibilita
realizar as estimacoes a partir de (i)z oA, od, o A’m).

E importante salientar que as solucdes obtidas utilizando o LS-KRF nio
sao unicas pois as colunas das matrizes estimadas sao multiplicadas por um
fator de escala. Entretanto, como em todos os casos a primeira linha das
matrizes originais sao conhecidas com elementos iguais a 1 esta ambiguidade
pode ser facilmente removida e os angulos &, € B podem ser obtidos
independentemente a partir de A’,, A’y e A’, de acordo com as equacées
(3.54), (3.55) e (3.56) e a partir de <i>x, Cf'y e <i>z utilizando as equacodes
(2.25), (2.30) e (2.31) de modo que as estimacoes finais representam a média

aritmética dos valores estimados em cada caso.



Capitulo I

Resultados Numeéricos e

Discussoes

Neste capitulo, os resultados de simulacao obtidos em alguns exemplos
numeéricos serao apresentados com o objetivo de avaliar o desempenho e
validar os meétodos propostos neste trabalho. Esta analise € realizada
em funcao da SNR do sistema para cada um dos métodos apresentados
anteriormente condiderando varios cenarios constituidos a partir da variacao
do numero de fontes, snapshots e sensores que compdem o arranjo. Os
resultados obtidos serao apresentados e discutidos separadamente para cada
configuracao de arranjo utilizada, entretanto todas as simulac¢ées refletem
o comportamento médio obtido a partir de 1000 simulacoes de Monte Carlo
independentes. Em cada simulacao os simbolos transmitidos seguem uma
modulacao BPSK (do inglés, Binary Phase-Shift Keying), a matriz de poténcias
W é assumida conhecida no receptor e segue uma distribuicdo uniforme e a

distancia entre os sensores € considerada fixa e igual a A\/2.

4.1 Resultados para o Arranjo Linear Uniforme
|

Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos para o arranjo linear

uniforme. A primeira analise realizada descreve o desempenho da estimacao
dos angulos de elevacao das fontes obtidos a partir de A(ﬁnal). A meétrica
utilizada neste primeiro caso € o RMSE (do inglés, Normalized Mean Square

Error) definido para uma dada SNR da seguinte forma:

1 1000 1 M - (w) 9
RMSE swg) = 105 =3 (am—al?)" (4.1)
w=1 m=1

A ('UJ) . ~ d ~ 1 d _Aai f _Aai
€m que oy, representa a estlmagao 0 angulo da m-esima onte na w-€ésima

simulacao de Monte Carlo. Na Figura 4.1 € considerado um cenario com

60
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Figura 4.1: RMSE versus T; para M = 2N = 5 e P = 20 para SNR = 15 dB e
configuracao ULA no receptor.
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Figura 4.2: Tempo médio de processamento versus Ts para M = 2, N =5e P = 20
para SNR = 15 dB e configuracdao ULA no receptor.

M =2, N =5e P = 20 para uma SNR fixa e igual a 15 dB. A partir
deste experimento, € possivel perceber que o método proposto ALS-Tucker4
apresenta um desempenho em termos do RMSE semelhante ao ALS-PARAFAC
aplicado diretamente no tensor de dados. Além disso, ambos apresentam
desempenhos superiores aos métodos ALS-PARAFAC e ALS-PARATUCK2

baseados em covariancias espaciais. No que diz respeito ao tempo médio
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Figura 4.3: NMSE de A(ﬁnal) versus SNR para M = 4, N = 3 e P = 25 considerando
diferentes valores de 7 e configuracao ULA no receptor.

de processamento nota-se, a partir da Figura 4.2, que os métodos propostos
apresentam menor complexidade computacional em relacao a aplicacao do
ALS-PARAFAC diretamente no tensor de dados quando valores elevados de
snapshots por sub-bloco sao considerados. Este comportamento € proveniente
da independéncia em relacao a 7, obtida apdés o calculo das covariancias
espaciais e espaco-temporais dos dados recebidos.

As proximas analises descrevem o desempenho da estimacao da matriz de
assinaturas espaciais utilizando como métrica o NMSE (do inglés, Normalized

Mean Square Error) em funcao da SNR, sendo este definido como:

1000 || A (w) 2

1 ||A(ﬁnal) - AHF
NMSE = 4.2
SNR) = 7000 wE1 HAH§ , 4.2)

em que A&”r)lal) representa a estimacao de A obtida na w-€sima simulacao de
Monte Carlo. A Figura 4.3 apresenta o desempenho em termos de NMSE para
diferentes valores de T, considerando um cenario com M =4, N =3 e P = 25
sendo os angulos de elevacao das fontes iguais a a; = 21.2°, ay = 37.5°, a3 = 56.3°
e ay = 77.4°. Pode ser visto que os métodos propostos ALS-PARATUCK2 e
ALS-Tucker4 superam o ALS-PARAFAC em todas as situacdoes. O melhor
desempenho obtido pelo ALS-Tucker4 esta relacionado a estrutura tensorial
de quarta ordem obtida em sua modelagem que proporciona uma melhor
utilizacao da estrutura multilinear dos dados. O piso exibido pelo método
ALS-PARAFAC esta diretamente relacionado com o erro de modelagem devido

a suposicao de que a matriz de covariancia das fontes seja perfeitamente
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Figura 4.4: NMSE de A(ﬁnal) versus SNR para N = 3, T; = 50 e P = 25 considerando
diferentes valores de M e configuracao ULA no receptor.

diagonal. Portanto, quando se trabalha com covariancias de amostras reais
os métodos propostos sao preferiveis.

Na Figura 4.4 o desempenho € avaliado para diferentes valores de M
considerando um cenario em que N = 3, T, = 50 e P = 25. Nos casos
em que M = 4 os mesmos angulos de elevacao considerados na simulacao
anterior foram utilizados, entretanto para M = 2 foram considerados «; = 37.5°
e ap = 77.4°. Note que, com o aumento do namero de fontes e fixando o niumero
de sensores todos os métodos apresentaram uma degradacao na qualidade da
estimacao, visivel com o aumento do NMSE para uma dada SNR. Nesse caso,
percebe-se que o método ALS-PARATUCK2 apresenta maior sensibilidade em
comparacao ao ALS-Tucker4. Entretanto, esta degradacao nao promove uma
perda acentuada na qualidade da estimacao, de modo que estes métodos
podem ser aplicados confiavelmente nesse tipo de cenario. Assim como na
simulacao anterior os métodos propostos superam o ALS-PARAFAC em virtude
do erro de modelagem existente neste método.

Como os métodos propostos sao iterativos uma métrica indispensavel
na analise do desempenho € o numero de iteracoes necessarias para a
convergéncia dos algoritmos. Na Figura 4.5 o desempenho € avaliado em
termos do numero médio de iteracées em funcido da SNR utilizando os
mesmos parametros da Figura 4.4. Em todos os casos o numero de iteracoes
aumenta quando um numero maior de fontes € considerado. Note que o
ALS-PARATUCKZ2 converge com mais iteracoes em relacao aos demais métodos

enquanto o numero de iteracoes no ALS-Tucker4 permanece constante
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Figura 4.5: Numero meédio de iteracoes versus SNR para N = 3, T;, = 50 e P = 25
considerando diferentes valores de M e configuracao ULA no receptor.
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Figura 4.6: RMSE versus SNR para M =2, N =6, T; = 40 e P = 20 e configuracao
ULA no receptor.

independente da SNR. Pode ser visto também que o método ALS-PARAFAC
possui o menor numero de iteracoes em todos os experimentos, entretanto
sua utilizacao € inviavel como mostra a Figura 4.4.

A Figura 4.6 mostra o RMSE das estimacoes dos angulos de elevacao em
funcao da SNR para um cenario com M =2, N =6, T; = 40 e P = 20 e angulos

a; = 28.2° e ap = 54.3°. Neste experimento os desempenhos sao comparados
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Figura 4.7: RMSE versus SNR para M =2, N =4, Ts = 40 e P = 20 e configuracao
ULA no receptor.

aos métodos matriciais MUSIC com ¢ = 0.01 e § = 0.05 e ESPRIT. O parametro
0 representa o intervalo (passo) entre os angulos de elevacao utilizados na
varredura do espectro Pyusic. Note que os métodos propostos apresentam
melhor desempenho em relacao ao MUSIC e ESPRIT sob as mesmas condicoes
de simulacdo sendo mais acentuado no ALS-Tucker4 em todos os valores de
SNR considerados. O piso exibido pelo método MUSIC com § = 0.05 esta
relacionado com a utilizacao de um passo elevado na varredura.

Na Figura 4.7 um cenario mais desafiador € considerado, ou seja, o numero
de sensores € reduzido para N = 4 em comparacao a simulacao anterior. Nesse
experimento os métodos propostos ainda apresentam melhor desempenho
em comparacao aos meétodos concorrentes ALS-PARAFAC, MUSIC e ESPRIT.
Entretanto, os ganhos obtidos pelos métodos tensoriais propostos sao mais
evidenciados em comparacao aos resultados observados na Figura 4.6
tornando-os mais atraentes principalmente quando um numero reduzido de
sensores € utilizado no arranjo receptor.

A Figura 4.8 mostra o tempo médio de processamento em segundos em
funcao da SNR considerando o mesmo cenario descrito na Figura 4.6. Note
que os métodos ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 apresentam um tempo de
processamento semelhante ao método MUSIC com § = 0.05 para valores
meédios e altos de SNR. Em comparacao ao MUSIC utilizando § = 0.01 os
métodos tensoriais apresentam desempenho superior em virtude do pequeno
valor de § utilizado que acarreta numa busca exaustiva para um grande

numero de pontos que compdem o espectro espacial Pyysic. Com relacao
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Figura 4.8: Tempo médio de processamento versus SNR para M =2, N =6, T, =40 e
P = 20 e configuracao ULA no receptor.

ao ESPRIT o desempenho torna-se substancialmente inferior em virtude
desse método apresentar uma solucao fechada diferentemente dos métodos

propostos que sao baseados em algoritmos iterativos.

4.2 Resultados para o Arranjo 2L-Shape

|
A analise para os arranjos 2L-Shape e Planar sera realizada considerando

o par elevacao e azimute simultaneamente no calculo do RMSE. Esta métrica
€ denominada RMSE total dos angulos estimados definida da seguinte forma

para uma dada SNR:

1 N sw))
RMSEow = 75 =3 {(am — ) + (B - BY) ] (4.3)

em que ﬁ,(ﬁ” ) éa estimacao do angulo de elevacao da m-ésima fonte na w-ésima
simulacao de Monte Carlo. A Figura 4.9 representa um cenario em que M = 3,
P =25, T, = 40 e o numero de sensores em cada eixo N,, N, € N, sao iguais a
4. Os pares (o, 5,) sdo dados por (22.4°,31.6°),(39.2°,50.5°) e (72.5°,65.8°) para
m = 1,...,3, respectivamente. Observe que neste experimento os métodos
ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 adicionados do LS-KRF apresentaram um
desempenho superior em comparacdao aos métodos de recepcao padrao do
arranjo 2L-Shape para todos os valores de SNR considerados. A utilizacao
da técnica Spatial Smoothing dividindo cada arranjo em dois sub-arranjos

idénticos torna-se uma opcao atraente que proporciona um ganho acentuado
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Figura 4.9: RMSE versus SNR para M =3, P =25, T, =40 e N, N, e N, iguaisa 4 ¢
configuracao 2L-Shape no receptor.

na qualidade da estimacao da DoA mesmo para cenarios que possuem
um numero reduzido de sensores em cada eixo. Além disso, esta técnica
descarta a necessidade de utilizar uma quantidade maior de sensores pois
um comportamento equivalente € obtido a partir do aumento da diversidade
espacial oriunda da propriedade de invariancia ao deslocamento existente
nesse tipo de arranjo.

Nas Figuras 4.10 e 4.11 o mesmo cenario descrito no experimento anterior
€ considerado. Nestas simulacoes a analise do desempenho € realizada em
termos do numero médio de iteracoes e do tempo médio de processamento.
Na Figura 4.10 note que o numero de iteracoes independe da técnica utilizada
e assim como observado na configuracao ULA o método ALS-PARATUCK2
converge com mais iteracoes em relacao aos demais métodos tensoriais.
A Figura 4.11 mostra o tempo médio de processamento de cada um dos
métodos. Observe que o ganho alcancado em termos de RMSE com a
utilizacao da técnica Spatial Smoothing reflete num aumento do tempo médio
de processamento. Este comportamento € proveniente do aumento do niumero
de sensores utilizados na recepcao dos sinais que geram naturalmente um
aumento nas dimensées do tensor de dados, afetando diretamente no tempo
de processamento das operacoes matematicas intrinsecas nos algoritmos.

Na Figura 4.12 o desempenho dos métodos de estimacao tensoriais

utilizando Spatial Smoothing sao comparados aos métodos matriciais MUSIC



4.2. Resultados para o Arranjo 2L-Shape

68

10

' =0— ' ALS-PARAFAC

—0— ALS-PARAFAC+LS-KRF

' =0= ' ALS-PARATUCK2

—O— ALS-PARATUCK2+LS-KRH
' =0= " ALS-Tucker4

—©— ALS-Tucker4+LS-KRF

NUMERO MEDIO DE ITERACOES

10 :

10

15 20 25 30
SNR (dB)

Figura 4.10: Numero médio de iteracoes versus SNR para M = 3, P = 25,75 = 40 e
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Figura 4.11: Tempo médio de processamento versus SNR para M = 3, P = 25,7, = 40

e N, N, e N, iguais a 4 e configuracao 2L-Shape no receptor.

e ESPRIT para o arranjo 2L-Shape em termos do RMSE total considerando

um cenario com os seguintes parametros: M = 2, P = 25,7, = 40 e N,,N, €

N, iguais a 3 e as direcoes de chegada das fontes sao dadas pelos seguintes

pares de azimute e elevacao (22.4°,31.6°) e (39.2°,50.5°).

Nesse experimento

os métodos ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 apresentam um desempenho

muito superior em comparacao ao ESPRIT. Esse ganho acentuado esta
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Figura 4.12: RMSE versus SNR para M =2, P =25,T; =40 e N,, N, € N, iguais a 3 ¢
configuracao 2L-Shape no receptor.

relacionado as limitacoes apresentadas por esse método provenientes do fato
das estimacoes dos angulos de elevacao e azimute serem realizadas utilizando
cada eixo separadamente conforme descrito no Capitulo 2, enquanto que nos
demais métodos a geometria 2L-Shape € utilizada completamente.

Em comparacao ao MUSIC os métodos propostos apresentam um ganho
consideravel para valores de SNR superiores a 10dB quando § = 1, caso em que
o passo utilizado na varredura do espectro espacial € extremamente elevado.
Diminuindo o passo para é = 0.5 observa-se que o desempenho do método
ALS-PARTUCK2 € praticamente igual ao MUSIC para baixos valores de SNR
podendo ser considerado igual para toda a faixa de SNR simulada quando um
passo extremamente pequeno for utilizado. Entretanto, para valores elevados
de SNR os métodos tensoriais propostos apresentam melhor desempenho pois
o RMSE decresce linearmente enquanto que no MUSIC ocorre uma saturacao
a partir de 15dB proveniente do valor de ¢ utilizado na simulacao.

Na Figura 4.13 a analise do desempenho da simulacao anterior é
realizada utilizando o tempo médio de processamento como meétrica. Observe
que os métodos ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 possuem um tempo de
processamento inferior ao MUSIC tornando-os mais viaveis principalmente
quando ¢ = 0.5, situacao em que os métodos propostos apresentam um tempo
médio de processamento aproximadamente dez vezes menor que o MUSIC
mesmo para valores de SNR em que o RMSE sao préoximos como mostra a
Figura 4.12. Para § = 1 a utilizacao do MUSIC pode ser descartada pois

seu desempenho € insatisfatério em termos de RMSE e tempo médio de
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Figura 4.13: Tempo médio de processamento versus SNR para M =2, P = 25,T; = 40
e N, N, e N, iguais a 3 e configuracao 2L-Shape no receptor.

processamento. Como visto na Figura 4.12 quando o valor de § diminui o
desempenho do MUSIC melhora consideravelmente, em contrapartida, nesse
caso o tempo médio de processamento aumenta consideravelmente em virtude

do grande numero de pontos utilizados na composicao do espectro Pyusic.

4.3 Resultados para o Arranjo Planar
|

Os resultados obtidos referentes ao arranjo de sensores planar descrevem

o comportamento médio de um cenario em que M = 2, P = 25T, = 50 e N,
e N, sao iguais a 4, totalizando 16 sensores uniformemente distribuidos no
plano x — z. Os pares (ay,, ) sdo dados por (25.4°,31.3°) e (76.2°,70.5°). Note
que na Figura 4.14 de forma semelhante a configuracao 2L-Shape, a utilizacao
da técnica Spatial Smoothing dividindo o arranjo planar em dois sub-arranjos
idénticos compostos por 9 sensores cada, também apresenta um desempenho
superior em termos de RMSE em comparacao aos métodos ALS-PARATUCK2
e ALS-Tucker4 padrao.

Nesse caso, € possivel perceber que uma maior variacao € obtida quando o
receptor € modelado via decomposicao PARATUCKZ2, entretanto um melhor
desempenho € alcancado quando o ALS-Tucker4 adicionado do LS-KRF
€ utilizado. Da mesma forma que nos demais casos, a utilizacao do
ALS-PARAFAC torna-se inviavel em virtude da nao diagonalidade da matriz
R,. Em relacao ao numero médio de iteracoes para a convergéncia, a Figura

4.15 mostra que mesmo com o aumento do namero de dados recebidos no
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Figura 4.14: RMSE versus SNR para M = 2, P = 25,7, = 50 e N, € N, iguais a 4 e
configuracao Planar no receptor.

- =O- ' ALS-PARAFAC

10 —©— ALS-PARAFAC+LS-KRF

. =O- ' ALS-PARATUCK2

—6— ALS-PARATUCK2+LS—-KRH
' =Q= ' ALS-Tucker4

—O— ALS-Tucker4+LS-KRF

NUMERO MEDIO DE ITERACOES
Si—‘
i
. &
1 ]
A
i
®»
! 1
[
1
P ®
o
|
4 &
I
[
&
1 1
A I
il
@®—@

10

5 10 15 20 25 30
SNR (dB)

Figura 4.15: Numero médio de iteracoes versus SNR para M =2, P =25,T; =50 € N,
e N, iguais a 4 e configuracao planar no receptor.

arranjo de sensores proveniente da utilizacao da técnica Spatial Smoothing
uma variacao consideravel no namero de iteracoes nao € observada.

Nas Figuras 4.16 e 4.17 o desempenho dos métodos propostos sao
comparados com o MUSIC e ESPRIT. Na Figura 4.16 a propriedade de
invariancia ao deslocamento nao foi utilizada de modo que as estimacoes
foram obtidas diretamente a partir do ALS-PARAFAC, ALS-PARATUCK2 e
ALS-Tucker4. Note que neste caso os métodos propostos apresentam
desempenho superior em relacao ao MUSIC e ESPRIT. Entretanto, o ganho
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Figura 4.16: RMSE versus SNR para M = 2,P = 25,7 = 50 e N, € N, iguais a 4 e
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Figura 4.17: RMSE versus SNR para M = 2, P = 25,7, = 50 e N, € N, iguais a 4 e
configuracao Planar com Spatial Smoothing.

obtido € praticamente constante em relacdo ao ESPRIT para toda a faixa
de SNR utilizada. Em relacao ao MUSIC o ganho torna-se mais acentuado
para valores elevados de SNR em virtude do piso exibido por este método
provocado pelos valores de § utilizados. Na Figura 4.17 pode ser visto
que a utilizacao da técnica Spatial Smoothing no arranjo planar apresenta
um ganho mais acentuado em relacao aos métodos matriciais, como era
esperado de acordo com os resultados apresentados na Figura 4.14. Nesse
caso os métodos ALS-PARATUCK2 e ALS-Tucker4 com LS-KRF apresentam

desempenhos semelhantes.
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Figura 4.18: Tempo médio de processamento versus SNR para M =2, P = 25,7, = 50
e N, e N, iguais a 4 e configuracao Planar no receptor.

Na Figura 4.18 a analise do desempenho € realizada em termos do
tempo meédio de processamento em segundos em funcao da SNR. Note
que apenas o ALS-Tucker4 adicionado do LS-KRF apresenta um tempo
de processamento semelhante ao MUSIC quando um passo 0 = 0.5 €
utilizado. Os demais métodos propostos apresentam menor duracao mesmo
em comparac¢ao ao MUSIC para § = 1. Em comparacao aos métodos baseados
na decomposicao PARAFAC e ao ESPRIT os métodos tensoriais propostos
possuem um custo computacional superior. Entretanto, de acordo com os
resultados apresentados nas Figuras 4.16 e 4.17, mesmo com o aumento do
tempo médio de processamento estes métodos tornam-se mais atraentes em
relacao ao erro de estimacao de DoA descrito pelo RMSE, principalmente nos
casos em que a técnica Spatial Smoothing € utilizada na recepcao dos sinais.

Nesses casos, o algoritmo LS-KRF foi adicionado aos algoritmos propostos.

4.4 Comparacao entre ULA, 2L-Shape e Planar

|
Os resultados apresentados nesta secao descrevem a analise do

desempenho entre os métodos propostos considerando arranjos ULA,
2L-Shape e Planar. Em todos os casos o cenario analisado € formado por

M =2,P = 20,7, = 50 e arranjos compostos pelo mesmo numero de sensores,
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Figura 4.19: RMSE (elevacao) versus SNR para M = 2,P = 20,7 = 50 e arranjos
compostos por 9 sensores e utilizando a decomposicao PARATUCK2.
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Figura 4.20: RMSE (elevacao) versus SNR para M = 2,P = 20,7 = 50 e arranjos
compostos por 9 sensores e utilizando a decomposicao Tucker4.

ou seja, N = 9. Os pares (o, [,) sdo dados por (35.6°,55.2°) e (61.7°,72.6°).
Nas Figuras 4.19 e 4.20 apenas estimacoes para os angulos de elevacao sao
consideradas. Note que em ambos os casos a utilizacao de um arranjo linear
uniforme no receptor proporciona um desempenho superior em relacao as
configuracoes 2L-Shape e Planar. Entretanto, sua utilizacao torna-se inviavel

em aplicacoes que estimacoes conjuntas dos angulos de azimute e elevacao
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Figura 4.21: RMSE (total) versus SNR para M = 2,P = 20 e T; = 50 e arranjos
compostos por 9 sensores no total.

sdo necessarias. Com relacao as demais configuracdes, nota-se que um
melhor desempenho € obtido quando um arranjo planar € utilizado.
Diferentemente dos resultados apresentados nas Figuras 4.19 e 4.20
em que apenas estimacoes para os angulos de elevacao das fontes foram
consideradas, a Figura 4.21 descreve a analise do desempenho dos métodos
propostos em termos do RMSE total, ou seja, nesse caso leva-se em
consideracao a estimacao conjunta dos pares azimute e elevacao. Nota-se
que de forma semelhante aos experimentos anteriores, a utilizacdao do arranjo
planar também torna-se mais atraente em relacao ao arranjo Z2L-Shape
quando o angulo de azimute € considerado, independentemente do método

utilizado na estimacao da DoA das fontes.



Capitulo

Conclusédes e Perspectivas

Nesta dissertacao o desempenho da estimacao da direcao de chegada
dos sinais incidentes nos arranjos ULA, 2L-Shape e Planar foi investigado.
Foram propostos métodos de estimacao cegos baseados em decomposicoes
tensorias, e algoritmos iterativos baseados em ALS foram formulados. Estes
métodos foram obtidos a partir da utilizacao de um esquema de diversidade
em blocos de tempo, provenientes da alteracdo da poténcia das fontes em
blocos de dados transmitidos sucessivamente, explorando as decomposicoes
PARATUCK2 e Tucker4 de tensores de terceira e quarta ordem obtidos a partir
da covariancia espacial e espaco-temporal dos dados recebidos no arranjo de
sensores, respectivamente.

Com o intuito de se obter um melhor desempenho na estimacao, um
aumento na diversidade espacial foi alcancado com a utilizacdo da técnica
Spatial Smoothing no processo de recepcao de sinais nos arranjos 2L-Shape
e Planar. Esta acdo também proporcionou que os dados recebidos fossem
modelados como decomposicoes PARATUCK2 e Tucker4 tornando possivel,
dessa forma, realizar a estimacdo da matriz de assinaturas espaciais das
fontes utilizando os algoritmos desenvolvidos anteriormente.

Nesse caso, diferentemente da abordagem anterior, ndo é possivel obter
diretamente a estimacao dos angulos de elevacao e azimute, pois nessas
configuracoes a estrutura da matriz estimada esta relacionada com o produto
de Khatri-Rao entre as matrizes de interesse que possuem informacao a
respeito da DoA das fontes. Em virtude disso, a fatoracao do produto de
Khatri-Rao obtida utilizando o algoritmo LS-KRF baseado na decomposicao
em valores singulares foi incorporada aos algoritmos propostos, tornando
possivel dessa forma, realizar a estimacao conjunta da matriz de assinaturas
espaciais e de defasagem das quais sao extraidas estimacdes para os angulos

de elevacao e azimute das fontes.
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Os métodos propostos neste trabalho apresentam caracteristicas atraentes
pois podem ser aplicados quando o canal de propagacao, geometria do arranjo
e estrutura da covariancia das fontes forem desconhecidos. Entretanto, uma
caracteristica marcante desses métodos pode ser observada no desempenho
alcancado quando a matriz de covariancia das fontes é desconhecida e
nao-diagonal, o que ocorre quando se trabalha com covariancias de amostras
reais calculadas a partir de um numero finito de snapshots, cenario em que
a utilizacao do método proposto em [10] nao se aplica. Os resultados obtidos
mostram que em comparacao aos meétodos matriciais classicos (MUSIC e
ESPRIT) os ganhos obtidos sao mais evidenciados quando a técnica Spatial

Smoothing € utilizada.

Como perspectivas para trabalhos futuros, sugere-se a abordagem dos

seguintes casos:

» Utilizacao de fontes fixas que proporcionam um conhecimento a priori da
DoA, e consequentemente das colunas da matriz de assinaturas espaciais
relacionadas a estas fontes, melhorando a inicializacao dos algoritmos

propostos;

» Extensao da analise de desempenho em cenarios mais realistas, ou seja,
considerando os ganhos de recepcao obtidos para diferentes valores de

azimute e elevacao;

» Extensao da abordagem tensorial para o caso de arranjos cubicos 3D na

recepcao;

» Utilizacao das diferentes configuracoes de arranjos em sistemas MIMO,
de forma que a estrutura algébrica tensorial podera ser explorada tanto

no receptor como no transmissor.
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