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Dedico este trabalho a minha mae.
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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo mostrar a forma algébrica do ntiimero de

milnor, passando por diferentes dreas da matematica. Inicialmente mostraremos que o
V(@)
V@I

onde f : S2"*! — §}"*!. Em seguida, mostraremos que o grau da aplicagio citada é igual

posto de H,,(Fy), em que Fy é a fibra de Milnor de f é igual ao grau da aplicagdo

ao numero de pontos criticos em uma morsificagdo de f e por fim o ntimero de pontos

e~ . ) F)
dessa morsificacdo é a dimg O,41/O0ni1 (%, .y azf ’
n+

de Milnor pode ser encontrado de diversas formas inclusive de uma forma algébrica.

). Mostrando assim que o ntimero

Palavras-chave: Nuimero de Milnor. Singularidades. Germes Holomorfos.



ABSTRACT

This work aims to show the algebraic form of the Milnor number, passing through

different areas of mathematics. Initially we will show that the rank of H,(Fy), where Fy
is the fiber Milnor of f is equal to the degree of application %, where f : S¥* — §2*1

Then, we show that the degree of said application is equal to the number of critical
points in a morsification of f and finally the number of critical points in a morsification is

dimg Op41/Oni1 (57{, ey aji ’ ) . showing that the number Milnor can be found in various

forms including an algebraic manner.

Keywords: Number of Milnor. Singularities. Holomorphic germs.
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1 INTRODUCAO

Seja f(z1, ..., zn) uma funcdo polindmial em m varidveis complexas. Considere

V = f10)eolink K = VNS,, onde S, é uma esfera com raio suficientemente pequeno.

Veremos que S, \ K, para um ¢ suficientemente pequeno, é um fibrado dife-

renciavel localmente trivial sobre S', com projegio

¢: S \k - S
f(2)

z Ek

Ou seja, para ¢ € S' existe uma vizinhanga Uy de z e um difeomorfismo
Y :Ugx Fg— ¢7'(Up), Fog=~'(”)

tal que ¢ o Yy = my, sendo 7y a projegdo da primeiro coordenada. Este resultado é o

Teorema da fibracdo de Milnor. Fy é chamada a fibra de Milnor.

Nos anos Sessenta Milnor mostra no livro: ”Singular Points of Complex Hi-
persurfaces.” A igualdade entre o posto H,(Fy) e o ntimero de pontos criticos de uma
morfisicagdo de f onde tal nimero recebe o nome de ntiimero de Milnor.

Ja, P. Orlik em meados dos anos 80, mostra em: “The Multiplicity of a Ho-
lomorphic Map at an Isolate Critical Point.”Uma outra igualdade sobre o nimero
de Milnor, no caso nimero de pontos criticos de uma morsificagdo de f e igual a
dim Op41/Oni1 (:;7{, . %ﬂfﬂ) ,onde O, é o conjunto dos germes de fun¢des holomor-

fasem 0, com f : (C"*',0) — (C,0) e com isso, temos uma nova descrigao para o ndmero
de Milnor.

Nesse trabalho iremos mostrar as seguintes descri¢des para o ntiimero de Mil-

nor:

p1 — Posto de H,(Fy), em que Fy é a fibra de Milnor de f;

N Jie) . Q2+l 2n+1,
t2 — Grau da aplicagao gz, onde f ST — ST

e U3 — Numero de pontos criticos em uma morsificacdo de f;

. a a
L dlmC 0141/0n1 (a_zf]f e ﬁ) ’
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Também temos uma outra descri¢do para o niimero de Milnor encontrada em

(6) pelo seguinte teorema:

Teorema 1.1. Se z° é um ponto critico isolado de f entido cada fibra Fo tem o mesmo tipo de
homotopia que um buqué S" Vv ... vV S" de n—esferas, sendo o niimero de esferas nesse buqué
estritamente positivo. Cada fibra pode ser considerada como o interior de uma variedade
diferénciavel compacta com bordo Fg = Fg U K, onde a fronteira comum K é uma variedade
(n — 2)—conexa.

Assim, todas as fibras Fg “cabem”em torno de sua fronteira comum k na forma

ilustrada na figura abaixo.

E dai temos que o ntimero de Milnor é definido como o niimero de esferas do
buquet. Este resultado ndo serd mostrado nesse trabalho, mas poder ser encontrado na

reférencia citada.

Esse trabalho esta dividido de forma que cada capitulo ird fazer uma prova das
equivaléncias do ntiimero de Milnor. No Capitulo 2, faremos a equivaléncia existente
ente (i e 1p. No Capitulo 3, a prova da equivaléncia de i, e p3 e por fim no Capitulo 4 a
igualdade que leva o nome do trabalho, onde damos uma forma algébrica ao nimero

de milnor, mostrando assim uma relagédo entre dreas distintas da matematica.
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2 PRELIMINARES

2.1 Regularidade de aplicacdes diferencidveis

Seja f : M — N uma aplicagdo diferéncidvel entre variedades de mesma dimenséo.
Definicao 2.1. Um ponto x € M é chamado um ponto reqular de f, se a derivada df, é ndo
singular. Um ponto y € N é chamado um valor reqular se f~(y) contém somente pontos
requlares ou é vazio. Se df, é singular, x é chamado ponto critico de f. A imagem f(x) é
chamado valor critico de f.

Proposi¢do 2.1. Se M é uma variedade compacta e y € N é um valor regular, entdo f~(y) é
um conjunto finito.

Demonstragdo. Como f~'(y) ¢ M é fechado com M compacto e de Hausdorff entdo
f'(y) é compacto. Agora seja x € f~(y). Entdo pelo teorema da fun¢do inversa, existe
uma vizinhanga V, C M de x tal que f |y, é um difeomorfismo.

Como (Vy)yef-1(y € uma cobertura aberta para f~'(y) e acima vimos que f~'(y) é com-
pacto, entdo tal cobertura admite uma subcobertura finita, ou seja, f~!(y) C UL, Vi,
onde x; € f}(y). Ja que f |y, é um difeomorfismo, segue que V, s6 contém x; como
ponto regular satisfazendo f(x;) = y. Portanto f~!(y) é finito. m|

Teorema 2.1 (Teorema de Sard). Seja f : U — R™ uma aplicacdo diferencidvel, onde U é
um aberto de R". Se C é o conjunto dos pontos criticos de f, entdo f(C) C R™ tem medida de
Lebesgue nula.

Corolario 2.1 (A. B. Brown). Sejam M e N variedades de dimensoes finitas. Entdo o conjunto

dos valores requlares de uma aplicagdo diferencidvel f : M — N é denso em N.

As provas desses teoremas sdo encontradas em (7)
Definicdo 2.2. Sejam M e N variedades diferencidveis. Duas aplicacdes diferencidveis f, g :
M — N siio chamadas diferencialmente homotdpicas (notagio f ~ g), se existe uma aplicagio
diferencidvel F : M x [0,1] — N com

F(x,0) = f(x), F(x,1)=g(x) YxeM.

A aplicagio F é chamada homotopia diferencidvel entre f e g.

2.2 O grau de Brouwer

Definiremos nessa se¢do o grau de uma aplicagdo entre variedades diferencidveis
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Definicao 2.3. A variedade é dita ser fechada se ela for compacta e ndo possuir pontos de bordo.
Exemplo 1. A esfera e o toro bidimensional sido bons exemplos de variedades fechadas de

dimensdo 2.

Temos algumas estruturas que poderiam ser exemplos também como o disco
fechado de dimensado n que é uma variedade compacta, mas néo é fechada, por possuir
pontos de bordo, ja o disco aberto de dimensao n é uma variedade sem pontos de bordo

que ndo é fechada, por ndo ser compacta.

Para proxima definigdo, seja f : M — N uma aplicacdo diferencidvel, com M e
N n — variedades orientadas, com M com fechada e N conexa e sem bordo. Considere
também x € M um ponto regular de f. Assim

dfx . TxM — Tf(x)N

é um isomorfismo linear entre espagos vetoriais orientados.

Definicao 2.4 (Grau). Seja x € M um ponto regular de f, e df, : T.M — TyN um
isomorfismo linear entre espagos vetoriais orientados. Definimos o sinal de df, (sign(df.)) para
ser +1 ou —1, de acordo com d f, preservar ou inverter orientagdo. Assim para qualquer valor
reqular de y € N temos

grau(f,y) = gr(f,y) = ), sign(df)
xef~1(y)

Observacao 1. Note que a defini¢do faz sentido ji que cada fungdo diferencidvel f : M — N
admite um valor regular (por[2.1)
Observacao 2. A defini¢io faz sentido mesmo que M ndo seja compacta, mas com f propria.

Lembrando que uma aplicagdo diferencidvel f : M — N é dita prépria se a
imagem inversa de cada subconjunto compacto de N for compacta.
Proposicao 2.2. O inteiro gr(f, y) ndo depende da escolha do valor regular y.

Com isso, usaremos a notagdo gr(f) para representar o grau da aplicagdo f.

2.3 Teoria de Morse

Em qualquer caso abaixo f é uma fung¢do suave de valores reais sobre uma variedade
MeM" = fY(—c0,a] = {p € M; f(p) < al}.

Definigdo 2.5. Um ponto p € M é chamado ponto critico de f se df(p) =0

Defini¢do 2.6. Um ponto critico p € M de f chama-se nio degenerado se a matriz d*f(p) é
ndo-singular. Caso contrdrio, dizemos que p é um ponto critico degenerado.
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Definicdo 2.7. Se todos os pontos criticos de f sio ndo degenerados, f é chamada funcdo de
Morse.

A cada d*f(p) temos associada uma forma quadrética Q(x), onde Q(x) =
(d*f(p)x,x), para todo x € R", que chama-se a Hessiana de f em p. Sendo d*f(p)
simétrica a forma quadrética Q(x), pode ser reduzida a forma candnica

(@fpx,x)y ==y -3 — .~ i+ Vi +- -+ Vi

para uma escolha conveniente das coordenadas vy, . .., y, onde i < n. Se a matriz d*f(p)
é ndo-singular, entdo 1 = n. O ntimero A é chamado o indice de f em p, e 0 niimero
n — A é chamado o grau de singularidade de f em p.

Lema 2.1 (Lema de Morse). Sejam f : M — R e p € M um ponto critico ndo-degenerado
de f, entdo existe uma vizinhanga U de p € M e um sistema de coordenadas locais (Y1, ..., Yn)

tal que yi(p) = 0,i=1,...,n ea sequinte identidade se cumpre em U

f@=fO)-vi— . =+ Y+ + Y,

onde (v1, .. .,Yy,) sdo as coordenadas de q, e A é o indice de f em p.

Teorema 2.2. Seja f uma funcdo suave de valores reais sobre uma variedade M. Sejaa < b
e suponha que o conjunto f~[a,b] formado por todos os pontos p € M coma < f(p) < b, é
compacto, e nio contém pontos criticos de f. Entdo M" é difeomorfa a M. Além disso, M" é
transformagio retritil de M", De modo que a aplicacdo inclusio M* — M é uma equivaléncia
de homotopia.

Proposicao 2.3. Se dois espagos topoldgicos sio equivalentes homotdpicos, entio seus grupos
de homologia sdo isomorfos.

Definicdo 2.8. Seja ¢ = {x € R ||x|| < 1} a k-célula que consiste de todos os vectores
no k-espaco Euclidiano com comprimento < 1. O bordo de uma k-célula e denotado por
¢ = {x e RN |lx|| = 1)

Proposicao 2.4. Seja f : M — R uma fungio suave, e seja p um ponto critico ndo degenerado
de indice A. Fazendo f(p) = c, suponha que f[c — €,c + €] é compacto, e ndo contém pontos

criticos de f além de p, para algum € > 0. Entdo, para todo € suficientemente pequeno, o
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conjunto M€ tem o mesmo tipo de homotopia de M€ com uma A-célula anexada.

2.3.1 Morsificagao

Seja f : (C"*!,0) — (C,0) um germe de fungao holomorfa. O conceito de germe de
funcado serd melhor desenvolvido no capitulo 3.

Definicdo 2.9. Um desdobramento de f é um germe de funcdo holomorfa F : (C"*! x C*,0) —
(C,0) com F(z,0) = f(z).

Definicdo 2.10. Uma morsificaciode f : (C"**,0) — (C, 0) éum representante F : MxU — C

de um desdobramento
F: (C*'xCr0) — (C,0)

(z,A) = fi2)
de f tal que para quase todo A € U \ {0} (exeto num conjunto de medida nula) a funcio
fa: M — C é uma fungdo de morse. As fungoes de morse f) é que sdo chamadas morsificagoes
de f.
Proposicio 2.5. Seja f : (C**!,0) — (C,0) um germe de funcio com singularidade isolada no
0, entdo f tem uma morsificagdo.

Demonstragio. Seja f : M — C um representante de f, com M uma vizinhanga aberta

de 0 em C"*! e consideremos a aplicagio

Vf: M — C"!
s o Vf= (L. ).

dz17 " dzpa

Pelo Teorema de Sard, os valores criticos do V f forma um conjunto de medida nula em
(Cn+l .

Seja A(dy, ..., Ay+1) para A € C um valor regular proximo do 0 € C"™!, Escrevendo

n+1

fi@) = fl2) =AY dz
i=1

2

temos que um ponto p € C"*' é um ponto critico de f; se, e somente se, Vf(p) =
A, ..., @y+1). Mas como A(dy, ..., @y+1) ndo é um valor critico do V£, temos pelo teorema

da funcdo inversa que Vf é biholomorfa em p, onde

Pf
det ( 52,0z, (p)) #0,

ou seja, p é ponto critico nao degenerado de f;. Portanto f;. tem somente pontos criticos

ndo degenerados. Ja que o conjunto dos valores regulares da aplicagdo Vf é aberto,
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podemos substituir A(dy, ..., 4,4+1) por uma vizinhanga de valor regular A(ay, ..., 4,41) tal
n+1

que a fungéo f)(z) := f(z)—-A Z a;z; tenha somente pontos ndo degenerados com valores
i=1

criticos distintos.
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3 A Primeira Igualdade: y; =

No que se segue referente a essa se¢do, apresentaremos dois resultados que

serdo importantes para o decorrer do capitulo.

Seja f : C"*! — C um polindmio tal que £(0) = 0 e 0 é um ponto critico isolado,

isto é, existe uma vizinhanga U de 0 em C"*" tal que df(z) = 0, z € U implica que z = 0.

Denotemos V = f~1(0) e S, = {(z1, ..., zn) € C"| Z |zj/* = €*}. Temos inicialmente
j=1
Proposicao 3.1. Para ¢ suficientemente pequeno, entido k = V N S, é uma subvariedade C*
No caso temos que para p € K, T,V + T,S, = T,C"*", ou seja, V é transversal
a S, donde segue pelo teorema da fungdo implicita que K é uma subvariedade real de
dimensdo 2n-1. A prova dessa proposicao pode ser encontrada em (6) Colorério 2.9 ou

em (2) Proposigdo 2.1.

O proximo teorema estabelece a relacdo entre a topologia de K e a de V e mos-

tra o conhecimento da topologia de K e do mergulho de K em S, nos da a topologia de V.

Teorema 3.1. Sejam B, = {(z1, ..., zm) € C"| Z Izjl2 <e?), S, =0B.eK=VNS,.Parae >0
j=1
suficientemente pequeno V N B, é homeomorfo ao cone C(K) = {tz,0 <t > 1,z € K}. De fato o

par (B., V N B,) é homeomorfo ao par (C(S;), C(K)).
Demonstragdo. Iremos construir um aplicagdo
p:Se x(0,&] — B, \ {0} com p(a, e?) = a

de modo que para a € S, fixo, a curva p(a, t) satisfaz:
Ll pat)P=t
2. aeK f(p(a,t)) =0 (a curva estd contida em V)

3. p(a, t) é definida andando o tempo —t ao longo da trajatéria @ de um campo v
definido em B, \ {0} tal que a(e?) = a.

Observe que se r(z) =| z ||* entdo %r(oc(t)) li=o= 2{a’(0), a’(0)), portanto cons-
truiremos inicialmente um campo w em B, \ {0} tal que (w(z),z) > 0 e v(z) é tangente a

V' \ {0} se z € V'\ {0}. Temos duas situacdes:

(i) z ¢ V, defina localmente w(y) = y para y € U vizinhanga de z disjunta de

V (campo radial),



17

-~ -__} V
——

;"'#-—ﬁ--‘.~\ B

\____/56 &

(ii) para z € V \ {0} como z ndo é ponto critico de r |\ podemos esco-
lher um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U de z em C""' de modo que
VvVl ={(u,.., ups);u1 = u =0} e ;—Jk(z) # 0 paraalgumk € {3, ..., 2n + 2}.

Suponhamos que 72 o T 2) #0.

—or_ (z) # 0 e obser-

u ”
ox
* Juizn2

Tomando uma v1zmhanga conexa U, de z em C"! onde i~

vando que T or (x(u)) = Vr(x(u)) 2 8u2 ~ =2 (x(u), T (u)> podemos deflmr w(x) =

de acordo com o sinal de au&r (u(x)).
2n+2

VA

Tomando-se uma particdo da unidade subordinada a cobertura {U} de B, \
w(z)

{0} obtemos um campo w C* que pode ser normalizado por v(z) = == para que

“ann

U‘! ey

ao considerarmos uma curva integral a(t) de w temos % | at) |IP= 2(a’(t),a(t)) =

2<w(a(t)), alt)) = % =1 ou seja r(a(t)) = .

Observe que o intervalo maximal de definicdo de uma curva integral a(t) do

campo v é (0, €] (a prova desse fato leva fatos sobre Conjuntos algébricos por isso sera
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| %@A:»(Z‘

/

2

4

Lan+l

Vv

omitida, mas pode ser encontrada em (6), pag.: 20.) Definimos

P: S:x(0,&] — B.\{0}
(a,t) — P(a,t) = aa,t)

onde a(a, t) =curva integral do campo v tal que a(a, €%) = a.
E claro que P ¢ um difeomorfismo que restrito a K x (0, ¢?] possui imagem em
V N B, \ {0}. Finalmente definimos

p C(See) — B
tz  +— P(z,te?)

homeomorfismo que leva C(t,) em V N B,.

3.1 O Teorema da Fibracao de Milnor

Seja f(z1, ..., zn) uma fungdo analitica de m varidveis complexas. Definimos o gradiente
de f por

gradf = (df 0z, ..., 0f [ 9zy).
Assim, se z = p(t) for um caminho em C", entdo

df(p(t)) _ [dp

onde ¢, ) é o produto interno hermitiano, dado por

(a,b) = Z ajEj,
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coma,b e C".

Com isso, a derivada direcional de f na direcao de um vetor v em um ponto z
é dada por
Af(2) v = (v, gradf(2)).

Agora, seja S, = {(z1, ..., zn) € C"| Z Izjl2 = ¢%}. Defina K = F10)N'S; o link de
=1

Definamos também ¢ : S, \ K — S' dado por ¢(z) = Iﬁgl
Lema 3.1. Os pontos criticos de ¢ sdo exatamente os pontos z € S, \ K para os quais o vetor

igrad log f(z) é um miiltiplo real do vetor z.

Antes, observe que, localmente, o logaritmo pode ser definido como uma

funcdo e seu gradiente

radf(z
gradlog f(z) = 8 _f( )
f(z)
é bem definido em todo dominio S, \ K.
Demonstragio. Tome lﬁ—gl = ¢%9, com 0 : S, \ K - [0,27). Temos que

i0 = log(%) =log f — log [fI.

Multiplicando a igualdade acima por —i e tomando a parte real dos dois lados, obtemos
0 = R(—ilog f).
Diferenciando 6 ao longo de uma curva z = p(t), ficamos com

Dp#) = R(4(-ilogf))
R <%,gmd(—i log f)>
= R <%,igmdlogf>.

Em outras palavras, a derivada da fung¢do 0(z) na dire¢do v = dp/dt é

R (v, igradlog ).

Agora, observe que o espago vetorial hermitiano C" também pode ser visto

como um espago vetorial euclidiano (de dimensdo 2m) sobre os reais, definindo o
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produto interno usual de dois vetores a e b como a parte real

R {a, by =R(b,a).

Observe, por exemplo, que um vetor v é tangente a esfera S, em z se, e somente
se, 0 produto interno real R (v, z) é zero. Assim, se o vetor igrad log f(z) é um multiplo
real do z (isto é, se este vetor é normal a S, em z), entdo para todo vetor v tangente a S,
em z, a derivada direcional ‘R (v, igrad log f(z)) de 6 na dire¢do v é igual a zero. Logo,

z é um ponto critico da aplicagdo ¢(z) = €%

Por outro lado, se os vetores igradlog f(z) e z sdo L.I. sobre R, entdo existe um

vetor v satisfazendo

R (v,z) =0
R (v, igradlog f(z)) 1.

Logo v é tangente a S, e a derivada direcional de 0 na direcdo v é 1 #= e,
portanto, z ndo é ponto critico de ¢.
O
Assumindo que f : C" — C um polindémio tal que f(0) =0e V = f71(0). segue
o lema

Lema 3.2. Paratodoz € C"\V suficientemente proximo da origem, os vetores z e igrad log f(z)
sdo L.I. sobre R.

Onde, a prova deste Lema, segue direto do Lema abaixo
Lema 3.3. Se f for um polinémio que se anula em 0, entio existe &g > 0 tal queVz € C"\ f71(0),
| z [1> € temos: z e grad(log f(z)) sdo L.I. sobre C ou gradlog f(z) = Az, A # Oe| arg(A) |< F.

Prova do Lema

Demonstragio. Ora, pelo Lema se tivermos gradlog f(z) = Az, entdao R(A) > O e,
portanto, A ndo pode ser imagindrio puro. O

Com isso, por[3.T] e por 3.2 segue que
Corolério 3.1. Se ¢ < &, entdo a aplicagdo ¢ : S, \ K — S' ndo possui pontos criticos.

Segue por esse Colorario que para cada e’ eSa imagem inversa
Fo=¢7(¢) cSe\ K

é uma variedade suave de dimensao real 2m — 2.
Definicao 3.1. Fy é chamada fibra de Milnor de f.
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Observacao 3. A definicad acima faz sentido, ji que todas as fibras Fy sdo difeomorfas, como
mostraremos.

Lema 3.4. Se ¢ < ¢, existe um campo de vetores tangentes suave v(z) definido em S, \ K
tal que, para todo z € S, \ K, o produto interno complexo {v(z), igradlog f(z)) é ndo-nulo e o
modulo de seu argumento é menor que Tt/4.

Vamos construir tal campo localmente, na vizinhanga de um ponto z,.

Demonstragio. Nossa prova serd dividida em dois casos.

Caso 1: Se z, e gradlog f(z,) sdo L.I. sobre C, entdo existe v tal que

Il
_ o

R (v,24)
R (v, igradlog f(z,))

Logo, v é tangente a S, em z,,.

Caso 2: Se gradlog f(z,) = Az,, A € C, tome v = iz,. Entdo v é tangente a S, em
Za, POIS

Pal <vl Za) =0,

e pelo Lema o ntmero (iz,, igrad 1og f(z,)) = A || z4 |* tem argumento menor que
71/4 em moédulo.

Em ambos os casos, pode-se escolher um campo de vetores tangentes local
0,(2) tal que v,(z,) = v. A condigdo

[{(va(z), igradlog f(z)) | < 1t/4

certamente valerd em uma vizinhanga de z,. Usando uma parti¢cdo da unidade, obtemos

um campo de vetores global v(z) com a mesma propriedade.

Agora defina o seguinte campo wem S, \ K :

v(z)
R (v(z),igradlog f(z))

w(z) =
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Note que

IR (0(z) gradlog fE] = | R (st §rad g £2))|
IR (v(z),gradlog f(2))|
|?i<v(z),igmd log f(z)>|
19(0(2),igrad log f(z))|
IR (0(z),igradlog f(z) )| :

Onde J é a parte imagindria.

Esta tltima inequacgdo garante que o fluxo gerado pelo campo w esta definido
para todo t € R. Pois do contrdrio, se alguma curva integral p(t) tende a K quando
t — ty < co, entdo lim;, f(p(t)) = 0, ou seja, lim;—y, R(log f(p(t))) = —co. Mas isto ndo
ocorre, pois 4R (log f(p(t))) = R {(w(p(t)), gradlog f(p(t)), ou seja, Rlog f(p(t)) tem

derivada limitada.

Alem disso, colocando ¢(z) = €@, note que

40(p(t d
EZ( ) _ <d—’:,igmdlog f(z)> = 1.

Portanto,
O(p(t)) =t + constante.

Dessa forma, se h é o fluxo gerado por w, entdo I; : S, \ K — S, \ K é um
difeomorfismo tal que /,(Fg) = Fy,;. Portanto, dado ¢ € S', seja Uy um intervalo aberto

em S' em torno de ¢/ Entdo a aplicagao

Y: UgxFg — ¢ '(Up)
(€,2z) > hao(2)

é um difeomorfismo entre o produto Uy X Fg e ¢~ (Up).

O que prova o Teorema da Fibra¢do de Milnor enunciado abaixo:

Teorema 3.2 (Teorema da fibracdo de Milnor). Para ¢ < €, 0 espaco S, \ K é um espago

_ f®
@

Para conclusdo dessa se¢do, apresentaremos um lema que sera ttil mais tarde.

ibrado suave sobre S, com aplicagdo projeciio ¢ (z)
p proj

Seja D, o disco fechado, cuja fronteira é S..

Lema 3.5. Existe um campo de vetores suave v em D, \ V tal que o produto interno

(v(2), gradlog f(2))

é real positivo, para todo z € D, \ 'V, e postanto o produto interno (v(z), z) tem parte real positiva.
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A prova desde Lema é similar a prova de Agora, considere as solugdes da
equacdo diferéncial

dp/dt = v(p(t))

em D, \ V. A condi¢do de que

(dp/dt, gradlog f(p(t)))

é real e positivo nos diz que o argumento de f(p(t)) é constante e que |f(p(t))| é estrita-

mente crescente como funcgdo de ¢.

Portanto, apartir de um ponto interior z € D, \ V e seguindo o fato a trajetéria
da curva integral, caminhamos para fora da origem, em uma dire¢do de aumento de

|f]. Até alcancarmos um ponto z’ € D, \ V, o qual deve satisfazer
¢ P q

f&) _ f@)
@)1~ G

Usando esta correspondéncia z + z’, provaremos o seguinte Lema:
Lema 3.6. Seja ¢ uma constante complexa com |c| suficientemente pequeno e c/|c| = €. A
intersegio do hiperplano f~(c) com a bola aberta B, é difeomorfa a parte da fibra Fo que

intercepta o conjunto definido pela inequacdo |f(z)| > |c|.

~ -1 . fE&) _ f@ _ ¢ _ i ’
Demonstragio. Tome z € (f~(c) N B,). Assim, o = ol A= e Portanto, z/ € Fg e

[f@) > 1f(@)] = lcl. O

3.2 Topologia da Fibra e de K

No que se segue, descreveremos alguns resultados sobre a topologia da fibra e de
K=S,nV,onde f: C" = C, f(0) =0, é uma fungado polindmial. Tal estudo é baseado

em métodos da teoria de Morse.

Agora, seja m = n + 1 inteiro positivo. Sabemos que cada fibra Fy = ¢~!(e”%) é

uma variedade suave de dimensao 2n. Defina as seguintes func¢des suaves:

ag: Fg —» R a: S;\K —» R
z = loglf(z)l z —  loglf(z)l.
Estudaremos inicialmente a fungdo a¢. em seguida, aproximaremos a2y por uma

funcdo de Morse satisfazendo certas propriedades que permitirdo obter os resultados
desejados.
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Lema 3.7. Os pontos criticos da fungdo ag sio os pontos z € Fy tais que gradlog f(z) = Az,
para algum A € C.

Demonstragio. Seguindo o mesmo procedimento da prova de[3.1} temos que a derivada
direcional da fungédo log|f(z)| = R log f(z) em qualquer dire¢do v é igual ao produto

interno real

R (v, gradlog f(z)) .

Assim, z é ponto critico dessa fugdo, se, e somente se, gradlog f(z) é normal a Fg em z

(de acordo com o produto interno real).

Mas, pelo Lema vemos que o espago de vertores normais a subvariedade
Fg c C", de codimensao real 2, é gerado pelos vetores linearmente independentes de z
e igradlog f(z). Logo, z e ponto critico de ay se, e somente se, existir uma relacdo linear

real entre os vetores gradlog f(z), z e igradlog f(z).

O

Agora, daremos inicio ao estudo da Hessiana de a9 em um ponto critico, para

calcular o indice de Morse. Dado um vetor tangente v em um ponto critico z, tome um

caminho suave p : R — Fy tal que Z—’f = v e p(0) = z. Entdo a segunda derivada
dzag
o= P80
Ao = — p(t))

em t = 0 pode ser expressa com uma func¢do quadratica de v, como mostra o seguinte
Lema:
Lema 3.8. A segunda derivada de ag(p(t)) em t = 0 é dada por uma expressdo da forma

dg = Z R(bjvjvr) —cllv 1%,

onde (bjx) é uma matriz de niimeros complexos e c é um niimero real positivo.
Definicdo 3.2. Seja H : T,Fy — R dada por

H(v) = ‘R(Z bjkvjvk) —cllvlfP.

Defina o indice de Morse de ag no ponto critico z, denotado por I, como sendo a maior dimensio
possivel de um subespaco linear de T,Fg no qual H é definida negativamente. Respectivamente
para o indice de Morse da fungio a.

Lema 3.9. O indice de Morse de ag : Fg — R em um ponto critico é > n. Consequentemente, o

indice de Morse de a : S, \ K — R em qualquer ponto critico também e > n.

Demonstragio. Se H(v) > 0 para todov # 0, note que H(iv) < 0, pois o primeiro termo
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da expressdo de H(v) muda de sinal, enquanto o segundo permanece negativo. Note
também que iv € T.Fg. Agora, fatore o espaco tangente em z como uma soma direta real
Ty ® Ty, onde a Hessiana H ¢é definida negativa em T e semi-definida positiva em T;.
Claramente, a dimensao de T é igual ao indice de Morse I. Mas H também é definida

em iT;. Portanto, temos:
I > dim(iT,) = dim(T;) = 2n — L.

Logo, I > n. Além disso, como todo ponto critico de a é também ponto critico de ag,
para 0 apropriado, e como o indice de a em z é claramente maior ou igual ao indice de

ag em z, comcluimos a prova. O

Para podermos aproximar ay por uma funcdo de Morse, precisamos do Lema
abaixo, o qual mostra que todos os pontos criticos de ag estdo dentro de um subconjunto

compacto de Fyp (ou de S, \ K, respectivamente):

Enunciaremos o Lema de Selecdo da curva, que serd ultilizado na demostracéo

do lema abaixo, cuja demostragdo pode ser encontrada em (2).

Seja V C R™ um subconjunto algébrico de real, e seja U C R™ um conjunto

definido por um ntimero finito de desigualdades polinémiais,
U={xeR"g((x)>0,..,8x) >0},

isto é, U é um conjunto semi-algébrico.
Lema 3.10 (Lema de Selecdo da Curva). Se U NV contém pontos arbitrariamente préximos

da origem, isto é, se 0 pertenca ao fecho de U NV, entdo existe uma curva analitica real
p:[0,6) - R"

comp(0) =0ecomp(t) e UNV, parat > 0.

Lema 3.11. Existe uma constante g > 0 tal que os pontos criticos de ag dentro do subconjunto
compacto {z; |f(z) > ne} de Fg. De maneira similar, existe 1 > 0 tal que os pontos criticos z de a
satisfazem | f(z)| > 1.

Faremos a prova apenas para O €aso dg:

Demonstragio. Se existir pontos criticos z de ag = log |f| em Fg com |f(z)| arbitrariamente
préoximo do zero. Entdo esses pontos criticos tem um ponto limite zp no conjunto
compacto S,. Pelo Lema de Sele¢do da Curva existe um caminho suave p : (0, 6) —
Fy constituido apenas de pontos criticos, com p(t) — zo quando t — 0. Claramente a

funcédo ay é constante ao longo desse caminho. Portanto |f| é constante e entdo ndo
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tende a [f(zo)| = 0, uma contradigao. O

Lema 3.12. Existe uma aplicagdo suave s : Fg — R, tal que todos os pontos criticos de sg sdo
ndo-degenerados, com indice de Morse I > n e tal que so(z) = |f(z)| se |f(2)| estd suficientemente
proximo de zero. Analogamente, existe uma aplicagdo suave s : S, \ K — R, com todos os
pontos criticos de sg sido ndo-degenerados, com indice de Morse I > n e tal que s(z) = |f(z)| se

|f(2)| estd suficientemente proximo de zero.

Demonstragdo. Inicialmente, observe que todos os pontos criticos de a9 = log|f| estdao
num compacto, e tém indice de Morse I > 1, 0 mesmo ocorre em relagdo aos pontos
criticos de | f|. Por outro lado, as fun¢gde de Morse formam um aberto denso em C*(Fy, R)
(ver (5))) e portanto podemos escolher sy : Fg — R, de Morse, que coincide com |f| fora
de uma vizinhanga compacta que contém os pontos criticos de |f|. Nesse compacto, sg
aproxima |f| uniformemente em classe Coo e como 0s pontos criticosde |f| tém indice

de Morse I > 1, o mesmo é verificado para os pontos criticos de sg. m]

Observacao 4. Como todos os pontos criticos de sg sdo nio degenerados, eles sio isolados.
Além disso, estdo contidos em um compacto. Logo, sg tem somente um niimero finito de pontos
criticos.

Proposicao 3.2. Cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um CW—complexo finito de
dimensdo n

Para aplicarmos a teoria de Morse na sua forma usual, faz-se necessario o uso
de uma aplicagdo gp : Fo — R com a propriedade de que o conjunto dos z tais que

go(z) < ¢ é compacto, para cada constante real c.

Demonstragio. Claramente a fun¢do go(z) = —logse(z) satizfaz esta condigdo, ou seja,
g19—00,c] = 551 [e7¢, 00) é compacto, para todo ¢ € R. Como o indice de Morse de sy (ou

de log sp) num ponto critico z é > 1, o indice de —log sg é Iy = dim(T.Fg) -1 =2n—1<n.

Agora, de acordo com o teorema principal da teoria de Morse, a variedade Fy
tem mesmo tipo de homotopia que um complexo CW obtido pela adjuncdo de uma

célula de dimensédo Iy < n. Como existem finitos pontos criticos, o complexo CW é

finito. O

Para concluir essa se¢do, daremos uma descrigdo alternativa da fibra de Milnor,
com base no Lema Nas hipoéteses daquele lema, tome [c| suficientemente pequeno.
Entdo, segue do lema que a porc¢ao da fibra Fy definida por |f(z)| > |c| é difeomorfa
a toda a fibra Fy. Assim, acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 3.3. Se o niimero complexo ¢ # 0 estd suficientemente préximo de zero, entio a
intersegdo da hipersuperficie complexa f~'(c) com a bola aberta B, é uma variedade suave
difeomorfa d fibra Fy.
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3.3 O caso de um ponto critico isolado

Agora, adicione a hipétese de que o polindmio f(zy, ..., z,+1) ndo tem pontos criticos em
uma vizinhanga da origem, exceto possivelmente na prépia origem. Entao, pelo Lema
2.5 de (6)), segue que a origem é um ponto ndo-singular ou é um ponto singular isolado

da hipersuperficie V = f71(0). Suponha também que 1 > 1.

De acordo com 3.1|o link K = V NS, é uma (2n — 1)—variedade suave. Agora,
para um ¢ suficientemente pequeno. Esta afimacdo pode ser melhorada como segue.

Proposicao 3.3. Para ¢ suficientemente pequeno, o fecho de cada fibra Fg em S, é uma 2n —
variedade suave com bordo, o interior dessa variedade sendo Fg e o bordo sendo precisamente K.
Proposicdo 3.4. A variedade compacta com bordo Fg estd merqulhada em S, de modo que
mi(Fg) = (S, — Fp)

Demonstragio. Ora, ¢, : S, — Fg — S — ¢ é uma fibragdo localmente trivial. Como
S — ¢/ é contratil, entdo S, — Fy possui qualquer outra fibra de Fg com 0’ # 6 como
retrato por deformacgdo. Portanto, 7t;(F}) = m,(S. — Fp), mas F, é difeomorfa a Fy, logo
1i(F,) = mi(Fo) = m1,(S, — Fo) O

Vale observa que pela Proposicao 3.2 H;(Fy) = 0 para i > n.
Proposicao 3.5. A homologia de Fy esti concentrada nas dimensoes 0 e n e Hy(Fg) ~ Z

Demonstragio. Ja sabemos pela Proposigdo que Hi(Fg) = Hy(S. — Fp), j& que Fq é
difeomorfa a um retrado de deformacao de S, — Fy basta considerar H(S, — Fg). A

dualidade de Alexander fornece um isomorfismo

A>17%(Fg) = Hi(S., S — Fo).

Agora, observe a sequéncia exata de homologia

<o+ — Hi(Se) — Hx(Se,S: — Fg) — Hy_1(Se — Fg) — Hy-1(Se) — -+

Portanto, para 2 < k < n temos um isomorfismo

Hk—l(Se - ?9) = Hk(Ss/ Ss - ﬁ@) = HZn—l—k(l“je)'

Lembrando que por 3.2| H**"1"%(Fy) = 0 quando 2n + 1 — k > n, ou seja, 0 <
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k —1 < n. Por outro lado também temos

coo— Hyppy1 (Se — ﬁe) — Hui1(Se) — Hopa(Se, Se — 159) — H,(S: — ﬁe) —>

Como Ho,p41(Se—Fg) = 0, Hon(Se—Fg) = 0e Hopia (Se) = Z. Segue que Hyy,11(Se, Se—
Fg) ~ H(Fp) = Z, ou seja, Fy é conexa.

3.4 Aigualdade y1 = o

Antes da prova vale lembrar que precisamos ter uma relacdo entre o grau de uma
aplicacdo v : S* — S' e a topologia de uma subvariedade de S*. Esta relacdo serd

encontrada no lema logo abaixo.

Inicialmente o namero de Lefschetz de uma aplicacdo ¢ : N — N é definido

por
A(g) = Z(—w’ - trago(g. : Hi(N) — H;(N)).
j

De acordo com [Hopf] no caso de N ser uma subvariedade C* orientada A(g) é igual
ao indice de intersecdo entre o grafico de g (graf(g) = {(x,y) € N X Nly = gx)}) e
A(N) = {(x,y) € N x N|y = x}. Observe que graf(g) N A(N) = Fix(g) e que podemos
supor (fazendo homotopia) que graf(g) é transversal a A(N). Isto significa que dg(x) :
TN — TN é ndo singular, de maneira que nestas circunstancias podemos definir o

indice i,(x) de ¢ em x como

() +1se dg(x) preservar orientagdo em T, N
io(x) =
§ —1se dg(x) invertere orientacdo em TN

Isto &, i;(x) € o nimero de intersecdo de A(N) e graf(g) no ponto (x, x). Portanto

temos

Y ig) = A(g) = ) (=1)' - traco(g. : Hi(N) — H,(N)).

x€Fix(g) j

Lema 3.13. Sejav : S¥ — S* uma aplicagio C* e M c S* uma regido compacta de S* com bordo
suave. Suponhamos que

1. Se todo ponto fixo da aplicacdo v : S* — S* estd no interior de M ( Fix(v) € M);
2. Se Nenhum ponto x de M é aplicado em seu antipoda —x por v (v(x) # —x, Vx € M);

3. Se o produto interno euclidiano < v(x),n(x) > (onde n(x) € T.S* é um vetor normal a
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JIM que aponta para o interior de M) é positivo para todo x € IM.

Entdo o nitmero de Euler x(M) estd relacionado ao grau d de v pela igualdade
x(M) =1+ (=1)kd.
Demonstracio. Para v : S* — S* temos:

A(v) = Z(—w‘ - trago(v, : Hi(SY) — Hy(S") = 1+ (-1)* - gr(v).
j

Podemos supor que v tem pontos fixos isolados.

Como v(x) # —x para todo x € M, podemos definir v; : M — S* por

(1= tx+ o)
vi(x) = I (1=t)x+tox)]

A hipotese 3 nos garante que para t suficientemente pequeno v,(M) C M. Logo, pela

invariancia do nimero de Lefshetz temos para0 <t < 6

Avr) = Avo) = Alm) = x(M).

Novamente usando v(x) # —x em M vemos que Fix(v;) = Fix(v) para todo t.
Além disso i,(v;) = i, (v) se x € Fix(v), portanto pela férmula de Lefschetz

1+ (-1 gr@) =A@ = Y| io) = ) (o) = A®) = x(M).
x€Fix(v) xeFix(vy)
O
Teorema 3.4. O niimero de Betti da fibra de Milnor Fg (u;) é igual a multiplicidade ;. Ou
seja, o grupo de homologia H,(Fg) tem posto i
Demonstragdo. Consideremos

M={zeS, | Rf(z) >0},

onde R é a parte real de f(x),no caso M é a unido de fibras Fy, onde 6 varia ao longo

do intervalo [-7, %], juntamente com o bordo comum K, ou seja,
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Com isso temos
oM = F_g UKU Fg

que é uma variedade suave.

Observe também que ¢, : int(M) — C onde C é o semi-circulo C = {¢'™ | -5 <
0 < £} é uma fibracao, cuja fibra tipica é Fy. Com isso e por temos que

N

X(M) = x(Fg) = Z(—l)jpostoH]-(Fg) =1+ (-1)"postoH" (Fyp). (1)
J

=
™
& 1=4"1

I:1T
Y

grad f(z)
llgrad f@)II*
e M como definidos, satisfazem as hip6teses do lema

Agora, sejav: S, — S, tal que v(z) = ¢ Nosso objetivo é mostrar que v

Mas, antes disso, vale lembar que

gradf = (0f [0z, ..., df | 9zns1)

o que ndo condiz com a definicdo de grau onde

com % :S. > SeVf=(9f/0z1,...,0f |0Zus1)-

Assim para obter i, referente a aplicagdo v, devemos compor v com a conjugagao

g(z) = (z1, ..., Zp41) € COM iS50

up = gr(g o v) = gr(g) - gr(v) = (-1)"*'gr(v)
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Com esse fato apresentado, vamos seguir com a prova.

Hipétese (1)

Seja z um ponto fixo de v, logo

o grad f(z)
) == T F o)

e com isso grad f(z) = Az, com A > 0. J4 é sabemos pela Proposigado que f71(0) é
transversal a S,, com isso z € K e gradf(z) sdo linearmente independéntes. Assim se
grad f(z) = Az entdo f(z) # 0. Dai, observe que

Az

1
d log f(z) = =—=grad f(z) = —,
grad log f(z 5 grad f(z &

donde segue pelo lema [3.3| que ?%j% > 0 e como A > 0 segue que Rf(z) > 0 e assim
z € int(M).

Hipoétese (2) Sai de forma andloga a hipétese (1), so que nesse caso, A < 0 vai
nos dar que R f(z) < 0 e com isso esse pontos ndo estdao em M.

Hipétese (3) Seja z € dM e seja p(z) um caminho suave transversal ao JM de
modo que p(0) = z e p’(0) = n(z), entdo

d
E%f (p(1)) e 0




Mas,
IO = /0, grad fpO],, = 02, grad £2)

donde vem que R(n(z), grad f(z)) > 0 e pelo lema segue que

XM) =1+ (=1"*gr(v) = 1+ (-1 (=1)" o = 1+ (-1)"1p
Portanto, pela igualdade das equagdes (2.1) e (2.2) segue que

1 = Posto(H, (F6)) = iz

32
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4 Segunda Igualdade: p» = us

Seja f : (C"*!,0) — (C,0) um polindmio com ponto critico isolado em 0. Se S,

é uma esfera centrada em 0 de modo que 0 é 0 ﬁnico ponto critico na bola B, podemos
.. . ~. Vf . g2n+l 2n+1 Vi) I

definir a aplicagao w7 : S — § Iy f| h(z) = Wi onde Vf = (321 s azm) €

(z1, ..., Zn+1) sd0 as coordenadas usuais de (C”+1 que desde modo possui uma orientagdo

natural. Se S, estd orientada como o bordo de B, de modo que TS, + u nos dd um

referéncial positivo em C"*' definimos a multiplicidade gradiente de f em 0 por
v
im(f) = g7 (wh)-

Proposicdo 4.1. Seja M™! uma variedade orientada com bordo de modo que dM estd orientada
como bordo de M. Se g : IM — N" se estende a uma aplicagido G : M — N entdo gr(g) =

Segque entdo que se g e h sdo aplicagcdes homotdpicas, entdo gr(g) = gr(h).

As provas dessas duas proposi¢des acima podem ser encontradas em (7).
Lema 4.1 (Principio de Rouché). Sejam r,L : C" — C™ duas aplicacdes holomorfas em uma
vizinhanga de zy tais que ||r(z)|| < ||[L(z)|| para todo z € S, esfera de centro z, e raio €. Entdo

L+r

8’(”L+,||) gr (”f—”) (ambas restritas a S,).

Demonstragio. Para mostrar esse resultado, vamos fazer uso da Prop 4.1} ou seja, deve-

mos mostrar que existe uma homotopia H : S, X I — C" tal que H(z, O) Hy(z) = Iigll

L L(z)+A
e H(z,1) = Hi(z) = ||L8::8|| Fazendo H,(z) = ﬁ temos a homotopia desejada, ja

que L(z) + Ar(z) # O paratodo z € S, e A € I, pelo fato de termos ||r(z)|| < ||L(z)||. Dai o

resultado segue direto pela Proposigéo O

Proposicdo 4.2. Se 0 é um ponto critico ndo degenerado de f (isto é, a matriz ( aj 5 )(O) é nao
singular), entio L = 1.

Demonstragio. Considere a expansdo de Taylor com resto

Vf(z)=L-z+1(2),

onde L = ( e ) (0) é uma transformacao linear nado singular por hipétese e |1z}£>n I(zl) =0.

Temos que para um ¢ suficientemente pequeno, entdo ||r(z)|| < ||L(z)|| para todo z € S,.
Com isso, pelo Lema 4.1 obtemos
=5 (s
IRV

vf _ L+r
gr(W)‘sfgr(ann)

Agora, deformando L continuamente para a identidade dentro do grupo GL(n + 1, C),

pois GL(n + 1, C) (grupo de todas as tranformacdes lineares ndo sigulares) é conexo por
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L

caminhos. Dai, gr(”L”

) =gr (%) = 1. O que completa a prova. O
Observacgao 5. Os fatos apresentados acima valem para um ponto critico isolado qualquer.

Agora iremos estabelecer uma relacdo entre y, e a multiplicidade. Para isso,
usaremos o Lema abaixo.
Lema 4.2. Seja D uma regido compacta em C"*' com bordo suave. Se V= (0)NnD e Vf~(0) N
dD = 0, entdo o niimero de zeros de V f em D (contados como multiplicidade) é iqual a . Isto
é,sedf 1(0)ND = {p1, ... p,} e u(f) é 0 grau de %restrita a uma pequena esfera em torno de

H2 = Z Ha.
i=1

O lema acima quando citado para fun¢des de uma varidvel complexa e conhe-

pi entdo

cido como Principio do Argumento.

A demostracdo deste lema baseia-se na Proposigao

Demonstragio. Seja D; um disco fechado centrado em p; parai =1,..,rcom D; C D e

D'=D—UD1‘
i=1

é continua em D’ (j4 que os zeros de Vf com suas vizinhangas foram

D;ND; =0 parai# je seja

Y
, temos que 7 A

retirados).

Figura 1:

Observe na Figura [I| que o bordo de cada D; em D’ tem orientagdo invertida

(ou seja, o vetor normal aponta para dentro), logo

8D’ = 8D - U 8Di,
i=1
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.

(onde — U dD; representa a orientac¢do invertida dos bordos) e como o grau ==
i=1

concluimos que graum lop= gmum lop; - m|

llVfII lop=

Mais detalhes sobre essa prova podem ser encontradas em (4).

4.1 A igualdade p; = s

Proposi¢ao 4.3. Seja B, ¢ C"*' é uma bola fechada centrada em 0 que ndo contém outros zeros
de Vf e fi(z) = f(z) — Abz, para A € C, uma morsificacio de f, entdo para quase todo ponto
a = Ab € C"*! em uma vizinhanca de 0 a equagio V f (z) = Vf(z) —a = 0 possui exatamente i,

solucdes em B..

Demonstracio. Inicialmente vale observar que a é ponto critico da aplicacao Vf se, e
somente se, Vf(z) —a = 0. Assim, de acordo como Teorema de Sard (Teorema 0
complementar do conjunto {2 € C" é um valor regular da aplicagdo V f} possui medida

N O P . .
de Lebesgue nula, a matrix ( g aj; - ) éndo singular em todo ponto z na imagem inversa de
i0Z]

V£~1(a). Com isso, as solugdes da equagdo Vf(z) —a = 0 sdo pontos isolados, e formam
um subconjunto finito em B, (2.1). E por 4.2/ cada solucdo tem multiplicidade +1.

Tomando-se os valores regulares a de Vf que satistazem || a [|<|| Vf (z) || para todo
Vf(z)-a

z € S, entdo o nimero de solugoes de Vf(z) —aem B, éigual a o graude [y Fo—a Testrita
Vi@ Vi@
a S, = dB,. Ora, mas por (4.1) temos que g”<||V§(§)—Z||) ls, = &7 (IIV;(z)II) s, = to-

O que mostra u, = §{Vf~ 1(a N D,|a é valor regular de Vf proximo de 0} = us. m|
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5 Terceira igualdade: u; = 1y

Considere o conjunto solucdo do sistema de equagdes

f1(z) = ...fu(z) =0,

onde fi,..., fu : U = C, U c C" aberto, sdo fun¢des holomorfas. Iremos estudar as
solugdes desse conjunto locamente. Assim se w € C" e U, V sdo vizinhangas abertas de
w temos

Definicao 5.1. Duas fungdes f : U — C, g : V. — C sido chamadas equivalentes em um ponto
w se, e somente se, exitir uma vizinhanga aberta W de w tal que W c UNVe flyw = glw. A
classe de equivaléncia de tais fungdes é chamada germes de fung¢des em w.

Se U é uma vizinhanga abertadewe f : U — C é uma fungdo, entdo f pertence

a uma classe de equivaléncia chamada germes de fungdo de f, denotada por f.

Com isso, duas funcgdes f e g equivalentes em w tem o mesmo valor f(w) = g(w)

em w; este valor é chamado valor do germe de fungao f em w.

Dado um aberto U c C", fazendo
O(U) = {f : U — C holomorfa}

Tal conjunto tem a estrutura de anel comutativo com unidade em relacdo as operacdes
induzidas de adi¢do e multiplicacdo de fung¢des. Dai, escrevendo o conjunto dos germes
de fung¢do holomorfa em w € U como O,, sendo O,, ¢ O(U) entdo O, é induzida a ser

um anel comutativo com unidade pela operagdes de O(U).

O conjunto Oy serd nosso veiculo maior de estudo sendo representado por O.
Sew € U c C" entdo O, representa o espago dos germes de fun¢des holomorfas em

w, portanto O, serd O,,.

Denotaremos o anel de uma serie de poténcias formal

(o)
E Elka

k=0

nas incégnitas zj, ..., z, por C[[zy, ..., z,]] = C[[z]].
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Definigdo 5.2. Seja w € C". Uma serie de poténcias formal

(o8]

Dz = w) & Cllz - w]]

k=0
em torno de w é dita convergente, se converge em algum policilindro em torno de w

De maneira analoga as séries de poténcia formal, denotamos o anel de todas as

series de poténcia convergentes

[o0]

Z ar(z — w)*

k=0

em torno de w com coeficientes complexos por C{z — w} = Clz; — wy, ..., z, — wy}.

Dessas defini¢des, temos as seguintes proposi¢oes
Proposicao 5.1. O anel O,, de germes de fungoes holomorfas em w € C" é isomorfo ao anel
Clz — w} de series de poténcia convergente em w.
Proposicado 5.2. O anel O, é um dominio de integridade, isto é, Vf,g € Oy em que f - g =0
seque que f =0ou g = 0.

Demonstragio. Seja f, g € Opcom f-g = 0. Os germes f, g sdo representados por fungoes
holomorfas f, g : U — C onde U é uma vizinhanga aberta de 0. Por f - ¢ = 0 segue que
f(z) - g(z) = 0 para todo z € V C U, onde V é uma vizinhanca aberta conexa de 0 com
Vcl

Se f(w) # 0 para algum w € V, entdo f(z) # 0 para todo z € W, com W uma
vizinhanga aberta de w. Entdo g(z) = 0 para todo z € W. Segue entdo, pelo teorema de
identidade para fung¢des holomorfas que g(z) = 0 para todo z € V, e portanto g =0. O

Seja R um anel. (Sempre comutativo com unidade) Um elemento f € R é
chamado unidade se, e somente se, existir um elemento ¢ € Rcom f - g =1.
Proposicao 5.3. As unidades do anel O, sio os germes de fungio f com f(0) # 0.

Demonstragio. a) Se f € Oy é uma unidade, existe g € Oy com f - ¢ = 1, em particular
£(0) - g(0) =1, assim f(0) # 0.

b) Agora, reciprocamente, seja f um representante de um germe de fungdo
holomorfa de Oy com f(0) #= 0. Entdo, por continuidade, f(z) # 0 para todo z em uma
vizinhanca aberta U de 0. Entdo 1/ f é definida e continua em U, onde 1/f € O,. O

Seja R um anel. Um ideal I em R é um subconjunto I C R para o qual
1. I é um subgrupo de um grupo aditivo sobre R,

2. Paratodo f e Regelf-g€l
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Um ideal m é chamado maximal se m # R e se ndo existirideal Icomm S 1S R.
Um anel R é chamado local se tem um tinico ideal maximal m.
Observacao 6. Um anel é local se, e somente se, suas ndo unidade formam um ideal I. Se R é
local, entio I é seu ideal maximal.
Proposic¢io 5.4. O Anel Oy é um anel local.

Demonstragio. Pela observagdo feita, basta mostrar que aqueles elementos de Oy que
ndo sdo unidades formam um ideal em O,. Pela proposigdo anterior, estes sdo apenas
os germes de func¢do holomorfa f com f(0) = 0. Se f é tal germe e g € Oy é um germe
de funcdo holomorfa, entdo f - g(0) = f(0) - g(0) = 0. Entao

m:= (f € Olf(0) = 0)

é um ideal em O,. Portanto O, é um anel local com ideal maximalm. O

5.1 Os teoremas de Weierstrass

As séries de poténcias convergente ndo nula

[o¢]

fz) = Z At

m=0

em uma varidvel complexa t tem uma tnica representagdo na forma f(t) = tu(t), onde
u(t) é uma série de poténcia convergente com u(0) # 0, que é unidade em O;y. O
numero k é chamado a ordem do 0 € C.

Agora, seja C{z} = C{zy, ..., z,11} 0 anel de séries de poténcias convergente em
n + 1 variaveis e seja

g(z) = Z a,z° € Clz1, ..., Zps1}-
0=0

Temos que g(z) tem uma representacdo tinica na forma g(z) = Z P,,(z) em termos dos
m=0
polindmios homogénios P,,(z) := Z a,z° de grau m.
[v|l=m
Definicdo 5.3. O niimero min{|v|; a, # 0} é chamado ordem o(g) da série de poténcias.

No caso este é 0 menor ntimero m para que p,, % 0.
Definicao 5.4. Uma série de poténcias g(z) € C{z} é chamada reqular de ordem k em z,,1 se, e

somente se, §(0, ...,0,z,41) é uma série de poténcias em z,.1 de ordem k.
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Com isso vamos ao Lema abaixo.
Lema 5.1. Se g(z) € Cz é uma serie de poténcias convergente de ordem k < oo, entdo g'(z), onde

zl, ..., 2, sdo coordenadas apropriadas de C"*' obtidas por uma mudanga linear de coordenadas

’

apartir de z1, ..., Zy41, € regular de ordem kem 7 _ .

Demonstragdo. Seja
3() =Y pu(2), p 20,
m=k

a expansdo de g(z) em polindmios homogénios. Seja

Pr = Z a,z°.

[ol=k

Escreveremos agora

z; = Zj—WjzZpw, J=1,..,1,

’ —
Zn+l = Zuptl,

k

. ~ . ,
comw; € C, j=1,..,n. Entdo o coeficiente de z”,

em pi(z’) é igual para

— U1 (
c= E Appy eoes oy, W - Wy

U1+0+...+ U=k

Ja que pr # 0, existem wy, ..., w, € C tal que ¢ # 0. Pela escolha desses wy, ..., wy,
8@0,...,0,z,,) = cz,,, + termos de ordem alta.

Assim, g(z’) é regular de ordem kem z/ _ . m|

Apatir de agora, adotaremos t = z,41 e com isso C{z} = C{z,...,z,} e C{z,t} =
C{zy, ..., zu, t}
Definicdo 5.5. Um Polindmio de Weierstrass de grau k > 0 é um polindmio t* + ¢;(z)tk — 1 +
. + cx(z), onde c; € Clz}, com cj(0) =0,j=1,...,k

Observe que por defini¢do um Polindmio de Weierstrass é monico e estd em
Cz[t] Com isso podemos apresentar os seguintes teoremas:
Teorema 5.1 (Teorema de Preparagdo de Weierstrass). Seja g(z,t) uma série de poténcias
convergente em C{z,t} que é reqular de ordem k em t. Entdo existe um iinico polindmio de
Weierstrass h(z, t) € C{z}[t] e uma tinica unidade u(z, t) € Clz, t} tal que g(z,t) = h(z, t)u(z, t).
Teorema 5.2 (Teorema de Divisdo de Weierstrass). Seja f,g € Clz,t} e seja g reqular de
ordem k em t. Entdo existe uma tinica série de poténcias q € C{z, t} e um tinico polindmio r em
Clzl[tldegrau<k—1com f=q-g+7r

Unicidade de g e . Assumiremos que g e r ndo sdo Gnicos, ou seja, existem § e um 7 de
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tal forma que
f=q-8+r=4-g+7,
onde ¢, 7 € Cl{z,t} er,7 € C{z}[t] sdo polindmios de grau < k — 1. Podemos assumir que

k > 0, pois de outra maneira r = # = 0 e g = j e assim terminariamos.

Agora, para k > 0 temos
r=7=(q-109g

Fixando z € C" a fungdo (r—7)(z, t) ¢ um polindmio de grau < k—1em t e tem no
méximo k — 1 zeros. Nosso objetivo agora é mostrar que existe uma viz. V de 0 € C" tal
que, para todo z € V a série de poténcias g(z, t) como uma func¢do em ¢, tem pelo menos
k zeros. Com isso, o polindmio (r — 7)(z, t) também tera k zeros, logo sera o polindmio
nulo, donde segue que r = 7 e também q = § desde que g ndo seja identicamente nulo

em uma viz. de 0.
Ja tendo a idéia do que fazer vamos a prova.

Por hipétese, a série de poténcias g(z,t) é regular de ordem k em ¢, ou seja,
g(0,t) tem um zero de ordem k em t = 0 € C. A série de poténcias g(0,t) define uma

fungdo holomorfa em uma vizinhanca de 0 € C e seus zeros sdo isolados.

Portanto, existe um 6 > 0 com g(0, ) # 0 para todo t com 0 < || < 6. Colocando

€= Iltllflg 1g(0, t)l.

Ja que g é continua, existe uma vizinhanga V de 0C" tal que para todoz € V a
t € C com |t| = 6 temos

Ig(z, 1) — g(0, 1) < e <|g(0,t)|.

Seja z € V fixo. Pelo Teorema de Rouché segue que g(z,-) e g(0, -) tem o mesmo
nimero de zeros em um disco |f| < 6. Entdo g(z, -) tem pelo menos k zeros paraz € V o

que mostra o resultado.

O

Um anel R é dito Noetheriano quando todo ideal em R é finitamente gerado.
Proposicdo 5.5 (Teorema da Base de Riickert). O anel O,y = C{z, ..., z,} é Noetheriano.
Proposi¢do 5.6 (Hensel’s lemma). Seja p(z,t) = t* + a1(2)*! + ... + a(z) € Clz}[t] um
polinémio monico com k > 1 e suponha que p(0,t) = (t — c1)" - ... - (t — ¢,)f com pares
c; € Cdistintos, j = 1, ..., r. Entdo existem polindmios monicos p1(z, t), ..., p,(z, t) € C{z}[t] com
p(z,t) = pi(z,t) - ... - pi(z, t), onde p(z, t) tem grau k; e p;(0,t) = (t — cj)kf paraj=1,..,r.
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5.2 Conjuntos Analiticos

Definicdo 5.6. Seja U C C" uma aberto, X C U um conjunto. (i) Se x € U, entdo X é chamado
analitico em x se existir uma vizinhanga V C U de x e um niimero finito de funcdes holomorfas
fungdes holomorfas fi, ..., f, sobre V tal que

XNV={zeV| filz) =...= f,(z) = 0}.

(ii) O subconjunto X é chamado um subconjunto localmente analitico de U se X é analitico em
todo x € X. (iii) O subconjunto X é chamado subconjunto analitico de U se X é analitico em
todo x € UL

Exemplo 2. Exemplos de subconjuntos analiticos de U = C" sdo U, O e conjuntos de zeros de
um niimero finito polindmios (subconjuntos algébricos).

Proposicao 5.7. Um subconjunto X de um de U é fechado em U

Demonstragio. Seja x € U \ X, com V como na definicdo. Entdo X NV é fechado em V.
Portanto, existe uma vizinhanca aberta W ¢ V de x com WN X = (0. Assim U \ X é
aberto. 0

5.3 Germes de Conjuntos Analiticos

Definicdo 5.7. Sejam U e U’ abertos em C", e seja X C U, x' € U’ subconjuntos analiticos. Os
subconjuntos analiticos X e X’ definem os mesmos germes de conjunto analiticos em x € X N x’
se existir uma viz. aberta V.Cc UNU' de x tal que XNV = X" N V.

A notacgdo (X, x) refere-se ao germe do conjunto X em x. O conjunto X também

é chamado representante do germe do conjunto (X, x).

Germes de conjuntos analiticos estdo em correspondéncia com os ideais de
Oy, w € C". Seja I € O, um ideal. Ja que O, é Noetheriano I é gerado por uma
quantidade finita de germes de fun¢des holomorfas fi, ..., f;. Sejdo f;, . ﬁ U - C
fun¢des holomorfas, onde U é uma vizinhanga aberta de w, que representam estes

germes. Definimos

V(A . f) = lze Ulfi(z) = ... = f,(z) = O}.

Proposicao 5.8. O germe de conjunto analitico

V(fi s fo), w0

ndo depende da escolha de fi, ..., f,.
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Definicdo 5.8. O germe de conjunto analitico

V() := (V(fi, ..., fy), w)

é chamado germe de conjunto analitico definido pelo ideal I.
Definicdo 5.9. Seja (X, x) um germe de conjunto analitico. O conjunto I(X) de todos os germes
f € Oy representado por fungdes holomorfas f : U — C, U uma vizinhanga aberta de x, que se

anula sobre um representante X C U de X, é chamado o ideal do germe do conjunto X.

Seja R um anel e I C R um ideal. entdo
rad(l) == {f € lek € I para algum k € N}

é chamado o radical de I.

Proposicao 5.9 (Zeros de Riickert’s). Para o ideal de um conjunto germe analitico V(I),
temos I(V(I)) = rad L.

Definicao 5.10. Uma dlgebra analitica é uma dlgebra sobre C da forma

C{le ceey Zn+1}/H/

onde 1 é um ideal em C{z1, ..., 241}

A é&lgebra A é chamada reduzida se, e somente se, A ndo contém nenhum
elemento nilpotente ndo nulo, ou seja, A é reduzido se, e somente se, 14 = 0.
Observacao 7. 1. Clzy,...,z,}/1 é reduzido & 1 é um ideal radical.

2. Se (X, x) é um germe de conjunto analitico, entdo a dlgebra Ox, é uma dlgebra analitica
reduzida.

54 Germes de Aplicacio e Homomorfismos de Algebras Analiticas

Agora definiremos aplicagdes entre conjuntos analiticos

Defini¢do 5.11. Seja G ¢ C", G' ¢ C" regdes, X € G e Y C G’ subconjuntos analiticos,
x € X. Uma aplicagdo f : X — Y é chamada holomorfa em x € X se existir uma vizinhanga
aberta U de x em G e uma aplicagdo holomorfa F : U — C" com F |ynx= f lurx -

Defini¢do 5.12. Seja X ¢ C", Y c C" subconjuntos analiticos,x € X,y € Y,esejaf : X = Y,
g+ X — Y aplicagdes holomorfas com f(x) = g(x) = y. Entdo f e g definem o mesmo
germe de aplicacido ¢ : (X,x) — (Y,y) se existir uma vizinhanga abreta U C C" de x tal que

f lunx= g lunx -

Vimos anteriormente que as dlgebras analiticas reduzidas Ox e Oy, pertencem
ao conjunto de germes analiticos (X, x) e (¥, y). Um germe de aplicacdo ¢ : (X, x) — (Y, y)
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induz um homomorfismo

(p* : Oy,y g OX,x
das algebras analiticas corresondentes: ¢* é definida por ¢*(f) = fog paratodo f € Oy,,.

No que segue, R é um anel local com ideal maximal m.
Lema 5.2 (Lema de Nakayama). Se M é um A—-médulo finitamente gerado com M C mM,
entido M = 0.
Corolério 5.1. Seja M um A—médulo finitamente gerado e N um submédulo de M. Se M =
N+ mM, entdo M = N

Basta aplicar o Lema de Nakayama no médulo M/N

5.5 O Teorema de Preparacao de Weierstrass para Médulos

Agora, seja M um A—mobdulo, se x é um elemento de M, o conjunto de todos os multiplos
ax(a € A) é um submoédulo de M, denotado por Ax ou (x). Se M = Z Ax;, o conjunto

i€l
formado pelos xs é chamado dos geradores de M, isto significa que cada elemento de

M pode ser escrito (de forma ndo necessariamente tinica) como uma combinacdo linear
finita de x’s com coeficientes em A.

Definicao 5.13. Um A—-médulo M é dito ser finitamente gerado se tem um conjunto finito de
geradores.

Seja A uma 4lgebra analitica e M um A-moddulo.
Defini¢ao 5.14. Um A-mddulo M é chamado finito sobre A se M é um A—médulo finitamnte
gerado.

Agora seja B uma outra algebra analitica e ¢ : A — B um homomorfismo entre
algebras. Se M é um B—modulo, entdo M torna-se um A-moddulo pela agao

AXM —» M
(a,x) = @@mx.

Em particular, B é um A-moddulo na forma canodnica.
Definicao 5.15. O homomorfismo algébrico ¢ é chamado finito se B é finito sobre A.
Observacao 8. Se ¢ : A — Be 1y : B — C sdo finitos, entdo 1 o ¢ : A — C também é finito.
Teorema 5.3 (Teorema de Preparagdo de Weierstrass para Médulos). Seja A, B algebras
analiticas, mu, mp seus ideais maximais, ¢ : A — B um homomorfismo algébrico e M um
B-Médulo finitamente gerado, entdo M é finito sobre A se, e somente se, M/Mqp(my) é finito
sobre A/m, = C.

Deste teorema temos o seguinte Colorario.
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Coroldrio 5.2. Seja A, B, p, M como no teorema anterior e seja ey, ..., ep elementos em M. Se as
imagens de ey, ..., e, em M/Mq(m,) geram este médulo sobre C, entio ey, ..., e, geram M sobre
A.

Demonstragdo. Inicialemte, considere o A—submoédulo N de M gerado pelos elementos
e, ...,€. Ja que por hipotese M/Mq(m,) é gerado pelas imagens de ¢j, ...,e, como um
C—espaco vetorial, temos

M =N + Mgp(my,)

como um A-moédulo. Pelo Teorema M é finito sobre A. Pelo Lema de Nakayama
b.1]segue que M + N O

Definigao 5.16. Um germe de aplicacio ¢ : (X, x) — (Y, y) échamado finito se ¢* : Oy, — Ox
é finito.
Para a seguinte proposicdo lembramos ainda um outro conceito de algebra.

Seja S um anel e R C S um subanel. Um elemento s € S é chamado inteiro sobre R se

ele satisfaz uma equacio
" +ms" + ... +a,=0coma; €R.

Observacdo 9. Se S é um R—médulo finitamente gerado, entdo todo s € S é inteiro sobre R.
Proposicdo 5.10. Seja G ¢ C", G’ ¢ C" regides e seja X C G, Y € G’ subconjuntos analiticos,
f : X = Y uma aplicagdo holomorfa, e x € X. entio f* : Oy — Oxx é finita se, e somente se,
x é um ponto isolado de f~(f(x)).

Demonstragio. Sem perda de generalidade tome x = 0, f(x) = 0.

"=:"Seja f* : Oyp — Ox, finita. Isto significa que Ox € um modulo finitamente
gerado sobre f*(O,,). Pela observacdo feita acima segue que cada elemento de Ox, é
inteiro sobre f*(O, ). Se g € Oy, existe ay, ...,a, € Oyo com

gr = f*(al)gr‘l + ...+ f*([lr) =0.

Se (z1,...,z,) sdo coordenadas de C", entdo, em particular, para cadakcom 1 <k < n

existem elementos a, ..., 4 € Oy,o com
Z; +f*(ak1)z,’(_1 +..+f@)=0

parak =1,..,n e para um r adequado. Agora seja U uma vizinhanga aberta de 0 em G
e F: U — C" uma aplicagdo holomorfa com F [yrnx= f |unx - Além disso, seja V uma
vizinhanga aberta adequada de 0 em G’ com F(U) C V, e seja d;; : V — C representantes



45

de Ak, k=1,..,n,j=1,.,r. Diminuindo U, se necessdrio, para todo z € U temos
z, + ﬁkl(l-’(z))zz_1 + ... + d,(F(z)) = 0,k=1,...n.

Assim, sez € XN U e F(z) = f(z) = 0, entdo zx é uma raiz de um polindmio para
k =1, ..., n. Portanto, pode haver no maximo um ndmero finito de z € U com f(z) = 0.
Entdo 0 é um ponto isolado de 7! £(0).

”&:"Seja 0 um ponto isolado de £~ f(0). Seja I o ideal de O, gerado por I(X, 0)
e ﬁ, .y ﬁn, onde f; é o germe da fungdo componente f;, j = 1,...,m. Entdo V(I) = {0}. Ja
que z; € 1(0), existe, Pelo Teorema um r; com z;f €1, parak =1,...,n. Assim, para
cada k existe um 7, e elementos ayy, ...,k € Oy tal que

Z = Z a; f(I(X, 0)).

j=1

Segue que existe um ntimero natural g > 0 tal que

m?{]o C OX,Of*(mY,O)/

onde 1., resp. Ty, é o ideal maximal de Oxy, resp. Oy,O- Esta inclusdo induz um
homomorfismo sobrejetivo

Oxo/ My = Oxo/Orof"(My0)-

Mas Ox /m;](o é um C-espacgo vetorial de dimensao finita: Pois se seus elementos
X1, ...,X, sdo geradores de iy, entdo para cada g € Oxy existe um polinémio p €

Clx, ..., x,] de grau < g — 1 com
g—g€ m?’m.

Assim, Ox/ m?’w é gerado por uma classe de residuos de mondémios em xj, ..., x, de grau
< q— 1. Portanto, Ox/O. f*(m,0) é também um C—espago vetorial de dimensao finita.
Segue pelo Teorema [5.3|que f* ¢ finito. m

Proposicao 5.11. Seja A uma dlgebra analitica com ideal maximal my e suponha que C{z} C A.
Seja g € my integral sobre C{z} e seja

p(z, t) = F+ a2 + L+ ar(z) € Clz)[t]

um polindmio de grau pequeno, com p(z, g) = 0. Entdo a;(0) = Opara j =1, ..., k.
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Demonstragdo. Ja que g € m,, temos
ar(z) = —g(gk_1 + al(z)g“k_2 + ...+ 41(2)) € my NC{z} cm,,

onde m, é o ideal maximal de C{z}. Suponha que existe um j, 1 < j <k, com a;(0) # 0.
Seja I o maior indice com 4;(0) # 0. Entao

p(0,t) = (¢ + a1 (0)t " + ... + ay(0)).
Pelo Lema de Hensel 5.6 existe dois polindmios monicos p1(z, t), p2(z, t) € C{z}[t] com
p1(0,t) =7, p2(0,1) =t + a1 (0)F + ... + 2)(0).

Se temos p,(z,t) € myu, entdo, jd que g € My, o termo constante p»(z, 0) de py(z, t) também
teria que estar em my; e entdo p,(0,0) = 0. Mas isto ndo se verifica, pois a4;(0) # 0.
Portanto p»(z, g) ¢ uma unidade em A e para p(z, g) = 0 segue que pi(z, ) = 0. Ja que
pi(z,g) é de grau k — I < k em t, isto contradiz a suposicdo de que p(z,t) é de grua

pequeno. Portanto a;(0) =0 paraj=1,.., k. m|

5.6 A dimensao de um Germe de Conjunto Analitico

Definicdo 5.17. Seja A uma dlgebra analitica. A dimensdo (de Weierstrass) de A, simbolica-
mente, dim A, é o menor niimero d > 0 para que exista um homomorfismoa algébrico finito
@ : 040 — A.

Proposicao 5.12 (Dimensado de Weierstrass = Dimensdo de Chevalley). A dimensio de A
é também o menor niimero d > 0 para que existam elementos fi, ..., fa € my tal que

dimpAJAf, ) fi) < oo.

Observacao 10. Esse niimero d é chamado dimensdo de chevalley de A e o sistema fi, ..., fa é
chamado um sistema de pardmetros de A.

Definicao 5.18. Seja A uma dlgebra analitica com ideal maximal m, e nilradical ny. Um
elemento f € mu é chamado ativo se para todo § € A tivermos fg € Ny = g € na.
Proposicdo 5.13 (Lema Ativo). Se f € myu é ativo, entdo dim A/(f) = dim A — 1.

Coroléario 5.3. dim O, = n.

Demonstragdo. Segue por indugdo em n

Para n = 0 : A identidade id : Opy — Opp € um homomorfismo finito, entdo
dim OOIQ =0.
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n-1-mn:Sejan>1,0, = Clz, ..., z,}. Agora, tome z, € m, ndo divisor de

zeroem O, assim z,, é ativo. E como O,/ (z,) =~ Oy-19 e supondo que dimO,,_1p = n—1,

segue pela Proposigdo que
n—1=dim On—l,O = dim Onlo/(zn) = dim On,O —1.

O

Definic¢ao 5.19. Um conjunto de germes analiticos (X, x) é chamado uma intersegdo completa
se Ox € isomorfo a Oy 0/ Oy o(f1, .., fm) comn —m = dimOxy e fi, ..., fu € My,

Definicao 5.20. Seja A uma dlgebra analitica. Uma m-nupla (fy, ..., f) de elementos f; € my
é chamada sequeéncia principal (ou A-sequéncia) se f1 é um ndo divisor de zero em A e se para
todo j = 2,..,m a classe de residuos f; em A/A(fi, ..., fi-1) é um ndo divisor do zero. o niimero
m é chamado comprimento da sequéncia principal.

Proposicao 5.14. Se (fi, ..., fu) é uma sequéncia principal em A e se 1 é uma permutacio do
conjunto {1, ..., m}, entdo (frqy, ..., frm)) € também uma sequéncia principal em A.

Definicao 5.21. Uma dlgebra analitica A é dita um CM-anel, se A tem uma sequéncia principal
de dim A.

Exemplo 3. A dlgebra O,y = Clz, ..., z,} de germes de fungdes holomorfas é um CM-anel,
pois (z1, ..., 2,) forma uma sequéncia principal em O,,o. De fato

On0/O0n0(z1, . 24) = Clzysa, ..oy 20}

parau=1,..,n.

Proposicao 5.15. Seja A um CM-anel eseja fi, ..., fn elementos de my tal que dim A/A(f1, ..., fm)
dim A—1. Entio (fi, ..., fu) é uma sequéncia principal e AJA(f1, ..., f) é também um CM-anel.
Coroldrio 5.4. Cada sistema de pardmetros (fi, ..., fu) de O, é também uma sequéncia prin-
cipal.

Demonstragio. Pelo exemplo acima O, o é um CM — anel. Com isso, o resultado segue

pela Proposicdo anterior. O

Proposicao 5.16. Seja A um CM-anel de dimensio n e (fi, ..., fu) uma sequéncia principal.
Seja R = C{fy, ..., fu} C A isomorfo a C{ys, ..., y,}. Entdo A é um R-médulo livre.

5.7 Um pouco mais sobre pontos criticos isolados

Seja M uma (n + 1)—dimensional variedade complexa e f : M — C uma fungado holo-
morfa.

Definicdo 5.22. Um ponto p € M é chamado ponto critico isolado, ou singularidade isolada de
f, se existir uma vizinhanga U de p em M tal que nenhum ponto de U \ p é critico.
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Lema 5.3. Seja f : (C"*',0) — (C,0) o germe de uma fungio holomorfa com um ponto critico
ndo degenerado no 0. Entdo as derivadas parciais df [0z, ..., df |0zy41 gera o ideal maximal
M1 de On+1'

Demonstragdo. Seja U C C""! uma vizinhanca abertade O e f : U — C um representante

de f. consideremos a aplicagao

gradf: U — C"!
zZ (%(z),...,afil(z))'

ja que 0 é um ponto critico ndo degenerado de f, temos
rank(Jgraar(0)) = n + 1.

Pelo Teorema do Posto segue: Existem vizinhangas abertas V, V' de 0 em U e uma
aplicagdo biholomorfa ¢ : V — V’ tal que paratodoz €V,

gradf o o(zi1, ..., Zn+1) = (21, s Zus1)-

Ja que zy, ..., z,41 gera o ideal maximal m,;; de O,.1, o resultado segue. m]

Proposigdo 5.17. Seja f : (C"**,0) — (C, 0) um germe de funcio holomorfa com singularidade

00 (2 )

isolada no 0. Entio

dz1" " 9z

e um C-espago vetorial de dimensdo finita.

Demonstragdo. Seja f; := df/dz;, j = 1,..,n+1, as derivadas parciais de f e seja [ o0 ideal
gerado por fi, ..., fur1. Agora f tem uma singularidade isolada em 0, assim 0 é solugdo

Unica do sistema

fl(Z) =..= n+1(Z) =0
em uma vizinhanga aberta M de 0. Entdo

V(J5) = o(f1, s fusr1) = ({0}, 0).

Segue que
I(v{jy)) =m,

onde m é o ideal maximal de O,,,1. Por 5.9

I(V(]f)) = rad]f.
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Portanto exite um ntimero natural g > 0 tal que m7 C J¢. mas O,;1/m? é C—espago
vetorial de dimensao finita ( pela prova de |5.10). Portanto O,1/J; é também um
C—espaco vetorial de dimensao finita. O que completa a prova. O

5.8 A Igualdade 3 = 4

Ja sabemos pela Proposicdo|5.17|que dimg O,,41/Opi1 (j—zfl, ey 35%) é finita, com isso seja

d 0
Us = dim@ O14+1/Oni1 ( f f )

dz;" 9Zpi1

Também ja sabemos que 3 é o ntimero de pontos da pré-imagem de um valor
regular proximo do 0 da aplicagdo holomorfa finita

Vf:M— C"™,

o 3f)

dz17 """ 0zu41

onde M é uma viz. aberta adequada do 0 em C"*' sendo Vf = (

O teorema abaixo ird mostrar a relagdo de igualdade que existe entre esses dois
nameros.
Proposicio 5.18. Seja f : (C"™,0) — (C,0) um germe de funcio holomorfa com uma singu-
laridade isolada no 0. Entdo us = ua.

Demonstragio. Seja f; := df /dz; parai =1, ..., n+1 as fun¢des componentes da aplicacdo
Vf. Como 0 é uma singularidade isolada de f por hipétese, entdo 0 é um ponto iso-
lado da V£71(0). Com isso, pela Proposigao segue que o homomorfismo induzido
(V) : Ops1 = Oy € finito e como O, tem dimensdo n + 1, Corolario podemos
afirmar que o homomorfismo (Vf)* : O,11 — O,41 € injetivo.

Caso ndo fosse, suponha que o h € ker(Vf)', f # 0. Pelo Lema existem
coordenadas zj, ..., z,+1 tal que f é regular de ordem k em z,,,1. Agora seja g € O,1. Pelo
Teorema 5.2 existem g € O,,,1 e elementos 4y, ..., 4 € O, com

k

— k=i

g=gh+ Za]zn+l,
=1

k-1

i modulo

isso mostra que O,1/(h) é gerado por uma classe de residuo 1,z,41, ...,z
(h). Portanto O,41/(h) é finito sobre O,. em outras palavras, temos que se h € ker(Vf)*
entdo O, é finito sobre O,. O que contradiz a minimalidade de n + 1 mostrando a

injetividade de (Vf)*. Para distingir, denotaremos as coordenadas do espaco imagem
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do Vf por v, ..., Yu+1. Além disso, colocaremos A = Clzy, ..., z4+1}, R = C{fi, ..., fur1} CTA
e como (Vf)" : Clyy, ..., yus1} = A é injetivo, segue que R é isomorfo a C{ys, ..., Yn+1}-

Agora, como (4 é finito, segue pela observagdo feita na Proposicdo que
(fi, - fus1) € um sistema de pardmetros para A a pelo Colordrio é também uma
sequéncia principal em A. Pela Proposicao segue também que A é um R—moddulo
livre. Assim pelo Colorédro (.2}, A é gerado como um R—moédulo por 4 elementos e iy

é o nimero minimo de geradores. Entdo A tem uma R—base de p, elementos.

Seja K4 e K 0s respectivos corpos de fracdo de A e R. Entdo K4 é um corpo
de extensdo de Ky de grau py. Como todos os elementos de K4 sdo algébricos sobre
Kg, temos K4 = Kg(z1, ..., z4+1). Pelo teorema do elemento primitivo, existe um & € Ky,
= Zf:ll cizi com ¢; € Kg, com Ky = Kg(&). Multiplicando o polindmio minimal de
& pelo denominador comum dos coeficientes, ja que estamos num corpo de fragdes,

podemos assumir que ¢ satisfaz uma equagdo
bo&™ + b1 &+ L+ by, =0

comb; € R, j=1,..,us eby # 0. Agora multiplicando essa equagado por bg“_l obtemos
a equagao
(bo&)" + by(bo&)“™ + .. + by by, = 0.

Como esta equagdo mostra que by¢ € raiz de um polindmio moénico, entdo byé
é integral sobre R. Mudando as coordenadas, podemos assumir que byé = z; com z;

satisfazendo a equacao p(fi, ..., fu+1)(z1) = 0, onde

p(fi, oy fur)(t) =t + a1 (f, ...,fn+1)t‘”4_1 + o+ ay,(fi, s fus1)

eai(fi, ..., fus1), parai = 1, ..., ug, sendo uma série de poténcias em fi, ... f,+1 que converge
em uma vizinhanc¢a U € M de 0. Pela Proposicdo a;(0) =0 parai=1,..., .

Considere agora a Hipersuperficie

V= {(fl, ...,fn+1,21) e U X Clp(f1,...,fn+1)(21) = 0} cUxC

com a projecao
T v - U
(fl/ ---/fn+1/Zl) = (fl/ ---/fn+l) '

Seja A(fi, ..., fu+1) O discriminante do polindmio p(fi, ..., fu+1)(t). Este é um po-
lindbmio nos coeficientes a;(fi, ..., f,+1) do polindomio p(fi, ..., fu+1)(t).
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Seja
D ={(fi, ... fur1) €Ul A (f1, ..., fur1) =0} C UL

O conjunto D é um Hipersuperficie em U. J4 é sabido da teoria de corpos que os valores
em D fazem o polinémio p(fy, ..., fu+1)(t) ter raizes multiplas, assim para valores fora do
conjunto D a equacgao p(fi, ..., fn+1)(z1) = 0 tem apenas raizes distintas, no caso tera p

raizes distintas na vizinhanca de z;.

Com isso, seja C = 1!(D) e considere a apliacagdo

g M - MxC
(Z1) o Zn41) (fl(Z),---,an(Z)/Zl) '

Assim seja, W = 5 1(V). Entdo W é uma vizinhanca de 0 em M. Colocando o = 5]y,
B = ¢7!(C). Escolhendo U e V, se necesséario, podemos garantir que a aplicagdo o :
W\ B — V\ C é um homeomorfismo. A composi¢do o o7 : W — U coincide com a
aplicacdo Vf : W — U Ja que o o 7t tem exatamente 1, pontos na pré-imagens fora de
D, isto é verdade para a aplicacdo Vf também.

O que prova que pz = g4
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6 CONCLUSAO

Nesse trabalho observamos que as formas que tinhamos antes para encontrar o
nimero que Milnor eram bastante trabalhosas e pelo 4 temos uma forma mais rédpida
de encontrar tal niimero. Ndo apenas como uma forma de encontrar tal niimero, esse
trabalho também vem com a missdo de ser uma leitura inicial sobre o assunto fazendo
essa diagonal, no caso, passando pela defini¢des de niimero de Milnor conhecidas até

0 momento.
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