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RESUMO

Vários problemas computáveis podem ser resolvidos de maneira mais eficiente ou
mais natural através de algoritmos probabilísticos, o que mostra que o uso de tais algoritmos
é bastante relevante em computação. Entretanto, os algoritmos probabilísticos podem retornar
uma resposta errada com uma certa probabilidade. Observe, ainda que o uso de algoritmos
probabilísticos não resolve problemas não computáveis.

A Complexidade Computacional caracteriza a complexidade de um problema a par-
tir da quantidade de recursos computacionais, como espaço e tempo, para resolvê-lo. Problemas
que tem a mesma complexidade compõem uma classe. As classes de complexidade computaci-
onal são relacionadas através de uma hierarquia.

A Complexidade Descritiva usa lógicas para expressar os problemas e capturar clas-
ses de complexidade computacional no sentido de expressar todos, e apenas, os problemas desta
classe. Dessa forma, a complexidade de um problema não depende de fatores físicos, como
tempo e espaço, mas apenas da expressividade da lógica que o define. Resultados importantes
da área mostraram que várias classes de complexidade computacional podem ser caracterizadas
por lógicas. Por exemplo, a classe NP foi mostrada equivalente à classe dos problemas ex-
pressos pelo fragmento existencial da Lógica de Segunda Ordem. Este estreito relacionamento
entre tais áreas permite que alguns resultados da área de Lógica sejam transferidos para a de
Complexidade Computacional e vice-versa.

Apesar da importância de algoritmos probabilísticos e da Complexidade Descritiva,
existem poucos resultados de caracterização, por lógicas, das classes de complexidade compu-
tacional probabilísticas.

Neste trabalho, buscamos mostrar caracterizações para cada uma das classes de
complexidade probabilísticas de tempo polinomial. Nos nossos resultados, utilizamos quantifi-
cadores generalizados de segunda ordem para simular a aceitação das máquinas não-determinísticas
dessas classes. Achamos caracterizações lógicas na literatura apenas para as classes PP e BPP.
No primeiro caso, a lógica utilizada era a de primeira ordem adicionada de um quantificador
maioria de segunda ordem. Com a abordagem criada neste trabalho, conseguimos obter uma
prova alternativa para a caracterização de PP. Com essa mesma metodologia, também con-
seguimos caracterizar a classe ⊕P através de uma lógica com um quantificador de paridade.
No caso de BPP, existia um resultado que utilizava uma lógica com semântica probabilística.
Usando nossa abordagem de quantificadores generalizados, conseguimos obter uma caracteri-
zação alternativa para essa classe. Com o mesmo método, conseguimos caracterizar as classes
probabilísticas semânticas RP, coRP, ZPP e a classe semântica NP∩coNP. Por fim, mostramos
uma aplicação dos resultados de Complexidade Descritiva na criação de algoritmos através de
uma especificação lógica.

Palavras-chave: Complexidade Descritiva. Classes de Complexidade Probabilísticas. Quantifi-
cadores Generalizados.



ABSTRACT

Many computable problems can be solved more efficiently or in a more natural way
through probabilistic algorithms, which shows that the use of such algorithms is quite relevant
in Computer Science. However, probabilistic algorithms may return a wrong answer with a
certain probability. Also, the use of probabilistic algorithms does not solve problems that are
not computable.

In Computational Complexity, the complexity of a problem is characterized based
on the amount of computational resources, such as space and time, needed to solve it. Problems
that have the same complexity compose the same class. The computational complexity classes
are related by a hierarchy.

In Descriptive Complexity, a logic is used to express problems and capture compu-
tational complexity classes in order to express all and only the problems of this class. Thus, the
complexity of a problem does not depend on physical factors, such as time and space, but only
on the expressiveness of the logic that defines it. Important results of the area states that several
classes of computational complexity can be characterized by a logic. For example, the class
NP has been shown equivalent to the class of problems expressed by the existential fragment
of Second-Order Logic. This close relationship between these areas allows some results about
Logics to be transferred to Computational Complexity and vice versa.

Despite of the importance of probabilistic algorithms and of Descriptive Comple-
xity, there are few results on the characterization, by a logic, of probabilistic computational
complexity classes.

In this work, we show characterizations for each of the polinomial time probabilis-
tic complexity classes. In our results, we use second-order generalized quantifiers to simulate
the acceptance of the nondeterministic machines of these classes. We found Logical characte-
rizations in the literature only for classes PP and BPP. In the first case, the logic employed was
the first-order added by a quantifier most of second-order. With the approach established in this
work, we obtain an alternative proof for the characterization of PP. With the same methodology,
we also characterize the class ⊕P through a logic with a second-order parity quantifier. In the
case of BPP , there was a result that used a logic with probabilistic semantics. Using our appro-
ach of generalized quantifiers, we obtain an alternative characterization for this class. With the
same method, we were able to characterize the probabilistic semantic classes RP, coRP, ZPP
and the semantic class NP∩ coNP. Finally, we show an application of Descriptive Complexity
results in the creation of algorithms from a logic specification.

Keywords: Descriptive Complexity. Probabilistic Complexity Classes. Generalized Quantifi-
ers.
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1 INTRODUÇÃO

A necessidade da probabilidade na Computação surge na existência de problemas
computacionais que são resolvidos de forma mais natural ou mais eficiente com algoritmos que
utilizam probabilidade. Em contrapartida de uma maior eficiência, alguns algoritmos proba-
bilísticos podem retornar uma resposta errada. A probabilidade do erro pode ser diminuída
executando o algoritmo várias vezes. Como exemplo de algoritmos probabilísticos, podemos
citar o algoritmo Quicksort Randômico para ordenar uma lista de elementos, o algoritmo pro-
babilístico para o Problema da Contratação vistos em (CORMEN et al., 2009) e o algoritmo
probabilístico para o Problema do Corte Mínimo (MOTWANI; RAGHAVAN, 1995; MITZEN-
MACHER; UPFAL, 2005). Diversas aplicações da computação utilizam algoritmos probabi-
lísticos. Por exemplo, vários algoritmos de Inteligência Artificial E Big Data utilizam alguma
abordagem probabilística (RUSSELL; NORVIG, 2010; RAJARAMAN; ULLMAN, 2011).

Para estudar a eficiência computacional de problemas computacionais quaisquer
existe a área da Complexidade Computacional (PAPADIMITRIOU, 1994). Nessa área os pro-
blemas são classificados de acordo com a eficiência do melhor algoritmo que os resolvem. Por
exemplo, um problema P1 é mais complexo que outro problema P2 se o melhor algoritmo que
resolve P1 necessita assintoticamente de mais recursos computacionais que o melhor algoritmo
para P2. A Complexidade Computacional também agrupa os problemas que tem dificuldade
semelhante em classes de complexidade. Problemas com algoritmos probabilísticos também
são classificados nessas classes.

Algumas questões da Complexidade Computacional estão abertas há bastante tempo.
Por exemplo, podemos citar o famoso problema de saber se P = NP. No caso probabilístico
temos o problema de saber se P = BPP, onde BPP é a classe de problemas que são resolvidos
por máquinas de Turing probabilísticas em tempo polinomial com erro limitado.

Alguns problemas em aberto da Complexidade Computacional, como o problema
de saber se NPSPACE = coNPSPACE, foram respondidos depois da criação de uma área cha-
mada Complexidade Descritiva. O resultado acima e outros foram provados de forma inde-
pendente por (IMMERMAN, 1988; SZELEPCSÉNYI, 1988). A Complexidade Descritiva pre-
tende caracterizar a complexidade de um problema com base na linguagem lógica necessária
para expressá-lo em vez de medidas físicas como tempo e espaço, e relacionar a linguagem
utilizada com as classes de complexidade computacional. A semântica de uma lógica é dada
por algoritmos e, dessa forma, a Complexidade Descritiva estaria relacionando esses algoritmos
com as classes de complexidade computacional. Podemos dizer que essa área é uma “ponte”
entre o estudo de Lógicas e de Teoria da Complexidade. Usando essa “ponte”, alguns resultados
de uma área podem ser traduzidos como resultados da outra.

O resultado que iniciou a área foi o que diz que os problemas que podem ser resolvi-
dos por uma máquina de Turing não-determinística em tempo polinomial, ou seja, problemas da
classe NP, são os mesmos que podem ser expressos pela lógica existencial de segunda ordem.
Este é o famoso teorema de Fagin (FAGIN, 1973).

Uma aplicação de resultados desse tipo é saber a eficiência de problemas que envol-
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vem lógica como, por exemplo, checar se uma fórmula é satisfeita por uma estrutura de entrada.
Outra importância da Complexidade Descritiva seria a abordagem alternativa para provar resul-
tados da Complexidade Computacional.

Mesmo com essa importância da Complexidade Descritiva e da probabilidade para
a Ciência da Computação, poucos resultados foram obtidos sobre a Complexidade Descritiva
de classes probabilísticas. Em (KONTINEN, 2009) foi mostrada uma caracterização para a
hierarquia de contagem CH através da Lógica de Primeira Ordem acrescida do quantificador
maioria Most de segunda ordem. Dentro da hierarquia de contagem está a classe probabilísti-
cas PP e como corolário essa classe é caracterizada pela Lógica formada pelas fórmulas sem
aninhamento do quantificador Most.

Uma forma de definir lógicas probabilísticas de maneira similar às classes proba-
bilísticas foi feita em (EICKMEYER; GROHE, 2010). Nesse mesmo trabalho, foi definida a
lógica probabilística com ponto fixo inflacionário e contagem BPIFP+C que captura a classe
BPP mesmo em estruturas não ordenadas. O autor afirma que, de forma semelhante, é possível
definir a lógica BPDTC+C para caracterizar a classe probabilística de espaço logarítmico BPL.
Na tese de doutorado do mesmo autor (EICKMEYER, 2011), além dos resultados mencionados
acima, foi definida a lógica probabilística BPFO que captura classe probabilística BPAC0 em
estruturas ordenadas.

O presente trabalho apresenta uma abordagem para a caracterização de classes pro-
babilísticas de tempo polinomial através de lógicas com quantificadores generalizados de se-
gunda ordem. Essa abordagem pode ser vista como uma generalização das abordagens dos
trabalhos mencionados anteriormente (KONTINEN, 2009; EICKMEYER; GROHE, 2010) e
da caracterização de #P apresentada em (THAKUR, 1992; SALUJA; SUBRAHMANYAM;
THAKUR, 1995). Mostramos uma prova alternativa da caracterização de PP para mostrar nossa
abordagem e em seguida expressamos um problema completo dessa classe na lógica utilizada.
Em seguida, usamos nossa abordagem para caracterizar a classe de problemas com um número
ímpar de certificados ⊕P que não é probabilística. Nossa caracterização usa a Lógica de Pri-
meira Ordem com o quantificador generalizado ímpar ⊕ e também expressamos um problema
completo da classe com essa lógica.

Também utilizamos nossa abordagem para obter uma caracterização alternativa da
classe BPP e caracterizações das classes RP, coRP e ZPP. Resultados de Complexidade Des-
critiva para essas classes não foram encontrados na literatura. Problemas da classe RP foram
expressos com a lógica utilizada na caracterização. Também identificamos algumas dificulda-
des e suas causas na definibilidade de problemas dessa classe. Algumas soluções possíveis são
apresentadas mas deixamos sua execução como trabalho futuro.

Para mostrar a flexibilidade da abordagem, caracterizamos também a classe não
probabilística NP∩ coNP. Além desses resultados de caracterização de classes, vamos mos-
trar, no apêndice, como podemos usar os resultados da Complexidade Descritiva para a criação
automática de algoritmos dada uma especificação lógica. Como a semântica de uma lógica é
definida por um algoritmo, podemos entender esse resultado como uma explicitação do algo-
ritmo da semântica. Por último, vamos motivar a investigação de novos resultados relacionando
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lógicas e outras classes de complexidade probabilísticas.

O trabalho está organizado da seguinte maneira: No segundo capítulo, vamos apre-
sentar uma introdução de Lógica e de Quantificadores Generalizados. No terceiro capítulo,
vamos apresentar uma introdução à Complexidade Computacional mostrando também classes
de complexidade probabilísticas. No capítulo quatro, mostramos uma visão geral da área de
Complexidade Descritiva. Em seguida, nos capítulos 5 e 6, vamos definir algumas lógicas
com quantificadores de segunda ordem generalizados para caracterizar as classes mencionadas
acima. No capítulo 5 vamos mostrar os resultados para as classes sintáticas e no capítulo 6
os das classes semânticas. Por último, vamos apresentar as conclusões do trabalho e definir
possíveis trabalhos futuros.
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2 LÓGICA E QUANTIFICADORES GENERALIZADOS

Neste capítulo nós vamos fazer uma breve introdução sobre Lógica. Na primeira
seção vamos apresentar a Lógica Clássica de Primeira Ordem (EBBINGHAUS; FLUM; THO-
MAS, 1994), aqui simplesmente denominada Lógica de Primeira Ordem, e nas seções seguintes
vamos mostrar algumas linguagens lógicas que podem estender a linguagem da Lógica de Pri-
meira Ordem.

2.1 Lógica de Primeira Ordem

Para definir a linguagem da Lógica de Primeira Ordem é necessário primeiro defi-
nirmos o alfabeto dessa linguagem.

Definição 2.1.1 (Alfabeto). O alfabeto da linguagem da Lógica de Primeira Ordem possui os
seguintes símbolos:

• Um conjunto enumerável de variáveis VAR: x,y,z,x1,y1,z1,x2, ...

• Um conjunto de símbolos lógicos: ¬,∧,∨,→,↔,∀,∃

• O símbolo de igualdade: ≡

• Os símbolos de pontuação: (,)

• Um conjunto τ de símbolos de constantes e símbolos de relação e função de qualquer
aridade natural.

Para os símbolos de constantes vamos utilizar letras minúsculas com ou sem sub-
sestrito, por exemplo, a,b,c,a1,b1,c1.... Nos símbolos funcionais vamos utilizar também letras
minúsculas com ou sem subescrito mas com a aridade superescrita: f a1,ga2,ha3, f a4

1 ,ga5
1 ,ha6

1 ....
Vamos utilizar as letras maiúsculas com aridade superescrita e com ou sem índice subescrito
para representar os símbolos relacionais: Rb1,Sb2 ,Pb3,Rb4

1 ,Sb5
1 ,Pb6

1 . Quando não houver dúvida,
vamos omitir as aridades dos símbolos de funções e relações.

Definição 2.1.2 (Vocabulário). Os únicos símbolos que mudam no alfabeto são os símbolos de
τ . Dependendo dos símbolos de τ podemos obter fórmulas diferentes. Chamamos o conjunto τ

de vocabulário.

Podemos representar um vocabulário da forma a seguir:

τ =
〈

Ra1
1 ,Ra2

2 , ..., f b1
1 , f b2

2 , ...,c1,c2, ...
〉

,

onde cada ai e cada bi é a aridade do símbolo relacional correspondente. Pelo que
foi mostrado na representação acima o vocabulário pode ser infinito. A seguir vamos definir os
termos. Os termos são os elementos que podemos falar sobre na linguagem. Veja que os termos
dependem do vocabulário τ .
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Definição 2.1.3 (Termos). Seja τ um vocabulário. Os termos de τ são obtidos através de um
número finito de aplicações das regras a seguir:

• Toda variável é um τ-termo.

• Toda constante em τ é um τ-termo.

• Se t1, ..., tk são τ-termos e f é um símbolo de função k-ária em τ então f (t1, ..., tk) é um
τ-termo.

Agora que definimos os termos, podemos definir propriedades sobre os termos. A
seguir vamos definir essas propriedades sobre os termos como fórmulas:

Definição 2.1.4 (Fórmulas). Seja τ um vocabulário. As τ-fórmulas são precisamente obtidas
por um número finito de aplicações das seguintes regras:

• Se t1 e t2 são τ-termos então t1 ≡ t2 é uma τ-fórmula.

• Se t1, ..., tk são τ-termos e R é um símbolo relacional de aridade k de τ então R(t1, ..., tk)
é uma τ-fórmula.

• Se ϕ é uma τ-fórmula então ¬ϕ é uma τ-fórmula.

• Se ϕ e ψ são τ-fórmulas então (ϕ ◦ψ) é uma τ-fórmula, onde ◦ ∈ {∧,∨,→,↔}.

• Se ϕ é uma τ-fórmula e x é uma variável então ∀xϕ e ∃xϕ são τ-fórmulas.

Para verificar se uma fórmula é verdadeira ou falsa precisamos determinar os ele-
mentos que vão ser considerados, as relações, funções e constantes que vão representar cada um
dos símbolos relacionais, funcionais e de constantes. Além disso, precisamos atribuir elementos
do domínio para as variáveis.

Uma estrutura vai determinar os elementos do domínio e as relações, constantes e
funções. Vamos definir a seguir as τ-estruturas e em seguida as atribuições.

Definição 2.1.5 (Estrutura). Seja τ um vocabulário. Uma τ-estrutura A é uma tupla

A = 〈A,RA
1 , ..., f A

1 ,cA
1 , ...〉,

onde A é o domínio, cada RA
i é uma relação sobre A com aridade definida pelo símbolo rela-

cional Ri, cada f A
i é uma função sobre A com aridade definida pelo símbolo funcional corres-

pondente do vocabulário τ e cada cA
i é um elemento do domínio A.

Definição 2.1.6 (Atribuição). Seja A uma estrutura. Uma atribuição é uma mapeamento de
variáveis em elementos do domínio A de A . Ou seja, β : VAR→ A é uma atribuição.

Abaixo vamos definir as interpretações.
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Definição 2.1.7 (Interpretação). Uma τ-interpretação é um par (A ,β ) consistindo de uma τ-
estrutura A e uma atribuição β em A .

Quando um conjunto de símbolos τ é claro pelo contexto vamos utilizar apenas os
termos estruturas e interpretações no lugar de τ-estruturas e τ-interpretações. As duas próximas
definições vão ser úteis para definirmos a noção de satisfação.

Definição 2.1.8. Se β é uma atribuição em A , a ∈ A e x é uma variável então definimos como
βa/x a atribuição que mapeia x para a e se comporta como β para qualquer outra variável
diferente de x.

Se I= (A ,β ) então definimos Ia/x = (A ,βa/x).

Definição 2.1.9 (Interpretação dos Termos). Seja τ um vocabulário e I uma interpretação for-
mada pela τ-estrutura A e pela atribuição β . A interpretação dos termos é feita indutivamente
a seguir:

Para uma variável x seja I(x) = β (x)

Para uma constante c ∈ τ seja I(c) = cA

Para um símbolo de função k-ário f ∈ τ e termos t1, ..., tk seja I( f (t1, ..., tk)) = f A (I(t1),
...,I(tk)).

Agora podemos definir a relação de satisfação. Essa definição nos permite saber
quando uma interpretação satisfaz uma fórmula, ou seja, quando uma fórmula é verdadeira de
acordo com uma interpretação.

Definição 2.1.10 (Relação de Satisfação). Para uma interpretação I = (A ,β ) definimos a
relação de satisfação indutivamente nas fórmula da forma abaixo:
I |= t1 ≡ t2 se e somente se I(t1) = I(t2)
I |= R(t1, ..., tk) se e somente se I(t1), ...,I(tk) ∈ RA

I |= ¬ϕ se e somente se I 6|= ϕ

I |= (ϕ ∧ψ) se e somente se I |= ϕ e I |= ψ

I |= (ϕ ∨ψ) se e somente se I |= ϕ ou I |= ψ

I |= (ϕ → ψ) se e somente se (se I |= ϕ então I |= ψ)

I |= (ϕ ↔ ψ) se e somente se (I |= ϕ se e somente se I |= ψ)

I |= ∃xϕ se e somente se existe um a ∈ A tal que Ia/x |= ϕ

I |= ∀xϕ se e somente se para todo a ∈ A temos Ia/x |= ϕ .

Note que a validade de uma fórmula ϕ sobre uma interpretação I depende da atri-
buição apenas para a quantidade finita de variáveis livres ocorrendo em ϕ . Se as variáveis
ocorrendo livres são x1,x2, ...,xn então os valores da atribuição significantes são os ai = β (xi)

para i ∈ {1,2, ...,n}. Nesse caso, podemos usar a notação abaixo:

A |= ϕ(a1, ...,an).
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E no caso de sentenças, ou seja, fórmulas sem variável livre, podemos fazer apenas

A |= ϕ .

A definição a seguir vai ser utilizada quando apresentarmos o resultado existente de
(EICKMEYER; GROHE, 2010) para definir as lógicas probabilísticas.

Definição 2.1.11 (Expansão de Estruturas). Seja A uma estrutura de vocabulário τ e seja τ ′

um vocabulário tal que τ ⊂ τ ′. Uma estrutura A ′ é uma expansão de A quando A = A′ e a
interpretação dos elementos das duas estruturas concordam no vocabulário τ .

Agora vamos definir isomorfismo entre estruturas e classe de estruturas fechadas
sobre isomorfismo. Vamos utilizar essas definições para apresentar os quantificadores generali-
zados da seção 2.3.

Definição 2.1.12 (Isomorfismo entre Estruturas). Seja A e B duas estruturas de vocabulário
τ . Um mapeamento π : A→ B é chamado de isomorfismo de A em B se

π é uma bijeção.

Para qualquer relação R ∈ τ de aridade n e a1, ...,an ∈ A

RA (a1, ...,an) se e somente se RB(π(a1), ...,π(an))

Para qualquer função R ∈ τ de aridade n e a1, ...,an ∈ A

π( f A (a1, ...,an)) = f B(π(a1), ...,π(an))

Para qualquer constante c ∈ τ

π(cA ) = cB

2.2 Lógica de Segunda Ordem

A diferença básica da Lógica Clássica de Segunda Ordem, ou simplesmente Lógica
de Segunda Ordem, com relação à Lógica de Primeira Ordem é a capacidade de quantificar
sobre relações como, por exemplo, subconjuntos do domínio. A seguir, vamos definir a sintaxe
e semântica da Lógica de Segunda Ordem. As definições mostradas nesta seção podem ser
encontradas em (EBBINGHAUS; FLUM; THOMAS, 1994).

No alfabeto da Lógica de Segunda Ordem temos, além do alfabeto convencional da
Lógica de Primeira Ordem, variáveis de segunda ordem X ,Y,Z, ... de qualquer aridade k natural.

A seguir vamos definir indutivamente as fórmulas da Lógica de Segunda Ordem
estendendo a definição das fórmulas da Lógica de Primeira Ordem.
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Definição 2.2.1 (Lógica de Segunda Ordem). Na Lógica de Segunda Ordem as regras de for-
mação de fórmulas da Lógica de Primeira Ordem são adicionadas das duas regras a seguir:

• Se X é uma variável relacional de aridade k e t1, ..., tk são τ-termos então X(t1, ..., tk) é
uma τ-fórmula.

• Se ϕ é uma τ-fórmula e X uma variável relacional então ∃Xϕ e ∀Xϕ são τ-fórmulas.

Agora vamos definir uma atribuição para as variáveis relacionais que adicionamos
ao alfabeto.

Definição 2.2.2 (Atribuição de Segunda Ordem). Uma atribuição de segunda ordem γ é um
mapeamento de variáveis de primeira ordem vi e variáveis de segunda ordem V k

i em elementos
do domínio A de uma estrutura A e em relações k-árias em A, respectivamente.

Podemos estender a relação de satisfação da Lógica de Primeira Ordem definindo
a satisfação das fórmulas adicionadas pelas regras de formação de fórmulas acima da seguinte
forma:

Definição 2.2.3 (Relação de Satisfação). Seja A uma τ-estrutura, γ uma atribuição de segunda
ordem, I= (A ,γ) uma interpretação e X uma variável relacional de aridade k então

• I |= X(t1, ..., tk) se e somente se (tA1 , ..., tAk ) ∈ γ(X).

• I |= ∃Xϕ se e somente se existe um R⊆ Ak tal que IR/X |= ϕ .

• I |= ∀Xϕ se e somente se para todo R⊆ Ak temos IR/X |= ϕ .

Onde IR/X = (A ,γR/X) e γR/X é uma atribuição que mapeia X para R mas para
outras variáveis de segunda ordem concorda com γ .

2.3 Quantificadores Generalizados

Os Quantificadores Generalizados foram introduzidos na lógica como generaliza-
ções dos quantificadores padrão ∃ e ∀. O primeiro trabalho a considerar quantificadores di-
ferentes dos usuais existencial e universal foi (MOSTOWSKI, 1957). Nesse trabalho, o autor
apresentou uma forma de definir novos quantificadores com escopo de apenas uma variável e
uma fórmula. Uma forma mais geral de definir quantificadores generalizados, representando
quantificadores como classes de estruturas relacionais fechadas sob isomorfismo, foi introdu-
zida em (LINDSTRÖM, 1966). Com essa abordagem, é possível definir quantificadores com
escopo de várias variáveis e várias fórmulas.

Quantificadores generalizados são bastante estudados em trabalhos sobre lingua-
gem natural como pode ser visto em (BARWISE; COOPER, 1981; PETERS; WESTERSTåHL,
2006; BADIA, 2009). Mais detalhes sobre quantificadores generalizados na Teoria dos Modelos
Finitos podem ser encontrados em (EBBINGHAUS; FLUM, 1995).
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Quantificadores Generalizados são fundamentais no nosso trabalho pois vamos utilizá-
los para simular a aceitação das máquinas de Turing probabilísticas.

A Lógica de Primeira Ordem não é capaz de expressar, por exemplo, que uma fór-
mula vale para um número ímpar de elementos do domínio. Para estender a Lógica de Predi-
cados com esse quantificador podemos adicionar um novo quantificador Qodd com semântica
dada a seguir:

A |= Qoddxϕ(x) se e somente se |{a ∈ A|A |= ϕ(a)}| é ímpar.

Para definir a semântica de quantificadores generalizados de maneira geral, pode-
mos utilizar classe de estruturas. Por exemplo, no caso do quantificador Qodd podemos definir a
classe de estruturas Qodd = {〈A,P〉 |P⊆ A e |P| é ímpar }. Ou seja, Qodd é uma classe de estru-
turas que tem um predicado com uma quantidade ímpar de elementos. Utilizamos Qodd como
símbolo de um quantificador da linguagem e também como um conjunto de estruturas. Utili-
zando essa classe de estruturas podemos definir a semântica do quantificador Qodd da seguinte
maneira:

A |= Qoddxϕ(x) se e somente se {a ∈ A|A |= ϕ(a)} ∈Qodd .

De maneira geral, seja P um símbolo de predicado unário e K uma classe de estru-
turas com vocabulário {P} que é fechada sob isomorfismo. A interpretação de um quantificador
Q de Lindström que “varre” apenas uma variável e uma fórmula ϕ é dada por

A |= Qxϕ(x) se e somente se 〈A,{a ∈ A|A |= ϕ(a)}〉 ∈ K.

De fato, qualquer classe de estruturas com vocabulário τ que tenha apenas sím-
bolos relacionais, ou seja, estruturas relacionais, permite a definição de um quantificador. As
definições a seguir são as mesmas utilizadas em (KONTINEN, 2009).

Definição 2.3.1 (Quantificador de Lindström). Seja s = 〈l1, ..., lr〉 uma tupla de inteiros posi-
tivos. Um quantificador de Lindström de tipo s é uma classe Q de estruturas relacionais de
vocabulário τ = {P1, ...,Pr} tal que cada Pi ∈ τ tem aridade li e Q é fechado sob isomorfismo.
A extensão FO(Q) da Lógica de Primeira Ordem por um quantificador Q é definida como
segue:

• As regras de formação de fórmulas são estendidas com a regra: Se para 1≤ i≤ r, ϕi(x̄i) é
uma fórmula e x̄i é uma tupla de li variáveis distintas duas a duas então Qx̄1...x̄r(ϕ1(x̄1),

...,ϕr(x̄r)) é uma fórmula.

• A relação de satisfação da lógica é adicionada do seguinte caso:

A |= Qx̄1...x̄r(ϕ1(x̄1), ...,ϕr(x̄r)) se e somente se
〈
A,ϕA

1 , ...,ϕA
r
〉
∈Q, onde

ϕA
i = {ā ∈ Ali|A |= ϕi(ā)}.
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A seguir vamos ver alguns exemplos de quantificadores generalizados.

Exemplo 2.3.1. O dois primeiros são os quantificadores universal e existencial usuais no for-
mato de quantificadores de Lindström. O terceiro exemplo é o quantificador ímpar que des-
crevemos anteriormente. O quarto exemplo é o quantificador de Resher que “varre” duas
variáveis e duas fórmulas e permite comparar a quantidade de elementos que satisfazem cada
uma das duas fórmulas. Os dois últimos são exemplos de quantificadores usados na linguagem
natural. Os dois querem expressar sentenças da forma “A maioria dos A’s são B’s” e “Algum
A é B”, respectivamente.
∀ = {〈A,P〉 |P = A}
∃ = {〈A,P〉 |P⊆ A e P 6= /0}
Qodd = {〈A,P〉 |P⊆ A e |P| é ímpar }
R = {〈A,P,S〉 |P,S⊆ A e |P|> |S|}
QMostr = {〈A,P,S〉 |P,S⊆ A e |P∩S|> |P−S|}
QSome = {〈A,P,S〉 |P,S⊆ A e |P∩S| 6= /0}.

Todos os quantificadores definidos anteriormente são quantificadores sobre variá-
veis de primeira ordem. Nosso próximo passo é definir quantificadores generalizados que
quantificam sobre variáveis de segunda ordem. Alguns trabalhos que iniciaram o estudo de
quantificadores generalizados de segunda ordem foram (ANDERSSON, 2002; KONTINEN,
2010, 2006).

(ANDERSSON, 2002) analisou a expressividade de quantificadores generalizados
de segunda ordem em estruturas finitas. Ele mostrou que quase todas as lógicas contáveis com
relações de aridade no máximo 2 são equivalentes à um fragmento de uma lógica FO(Q), onde
Q é algum quantificador generalizado de segunda ordem com escopo de apenas uma fórmula e
uma variável relacional de aridade 1.

Em (KONTINEN, 2010, 2006), foram analisadas questões de definibilidade de
quantificadores generalizados de segunda ordem. Por exemplo, saber se a classe de estrutu-
ras que define um quantificador Q é axiomatizável em uma lógica L . Em (KONTINEN, 2009)
foi feita uma caracterização lógica da hierarquia de contagem. A lógica definida em (KON-
TINEN, 2009) possui um quantificador generalizado de segunda ordem interpretado como a
maioria das relações.

A seguir vamos definir quantificadores generalizados de segunda ordem. No nosso
trabalho, vamos utilizar alguns quantificadores generalizados de segunda ordem para os resul-
tados de caracterização das classes probabilísticas de tempo polinomial. Os quantificadores que
vamos utilizar vão ser apresentados ainda nesta seção. As definições apresentadas nessa seção
são as mesmas de (ANDERSSON, 2002; KONTINEN, 2009).

Definição 2.3.2 (Estrutura de Segunda Ordem). Seja t = 〈s1, ...,sm〉 onde cada si =
〈
li
1, l

i
2, ..., l

i
ri

〉
é uma tupla de naturais para 1 ≤ i ≤ m. Uma estrutura de segunda ordem de tipo t é uma
estrutura da forma 〈A,P1, ...,Pm〉, onde para cada Pi temos Pi ⊆P(Ali

1)× ...×P(Ali
ri ).

Pela definição acima, cada Pi é uma tupla de conjuntos de conjuntos. Para exempli-
ficar, vamos verificar um exemplo. Suponha um tipo t = 〈s1,s2〉 com s1 = 〈2〉 e s1 = 〈1〉. Uma
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estrutura 〈A,P1,P2〉 com domínio A = {1,2}, P1 = { /0,{(1,1),(2,1)}} e P2 = {{1},{1,2}} é
uma estrutura de segunda ordem de tipo t. Cada predicado é um conjunto de conjuntos. Cada
elemento de um predicado é um conjunto que pode ser formado por tuplas de elementos do
domínio A.

Para os propósitos do nosso trabalho, não vamos precisar de predicados de segunda
ordem que sejam tuplas de conjuntos de conjuntos. Usando a definição acima vamos utilizar
apenas que cada Pi ⊆P(Ali

). Ou seja, para um tipo t = 〈s1, ...,sm〉, cada si é uma tupla de
apenas um elemento. Nosso exemplo no parágrafo acima segue essa restrição.

Definição 2.3.3 (Isomorfismo entre Estruturas de Segunda Ordem). Uma classe Q de estruturas
de segunda ordem de tipo t é fechada sob isomorfismo quando se 〈A,P1, ...,Pm〉 ∈ Q e f :
A→ B é uma bijeção tal que Si = {( f [A1], ..., f [Ari])|(A1, ...,Ari) ∈ Pi} para 1 ≤ i ≤ m então
〈B,S1, ...,Sm〉 ∈Q. Onde f [R] = {( f (a1), ..., f (ak))|(a1, ...,ak) ∈ R} é a imagem da relação R
sobre a função f .

Definição 2.3.4 (Quantificador de Segunda Ordem). Um quantificador de segunda ordem Q

de tipo t é uma classe de estruturas de segunda ordem de tipo t tal que Q é fechado sob
isomorfismo.

A seguir vamos mostrar exemplos de quantificadores generalizados de segunda or-
dem:

Exemplo 2.3.2. O primeiro e o segundo quantificador são o universal e existencial k-ários de
segunda ordem. O terceiro é o quantificador maioria que expressa que a maioria das relações
k-árias de segunda ordem satisfazem a fórmula. O quarto quantificador é o maioria relativo
e expressa que a quantidade de relações k-árias de segunda ordem na interseção é maior que
a quantidade que está apenas na primeira relação. O quinto é a versão de segunda ordem do
quantificador de Resher. O sexto é a versão de segunda ordem do quantificador Qodd. Os
próximos três quantificadores são semelhantes ao terceiro, quarto e quinto, respectivamente.
A diferença é que na comparação temos um maior ou igual. Os dois últimos expressam que a
quantidade de elementos é maior que 3

4 do total e menor que 1
4 do total, respectivamente. O

valor 2Ak
representa a quantidade total de possibilidade para um predicado k-ário de segunda

ordem.
∀k

2 = {〈A,P〉 |P = P(Ak)}
∃k

2 = {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e P 6= /0}
Mostk = {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e |P|> 2Ak−1}
Mostk

r = {〈A,P,S〉 |P,S⊆P(Ak) e |P∩S|> |P−S|}
Rk = {〈A,P,S〉 |P,S⊆P(Ak) e |P|> |S|}
⊕k = {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e |P| é ímpar }
Mostk

= = {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e |P| ≥ 2Ak−1}
Mostk

r,= = {〈A,P,S〉 |P,S⊆P(Ak) e |P∩S| ≥ |P−S|}
Rk

= = {〈A,P,S〉 |P,S⊆P(Ak) e |P| ≥ |S|}
Qk
≥ 3

4
= {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e |P| ≥ 3×2Ak−2}

Qk
< 1

4
= {〈A,P〉 |P⊆P(Ak) e |P|< 2Ak−2}
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A extensão FO(Q) da Lógica de Primeira Ordem por um quantificador Q é definida
a seguir:

Definição 2.3.5. O conjunto de regras de formação de fórmulas da lógica FO(Q) é adicionado
da regra:

• Se ϕi(X̄i) é uma fórmula para 1 ≤ i ≤ m e X̄i = (Xi1, ...,Xiri
) é uma tupla de variáveis

relacionais distintas duas a duas tal que a aridade de cada Xi j é li
j para 1≤ j ≤ ri então

QX̄1...X̄m(ϕ1(X̄1), ...,ϕm(X̄m)) é fórmula.

A relação de satisfação da lógica é adicionada de mais um caso:

A |= QX̄1...X̄m(ϕ1(X̄1), ...,ϕm(X̄m)) se e somente se
〈
A,ϕA

1 , ...,ϕA
m
〉
∈Q,

onde ϕA
i = {R̄ ∈P(Ali

1)× ...×P(Ali
ri )|A |= ϕi(R̄)}.

2.4 Lógica com Operador de Menor Ponto Fixo

Uma forma de expressar mais informações usando a Lógica de Primeira Ordem é
adicionar a capacidade de definir novas relações por indução (IMMERMAN, 1999). Vamos
apresentar a Lógica com Operador de Menor Ponto Fixo pois no capítulo 4 iremos mostrar que
as sentenças dessa lógica correspondem exatamente aos problemas da classe P (GUREVICH;
SHELAH, 1985). Além disso, no apêndice vamos mostrar uma aplicação do resultado mencio-
nado acima criando um algoritmo que recebe uma sentença dessa lógica e retorna um algoritmo
que resolve o problema da satisfação dessa fórmula de entrada.

Um exemplo importante de relação que pode ser definida indutivamente é o fecho
transitivo. Seja τg =

〈
E2,s, t

〉
o vocabulário dos grafos, podemos definir o fecho reflexivo

transitivo E∗ de E da seguinte forma:

ϕ(R,x,y) := x≡ y∨∃z(E(x,z)∧R(z,y)),

onde R é uma variável relacional. A fórmula acima pode ser vista como uma formalização da
definição do fecho reflexivo transitivo de E. A ideia é que a relação R comece sendo interpretada
como uma relação vazia e indutivamente incrementada de pares de elementos que satisfazem a
fórmula apresentada acima. As definições e teoremas mostrados a seguir podem ser vistos em
(IMMERMAN, 1999).

Definição 2.4.1 (Operador). Seja A um conjunto. Um operador é um mapeamento F : P(Ak)→
P(Ak) na classe de todas as relações k-árias sobre A.

Definição 2.4.2 (Ponto Fixo). Seja F : P(Ak)→P(Ak) um operador. Um ponto fixo de F é
uma relação R⊆ Ak tal que F(R) = R.
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Em geral, um operador pode ter vários ou nenhum ponto fixo.

Definição 2.4.3 (Menor Ponto Fixo). Seja F : P(Ak)→P(Ak) um operador. Um menor ponto
fixo de F é um ponto fixo R de F tal que R⊆ Y para cada ponto fixo Y de F.

Definição 2.4.4 (Operador Monótono). Dizemos que um operador F : P(Ak)→P(Ak) é mo-
nótono quando para todo X ,Y ⊆ Ak se X ⊆ Y então F(X)⊆ F(Y ).

Para qualquer estrutura A , a interpretação ϕA (R,x,y) da fórmula ϕ(R,x,y) induz
um mapeamento de relações binárias para relações binárias no domínio de A :

ϕA (R,x,y) = {〈a,b〉 |A |= ϕ(R,a,b)}

esse mapeamento é chamado monótono se para toda R, S,

se R⊆ S então ϕA (R)⊆ ϕA (S).

Quando uma relação aparece no escopo de um número par de negações dizemos que
a relação aparece positivamente na fórmula. Na fórmula ϕ(R,x,y), R aparece positivamente.
Disso, segue que o mapeamento ϕA (R) é monótono.

Seja (ϕA (R))r significar ϕA (R) iterado r vezes.

Teorema 2.4.1. Seja R um novo símbolo relacional de aridade k e seja ϕ(R,x1, ...,xk) monó-
tona. Então para qualquer estrutura finita A , o menor ponto fixo de ϕA (R) existe. O ponto
fixo é igual a um (ϕA )r( /0) tal que r ≤ |A|k.

Demonstração. Considere a sequência usando ϕA monótono.

/0⊆ ϕA ( /0)⊆ (ϕA )2( /0)⊆ ...

Se (ϕA )i+1( /0) contém estritamente (ϕA )i( /0) então deve conter pelo menos uma
nova tupla de aridade k de A. Já que existe no máximo nk tuplas então existe um ponto fixo para
algum r tal que r ≤ |A|k.

Escrevemos (LFPRk
x1,...,xk

ϕ) para denotar o menor ponto fixo de ϕ(Rk,x1, ...,xk). En-
tão o operador (LFP) formaliza a definição de novas relações por indução.

Definição 2.4.5 (Lógica FO(LFP)). FO(LFP) é a linguagem da Lógica de Primeira Ordem
adicionada do operador de menor ponto fixo (LFP). Se ϕ(Rk,x1, ...,xk) é uma fórmula com Rk

positivo e x1, ..., xk são variáveis livres em ϕ então LFPRkx1...xk
pode ser usado como um novo

símbolo relacional de aridade k expressando o menor ponto fixo de ϕ .
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3 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Neste capítulo, vamos apresentar as noções de Complexidade Computacional que
vão ser utilizadas no decorrer do trabalho. Na primeira seção, vamos mostrar as definições de
máquina de Turing e das classes de complexidade clássicas P, NP, coNP e NP∩ coNP. Na
segunda seção, apresentaremos as classes de complexidade probabilísticas de tempo polinomial
RP, coRP, ZPP, BPP e PP.

3.1 Máquinas de Turing e Classes de Complexidade

Nesta primeira seção, vamos introduzir as principais definições e resultados da
Complexidade Computacional. Maiores detalhes podem ser encontrados em (PAPADIMI-
TRIOU, 1994; HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2006; ARORA; BARAK, 2009; SIP-
SER, 2012). Na Teoria da Complexidade Computacional analisamos o custo computacional de
resolver um determinado problema. Para formalizar o estudo de problemas em Complexidade
Computacional vamos definir a noção de problema de decisão. Para definir essa noção vamos
apresentar o problema do Caixeiro-viajante. Nesse problema é dada uma lista de cidades e a
distância entre cada par de cidades. O problema consiste em determinar se é possível viajar por
todas as cidades, sem repetir nenhuma, deslocando-se apenas por no máximo uma distância k.
Temos então apenas duas possíveis soluções para o problema: SIM e NÃO. Problemas com-
putacionais com essa característica são chamados de problemas de decisão. Podemos formular
qualquer problema em uma versão de decisão. Utilizamos a versão de decisão para simplificar
o estudo dos problemas.

Uma maneira de formalizar um problema de decisão é como uma linguagem. Uma
linguagem é apenas um conjunto de sequências de símbolos (“strings” em inglês). Para ver
problemas de decisão como linguagens, precisamos codificar as instâncias de um determinado
problema como strings. As strings que pertencem à linguagem seriam as codificações das ins-
tâncias do problema para as quais a resposta é SIM. Dessa forma, podemos resolver um pro-
blema de decisão reconhecendo as strings que pertencem à linguagem correspondente.

Para reconhecer strings em uma linguagem precisamos de um mecanismo que re-
ceba a string como entrada e consiga decidir se a string pertence ou não à linguagem que es-
tamos interessados. Máquinas de Turing são esses mecanismos que recebem uma string como
entrada, realizam computações na string de entrada e podem retornar um resultado. As defini-
ções abaixo podem ser verificadas em (PAPADIMITRIOU, 1994).

A máquina de Turing é constituída de uma fita e de um cabeçote. A computação
na máquina de Turing se dá com a movimentação do cabeçote sobre a fita e a modificação dos
símbolos escritos em posições dessa fita. O movimento e a alteração da fita são determinados
por uma função de transição interna da máquina e pelo símbolo que o cabeçote está lendo na
fita. Se a computação da máquina parar, o resultado é dado pelo conteúdo da fita ao fim da
computação. Apesar da sua simplicidade, a máquina de Turing pode ser vista como uma lin-
guagem de programação primitiva e um modelo para executar os comandos dessa linguagem
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mas, mesmo assim, parece ser capaz de expressar qualquer algoritmo e simular qualquer lin-
guagem de programação. A tese de Church-Turing afirma que esse é o caso. Abaixo vamos
formalizar a definição de máquina de Turing:

Definição 3.1.1 (Máquina de Turing Determinística). Uma máquina de Turing é uma quádrupla
M = 〈K,Σ,δ ,s0〉. K é um conjunto finito de estados e s0 ∈ K é o estado inicial. Σ é um
conjunto finito de símbolos, também chamado de alfabeto de M. Os símbolos especiais b e .

sempre pertencem à Σ. A função δ : K×Σ→ (K ∪{s f ,yes,no}×Σ×{←,→,_}) é a função
de transição da máquina onde s f , yes e no são os estados finais, as setas indicam para onde o
cabeçote irá se mover e o _ indica que o cabeçote vai ficar na mesma posição. Logo, a função
de transição recebe um estado e um símbolo que está sendo lido na fita e retorna um estado,
um símbolo que vai ser escrito e uma direção para o cabeçote.

Para exemplificar a função δ , considere uma transição δ (q1,α) = (q2,β ,D). A
transição nos diz que se a máquina estiver no estado q1 e lendo o símbolo α na fita então q2 é
o próximo estado, o símbolo β vai ser escrito em cima do símbolo α na fita e o cabeçote será
movimentado na direção indicada por D ∈ {←,→,_}. Se o símbolo da fita que estiver sendo
lido for o . então é assumida a transição δ (q1,.) = (q2,.,→) pois o . representa o início da
fita e não pode ser apagado.

A execução da máquina começa no estado inicial s0 e o cabeçote aponta para a
primeira posição que é sempre . da string de entrada. A string de entrada é constituída de
símbolos do alfabeto Σ. A partir da configuração inicial, a máquina executa de acordo com a
função de transição δ . Já que δ é uma função completamente especificada, só existe uma forma
da máquina não poder continuar com a computação. O motivo é se um dos estados finais s f ,
yes, no for alcançado. Quando isso acontece nós dizemos que a máquina para. Se o estado final
quando a máquina para for o yes então dizemos que a máquina de Turing aceitou a string de
entrada. Se for o estado no então ela rejeita a entrada. Vamos denotar a saída de uma máquina
de Turing M que para com entrada w por M(w). Dessa forma, se o estado final for yes ou no
então dizemos que M(w) = yes ou M(w) = no, respectivamente. Se o estado final for s f então
M(w) é a string na fita no final da execução da máquina. É possível que a execução da máquina
entre em um ciclo e ela nunca pare. Nesse caso usaremos a notação M(w) =↑.

Podemos definir formalmente a execução de uma máquina de Turing usando a no-
ção de configuração. Intuitivamente, uma configuração descreve completamente o estado atual
da computação. É como uma foto da execução da máquina. Formalmente, uma configuração é
uma tripla (q,w,v) onde q∈K é o estado atual e w e v são strings na fita. w é a string à esquerda
do cabeçote e o símbolo sendo lido pelo mesmo. v é a string à direita do cabeçote. A configu-
ração incial da máquina seria (s0,.,w) pois o estado inicial s0 é o estado atual, o cabeçote está
lendo o . e w que é a string de entrada está à direita do cabeçote. A configuração final é a tripla
(q f ,wn,vn) tal que q f ∈ {s f ,yes,no} e wn e vn são strings quaisquer. Ou seja, a máquina chegou
a um estado final.

Definição 3.1.2. Seja uma máquina de Turing M. Dizemos que uma configuração (q,w,v)
produz a configuração (q′,w′,v′) em um passo se quando M está com configuração (q,w,v) a
aplicação da função δ resulta na configuração (q′,w′,v′). Para denotar essa noção usamos
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a notação (q,w,v)→M (q′,w′,v′). Generalizando, podemos definir quando uma configuração
acarreta em outra em k passos denotando por (q,w,v)→Mk

(q′,w′,v′) e quando acarreta em
algum número de passos (q,w,v)→M∗ (q′,w′,v′).

Agora podemos definir formalmente a computação, ou execução, de uma máquina
de Turing.

Definição 3.1.3 (Computação da Máquina de Turing). Seja uma máquina de Turing M. A
computação de M é uma sequência de configurações (q1,w1,v1),(q2,w2,v2), ...,(qn,wn,vn), ...

(que pode ser infinita) tal que (q1,w1,v1) é a configuração inicial e (q1,w1,v1)→M (q2,w2,v2),
(q2,w2,v2)→M (q3,w3,v3), ..., (qn−1,wn−1, vn−1)→M (qn,wn,vn) até não poder mais aplicar
a função δ . A execução para quando (qn,wn, vn) é uma configuração final. A execução não
para quando a sequência de configurações é infinita.

Agora que já formalizamos a ideia de computação e definimos quando uma máquina
de Turing para e aceita ou rejeita uma string podemos definir a noção de uma máquina de Turing
decidir e aceitar uma linguagem.

Definição 3.1.4 (M decide L). Uma máquina de Turing M decide uma linguagem L ⊆ Σ∗ se
M aceita todas as strings w ∈ L e rejeita todas as strings v 6∈ L. Ou seja, M decide quem está
ou não em L. Se uma linguagem L é decidida por uma máquina de Turing dizemos que L é
recursiva.

Definição 3.1.5 (M reconhece L). Uma máquina de Turing M reconhece uma linguagem L ⊆
Σ∗ se M(w) = yes para todas as strings w ∈ L e não para para todas as strings v 6∈ L, ou
seja, M(v) =↑. Se uma linguagem L é aceita por uma máquina de Turing dizemos que L é
recursivamente enumerável.

Pela tese de Church-Turing a classe das linguagens recursivas corresponde à classe
de problemas de decisão que têm algoritmos para resolvê-los. A única diferença é que as ins-
tâncias dos problemas estão codificadas em strings.

Agora vamos introduzir uma parte essencial da Complexidade Computacional que
é verificar a eficiência dos algoritmos. Podemos ter várias medidas de eficiência como, por
exemplo, tempo de execução necessário, espaço requerido, número de instruções da máquina,
dentre outras. As mais utilizadas são as duas primeiras pois é importante saber o tempo e o
espaço necessários na execução de um programa. Essas duas medidas são importantes pois
quando implementamos um programa em um computador queremos saber quanto tempo vai
demorar para executá-lo e o quanto de memória ele vai utilizar.

Podemos definir o tempo t necessário por uma máquina de Turing para executar
com uma entrada w como sendo o número de configurações da inicial até a final. Se M(w) =↑
então o tempo requerido por M com entrada w é infinito. Agora precisamos de uma noção de
tempo necessário para qualquer string de entrada da máquina. Dizemos que uma máquina M
executa em tempo f (n) se, para qualquer string w, o tempo requerido por M na entrada w é no
máximo f (|w|) tal que |w| é o tamanho da string w, ou seja, a função f (n) é um limite de tempo
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para a máquina M. Agora suponha que uma linguagem L é decidida por uma máquina de Turing
que executa em tempo f (n). Dizemos que L ∈ DT IME( f (n)). DT IME( f (n)) é um conjunto
de linguagens que são decididas por uma máquina de Turing determinística de tempo f (n).
Chamamos DT IME( f (n)) de classe de complexidade. Essa classe é um conjunto de linguagens
dentre as quais algumas representam problemas de decisão importantes. Todos esses problemas
de decisão que estão em uma classe de complexidade compartilham uma propriedade sobre a
eficiência com que podem ser resolvidos. O D de DT IME se refere à determinístico pois as
transições da máquina de Turing que nós definimos são obtidas através da função δ que para
cada configuração só pode proceder de uma única maneira. Agora vamos definir a importante
classe de complexidade P que significa tempo de execução polinomial e que define a noção de
computação eficiente.

Definição 3.1.6 (Classe P). P =
⋃

c≥1 DT IME(nc) tal que c ∈ N.

Um problema conhecido que está nesta classe é o HORNSAT . Neste problema,
recebemos como entrada uma fórmula no formato de cláusulas de horn e o problema é saber
se essa fórmula é satisfatível ou não (HUTH; RYAN, 2004; DOWLING; GALLIER, 1984).
Esse problema é bastante importante para a classe P pois é um problema completo para essa
classe (COOK; NGUYEN, 2010). Isso quer dizer que além desse problema pertencer à classe
P, podemos usar um algoritmo que resolva esse problema para resolver qualquer problema
dessa classe. Isso acontece porque podemos reduzir qualquer problema da classe P para esse
problema. Claramente, essa redução não pode ter uma complexidade computacional muito alta.
A seguir vamos definir formalmente as reduções e em seguida os problemas completos.

Definição 3.1.7 (Redução). Sejam L1 e L2 duas linguagens. L1 pode ser reduzida para L2 se
existe uma função R de strings em strings computável por uma máquina de Turing determinís-
tica em espaço logarítmico tal que para toda entrada x, x ∈ L1 se e somente se R(x) ∈ L2. R é
chamada de redução de L1 para L2.

Definição 3.1.8 (Problema Completo para uma Classe). Seja C uma classe de complexidade e
L uma linguagem em C . Dizemos que L é C -completa se qualquer linguagem L′ ∈ C pode ser
reduzida para L.

Podemos definir uma variação da máquina de Turing para ter uma relação no lugar
da função de transição δ . Nesse caso, cada configuração pode produzir mais de uma configura-
ção. Podemos dizer que a computação se ramifica e podemos representá-la como uma árvore.
Cada nó é uma configuração e seus filhos são as configurações possíveis a partir do nó pai.
Chamamos essa máquina de não-determinística. Abaixo vamos definí-la formalmente:

Definição 3.1.9 (Máquina de Turing Não-Determinística). Uma máquina de Turing não de-
terminística é uma quádrupla M = 〈K,Σ,∆,s0〉. K, s0 e Σ são definidos como na máquina de
Turing determinística. Para usar o fato da máquina não-determinística ter várias opções na
execução o ∆ é uma relação tal que ∆⊂ K×Σ× (K∪{s f ,yes,no,}×Σ×{←,→,_}). Ou seja,
para cada estado e símbolo temos zero ou mais próximo estados possíveis.
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As definições de configuração, transição entre configurações e execução de uma
máquina de Turing não-determinística são análogas às da máquina de Turing determinística
trocando a função de transição pela relação de transição. Agora vamos definir quando uma
máquina não-determinística aceita uma linguagem para podermos definir as classes de comple-
xidade não-determinísticas.

Definição 3.1.10 (N decide L). Uma máquina de Turing não-determinística N decide uma lin-
guagem L ⊆ Σ∗ se para toda string w, w ∈ L se e somente se (s0,.,w)→N∗ (yes,u,v) para
strings u e v quaisquer. Ou seja, se existir uma computação a partir do estado inicial que
chegue em um estado de aceitação yes.

Dizemos que uma máquina não-determinística N executa em tempo f (n) se, para
qualquer string w de entrada, o número de transições a partir da inicial não for maior que f (n)
em qualquer computação. De forma análoga à classe DT IME( f (n)) podemos definir a classe
NT IME( f (n)) como o conjunto de linguagens que são decididas por uma máquina de Turing
não-determinística em tempo f (n). Também de forma análoga à classe P podemos definir a
classe NP de linguagens que são decididas por uma máquina de turing não-determinística em
tempo polinomial.

Definição 3.1.11 (Classe NP). NP =
⋃

c≥1 NT IME(nc) tal que c ∈ N.

Uma das questões centrais da Complexidade Computacional é determinar se P =

NP. O problema é importante pois se essas classes forem iguais podemos ter algoritmos efi-
cientes para os problemas que são representados por linguagens que estão na classe NP. O
problema do caixeiro viajante, definido no início do capítulo, é um exemplo de problema que
está na classe NP. Outro problema interessante dessa classe é o SAT . Nesse problema te-
mos uma fórmula proposicional na Forma Normal Conjuntiva, ou CNF , de entrada e queremos
saber se existe uma valoração que satisfaz a fórmula. Uma máquina não-determinística pode
facilmente “chutar” as valorações em tempo polinomial e testar se valoração satisfaz a fórmula
também em tempo polinomial. Da mesma forma que o problema HORNSAT é completo para
a classe P, o SAT é completo para a classe NP (PAPADIMITRIOU, 1994; COOK, 1971). Ou
seja, além de pertencer à classe, qualquer problema de NP pode ser reduzido para o SAT .

Se NP é a classe de linguagens que tem uma máquina não-determinística tal que
existe um ramo de aceitação para strings que pertencem à linguagem então o complemento des-
sas linguagens possuem máquinas não-determinísticas em que existe um ramo de rejeição para
strings que não pertencem à linguagem. Por exemplo, para o problema SAT podemos modi-
ficar a máquina não-determinística do SAT trocando os estado de aceitação pelos de rejeição
e vice-versa. Nessa máquina adaptada temos que existe um ramo de rejeição para fórmulas
proposicionais de entrada que não estão em SAT . Isto ocorre porque o ramo de rejeição repre-
senta uma valoração que satisfaz a fórmula proposicional de entrada e, dessa forma, ela não é
insatisfatível. Abaixo vamos definir a classe dessas linguagens.

Definição 3.1.12 (Classe coNP). coNP é a classe de linguagens formada pelo complemento
das linguagens em NP. Ou seja, coNP = {L̄|L ∈ NP}.



32

Um exemplo de problema da classe coNP é a validade de uma fórmula proposicio-
nal. A máquina não-determinística pode “chutar” o valor das valorações e fórmula de entrada
não é válida se e somente se existe um ramo de rejeição.

Com as definições das classes NP e coNP, podemos definir a classe NP∩ coNP.

Definição 3.1.13 (Classe NP∩coNP). A classe NP∩coNP é formada pelas linguagens que es-
tão em NP e em coNP. As linguagens em NP∩coNP possuem duas máquinas não-determinísticas,
uma com a existência de um ramo de aceitação para strings que pertencem à linguagem e outra
com a existência de um ramo de rejeição para strings que não pertencem à linguagem.

Na próxima seção vamos motivar uma outra variação de máquina de Turing que
utiliza probabilidades para fazer computações.

3.2 Máquinas de Turing Probabilísticas e Classes de Complexidade Probabilísticas

Existem vários problemas que podem ser resolvidos usando uma abordagem de pro-
babilidade. Para alguns problemas a versão probabilística do seu algoritmo é mais natural e mais
eficiente que a versão determinística. Por exemplo, o problema do Corte Mínimo é resolvido de
forma mais eficiente quando utilizamos uma abordagem probabilística (MOTWANI; RAGHA-
VAN, 1995). Em compensação, o algoritmo mais eficiente pode retornar um resultado errado
com uma certa probabilidade. Essa probabilidade do erro pode ser diminuída executando o algo-
ritmo várias vezes. Essa é uma boa motivação para estudar algoritmos probabilísticos. Abaixo
vamos introduzir as máquinas de Turing probabilísticas para formalizar o estudo das classes de
complexidade probabilísticas. Em termos de computabilidade as duas máquinas computam as
mesmas funções (GILL, 1977).

Para estudar algoritmos probabilísticos formalmente podemos introduzir a capaci-
dade de jogar moedas em uma Máquina de Turing como feito em (HOPCROFT; MOTWANI;
ULLMAN, 2006) e em (ARORA; BARAK, 2009). Outra forma seria utilizar uma Máquina
de Turing não-determinística com uma interpretação diferente de aceitação de uma entrada.
Essas duas abordagens são equivalentes. Neste trabalho vamos utilizar a segunda abordagem
que é a mesma apresentada em (PAPADIMITRIOU, 1994) e em (ARORA; BARAK, 2009). As
definições e resultados desta seção são os mesmos apresentados em (PAPADIMITRIOU, 1994).

Definição 3.2.1 (N é precisa). Seja N uma Máquina de Turing não-determinística limitada
polinomialmente no tempo. N é precisa quando todas as computações com entrada x têm o
mesmo número de passos que é polinomial em |x| e a cada passo existem exatamente duas
escolhas não-determinísticas.

A máquina definida acima é utilizada na definição da máquina de Turing de Monte
Carlo. A máquina de Monte Carlo difere da máquina não-determinística na forma de aceitar
uma string.

Definição 3.2.2 (Máquina de Turing polinomial de Monte Carlo). Seja MC uma máquina de
Turing não-determinística limitada polinomialmente no tempo como na definição acima. Seja
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p(n) o polinômio que define o número de passos de todas as computações. Para toda string
w: se w ∈ L, então pelo menos metade das 2p(|w|) computações com entrada w terminam em
estados de aceitação. Se w 6∈ L, então todas as computações terminam em estados de rejeição.
A máquina MC é uma máquina de Turing polinomial de Monte Carlo.

O número 2p(|w|) que representa o total de ramos de computação vem do fato de
que todos os ramos têm tamanho p(|w|) e cada passo da execução da máquina MC é bifurcado.
Pela definição de Máquina de Turing polinomial de Monte Carlo se a saída de uma determinada
entrada foi yes sabemos com certeza que a string de entrada pertence à linguagem. Isto implica
que não há falsos positivos. Já a probabilidade de falsos negativos, ou seja, a resposta da saída
ser no mas a string de entrada pertencer a linguagem é de no máximo 1

2 .

Em um algoritmo probabilístico sabemos que nem todos os passos da execução são
probabilísticos. Já na máquina de Turing probabilística podemos pensar que todos os passos
não-determinísticos são o lançamento de uma moeda. Cada escolha do não-determinismo tem
uma probabilidade de 1

2 . No caso de instruções não probabilísticas em um algoritmo podemos
fazer com que as duas escolhas da máquina sejam iguais. Agora vamos definir a classe das
linguagens decididas por uma máquina de Turing polinomial de Monte Carlo.

Definição 3.2.3 (Classe RP). A classe de todas as linguagens que são decididas por máquinas
de Turing polinomial de Monte Carlo é chamada de RP (Randomized Polynomial Time).

Um corte em um grafo é um conjunto de arestas que se forem retiradas deixa o grafo
desconectado. Uma aplicação interessante é saber, por exemplo, o corte de menor cardinalidade
de um grafo. Em uma rede de computadores, o menor corte seria o menor número de ligações
entre os computadores que se todas essas ligações fossem perdidas então teríamos computadores
que não poderiam se comunicar dentro dessa rede (MITZENMACHER; UPFAL, 2005).

O problema de saber se existe um corte com apenas uma aresta é um exemplo de
problema em RP. Vamos chamar o problema de CUT=1. Para verificar que CUT=1 ∈ RP basta
criar uma máquina não-determinística que verifica não-deterministicamente para cada uma das
2n partições do conjunto de vértices com cardinalidade n se existe uma única aresta entre elas.
Claramente isso pode ser feito em tempo polinomial. Basta verificar se a máquina realmente
respeita as restrições da classe RP. Claramente, se o grafo não possuir corte com uma aresta
todos os ramos da máquina vão ser de rejeição respeitando a segunda condição da classe RP.
Agora suponha que o grafo tem um corte de uma única aresta (a,b). Para a partição escolhida
não ter o corte mencionado os dois vértices a e b devem estar na mesma partição. Ou seja,
temos 2n−2 casos em que os dois estão na primeira partição e 2n−2 em que estão na segunda
partição. Dessa forma, um número maior ou igual a metade tem os dois vértices em partições
distintas, satisfazendo a primeira restrição da classe RP.

A probabilidade de aceitação de uma máquina de Turing polinomial de Monte Carlo
não necessita ser a metade. Usando qualquer probabilidade de aceitação p tal que 0 < p < 1
estritamente entre 0 e 1 conseguimos obter a metade dos estados de aceitação.

Definição 3.2.4 (Classe RPε ). A classe de todas as linguagens L que são decididas por máqui-
nas de Turing polinomial não-determinística com a seguinte propriedade: Para toda string w,
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se w ∈ L, então pelo menos uma fração ε das 2p(|w|) computações com entrada w terminam em
estados de aceitação. Se w 6∈ L, então todas as computações terminam em estados de rejeição.

Teorema 3.2.1. Para todo ε tal que 0 < ε < 1 temos que RPε = RP

Demonstração. (RPε ⊆ RP) (Caso 1) ε < 1
2 . Suponha que a probabilidade de falsos negativos

de uma máquina de Monte Carlo M é de no máximo 1−ε , onde ε < 1
2 e que L seja a linguagem

definida por M. Ou seja, para toda string w, se w ∈ L então pelo menos uma fração ε de todos
os ramos é de aceitação e se w 6∈ L então todos os ramos de M com entrada w são de rejeição.
Podemos transformar essa máquina probabilística M em outra M′ com probabilidade de falsos
negativos de no máximo 1

2 repetindo a execução um número k de vezes. Repetir significa que
em cada estado final executamos novamente a máquina M. Na última repetição, o estado final
de um ramo é de aceitação se e somente se pelo menos uma das execuções desse ramo é de
aceitação. Na nova máquina M′ temos que a probabilidade de falsos negativos é de no máximo
(1− ε)k. Fazendo k = − 1

log(1−ε) temos que essa probabilidade é de no máximo 1
2 . Logo, para

a máquina M′ temos que para todo w, se w ∈ L então pelo menos 1− (1− ε)k (1
2) dos ramos

da execução de M′ com w são de aceitação e se w 6∈ L então nenhum é de aceitação. O tempo
da máquina M′ é k vezes o tempo da máquina M que é polinomial. (Caso 2) ε ≥ 1

2 . Se uma
máquina M tem as propriedades de RPε , ou seja, para toda string w, se w ∈ L então executando
M com entrada w pelo menos uma fração ε de todos os ramos é de aceitação e se w 6∈ L então
todos os ramos de M com entrada w são de rejeição. Claramente, se pelo menos ε dos ramos
são de aceitação para ε ≥ 1

2 então a máquina M também respeita as condições de RP.

(RP⊆ RPε ) (Caso 1) ε ≤ 1
2 . Análogo ao Caso 2 acima. (Caso 2) ε > 1

2 . Análogo ao
Caso 1 acima. A máquina M′ resultante tem probabilidade de falsos negativos de no máximo
(1

2)
k e basta fazer k =− 1

logε (
1
2 )

.

Veja que pela prova acima ε não necessita ser uma constante. Qualquer inverso de
um polinômio dependente do tamanho da entrada pode ser usado como ε .

Com esse resultado fica mais fácil verificar outros problemas que estão na classe
RP. Vamos mostrar que uma versão mais geral do problema apresentado anteriormente também
pertence a essa classe. Seja o problema MINCUT≤K o problema de saber se o corte mínimo de
uma grafo de entrada é menor ou igual à um certo K também dado como entrada do problema.
O algoritmo para resolver esse problema é o seguinte: escolha uma aresta aleatoriamente e junte
os dois vértices das pontas. Por juntar, queremos dizer remover a aresta estre eles e considerar os
dois vértices como um só. Em alguns casos, vamos ter arestas múltiplas entre pares de vértices
depois dessa operação. Esse processo é repetido até sobrarem apenas 2 vértices. Se existir
um número menor ou igual a K de arestas entre os dois vértices o algoritmo retorna sim como
resposta, caso contrário retorna não. Para mostrar que esse algoritmo respeita as condições de
RP vamos supor primeiro que o corte mínimo do grafo é maior que K. Nesse caso, o algoritmo
acima sempre retorna não pois o algoritmo só retorna cortes maiores ou iguais ao corte mínimo.
Agora suponha um grafo com corte mínimo de tamanho k menor ou igual ao K de entrada.
Seja C o corte mínimo de tamanho k. O grafo tem que ter pelo menos kn

2 arestas senão existiria
um vértice com grau menor que k e, assim, teríamos um corte com tamanho menor que k. A
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probabilidade de nenhuma aresta do corte C ser escolhida em todos os passos é maior ou igual
a 2

n(n−1) . Dessa forma, MINCUT≤K ∈ RP 2
n(n−1)

e pelo teorema acima MINCUT≤K ∈ RP.

Podemos verificar que a classe RP está entre as classes P e NP. Abaixo vamos
mostrar a prova de que RP⊆ NP. Para entender essa relação basta ver a máquina probabilística
de Monte Carlo como um caso particular da máquina não-determinística.

Teorema 3.2.2 (RP ⊆ NP). A classe de linguagens decididas por máquinas de Turing de
Monte Carlo está contida na classe de linguagens decididas por máquinas de Turing não-
determinísticas de tempo polinomial.

Demonstração. Considere uma linguagem qualquer L decidida por uma máquina de Turing
polinomial de Monte Carlo MC. Para uma máquina não-determinística aceitar uma string de
entrada basta existir um ramo de aceitação na árvore de computação. Logo, se existe uma
máquina probabilística polinomial de Monte Carlo MC que decide L então existe uma máquina
não-determinística N que define a mesma Linguagem L. Basta fazer N = MC pois se metade
das computações são de aceitação então existe um ramo de aceitação. Dessa forma, toda string
w que é aceita pela máquina MC também é aceita pela Máquina N.

Agora vamos mostrar a prova de que P ⊆ RP. A intuição é que uma máquina de
Turing polinomial é um caso particular de máquina de Turing não-determinística.

Teorema 3.2.3 (P ⊆ RP). A classe de linguagens decididas por máquinas de Turing determi-
nísticas de tempo polinomial está contida na classe de linguagens decididas por máquinas de
Turing de Monte Carlo.

Demonstração. Considere uma linguagem qualquer L decidida por uma máquina de Turing
determinística polinomial M. Seja a máquina de Turing polinomial de Monte Carlo MC tal que
as duas escolhas não-determinísticas são idênticas e definidas pela função δ da máquina M.
Logo, a máquina MC decide a linguagem L pois se w ∈ L então a máquina MC aceita w pois
todos as computações levam à estados de aceitação. Se w 6∈ L então a máquina MC rejeita w em
todas as folhas da árvore de computação.

A classe RP é diferente das classes apresentadas anteriormente P e NP pois nem
toda máquina não-determinística de tempo polinomial define um problema em RP. Toda má-
quina de Turing determinística de tempo polinomial decide um problema em P e toda máquina
não-determinística de tempo polinomial decide um problema em NP. Para uma máquina não-
determinística N definir um problema em RP então para qualquer entrada, ou N não tem nenhum
ramo de aceitação ou a maioria dos ramos é de aceitação. Se uma máquina não-determinística
para alguma entrada se comportar de forma diferente então ela não define um problema da
classe RP.

Dada uma máquina não-determinística de tempo polinomial, não existe uma ma-
neira fácil de descobrir se a máquina define algum problema de RP. Intuitivamente, teríamos
que testar a máquina com todas as strings para verificar se ela define algum problema da classe
RP. De fato, esse problema é indecidível como vamos ver a seguir.
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Teorema 3.2.4. Seja M uma máquina não-determinística de tempo polinomial. O problema de
saber se para todas as entradas, ou todos os ramos de computação rejeitam ou pelo menos a
metade aceita é indecidível. Ou seja, é indecidível saber se M decide um problema em RP.

Demonstração. Podemos supor que o problema é decidível e reduzir o problema HALT para
ele. Dessa forma, o HALT também seria decidível e aí teríamos um absurdo. Seja uma máquina
M1 e uma string x que são entrada do problema HALT . Vamos construir uma máquina M2 que
com entrada y, primeiro escreve x na fita e dá dois passos não determinísticos. Em um dos
ramos, simula M1 com entrada x por |y| passos. Nos outros 3 ramos, depois de |y| passos a
máquina M2 rejeita. Na simulação de M1, M2 aceita se a máquina M1 parar em até |y| passos,
caso contrário rejeita. Suponha que M1,x ∈ HALT . Logo, M1 não para com x e, dessa forma,
depois de |y| passos, para qualquer y, a máquina M2 rejeita em todos os ramos. Logo, M2 é
uma máquina com as propriedades de RP. Suponha que M1,x 6∈ HALT . Temos que M1 para
com x e, dessa forma, para algum valor de y a máquina M2 vai aceitar em apenas um quarto dos
ramos. Dessa forma, M2 não tem a propriedade de RP. Com isso, HALT é decidível. Isso é um
absurdo.

Esse resultado também vale para outras classes como a NP∩ coNP apresentada
na seção anterior e também para as classes probabilísticas que vamos mostrar a seguir com
exceção da classe PP. Chamamos classes com essas propriedades de classes semânticas pois
dependemos da semântica das máquinas para sabermos se ela define algum problema da classe.
Outra forma de provar o resultado anterior para RP e para as demais classes é utilizando o
teorema de Rice.

Tendo definido a classe de complexidade probabilística RP podemos definir a classe
de linguagens que são complementos das linguagens de RP.

Definição 3.2.5 (Classe coRP). coRP = {L̄|L ∈ RP}.

Na classe coRP temos as linguagens que são o complemento das linguagens que
estão em RP. Ou seja, L ∈ RP se e somente se L̄ ∈ coRP. Usando a definição da classe RP
temos para uma linguagem L ∈ RP que se w ∈ L̄ então w 6∈ L e então todas as computações da
máquina que decide a linguagem que pertence a RP terminam em estados de rejeição. Se w 6∈ L̄
então w ∈ L e então pelo menos metade das 2p(|w|) computações com entrada w terminam em
estados de aceitação na máquina probabilística que decide a linguagem de RP. Podemos criar
uma Máquina de Turing de Monte Carlo M′ para uma linguagem L̄ a partir de uma máquina M
que decide a linguagem L. Se na máquina M a saída é Sim então na máquina M′ a saída é NÃO
e se na máquina M a saída é NÃO então na saída da máquina M′ a saída é Sim. Dessa forma,
temos falsos positivos no lugar de falsos negativos, ou seja, se para uma string w a saída da
máquina for NÃO sabemos com certeza que a string não pertence a linguagem mas se a saída
for Sim só temos uma probabilidade de acerto maior que 1

2 .

Depois de definir as classes RP e coRP podemos definir a classe que é interseção
das duas RP∩ coRP. Abaixo vamos definir essa classe:
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Definição 3.2.6 (Classe ZPP). Uma linguagem L∈ RP∩coRP possui duas máquinas de Turing
polinomiais de Monte Carlo, uma que não tem falsos negativos e outra que não tem falsos
positivos. Ou seja, podemos executar cada uma das máquinas alternadamente até que uma
resposta definitiva possa ser obtida. No caso de uma linguagem dessa classe temos a garantia
de que podemos conseguir uma resposta certa para a pertinência de uma string mas não é
possível saber quando a execução vai terminar. Nós denotamos a classe RP∩ coRP por ZPP
(Zero-Error Probabilistic Polynomial Time).

Agora vamos definir uma classe de complexidade probabilística que em contrapar-
tida à classe ZPP tem falsos negativos e falsos positivos.

Definição 3.2.7 (Classe BPP). A classe BPP (Bounded-Error Probabilistic Polynomial Time)
contém todas as linguagens L para as quais existe uma máquina de Turing não-determinística
de tempo polinomial N com a seguinte propriedade: para todas as entradas w, se w ∈ L então
pelo menos 3

4 das computações de N com entrada w são de aceitação. Se w 6∈ L então pelo
menos 3

4 das computações são de rejeição.

Ou seja, a máquina N aceita ou rejeita uma string por uma “grande” maioria. Pode-
mos verificar que RP⊆ BPP na prova do teorema baixo:

Teorema 3.2.5 (RP⊆ BPP.). RP está contida em BPP.

Demonstração. Seja L ∈ RP. Para mostrar que L ∈ BPP basta usar a mesma máquina RP e
executá-la várias vezes caso o estado final seja no para garantir que pelo menos 3

4 das compu-
tações de N são de aceitação. Se w 6∈ L a máquina RP rejeita em todas as computações e então
pelo menos 3

4 das computações de BPP são de rejeição.

Definição 3.2.8 (Classe BPPε ). A classe BPPε contém as linguagens L para as quais existe
uma máquina de Turing não-determinística polinomialmente limitada N com a seguinte propri-
edade: para todas as entradas w, se w ∈ L então pelo menos um fração ε das computações de
N com entrada w são de aceitação. Se w 6∈ L então pelo menos uma fração ε das computações
são de rejeição.

Da mesma forma que para as outras classes probabilísticas, podemos reduzir o erro
da resposta repetindo o algoritmo de um problema da classe BPP várias vezes. Diferente da
classe RP, o erro é sempre menor que 1

2 . O teorema a seguir pode ser provado usando a ideia
de repetir várias vezes a máquina. O número de repetições é descoberto pelo Limitante de
Chernoff.

Teorema 3.2.6. Para todo ε tal que 1
2 < ε < 1 temos que BPPε = BPP

A variação do problema MINCUT≤K apresentado anteriormente verificando se o
corte mínimo tem tamanho exatamente igual a K é um problema em BPP. Vamos chamá-
lo de MINCUT=K . Vamos verificar que o mesmo algoritmo apresentado para o problema
MINCUT≤K é um algoritmo para o MINCUT=K . Basta mostrar que nesse caso o algoritmo
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satisfaz as restrições da classe BPP. No caso em que o tamanho do corte mínimo é igual a K
o algoritmo pode retornar corte maiores que o mínimo e errar. No caso em que o tamanho do
corte mínimo for menor que K o algoritmo pode retornar um corte com tamanho maior que K.
Dessa forma, MINCUT=K ∈ BPPε para algum ε e assim, MINCUT=K ∈ BPP.

Podemos definir também uma classe de linguagens que têm uma máquina M que
aceita uma string por uma maioria. Ou seja, mais da metade das computações de M são de acei-
tação. Se a string não pertencer à linguagem então a metade ou menos dos ramos de computação
são de aceitação. Abaixo vamos definir essa classe.

Definição 3.2.9 (Classe PP). A classe PP (Probabilistic Polynomial Time) contém todas as
linguagens L para as quais existe uma máquina de Turing não-determinística polinomialmente
limitada N com a seguinte propriedade: para todas as entradas w, w ∈ L se e somente se mais
que 1

2 das computações de N com entrada w são de aceitação.

Um problema que está nessa classe é o MAJSAT . Nesse problema, a entrada é uma
fórmula booleana ϕ e deve ser retornado se a maioria das 2n valorações satisfazem ϕ , onde n
é o número de proposições atômicas em ϕ . Para verificar isso basta construir uma máquina
N que não-determinísticamente testa cada uma das 2n valorações. Cada ramo de execução de
N escolhe uma valoração distinta para testar. A maioria dos ramos de M com entrada ϕ é de
aceitação se e somente se ϕ ∈MAJSAT . Claramente a máquina N tem tempo polinomial.

Note que a classe PP é uma classe sintática, diferente das classes probabilísticas que
vimos anteriormente pois toda máquina não-determinística de tempo polinomial define alguma
linguagem de PP. Dessa forma, PP tem problemas completos e como exemplo de problema
PP-completo temos o MAJSAT (PAPADIMITRIOU, 1994).

Teorema 3.2.7. Seja ε racional tal que 0 < ε < 1. Dizemos que L ∈ PPε se existe uma máquina
não-determinística M tal que para toda entrada w, w ∈ L se e somente se pelo menos uma
fração ε das computações de M com w são de aceitação. Temos que PPε = PP.

Demonstração. Como definimos as máquinas probabilísticas como sempre tendo dois passos
não determinísticos temos 2p(n) ramos para uma máquina de tempo polinomial p(n). Dessa
forma, podemos considerar que ε = a/2b para a e b naturais.(PPε ⊆ PP) Suponha uma lingua-
gem L tal que L ∈ PPε e com máquina M. Vamos construir uma máquina M′ com as restrições
de PP da seguinte maneira: Primeiro, M′ dá uma passo na execução e não faz nada. Temos
dois ramos de execução. No ramo da esquerda, executamos a máquina M, no ramo da direita
usamos uma máquina com mesmo quantidade de passos de M e que aceita em exatamente
1− ε dos ramos. Suponha uma entrada w ∈ L, logo, M com entrada w tem uma fração r de
ramos de aceitação tal que r > ε . Então a fração de ramos de aceitação de M′ com entrada w
é r′ = (1− ε + r)/2. Como r > ε , então r′ > 1

2 . Suponha uma entrada w 6∈ L, logo, M com
entrada w tem uma fração r de ramos de aceitação tal que r ≤ ε . Então a fração de ramos de
aceitação de M′ com entrada w é r′ = (1− ε + r)/2. Como r ≤ ε , então r′ ≤ 1

2 . Logo, M′ tem
as propriedades de PP e define L. Com isso, temos que L ∈ PP.

(PP ⊆ PPε ) Suponha uma linguagem L ∈ PP com máquina M. Seja PPε tal que
ε = a/2b 6= 1

2 . Para ε ser fração com 0 < ε < 1, a pode assumir os valores naturais entre 1
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e 2b− 1. Vamos construir uma máquina M′ da seguinte forma: Nos b− 1 primeiros passos
da máquina ela não faz nada. Dessa forma, temos 2b−1 ramos inicialmente. Se a < 2b−1,
no primeiro ramos executamos M, nos a− 1 seguintes executamos uma máquina Mac,re j com
mesmo tempo de M em que sempre metade aceita e metade rejeita, nos restantes executamos
uma máquina com mesmo tempo de M que sempre rejeita em todos os ramos Mre j. Se a > 2b−1

então no primeiro executamos M, nos 2b−a−1 seguintes executamos a máquina Mac,re j e no
restante executamos uma máquina com mesmo tempo de M mas que sempre aceita em todos
os ramos Mac. Seja w ∈ L, M com entrada w tem uma fração r de estados de aceitação tal que
r > 1

2 . Se a < 2b−1, na máquina M′ temos uma execução de M, a− 1 execuções de Mac,re j e
2b−1 execuções de Mre j. Podemos dividir os ramos de cada execução de M, Mac,re j e Mre j em
duas partes tendo ao todo 2b partes. A fração de ramos de aceitação de M′ é r′ > a/2b pois
r > 1

2 . Podemos usar o mesmo raciocínio para a > 2b−1. No caso em que w 6∈ L podemos fazer
de forma análoga.

A seguir vamos provar que a classe PP engloba a classe NP.

Teorema 3.2.8 (NP⊆ PP). NP está contida em PP.

Demonstração. Seja uma linguagem L ∈ NP decidida por uma máquina não-determinística N.
Vamos criar uma máquina N2 da seguinte forma: N2 tem um estado inicial e a partir dele duas
escolhas não-determinísticas. A primeira vai para o estado inicial de N, a segunda para uma
modificação de N que sempre aceita em todos os ramos. Se uma string w ∈ L então pelo menos
um ramo da máquina N vai ser de aceitação e, dessa forma, mais da metade dos ramos de
N2 vão ser de aceitação. Se a string w 6∈ L então menos que a maioria dos ramos vai ser de
aceitação.

Abaixo temos uma figura que relaciona as classes de complexidade probabilísticas
e não probabilísticas abordadas neste capítulo. A figura representa alguns dos resultados de
(GILL, 1977).

Figura 3.1: Classes de Complexidade
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Com isso, apresentamos uma visão geral de Complexidade Computacional. Nos
capítulos seguintes vamos apresentar classes de complexidade baseadas em contagem como as
classes #P e ⊕P. Algumas ideias deste capítulo vão reaparecer no capítulo seguinte mas como
uma outra abordagem.
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4 COMPLEXIDADE DESCRITIVA

Nas seções deste capítulo, vamos, primeiramente, apresentar as noções básicas da
Complexidade Descritiva e mostrar resultados de caracterização lógica para as classes P e NP.
Depois vamos apresentar um resultado de caracterização para a classe de problemas de conta-
gem #P. A prova desse resultado é bastante importante pois a abordagem que utilizamos no
nosso trabalho é baseada nela.

4.1 Noções Preliminares e Caracterização das Classes P e NP

A Complexidade Descritiva é uma área da Teoria dos Modelos Finitos (GRäDEL
et al., 2005; LIBKIN, 2004) na qual lógicas são utilizadas para caracterizar classes de com-
plexidade. Queremos entender como a expressividade de uma lógica está relacionada com as
propriedades de um algoritmo. Enquanto a complexidade computacional está interessada no
custo de recursos computacionais como tempo e espaço para decidir se a entrada tem uma certa
propriedade, a Complexidade Descritiva se preocupa com os recursos lógicos para definir esta
propriedade.

Esta conexão entre complexidade e lógica permite que resultados possam ser fa-
cilmente transferidos de uma área para a outra, possibilitando novas abordagens de prova para
as duas áreas. Por exemplo, se provarmos que uma mesma lógica caracteriza as classes de
complexidade P e NP então temos uma prova de que P = NP.

Na Complexidade Descritiva nos concentramos apenas em vocabulários relacionais
das lógicas. A maioria das definições e resultados mostrados a seguir podem ser encontrados
em (IMMERMAN, 1999). Um vocabulário relacional finito

τ =
〈
Ra1

1 ,Ra2
2 , ...,Rar

r ,c1,c2, ...,cs
〉

é uma tupla finita de símbolos relacionais Ri de aridade ai e símbolos de constantes. Um exem-
plo de vocabulário é τg =

〈
E2, f , t

〉
que representa grafos com um vértice fonte e um terminal.

Uma estrutura A com vocabulário τ é uma tupla

A =
〈
A,RA

1 ,RA
2 , ...,RA

r ,cA
1 ,cA

2 , ...,cA
s
〉

que consiste de um universo não vazio e finito A, o domínio de A , de relações RA
i de aridade

ai definidas em Aai para todo símbolo relacional do vocabulário τ , de elementos cA
i do domínio

A para todo símbolo de constante em τ .

Como exemplo temos que o grafo G =
〈
V G ,EG ,1,3

〉
definido por V G = {0,1,2,3,4}

e EG = {(1,2),(3,0),(3,1), (3,2),(3,4),(4,0)} é uma estrutura de vocabulário τg consistindo
de uma grafo direcionado com dois vértices especificados f e t.

Estamos trabalhando com vocabulários e estruturas finitas pois os computadores só
manipulam dados finitos tanto na entrada, como na execução e na saída de um programa. Como
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vamos usar a lógica para representar os problemas das classes de complexidade computacional
precisamos apenas das estruturas finitas. Nós definimos ST RUC[τ] como sendo o conjunto de
todas as estruturas finitas com vocabulário τ .

Para qualquer vocabulário τ definimos a linguagem de primeira ordem clássica
L (τ) consistindo do conjunto de fórmulas como usualmente definido em (EBBINGHAUS;
FLUM; THOMAS, 1994) construídas a partir dos símbolos do vocabulário τ , do símbolo de
relação ≡, dos conectivos ∧, ¬, do quantificador ∃ e das variáveis VAR = {x,y,z, ...}. Como
exemplo temos que a fórmula ∃z((x = z∨E(x,z))∧ (z = y∨E(z,y))) pertence a L (τg) e signi-
fica que existe um caminho de tamanho no máximo 2 entre os vértices x e y. Nesta dissertação
nos referiremos à linguagem de primeira ordem como sendo a da Lógica Clássica. Idem para a
linguagem de segunda ordem. Veja as seções 2.1 e 2.2 para maiores detalhes. Seja φ ∈L (τ),
denotamos por Modelos(φ) o conjunto das estruturas de vocabulário τ que satisfazem a fórmula
φ .

Quando usamos um computador para armazenar ou manipular uma estrutura, um
grafo por exemplo, é codificado de alguma forma uma ordem entre os vértices. Se represen-
tarmos o grafo como uma matriz então a ordem dos vértices é dada pela ordem das colunas da
matriz. Como queremos usar a lógica para discutir sobre computação é necessário assumir uma
ordem no domínio da estrutura. Quando codificamos uma entrada de um programa como uma
string existe uma ordem nessa string. Sempre que nos referirmos a um vocabulário τ estare-
mos assumindo que os símbolos ≤, suc, min, max se referem a uma ordem total no domínio, à
relação de sucessor e ao menor e maior elementos de um domínio, repectivamente. Para uma
estrutura com domínio A tal que |A| = n, podemos assumir que A = {0,1,2, ...,n− 1} e que a
relação total de ordem ≤ é a ordem dos naturais.

Agora vamos definir as consultas. Elas vão ser usadas como os problemas e lingua-
gens da complexidade computacional. As consultas são inspiradas nas consultas de um banco
de dados e as estruturas relacionais finitas vão ser os bancos de dados que são as entradas das
consultas. Da mesma forma que em banco de dados, as consultas vão retornar uma outra estru-
tura relacional como resultado da consulta. Ou seja, a entrada e a saída das consultas vão ser
estruturas relacionais finitas.

Definição 4.1.1 (Consultas). Uma consulta Q é um mapeamento Q : ST RUC[σ ]→ ST RUC[τ]

das estruturas finitas de um vocabulário σ para estruturas finitas de outro vocabulário τ . Uma
consulta booleana Qb é uma mapeamento Qb = ST RUC[σ ]→ {0,1}. Uma consulta booleana
pode ser pensada como um subconjunto de ST RUC[σ ], ou seja, o conjunto de estruturas A

para as quais Qb(A ) = 1.

As consultas de primeira ordem são os tipos mais básicos de consulta. Por exem-
plo, qualquer fórmula sem variáveis livres (sentença) de primeira ordem φ ∈L (τ) define uma
consulta booleana Qφ como vamos verificar na definição abaixo:

Definição 4.1.2 (Consultas Booleanas). Seja uma sentença φ ∈L (τ). A consulta Qφ é uma
consulta definível por uma sentença, ou simplesmente consulta booleana, sobre o conjunto de
estruturas ST RUC[τ] onde Qφ (A ) = 1 se e somente se A |= φ .
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Como os problemas de decisão são o padrão para definir classes de complexidades,
as consultas booleanas terão um papel central.

Exemplo 4.1.1. Seja o vocabulário τg dos grafos e a sentença φ = ∀x∃y∃z(y 6= z∧E(x,y)∧
E(x,z)∧ ∀w(E(x,w)→ (w = y∨w = z))). Essa sentença define a consulta booleana Qφ :
ST RUC[τg]→ {0,1} de forma que Qφ (G ) = 1 se e somente se G for um grafo em que todo
vértice tem exatamente duas arestas saindo dele.

No caso de consultas quaisquer temos como resposta da consulta uma estrutura.
Esse tipo de consulta é importante para problemas que não são de decisão. No exemplo abaixo
temos uma consulta similar à do exemplo acima mas que retorna um conjunto de vértices que
têm exatamente duas arestas saindo deles.

Exemplo 4.1.2. Seja o vocabulário τg dos grafos e a fórmula ψ = ∃y∃z(y 6= z∧ E(x,y)∧
E(x,z)∧∀w(E(x,w)→ (w = y∨w = z))). Essa fórmula define a consulta Qψ : ST RUC[τg]→
ST RUC[τg] de forma que Qφ (G 1) =

〈
V G 2,EG 2〉, onde V G 2 = {v ∈ V G 1|(G 1,v/x) |= ψ} e

EG 2 = /0. A nova estrutura G 2 representa os vértices que têm grau de saída igual a 2.

A seguir vamos mostrar como uma fórmula define uma consulta k-ária. Essa con-
sulta mapeia uma estrutura A para uma estrutura Q(A ) que tem domínio B definido por um
subconjunto de todas as k-tuplas do domínio A de A . Cada relação da estrutura de saída Rai

i é
um subconjunto de Bai . As constantes são elementos de B. O domínio, todas as relações e todas
as constantes são definidos a partir de uma fórmula de primeira ordem. Por isso essas consultas
são chamadas de consultas de primeira ordem.

Definição 4.1.3 (Consultas de Primeira Ordem). Sejam σ e τ dois vocabulários quaisquer tal
que τ =

〈
Ra1

1 , ...,Rar
r ,c1, ...,cs

〉
e k um natural fixo. A consulta Q : ST RUC[σ ]→ ST RUC[τ] é

definível por uma tupla de r+ s+1 fórmulas ϕ0,ϕ1, ...,ϕr,ψ1, ...,ψs da linguagem de primeira
ordem L (σ). Para cada estrutura A ∈ ST RUC[σ ] essas fórmulas definem uma estrutura
Q(A ) ∈ ST RUC[τ],

Q(A ) =
〈

B,RQ(A )
1 , ...,RQ(A )

r ,cQ(A )
1 , ...,cQ(A )

s

〉
.

O domínio de Q(A ) é um subconjunto de Ak definível em primeira ordem,

B = {
〈
b1, ...,bk〉 |(A ,b1/x1, ...,bk/xk) |= ϕ0(x1, ...,xk)}.

Cada relação RQ(A )
i é definido da seguinte forma:

RQ(A )
i = {(

〈
b1

1, ...,b
k
1
〉
, ...,

〈
b1

ai
, ...,bk

ai

〉
)|(A ,b1

1/x1
1, ...,b

k
ai
/xk

ai
) |= ϕi(x1

1, ...,x
k
ai
)}.

Cada símbolo de constante é definido por uma fórmula de primeira ordem como um
elemento de B,
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cQ(A )
i = a unica tupla

〈
b1, ...,bk〉 ∈ B tal que (A ,b1/x1, ...,bk/xk) |= ψ(x1, ...,xk)}.

Uma consulta de primeira ordem pode ser booleana ou k-ária como vimos acima.
Definimos como FO o conjunto de todas as consultas booleanas de primeira ordem e como
Q(FO) o conjunto de todas as consultas de primeira ordem.

As classes de complexidade são definidas como conjuntos de linguagens decididas
por máquinas de Turing. Como na Complexidade Descritiva queremos relacionar consultas bo-
oleanas com máquinas de Turing precisamos codificar as estruturas das consultas como strings.

Definição 4.1.4 (Codificação). Considere o vocabulário relacional τ = 〈Ra1
1 ,Ra2

2 , ...,Rar
r ,c1,c2,

...,cs〉 e A uma estrutura ordenada de vocabulário τ e domínio A = {0,1,2, ...,n− 1} e cada
símbolo relacional Ri é interpretado em A como um subconjunto de Aai . Vamos codificar
cada relação RA

i como uma string binária binA (Ri) de tamanho nai onde 1 na k-ésima po-
sição indica que a k-ésima tupla sob a ordem lexicográfica pertence à relação. No caso das
constantes vamos codificar em binA (c j) a codificação em binário do elemento cA

j de tamanho
fixo dlog(n)e. A codificação binária da estrutura A é a concatenação da codificação de cada
relação e constante, ou seja:

bin(A ) = binA (R1)...binA (Rr)binA (c1)...binA (cs).

Não precisamos codificar o domínio pois como assumimos que seus elementos são
sempre naturais entre 0 e n− 1 podemos recuperar o valor n a partir da codificação. Usando
essa codificação temos uma forma de relacionar consultas booleanas com máquinas de Turing.
A próxima definição usa essa codificação para dizer quando uma máquina de Turing computa
uma consulta.

Definição 4.1.5 (Máquina de Turing M computa consulta Q). Seja Q : ST RUC[τ]→ ST RUC[σ ]

uma consulta e M uma máquina de Turing. Dizemos que M computa a consulta Q se para toda
estrutura A ∈ ST RUC[τ] temos que M(bin(A )) = bin(Q(A )).

Veja que a definição acima também funcionaria para o caso de consultas boolea-
nas. Basta fazer bin(1) = yes e bin(0) = no. Com isso, temos uma relação entre máquinas
de Turing e consultas. Como vimos no capítulo anterior, máquinas de Turing decidem lingua-
gens que compõem classes de complexidade. Então agora podemos relacionar consultas com
classes de complexidade. Abaixo vamos definir quando uma consulta pertence a uma classe de
complexidade computacional.

Definição 4.1.6 (Qb ∈ C ). Seja Qb uma consulta booleana, M a máquina de Turing que com-
puta Qb, τ um vocabulário e C uma classe de complexidade computacional. A consulta Qb está
em C se a linguagem L = {bin(A )|A ∈ ST RUC[τ] e M(bin(A )) = yes} pertence a C .

Para uma linguagem L pertencer a uma classe de complexidade C deve existir uma
máquina de Turing que decida a linguagem L e que execute em tempo ou espaço determinados
pela classe C. Isso e a definição anterior nos levam a uma definição alternativa da pertinência
de uma consulta a uma classe.
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Definição 4.1.7 (Q∈C ). Seja Q uma consulta e C uma classe de complexidade. Se existir uma
máquina de Turing que computa Q com tempo e espaço limitados pela classe então Q pertence
a C .

Agora que definimos o relacionamento entre consultas e classes de complexidade
computacional e como cada fórmula de uma lógica define uma consulta booleana, também
podemos relacionar uma lógica a uma classe de complexidade.

Definição 4.1.8 (L está em C ). Seja L uma lógica e C uma classe de complexidade compu-
tacional. A lógica L está em C se para todo vocabulário τ e sentença φ ∈L (τ) a consulta
booleana Qφ está em C .

Agora podemos definir o que significa uma lógica L caracterizar uma classe de
complexidade computacional C .

Definição 4.1.9 (L captura C ). Seja L uma lógica e C uma classe de complexidade computa-
cional. L captura C se L está em C e se, para toda consulta booleana Qb que está na classe
de complexidade C , existe uma sentença φQb ∈L tal que A |= φQb se e somente se Qb(A ) = 1.

Abaixo vamos enunciar dois teoremas e comentar a intuição deles a partir das defi-
nições que acabamos de mostrar.

Teorema 4.1.1 (FO ⊆ L). . O conjunto de consultas booleanas de primeira ordem está con-
tido no conjunto de consultas computáveis em espaço logarítmico em uma máquina de Turing
determinística (IMMERMAN, 1999).

Demonstração. O teorema enuncia que uma lógica está em uma classe de complexidade com-
putacional. Usando essa definição e a definição alternativa de uma consulta pertencer a uma
classe de complexidade podemos provar o teorema construindo uma máquina de Turing de es-
paço logarítmico que computa qualquer consulta booleana definida em primeira ordem. Seja φ

uma sentença de primeira ordem sem quantificadores. Como φ é uma combinação booleana de
fórmulas atômicas basta olhar a codificação para verificar se a estrutura satisfaz a fórmula. Isso
pode ser feito com espaço logarítmico. Suponha que para uma constante c e uma fórmula qual-
quer com n−1 quantificadores ψ(c) = Q2x2...Qnxnφ existe uma máquina de Turing de espaço
logarítmico M0 que decide se uma estrutura de entrada satisfaz a fórmula. Considere agora a
fórmula ∃xψ(x), trocando a constante c que ocorria em ψ por uma variável livre x. Podemos
construir uma máquina espaço logarítmica M que tenta todos os valores possíveis de x trocando-
o por uma nova constante e executa a máquina M0. Para armazenar essa nova constante também
só precisamos de espaço logarítmico. Se para algum dos valores a máquina M0 chega em es-
tado de aceitação então a máquina M aceita, caso contrário rejeita. No caso da fórmula ∀xψ(x)
podemos fazer parecido mas para a máquina M aceitar, todos os valores substituídos por x têm
que ser aceitos em M0.

A prova do teorema nos dá um algoritmo (máquina de Turing) para computar a che-
cagem de modelo da lógica de primeira ordem. Se quisermos saber se uma fórmula é satisfeita
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em uma estrutura basta usar a codificação bin para a estrutura e máquina de Turing definida na
prova.

O próximo teorema foi provado na tese de Doutorado de Fagin em (FAGIN, 1973).
Foi o teorema que deu início à área da Complexidade Descritiva.

Teorema 4.1.2 (SO∃= NP). . O conjunto de consultas booleanas definidas no fragmento exis-
tencial de segunda ordem é igual ao conjunto de consultas computáveis em tempo polinomial
em uma máquina de Turing não-determinística. Ou seja, a lógica SO∃ captura a classe de
complexidade NP.

Demonstração. (SO∃ ⊆ NP).
Seja Φ = ∃X1...∃Xkψ uma fórmula de SO∃. Basta criar uma máquina não-determinística que
“chuta” os valores das variáveis de segunda ordem. Depois, basta verificar, em cada ramo, se
a estrutura de entrada adicionada das relações computadas não-deterministicamente satisfaz a
fórmula ψ . O “chute” não-determinístico é feito em tempo polinomial e o último passo é feito
em espaço logarítmico pelo Teorema 4.1.1.

(NP⊆ SO∃).
Seja N uma máquina de Turing não-determinística de tempo polinomial, ou seja, usa tempo
nk − 1 para entradas bin(A ) com n = |A |. Nós vamos mostrar uma sentença da lógica de
segunda ordem existencial

Ψ = ∃C1...∃Cg∃∆Φ

que expressa que existe uma computação de aceitação em N. Veja que a fórmula
depende do tempo da máquina N. Isso não é problema pois a máquina já é conhecida. Agora
vamos mostrar como expressar as computações de N através da fórmula Ψ.

Cada relação 2k-ária C j representa se o símbolo j está em uma determinada célula
da fita da máquina em um determinado tempo. As relações C j são 2k-árias pois só temos os
elementos de 0 a n− 1 e precisamos codificar os tempos e células usando uma codificação n-
ária. Por exemplo, o tempo nk−1 seria representado pela tupla de k elementos 〈n−1, ...,n−1〉.
Vamos usar a notação x̄ para representar tuplas de elementos.

O conjunto finito de símbolos é Γ = {γ0, ...γg}= Σ∪(Q×Σ), ou seja, é um símbolo
do alfabeto da máquina ou um par estado e símbolo da máquina. O segundo nos diz onde o
cabeçote da máquina está posicionado. Por exemplo, se γ0 = 〈q0,w0〉 e 〈0̄, 0̄〉 ∈ C0 então no
tempo 0̄ e na célula 0̄ o cabeçote está na célula 0̄ lendo o símbolo w0.

O ∆ representa o ramo da computação de aceitação. Se uma tupla t̄ ∈ ∆ então no
tempo t +1 o ramo escolhido é o da esquerda, caso contrário o da direita é o escolhido. Agora,
vamos mostrar como a fórmula Φ garante que existe um ramo de aceitação, que dois símbolos
diferentes não podem estar na mesma célula no mesmo tempo e que os C j seguem diretamente
dos próprios C j e do ∆.

Para garantir que a máquina pára em um estado de aceitação nós podemos assumir
que quando N aceita uma entrada ela limpa a sua fita, move o cabeçote para a primeira célula e
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entra no estado q f . Seja γ f o símbolo correspondente ao estado final com o cabeçote na primeira
célula. Logo, a fórmula ϕ1 que garante a aceitação dos estados finais é:

ϕ1 =C f (0̄,max).

Onde 0̄ e ¯max são tuplas de k elementos que em 0̄ todos são iguais a 0 e em max
todos iguais a n−1.

Precisamos, também, de uma sentença para especificar que no mesmo tempo t̄ e
em uma mesma célula s̄ não é possível ter dois símbolos diferentes. Essa fórmula é definida a
seguir:

ϕ2 =
∧

k
∧

i 6= j ∀s̄∀t̄¬(Ck
i (s̄, t̄)∧Ck

j(s̄, t̄)).

Agora precisamos definir uma fórmula que diz que para todo t̄, a pertinência do
elemento t +1 aos predicados C j segue da pertinência de t̄ ao predicado ∆. A próxima sen-
tença ϕ3 especifica que o conteúdo da fita na célula e tempo (s̄, t +1) segue dos conteúdos das
células adjacentes no tempo anterior (s−1, t̄), (s̄, t̄) e (s+1, t̄) de acordo com os ∆(t̄). Seja
〈α−1,α0,α1,δ 〉 →N β uma transição na máquina N onde os conteúdos das células α−1,α0,α1

levam ao conteúdo β através da transição δ .

ϕ3 = ∀t̄(t̄ 6= max)→∀s̄(0̄ < s̄ < max)→∧
〈α−1,α0,α1,δ 〉→Nβ (¬δ ∆(t̄)∨¬Cα−1(s−1, t̄)∨¬Cα0(s̄, t̄)∨¬Cα1(s+1, t̄)∨Cβ (s̄, t +1)).

Onde ¬δ é ¬ se δ = 1 e o símbolo vazio caso contrário.

Logo, Φ = ϕ1∧ϕ2∧ϕ3. Agora temos que mostrar que para toda máquina de Turing
não-determinística de tempo polinomial temos uma fórmula Ψ tal que N(bin(A )) tem ramo de
aceitação se e somente se A |= Ψ. Suponha uma máquina N tal que N(bin(A )) tem um estado
final de aceitação. Pela construção da nossa fórmula Ψ que simula a máquina N, temos que
A |= Ψ. Agora suponha que A |= Ψ. Logo, existem predicados que garantem que a máquina
de Turing não-determinística N tem uma computação com estados final de aceitação.

Para entender melhor como podemos utilizar as fórmulas da Lógica Existencial de
Segunda Ordem para expressar problemas da classe NP vamos mostrar dois exemplos a seguir:

Exemplo 4.1.3. O problema SAT recebe como entrada uma fórmula na CNF e a saída deve
retornar se essa fórmula é satisfatível. Para usarmos uma estrutura como fórmula vamos usar
o vocabulário σ = {P,N} tal que os dois símbolos representam predicados binários e P(ci, p j)

expressa que a proposição atômica p j ocorre positivamente na cláusula ci. A mesma ideia é
usada para o predicado N sendo que proposição atômica ocorre negativamente neste caso. O
problema SAT é expressível em SO∃ da seguinte maneira:

φSAT = ∃S∀c∃p((P(c, p)∧S(p))∨ (N(c, p)∧¬S(p))).
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A fórmula diz que existe uma valoração S com as variáveis proposicionais que devem ser ver-
dade para a fórmula ser verdadeira.

Exemplo 4.1.4. O problema NP-completo CLIQUE é o conjunto de pares 〈G,K〉 tal que o
grafo G tem uma clique de tamanho K. O vocabulário é τgk = {E2,k}. CLIQUE é expressível
em SO∃ da seguinte maneira:

φCLIQUE = ∃ f (∀x∀y( f (x) 6= f (y)→ x 6= y)∧∀x∀y( f (x) = f (y)→ x = y)∧∀x∀y((x 6=
y∧ f (x)< K∧ f (y)< K)→ E(x,y))).

A fórmula diz que existe uma relação f que é função e é injetiva. Dessa forma,
existe uma rotulação dos vértices dada pela função injetiva f de forma que os vértices rotulados
de 0 até k−1 formam uma clique.

A seguir vamos apresentar mais uma forma de provar resultados de complexidade
descritiva. Suponha que sabemos que uma consulta booleana Q é completa para um classe de
complexidade C via reduções de primeira ordem. Suponha ainda que Q pode ser expressa em
uma linguagem L que também é fechada sob reduções de primeira ordem. Segue daí que a
linguagem L pode expressar tudo da classe C .

A seguir temos um novo framework para provar que uma linguagem L caracteriza
uma classe de complexidade C que vai seguir os seguintes passos:

• Mostrar que L ⊆ C produzindo um algoritmo em C para cada sentença ϕ ∈ L que
computa a consulta booleana MOD[ϕ] = {A |A |= ϕ}.

• Construir uma consulta booleana T que é completa para C via reduções de primeira
ordem.

• Mostrar que L é fechada sob reduções de primeira ordem.

• Expressar a consulta booleana T na linguagem L .

A seguir vamos usar o framework acima para provar que a Lógica de Primeira Or-
dem acrescida do operador de menor ponto fixo descreve exatamente o conjunto de problemas
computáveis em tempo polinomial em uma máquina de Turing determinística.

Teorema 4.1.3 (FO(LFP) = P). FO(LFP) caracteriza exatamente a classe P em estruturas
finitas ordenadas.

Prova: (FO(LFP)⊆P) Seja A uma estrutura de entrada com |A|= n e LFPRx1...xkϕ ∈
FO(LFP). Pelo Teorema 2.4.1, sabemos que até chegar no ponto fixo iteramos ϕA ( /0) no má-
ximo nk vezes. Essa quantidade de iterações significa avaliar a fórmula de primeira ordem ϕ nk

vezes e cada avaliação é feita em tempo polinomial. Logo, MOD[LFPRx1...xkϕ] ∈ P.

(P ⊆ FO(LFP)) O problema HORNSAT é completo via reduções de primeira or-
dem para a classe P. FO(LFP) é fechada sob reduções de primeira ordem. Podemos expressar
o problema HORNSAT em FO(LFP) da seguinte maneira:
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HORNSAT = ∀c∃x((P(c,x)∧LFPϕ(x))∨ (N(c,x)∧¬LFPϕ(x))),

onde ϕ(R,x) = ∃c(P(c,x)∧∀y(N(c,y)→ R(y))).

4.2 Caracterização da Classe de Contagem #P

Nesta seção vamos mostrar uma caracterização da classe de funções #P. Esta seção
é de importância fundamental no nosso trabalho pois as provas dos nossos resultados podem ser
vistas como uma adaptação e generalização da prova da caracterização da classe #P.

A classe #P foi apresentada primeiramente em (VALIANT, 1979). #P é a classe
de problemas de contagem com uma função de contagem associada à entrada. A função de
contagem aplicada em uma entrada é o número de caminhos de aceitação de uma máquina
não-determinística executada com essa entrada. Essa classe tem vários problemas derivados
de problemas de decisão conhecidos. Como exemplo, podemos citar o #SAT que retorna a
quantidade de valorações que satisfazem uma fórmula de entrada.

Agora vamos mostrar as definições de problemas de contagem, da classe #P e mos-
trar a caracterização dessa classe. Os resultados e as definições desta seção são adaptações
dos encontrados em (SALUJA; SUBRAHMANYAM; THAKUR, 1995). Realizamos adapta-
ções para encaixar nas nossas definições. Abaixo vamos formalizar a noção de problema de
contagem.

Definição 4.2.1 (Problema de Contagem). Um Problema de Contagem é uma tupla PC =

〈IPC ,SPC ,FPC 〉 tal que IPC é um conjunto de instâncias de entrada, SPC (I ) é um
conjunto de soluções para a entrada I e FPC : IPC →N é uma função de contagem tal que
FPC (I ) = |SPC (I )|.

Agora vamos definir formalmente a classe #P definindo os problemas de contagem
que pertencem à essa classe.

Definição 4.2.2 (Classe #P). Um problema de contagem PC ∈ #P se existe uma máquina de
Turing não-determinística de tempo polinomial na qual o número de ramos de computação de
aceitação para uma entrada I é dado por FPC (I ).

De forma semelhante como fizemos com os problemas de decisão na seção 3.1,
vamos assumir que as entradas são estruturas de primeira ordem com as mesmas condições
anteriores. Dessa forma, a mesma função de codificação vai ser usada para passar uma estrutura
como entrada para uma máquina de Turing. A seguir vamos definir a classe #FO formada pelos
problemas de contagem definíveis com uma sentença da Lógica de Primeira Ordem.

Definição 4.2.3 (Classe #FO). Seja A uma estrutura sobre um vocabulário σ e seja S̄ uma
tupla de variáveis de segunda ordem. Podemos dizer que um problema de contagem PC ∈ #FO
se existe uma fórmula de primeira ordem ϕPC (S̄) sobre σ ∪ S̄ tal que

FPC (A ) = |{S̄ : (A , S̄) |= ϕPC (S̄)}|.
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Abaixo vamos mostrar dois exemplos de problemas de contagem (#3CLIQUE e
#SAT ) e as fórmulas que definem os respectivos problemas.

Exemplo 4.2.1. O problema de contagem #3CLIQUE recebe como entrada um grafo não di-
recionado e a função de contagem retorna o número de cliques de tamanho três do grafo.
Podemos definir a função de contagem e a fórmula como a seguir

F#3CLIQUE(G ) = |{C : (G ,C) |= ∃z1,z2,z3C(z1)∧C(z2)∧C(z3)∧∀z(C(z)→ z = z1∨ z =
z2∨ z = z3)∧E(z1,z2)∧E(z2,z3)∧E(z3,z1)∧ z1 < z2∧ z2 < z3}|.

Note que na fórmula acima temos que usar a ordem entre os elementos para impedir
vértices repetidos e que os mesmos três vértices apareçam em mais de uma solução.

Agora vamos mostrar o próximo exemplo.

Exemplo 4.2.2. O problema de contagem #SAT recebe como entrada uma fórmula na CNF e
a função de contagem retorna o número de valorações que satisfazem a fórmula. Para usarmos
uma estrutura como fórmula vamos usar o vocabulário σ = {P,N} tal que os dois símbolos
representam predicados binários e P(ci,v j) expressa que a variável v j ocorre positivamente na
cláusula ci. A mesma ideia é usada para o predicado N sendo que a variável ocorre negativa-
mente neste caso. Abaixo vamos definir a função de contagem a partir de uma fórmula

F#SAT (A ) = |{S : (A ,S) |= ∀c∃v((P(c,v)∧S(v))∨ (N(c,v)∧¬S(v)))}|.

A variável de segunda ordem S acima representa a valoração que atribui verdadeiro
às variáveis que pertencem ao predicado.

Agora que mostramos exemplos para entender melhor como podemos definir pro-
blemas de contagem usando fórmulas de primeira ordem com variáveis de segunda ordem, o
próximo passo é mostrar a caracterização da classe #P pela classe de problemas de contagem
definidos por fórmulas da Lógica de Primeira Ordem que estamos chamando de #FO.

Teorema 4.2.1 (#FO = #P). #FO captura a classe de problemas de contagem #P sobre estru-
turas ordenadas.

Demonstração. Para provar a ida vamos supor um problema PC ∈ #FO. Temos que mostrar
que existe uma máquina de tempo polinomial não-determinística N que recebe como entrada
uma estrutura A de PC e a quantidade de ramos de aceitação é igual a FPC (A ). Temos que
essa máquina existe pois basta a máquina não-determinística N testar não-deterministicamente
todos os valores de S̄. Podemos fazer isso com o auxílio da máquina M do teorema 10. Logo,
temos que

FPC (IPC ) = |{S̄ : (A , S̄) |= ϕPC (S̄)}| = |{S̄ : M(bin(IPC , S̄)) aceita }|.
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Logo, PC ∈ #P.

Para provar a volta vamos assumir que PC ∈ #P. Logo, existe uma máquina
não-determinística N tal que o número de ramos de aceitação com uma entrada A é igual
a FPC (A ). É facil ver que checar se FPC (A ) é maior que 0 é um problema em NP. Pela
prova do teorema de Fagin, temos que existe uma fórmula de segunda ordem existencial ∃S̄ϕ(S̄)
tal que FPC (A )> 0 se e somente se (A , S̄) |= ∃S̄ϕ(S̄). A fórmula ϕ é de tal forma que toda
computação de aceitação na máquina N com entrada A correponde a um valor de S̄ tal que
(A , S̄) |= ϕ . Ou seja, o número de computações de aceitação de N que é FPC (A ) é igual a
|{S̄ : (A , S̄) |= ϕ(S̄)}|. Logo, o problema PC ∈ #FO.

A prova acima mostra que contar os valores da tupla S̄ dá como resultado o valor
de FPC . Em (SALUJA; SUBRAHMANYAM; THAKUR, 1995) foi considerada uma forma
mais genérica que conta os valores da tupla

〈
S̄, z̄
〉

na qual z̄ é uma tupla de variáveis de pri-
meira ordem que ocorrem livres na fórmula. Para os nossos propósitos vamos precisar apenas
da versão com variáveis de segunda ordem. Além das definições e provas mostradas neste capí-
tulo, algumas propriedades de restrições sintáticas da lógica apresentada também são provadas
em (SALUJA; SUBRAHMANYAM; THAKUR, 1995). Neste trabalho não vamos apresentar
essas provas pois vamos precisar apenas da ideia da caracterização de #P para mostrar uma
caracterização para outras classes.

No próximo capítulo, vamos mostrar um resultado existente sobre a caracterização
da classe PP. Em (KONTINEN, 2009) foi provada uma caracterização para a hierarquia de
contagem. Nesse trabalho é utilizada uma lógica com um quantificador de segunda ordem sig-
nificando que a maioria das relações têm uma determinada propriedade. Em seguida, os autores
apresentam um corolário de que restrigindo essa lógica com “quantifier rank” no máximo 1
é possível caracterizar a classe PP. No próximo capítulo, vamos apresentar esses resultados
existentes e depois vamos mostrar uma prova alternativa para a caracterização de PP que consi-
deramos mais simples. Vamos mostrar que essa prova alternativa pode ser realizada através das
ideias da caracterização de #P.

Além disso, também no próximo capítulo, vamos usar a mesma abordagem da nossa
prova alternativa para mostrar uma caracterização da classe ⊕P. A diferença é que vamos
utilizar o quantificador generalizado de segunda ordem de paridade⊕ na lógica utilizada. Além
dos resultados de caracterizações lógicas da classes PP e ⊕P, vamos apresentar fórmulas das
lógicas utilizadas para expressar problemas completos dessas classes.
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5 COMPLEXIDADE DESCRITIVA DAS CLASSES SINTÁTICAS PP E ⊕P

Neste capítulo, inicialmente, vamos mostrar resultados obtidos em (KONTINEN,
2009). A primeira seção mostra alguns resultados de definibilidade para o quantificador Mostk.
Esses resultados são utilizados na segunda seção em que mostramos a prova de que o fragmento
da lógica FO(Most) com apenas uma aplicação do quantificador de segunda ordem Most en-
globa a classe PP. Na duas últimas seções deste capítulo temos contribuições desta dissertação.
Na penúltima seção, mostramos uma prova alternativa para a caracterização de PP e na úl-
tima utilizamos a mesma abordagem para caracterizar logicamente a classe ⊕P utilizando o
fragmento da lógica FO(⊕) sem aninhamento do quantificador ⊕.

5.1 FO(Mostk) e Definibilidade para o Quantificador Mostk

Nesta seção, vamos mostrar alguns resultados de definibilidade do quantificador ge-
neralizado maioria apresentado no capítulo 2. Esses resultados foram provados e são utilizados
na abordagem de (KONTINEN, 2009) para caracterizar a hierarquia de contagem (WAGNER,
1986).

A seguir vamos mostrar que o maioria relativizado pode definir o maioria e que o
maioria relativizado consegue definir o quantificador de Resher. Todos esses quantificadores de
segunda ordem foram mostrados no capítulo 2.

Proposição 5.1.1. |= MostkXψ ↔Mostk
r X ,X(X = X ,ψ).

Demonstração. Suponha uma estrutura A tal que A |= Mostk
r X ,X(X = X ,ψ).

A |= Mostk
r X ,X(X = X ,ψ) se e somente se

〈
A,(X = X)A ,ψA

〉
∈Mostk

r .
〈
A,(X = X)A ,ψA

〉
∈Mostk

r se e somente se |(X =X)A ∩ψA |> |(X =X)A −ψA |. Isso acontece se e somente se a
quantidade de interpretações de X que satisfaz ψ é maior que a quantidade que não satisfaz pois
todas satisfazem X = X . Logo, esta quantidade é maior do que a metade que é a interpretação
da fórmula da esquerda.

Proposição 5.1.2. |= Mostk
r X ,Y (ψ,φ)↔RkX ,Y (ψ ∧φ ,ψ ∧¬φ).

Demonstração. Seja a estrutura A tal que A |= Mostk
r X ,Y (ψ,φ). A |= Mostk

r X ,Y (ψ,φ) se e
somente se

〈
A,ψA ,φA

〉
∈ Mostk

r se e somente se |ψA ∩ φA | > |ψA − φA | se e somente se
|(ψ ∧ φ)A | > |(ψ ∧¬φ)A | se e somente se

〈
A,(ψ ∧φ)A ,(ψ ∧¬φ)A

〉
∈Rk se e somente se

A |= RkX ,Y ((ψ ∧φ),(ψ ∧¬φ)).

A seguir vamos mostrar que o quantificador existencial de segunda ordem k-ário é
definível com o quantificador Mostk

r .

Proposição 5.1.3. O quantificador ∃2
k é definível com o quantificador Mostk

r .
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Demonstração. ∃2
kY ψ(Y )↔Mostk

r Y,Y (ψ(Y ),ψ(Y ))

A fórmula do lado esquerdo expressa que a quantidade de interpretações de Y que
satisfaz ψ é maior que /0. A do lado direito diz que |ψ(Y )A ∩ψ(Y )A |> |ψ(Y )A −ψ(Y )A | se
e somente se |ψ(Y )A |> /0. Logo, as duas fórmulas são equivalentes.

Teorema 5.1.1. Seja k ≥ 2. O quantificador Rk−1 é definível na lógica FO(Mostk).

Demonstração. Dado duas fórmulas ψ1(X) e ψ2(Y ) com variáveis de segunda ordem livres e
k−1-árias. Vamos mostrar como definir

Rk−1X ,Y (ψ1(X),ψ2(Y )).

Seja A uma estrutura satisfazendo |A| ≥ 2. Vamos definir uma coleção C de rela-
ções k-árias contendo exatamente metade da quantidade total usando uma tupla fixa de aridade
k, b̄ = (b1, ...,bk) ∈ Ak:

C = {B⊆ Ak|b̄ ∈ B}.

A definição a seguir vai ser útil para fazer com que os conjuntos definidos abaixo
não tenham elementos em comum.

Para B⊆ Ak−1 e a ∈ A, definimos

Ba = {(a, b̄) ∈ Ak|b̄ ∈ B}.

Ou seja, colocamos um elemento fixo a em cada tupla do conjunto B.

Seja

Gi = {B⊆ Ak−1|A |= ψi(B)}, para i ∈ {1,2}.

A condição para satisfazer Rk−1X ,Y (ψ1(X),ψ2(Y )) é que |G1|> |G2|. |G1|> |G2|
se e somente se |G1|− |G2|> 0 se e somente se |C|+ |G∗1|− |G∗2|> 2|A|

k−1,

onde G∗1 = {Ba|B∈G1} e G∗2 = {{b̄}∪Ba|B∈G2} para algum a∈ A tal que a 6= b1.
A condição de a 6= b1 faz com que os elementos de C sejam diferentes dos elementos de G∗1 pois
todo elemento B∈C tem uma tupla que começa com b1 e nenhuma tupla dos elementos Ba ∈G∗1
começa com b1.

Incluir a tupla fixada b̄ em cada elemento de G∗2 faz com que G∗1 6= G∗2 pois essa
tupla não aparece em nenhum elemento de G∗1. Além disso, todos os elementos de G∗2 também
são elementos de C, ou seja, G∗2 ⊆C.

Logo, temos que |C|+ |G∗1| − |G∗2| > 2|A|
k−1 se e somente se |(C ∪G∗1)−G∗2| >

2|A|
k−1.

Então temos
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|= Rk−1X ,Y (ψ1(X),ψ2(Y ))↔∃x1...xk(x1 6= x2∧MostkZ((Z(x1...xk)∨ γ1(Z))∧¬γ2(Z))),

onde

γ1(Z) = ∀z̄(Z(z̄)→ z1 = x2)∧ψ1(X(ȳ)/Z(x2, ȳ))
γ2(Z) = ∀z̄(Z(z̄)→ (z1 = x2∨∧izi = xi))∧ψ2(Y (ȳ)/Z(x2, ȳ)).

e a variável x2 não ocorre nas fórmulas ψ1 e ψ2. As variáveis x1, ...xk representam
a tupla fixa b̄. Fizemos x1 6= x2 pois x2 representa o elemento a adicionado ao início das tuplas.
As fórmulas γ1(Z) e γ2(Z) representam os conjuntos G∗1 e G∗2, repectivamente.

Na prova acima mostramos que apenas uma aplicação do quantificador Mostk é
necessária para expressar o quantificador Rk−1.

5.2 Caracterização da Classe PP

Em (KONTINEN, 2009) foi mostrado que a extensão de FO pelo quantificador
Mostk, para k natural diferente de zero, caracteriza exatamente a hierarquia de contagem. Vamos
chamar essa lógica de FO(Most):

Definição 5.2.1. FO(Most) é a lógica de primeira ordem adicionada dos infinitos quantifica-
dores Mostk para k natural, ou seja, FO(Mostk

k∈N).

Nesta seção vamos nos focar apenas em uma parte específica da prova. No trabalho
acima temos como corolário que

PP = {Qϕ |ϕ ∈ FO(Most) e qr(ϕ)≤ 1},

onde qr(ϕ) denota a quantidade máxima de aninhamento dos quantificadores Mostk na fórmula
ϕ ∈ FO(Most). Ou seja, não estamos levando em consideração os quantificadores de primeira
ordem. Qϕ é a consulta booleana definida pela sentença ϕ .

A seguir vamos mostrar um dos lados do resultado mencionado acima. Em seguida
vamos provar os dois lados em uma prova alternativa que utiliza nossa abordagem.

Teorema 5.2.1. PP⊆ {Qϕ |ϕ ∈ FO(Most) e qr(ϕ)≤ 1}

Demonstração. Pelo Teorema 4.1.2 de Fagin, um ramo de computação de uma máquina não-
determinística N, usando tempo nk para entradas de tamanho n, pode ser codificado usando uma
fórmula de primeira ordem. Seja φ(X) a fórmula que expressa que a relação X codifica uma
execução de tempo nk da máquina N. A fórmula φ(X) é a mesma da prova do teorema de Fagin
retirando a subfórmula que expressa que ao final da computação o estado final é um estado
de aceitação. Seja ψ(Y ) a fórmula que representa que a relação Y codifica uma execução de
aceitação de tempo nk. A aridade de X e Y é l. As fórmulas φ e ψ são construídas de forma que
cada ramo da execução de N com entrada bin(A ) corresponde a uma única relação l-ária em
Al temos que
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A |= Most l
rX ,Y (φ(X),ψ(Y )) se e somente se N aceita bin(A ).

A prova acima usa os resultados de definibilidade apresentados na seção anterior.
Utilizamos o resultado que diz que Most l

rX ,Y (φ(X),ψ(Y )) pode ser expresso por uma fórmula
de FO(Most) tal que qr(ϕ) = 1. A seguir, na próxima seção, vamos mostrar uma prova alter-
nativa que não usa esses resultados de definibilidade.

5.3 Uma Prova Alternativa de Caracterização da Classe PP e o MAJSAT

Nesta seção vamos mostrar uma prova alternativa para o resultado mencionado
acima. Para facilitar vamos dar um nome ao fragmento de FO(Most) com fórmulas com quan-
tifier rank menor ou igual a 1.

Definição 5.3.1 (Lógica FO(Most)qr≤1). FO(Most)qr≤1 é o fragmento da lógica FO(Most)
tal que ϕ ∈ FO(Most)qr≤1 se e somente se qr(ϕ)≤ 1.

Teorema 5.3.1 (FO(Most)qr≤1 =PP). A Lógica FO(Most)qr≤1 caracteriza exatamente a classe
de complexidade PP na classe de estruturas ordenadas.

Demonstração. (FO(Most)qr≤1 ⊆ PP).
Temos que provar que para toda fórmula ϕ ∈FO(Most)qr≤1 existe uma máquina não-determinística
N tal que para toda estrutura A

A |= ϕ se e somente se N(bin(A )) aceita na maioria dos ramos.

Seja ϕ = MostkRψ(R) ∈ FO(Most)qr≤1. Seja A a estrutura de entrada e n = |A|. Podemos
construir uma máquina não-determinística N que não-deterministicamente escreve uma string
binária de tamanho nk representando R. Em cada passo, N escolhe não-deterministicamente se
escreve 0 ou 1. Depois desse número polinomial de passos, nós temos uma estrutura expandida
(A ,RA ). N deve aceitar se e somente se (A ,RA ) |= ψ(R). Como visto anteriormente, isso
pode ser feito em tempo polinomial. Temos que mais da metade das computações de N(bin(A ))

aceitam se e somente se para mais da metade das interpretações de R temos (A ,RA ) |= ψ(R).

(PP⊆ FO(Most)qr≤1).
Seja N uma máquina não-determinística com tempo nk−1 que decide algum problema da classe
PP com n = |A| e entrada bin(A ). Dado uma entrada bin(A ), saber se existe um ramo de
execução da máquina N com essa entrada é um problema em NP. Pelo Teorema 4.1.2 de Fagin,
existe uma fórmula da lógica existencial de segunda ordem ∃Sϕ(S) tal que N(bin(A )) tem
um ramo de aceitação se e somente se A |= ∃Sϕ(S). Pelo mesmo Teorema 4.1.2, sabemos
que a aridade de S é k(2g+ 1), onde g é a quantidade de símbolos mais a quantidade de pares
estado, símbolo. Para igualar a quantidade de interpretações de S com a quantidade de ramos
de computação de N precisamos de uma máquina alternativa N′. Sabemos que existe uma
máquina não-determinística N′ equivalente a N com tempo nk(2g+1). A máquina N′ é construída
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a partir de N continuando a execução por mais nk(2g+1)− nk − 1 passos, onde nk − 1 era a
quantidade de passos de N, e terminando no mesmo estado que na máquina N. Ou seja, a
máquina N′ tem 2nk(2g+1)

ramos de execução e mantém a proporção de ramos de aceitação e de
rejeição. Da mesma forma, a variável relacional S tem 2nk(2g+1)

interpretações em um domínio
com quantidade de elementos n. Cada ramo de execução de N′ com entrada bin(A ) corresponde
a uma interpretação diferente SA de S. Assim, a maioria dos ramos de N′ com entrada bin(A )

é de aceitação se e somente se a maioria das interpretações de S satisfazem ϕ(S). Logo,

A |= Mostk(2g+1)Sϕ(S) se e somente se a maioria dos ramos de N(bin(A )) é de aceitação.

A prova acima foi baseada na prova de que #FO = #P. Só tivemos que adaptar
a prova utilizando a máquina alternativa N′ para garantir que o número de interpretações da
relação S fosse igual ao número de ramos da máquina considerada. Na prova de #FO = #P
apenas o número de interpretações que satisfaziam a fórmula e o número de ramos de aceitação
eram necessários serem iguais. No caso acima, em que a proporção é levada em consideração,
tivemos que fazer essa adaptação.

Apesar de a prova acima não precisar usar os resultados de definibilidade do quan-
tificador Most, esses resultados podem ser interessantes de serem utilizados quando queremos
expressar um problema da classe PP através de uma fórmula ψ ∈ FO(Most)qr≤1.

Para entender a dificuldade de tentar expressar um problema da classe PP, vamos
voltar ao problema MAJSAT apresentado no capítulo 3. Nesse problema, recebemos uma fór-
mula proposicional ϕ na CNF e queremos saber se a maioria das 2n valorações, onde n é o
número de fórmulas atômicas de ϕ , satisfazem ϕ . O MAJSAT é um problema completo para a
classe PP.

Uma forma intuitiva de expressar esse problema seria aproveitar a ideia da represen-
tação do problema SAT feita com a Lógica Existencial de Segunda Ordem no Exemplo 4.1.3:

Most1S1∀c∃x((P(c,x)∧S(x))∨ (N(c,x)∧¬S(x)))

Mas note que utilizamos estruturas com domínio contendo um elemento para cada
cláusula e um elemento para cada fórmula atômica. Dessa forma, a variável relacional S tem
interpretações com apenas cláusulas como seus elementos. Essas interpretações de S não de-
veriam contar na quantidade total de valorações da fórmula de entrada. Dessa maneira, mais
da metade das valorações podem satisfazer a fórmula ϕ mas a fórmula acima não ser satisfeita
pela estrutura Aϕ correspondente.

Para contornar esse problema, vamos adicionar mais um símbolo no vocabulário
das fórmulas proposicionais τp. O símbolo a ser adicionado é o V representando o conjunto de
fórmulas atômicas da fórmula ϕ .

Com essa definição, podemos representar o problema MAJSAT usando o quantifi-
cador Mostk

r da seguinte forma:
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Most1
r S1,S1(∀x(S(x)→V (x)),∀c∃x((P(c,x)∧S(x))∨ (N(c,x)∧¬S(x)))).

Para facilitar, vamos definir φ = ∀x(S(x)→ V (x)) e ψ = ∀c∃x((P(c,x)∧ S(x))∨
(N(c,x)∧¬S(x))). A fórmula com quantificador Most1

r definida acima expressa que a quanti-
dade de interpretações de S que satisfazem φ ∧ψ é maior que a quantidade que satisfaz φ ∧¬ψ .
As interpretações de S que satisfazem φ ∧ψ representam as valorações que satisfazem a fórmula
ϕ pois apenas fórmulas atômicas pertencem às interpretações de S. A outra fórmula φ ∧¬ψ é
satisfeita pelas interpretações de S que são valorações e que não satisfazem ψ . Dessa forma,
a quantidade de valorações que satisfazem ϕ é maior que a quantidade de valorações que não
satisfazem ϕ . Logo, a maioria das valorações satisfazem ϕ .

Como conseguimos expressar um problema completo da classe PP através da ló-
gica FO(Most)qr≤1, podemos pensar em uma outra prova que utiliza a mesma abordagem da
prova de P = FO(LFP). Basta mostrar que a lógica FO(Most)qr≤1 é fechada sob reduções de
primeira ordem. Vamos deixar isso como trabalho futuro.

5.4 Caracterização da Classe ⊕P Através do Quantificador ⊕

Usando nossa abordagem, nesta seção vamos mostrar uma caracterização de ⊕P.
De modo similar à classe PP, a classe ⊕P pode ser vista como o conjunto de problemas de
decisão definidos a partir dos problemas de #P. Um problema em ⊕P pergunta se o bit menos
significativo da contagem de todas as soluções é 0 ou 1. O bit é 1 se e somente se o valor retor-
nado no problema de contagem é ímpar. Para caracterizar essa classe vamos estender a lógica
de primeira ordem com o quantificador ⊕k para todo k natural que verifica se um número ím-
par de interpretações de uma variável de segunda ordem satisfaz uma determinada propriedade.
Abaixo vamos definir a classe ⊕P (paridade P) para depois definir o nosso framework lógico
FO(⊕) para caracterizá-la.

Definição 5.4.1 (Classe ⊕P). Um problema de decisão Q está em ⊕P se existe uma máquina
de Turing não-determinística M de tempo polinomial p tal que para toda entrada A ∈ Q,

A ∈ Q se e somente se M(bin(A ) tem um número ímpar de ramos de aceitação.

Um problema completo dessa classe seria o⊕SAT onde é verificado se uma fórmula
tem um número ímpar de valorações que a satisfazem. Note que esse problema é uma versão
de decisão do problema #SAT . Basta ver o número retornado no #SAT em binário. O ⊕SAT
retornaria se o último bit é 0 ou 1.

Agora vamos definir a lógica FO(⊕)qr≤1.

Definição 5.4.2 (Lógica FO(⊕)qr≤1). FO(⊕)qr≤1 é a lógica formada pelas fórmulas ϕ ∈
FO((⊕k)k∈N) tal que qr(ϕ) ≤ 1, onde qr é a quantidade de aplicações aninhadas do quan-
tificador generalizado de segunda ordem ⊕.

Para facilitar, abaixo vamos definir quando uma estrutura satisfaz uma fórmula
⊕Sϕ(S).
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Definição 5.4.3. Seja A uma estrutura, S uma variável de segunda ordem e ϕ uma sentença
de primeira ordem. Abaixo vamos definir quando uma estrutura satisfaz ⊕Sϕ(S).

A |=⊕Sϕ(S) se e somente se |{S : (A ,S) |= ϕ(S)}| é ímpar.

Agora podemos continuar usando as ideias do capítulo anterior para caracterizar a
classe ⊕P. Primeiro vamos mostrar quando um problema Q é definível com uma fórmula em
FO(⊕)qr≤1.

Definição 5.4.4. Seja A uma estrutura sobre um vocabulário σ e seja S uma variável relaci-
onal. Podemos dizer que um problema de decisão Q é definido em FO(⊕)qr≤1 se existe uma
fórmula ⊕Sϕ(S)Q ∈ FO(⊕)qr≤1 tal que

A ∈ Q se e somente se A |=⊕Sϕ(S)Q.

Abaixo vamos mostrar um exemplo de como usar a lógica FO(⊕)qr≤1 para expres-
sar um problema da classe⊕P. Esse exemplo nos dá uma evidência de que a lógica FO(⊕)qr≤1

engloba a classe ⊕P.

Exemplo 5.4.1. O problema de decisão ⊕SAT recebe como entrada uma fórmula na CNF
e retorna SIM se e somente se o número de valorações que satisfazem a fórmula é ímpar.
Para usarmos uma estrutura como fórmula vamos usar o vocabulário σ = {P,N,V} tal que
os dois primeiros símbolos representam predicados binários e P(ci,v j) expressa que a variável
v j ocorre positivamente na cláusula ci. A mesma ideia é usada para o predicado N sendo que
a variável ocorre negativamente neste caso. O predicado unário V (v j) tem a variável v j como
elemento. Abaixo vamos definir quando uma fórmula representada por uma estrutura A tem a
propriedade do ⊕SAT .

A ∈ ⊕SAT se e somente se
A |=⊕S(∀x(S(x)→V (x))∧∀c∃v((P(c,v)∧S(v))∨ (N(c,v)∧¬S(v)))).

Agora vamos mostrar a prova da caracterização da classe ⊕P.

Teorema 5.4.1 (FO(⊕)qr≤1 = ⊕P). A classe de problemas ⊕P é caracterizada exatamente
pela lógica FO(⊕)qr≤1, na classe de estruturas ordenadas.

Demonstração. (FO(⊕)qr≤1 ⊆⊕P)
Temos que provar que para toda fórmula ⊕Sϕ(S) ∈ FO(⊕)qr≤1 existe uma máquina não-
determinística N tal que

A |=⊕Sϕ(S) se e somente se N(bin(A )) tem um número ímpar de ramos de aceitação.

Seja uma fórmula ⊕Sϕ(S) ∈ FO(⊕)qr≤1. Podemos construir uma máquina não-determinística
N com entrada bin(A ) que escreve na fita não-deterministicamente os valores possíveis para
SA e depois verifica se (A ,SA ) |= ϕ(S). Pelos resultados do capítulo 3, isso pode ser feito em
tempo polinomial. Claramente, temos que
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A |=⊕Sϕ(S) se e somente se N(bin(A )) tem uma quantidade ímpar de ramos de aceitação.

(⊕P⊆ FO(⊕)qr≤1)
Suponha um problema Q ∈ ⊕P. Logo, existe uma máquina não-determinística M tal que para
toda entrada A ∈ Q o número de ramos de aceitação de M(bin(A )) é ímpar. Checar se existe
um ramo de aceitação em M(bin(A )) é um problema em NP. Logo, pelo Teorema 4.1.2 de
Fagin do capítulo 4, temos que existe uma fórmula de segunda ordem existencial ∃Cϕ(C) tal
que M(bin(A )) tem ramo de aceitação se e somente se A |= ∃Cϕ(C). A fórmula ϕ é construída
de forma que todo ramo de computação de aceitação na máquina N corresponde a um valor de
C que satisfaz ϕ(C). Logo, o número computações de aceitação de M(bin(A )) é exatamente
igual a |{C : (A ,C) |= ϕ(C)}|. Mas nós sabemos que o número de ramos de aceitação de
M(bin(A )) é ímpar, logo, |{C : (A ,C) |= ϕ(S̄)}| é ímpar. Com isso, temos que

A |=⊕Cϕ(C) se e somente se o número de computações de aceitação de M(bin(A )) é ímpar.



60

6 COMPLEXIDADE DESCRITIVA DE CLASSES PROBABILÍSTICAS
SEMÂNTICAS DE TEMPO POLINOMIAL E DA CLASSE NP∩CONP

Na primeira seção, vamos mostrar uma caracterização existente da classe probabi-
lística BPP. Essa caracterização utiliza uma lógica com semântica probabilística. Nas seções
seguintes vamos utilizar a abordagem de quantificadores generalizados de segunda ordem para
mostrar uma caracterização alternativa para a classe BPP e para capturar as demais classes pro-
babilísticas de tempo polinomial. Acreditamos que a lógica utilizada na nossa caracterização
de BPP é mais simples que a da caracterização existente. Dessa forma, fica mais fácil expres-
sar problemas. Apesar disso, nosso resultado é para estruturas ordenadas. Também mostramos
uma caracterização para a classe NP∩coNP. A nossa abordagem de caracterizações das classes
deste capítulo se baseia na prova de #FO = #P, apresentada no teorema 4.2.1, e na caracteriza-
ção de BPP da primeira seção deste capítulo.

6.1 Caracterização da Classe BPP

Um resultado existente apresentando em (EICKMEYER; GROHE, 2010) e em
(EICKMEYER, 2011) mostra uma forma de definir lógicas probabilísticas escolhendo as fór-
mulas de uma dada lógica tal que, para toda estrutura, a fórmula satisfaz essa estrutura em um
dado intervalo de probabilidades. Isso acarreta em uma lógica com sintaxe indecidível que fica
compatível com o conjunto de máquinas dos problemas em BPP que também é indecidível.

No trabalho mencionado, é apresentada a lógica BPIFP+C que é definida de forma
semelhante a classe de complexidade BPP a partir da lógica do ponto-fixo inflacionário com
contagem. IFP é definida de forma similiar à FO(LFP) mas com um operador inflacionário.
Um operador F : P(B)→P(B) é inflacionário se X ⊆ F(X) para todo X ∈P(B). IFP é
mostrada ser equivalente à FO(LFP) em (GUREVICH; SHELAH, 1985). A lógica BPIFP+C
definida caracteriza exatamente a classe BPP mesmo em estruturas sem ordem.

A probabilidade é introduzida na lógica permitindo fórmulas de um vocabulário τ

usarem um vocabulário maior τ ∪ρ onde ρ é o conjunto de símbolos de predicados represen-
tando os predicados probabilísticos. A seguir vamos apresentar a abordagem de (EICKMEYER;
GROHE, 2010). Vamos assumir que o leitor conhece as definições básicas de probabilidade.

Sejam τ e ρ dois vocabulários disjuntos onde ρ é um vocabulário relacional. Os
predicados de ρ vão ser tratados como probabilísticos. A seguir, vamos definir uma expansão
probabilística de τ-estruturas:

Definição 6.1.1 (Classes de Expansões de um Estrutura). Para uma estrutura A de vocabulário
τ , seja P(A ,ρ) a classe de todas as τ ∪ ρ expansões de A . Cada estrutura pertencente a
P(A ,ρ) representa uma interpretação diferente para os predicados de ρ . P(A ,ρ) pode ser
visto como um espaço de probabilidade com distribuição uniforme.

Vamos utilizar a probabilidade PrB∈P(A ,ρ)(B |= ϕ) de que uma expansão de uma
τ-estrutura A satisfaça uma sentença ϕ para definir lógicas probabilísticas.
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Definição 6.1.2 (Lógica P(α,β ]L). Seja L uma lógica e 0 ≤ α ≤ β ≤ 1. A lógica P(α,β ]L é
definida para cada vocabulário τ como

P(α,β ]L[τ] =
⋃

ρ{ϕ ∈ L[τ ∪ρ]| para toda estrutura A temos PrB∈P(A ,ρ)(B |= ϕ)≤ α ou
PrB∈P(A ,ρ)(B |= ϕ)> β},

onde a união “varre” todos os vocabulários ρ disjuntos de τ . O intervalo (α,β ] é uma lacuna
tal que se α < PrB∈P(A ,ρ)(B |= ϕ)≤ β então ϕ 6∈ P(α,β ]L[τ].

A definição da semântica é feita adicionando o caso:

A |=P(α,β ]L ϕ se e somente se PrB∈P(A ,ρ)(B |=L ϕ)> β .

Vamos utilizar

BPL := P( 1
4 ,

3
4 ]

L, onde L é uma lógica.

Lógicas com contagem como a IFP+C geralmente são definidas usando estruturas
com dois “sorts”. O “sort” adicional tem um segmento inicial dos naturais de tamanho apropri-
ado a ser usado na contagem. Entretanto, os resultados obtidos em (EICKMEYER; GROHE,
2010) necessitam apenas de uma contagem limitada obtida através do quantificador de Resher.

Definição 6.1.3 (Lógica IFP(R)). Seja IFP(R) a lógica obtida a partir da Lógica com Ponto-
Fixo Inflacionário IFP adicionada de um quantificador generalizado R representando o quan-
tificador de Resher. Para quaisquer duas fórmulas ϕ1(x̄) e ϕ2(x̄), onde x̄ é uma k-tupla de
variáveis, nós temos uma nova fórmula:

Rx̄(ϕ1(x̄),ϕ2(x̄)).

A semântica dessa nova fórmula é definida abaixo:

A |= Rx̄(ϕ1(x̄),ϕ2(x̄)) se e somente se |{ā ∈ Ak|A |= ϕ1(ā)}|> |{ā ∈ Ak|A |= ϕ2(ā)}|

Teorema 6.1.1 (BPIFP(R) = BPP). A lógica BPIFP(R) = P( 1
4 ,

3
4 ]

IFP(R) captura exatamente
BPP na classe de estruturas ordenadas.

Demonstração. (BPIFP(R)⊆ BPP) Uma máquina da classe BPP pode chutar as relações pro-
babilísticas.

(BPP ⊆ BPIFP(R)) Seja Q um conjunto de estruturas da classe BPP. Existe uma
máquina não-determinística M que decide a consulta Q≤ de expansões ordenadas das estruturas
de Q. Usando o Teorema de Immerman-Vardi segue que existe uma sentença de BPIFP ϕM

definindo Q≤.

A lógica IFP(R) é menos expressiva que a lógica IFP+C e BPIFP+C ⊆ BPP.
Logo, BPIFP+C = BPIFP(R) e ambas caracterizam BPP.
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6.2 Caracterização de BPP com Quantificadores Generalizados

Nesta seção vamos utilizar as ideias anteriores para caracterizar a classe BPP com
outra abordagem. A abordagem que vai ser utilizada é baseada em quantificadores genera-
lizados de segunda ordem e na forma semântica de definir fórmulas de uma lógica vista na
caracterização anterior. O interessante dessa caracterização é a alternativa com relação ao uso
das lógicas probabilísticas BPIFP(R) e BPIFP+C utilizadas anteriormente. Além de não usar
probabilidade na semântica, acreditamos que a nossa alternativa é mais simples para descrever
as fórmulas pois a lógica usada anteriormente era a lógica com ponto fixo inflacionário e no
nosso caso utilizamos a lógica de primeira ordem adicionada do quantificador Qk

≥ 3
4

definido

no Exemplo 2.3.2. Nas seções seguintes, vamos usar essa mesma abordagem para caracteri-
zar outras classes probabilísticas semânticas que não têm caracterização na literatura e como
consequência também vamos caracterizar uma classe semântica que não é probabilística.

Definição 6.2.1 (Lógica BPFO(Q≥ 3
4
)). Seja a lógica FO(Q≥ 3

4
,Q< 1

4
)=FO((Qk

≥ 3
4
)k∈N,(Qk

< 1
4
)k∈N)

com os quantificadores de segunda ordem definidos como visto anteriormente. Vamos definir o
conjunto de fórmulas da lógica BPFO(Q≥ 3

4
) como sendo

BPFO(Q≥ 3
4
) = {Q≥ 3

4
Rϕ(R)|ϕ(R) ∈ FO e para toda estrutura A temos A |= Q≥ 3

4
Rϕ(R) ou

A |= Q< 1
4
Rϕ(R)}.

Dessa forma, as fórmulas da lógica BPFO(Q≥ 3
4
) têm apenas um quantificador de

segunda ordem seguido de uma fórmula da Lógica de Primeira Ordem. Utilizamos os quantifi-
cadores (Qk

≥ 3
4
)k∈N e (Qk

< 1
4
)k∈N para as fórmulas da lógica sejam definidas de forma análoga às

máquinas que definem problemas da classe BPP.

A semântica é definida a seguir:

Definição 6.2.2. Seja A uma estrutura finita e Q≥ 3
4
Rϕ(R) ∈ BPFO(Q≥ 3

4
) tal que R tenha

aridade k.

A |= Q≥ 3
4
Rϕ(R) se e somente se |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}| ≥ 3

4 ×2|A|
k
.

Agora vamos mostrar como caracterizar a classe BPP através da lógica BPFO(Q≥ 3
4
)

usando a abordagem da caracterização de #P vista no Teorema 4.2.1.

Teorema 6.2.1 (BPFO(Q≥ 3
4
) = BPP). BPFO(Q≥ 3

4
) captura exatamente BPP na classe de es-

truturas ordenadas.

Demonstração. (BPFO(Q≥ 3
4
)⊆ BPP).

Seja uma fórmula Q≥ 3
4
Rϕ(R) ∈ BPFO(Q≥ 3

4
) tal que R tenha aridade k. Podemos construir

uma máquina não-determinística N que “chuta” os valores da relação R e depois decide se
(A ,R) |= ϕ(R), onde A é uma estrutura de entrada. Como Q≥ 3

4
Rϕ(R) é uma fórmula de

BPFO(Q≥ 3
4
) então temos que para toda estrutura de entrada A , |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}| ≥ 3

4 ×
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2|A|
k

ou |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}|< 1
4×2|A|

k
. Logo, a máquina N é uma máquina com as restrições

da classe BPP.

(BPP⊆ BPFO(Q≥ 3
4
)).

Seja uma máquina N com tempo nk e com as restrições da classe BPP. Dada uma estrutura
de entrada A saber se N tem um ramo de aceitação com entrada A é um problema em NP.
Pelo teorema de Fagin, temos que existe uma fórmula da lógica existencial de segunda ordem
∃Sϕ(S) tal que A |= ∃Sϕ(S) se e somente se N(bin(A )) tem um ramo de aceitação. Como visto
anteriormente, sempre podemos ajustar a máquina N de forma que a quantidade de ramos de N
vai ser igual a quantidade de valores distintos para S. A máquina continua sendo uma máquina
com as restrições de BPP pois a proporção de ramos de aceitação e rejeição continua a mesma.
Cada ramo de aceitação representa uma interpretação de S tal que (A ,S) |= ϕ(S). Logo, como
a máquina N tem as restrições de BPP então temos que |{S|(A ,S) |= ϕ(S)}| ≥ 3

4 × 2|A|
k

ou
|{S|(A ,S) |= ϕ(S)}|< 1

4 ×2|A|
k
. E, dessa forma, Q≥ 3

4
Sϕ(S) ∈ BPFO(Q≥ 3

4
). Logo, temos que

se N(bin(A )) tem 3
4 de ramos de aceitação então A |= Q≥ 3

4
Sϕ(S) e se N(bin(A )) tem 1

4 ramos
de aceitação então A 6|= Q≥ 3

4
Sϕ(S).

Corolário 6.2.1. Para todo ε tal que 1 > ε > 1
2 temos que BPFO(Q≥ 3

4
) caracteriza a classe

BPPε .

O corolário acima segue diretamente do teorema acima e do Teorema 3.2.6. Na
próxima seção vamos mostrar uma caracterização para a classe RP usando a mesma abordagem
apresentada.

6.3 Definibilidade com o Quantificador Mostk
=

Nesta seção, vamos mostrar alguns resultados de definibilidade do quantificador
generalizado Mostk

=. As proposições dessa seção são contribuições do nosso trabalho.

A seguir temos duas proposições que mostram que o Mostk
r,= pode definir o Mostk

= e
que o Rk

= consegue definir o Mostk
r,=. Elas duas seguem diretamente dos resultados de definibi-

lidade do quantificador Mostk
=. Todos esses quantificadores de segunda ordem foram mostrados

no capítulo 2.

Proposição 6.3.1. |= Mostk
=Xψ ↔Mostk

r,=X ,X(X = X ,ψ).

A fórmula da direita expressa que a quantidade de interpretações de X que satis-
fazem ψ é maior ou igual a quantidade que não satisfaz. Isso quer dizer que a quantidade de
interpretações de X que satisfazem ψ é maior ou igual a metade de todas as interpretações de
X . Isso é justamente o que é expresso pela fórmula da esquerda.

A proposição abaixo segue da definição do quantificador Mostk
r,=.

Proposição 6.3.2. |= Mostk
r,=X ,Y (ψ,φ)↔Rk

=X ,Y (ψ ∧φ ,ψ ∧¬φ).
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A fórmula da direita diz que a quantidade de interpretações de X que satisfazem
ψ ∧ φ é maior ou igual a quantidade de interpretações de Y que satisfazem ψ ∧¬φ . Isso é
equivalente ao que expressa a fórmula Mostk

r,=X ,Y (ψ,φ).

A seguir vamos mostrar que o quantificador existencial de segunda ordem k-ário
pode ser definido com o quantificador Rk

=.

Proposição 6.3.3. O quantificador ∃2
k é definível com o quantificador Rk

=.

∃2
kXψ(X)↔Rk

=X ,X(ψ(X),∀x¬X(x)).

A fórmula ∀x¬X(x) utilizada acima só é satisfeita em uma interpretação da variável
de segunda ordem X , a interpretação vazia. Logo, temos que a quantidade de interpretações de
X que satisfazem ψ(X) é maior ou igual a 1. Isso é claramente equivalente à existência de uma
interpretação de X que satisfaça ψ(X).

Usando a fórmula anterior como abreviação para o existencial de segunda ordem,
podemos definir o quantificador “para todo” de segunda ordem.

Proposição 6.3.4. O quantificador ∀2
k pode ser definido com o quantificador Mostk

r .

∀2
kXψ(X)↔¬∃2

kX¬ψ(X)

6.4 Caracterização da Classe RP

Nesta seção vamos utilizar nossa abordagem da seção anterior para caracterizar a
classe RP com uma lógica. Não conhecemos na literatura nenhum resultado de caracterização
para a classe RP. Primeiro, vamos definir a lógica que vai ser utilizada e em seguida vamos
mostrar a caracterização.

Definição 6.4.1 (Lógica RFO(Most=)). Seja a lógica FO(Mostk
=) definida como visto na De-

finição 2.3.5 e a lógica FO(Most=) sendo a lógica FO((Mostk
=)k∈N), ou seja, para todo k

natural. Vamos definir o conjunto de fórmulas da lógica RFO(Most=) como sendo

RFO(Most=) = {Most=Rϕ(R)|ϕ(R) ∈ FO e para toda estrutura A temos A |= Most=Rϕ(R)
ou A 6|= ∃Rϕ(R)}.

Como restringimos que ϕ(R) ∈ FO então nas fórmulas Most=Rϕ(R) existe apenas
uma aplicação do quantificador de segunda ordem Most= não sendo permitido o aninhamento
do mesmo. A semântica é definida da forma usual para o quantificador Most=:

Definição 6.4.2. Adicionamos o caso abaixo na definição da semântica da Lógica de Primeira
Ordem.

A |= Most=Rϕ(R) se e somente se |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}| ≥ 2|A|
r−1

, onde r é a aridade do
símbolo relacional R.
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Ou seja, pelo menos metade das interpretações do símbolo R devem satisfazer ϕ(R).
Agora vamos caracterizar a classe RP através da lógica definida acima.

Teorema 6.4.1 (RFO(Most=) = RP). RFO(Most=) caracteriza exatamente RP na classe de
estruturas ordenadas.

Demonstração. (RFO(Most=)⊆ RP).
Seja uma fórmula Most=Rϕ(R) ∈ RFO(Most=).
Podemos construir uma máquina não-determinística N que “chuta” os valores da relação R e
depois decide se (A ,RA ) |= ϕ(R), onde A é uma estrutura de entrada. Como Most=Rϕ(R) é
uma fórmula de RFO(Most=) então temos que para toda estrutura de entrada A , |{R|(A ,R) |=
ϕ(R)}| ≥ 2|A|

r−1
ou |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}| = 0, onde r é a aridade de R. Logo, a máquina N

é uma máquina com as restrições da classe RP e temos que para toda estrutura A , se A |=
Most=Rϕ(R) então N(bin(A )) tem pelo menos metade dos ramos de aceitação e se A 6|=
Most=Rϕ(R) então N(bin(A )) não tem nenhum ramo de aceitação.

(RP⊆ RFO(Most=)).
Seja uma máquina N com tempo nk e com as restrições da classe RP. Dada uma estrutura
de entrada A saber se N tem um ramo de aceitação com entrada A é um problema em NP.
Pelo Teorema 4.1.2 de Fagin, temos que existe uma fórmula da lógica existencial de segunda
ordem ∃Sϕ(S) tal que A |= ∃Sϕ(S) se e somente se N(bin(A )) tem um ramo de aceitação.
Como já foi visto, podemos ajustar a máquina N de forma que a quantidade de ramos de N
seja igual a quantidade de interpretações distintas de S. A máquina ajustada continua sendo
uma máquina de RP pois mantém a proporção de ramos de aceitação e rejeição. Cada ramo de
aceitação representa uma interpretação de S tal que (A ,S) |= ϕ(S). Logo, como a máquina N
tem as restrições de RP então temos que |{S|(A ,S) |= ϕ(S)}| ≥ 2k−1 ou |{S|(A ,S) |= ϕ(S)}|=
0, onde k é a aridade de S. E, dessa forma, Most=Sϕ(S) ∈ RFO(Most=). Logo, temos que
se N(bin(A )) tem pelo menos metade dos ramos de aceitação então A |= Most=Sϕ(S) e se
N(bin(A )) tem zero ramos de aceitação então A 6|= Most=Sϕ(S).

Corolário 6.4.1. Para todo ε tal que 1 > ε > 0 temos que RFO(Most=) caracteriza a classe
RPε .

O corolário segue do teorema acima e do Teorema 3.2.1.

6.5 Expressando Problemas em RP com RFO(Most=)

Vimos no capítulo 3 que o problema CUT=1 ∈ RP. Para expressar esse problema
com a lógica RFO(Most=) poderíamos apenas construir a fórmula a partir da máquina proposta
para CUT=1 no capítulo 3 e do Teorema 6.4.1 e Corolário 6.4.1 acima. Dessa forma, estaríamos
codificando a máquina de RP em uma fórmula da lógica RFO(Most=). Mas um ponto interes-
sante da Complexidade Descritiva é que nem sempre precisamos recorrer a este processo. Como
vimos para os problemas SAT , CLIQUE e HORNSAT , podemos expressar problemas das clas-
ses de complexidade sem recorrer às suas máquinas de Turing. A seguir, vamos expressar o
problema CUT=1 em RFO(Most=) sem precisar da máquina que definimos.
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CUT=1 = Most=P(∃xP(x)∧∃y¬P(y))∧∃x∃y(P(x)∧¬P(y)∧E(x,y)∧∀z∀w((P(z)∧¬P(w)∧
(z 6= x∨w 6= y))→¬E(z,w))).

A fórmula diz que na maioria das partições P e ¬P temos que existe apenas uma
aresta entre as duas partições. A fórmula acima claramente tem o formato das fórmulas da
lógica RFO(Most=) mas temos que provar que para toda estrutura que serve de entrada para o
problema CUT=1 essa estrutura satisfaz a fórmula acima ou não satisfaz a fórmula ∃P(∃xP(x)∧
∃y¬P(y))∧∃x∃y(P(x)∧¬P(y)∧E(x,y)∧∀z∀w((P(z)∧¬P(w)∧(z 6= x∨w 6= y))→¬E(z,w))).

Primeiramente, temos dois casos: Ou a estrutura que representa o grafo de entrada
tem um corte com apenas uma aresta ou não tem esse corte. No caso em que a estrutura que
representa um grafo não tem corte com apenas uma aresta, qualquer interpretação para a variável
relacional P não vai satisfazer a fórmula (∃xP(x)∧∃y¬P(y))∧∃x∃y(P(x)∧¬P(y)∧E(x,y)∧
∀z∀w((P(z)∧¬P(w)∧ (z 6= x∨w 6= y))→¬E(z,w))).

No caso em que a estrutura tem um corte de tamanho 1 suponha que o corte é com-
posto pela aresta E(a,b). P tem 2n interpretações e em metade temos P(a) e ¬P(b), ou seja,
a e b estão em partições distintas. Isso acontece pelo mesmo argumento que usamos para pro-
var que a máquina não-determinística para o CUT=1 respeitava as restrições de RP. Em 2n−2

eles estão em P e em 2n−2 eles estão em ¬P. Então na metade eles estão em partições distin-
tas. Logo, temos que a estrutura satisfaz Most=P(∃xP(x)∧∃y¬P(y))∧∃x∃y(P(x)∧¬P(y)∧
E(x,y)∧∀z∀w((P(z)∧¬P(w)∧ (z 6= x∨w 6= y))→¬E(z,w))).

Pelo argumentos acima, a fórmula realmente é uma fórmula de RFO(Most=) e a
prova disso é atrelada à prova de que a fórmula realmente expressa o problema. A seguir, va-
mos discutir a dificuldade de expressar problemas de RP com a lógica RFO(Most=) usando
como exemplo o problema MINCUT≤K também mencionado na seção 3.2. Na prova de que
esse problema pertencia à classe RP utilizamos o fato de que RPε = RP para ε entre 0 e 1. Cons-
truir uma fórmula em RFO(Most=) é complicado pois não é intuitivo a definição de fórmulas
que sejam satisfeitas por uma fração ε de todas as interpretações de uma variável relacional.
Além disso, para comparar o tamanho do corte com K é necessário definir existencialmente
uma função injetiva assim como fizemos com o problema CLIQUE no Exemplo 4.1.4. Usar o
existencial de segunda ordem não é problema pois mostramos que pode ser definido pelo quan-
tificador Most= e então está no formato das fórmulas de RFO(Most=). O problema seria provar
que a fórmula construída realmente pertenceria à lógica RFO(Most=).

Para contornar esse problema, poderíamos definir uma lógica com um número infi-
nito de quantificadores generalizados de segunda ordem, um para cada ε . Adaptando a prova do
Teorema 6.4.1 e usando a redução de erro das máquinas de RP do Teorema 3.2.1, poderíamos
provar que essa nova lógica com infinitos quantificadores generalizados também caracterizaria
a classe RP.

Além de definir os infinitos quantificadores, também seria uma ideia interessante
obter resultados de definibilidade de outros quantificadores para cada um dos infinitos quantifi-
cadores. Assim poderíamos mais facilmente expressar os problemas com as fórmulas dessa ló-
gica. Por exemplo poderíamos utilizar a fórmula a seguir para expressar o problema 3CLIQUE.
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Rk
≥ε

X ,X(ψ ∧φ ,φ)

onde φ = ∃x1,x2,x3(
∧

i 6= j xi 6= x j
∧

i X(xi)) e ψ = ∀x∀y((x 6= y∧X(x)∧X(y))→
E(x,y))). A semântica desse quantificador é que a quantidade de interpretações que satisfazem
a primeira fórmula é maior ou igual uma fração ε da quantidade de interpretações que satisfazem
a segunda fórmula. φ indica que existem pelo menos 3 elementos na relação X que representa
os vértices da clique. ψ expressa que os elementos de X formam uma clique. Vamos deixar
como trabalho futuro a definição da lógica mencionada no parágrafo anterior e do estudo de
definibilidade de outros quantificadores a partir dessa lógica.

6.6 Caracterização da Classe Probabilística Semântica coRP

Agora vamos utilizar nossa abordagem de quantificadores generalizados para definir
uma lógica para caracterizar a classe probabilística coRP. Nenhum resultado de caracterização
para a classe coRP foi encontrado na literatura. Primeiro, vamos definir a lógica que vai ser
utilizada.

Definição 6.6.1 (Lógica coRFO(Most=)). Seja a lógica FO(Mostk
=) definida como na Defi-

nição 6.4.1 e, logo, a lógica FO(Most=) = FO((Mostk
=)k∈N). Vamos definir o conjunto de

fórmulas da lógica coRFO(Most=) como sendo

coRFO(Most=) = {∀Rϕ(R)|ϕ(R) ∈ FO e para toda estrutura A temos A |= ∀Rϕ(R) ou
A 6|= Most=Rϕ(R)}.

A semântica das fórmulas da lógica coRFO(Most=) é definida da forma usual com
a semântica do quantificador ∀ de segunda ordem:

Definição 6.6.2. Como vimos na Definição 2.3.5, adicionamos o caso abaixo na definição da se-
mântica da Lógica de Primeira Ordem obtendo a definição da semântica da lógica coRFO(Most=).

A |= ∀Rϕ(R) se e somente se para toda interpretação RA de R temos que (A ,R) |= ϕ(R).

Agora vamos mostrar como podemos caracterizar coRP com a lógica coRFO(Most=).

Teorema 6.6.1 (coRFO(Most=) = coRP). coRFO(Most=) captura exatamente coRP na classe
de estruturas ordenadas.

Demonstração. (coRFO(Most=)⊆ coRP).
Seja uma fórmula ∀Rϕ(R)∈ coRFO(Most=). Podemos construir uma máquina não-determinística
N que “chuta” os valores da relação R e depois decide se (A ,R) |= ϕ(R), onde A é uma estru-
tura de entrada. Como ∀Rϕ(R) é uma fórmula de coRFO(Most=) então temos que para toda
estrutura de entrada A , |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}|= 2|A|

r
ou |{R|(A ,R) |= ϕ(R)}|< 2|A|

r−1
, onde r

é a aridade de R. Logo, a máquina N é uma máquina com as restrições da classe coRP e temos
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que para toda estrutura A , se A |= ∀Rϕ(R) então N(bin(A )) tem todos os ramos de aceitação
e se A 6|= ∀Rϕ(R) então N(bin(A )) tem menos da metade dos ramos de aceitação.

(coRP⊆ coRFO(Most=)).
Seja uma máquina não-determinística N com tempo nk e com as restrições da classe coRP. Dada
uma estrutura de entrada A saber se N tem um ramo de aceitação com entrada A é um problema
em NP. Pelo Teorema 4.1.2 de Fagin, temos que existe uma fórmula da lógica existencial de
segunda ordem ∃Sϕ(S) tal que A |= ∃Sϕ(S) se e somente se N(bin(A )) tem um ramo de
aceitação. Já sabemos que sempre podemos ajustar a máquina N de forma que a quantidade
de ramos da máquina seja igual a quantidade de interpretações distintas de S. Cada ramo de
aceitação representa uma interpretação de S tal que (A ,S) |= ϕ(S). Logo, como a máquina
N tem as restrições de coRP então temos que |{S|(A ,S) |= ϕ(S)}| = 2|A|

r
ou |{S|(A ,S) |=

ϕ(S)}| < 2|A|
r−1

, onde r é a aridade de S. E, dessa forma, ∀Sϕ(S) ∈ coRFO(Most=). Logo,
temos que se N(bin(A )) tem todos os ramos de aceitação então A |= ∀Sϕ(S) e se N(bin(A ))

tem menos da metade dos ramos de aceitação então A 6|= ∀Sϕ(S).

6.7 Caracterização da Classe Probabilística Semântica ZPP

Também não encontramos nenhum resultado de caracterização para a classe ZPP.
Com a nossa abordagem é possível definir uma lógica para caracterizar essa classe. A seguir,
vamos definir a lógica que vai ser utilizada.

Definição 6.7.1 (Lógica ZPFO(Most=)). Seja a lógica FO(Most=) definida como anterior-
mente na Definição 6.4.1. Vamos definir o conjunto de fórmulas da lógica ZPFO(Most=) como
sendo

ZPFO(Most=) = {Most=R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2)|ϕi(Ri) ∈ FO e para toda estrutura A temos
A |= Most=R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) ou A 6|= ∃R1ϕ1(R1)∨Most=R2ϕ2(R2)}.

Ou seja, nas fórmulas da lógica ZPFO(Most=) sempre temos uma conjunção de
duas outras fórmulas ϕ1 e ϕ2 em que a primeira tem apenas uma aplicação do quantificador
de segunda ordem Most= e a segunda inicia com o quantificador de segunda ordem ∀. A se-
mântica das fórmulas da lógica ZPFO(Most=) é definida da forma usual com a semântica dos
quantificadores ∀ e Most=:

Definição 6.7.2. Na semântica da lógica ZPFO(Most=), adicionamos o caso abaixo na defini-
ção da semântica da Lógica de Primeira Ordem:

A |= Most=R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) se e somente se para toda interpretação de R2 temos que
(A ,R2) |= ϕ2(R2) e |{R1|(A ,R1) |= ϕ1(R1)}| ≥ 2|A|

r−1
, onde r é a aridade do símbolo

relacional R1.

Agora vamos mostrar como podemos caracterizar ZPP com a lógica ZPFO(Most=).

Teorema 6.7.1 (ZPFO(Most=) = ZPP). ZPFO(Most=) caracteriza exatamente ZPP na classe
de estruturas ordenadas.
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Demonstração. ZPFO(Most=) ⊆ ZPP. Seja uma fórmula Most=R1ϕ1(R1) ∧ ∀R2ϕ2(R2) ∈
ZPFO(Most=). Podemos construir duas máquinas não-determinísticas N1 e N2 tal que N1

“chuta” os valores da relação R1 e decide se (A ,R1) |= ϕ1(R1). A máquina N2 “chuta” os valo-
res de R2 e decide se (A ,R2) |= ϕ2(R2). A máquina N com as restrições de ZPP é uma máquina
que usa as duas máquinas mencionadas N1 e N2. Como Most=R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) é uma
fórmula de ZPFO(Most=) então temos que para toda estrutura de entrada A , |{R1|(A ,R1) |=
ϕ1(R1)}| ≥ 2r1−1 e |{R2|(A ,R2) |= ϕ2(R2)}|= 2r2 acontecem ou |{R1|(A ,R1) |= ϕ1(R1)}|= 0
e |{R2|(A ,R2) |= ϕ2(R2)}| < 2r2−1, onde r1 e r2 são a aridade de R1 e R2, respectivamente.
Logo, a máquina N é uma máquina com as restrições da classe ZPP.

ZPP⊆ ZPFO(Most=). Seja uma máquina N com tempo nk formada por duas outras
máquinas N1 e N2 e com as restrições da classe ZPP. Dada uma estrutura de entrada A saber se
N1 tem um ramo de aceitação com entrada A é um problema em NP. O mesmo vale para N2.
Pelo Teorema 4.1.2 de Fagin, temos que existe uma fórmula da lógica existencial de segunda
ordem para cada uma das duas máquinas ∃S1ϕ(S1) e ∃S2ϕ(S2) tal que A |= ∃Siϕ(Si) se e
somente se Ni(bin(A )) tem um ramo de aceitação para i ∈ {1,2}. Já sabemos que sempre
podemos ajustar as máquinas N1 e N2 de forma que a quantidade de ramos da máquina vai
ser igual a quantidade de interpretações distintas de S1 e S2, respectivamente. Cada ramo de
aceitação de Ni representa uma interpretação de Si tal que (A ,Si) |= ϕ(Si) para i ∈ {1,2}.
Logo, como a máquina N tem as restrições de ZPP então temos que para toda interpretação de
S2, (A ,S2) |= ϕ2(S2) e |{S1|(A ,S1) |= ϕ1(S1)}| ≥ 2|A|

s1−1
ou |{S1|(A ,S1) |= ϕ1(S1)}| = 0 e

|{S2|(A ,S2) |= ϕ1(S2)}|< 2|A|
s2−1

, onde s1 e s2 são as aridades de S1 e S2, respectivamente. E,
dessa forma, Most=S1ϕ1(S1)∧∀S2ϕ2(S2) ∈ ZPFO(Most=).

Logo, temos que na máquina N com entrada bin(A ) se N2(bin(A )) tem todos os ra-
mos de aceitação e N1(bin(A )) tem metade dos ramos de aceitação então A |=Most=S1ϕ1(S1)∧
∀S2ϕ2(S2) e se N1(bin(A )) tem zero ramos de aceitação e N2(bin(A )) tem menos da metade
de aceitação então A 6|= Most=S1ϕ1(S1)∧∀S2ϕ2(S2).

6.8 Caracterização da Classe Semântica NP∩ coNP

Agora vamos usar a abordagem apresentada para uma classe não probabilística.
Como visto no capítulo 2, a classe NP∩ coNP também é uma classe semântica e, por esse
motivo, resolvemos usar nossa abordagem. Nenhum resultado de caracterização foi encontrado
na literatura para essa classe. A seguir, vamos definir a lógica que vai ser utilizada.

Definição 6.8.1 (Lógica (N∩coN)FO(∃,∀)). Seja a Lógica de Segunda Ordem SO=FO(∃,∀),
onde ∃ e ∀ são quantificadores de segunda ordem, definida na seção 2.2. Vamos definir o
conjunto de fórmulas da lógica (N∩ coN)FO(∃,∀) como sendo

(N∩ coN)FO(∃,∀) = {∃R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2)|ϕi(Ri) ∈ FO com i ∈ {1,2} e para toda
estrutura A temos A |= ∃R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) ou A 6|= ∃R1ϕ1(R1)∨∀R2ϕ2(R2).

Ou seja, nas fórmulas da lógica (N ∩ coN)FO(∃,∀) sempre temos uma conjunção
de duas fórmulas ∃R1ϕ1(R1) e ∀R2ϕ2(R2) em que a primeira tem apenas uma aplicação do
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quantificador de segunda ordem ∃ e a segunda inicia com o quantificador de segunda ordem ∀
seguido de uma fórmula da Lógica de Primeira Ordem. A semântica das fórmulas da lógica
(N∩ coN)FO(∃,∀) é definida da forma usual com a semântica dos quantificadores ∀ e ∃:

Definição 6.8.2. Na semântica da lógica (N ∩ coN)FO(∃,∀), adicionamos o caso abaixo na
definição da semântica da Lógica de Primeira Ordem:

A |= ∃R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) se e somente se para toda interpretação de R2 temos que
(A ,R2) |= ϕ2(R2) e existe uma interpretação de R1 tal que (A ,R1) |= ϕ1(R1).

Agora vamos mostrar como podemos caracterizar NP∩ coNP com a lógica (N ∩
coN)FO(∃,∀).

Teorema 6.8.1 ((N ∩ coN)FO(∃,∀) = NP∩ coNP). (N ∩ coN)FO(∃,∀) captura exatamente
NP∩ coNP na classe de estruturas ordenadas.

Demonstração. ((N∩ coN)FO(∃,∀)⊆ NP∩ coNP).
Seja uma fórmula ∃R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) ∈ (N∩ coN)FO(∃,∀). Podemos construir duas má-
quinas não-determinísticas N1 e N2 tal que N1 “chuta” os valores da relação R1 e decide se
(A ,R1) |= ϕ1(R1). A máquina N2 “chuta” os valores de R2 e decide se (A ,R2) |= ϕ2(R2). A
máquina N com as restrições de NP∩ coNP é uma máquina que usa as duas máquinas men-
cionadas N1 e N2. Como ∃R1ϕ1(R1)∧∀R2ϕ2(R2) é uma fórmula de (N ∩ coN)FO(∃,∀) então
temos que para toda estrutura de entrada A , |{R1|(A ,R1) |= ϕ1(R1)}| > 0 e |{R2|(A ,R2) |=
ϕ2(R2)}|= 2r2 acontecem ou |{R1|(A ,R1) |= ϕ1(R1)}|= 0 e |{R2|(A ,R2) |= ϕ2(R2)}|< 2r2 ,
onde r2 é a aridade de R2. Logo, a máquina N é uma máquina com as restrições da classe
NP∩ coNP.

(NP∩ coNP⊆ (N∩ coN)FO(∃,∀)).
Seja uma máquina N com tempo nk formada por duas outras máquinas N1 e N2 e com as res-
trições da classe NP∩ coNP. Dada uma estrutura de entrada A saber se N1 tem um ramo de
aceitação com entrada A é um problema em NP. O mesmo vale para N2. Pelo teorema de
Fagin, temos que existe uma fórmula da lógica existencial de segunda ordem para cada uma
das duas máquinas ∃S1ϕ(S1) e ∃S2ϕ(S2) tal que A |= ∃Siϕ(Si) se e somente se Ni(bin(A ))

tem um ramo de aceitação para i ∈ {1,2}. Já sabemos que sempre podemos ajustar as máqui-
nas N1 e N2 de forma que a quantidade de ramos das máquinas com mesma entrada bin(A )

vai ser igual a quantidade de interpretações distintas de S1 e S2, respectivamente. Cada ramo
de aceitação de Ni representa uma interpretação de Si tal que (A ,Si) |= ϕ(Si) para i ∈ {1,2}.
Logo, como a máquina N tem as restrições de NP∩ coNP então temos que para toda inter-
pretação de S2, (A ,S2) |= ϕ2(S2) e existe interpretação de S1 tal que (A ,S1) |= ϕ1(S1) ou
|{S1|(A ,S1) |= ϕ1(S1)}| = 0 e |{S2|(A ,S2) |= ϕ1(S2)}| < 2|A|

s2 , onde s2 é a aridade de S2. E,
dessa forma, ∃S1ϕ1(S1)∧∀S2ϕ2(S2) ∈ (N∩ coN)FO(∃,∀).

Logo, temos que na máquina N com entrada bin(A ) se N2(bin(A )) tem todos
os ramos de aceitação e N1(bin(A )) tem algum ramo de aceitação então A |= ∃S1ϕ1(S1)∧
∀S2ϕ2(S2) e se N1(bin(A )) tem zero ramos de aceitação e N2(bin(A )) não tem todos de acei-
tação então A 6|= ∃S1ϕ1(S1)∧∀S2ϕ2(S2).
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7 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capítulo vamos comentar as conclusões do trabalho e indicar trabalhos fu-
turos. Nosso trabalho consistiu em criar uma abordagem para conceber resultados de carac-
terização lógica de classes de complexidade probabilísticas de tempo polinomial. Mostramos
que essa abordagem pode ser utilizada para caracterização de classes sintáticas e semânticas,
probabilísticas ou não.

De uma forma geral, nossa abordagem consistiu em adaptar a prova de #FO = #P e
utilizar quantificadores generalizados para simular o comportamento da aceitação de máquinas
não-determinísticas. No caso das classes semânticas, tivemos que utilizar lógicas com sintaxe
indecidível, ou seja, é indecidível saber se uma fórmula pertence a essa lógica. Como queremos
simular as máquinas de uma classe através de uma fórmula e vice-versa, as fórmulas das lógicas
tem essa mesma propriedade das máquinas dessas classes.

Dessa forma, os resultados do trabalho podem ser vistos como uma redefinição ou
espelhamento das classes de complexidade no contexto de lógicas. Uma questão interessante
seria verificar se os demais resultados da área de Complexidade Descritiva podem ser vistos da
mesma maneira.

Conseguimos uma prova alternativa para a caracterização da classe PP através da
lógica FO(Most)qr≤1. A primeira prova existente da caracterização segue da caracterização da
hierarquia de contagem (CH) pela lógica FO(Most) (KONTINEN, 2009). Nessa caracterização
são utilizados os resultados de definibilidade do quantificador Mostk. A nossa prova alternativa
é mais direta e não precisa desses resultados. Apesar disso, os resultados de definibilidade são
úteis para expressar problemas da classe PP mais facilmente. Usando a mesma abordagem da
prova alternativa da caracterização de PP, conseguimos capturar a classe ⊕P através da lógica
FO(⊕)qr≤1.

Para a classe PP também conseguimos mostrar que o problema PP-completo MAJSAT
é expressível utilizando a lógica que definimos para caracterizá-la e utilizando os resultados de
definibilidade do quantificador Mostk. Fizemos o mesmo com o problema ⊕SAT que é ⊕P-
completo. Deixamos como trabalho futuro a utilização das lógicas definidas para expressar
outros problemas dessas classes como por exemplo o T HRESHOLDSAT que também é PP-
completo. Em (SIMON, 1975), foi mostrado que a classe de linguagens threshold é equiva-
lente à classe PP. Podemos verificar como expressar os problemas dessa classe. Outra classe
equivalente à PP é a classe de problemas resolvidos com máquinas de Turing quânticas com
pós-seleção PostBQP. Esse resultado foi mostrado em (AARONSON, 2004).

Aproveitando os dois resultados de expressar problemas completos acima, outro
trabalho futuro seria a prova da caracterização dessas duas classes sintáticas PP e⊕P utilizando
o método de expressar um problema completo da classe com a lógica e mostrar que a classe e a
lógica são fechadas sob reduções de primeira ordem.

Também conseguimos expressar um problema da classe RP na lógica RFO(Most=).
Mostramos a dificuldade de expressar problemas de RP nessa lógica pelo fato de que do ponto
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de vista computacional podemos executar um algoritmo várias vezes para aumentar a confiabili-
dade da resposta. Mesmo que seja possível que RFO(Most=) = RFO(Q≥ε) para todo ε entre 0
e 1 pode ser complicado expressar problemas em alguma dessas lógicas. Uma solução poderia
ser adicionar infinitos quantificadores generalizados de segunda ordem, ou seja, um Q≥ε para
cada ε tal que 0 < ε < 1. Isso não é problema pois a lógica FO(LFP) pode ser vista como
a Lógica de Primeira Ordem adicionada de infinitos quantificadores generalizados de segunda
ordem. Para facilitar ainda mais a definição de problemas nessa lógica temos que mostrar que
os quantificadores

Qk
2,≥ε

= {〈A,P,S〉 |P,S⊆P(Ak) e |P| ≥ |S|× ε}

para 0 < ε < 1 podem ser definidos a partir dos infinitos quantificadores originais.
Vamos deixar como trabalho futuro investigar essas ideias e aplicá-las também nas outras clas-
ses semânticas.

Com a nossa abordagem, conseguimos uma caracterização alternativa para a classe
BPP. Acreditamos que com a lógica que definimos BPFO(Q≥ 3

4
) possa ser mais fácil expressar

problemas da classe BPP pois as fórmulas são formadas por fórmulas de primeira ordem com
a aplicação de um quantificador de segunda ordem. No resultado existente a caracterização era
feita a partir da lógica BPIFP+C. De qualquer forma, é uma alternativa para expressar os
problemas de BPP de forma diferente. Como trabalho futuro, podemos fazer uma comparação
na definição de problemas de BPP usando essas duas lógicas.

Também conseguimos caracterizar as classes probabilísticas de tempo polinomial
RP, coRP e ZPP. Até onde sabemos, esses resultados não existiam na literatura. Em todos os
casos, utilizamos lógicas definidas de forma análoga às definições das máquinas dessas classes.
Além disso, conseguimos expressar problemas da classe RP utilizando a lógica RFO(Most=).
Como trabalho futuro, podemos expressar problemas das classes coRP e ZPP com as lógicas
utilizadas para caracterizá-las.

Neste trabalho, para as classes probabilísticas, focamos apenas nas de tempo po-
linomial. Podemos utilizar uma adaptação da nossa abordagem para caracterizar classes pro-
babilísticas de espaço logarítmico, de tempo logarítmico ou de tempo exponencial. Como por
exemplo, falamos na introdução que já existe o seguinte resultado BPAC0 = BPFO (KONTI-
NEN, 2009). A adaptação da nossa abordagem para esses outros casos de classes probabilísticas
fica como trabalho futuro.

Por fim, no apêndice, usando as provas dos resultado de caracterização lógica de
classes de complexidade, desenvolvemos uma forma de gerar algoritmos para problemas dada
uma especificação lógica do problema. O algoritmo gerado tem a mesma complexidade da
classe que a lógica caracteriza. Fizemos uma comparação de complexidade do algoritmo clás-
sico para o problema P-completo HORNSAT e do nosso gerador de algoritmos. Percebemos
que a complexidade não aumentou muito e que a eficiência do algoritmo gerado depende da
formalização lógica do problema. A qualidade da formalização do problema depende tanto da
estrutura de entrada como do número de quantificadores da especificação lógica. Fica como
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trabalho futuro a implementação do criador de algoritmos para problemas da classe P e também
a adaptação dessa ideia para as classes probabilísticas que caracterizamos neste trabalho.
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APÊNDICE A -- CRIAÇÃO AUTOMÁTICA DE ALGORITMOS DE TEMPO
POLINOMIAL USANDO COMPLEXIDADE DESCRITIVA

No capítulo 3, apresentamos a área da Complexidade Descritiva. No final do ca-
pítulo, nos teoremas 4.1.1 e 4.1.3, nós mostramos que FO ⊆ L e que FO(LFP) = P. A prova
de FO ⊆ L nos mostra como construir uma máquina de Turing de espaço logarítmico para
cada fórmula fixa que decide se uma dada estrutura de entrada satisfaz essa fórmula. Veja que
podemos usar a forma sistemática de construir essas máquinas da prova do teorema para cons-
truir um algoritmo que por sua vez retorna o algoritmo correspondente à máquina de Turing
construída na prova. Usando a mesma ideia para FO(LFP) = P, podemos ter uma forma de
construir algoritmos automaticamente para qualquer problema em P. Para isso, bastaria passar
como entrada uma especificação do problema em formato de fórmula da Lógica de Primeira
Ordem com operador de Menor Ponto Fixo. Depois de construir o algoritmo automaticamente,
bastaria pensar na entrada dele como uma estrutura ordenada. A especificação do problema em
FO(LFP) pode ser feito para qualquer problema em P pois já mostramos que para qualquer
problema em P temos uma fórmula de FO(LFP).

Neste Apêndice, vamos mostrar, primeiramente, como usar essa ideia para o caso
mais simples, ou seja, FO ⊆ L. Depois vamos mostrar um exemplo. Em seguida, vamos fazer
o mesmo com FO(LFP) = P e mostrar um exemplo de aplicação para uma problema em P.
Vamos deixar como trabalho futuro fazer o mesmo para as caracterizações lógicas de classes
probabilísticas realizadas neste trabalho.

O Algoritmo AlgoritmoFOL abaixo recebe uma fórmula em primeira ordem ϕ e
retorna um algoritmo AlgoritmoϕL .

AlgoritmoFOL(ϕ)

AlgoritmoSaida←“AlgoritmoϕL(A )”
if qr(ϕ) = 0 then

AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida + “Return A |= ϕ”
EscreveNoArquivo AlgoritmoSaida

end if
if ϕ = ∀xψ(x) then

AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida +
"for a ∈ A do
if Algoritmoψ(c)L(A ∪{c

I = a}) = False then . Estrutura A é adicionada de uma nova
constante c

Return False
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end if
end for
Return True"
EscreveNoArquivo AlgoritmoSaida
AlgoritmoFOL(ψ(c)) . Chamada Recursiva

end if
if ϕ = ∃xψ(x) then

AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida +
"for a ∈ A do
if Algoritmoψ(c)L(A ∪{c

I = a}) = True then
Return True
end if
end for
Return False"
EscreveNoArquivo AlgoritmoSaida
AlgoritmoFOL(ψ(c)) . Chamada Recursiva

end if

Note que o algoritmo acima cria uma rotina para cada quantificador da sentença de
entrada. Depois de criar uma rotina para um quantificador, há uma chamada recursiva para o
restante da fórmula trocando a variável do quantificador pela nova constante.

A seguir vamos examinar um exemplo de sentença como entrada para esse algo-
ritmo. Vamos executar o acima com uma sentença que representa a propriedade de um grafo ter
algum vértice do qual não saem arestas. A sentença é dada por ϕ = ∃x∀y¬E(x,y).

Primeiro o algoritmo cria um nome e especifica a entrada do algoritmo de saída,
ou seja, “(∃x∀y ¬E(x,y))L(A )”. A execução do algoritmo para essa entrada entra no terceiro
“if”. Depois de executado esse bloco vamos ter nosso programa de saída definido como no
Algoritmo abaixo.

Algoritmo∃x∀y¬E(x,y)L(A )

for a ∈ A do
if Algoritmo∀y¬E(c,y)L(A ∪{c

I = a }) = True then
Return True

end if
end for
Return False

A primeira rotina do nosso algoritmo está totalmente concluída. Note também que
o algoritmo Algoritmo∃x∀y¬E(x,y)L acima está fazendo uma chamada a outro algoritmo. O al-
goritmo que está sendo chamado vai ser construído no próximo passo. Agora, a execução vai
entrar no segundo “if”. No final, vamos ter o algoritmo abaixo:

Algoritmo∀y¬E(c,y)L(A )

for a ∈ A do
if Algoritmo¬E(c,d)L(A ∪{d

A = a }) = False then
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Return False
end if

end for
Return False

Mais uma chamada é realizada mas agora entra no primeiro “if”. O resultado vai
ser o Algoritmo Algoritmo¬E(c,d)L abaixo:

Algoritmo¬E(c,d)L(A )

Return A |= ¬E(c,d)

Logo, temos nosso algoritmo que é composto por 3 rotinas. Veja que na última ro-
tina é trivial verificar se A |= ¬E(c,d). Basta percorrer a estrutura e verificar se a interpretação
de c e d pertencem ou não ao predicado E.

Agora podemos dar uma estrutura como entrada e analisar se ela tem a propriedade
que desejamos verificar. Vamos supor que a estrutura de entrada seja G = 〈{1,2,3}, EI =

{(2,3),(3,2)}〉. Se, no algoritmo (∃x∀y¬E(x,y))L, o elemento do domínio 1 for atribuído à
constante nova c então não importa o valor que seja associado à constante d nova no algoritmo
(∀y¬E(c,y))L. Qualquer valor atribuído a d na segunda rotina vai resultar que G |= ¬E(c,d).
Logo, o algoritmo (∃x∀y¬E(x,y))L vai retornar o valor “True” que é o esperado.

Agora vamos usar o resultado de que P = FO(LFP) para desenvolver algoritmos
que geram algoritmos de problemas em P dada uma especificação lógica do problema. De fato,
o algoritmo que vai ser apresentado é baseado na prova de que FO(LFP) ⊆ P mostrado no
Teorema 4.1.3. A volta do teorema (P ⊆ FO(LFP)) nos garante que todo problema em P tem
uma especificação lógica. O algoritmo que vai ser definido vai usar o Algoritmo 1 anterior
pois a Lógica FO(LFP) envolve a Lógica de Primeira Ordem e, nesse caso, vamos utilizar o
algoritmo anterior que, pelo que vimos, tem como saída um algoritmo de tempo polinomial.

Depois de mostrar o algoritmo, vamos mostrar um exemplo de aplicação para o pro-
blema HORNSAT . Em seguida, vamos comparar o algoritmo obtido com um algoritmo clássico
para o problema que usa tempo linear na quantidade de ocorrências de variáveis proposicionais
na fórmula de entrada (DOWLING; GALLIER, 1984; HUTH; RYAN, 2004). O algoritmo de
construção de algoritmos de problemas em P é definido abaixo. A entrada do algoritmo é a
relação definida indutivamente LFPR〈x1,...,xk〉

ϕ e a fórmula ψ que usa a nova relação.

AlgoritmoFO(LFP)P(LFPR〈x1,...,xk〉
ϕ,ψ)

AlgoritmoSaida← “AlgoritmoψP(A )”
k← aridade de R
AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida + "R← /0
while R mudar"
for i de 1 até k do

AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida + “for ai ∈ A”
end for
AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida “if AlgoritmoϕL(A ∪R cA

1 = a1, ...,cA
k = ak) = True

R← R∪{〈a1, ...,ak〉 end if”
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for i de 1 até k do
AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida “end for”

end for
AlgoritmoSaida← AlgoritmoSaida + “A ←A ∪R
end while
AlgoritmoψL(A )”
EscreveNoArquivo AlgoritmoSaida
AlgoritmoFOL(ϕ)

AlgoritmoFOL(ψ)

Como exemplo de aplicação do algoritmo acima, vamos utilizá-lo usando como
entrada a fórmula

HORNSAT = ∀c∃x((P(c,x)∧LFPϕ(x))∨ (N(c,x)∧¬LFPϕ(x))),

onde ϕ(R,x) = ∃c(P(c,x)∧∀y(N(c,y)→ R(y))), vista na prova do Teorema 4.1.3.

Aplicando o algoritmo FO(LFP)P com entrada LFPϕ(R,x) e HORNSAT obtemos
o algoritmo HORNSATP(A ) abaixo e suas subrotinas.

AlgoritmoHORNSATP(A )

R← /0
while R mudar do

for a1 ∈ A do
if Algoritmoϕ(c)L(A ∪R cA = a1) = True then

R← R∪{ai}
end if

end for
end while
A ←A ∪R
HORNSATL(A )

A complexidade do algoritmo acima é quadrática na quantidade de cláusulas mais a
quantidade de variáveis proposicionais. Veja que essa complexidade depende também de como
codificamos as fórmulas proposicionais de entrada em estruturas.

O algoritmo resultante criado a partir da fórmula HORNSAT tem complexidade
maior que o melhor algoritmo conhecido para o problema da satisfatibilidade de fórmulas em
cláusulas de Horn. Apesar disso, a diferença não foi tão grande pois enquanto o melhor é
linear na quantidade de ocorrências proposicionais, o que foi construído pelo nosso algoritmo
é quadrático na quantidade de cláusulas mais a quantidade de proposições. Fica a pergunta se
é possível de expressar esse problema com uma fórmula da Lógica FO(LFP) de forma que a
complexidade do algoritmo resultante do nosso algoritmo seja equivalente à complexidade do
melhor algoritmo conhecido. No futuro, pretendemos fazer comparações para outros problemas
da classe P.

A ideia deste apêndice é interessante de ser usada quando temos que modelar um
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situação como uma estrutura e verificar se essa estrutura tem uma certa propriedade formalizada
como uma sentença. A criação de algoritmos a partir de uma fórmula que define a propriedade
que queremos verificar é útil quando queremos ajustar a estrutura para garantir que certas pro-
priedades sejam satisfeitas. Também é útil quando queremos representar um problema P de
uma classe de problemas de decisão C como uma sentença ϕ e depois obter automaticamente
o programa para esse problema apenas passando como entrada para nosso algoritmo a sentença
ϕ .

Outra possibilidade de uso seria quando temos um problema para o qual não conhe-
cemos nenhum algoritmo. Poderíamos definí-lo, se possível, como uma fórmula de FO(LFP) e
usar nosso algoritmo para construir um algoritmo para o problema. Outra contribuição interes-
sante do nosso algoritmo é a de difundir os resultados de Complexidade Descritiva para pessoas
que não tem conhecimento das áreas mais teóricas da Computação.


