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Resumo

Técnicas de simulagdo com uma abordagem fundamentada na dinamica de particulas sdo uma
alternativa interessante na descri¢ao do comportamento de fluidos complexos. Nesses sistemas,
fendmenos ocorrem tipicamente na escala de tamanho mesoscdpica (nanometros a microme-
tros), onde as energias sao da ordem da energia térmica kg7 . Em diversos fenomenos o detalhe
microscopico da interagc@o entre os constituintes do sistema é de fundamental importancia para
a descricao correta dos processos fisicos associados, de modo que uma aproximacao do tipo
"coarse-graining", usada em uma descri¢dao continua baseada na equacdo de Navier-Stokes, ndo
é adequada. E neste contexto que o método aqui apresentado se faz importante. Introduzido por
Malevanets e Kapral em 1999, a dinamica de rotaga@o estocastica (stochastic rotation dynamics)
ou dinamica de colisao de multiparticulas (multiparticle collision dynamics), € um método de
simulacao para fluidos mesoscopicos que basicamente consiste em alternar etapas de fluxo (stre-
aming) e colisdes num ensemble de particulas pontuais. As colisdes sdo realizadas agrupando
as particulas em células, nas quais ha conservacdo de massa, momento linear e energia, além de
satisfazer as equacdes hidrodinamicas e levar em conta as flutuacdes térmicas do sistema. Neste
trabalho temos como objetivo a apresentacdo da dindmica de colisdo de multiparticulas, através
de uma discussao sobre seus detalhes, particularidades e como € feita a implementacdo em si-
mula¢des numéricas. Além disso, apresentamos como exemplo alguns resultados cldssicos da

hidrodindmica, obtidos a partir do método abordado neste trabalho.

Palavras-chave: Fisica estatistica. HidrodinAmica. Métodos numéricos.



Abstract

Simulation techniques with a strategy based on particle dynamics are an interesting alternative
approach in describing the behavior of complex fluids. In these systems, phenomena occur
typically in the range of mesoscopic size (nanometers to micrometers), where the energies are
of the order of the thermal energy kgT. In many phenomena the microscopic detail of the
interaction between the constituents of the system is crucial for the correct description of the
physical processes associated, so that a "coarse-graining" approximation, used in a continuous
description based on the Navier-Stokes is not appropriate. It is in this context that the method
presented here becomes important. Introduced by Malevanets and Kapral in 1999, the stochastic
rotation dynamics, or multiparticle collision dynamics, is a simulation method for mesoscopic
fluids; which basically consists of alternating streaming and collisions steps in an ensemble
of point particles. The collisions are performed by grouping the particles into cells, in which
there is conservation of mass, momentum and energy, in addition to meeting the hydrodynamic
equations and taking into account the thermal fluctuations of the system. In this work we aim at
presenting the multiparticle collision dynamics, through a discussion of its details, features and
how the implementation is done in numerical simulations. Moreover, we present some classical

hydrodynamics results, obtained from the method presented in this work.

Keywords: Statistical physics. Hydrodynamics. Numerical methods.
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1 Introducdo

1.1 Consideracoes gerais

Desde a primeira metade do século XIX, o estudo das propriedades dos fluidos tem
como base o trabalho de NavieIEI e Stokes [2]. A equacdo diferencial de Navier-Stokes, repre-
senta uma descri¢do continua e macroscopica das propriedades do fluido, além de assegurar
a conservacgdo local e global da energia e momento. Para uma descri¢cdo completa do fluido,
também € necessdrio utilizar a equacdo da continuidade (conservagdo da massa) e a equagao do
calor (conservagdo da energia). Entretanto, por geralmente tratarem-se de equagdes diferenciais
parciais acopladas, apenas em alguns casos essas equacdes podem ser resolvidas analiticamente,
e, apesar de existirem métodos numéricos bem estabelecidos (diferencas finitas, elementos fini-
tos, métodos espectrais), existem casos onde estes métodos nao podem ser aplicados. Isto pode
ser devido a ndo continuidade do sistema, dificuldades de convergéncia numérica ou mesmo a
auséncia de flutuacdes térmicas [3]. Exemplos de tais limitacdes aparecem em problemas nos
quais as propriedades microscopicas dos componentes do fluido sdo relevantes para o compor-

tamento geral do mesmo.

De um outro ponto de vista, métodos de simulagdo computacional como a dina-
mica molecular (DM), baseiam-se numa descri¢do microscépica dos fluidos. Técnicas desse
tipo reproduziriam exatamente as propriedades dinamicas e de equilibrio para fluidos comple-
x0s, se um poder computacional ilimitado pudesse ser atingido. Entrentanto, essa abordagem é&,
em geral, impraticdvel. Como exemplo, para simular com todos os detalhes sistemas coloidais
(suspensdes de particulas s6lidas formadas por um grande ndmero de 4tomos), seria necessario
resolver um grande nimero de equacdes de movimento (~ 10?3 incluindo o fluido na descri-
¢do) devido ao enorme numero de graus de liberdade do sistema, o que estd aquém da atual

capacidade computacional.

Pelo exposto até aqui, € evidente a necessidade de uma descri¢ao de fluidos que
possa representar as caracteristicas positivas de ambas as abordagens anteriormente comenta-
das. A importancia desta descri¢ao pode ser associada aos chamados fluidos complexos (ou soft
matter). Em geral, sdo sistemas compostos por entidades que apresentem tamanho caracteris-
tico bem maior que aquele de moléculas simples, numa escala espacial que varia de algumas
dezenas de nanometros (nm) a algumas centenas de micrometros (um). Esta é a chamada es-

cala mesoscopica e envolve sistemas importantes tanto do ponto de vista cientifico como tec-

'A contribui¢io de Claude Navier para a dinAmica dos fluidos foi publicada num artigo da Academia de Ciéncias
de Paris, em 1922. Apesar de desenvolverem trabalhos independentes, Navier e Stokes obtiveram o mesmo
conjunto de equacdes, conhecidas como equagdes de Navier-Stokes [[1].
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Figura 1: A dindmica mesoscépica cria o elo entre a escala microscdpica e macroscopica.

noldgico, tais como coldides e polimeros. A dificuldade tedrica na descricdo macroscépica de
tais sistemas ocorre principalmente pelas interacdes entre seus constituintes (interacdes soluto-

soluto e soluto-solvente).

Devido a importéancia de escalas de tamanho intermedidrias (Fig. [T) para a compre-
ensdo de fendmenos macroscépicos e o crescente aumento do poder computacional, varios mé-
todos de simulagdo para sistemas mesoscOpicos (nm — pm) tém sido desenvolvidos nos ultimos
anos. Métodos estes que utilizam tanto a abordagem “top-down”, que consiste na discretiza-
cdo das equacdes continuas, quanto a abordagem “bottom-up”, na qual utilizam-se descri¢des
granulares (coarse-grained) onde a fisica microscopica € fortemente simplificada mas efeitos

relevantes ainda sdo levados em conta [3]].

Este capitulo ttm como objetivo servir de introducdo aos métodos numéricos de
hidrodindmica mesoscdpica. Serdo descritos, em linhas gerais, alguns dos métodos de simu-
lagdo mais utilizados e conhecidos: Lattice Gas Automata (LGA), Lattice Boltzmann (LB), e
Dissipative Particle Dynamics (DPD). Seus detalhes e implementacdes fogem ao escopo deste
trabalho, sendo suas mencdes apenas com o intuito de mostrar a evolucao historica das técni-
cas, abrindo caminho para o real foco deste trabalho: a Dindmica de Colisdo de Multiparticulas

(DCMP), a qual serd abordada com detalhes nos capitulos seguintes.
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Figura 2: Rede quadrada para o modelo HPP. As setas a, b, c e d representam os vetores de rede c;.
As particulas permutam entra as sub-redes pretas (pontos pretos) e brancas (circulos brancos)
como num tabuleiro de xadrez.

1.2 Resumo dos métodos existentes

1.2.1 Lattice Gas Automata (LGA)

Numa simulacdo de LGA [3]] a representagdo macroscépica € substituida por um
conjunto de particulas que se deslocam de um sitio para outro numa rede regular fixa. Durante
cada passo de tempo as particulas se movem na rede de acordo com seu vetor momento p; €
colidem se duas delas ocuparem o mesmo sitio. As regras de colisdo sdo tais que o numero de

particulas, momento e energia sdo conservados.

O primeiro modelo e também o mais simples de LGA [4], conhecido como HPP em
homenagem as iniciais de seus criadores, foi proposto em 1973 por Hardy, de Pazzis e Pomeau.
Nele, a rede € quadrada e vetores ¢; (i = 1,2,3,4) sdo designados para cada sitio da rede. Esses
vetores sdo denominados vetores de rede ou velocidades de rede e conectam cada sitio aos seus
vizinhos mais préximos (Fig. [2)). Mais precisamente, os vetores velocidades de rede sdo dados
pelo quociente entre os vetores de rede e o passo de tempo At, o qual sempre € atribuido o valor
1. Logo, ambos possuem 0 mesmo valor numérico, porém dimensoes diferentes. O significado
dos ¢; € o seguinte: em cada sitio da rede ha quatro células, cada uma delas associada a uma

componente de ¢; que aponta para o vizinho mais préximo (Fig. [3).

A evolucdo do sistema € deterministica e alterna entre colisdes locais C (apenas
particulas no mesmo sitio colidem entre si) e etapas de propagacao S ao longo de ligacdes com

os vizinhos mais préximos. Logo, o operador de evolucdo U € definido como uma composi¢ao
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(a) Antes da colisdo (b) Depois da colisdo (c) Depois da propagacio

Figura 3: HPP: colisdo e propagagdo. Circulos preenchidos representam células ocupadas e circulos
brancos representam células vazias. a) Parte da rede antes da colisdo: hd apenas uma confi-
guracdo possivel de colisdo (duas particulas em células opostas no mesmo sitio; ver sitio em
destaque). b) Depois da colisdo: a configuragdo das células no sitio da esquerda foi alterada.
¢) Depois da propagacdo: todas as particulas se deslocaram de acordo com suas ligacdes com
o0s vizinhos mais préximos.

entre as duas etapas:
U=SoC. (1.1)

Cada uma das particulas possui um momento mc; associado. A colisdo deve con-
servar massa € momento enquanto altera a ocupagao de cada uma das células. Para o modelo
HPP hé apenas uma configuracdo possivel de colisdo: quando duas particulas entram num sitio
em dire¢Oes opostas e as outras duas células encontram-se desocupadas. Na colisdo, ambas as
particulas sdo rotacionadas 90° (Fig. ). Qualquer outro tipo de configura¢do permanece inalte-
rado durante o passo de colisdo. E importante ressaltar também que duas aplicagdes sucessivas

do operador de colisdo C retorna a configuragdo de uma célula ao seu estado inicial (Fig. )
c’=1, (1.2)

onde I € o operador identidade.

Em cada passo de tempo as particulas sdo permutadas entre sub-redes consistindo
de pontos com indices pares (sub-redes “brancas”) e sub-redes com pontos de indices impares
(sub-redes “pretas”). Logo, existem dois tipos de populacio (desacopladas) entre as particulas
da rede [4].

O modelo HPP nao obedece as equacdes hidrodindmicas no limite macroscopico.
Porém, com uma simetria da rede adequada (utilizando uma rede triangular) [3l], esse problema
pode ser contornado. Comparando com uma descri¢do puramente microscopica, o nimero de
operacOes elementares por particula, em cada passo de tempo, é menor para o LGA do que

para a DM, como consequéncia da discretizagdo. Além disso, os intervalos de tempo numa
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Figura 4: HPP: colisdo. a) Unica configura¢io em que a colisdo ocorre: duas particulas de um mesmo
sitio encontram-se em células opostas enquanto as duas células restantes estdo vazias. Apds a
colisdo as células anteriormente vazias encontram-se ocupadas e vice-versa. b) O mesmo que
a) porém mostrando os respectivos vetores de momento. Ambos os vetores sdo rotacionados
de 90°. Massa e momento s@o conservados.

simulacdo de LGA sdo maiores por ordens de magnitude: num Unico passo de tempo de LGA,
a alteracd@o entre as posicoes relativas das particulas é comparével ao livre caminho médio das
mesmas, enquanto na DM, para uma mudanca correspondente sao necessarios centenas de pas-
sos de tempo [3]. Como exemplos de sistemas com fluidos complexos onde foram obtidos
resultados satisfatorios com simulagdes de LGA, temos as suspensoes coloidais [6]] e os poli-

meros [/].

Entretanto, problemas em aspectos fundamentais sdo apresentados por este mé-
todo: auséncia de isotropia e invariancia de Galileu sdo ambas violadas pela rede e para gran-
des flutuacdes de densidade. A anisotropia no comportamento do fluido pode ser eliminada
escolhendo-se uma rede com simetria rotacional suficiente. As consequéncias da falta da invari-
ancia de Galileu, tais como termos adicionais sem correspondéncia fisica, podem ser resolvidas
reescalonando-se as velocidades. Mas, esses problemas aparecem de forma muito mais severa
em sistemas mais complexos (por exemplo, misturas de fluidos), tornando o modelo bastante

confuso [3]. A atrativa simplicidade inicial é perdida e o progresso torna-se dificil.

1.2.2 Lattice Boltzmann (LB)

O LB foi inicialmente derivado do LGA de maneira empirica [8] com o objetivo de
contornar dois dos seus maiores problemas: o ruido intrinseco e valores limitados dos coefici-

entes de transporte. O principal propdsito € o de incorporar a natureza fisica dos fluidos de um
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(a) rede D2Q9 (b) rede D3Q19

Figura 5: Representacdo das velocidades ¢; no LB para dois tipos de redes. Uma possivel dire¢do € a
permanéncia no mesmo sitio (¢p).

ponto de vista mais estatistico.

Esse método € origindrio da equacdo de transporte de Boltzmann [9], uma equagao
fundamental da teoria cinética dos gases que descreve o movimento e interacao de aglomerados

(populagdes) de particulas no espaco de fase. Em sua forma padrao:

0
8_]; + vV f + ’%va = //G(Q)]v —vi| - [f(V)-F (V) = f(v)- f(v1)] dQdvy, (1.3)

onde f = f(t,x,v) é a funcdo de densidade de probabilidade de encontrar uma particula com
vetor posi¢do x e velocidade v no espaco de fase e F € a forca externa que atua nas particulas de
massa m. O lado direito da equagéo (I.3), conhecido como integral de colisdo de Boltzmann,
representa as colisdes entre as particulas, equanto o lado esquerdo representa a advecgao da
equagdo diferencial parcial no espago de fase. Os simbolos (V/,V]) representam as possiveis
velocidades apds as colisdes e ¢ € sec¢do de choque da colisdo. O balango total € obtido apds

a integragdo sobre todo o angulo sélido Q e sobre todas as velocidades vj.

No método LB, o modelo é baseado numa forma discretizada da equacdo de trans-
porte de Boltzmann, e o procedimento para a discretizacdo consiste de poucos passos. Primei-
ramente, a equagdo € discretizada no tempo e no espaco. Adicionalmente, similar ao LGA, o
espaco de velocidades € limitado a um nimero finito de velocidades ¢; (i = 1,...,M). A conven-
cdo utilizada € denotar diferentes funcdes de distribui¢do f; (i =1, ..., M) para um certo ponto X;:
f(t,xx,¢;)) — fi(t,xg). As velocidades acessiveis sdo aquelas nas quais as particulas se movem
exatamente para os sitios vizinhos da rede num passo de tempo. Em duas dimensdes, o espaco
das velocidades € geralmente limitado em nove dire¢des (D2Q9), e em trés dimesoes € limitado
a 15 (D3Q15), 19 (D3Q19) ou 27 (D3Q27) vetores. O conjunto de velocidades possiveis possui

simetria suficiente para garantir a conservacdo da massa, momento e fluxo de momento.
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Figura 6: Representagdo do processo de streaming numa rede D2Q9.

A forma discretizada da equacao de Boltzmann, conhecida como Lattice Boltzmann
Equation (LBE), exprime que a relacao entre a distribui¢ao de particulas num sitio x e a distri-
buicdo no sitio vizinho na dire¢cdo em que as particulas se deslocam (x + ¢;Af) no instante de

tempo posterior possui a seguinte forma:
filx+cidt,t+Ar) — fi(x,1) = Q(f), (1.4)

onde € € o operador de colisdo. A LBE pode ser vista como processo de dois estdgios: pri-
meiramente todas as distribui¢des sdo deslocadas para seus respectivos vizinhos (propagacdo,

streaming, Fig. [6). Em seguida, sdo atualizadas de acordo com as seguintes regras de colisdo:

flpré_coliSdO(X—l—C,'Al,l‘—f-AI) — fi(X,t)a (1.5)
FPOTER (Xt it 4 Ar) = fITTR (X i 1+ A+ Q(f). (1.6)
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O LB constitui-se num método mais eficiente que o seu precursor LGA, sendo am-
plamente mais utilizado. Mostrou-se especialmente util no estudo de fluxos em geometrias
complexas (por exemplo, meios porosos), dinamica de suspensdes coloidais e também em sis-
temas com varios componentes. O modelo, todavia, sofre de alguns problemas intrinsecos [3].
Um deles sendo o fato de a conservagdo da energia ndo ser plenamente satisfeita no atual modelo
LG, fazendo com que ele seja geralmente restrito a aplicagdes isotérmicas (entretanto, existem
generalizagdes recentes do modelo [10] que incluem a conservagao da energia). Outro pro-
blema € a auséncia de flutuagdes térmicas, o que em alguns casos pode tornar-se uma vantagem
pois essas flutuacdes sempre sdo uma fonte de inexatiddo. Porém, em alguns problemas fisicos
flutuacdes térmicas s@o essenciais para a descricao correta do sistema (por exemplo, movimento

Browniano).

1.2.3 Dissipative Particle Dynamics (DPD)

Originalmente, o modelo DPD foi introduzido [11] como uma tentativa de "libertar"
0 LGA de uma rede regular mas que ainda fosse capaz de capturar efeitos hidrodinamicos em
escalas espacial e temporal muitos maiores que aquelas atingidas com métodos de DM. O estado
do fluido € descrito por N particulas com posi¢des e velocidades continuas. De maneira similar
a dinamica molecular (DM), a evolu¢do temporal das particulas é obtida através da integracdo

das equacgdes de Newton.

A ideia primordial da DPD € considerar interagcdes suaves (soft) e finitas numa si-
mulacio padrdo de MD. Grandes escalas de tempo e espago podem ser atingidas, capacitando
assim a reprodu¢ao de fendmenos hidrodinamicos relacionados a processos nas escalas mesos-
copicas. Além disso, as interagdes entre as particulas possuem contribuicdes dissipativas FiDj
e estocdasticas Ffj, cujas amplitudes sdo regidas pelo teorema da flutuacdo-dissipagdo, repre-

sentado pela equacgdo 1D assim como um termo conservativo de interagdo fraca Fg Assim,

temos:
DPD D wE . RC
i#J
F = —ypppprp(rij) (i - vij) - Bij, (1.8)
Ff] = \/ZYDPDkawDPD(Fij)Xij -Fij, (1.9)
.
FC —a (1- " 1.10
ij = dij ( Fc) ’ (1.10)

onde r;; € a distancia entre a particula, f;; o versor que aponta de j para i, Yppp € o coeficiente

de fric¢do e r. € o raio de corte da interagdo. y;; = x;; € um nimero aleatério simétrico com
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média zero e variancia 1. A varidvel wppp € uma funcdo denominada funcdo peso e dada por:

1 —rij, serij<re,

wDPD(’”ij) = (1.11)

0, Serij>re.

A razdo das interacOes dissipativas e estocdsticas entre as particulas deve ser entendida pelo
fato de que cada particula no método DPD corresponde ndo apenas a uma s6 molécula, mas
sim um grupo delas. Ou seja, um particula de DPD corresponde ao centro de massa de uma
por¢do mesoscopica do fluido, grande o suficiente para ser um subsistema termodinamico, mas
ainda sujeito a flutuagdes térmicas [3]. A técnica foi desenvolvida de maneira que o nimero
de particulas e o momento total sdo conservados, além do comportamento macroscépico ser

hidrodinamico.

Todavia, esse método possui desvantagens comparado ao DCMP. Como exemplo,
sua dindmica ndo € bem definida para passos de tempo Af muito pequenos, ao contrario da
DCMP, no qual o passo de tempo pode ser abitrario [12]. Além disso, como veremos, a interacao

entre as particulas possuem uma forma bem mais simples no método DCMP.

1.2.4 Dinamica de Colisao de Multiparticulas (DCMP)

Essa técnica de simulagdo mesoscépica foi introduzida em 1999 [[13] e constitui o
tema central deste trabalho. Sua meng¢ao aqui € apenas informativa. Nos capitulos seguintes, a
técnica serd descrita em detalhes: seus principios, aspectos tedricos, implementa¢do numérica,

simulacdes e resultados.
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2 Aspectos Téoricos e Métodos Numéricos

Neste capitulo, serdo abordados os aspectos tedricos e numéricos essenciais para a
compreensao do método DCMP, com o objetivo de embasar o conhecimento necessério para o
entendimento nao apenas do método em si, mas também das simula¢des e resultados que serdo
apresentados nos capitulos seguintes. A abordagem tedrica estd ligada a mecanica analitica
e mecanica estatistica de equilibrio, sendo interessante rever alguns conceitos bdsicos desses
assuntos. Na parte numérica, sdo necessdrios os conceitos de rotagdes em duas e trés dimensoes,
além do algoritmo de Euler e do método de células e listas, esses ultimos utilizados para otimizar

o tempo de processamento no calculo de interagdes entre as particulas.

2.1 Conceitos de mecanica estatistica

2.1.1 Espaco de fase

Trata-se de um espago 2n dimensional (n sdo os graus de liberdade do sistema) que
tem como eixos as coordenadas generalizadas ¢; € os momentos candnicos p; (i = 1,...,n). Um
ponto no espaco de fase, ou seja, uma 2n-upla da forma (¢, p) = (q1, -..,4n, P1, ---, Pn), determina
o estado de um sistema, isto €, sua configuracdo (posi¢des das particulas) e a taxa temporal desta

configuracdo (velocidades das particulas) num dado instante [[14]].

Cada ponto do espago de fase representa uma solugdo das equacoes de Hamilton:

q‘i:_7 pl:—&—7 izl,...,l’l. (2'1)
qi

As equagdes de Hamilton formam um conjunto de 2n equagdes diferenciais de primeira ordem,
e, dadas as condigdes iniciais (qo,po) = (q1(f0),-.-,qn(t0), P1(t0), .., Pn(t9)), um teorema de
existéncia e unicidade garante que existe apenas uma tnica solucdo (g(¢), p(t)) para as equacdes
de Hamilton. Assim, por cada ponto do espaco de fase passa uma unica trajetoria dinimica

(q(t),p(t)), e duas trajetdrias distintas nunca se tocam.

Na mecénica estatistica, especificar o conjunto (¢(z), p(¢)) num determinado ins-
tante significa especificar o microestado no qual o sistema se encontra. Logo, os pontos do

espaco de fase representam os diversos microestados acessiveis ao sistema.
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2.1.2 Ensemble

O ensemble, ou conjunto estatistico [[15], € um conjunto de um nimero X muito
grande de copias mentais do sistema, do ponto de vista macroscopico. Por exemplo, seja um
sistema termodinamico isolado, fechado e de volume fixo. Os valores dados das variaveis ter-
modindmicas macroscépicas U (energia interna), V (volume) e N (ntimero de particulas) sdao
vinculos externos e suficientes para determinar o estado termodinamico do sistema. Embora to-
dos os membros do ensemble sejam idénticos do ponto de vista macroscopico, ou seja, possuem
os mesmos valores U,V e N, eles ndo sdo iguais do ponto de vista microscopico. Em geral, ha
um grande nimero de microestados (pontos do espago de fase (¢(¢), p(r))) correspondentes a
um dado estado termodinamico ou macroestado do sistema. Em qualquer instante, num en-
semble construido por replicacdo de um dado sistema termodnamico sob certos vinculos, os
membros do ensemble encontram-se distribuidos pelos diferentes microestados acessiveis [[15]].

O conceito de ensemble é fundamental na relacdo entre média temporal e média de ensemble.

Suponha que desejamos determinar experimentalmente o valor de alguma proprie-
dade A de um sistema. Em geral, as propriedades de um sistema dependem apenas da posi¢cdo
e momento das particulas que o constituem. Assim, podemos escrever o valor de A como
A=A(q1(t),....qn(t), p1(t),..., pu(t)). Obviamente, o valor instantdneo de A varia ao decorrer
do tempo como resultado das interacOes entre as particulas. O valor final obtido experimental-
mente ¢ uma média sobre os valores de A medidos ao longo de um certo intervalo de tempo,
chamada média temporal. Quanto maior o tempo que passamos medindo o valor de A e calcu-
lando suas médias, mais a média experimental se aproxima do valor médio real de A [16]. No

caso em que o tempo total das varias medidas realizadas 7 for exageradamente grande:

T

A= lim l A(qi(t), ey qn(t), p1(t), ..., pu(t))dt. 2.2)

=T Ji=0

Na mecanica estatistica de equilibrio, utiliza-se a hipdtese ergddica, a qual afirma
que o valor da média temporal (2.2)) pode ser obtido por uma média no espaco de fase, calculada

sobre todos os membros do ensemble, a média de ensemble:

(A) = / Aq.p)p(q.p)dadp. 2.3)

onde p(q,p) é a densidade de probabilidade do ensemble e representa a probabilidade de en-
contrar um estado com coordenadas {¢;} e momentos candnicos {p;}. Na equacdo (2.2) o
tempo total T € grande o suficiente para que a trajetoria do sistema fisico no espaco de fase
visite todos os pontos de ensemble, justificando portanto a equivaléncia entre A e (A). Um fato

interessante pois mostra a equivaléncia entre dois procedimentos completamente diferentes.

Se o numero de particulas, o volume e a temperatura do sistema forem constantes,
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teremos um ensemble canonico, onde a distribuicdo de probabilidade é dada pela distribui¢ao

de Boltzmann:

p(q,p) = Z21H <§a p)/ksT| 24

Na equagdo (2.4), H(g,p) é o Hamiltoniano, Z é a fungdo de parti¢éio, kp é a constante de

Boltzmann e 7 a temperatura.

A fungdo de parti¢do Z, possui um papel fundamental no ensemble candnico, pois,
se conhecida, a média de qualquer propriedade a priori pode ser calculada de acordo com a
(2.3). Em sua forma mais simples [[17], para um sistema com niveis discretos de energia, ela

possui a forma
z=Y e tilksT, (2.5)
i

2.1.3 Teorema da equiparticao

O teorema da equiparticao € um resultado geral da mecanica classica, com impor-
tante aplicacdo em mecanica estatistica. Ele nos fornece uma relacio entre as coordenadas e
momentos generalizados com a temperatura do sistema, e, numericamente, esse fato serd em-
pregado na defini¢do de temperatura do método DCMP. A demonstragdo sera feita do ponto de

vista da mecinica estatistica.

Considere-se um sistema em contato com um reservatorio de temperatura e especi-
ficado classicamente pela 2n-upla (¢, p) = (q1,...,qn, P1, ---, Pn), € cujo Hamiltoniano é H(q, p).
Da mecanica classica [[14]], o Hamiltoniano estd intimamente relacionado com a energia do sis-
tema, e, neste caso, representa a energia do mesmo no microestado em questao. A probabilidade
[15L[17] que o sistema se encontre num dado microestado €, portanto, dada pela expressao (2.4).

A funcdo de parti¢do [15], no caso de um sistema classico, é

Z= / / e PH@ ) gy dgadpy...dpy. (2.6)

Onde 8 = 1/kgT. Suponhamos, que o Hamiltoniano contenha um termo que é quadratico numa
das n coordenadas ou momentos ¢y, ...,qn, P1, ---, Pn. Designemos essa coordenada ou momento

por & e escrevamos o Hamiltoniano na seguinte forma:

H(q,p) =AE*+H', @2.7)
onde A e H' ndo dependem de &, mas podem depender de qualquer das outras coordenadas ou
momentos. Substituindo (2.7) em (2.4) e (2.6), vem que:

efﬁAéz efﬁHl

. 2.8
[eBac2as | [ePH'T] e dgidp; (28)

p:
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Calculando o valor médio de AE? pela eq. (2.3), temos:

(Ag%) = /Aizp(q,p)quidpi

—BH' An:
ngze_ﬁA§2d§ fe ll;lédqldpl
T JePABag | [eBH 11 dadp:

- ngze_ﬁAézdg
B [ePAZqE

d 2 2
Sendo 5 (e > A<e , temos

BA |m o0 _
=% Vi)
n B
_Bl 2 5
B 1
" 28
(Ag%) = % (2.9)

como queriamos demonstrar. Notemos que o resultado € independente de A. No caso mais

comum, A =m/2 e & é uma das componentes da velocidade v de um particula do sistema. Daf

mv? B mvg B mvg _ kgT
<z>—<7>—<z>—7- (2.10)

Logo, a energia cinética média de uma particula seria:

vem que:

(Ec) = <mv)26/2> + <mv§/2> + <mv§/2>

kgT
:35 . 2.11)
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Figura 7: Representacdo gréifica da rotacdo em duas dimensdes.

2.2 Rotacgoes

Rotagdes possuem um papel fundamental no método DCMP, tanto que o algoritmo
mais conhecido e utilizado de DCMP é chamado de dindmica de rotacdo estocdstica (DRE).
Nos préximos topicos desta secdo, serdo descritos os formalismos tedricos para rotagdes em
duas e trés dimensdes, onde, nesta ultima, veremos o interessante método dos quatérnions para

rotagdes.

2.2.1 Rotacoes em duas dimensoes

A rotacdo em duas dimensdes no plano de um angulo 6 em torno da origem do
sistema de coordenadas, determinado pela base canonica tradicional {i = (1,0),j=(0,1)}, é

uma transformacio linear [18] Rg : R> — R? que a cada vetor v = (x,y) faz correspondente o
vetor Rgv = (x',)') (Fig.[7).

Sendo ||[RgV|| = ||v]| =r, X = rcos(0 + &) e y) = rsen(6 + a), temos:
x' = rcos @ cosa — rsend senc, (2.12)
y' = rsenBcosa +rsenacos 8, (2.13)
X =rcosQ, (2.14)

y = rsenq. (2.15)
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Substituindo (2.14) e (2.15) em (2.12) e (2.13)), temos:

x =xcos@ —ysend, (2.16)
y' =xsenf +ycos0, 2.17)
ou, na forma matricial:
X cos® —senf X
= . (2.18)
y sen®  cos O y

Assim, o operador de rotacdo Rg possui a forma explicita:

cos® —senb
Ry = ) (2.19)
sen® cosO

Antes de encerrar este topico, registremos o fato de que a matriz de rota¢do (2.13))
nao é somente uma colec¢do de quatro nimeros arbitrarios. Os coeficientes da matriz s@o inde-

pendentes e possuem as seguintes propriedades.

e As colunas de Rg sdo mutuamente ortogonais, isto é

cos 0 senf + (—senb)cos O = —1.

e As colunas de Rg tém moddulo 1, isto é

cos? 0 + sen’0 = 1,

(—sen®)? +cos? 6 = 1.

e As linhas de Rg também sdo ortogonais duas a duas e possuem médulo 1.

As matrizes (ndo s6 em duas dimensdes) que satisfazem as trés propriedades sdo chamadas de
ortogonais. As matrizes que representam rotacdes de sistemas cartesianos ortogonais no espago

sdo ortogonais e possuem seu determinante igual a 1 [19].

2.2.2 Rotac¢oes em trés dimensoes (quatérnions)

Da mesma maneira que no caso bidimensional, a abordagem matricial também pode
ser aplicada para trés dimensdes. Em resumo [14], uma rotac@o geral envolveria a aplicagcdo de

trés operadores: Ry, Rg € Ry, onde os dngulos ¢, 6 € y sdo os dngulos de Euler.

Porém, um método mais elegante e de mais f4cil implementacdo, é o dos quatérni-
ons. Um quatérnion € uma 4-upla , cuja representagdo € mais concisa do que uma matriz de

rotacdo. Além disso, seu significado geométrico € visualizado mais facilmente e sua dlgebra
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simplifica de maneira significativa a composic@o de rotagdes (rotagdes sucessivas).

2.2.2.1 Definicao de quatérnion
Um quatérnion ¢ é definido como a soma de um escalar ¢g e um vetor q = (¢1,42,43):
q=q0+4=qo+qii+qj+qk. (2.20)

onde i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0, 1) sdo os membros da base candnica do R.

2.2.2.2 Adicdo e multiplicagao

A adicao de dois quatérnions € efetuada componente a componente. Mais especifi-

camente, consideremos o quatérnion g acima, equacdo (2.20) e outro quatérnion

p = po+pii+p2j+p3k. (2.21)
Dai vem que
p+q=(po+qo)+(pP1+q)i+(p2+q2)i+ (p3+q3)k. (2.22)
Para cada quatérnion ¢ existe um quatérnion —g com componentes —¢g;, i = 0,1,2,3.

O produto entre dois quatérnions satisfaz as seguintes relagdes:

iP=j’ =K’ =ijk=—1, (2.23)
ij=k = —ji, (2.24)
jk=i = —Kj, (2.25)
ki=j = —ik. (2.26)

Vale ressaltar que as relagoes (2.24), (2.25) e (2.26) decorrem todas de (2.23), sendo mais
conhecidas como relagdes de Hamilton. Como exemplo, provemos entdo a (2.24):

ijk=—1,

ijk’> = —k,

ij(—1) = —Kk,
ij=k

E possivel fazer uma analogia do produto entre os quatérnions i, j e k com o produto vetorial
usual do R3. A diferenca, no caso dos quatérnions, é que o produto de um deles por ele mesmo

(por exemplo, i%) é sempre — 1, equanto no produto vetorial (i x i) seria zero.
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Munidos das relacdes acima, € possivel agora definir o produto entre dois quatérni-

ons arbitrarios p e g. Assim:

pq = (po+ p1i+ p2j+ p3k) (g0 +q = g0 + q1i + q2j + ¢3k)
= poqo — (P191 + P292 + P3g3) + po(qii+ q2j + q3K) + qo(p1i+ p2j + p3k)
+ (p2g3 — p3q2)i+ (p3q1 — P193)i + (P192 — P21 K.

(2.27)

A equacdo (2.27) pode ser simplificada se utilizarmos as expressdes para o produto escalar e

produto vetorial entre p e q

P-q = piq1 + p2q2 + p3q3, (2.28)
P X q=(p2g3— p3q2)i+ (p3q1 — P193)j + (P192 — p2g1 k. (2.29)

Substituindo as expressoes (2.28) e (2.29) na (2.27), temos:

Pq = poqo — P-4+ poq+qop+P X(q. (2.30)

2.2.2.3 Complexo conjugado, norma e inverso

Seja ¢ = qo + q um quatérnion. O complexo conjugado de g, denominado g*, é
definido como:

g =q0—q=q0—q1i—q2j — q3k. (2.31)

Da definicao acima, temos

(@) =q0—(—q) = ¢,
q+4q" = 2qo,
q"q=(q0—q)(q0+q)
= 4090 — (—4q) -4+ 4909+ (—q)q0 + (—q) X q
—q5+4q-q
=@+ BB
=qq".

Dados dois quatérnions p e g, pode-se verificar facilmente que

(pg)" =4q"p". (2.32)

, é 0 escalar |g| = v/¢*q. Um quatér-
nion é dito unitdrio se a sua norma € 1. A norma do produto entre dois quatérnions p e g € o

A norma de um quatérnion ¢, denotada por |gq
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produto de suas normas individuais, pois

pal* = (pq)(pq)*
= pqq"p"
=plg’p*
=pr*lal’
=1pl*lql*.

O inverso de um quatérnion g € definido como

*

-1 _ q
g’

q (2.33)

1

Pode-se verificar por aplicacio direta de (2.33)) que ¢~ 'g = g¢g~' = 1. No caso de g ser unitrio,

o inverso € seu proprio complexo conjugado ¢*.

2.2.2.4 Operador de rotacdo

Veremos agora como um quatérnion, que pertence ao R*, opera num vetor do R>.
Primeiramente, interpretamos um vetor v € R3 como um quatérnion puro, cuja parte real é zero
(Fig. . Tomando um quatérnion unitério ¢ = go + q, temos que g3 + lq|* = 1. Logo, deve

existir um angulo 6 de maneira que

cos’ 0 = q(%,

2
sen’f = llq|~-

Considerando a solucé@o para o seno onde senf = ||q||, existe apenas um 6 € [0, 7] tal que

cos 6 = go. Podemos agora escrever ¢ em termos do angulo 6 e do vetor unitdrio u = q/ ||q||:

q = cos 0 +usenb. (2.34)

Utilizando o quatérnion unitdrio ¢, definimos sobre os vetores do R> o operador de
rotagdo L,(v):
Ly(v)=qvq" (2.35)

onde v = 0+ v é o quatérnion puro correspondente ao vetor v. Pela (2.30)), temos:

Ly(v)=q(v-q+qov—Vxq)
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Quatérnions

Puros

.UZO—l—V

Quatérnions

Figura 8: Representagio de um vetor v no R? como um quatérnion imaginério no R*.

=qo(v-q) —q- (qov — v X q) +qo(qov—V xq)
+q(v-q)+qx(qv—vxq)

= g5v—q0(vX Q) +q(v-q) +q0(q x V) —q X (v X q)

= q5v+ (v-@)q+2q0(q x V) —q x (v X q).

Utilizando a identidade vetorial a X (b x ¢) =b(a-c¢) —c(a-b) para o dltimo termo da equagio

acima:
Ly(v) = (g5 — llall*)v+2(q- v)a+2q0(q x v). (2.36)

Podemos fazer duas observagdes. Primeiramente, o operador de rotacdo (2.36) ndo altera o

mo&dulo do vetor v:

1ZgW)| = llgva”l
= ligll-{Ivll - flg”

Além disso, se v for paralelo a q, sua dire¢do € invariante sob uma aplicagdo de L,. Para provar

esta afirmacdo, tomemos v = kq e substituimos na (2.36), assim

Ly(kq) = q(kq)q"
= (q5 — llqll*) (kq) +2(q - kq)q +2q0(q x kq)
= k(g5 +|lal*)a
= kq.

As consideracOes acima sugerem que o operador L, atua como uma rota¢do em torno de q. O

teorema a seguir confirma este fato.
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Teorema. Para qualquer quatérnion unitdrio

0 0
q:qo+qzcos§—l—usen§, (2.37)
e para qualgquer vetor v € R3, a acdo do operador
Ly(v)=qvq" (2.38)

em v é equivalente a uma rotagdo do vetor de um dngulo 0 em torno de u.

Demonstracdo. Seja um vetor v € R3. Vamos escrevé-lo como v =a+n, onde a é a com-
ponente na dire¢do do vetor q € n € a componente normal a q. Sendo o operador L, linear,

temos

Ly(a+n)=L,(a)+Ly(n)
=a+L,(n),

onde utilizamos o fato de a ser invariante sob L,. Analisando agora o efeito de L, sobre a

componente ortogonal n, temos

Ly(n) = (g3 — |la|*)n+2(q-n)q +240(q x n)
= (¢% — |la|/*)n+2g0(q x n)
= (g3 — llall*)n+ 20 ||q]| (w x n),

no ultimo passo foi utilizada a relagdo u = q/||q|| (versor na dire¢do de q). Fazendon; =u xn,

a ultima equacao fica da seguinte forma
2
Ly(m) = (g5 — llalI*)n+2golal| .. (2.39)
Note que n; e n possuem o mesmo moédulo:
T
I ]| = [ >xull = [Inf} fu]| senz- = [|n}. (2.40)

Finalmente, utilizando (2.37)), reescrevemos (2.39) na forma

0 0 6 6
Ly(n) = <0052 5~ senzi) n+ <2COS 5 sen§> n;

=cosO-n+ senf-n .

Logo, o vetor resultante é uma rotagao de n de um angulo 6 no plano definido pornen . Além

disso, é claramente ortogonal ao eixo de rotacdo q (Fig. [9). [



2 Aspectos Téoricos e Métodos Numéricos 34

Figura 9: Disposi¢do no plano dos vetores n,n| e L,(n).

Podemos substituir o quatérnion unitario (2.37) em (2.36) para obter o vetor L,(v)

rotacionado em termos de v, u e 9:

, 0 ,0 0 0 0 0
Ly(v) = | cos 5~ sen’ S v+2 usen -v usen§+2cos§ usen~ xv
=cos0-v+ (1l —cosO)(u-v)u+ senf-(uxv). (2.41)

Sendo a equacdo acima a que serd implementada nas simula¢des do método DCMP.

2.3 Métodos numéricos

2.3.1 Algoritmo de Euler

No capitulo seguinte, veremos que uma das etapas fundamentais do método DCMP
€ aquela na qual as particulas do fluido se propagam sem levar em consideracio as colisdes
entre elas (streaming). Nesta etapa, as particulas se propagam segundo o algoritmo de Euler. A
seguir, apresentaremos os principios desse algoritmo numérico.

2.3.1.1 Equacdes de primeira ordem

Seja t uma varidvel real definida no intervalo [0, ). Inicialmente, apresentamos

como se resolve numericamente uma equacao diferencial de primeira ordem,
— =x=f(x,1), (2.42)

com a condicdo inicial x(0) = x;.
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2.3.1.2 Derivada numeérica

O primeiro passo no procedimento numérico para se obter uma solugdo de (2.42))
consiste em discretizar a varidvel continua ¢, ou seja, substitui-la por um conjunto discreto
crescente [20]

h=0,n=t+A,t35=t0+At,....t, = tax-

A solugdo da eq. (2.42) serd um conjunto discreto

X1,X2, 00y Xp. (2.43)

Usando a notacdo acima e o simbolo x para indicar a derivada numérica em relagcdo

a t, introduzimos entdo a derivada numérica a esquerda

(@) =2 A (2.44)
dr ), - At
e a derivada a direita 4
X _ Xjr1 —Xj
—= =2 7 2.45
(dt)t St At (245)
J

Calculando a média aritmética das eqgs. (2.44) e (2.45) obtém-se a forma centrada

) 1 (a’x) N <dx)
X; = — —_— -
72 dt =t} dt t—>t;’

Xj+1 —Xj—1
= < 2.46
2At ( )
Usando a forma dada na eq. (2.43), escrevemos a eq. (2.42)) como
Xjt1 ZXj+f(Xj,tj)Al (2.47)

e, por recorréncia se obtém todo o conjunto x; a partir de x; (onde supde-se que f(x;,t;) é
uma func¢do conhecida). Este método de solu¢do numérica de equacdes diferenciais de primeira

ordem se chama mérodo de Euler [20].

Alternativamente, usando a forma dada na eq. (2.46), escrevemos a eq. (2.42) como
Xj+1 =Xj—1 —|—2f(xj,tj)At‘ (2.48)

Essa forma € um pouco mais complicada de usar porque para calcular x; necessitamos do valor
de xg, que ndo estd definido; e para calcular x3 precisamos de x; (condicao inicial dada) e x»,
que ndo foi calculado. E possivel contornar este problema usando a eq. apenas para
calcular x», e a partir de x3 usar a eq. (2.48).



2 Aspectos Téoricos e Métodos Numéricos 36

2.3.1.3 Erro na derivacdo numérica
Vamos reescrever a eq. (2.45) na forma
x(tj+ Ar) = x(t)) + 1(t)Ar. (2.49)

Para que a (2.49) se torne mais exata € necessario acrescentar mais termos da série de Taylor,
ou seja,
1
x(t) + Ar) = x(t)) +x(1)) At + S5(t)) (A1)* 4 O(AF). (2.50)

O simbolo ¢(At?) indica que o erro dessa equagio, por nio incluir os termos subsequentes
da série, é da ordem de (Ar)?. Assim, o erro da eq. é O(Ar?). Como esse erro ocorre
no ponto ¢;, onde se estd fazendo a derivagdo, ele se chama "erro local". Ao integrar-se uma
equagdo com n pontos ¢;, diz-se que o "erro global" é n = t,,,4, /At vezes a ordem do erro local
[20]. No caso da eq. (2.49), o erro global é O'(At).

O método de Euler apresentado pela eq. (2.49), é dito um método de primeira

ordem porque o erro local € de segunda ordem em At.

2.3.2 Método de células e listas (linked list)

Assim como o método de Euler € essencial para o passo de streaming, o método
de células e listas € fundamental para a etapa de colisio da DCMP. Basicamente, o sistema &
dividido em células, e para cada uma € criada uma lista de quais particulas estdo localizadas
naquela célula particular. Nos tdpicos seguintes, descrevemos com mais detalhes de como €

feita a implementa¢do do método.

2.3.2.1 Células

Inicialmente, o sistema € dividido em pequenas cé€lulas cubicas de aresta a. O valor
de a é geralmente tomado igual a 1, ou seja, a € a unidade de comprimento. Logo, para uma
caixa de simulacdo de dimensdes (Ly,Ly,L;), teremos n, = L, células na diregdo x, n, = L,

c€lulas na dire¢do y € n, = L, c€lulas na dire¢do z, num total de nynyn; c€lulas.

Podemos identificar cada célula através de um vetor ¢ = (cy, ¢y, ¢;) (1 <cpy <Ly, 1 <
¢y <Ly, 1<¢; <L), eum indice c (Fig. [10),

c=(cx— Dnynz+ (¢y — )n; +c, (2.51)
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onde

2] o= e[

Nas equagdes acima, x, y e z seriam as coordenadas de uma particula arbitrdria e [x] é uma

funcdo que retorna o valor do menor inteiro maior ou igual a x.

2.3.2.2 Listas

As particulas pertencentes a uma célula sdo organizados através de listas, assim,

cada célula possui sua propria lista. As listas sdo criadas por meio de dois vetores (Fig. [TT):

e head: vetor inteiro cuja dimensdo € igual ao ndmero de células existentes. O valor
head[i] corresponde ao primeiro elemento da lista da i-ésima célula, ou seja, é o ca-

becalho da célula.

e next: vetor inteiro de dimensdo igual ao numero de particulas do programa. O valor
next [i] corresponde a particula para qual a i-ésima particula aponta. No caso do ul-
timo elemento da lista, entdo seu valor serd uma constante E (em nosso caso, E = —1),

indicando o término da lista.

@ head
célula 1 @ célula 3 next

@ @ head next[head] ———— F
® @

Figura 11: Ilustracdo do processo de construcdo das listas: sdo mostrados os elementos dos vetores head
€ next.

célula 2 célula 4

Mmoo
— [ W[ oo | W
NG B BN

M=o | =
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Da Fig. [I1] podemos observar que a lista de cada célula se inicia com a particula de
maior indice, ou seja, o head de cada célula € a sua particula de maior numeragdo. As listas sdo
preenchidas comecgando a partir do ultimo elemento (o de menor indice) até o primeiro (head

da célula), em ordem crescente de numeracdo. A ligac@o entre os elementos da lista fornecida

pelo vetor next, construido concomitantemente com a lista de particulas.

O algoritmo a seguir mostra o procedimento bésico para a contruc¢do das células e

listas:

Entrada: nimero de células (N,;), nimero de particulas (N,q), cabe-

inicio
/*Reinicie os cabegalhos, head */
para (c < 1 a N,,;) faca

fim

fim

calhos (head), ponteiros (next)

head[c] + E;
c+c+1;

/*Lago sobre todas as particulas */
para (i < 1 a Ny,) faca

fim

/*Descubra os indices cy,cy,c; para a i—ésima
particula */

Cx  |xi/al;

cy < vi/al;

¢; < [zi/al;

[*Através das componentes cy,Cy,C;, calcule o
indice ¢ da célula a qual a particula pertence */

¢ (cx—1)nyn; 4 (cy — D)nz+c;;

/*Aponte para o ocupante anterior da célula (ou E
se for o primeiro) */

next [i] < headl[c];

/*A particula assume o cabegalho da célula */

head[c] + i;

i< i+1;
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3 Dindmica de colisdo de multiparticulas

Neste capitulo, tratamos com maiores detalhes o método da dinamica de colisdo
de multiparticulas (DCMP). Inicialmente, serd abordado o primeiro modelo [[13] de DCMP,
a dindmica de rotagdo estocdstica (DRE), na qual o processo de colisdo € dado por rotagdes
aleatdrias das velocidades das particulas. Apesar de ser o primeiro modelo, ele ainda é o método
de DCMP mais utilizado. O segundo método abordado [12, 21} 22]], difere no fato de que
existe um termostato embutido no seu algoritmo, sendo ttil em situagdes onde a temperatura
do sistema deve ser mantida constante. Além disso, é feita uma pequena andlise qualitativa

comparando os dois métodos. Por fim, serdo discutidos os termostatos utilizados neste trabalho.

3.1 Descri¢cao do modelo

Numa simulacdo de DRE, o fluido € modelado de maneira granular por N particulas
pontuais numa caixa de simulacdo de dimensao linear L. O sistema (caixa) € dividido em células

quadradas de lado a, o que corresponde a uma média de

(n) =N (%)d 3.1)

particulas por célula (d é a dimensao espacial do sistema). Cada particula € caracterizada por
sua posicao r; e velocidade v; (i = 1, ..., N), que evoluem segundo elementos discretos de tempo
At (Fig. [12). As massas m; das particulas podem ser distintas, porém, geralmente sdo tomadas

sendo igual a 1 (unidade de massa) [3]].

O método DRE é composto de duas etapas principais, realizadas a cada passo de
tempo. A primeira etapa € a de streaming (propagac¢do), na qual as posicoes das particulas sdo
atualizadas no tempo. Nesta etapa, sdo aplicadas as condi¢cdes de contorno e quaisquer forgas
adicionais (por exemplo, forcas externas). A segunda € a etapa de colisdo, onde as particulas

colidem entre si, como descrito mais adiante na se¢ao[3.2.2]

v(to + 2At)

to + 2At
v(to + Ab) r(to )

Figura 12: Trajetoria de uma particula arbitraria. Suas posicdes e velocidades evoluem em intervalos de
tempo At.
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Figura 13: Streaming.

3.2 Dinamica

3.2.1 Streaming

O streaming é uma das etapas que constituem o cerne da simulacdo de DRE. Como
mencionado anteriormente, as posi¢oes das particulas evoluem um passo de tempo Az (Fig. [13).

Em sua forma mais simples, a propagagdo ¢é feita através do método de Euler (2.47),

ri(t+At) = ri(t) +vi(t)Ar. 3.2)

Durante o passo de streaming, dependendo do caso, forcas adicionais podem ser
aplicadas as particulas. Logo, suas velocidades também devem ser atualizadas de acordo. Por
exemplo, se o sistema estiver sujeito a um campo gravitacional externo g [21, 23], um termo de

aceleracdo deve ser levado em conta nos incrementos das posi¢oes e velocidades:

1
ri(t+At) = ri(t) +vi(t)Ar + EgAtz, (3.3)

vi(t + At) = v;(t) + gAr. (3.4

3.2.2 Colisao

Juntamente com o passo de streaming, a colisdo também € uma etapa fundamental
de uma simulagdo de DRE. Inicialmente, o sistema ¢ dividido em células de lado a (Fig. [14).
Cria-se assim uma grade de células, e € aqui que o método de células e listas apresentado no
capitulo anterior (se¢do se faz importante. Na prética [[12]], as distancias sdo medidas em
unidades de a, o que corresponde em fazer a = 1. O nimero médio de particulas por célula,

(n), geralmente é escolhido entre 3 e 20.
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Figura 14: Divisao do sistema em células de lado a.

3.2.2.1 Rotagao aleatoria

Ap0s a criagdo das listas, ou seja, quando forem conhecidas as particulas que per-
tencem a cada célula, as colisdes sdo realizadas. A colisdo em si, € uma rotacdo Ry (¢ € um
parametro de entrada na simulacao) das velocidades relativas das particulas em rela¢do ao cen-
tro de massa da célula correspondente. Ou seja, para a i-ésima particula contida na c-ésima
célula, temos:

rota¢ao
(1) —

vi(t) —uc(t Ry [vi(t) —u ()], (3.5)

onde u,(¢) é a velocidade do centro de massa da c-ésima célula e dada por

llc(t) - 9 (36)
Z?il m;
ou, no caso em que m; = 1,
YN vt
u(r) = == 0 3.7)

Em e (3.7), N; é o nimero de particulas na célula c.

Todas as particulas de uma célula estdo sujeitas a mesma rotac@o (o operador Ry é
0 mesmo), entretanto, R, varia independentemente de célula para célula. Logicamente, a forma
de R, depende se a simulacgao € feita em duas ou trés dimensdes. Em duas dimensdes [12], Ry €
uma rotacdo de +o, com probabilidade 1/2 para ambos os casos (dai 0 nome rotagio aleatéria).

Ou seja, em cada passo de tempo, o angulo de rotagdo para uma célula arbitraria € 4o ou —o¢



3 Dindmica de colisdo de multiparticulas 42

Figura 15: Diagrama da rotacdo aleatéria em duas dimensdes.

(Fig. [I35). Como trata-se de uma rotagdo em duas dimensdes, Ry ¢ da forma (2.19). Assim:

cos® Fseno
Rig = . (3.8)
+senx cosQ

Em trés dimensdes, existem duas maneiras. No primeiro [24]], um dos trés eixos
cartesianos (x, y ou z) € escolhido aleatoriamente como eixo de rotacao e uma rotacdo de o é

realizada em torno desse eixo. Logo, R, terd uma das seguintes formas:

1 0 0 cosae 0 +sena
Rigx=1] 0 cosoe Fsena |,Riqy= 0 1 0 ’
0 +sena coso Fsenow 0 cosa

cosa¢ Fsena O
Rig;=| +£senax cosax O
0 0 1

O segundo procedimento [12], o qual adotaremos neste trabalho, consiste em escolher uma
direcdo aleatdria para cada célula e realizar uma rotagdo de o em torno de um eixo definido de
acordo com essa dire¢do. Apesar de apresentar uma dificuldade maior na implementagao, este

caso introduz uma menor anisotropia no sistema [3]].

Para definir o eixo de rota¢do, um vetor unitdrio q € gerado através de uma distri-
buic¢do uniforme sobre uma superficie esférica de raio 1. Ou seja, suas componentes gy, gy € g

serdo [21]:

gx=cosp\1—r2, gy=sendpv1—r? q,=r, (3.9)
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vi(t) —uc(t)

Figura 16: Disposi¢do dos vetores envolvidos no processo de colisdo.

onde ¢ = 27nR, r = 2R, — 1. R e R, sdo dois niimeros aleatérios, ndo correlacionados, e

sorteados de uma distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

Ap6s definir o eixo q segundo (3.9), utilizaremos o resultado do teorema do capitulo
anterior (secao para realizar a rotagdo das velocidades relativas v;(z) —u.(7). Assim,
devemos rotacionar as velocidades através de um operador L,(v;(t) —u.(z)). O quatérnion
unitdrio g, de acordo com o teorema, deve ser da forma

o a
q:cosa—f—qsenz, (3.10)

pois desejamos uma rotagdo de & na dire¢do de q. De acordo com (2.41)), o vetor rotacionado
Ry [vi(t) —u,(1)] sera:

Re [vi(t) —uc(r)] = cosa- [vi(t) —uc(r)] + (1 —cos &) {q- [vi(t) —uc(1)]} q

(3.11)
+ senot - {q x [v;(t) —u.(1)]}.

3.2.2.2 Conservagdo da energia e momento

Ap0s a rotacdo das velocidades relativas, chega-se a parte final do passo de colisao,

na qual as velocidades das particulas sdo atualizadas da seguinte maneira:
Vi(t+Ar) =u.(t) + Ry [Vi(t) —uc(1)]. (3.12)

Isto implica que a magnitude e direcdo da velocidade de cada particula sdo alterados no processo
de colisdo (16)) de tal maneira, que para cada célula, o momento linear total e a energia cinética
sdo conservados [3]. Para comprovar estas afirmacdes, provemos primeiramente a conservagao

do momento linear numa dada célula:
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Zmivi(t—i—Af Zm, {u(t) +Re [vi(t) —u(r)]}
= Zm,u + Zm,Ra [vi(t) —u(?)]
(Zm,) 1)+ Rq {Zml vi(t u(t)]}
= Zm,v, + Ry, {Zm vi(t (Zm,) u(t)}
- Zm,v, +Rqy {Zm vi(t —ZmiVi(f)}
=) mivi(t) (3.13)
Para a conservagdo da energia, temos:
Z > 2(t 4 Ar) Z LLu(t) + Ry [vit) —u(0)]}?
Z’”’ 20+ Eomu(e)- R vie) — (o)
+Z— IRec [vi(e) = u(o)]|I*
= (Z %) u* (1) +u(r) 'R“Zmi [vi(t) —u(?)]
N ~- y
+Z— IR [vi(e) — u(o)]|I?
- (Z %) (1) + Y 5 [Ra vile) —u(o)] . (3.14)
O termo ||Rq [vi(r) — u(z)]||* merece atencfio especial. Se interpretarmos R, [v;(1) — u(z)] como
o produto de um vetor por uma matriz, temos:
|Rec [vi(1) = w()* = [vi(r) = u(t)]” RERq [vi(r) —u(1)],
como matrizes de rotagio sio ortogonais, R? Ry, = 1. Dai vem que
= [vi(t) —u(®)]" [vi(t) —u(r)]
= [[vi(t) —u()|?
= v} (1) = 2vi(t) -u(t) +u*(1). (3.15)
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Substituindo (3.13) em (3.14)), temos

Z%viz(tjtm) = Z% u2(¢)+;n§"i2(t)

[ i

:Z%V%(t)—{— Zmi u?(t) — Zmin‘(f) -u(?)

:Z%V’Z(IH_ Y m u?(t) — Zmi u() - u(r)

=X 50 (T |0 (T ) )

3.2.3 Random shift (ajuste aleatorio)

A grade de células, criada durante o processo de colisdo, introduz um problema:
se a grade permanecer fixa e o livre caminho médio das particulas nao for grande o suficiente
(=~ a), a invariancia de Galileu € quebrada [3, 25]]. Considere entdo dois sistemas, um sistema
inercial e outro que se move com velocidade constante U em relacdo ao primeiro. A menos
que o deslocamento do sistema em movimento num passo de tempo Af seja proporcional a
um nimero inteiro de vezes o parametro de rede a, uma particula no sistema em movimento
terd posicao relativa a rede de células diferente do que teria no sistema em repouso. Por causa
disso, particulas participantes de um processo de colisdo numa célula seriam diferentes nos
dois sistemas, ocasionando um comportamento dinamico distinto para ambos, quebrando assim
a invariancia de Galileu (Fig. [I7).

Como mencionado anteriormente, essa quebra da invaridncia de Galileu € negli-
genciavel se o livre caminho médio das particulas A = At+/kgT /ma* é da ordem de a. Neste
caso, a maioria das colisdes envolvem particulas que acabaram de chegar de células diferentes,
e assim, ndo estdo correlacionadas. Apds a colisdo, as particulas imediatamente abandonam a

célula atual em direcdo a outras, destruindo novamente qualquer correlacdo entre elas.

No caso em que A /a é pequeno, um mesmo grupo de particulas colide vérias vezes
numa mesma célula antes de algumas dessas particulas deixarem a célula, ou mesmo antes de

outras entrarem na célula. Assim, as particulas estao fortemente correlacionadas.

A solugdo para esse impasse, quando A /a é pequeno, é o random shift (ajuste ale-
atorio). Basicamente, realiza-se um deslocamento rigido d em toda a grade antes do passo

de colisdo. Apds as colisdes serem realizadas, move-se novamente a grade para sua posicao
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Figura 17: Andlise do deslocamento de duas particulas durante um passo de tempo para trés referenciais.
a) Deslocamento das particulas para um sistema em repouso U = 0. b) Deslocamento para
um sistema em movimento onde U = (a/At)j. Apesar do deslocamento ser diferente de a), as
particulas terminam seus movimentos numa mesma célula, o que corresponde a um mesmo
processo de colisdo. c) Deslocamento das particulas para um sistema onde U = (a/2A¢)j.
As particulas terminam os movimentos em células distintas, ocasionando outro processo de
colisdo em relacdo aos anteriores.

original, ou seja, € feito um ajuste de —d. As componentes de d s@o nimeros aleatdrios, retira-
dos de uma distribui¢do uniforme e contidas no intervalo (0,a). Esse ajuste causa uma grande
aleatoriedade nas posicdes das particulas de uma célula, pois, qualquer particula possui igual
probabilidade de estar em qualquer lugar da célula, tanto para um referencial em repouso quanto
para um em movimento. Logo, a invariancia de Galileu € restaurada, pois nao ha diferenca entre

os dois referenciais [25]].

Na Fig. a grade preta representa uma rede fixa, enquanto a grade vermelha re-
presenta uma das possiveis grades deslocadas através da aplicac@o de d. Note que, se condicdes
periddicas de contorno (secdo [3.3.1)) estivessem sendo utilizadas, a tdltima coluna de células
da direita teria de incluir as particulas localizadas na primeira coluna da esquerda, que estdo

“fora” da grade deslocada. Da mesma maneira, as células da primeira linha deveriam incluir as

® o o oo

Figura 18: Ilustracdo indicando como as particulas mudam de célula em um random shift.
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particulas que ficaram de fora na dltima linha.

3.2.4 DCMP com Termostato de Andersen

A rotagdo estocdstica das velocidades relativas ao centro de massa (DRE) ndo € a
tinica maneira de realizar colisdes no método DCMP. Como vimos na secdo [3.2.2] a energia é
localmente conservada na DRE. Assim, para um sistema isolado e livre de influéncia externa,
a energia permanece constante. Logo, terfamos um ensemble microcandnico. Nesta secdo,
apresentaremos um método diferente de colisdo, na qual as simulagdes sdo feitas num ensemble
candnico, no qual a temperatura do sistema permanece constante. Entretanto, primeiramente
vamos expor em linhas gerais o termostato utilizado no método, proposto originalmente por
Andersen [26]].

3.2.4.1 O termostato de Andersen

No termostato de Andersen, o sistema no qual se deseja manter a temperatura cons-
tante € acoplado a um banho térmico (reservatério de calor) com a temperatura desejada. Esse
acoplamento com o banho térmico € representado por forgas estocdsticas impulsivas, que atuam
ocasionalmente em particulas sorteadas de maneira aleatéria. As colisdes estocdsticas com o
reservatério podem ser consideradas como passos de Monte Carlo que transportam o sistema
de uma configuracdo de energia constante para outra. Entre as interagdes, o sistema evolui a
energia constante de acordo com as leis de Newton do movimento. As forcas estocésticas asse-
guram que todas as configuracdes de energia constante sejam visitadas, de acordo com o peso
de Boltzmann e %87 [27].

A forca de acoplamento com o reservatdrio é determinada pela frequéncia v das
colisdes estocasticas. Se ndo hd correlacdo entre duas colisdes sucessivas, entdo, a distribui¢ao

de intervalos de tempo entre duas colisdes sucessivas, P(;V), é do tipo Poisson [27]. Assim:
P(t;v) = vexp[—Vt], (3.16)

onde P(t;Vv)dt é a probabilidade da colisdo acontecer no intervalo de tempo [z, + dt].
Uma simulacio que utilize o termostato de Andersen consiste nos seguintes passos:

1. O sistema € inicializado com coordenadas (r;(0),...,ry(0),p1(0),...,px(0)). Em se-

guida, as equacdes de movimento sdo integradas para um intervalo Az.

2. Um certo ndmero de particulas € selecionado para interagir (colidir) com o banho térmico.

A probabilidade de uma particula ser escolhida num passo de tempo € VAf.

3. Para uma particula selecionada, sua nova velocidade serd retirada de uma distribuicao de
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Maxwell-Boltzmann (gaussiana) com média zero e varidncia 7. Essa colisdo ndo tem

qualquer efeito sobre as outras particulas.

3.2.4.2 DCMP-TA

Apresentamos agora o método de DCMP utilizando o termostato de Andersen (Di-
ndmica de Colisdo de Multiparticulas com Termostato de Andersen, DCMP-TA). Neste caso,

em vez de rotacionar as velocidades relativas ao centro de massa (DRE), novas velocidades

(V}I"an ran

ran
I

) sdo geradas durante o passo de colisdo. As componentes vy, v

numeros aleatdrios sorteados de uma distribui¢do gaussiana, cuja média € zero e a variancia €

ran

e v sdo

kpT. A regra de colisdo [12,[22], para uma célula arbitraria, sera
Ne
Vit +Ar) =u(r) + v/ =) VN, (3.17)
j=1

onde N, é o nimero de particulas da célula. Note que, comparando a eq. (3.17) com o ter-
mostato de Andersen original, no caso do DCMP-TA todas as particulas seriam escolhidas para
colidirem com o reservatorio num passo de tempo, como se a probabilidade de colisdo VAf

sempre tomasse o valor 1.

E importante ressaltar que € possivel realizar simulagdes no ensemble candnico
ultilizando a DRE, porém, é necessario reescalonar as velocidades apds o passo de colisao

utilizando algum termostato.

3.2.4.3 Comparagoes entre o DCMP-TA e a DRE

Como sao gerados d nimeros aleatérios para cada particula (componentes de v“")
na etapa de colisdo, onde d € a dimensao espacial do sistema, a velocidade do gerador de niime-
ros aleatdrios € um fator limitante para 0 DCMP-TA. Em contraste, a DRE € quase indiferente
a velocidade do gerador de nimeros aleatérios, pois sao gerados apenas d — 1 nimeros por cé-
lula numa etapa de colisdo. Comparagdes entre os dois métodos para sistemas bidimensionais

mostram que uma simulacdo de DCMP-TA € 2 a 3 vezes mais lenta que a DCMP [12].

Outra importante diferenca entre os dois métodos € a relacdo entre o tempo de
relaxacdo e o numero de particulas por célula: enquanto no DCMP-TA o tempo de relaxacao
geralmente diminui com o numero de particulas por célula, na DRE ocorre o oposto. Um
grande tempo de relaxagdo significa que um grande nimero de passos € necessdrio para que
as propriedades do sistema atinjam seus valores assintéticos (por exemplo, os coeficientes de
transporte). Como consequéncia [12]], ao se utilizar a DRE, o nimero médio de particulas por

célula deve estar no intervalo entre 3 —20. Caso contrério, o tempo de relaxacdo nio serd
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Figura 19: Ilustracio das condi¢des periddicas de contorno em duas dimensdes. a) sdo criadas copias

do sistemas original (caixa hachurada). b) Uma particula que deixe a caixa de simulacdo é
substituida por uma imagem correspondente.

desprezivel se comparado com as escalas de tempo fisicas. Tais limitacdes ndo ocorrem para o
DCMP-TA, pois o tempo de relaxagiio é proporcional a (In(n)) ™", onde () é o nimero médio

de particulas por célula.

3.3 Condicoes de contorno

3.3.1 Condicoes periodicas de contorno

Condigdes periddicas de contorno sdo necessdrias quando se deseja simular um
sistema ndo limitado por paredes ou qualquer tipo de fronteira. A introducdo desse tipo de
condicdo de contorno, € equivalente a considerar uma rede infinita, formada por cépias idénticas
do sistema em estudo [28] (Fig. [I9a).

As copias do sistema funcionam como imagens do mesmo, pois, quando uma parti-
cula do sistema se move, suas imagens correspondentes executam o mesmo movimento. Dessa
maneira, uma particula que ultrapasse os limites da caixa de simulacdo por uma das fronteiras,

imediatamente € substituida por uma de suas imagens pela face oposta (Fig. [[9b).

No método DCMP, quaisquer tipos de condi¢des de contorno devem ser aplicadas
apos o passo de streaming, pois € durante essa etapa em que as posi¢Oes das particulas sdo
atualizadas. Qualquer que seja a condicdo de contorno, deve-se assegurar para todas as N

particulas que:

0<xi<L, 0<y <L, 0<z<L;, i=(1,..,N).
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Para condigdes periddicas de contorno, se r;(f) estd na caixa central e Ar é pequeno,
r;(f + At) estd no maximo no vizinho mais préximo (se esta hipétese ndo for valida, haverdo
excegdes durante a simulagdo). Logo, se —L, < x;(t +At) < 2L,, —L, < y;(t + Ar) < 2L,
e —L; < zi(t + Ar) < 2L,, entdo, a particula deve ser deslocada para a caixa central (0 que

representa sua substitui¢do pela imagem correspondente) da seguinte maneira:
Ly Ly
Xi <= Xi —Wen | 55X | — WYen — X — Ly
2 2
Ly Ly
Vi< Yi— Wen ?7)’1’ — Yen ani_Ly

L, L,
i< Zi— Ygn Eyzi — Yen 7511'_[12

L, %", sex >0,
Yen | =X | = L
3, sex<0.

onde

E dai vem que

xig()a Xi+ 5

3.3.2 Implementacao de paredes

Em virias situagdes, por exemplo, fluidos escoando em canais, € necessirio im-
plementar paredes como condi¢des de contorno. Em relacdo ao termo parede, estamos nos
referindo a qualquer objeto fisico rigido. Basicamente, existem dois tipos de condi¢des de con-
torno para simular uma parede ou fronteira: stick (rigido) e slip (liso). Essa classificacdo é
referente a diferenca de velocidade tangencial entre o fluido e a parede, pois em ambos os ca-
sos, a componente normal da velocidade do fluido € invertida ao se atingir a parede [3]. Vamos

analisar as duas separadamente.

3.3.2.1 Slip Boundary Conditions (SBC)

Neste caso, permite-se que o fluido em contato com a parede possua velocidade tan-
gencial com relacdo a ela. Permitir significa que a velocidade tangencial do fluido € levemente
alterada quando uma particula colide com a parede. No caso onde a parede, ou fronteira, € to-
talmente lisa (perfect slip), o resultado da colisdo € uma reflexdo especular da particula, ou seja,
sua velocidade tangencial ndo € alterada (Fig. [20a). Assim, para uma particula do fluido com

velocidade v = v, + V)|, e uma parede que se mova com velocidade vy = vy, + vy, a velocidade
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| A
Ar/f

(a) Condigdes de Slip. (b) Condigdes de No-slip.

Figura 20: Alteracao do vetor velocidade da particula durante uma colisdo na parede. As setas coloridas
representam as componentes tangenciais da velocidade antes (setas vermelhas) e depois (setas
azuis) da colisao.

relativa entre o fluido e a parede V, sera:

V=1[v,—vg ]+ [VH_Vs]

Assim, devido a colisdo, as velocidades relativas sofrerdo as seguintes transformacoes:

V| — -V, (319)
f’” — VH, (3.20)

onde os simbolos | e || indicam componentes normal e tangencial das velocidades, respectiva-

mente. Note que tanto a energia quanto o momento sao conservados neste caso.

3.3.2.2 No-slip Boundary Conditions (NSBC)

Neste caso a parede € tdo rigida e rugosa que hd uma troca continua de momento
entre a mesma e o fluido. O procedimento padrdo para obter uma parede desse tipo € chamado
Bounce-Back (BB). No BB, quando a particula do fluido atinge a parede, ambas componentes
V. e V) sdo invertidas (Fig. , ou seja:

¥ —¥. (3.21)

Note que neste caso a energia cinética permanece conservada (pois 0 médulo da velocidade ndo

se altera com a inversao do sinal), porém, o momento s6 é conservado na média [3,12].

Um ultimo comentdrio sobre a implementacdo tanto deste caso quanto do anterior
(SBC) se faz necessdrio: para particulas que colidem com as paredes, o passo de streaming
seria como se fosse consistido de duas partes. Na primeira, deve-se calcular quanto tempo 8t a
particula levou para colidir com a parede, e depois atualizar a posicao da particula para o ponto

de contato da colisdo. Na segunda, as velocidades serdo invertidas de acordo com o tipo de
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parede, e, em seguida, se deslocardo durante o intervalo de tempo restante Ar — ot de acordo
com as novas velocidades.

3.3.2.3 Particulas virtuais

Para a implementacdo de paredes, o BB € aplicado durante a etapa de streaming,
e, para casos onde os limites da grade de células coincidem perfeitamente com as paredes, € 0
suficiente. Entretanto, devido ao random shift (secao , quase sempre teremos células de
fronteira ultrapassando os limites das paredes, dando origem a células parcialmente preenchidas
(Fig. [21), o que fard com que o BB usual ndo reproduza fielmente as condi¢des de contorno
desejadas [3]].

A solucdo [29] para este impasse consiste na seguinte ideia: durante o passo de co-
lisdo, para todas as células semipreenchidas com nimero de particulas menor que a densidade
(n) (ntimero de particulas por célula) do fluido, serfo adicionadas particulas virtuais. A fung¢do
dessas particulas virtuais, é obter o comportamento de um fluido com densidade e temperatura
constantes para as células de fronteira. As velocidades das particulas virtuais sdo retiradas de
uma distribuicdo de Maxwell-Boltzmann com média zero e variancia kg7, onde T € a tempera-
tura do fluido. O ndmero de particulas virtuais npy, serd o suficiente para igualar o nimero de
particulas N, da célula a densidade (n) (Fig. 22), ou seja,

npy = (n> —NC. (3.22)

Figura 21: Random shift na presenga de paredes que definem um canal ao longo do eixo y.

Operacionalmente, as velocidades das particulas virtuais serdo inseridas durante o
passo de colisdo [ver (3.7)], no calculo da velocidade do centro de massa da célula u. Como

tratam-se de particulas inexistentes, suas velocidades ndo serdo atualizadas, sendo sua unica
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Figura 22: Representacéo de particulas virtuais (amarelas) para um sistema onde (n) = 5.

utilidade o célculo de u. Alia-se a isso, o fato de que a soma de distribuigdes gaussianas ainda
¢ uma distribui¢c@o gaussiana, cuja média € a soma das médias individuais, e a variancia é soma
das variancias individuais [[12} 29| [30]. Portanto, conclui-se que ndo é necessdrio sortear as
velocidades da particulas virtuais. Podemos tomar apenas um tnico vetor aleatério a, cujas
componentes sao retiradas de uma distribui¢do gaussiana de média zero (soma das médias) e
variancia ((n) — N¢) kT fiuido (soma das variancias) [29]. Assim, a eq. ficard da seguinte

forma: N

{n)

No capitulo seguinte, veremos que a utilizacao de particulas virtuais € crucial para

(3.23)

obter resultados corretos nas simulacdes de DCMP.

3.4 Termostatos

Em simulacdes computacionais, as vezes € necessdrio manter a temperatura do sis-
tema em questdo constante durante o tempo de simulacdo. Termostatos possuem esta finalidade,
s@o inseridos no cédigo do programa para reescalonar as velocidades das particulas através de
um certo fator, sendo que as novas velocidades condizentes com a temperatura desejada 7.
Reescalona-se as velocidades pois, pelo teorema da equiparti¢cdo da energia (secdo [2.1.3), a
energia cinética das particulas (e assim suas velocidades) estd intimamente ligada com a tem-
peratura do sistema. Entretanto, é imprescindivel saber como a temperatura foi definida no
cddigo do programa, afim de que seja reescalonada de acordo e ndo ocorram erros numéricos e

resultados inesperados.

Na DCMP, € possivel utilizar termostatos explicitamente (inserindo o termostato no
algoritmo), através da DRE, e implicitamente, através do DCMP-TA. Porém, como observado

na se¢io[3.2.4.3] o DCMP-TA ¢ consideravelmente mais lento que a DRE, logo, em certos casos
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a DRE € o melhor caminho.

Nesta se¢do, apresentaremos os dois termostatos utilizados nas simulagdes deste

trabalho. Antes, porém, € necessdrio saber como a temperatura é definida. No caso mais geral:

kT N m; |V; 2
nGL l; :Z ‘21| ) (3.24)
i=1

onde N € o numero de particulas, kp € a constante de Boltzmann, m; a massa e v; a velocidade
da i-ésima particula, e T é a temperatura. ngy, € o nimero de graus de liberdade do sistema, e,

logicamente, varia se o sistema é bidimensional ou tridimensional:

2
I 2N, se |vi :v%x+v%y, (3.25)
GL— 2_ 2 2 2 '
3N, se |vj =V, tvi,+vi,.

. L, . . Tiese jada
O procedimento bésico € encontrar um fator ¥ = /| ————, e reescalonar as velo-
medida
cidades das particulas da seguinte forma:
Vi —= 7V (3.26)
Substituindo a eq. (3.26) na eq. (3.24)), temos:

kBT NWL,'2V'2
”GL'7:Z¥
i=1

N 2
—p |V [vil
i=1 2
. Tdesejada kBTmedida
_ . nGL S
Tnedida 2
kpTjese jada
oLy

T= Tdesejada-

A diferenga entre os termostatos utilizados serd o modo como o fator 7y é calculado.

3.4.1 Termostato global

Neste caso, as velocidades serdo reescalonadas globalmente, ou seja, haverd apenas

um fator ¥ .pq para todas as particulas. A temperatura aqui € definida da seguinte maneira
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[23]]:
N

! v2—ul®

N
—_— ml’
d(N_Ncl) ;

1

kpT = ; (3.27)

onde d € a dimensao do sistema, N é o numero de particulas, N.; € o nimero de células ocupadas
(ndo vazias), e ul) é a velocidade do centro de massa da célula em que a i-ésima particula se
encontra. Note, que se feita uma comparagéo com a eq. (3.24), ng, = d(N — N,;) /2 neste caso.

Além disso, as velocidades reescalonadas serdo as velocidades relativas v; — uld), Logo, o fator

’}/global sera:
YVelobal = d(N - Ncl) ' kBTdesejada ‘ (328)
g £ i vi -

Por escalonar todas as velocidades através de um dnico fator, esse termostato também € conhe-
cido na literatura como profile-unbiased thermostat (termostato de perfil imparcial) [12) 23]].
Apesar da facil implementacio, em algumas situagdes (se¢do 4.3.3)), esse termostato nao repro-

duz fielmente o comportamento hidrodinamico esperado.

3.4.2 Termostato celular

Neste tipo de termostato [31] hda um fator de escalonamento 7. para cada célula.

Logo, a definicdo de temperatura € local. Ou seja, para cada célula c, temos que [23]]

1 Ne mi|vi—uc|2
kpT = . E , (3.29)
5 ngr, i=1 2

onde N, € a populagdo da c-€sima célula. O nimero de graus de liberdade, ngr, € dado por

d(N.—1), seN.>1,
ngr = (Ne=1) ¢ (3.30)
0, se N < 1.

Note que a temperatura nao € definida para células vazias ou com apenas uma particula [32].

Logo, o fator de escala para a célula arbitraria c é:

d(N.—1) - kpT 50
( CN ) B desejzada7 SGNC> 17
Y.< mi|Vi—uc| (3.31)

I, se N, < 1.

’}/C:

Como serd mostrado no capitulo seguinte, o reescalonamento celular € bem mais
eficiente que o global. Isto se deve pelo fato de que as velocidades sdo controladas de modo
suave, alterando localmente a temperatura das células, sujeito a menos erros numéricos que a

alteracdo brusca do termostato global.
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4 Simulacoes e resultados

Neste capitulo, sdo apresentados as simulagcdes e resultados obtidos através do mé-
todo DCMP. Podemos dividir os resultados obtidos em trés tépicos principais: andlise das leis
de conservagao, simulagdes com o fluido de Poiseuille e escoamento através de obstaculos. O
primeiro tépico possui como objetivo comprovar a conservacao do momento linear e energia na
DCMP (segio[3.2.2.2). Nos outros dois, a inten¢do era reproduzir resultados da hidrodinadmica
cldssica, em especial, perfis e distribuicdes de velocidade para o fluido de Poiseuille, e campos

de velocidade para o escoamento do fluido na presenga de obstdculos.

4.1 Unidades

Por conveniéncia, todas as simulagdes foram feitas com as unidades de compri-

mento e tempo adimensionalizadas:

X = ;—C 4.1

kpT
=1y 4.2)
ma

Por conveniéncia, escolhemos m = 1, a = 1 e kgT = 1, resultando num livre caminho médio
A = At\/kpT /m = At. Todos os resultados obtidos sdo fornecidos utilizando-se estas unidades

adimensionais.

4.2 Analise das leis de conservacao

O resultado mais imediato e simples que se pode obter numa simulagdo de DCMP,
¢ verificar as leis de conservagdo discutidas na se¢do [3.2.2.2] Assim, utilizando um sistema
similar ao da Fig. [14] livre de fatores externos, analisamos a conservacdo da energia e momento

linear ao longo da simulacdo, bem como as distribuicdes de velocidades das particulas.

O sistema utilizado foi uma caixa cubica de aresta L = 20 e densidade de particulas
por célula (n) = 10, o que corresponde a um total de N = (n) L3 = 8,0 x 10* particulas e L*> =
8,0 x 103 células. O angulo de rotagido a é 130° e o passo de tempo utilizado foi Az =0, 1.
Esse passo de tempo resulta em um livre caminho médio A = 0,1, que é pequeno quando
comparado ao tamanho da aresta da célula (a = 1). E necessdrio realizar o procedimento de

random shift antes e depois do passo de colisdo. Foram empregadas condi¢des periddicas de
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contorno em todas as dire¢des (x,y,z). A inicializagdo foi feita da seguinte maneira: as posi¢des
e velocidades das particulas sdo sorteadas aletoriamente de uma distribui¢do uniforme, e, em
seguida, € aplicado um termostato (celular ou global, aqui ndo ha diferenca na escolha pois a
aplicacdo é feita apenas no inicio) para reescalonar as velocidades de acordo com a temperatura

desejada. Além disso, o reescalonamento € feito de modo que o momento linear total seja nulo.

4.2.1 Conservacao da energia e momento

Para constatar as leis de conservacdo, a energia cinética por particula e as compo-
nentes do momento linear total do sistema foram mensuradas a cada 1000 passos de simulagdo.
Os resultados apresentados na Fig. [23]indicam que o momento linear permanece com o mesmo

valor inicial (P = 0i + 0j + 0k) durante toda a simulago.

A energia cinética por particula também permanece constante. No gréfico da Fig.
23d| ela é fornecida em unidades de 3kg7 /2 e seu valor é muito préximo de 1, como esperado

pelo teorema da equiparticdo da energia.

4.2.2 Distribuicoes de velocidade

Outras grandezas analisadas foram as distribui¢des para as componentes vy, vy € v,
das velocidades das particulas. Pode-se mostrar [13} 33]], que as distribui¢cdes das componen-

tes no equilibrio, num sistema livre de fatores externos, sao da forma de uma distribuicao de

2

m my
P(v) =,/ cexp | — x| 43
) =\ 27ipT CXP[ ZkBT] *3)

Naeq. (4.3), P(vy) representa uma densidade de probabilidade, ou seja, o valor P(vy)dv, repre-

Maxwell (forma gaussiana):

senta a probabilidade da particula possuir velocidade no intervalo [vy, v, +dv,|. As equacdes
para vy e v, sdo andlogas a (4.3). Na Fig. 24| apresentamos os resultados das simula¢des DCMP
para as trés componentes da velocidade. Observa-se que o resultado numérico se compara de

forma bastante satisfatéria ao resultado tedrico [eq. (4.3)].

Outro tipo de distribui¢ao analisada, foi a distribui¢do dos médulos das velocidades
P(v), na qual P(v)d>v representa a probabilidade da particula possuir velocidade cujo médulo

pertence ao intervalo [v,v+dv]. Como nesse caso d*v = v? senfdvdOd¢ (em coordenadas

/ P(v)dv = /0 h /0 i /0 EP(V)VZ sen@dvdOd¢

esféricas), temos:
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Figura 23: Andlise das leis de conservacdo do momento linear e energia na DCMP. a), b), ¢) Conservagio
das componentes do momento linear total do sistema. Os graficos para as componentes P,,
P, e P, sdo indistiguiveis. d) Conservagio da energia cinética por particula em unidades de

3kpT /2.
2 T 400
1= / do / senfd / P(v)v2dvy
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o0
l:/ 47vP(v)dv.
0

Diferentemente do caso anterior para as distribuicdes das componentes da velocidade, a distri-
buicdo do médulo da velocidade também é proporcional a um fator v2. De acordo com [[13} [17],
temos que:

P(v) = Av*exp [—-Bv?]. (4.4)

A Fig. mostra o grifico de P(v) obtido através do método DCMP. Note que

a forma da distribuicdo ndo é mais gaussiana, como na eq. (#.4). A curva sélida (laranja)
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Figura 24: Distribui¢des de velocidades para as componentes de v. As curvas sélidas correspondem a

fungdes da forma da eq. {#.3).

representa uma fungdo da forma da eq. (4.4) ajustada aos pontos obtidos na simulacao.

0,6 [T T T T T ]

Ajuste

(A=0,79, B=0,50)

GODCMP

Figura 25: Distribui¢@o de velocidades para v = |v|. A curva sélida foi obtida a partir de uma fungéo da

forma daquela dada na eq. (#.4).
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4.3 Aplicacoes com o fluido de Poiseuille

A segunda e principal aplicagdo deste trabalho, € o estudo do fluido de Poiseuille.
O fluido de Poiseuille ja foi amplamente analisado [[12, 13, 23, 29, 30, 31], e, mostrou-se como

uma das principais aplica¢des do método de DCMP.

Antes de apresentar os resultados obtidos, vamos recordar algumas propriedades do

fluido de Poiseuille, a fim de que os resultados tornem-se mais claros.

4.3.1 Fluido de Poiseuille

Considere um fluido num canal de largura 2a e comprimento / (Fig. [26)), de modo
que [ seja muito maior que a. Pressdes p; e p, sdo mantidas constantes nos extremos do canal,

sendo que p; > p2. Como mostrado no diagrama, o eixo y possui origem no centro do canal.

Utilizando condigdes de contorno do tipo NSBC (secdo [20b) nas paredes, observa-
se que o fluido imediatamente em contato com a mesma permanece em repouso. A velocidade
v = vi, com a qual o fluido se move na dire¢@o x, deve ser uma funcio de y (nula nas paredes e

finita caso contrério). A fung¢do v(y) é conhecida como perfil de velocidade [34].

A auséncia de outras paredes, na direcdo z, € apenas para considerarmos que o
fluxo € bidimensional. Logo, podemos considerar que todos os processos ocorrem no plano do
diagrama da Fig. 26

Considere agora as forgas agindo num pequeno elemento de fluido de lados dx, Oy
e 8z. Nesse caso, existem dois tipos de forgas, as forcas oriundas do gradiente de pressdo ao

longo do canal e as forcas de viscosidade devido ao movimento do fluido.

A expressdo para as forcas viscosas estd relacionada com a derivada segunda da
velocidade v em relacdo a y. Para chegar a esse fato, tomemos um resultado da hidrodindmica

cléssica [34], o qual afirma que para um fluido newtoniano [34], a tens@o viscosa (viscous stress)

yI oy [
2a | P1 ox _— P2

T v

l

Figura 26: Diagrama para o fluxo num canal. A largura do canal é mostrada exagerada em relacdo ao
comprimento. As pressdes p; € pa s@o constantes (p; > p»).
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\ &S}

Figura 27: Diagrama mostrando a tensdo viscosa gerada pela varia¢do da velocidade v = v(y)i. As setas
vermelhas representam as for¢as que atuam nos planos AB e CD.

no fluido 7 € dada por:

av
T= ,ug—y, 4.5)
onde u é o coeficiente de viscosidade, ou viscosidade. Como 7T possui dimensdo de forca
por unidade de area, a forgca viscosa liquida num elemento de fluido depende da diferenca
das tensdes nos seus lados (Fig. 27). Em nosso caso, a forga viscosa por unidade de drea
perpendicular a direc@o y, € 1 (dv/dy), 4, € —1 (dv/dy),, atuante na direcao x na regido entre
os planos AB e CD. Dai, vem que:

v v 0 v
— - — 0x8z=|=— (U= )Oy| 6x0
H (3y)y+5y g <9y)y] - {9y (“ 3y) y] -

o
_‘uayz

0x6ydz. (4.6)

Assim, a forca viscosa por unidade de volume é d?v/dy?. Porém, como v é independente de x
e z, podemos escrevé-la como pd?v/dy?*. Além disso, por intuicdo fisica de que a a¢iio viscosa

ird se opor ao fluxo, d%v/dy?* é negativa.

A pressdo decresce ao longo do canal, assim, hd uma diferenca de forcas agindo nos
extremos do elemento de fluido. Sendo a for¢a na extremidade esquerda do elemento é p,dydz

(onde p, denota o valor da pressdo em x). Logo, a pressao na extremidade direita sera:

d
Drt6x0y07 = (px + a—i&c) 0yoz. 4.7)
A forga liquida sera:
dap
— —Z8x8ydz. (4.8)
dx

Novamente, a derivada parcial pode ser substituida pela derivada total, pois a pres-
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sdo varia apenas na direcdo x. Além disso, se assumirmos que no regime estaciondrio o perfil
de velocidade ndo se altera ao longo do canal [34]. A pressdo por unidade de volume, ou seja,

o gradiente de pressao, deve ser independente de x. Assim,

ox dx [

G. (4.9)

Finalmente, aplicando a segunda lei de Newton para o elemento de fluido, temos:

2
12 5x8y5z— 2P 5x8y87 =0, (4.10)
dy dx
ou seja,
d*v

Aplicando as condi¢des de contorno
v=0 em y==+a 4.12)

e integrando duas vezes, obtemos o perfil v(y):

G

_ (2 2
=2 (a”—y%). (4.13)

v(y)
Vemos entdo que o perfil de velocidade para o fluido de Poiseuille é parabdlico. Esse resultado

tedrico serd bastante explorado nas proximas secoes.

4.3.2 Escoamento forcado

A primeira tentativa [13]] de simular o fluido de Poiseuille utilizando DCMP, foi
pelo método conhecido como fluxo ou escoamento forcado (forced flow). Porém, posterior-
mente [21] foi apontado que esse método possui varias falhas, como a deformacgao dos perfis
de velocidades e um decrescimento gradual da densidade de particulas ao longo do canal. Por
esses motivos, e pelo método da secdo seguinte ser muito mais eficiente, o escoamento for¢cado

nao serd muito explorado neste trabalho.

Basicamente, a ideia desse método € separar uma pequena parcela do canal ao longo
do seu comprimento e (Fig. [28), impor que o perfil de velocidades nesta pequena parte do fluido
seja o perfil parabdlico de Poiseuille. Essa imposicao continua durante a simulagdo faz com que

ao final dela o perfil de velocidades em todo o canal seja parabdlico.

O método do escoamento for¢ado foi simulado num sistema bidimensional de di-
mensdes L = 50, H = 30 (Fig. [28), com densidade de particulas (n) = 35, kgT = 0,01275,

passo de tempo Ar = 1 e angulo de rotacdo o¢ = +90°. O intuito de utilizar esses valores era o



4 Simulagoes e resultados 63

yL ;

L

Figura 28: Diagrama para o escoamento for¢ado: na regido / as velocidades obedecem o perfil parabdlico
de Poiseuille durante toda a simulagao.

de reproduzir os resultados observados em [29].

O livre caminho médio das particulas nesse caso é A = Ar\/kgT /m = 0,11. Logo,
€ necessdrio o procedimento de random shift. Porém, neste caso deve-se ter mais cautela, pois
ha presenca de paredes, e, nestes casos, € necessario criar uma coluna (ou linha) adicional de

células, como mostra a Fig. [21]

Para simular um longo canal, condic¢des periddicas de contorno foram empregadas
na direcdo x. Nas paredes, foram utilizadas NSBC (bounce back, BB), juntamente com o ar-
tificio das particulas virtuais (se¢do [3.3.2.3). A regido / possui comprimento / = 10, e, para
particulas que se encontrem nessa regido, as componentes do vetor velocidade (vy,vy) sdo reti-
radas de distribuicdes gaussianas (Maxwell-Boltzmann) de variancia kg7 = 0,01275. Porém,

as médias das distribui¢des utilizadas para as componentes sdo diferentes, sendo elas [29, 30]:

(ve) = (H—y)y, (4.14)

(vy) =0. (4.15)

Ou seja, a média da distribui¢do utilizada para sortear a componente v, de uma particula, é
fun¢do da coordenada y da particula. Vale ressaltar que a eq. (#.14) é da mesma forma da eq.
(4.13)), mas com a origem do eixo y em uma das paredes do canal e parimetros diferentes para
as constantes (v;;,x € H em vez de u e G). O valor de v, corresponde ao valor maximo do

perfil parabdlico de Poiseuille desejado na simulagdo [29].

A Fig. 29 mostra os resultados da simulagdo para dois valores do pardmetro v,y
(0,004 e 0,005), juntamente com suas respectivas curvas tedricas [eq. (4.14)] esperadas. Para
0 caso em que Vygy = 0,005, ndo foram utilizadas particulas virtuais (somente BB), com o
objetivo de ilustrar que desse modo a velocidade ndo € nula nas paredes (y = 0 e y = 30). Para
Vimax = 0,004, utilizamos as NSBC da forma correta (BB e particulas virtuais). Observamos
uma razoavel concordancia entre o resultado numérico e tedrico; todavia, em ambos 0s casos

€ notavel a distor¢cdo dos pontos de um perfil parabdlico, mostrando uma certa imprecisao do
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Figura 29: Perfil parabdlico de velocidades obtido com escoamento forcado para dois valores de vy
(0,004 e 0,005).

método como mencionado anteriormente.

4.3.3 Fluido de Poiseuille na presenca de um campo externo

Apresentamos nesta se¢do uma outra alternativa para simular o fluido de Poiseuille
utilizando DCMP. Ao contrario do escoamento for¢ado, veremos que este método, se aplicado
corretamente, produz resultados bastante satisfatérios. Isso faz com que ele seja bastante utili-
zado em simulacdes de DCMP [3, 21} 23} 31}, 35].

Neste método, aplica-se um campo externo g constante, o qual atua em todas as
particulas. O efeito deste campo ¢é levado em conta na etapa de streaming, que agora fica da

seguinte maneira:

1
ri(t+ At =ri(1) +vi(1)Ar + 5gAtz, (4.16)

Vi(l) —>V,~(t)—|—gAt. 4.17)

Logo, as posicdes sdo atualizadas de acordo com o termo de aceleracdo g. J4 as velocidades,

sdo parcialmente atualizadas, pois as particulas ainda sofrerdo o processo de colisdo.

Devido a atuagdo de g, energia estd sendo injetada continuamente no sistema. En-
tretanto, como veremos, isso causa um aumento na viscosidade do fluido. Temos entao dois
fatores competitivos: a presenga do campo que agita o sistema, € o atrito que 0 mesmo campo
acarreta. A solugdo para esse revés, € utilizar um termostato durante a simulagdo, mantendo a

temperatura (agitacdo) constante e garantindo que o fluxo seja estaciondrio [23, 35].

Para simular o fluido de Poiseuille através de um campo externo, utilizou-se um

sistema tridimensional de dimensdes 20 x 20 x 20, densidade de particulas por célula (n) = 10,
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Figura 30: Perfis de velocidade para diferentes termostatos.

kT =1e At =0,1. O angulo de rotacdo foi o = 130°; e o método de rotacdo utilizado foi o
dos quatérnions. Condig¢des periddicas de contorno foram empregadas nas diregdes x e z. Nas
paredes do canal (planos y = 0 e y = 20), utilizou-se condi¢des de contorno do tipo NSBC (BB
+ particulas virtuais). O campo g foi aplicado na dire¢do x e possui intensidade 0,01.

O campo externo g = gi dd origem a um gradiente de pressdo no canal G = (n) g

[21]. Assim, a equacdo do perfil parabdlico sera:

n
hi(y) = —<2l>f (L=)y: (4.18)
Onde L = 20 € a largua do canal e u € a viscosidade do fluido. Entretanto, também podemos

escrever v,(y) em func¢do da velocidade maxima vy 4, € da largura do canal L, como na eq.

@.14):

4y
vay) = =5 (L= (4.19)
Combinando a eq. (#.18) com a eq. (4.19), temos:
n) gl?
Vx,max = < >g . (4.20)
8u

Quatro tipos de simulagdes foram realizadas: (i) utilizando um termostato global
(segao[3.4.1); (ii) utilizando um termostato celular (segao[3.4.2); (iii) sem empregar termostato;
(iv) pelo método DCMP-TA (no qual o termostato de Andersen estd embutido).

Os perfis de velocidade para os diferentes tipos de termalizacdo, juntamente com o
resultado tedrico esperado (#.19), sdo mostrados na Fig. 30l Vemos que todos exibem compor-
tamento parabdlico, como esperado. Porém, o objetivo aqui € salientar a influéncia da escolha

do termostato no perfil de velocidade.
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Figura 31: Perfis de densidade de particulas e energia cinética para os termostatos analisados. a) Gréfico
do ndmero de particulas por célula n, relativo a densidade média (n). b) Perfil da energia
cinética por particula em unidades de 3kpT /2.

Aparentemente, um dos resultados mais satisfatorios é a simulacdo sem termostato,
entretanto, esse método falha em reproduzir os perfis de densidade de particulas e energia ciné-
tica ao longo da largura do canal (Fig. 31I). O motivo [23] é que o campo externo aumenta a
energia cinética e a temperatura das particulas. Sem o termostato, o sistema € termalizado ape-
nas pelas particulas virtuais da paredes, pois suas velocidades sao derivadas de uma distribui¢ao
com a temperatura do fluido. Assim, no estado estaciondrio, observa-se que apenas nas pare-
des o comportamento da energia (temperatura) € razoavelmente préximo do esperado. Todavia,
apesar das particulas virtuais garantirem as condi¢des de contorno desejadas, também elevam
ligeiramente a densidade nas paredes [29, 30]. Em geral, quanto maior a temperatura, menor €
a densidade de particulas por célula (as particulas ndo estdo muito agitadas e permanecem mais

numa mesma célula), e vice-versa.

O termostato global, por utilizar somente um fator de reescalonamento Ye/opar
para todas as particulas, mantém sob controle apenas a temperatura do sistema como um todo.
Isto acarreta uma ndo homogeneidade nos perfis de densidade e energia. Como vemos, apenas o
termostato celular apresenta resultados coerentes para os trés graficos: seu perfil de velocidade
€ bem préximo do tedrico, e ele garante perfis homogéneos para a energia cinética e densidade

de particulas.

O DCMP-TA foi utilizado aqui mais como um caso ilustrativo, pois apesar dele
ser o que mais se aproxima de um resultado coerente para a densidade e energia, seu perfil
de velocidade é o mais distante do tedrico. Além disso, o tempo de simulagdo observado no

DCMP-TA ¢€ consideravelmente maior comparado aos outros casos.

Como na se¢do anterior (se¢ao[d.3.2), analisamos a relevancia da utilizagdo de par-
ticulas virtuais. Porém, agora de uma maneira mais detalhada, através do nimero de particulas

virtuais utilizado. Assim, definindo o parametro auxiliar p, o qual representa a densidade de
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Figura 32: Perfis de velocidade para diferentes valores da razdo p/ (n).

-

particulas para uma célula de fronteira arbitraria, temos:
p =N,+npy. 4.21)

Onde N, € o nimero de particulas na célula de fronteira e npy € o nimero de particulas virtuais.

Se utilizarmos o nimero de particulas correto, dado pela eq. [3.22}
npy = (n) — Ng. (4.22)

Entao,

=<7 "<, (4.23)

Assim, variando o parametro de particulas virtuais npy, € por conseguinte o de p,
obtemos diferentes valores para a razdo p/(n). A Fig. mostra perfis de velocidade para
trés valores de p/(n). Vemos que a medida que p/ (n) se aproxima do valor ideal, o perfil
de velocidades fica mais proximo da curva tedrica. Além disso, a diferenga entre o caso ideal
(p/{n) =1), e o caso onde ndo se utilizam particulas virtuais (p/ (n) = 0) é consideravel, sali-
entando mais uma vez a importancia do uso de particulas virtuais para a obten¢do das corretas

condi¢des de contorno.

4.3.4 Analise da viscosidade

Outro pequeno estudo que se pode fazer € a andlise da viscosidade. Um modo de
calcular a viscosidade através da DCMP [36l], é observar quanto de momento € transportado
através do fluido. O momento pode ser transmitido de duas maneiras, as quais estdo relaciona-

das as duas etapas principais do método DCMP. Logo, a viscosidade do fluido t é composta de
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dois termos: a viscosidade cinética U, € a viscosidade de colisdo ... A primeira, relacionada
ao passo de streaming, acontece devido a transferéncia de momento de uma célula para outra,
quando uma particula muda de célula [3/]. No passo de colisdo, 0 momento € redistribuido

entre as particulas de uma mesma célula. Dai, vem que:

U = Uein + Ueol - (424)

As componentes L, € U.,; podem ser calculadas analiticamente [24} 38, 39]. Em trés dimen-
soes:
kgT At (n) 5(n) 1
in = -1, 4.25
Hein a’ ((n) —1)(4—cosax—2cos2a) 2 (4.25)
m(1l—cosa)
18aAt

Ueol = [<n> - 1] . (4.26)

As equagdes acima podem ser utilizadas para verificar a precisdo do método, pois, resolvendo

aeq. (4.20) para u:

2
U= ;’Ziﬁx 4.27)
Ou seja, calculando valores numéricos de vy 4 para varios passos de tempo Ar distintos, po-
demos obter valores para . Seguindo esse procedimento, obtemos valores numéricos para U
utilizando o mesmo sistema da se¢dao A Fig. 33| mostra os resultados da simulacao (cir-
culos pretos), assim como a expressdo teérica [eq. (4.24)], representada pela curva verde. Além

disso, uma fung¢do f(Ar) foi ajustada aos valores numéricos:

B
f(An) =AAr+ . (4.28)

Onde os termos de f(At) correspondem as duas componentes da viscosidade (Ui € Heor)- Nota-

se uma concordancia bastante satisfatoria entre os resultados.
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Figura 33: Viscosidade y como funcio do passo de tempo Az. A curva pontilhada foi obtida a partir
de ajuste da forma da eq. (#.28). Os coeficientes A e B, quando comparados aos valores
téoricos esperados [eqs. (#.25) e (4.26)], apresentaram erros numéricos de 0,077% e 1,29%,
respectivamente.
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4.3.5 Fluido de Poiseuille com gradiente de temperatura

Como ultima aplicacdo do método DCMP com o fluido de Poiseuille, realizamos
um estudo semelhante ao da secao Entretanto, a temperatura agora varia linearmente ao

longo da largura do canal. Ou seja, a temperatura varia (na direcdo y) da seguinte forma:
T(y)=Ay+B. (4.29)

Fixando as temperaturas das paredes em 77 (plano y = 0) e 75 (plano y = L), podemos facilmente
escrever os pardmetros A e B da (4.29) em termos de 71, T> (T} < T») e L:

T
T@%=[2Ll}y+ﬂ. (4.30)

O sistema utilizado na simulacdo foi o da se¢do 4.3.3] com os mesmos parametros
(L=20, (n) =10, At =0,1, o = 130° e g = 0,01i). O termostato celular foi empregado para
manter a temperatura de acordo com a eq. (4.30). A temperatura ¢ controlada locamente em
cada célula, utilizando como parametro para o termostato a temperatura média na célula. Logo,
para a c-ésima célula, delimitada na direcdo y pelas ordenadas y, e y; (yo —y; =a=1), a

temperatura média serd:

1 2[(T-T
T == Ti\d
<c> a/yl [( I )y+ 1] y
1 HL—-T y2 2
== S 4T
a [( L ) 2 +A "

1[(T-T\ Y;—y
= Ti (y, —
K 2 ) 5 +T1 (y2—y1)

— T — T
_ =N (2 1))’2+y1+T]

a 2 2
——

=Y

(%57 )]

T — T
_ ( - l)yc+Tl. (4.31)

QIR

Onde y, € a ordenada do centro da c-ésima cé€lula.

Tomando 7 como 1, foram feitas simulacdes para os seguintes valores de T5: 571,
1077, 307 e 507;. Como mostra a Fig. os perfis de velocidade se distorcem do perfil para-
bélico original (7, = T), sendo a0 mesmo tempo achatados e deslocados do eixo de simetria da
parabdla (y = 10). Como a temperatura € elevada consideravelmente, a contribui¢do cinética da

viscosidade L.y, pela (#.25]), aumenta da mesma forma; pois, no caso onde 7> = 7j, a contri-
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Figura 34: Perfil de velocidades para um canal com gradiente de temperatura dT /dy = (T, — T1) /L.

bui¢do de Ui, para a viscosidade total € muito pequena, pois as particulas permanecem muito

tempo numa mesma célula (livre caminho médio pequeno). Acreditamos que esse seja um dos

fatores pelos quais ocorrem as distor¢des nos perfis de velocidade.

Entretanto, o aumento de temperatura a0 mesmo tempo agita as particulas do sis-

tema, como mostra o grafico da Fig. [35] O perfil de energia cinética (por particula) se modifica

bastante devido ao gradiente de temperatura no canal, crescendo a medida que a temperatura

aumenta, como esperado.

40—

5 10 15 20

Figura 35: Perfil de energia cinética por particula em unidades de 3kgT /2. Para T, = 5Ty e T, = 10Ty, o

comportamento do perfil é

aproximadamente linear.

Como mencionado na se¢do [4.3.3] quanto maior a temperatura, menor o nimero

de particulas por célula, pois, para uma alta temperatura as particulas mudam de célula com

mais frequéncia. O perfil de densidade da Fig. [36] exibe esse comportamento. O interessante

neste caso, € que todos os resultados numericos para os diferentes valores de 75, exibem o
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Figura 36: Grifico do nimero de particulas por célula n, relativo a densidade média (n) para todos os
valores de T,. Para cada valor de 7, s@o fornecidos os coeficientes A e B dos ajustes obtidos a
partir de uma fungdo da forma da eq. (#.32).

comportamento de uma fun¢do da forma hiperbolica:

ne 1

()~ Ay+B

(4.32)

As curvas continuas mostradas na Fig. [36]representam ajustes de fungdes da forma da eq. (#.32))
aos respectivos resultados numéricos. Acreditamos, que um estudo mais aprofundado sobre os
parametros A e B das fun¢des ajustadas, sejam capazes de elucidar melhor a grande coeréncia

entre ambos os resultados.

4.4 Escoamento com obstaculos

Buscando mais uma vez resgatar resultados hidrodinamicos cléssicos através do

método DCMP, analisamos o escoamento de fluidos na presenga de obstaculos.

Para esta aplicacdo, utilizou-se um sistema semelhante ao que foi apresentado na
Referéncia [30] (Fig. [37). O canal é bidimensional de comprimento L e altura H. Na Fig.
o obstaculo € representado por um quadrado de lado D, porém, simulacdes também foram
realizadas para obstiaculos na forma de um circulo de mesmo didmetro D e para uma elipse de

mesmo eixo maior D. O centro do obstdculo possui coordenadas x =L/4ey=H/2.

A razdo D/H, chamada razdo de bloqueio, foi fixada em 0, 125, enquanto a razdo
L/D foi fixada em 50 para reduzir a influéncia nos resultados da fronteira entre a regido de
afluxo / e a regido de escoamento [29, 30]. Na direcao x foram utilizadas condi¢des periodicas
de contorno. Nas paredes do canal e do obstdculo, foram empregadas condicdes de contorno do
tipo NSBC (BB + particulas virtuais).
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Figura 37: Diagrama do sistema utilizado na simulag@o: na regido I as velocidades obedecem o perfil
parabdlico de Poiseuille durante toda a simulagao.

Seguindo [30]], o fluxo no canal foi mantido pelo método do escoamento forgado,
ou seja, da mesma maneira que na secdo 4.3.2| na regido I (x < 10) as velocidades das parti-
culas eram mantidas sempre retirando suas componentes (v, vy) de distribuicdes de Maxwell-

Boltzmann de variancia kpT'; cujas médias sdo:

(ve) = (H =)y, (4.33)
(vy)=0. (4.34)

O objetivo das simulagdes era obter os campos vetoriais de velocidade nas regides
proximas ao objeto. Como parametro para andlise dos resultados, utilizou-se uma importante
quantidade da hidrodinamica clédssica, denominada nimero de Reynolds [34]. O nimero de
Reynolds Ng é uma combinacdo de quatro fatores que determina qual o tipo de escoamento do
fluido (lamelar ou turbulento). Em nosso caso [13} 29, 30]:

Ny = {1 YmasD (4.35)

U

onde (n) é a densidade de particulas por célula e i é a viscosidade.

A
0

A Fig. 38 apresenta os campos vetoriais de velocidade v(x,y) = v, (x,y)i+ vy (x, %))
obtidos nas simulacdes. Observa-se concordancia entre os resultados numéricos e tedricos. Para
o numero de Reynolds utilizado na simulagdo (Ng ~ 30), espera-se que na regido posterior ao
obstaculo ocorra a formacao de correntes circulares locais, chamadas vértices, com um grande
aumento na resisténcia ao escoamento; o que ¢ claramente observado na Fig. [38] pois as veloci-
dades sdo bem menores nessas regides de vortices. Portanto, demonstra-se com estes resultados

que o método DCMP ¢ capaz de descrever propriedades relevantes de fluidos.
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Figura 38: Campos vetoriais das velocidades para o estado estaciondrio de um escoamento ao redor de
um obstaculo (Ng ~ 30). E mostrada apenas a regido em torno dos obstaculos. O fluido escoa
de baixo para cima.
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5 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, abordamos de maneira introdutéria o método da dindmica de colisao
de multiparticulas (DCMP) com dois objetivos principais: apresentar o método de maneira
concisa, e reproduzir resultados conhecidos da hidrodinamica cléssica através do método. Para
que tal fim fosse atingido, procuramos mostrar o maximo de clareza nos detalhes, tantos os

téoricos quanto os de implementa¢do numérica.

Na introdugao, ressaltamos a importancia para o desenvolvimento de métodos nu-
méricos aplicdveis a sistemas mesoscopicos, além de um pequeno resumo de alguns dos mé-
todos mais utilizados. Nos topicos referentes a cada um dos métodos, buscamos mostrar as

qualidades e limitacdes de cada um, além da evolugdo entre eles.

O capitulo[2]tratou inicialmente de tépicos tedricos de fisica considerados relevantes
para a DCMP. Além disso, salientamos a importancia dos quatérnions para a implementacado de
rotagdes em trés dimensdes. O final do capitulo foi dedicado a uma breve discussdo sobre o
algoritmo de Euler, o qual sera ultilizado na implementacdo da etapa de streaming, e sobre o

método de células e listas, imprescindivel na etapa de colisao.

O método de DCMP s6 foi propriamente discutido no capitulo [3| onde fizemos uma
andlise de suas etapas principais (streaming e colisdo), além de outras caracteristicas igual-
mente importantes; como por exemplo, o procedimento de random-shift (ajuste aleatério), a
implementagdo (e importancia) das particulas virtuais, as condi¢cdes de contorno e os tipos de

termostatos utilizados nas simulagdes.

No capitulo[d] destinado as aplicagdes e resultados numéricos utilizando a DCMP,
tinha como maior intuito mostrar concordancia entre resultados tedricos € numéricos. Primei-
ramente, constatamos a conservagdo da energia cinética e do momento linear (segdo [3.2.2.2),
além da concordancia das distribui¢des de velocidade com suas respectivas curvas teéricas. Em
seguida, estudamos o fluido de Poiseuille através de duas técnicas: escoamento for¢ado e apli-
cacdo de um campo externo. Em relagdo ao escoamento for¢ado, observamos que o método
possui uma certa imprecisao, presente nos graficos dos perfis de velocidade. Ao contrario do
fluido na presenca de um campo externo, que, apesar de demonstrar variagdes de acordo com o
termostato utilizado, fornece perfis de velocidade bem mais precisos. Com relacdo a anélise en-
tre termostatos, o termostato celular se apresentou como o mais correto e satisfatério, haja vista

os gréficos obtidos para os perfis de energia cinética por particula e densidade de particulas.

A simulagdo do fluido de Poiseuille no canal com gradiente de temperatura apresen-
tou resultados interessantes, principalmente o perfil de densidade de particulas. O qual mostrou-

se obedecer um comportamento hiperbdlico ao longo do comprimento do canal.
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Para o escoamento em torno de obsticulos, constatamos apenas a coeréncia com os
resultados da hidrodinamica cldssica para um fluido sob as mesmas condicdes [34]. Ou seja, a

formacao de vértices simétricos na regido traseira do obstaculo.

Apesar do cardter introdutério deste trabalho, as aplicagdes feitas aqui podem ser
servir de base para problemas mais complexos. Um deles, como perspectiva mais imediata,
trata-se da implementacdo de particulas de soluto (por exemplo, coldides ou polimeros) no
fluido. Neste caso, teriamos interagdes do tipo soluto-soluto, solvente-soluto, além da prépria
interacao solvente-solvente. O algoritmo agora seria hibrido, mesclando a técnica da DCMP,
responsdvel pelas interagdes solvente-solvente, e a dindmica molecular, a qual descreveria as
interacdes soluto-soluto. Quanto as interacdes do tipo soluto-solvente, existem diferentes abor-
dagens, cada uma delas mais adequada ao tipo de soluto envolvido [3]. O método DCMP
permite assim o estudo, do ponto de vista microscépico, da origem e dos efeitos da interagao

hidrodindmica em fluidos complexos.

Adicionalmente, esperamos ter uma melhor compreensdao do comportamento do
fluido no canal com gradiente de temperatura, e, também, estudar diferentes tipos de escoa-

mento (variagdo do nimero de Reynolds) na presenga de obsticulos.
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