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Área de Concentração: Fı́sica da Matéria Condensada.
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experiências no perı́odo de pesquisas.
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Resumo

O entendimento sobre os processos de fraturas em materiais é de grande importância para
a fı́sica e indústrias da construção civil. Através dos processos de fraturas podemos compreen-
der melhor as propriedades elásticas dos materiais, como seu módulo de Young macroscópico,
tensão de ruptura e módulo de rigidez. Podemos definir os processos de fraturas como sendo
aqueles que dividem um sistema em duas ou mais partes, destruindo a conexão global dos
elementos que o constituem. Nesse contexto, no primeiro capı́tulo é feito uma descrição ma-
temática das equações da mecânica do contı́nuo, no segundo capı́tulo aborda-se o modelo de
elementos discretos (DEM) que é um método numérico capaz de descrever o comportamento
mecânico de materiais granulados. No terceiro capı́tulo, construı́mos o modelo computacional
para estudar, as propriedades mecânicas de 3 tipos de amostras, cristalina, amorfa e multifásica.
O modelo computacional utilizado se mostrou bastante interessante e apresentou resultados que
podemos considerar como sendo satisfatórios.

Palavras-chave: Fratura, Hastes, Mecânica do Contı́nuo.



Abstract

The understanding about the fractures processes in materials has a big importance for phy-
sics and civil construction industries. Through the fractures processes, we can better understand
the materials’ elastics properties as its macroscopic Young module, rupture tension and rigidity
module. We can define the fractures processes as those which divide a system into two or
more parts, destroying the global connection of the elements that constitute it. In this context,
in the first chapter, we can find a mathematical description of continuum mechanics equations
. The second chapter discusses the model of Discrete Element(DEM), which is a numerical
method capable of describing the mechanical behavior of granular materials. In the third chap-
ter, we built the computational model for studying the mechanicals properties of three types of
samples, crystalline, amorphous and multiphase. The computational model showed itself quite
interesting and presented results which we can consider satisfactory.

Keywords: fractures; stems; continuum mechanics.
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4.17 Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. So-

mente ligações quebradas estão representadas. Amostra amorfa, velocidade

de impacto 115 m/s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58
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4.19 Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. So-

mente ligações quebradas estão representadas, coloridas de acordo com a fase

a qual pertencem. Amostra multifásica, velocidade de impacto 100 m/s. . . . p. 60



4.20 Dano inicial. Fatia vertical que passa pelo centro das amostras esféricas de

simulações de impacto para amostras DEM a) Cristalina, b) Amorfa e c) Mul-

tifásica. Apenas os feixes estão representados, coloridos de acordo com a

tensão circunferencial no plano perpendicular à direção do impacto, no sis-
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colisão 94 J. As cores correspondem à probabilidade de termos um vı́nculo

quebrado com a sua posição projetada no plano xy. . . . . . . . . . . . . . . p. 65

4.24 Histograma bidimensional das posições das ligações quebradas no plano-xy,
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1 Introdução

O entendimento das propriedades mecânicas de determinados materiais é de grande utili-

dade para a fı́sica e indústrias da construção civil, muitos produtos industriais utilizam agrega-

dos granulares cimentados, os mais conhecidos são: concreto, argamassas, rochas sedimentares

como arenito e conglomerados [5] e biomateriais como o endosperma do trigo, que é composto

de grânulos de amido conectados por uma matriz que no caso em questão é uma proteı́na.

O estudo realizado nesse trabalho tem como objetivo estudar o processo de fratura em

materiais multifásicos. Podemos definir um compósito ou material multifásico, como sendo

um material composto de diferentes fases homogêneas, são abundantes na natureza e cons-

tituem matérias-primas básicas para muitos processos industriais. Os materiais compósitos

são classificados em: 1- Reforçados com partı́culas que são subdivididos em partı́culas gran-

des e reforçados por dispersão; 2- Reforçados com fibras que são subdivididos em: contı́nuo

(alinhado) e descontı́nuo (curto); 3- Estrutural que é subdividido em laminados e painéis em

sanduı́che, conforme [9]. No presente trabalho o material multifásico utilizado é classificado

como reforçado com partı́culas grandes, pois as interações partı́cula-matriz não podem ser tra-

tadas no nı́vel atômico ou molecular e sim do ponto de vista da mecânica do contı́nuo.

A fragmentação é um processo importante e que consome muita energia, onde vários

princı́pios fı́sicos são aplicados para fragmentar o material multifásico até um pó. A moa-

gem do clı́nquer que é o componente principal utilizado para produção do cimento portland,

é um exemplo de um processo que consome uma parte significativa da energia consumida

pela humanidade([16]-[27]). As figuras 1.1 e 1.2 mostram respectivamente o material clı́nquer

com pequenos fragmentos gerados através de sua moagem e um moinho de cimento que é res-

ponsável pela cominuição do clı́nquer.

Clı́nquer é o produto da calcinação de uma mistura de minerais triturados (80%) e argilas

(20%). O composto misturado é um produto mineral complexo composto de pelo menos quatro

fases principais, silicato tricálcico C3S, silicato dicálcico C2S, aluminato tricálcico C3A e ferro-

aluminato tetracálcico C4AF (as abreviaturas utilizadas são válidas somente nas fases puras),
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Figura 1.1: Fotografia do material clı́nquer e pequenos fragmentos gerados através da sua
cominuição.

Figura 1.2: Ilustração da parte interna de um moinho de cimento com duas câmaras . Obtido
em [38]

conforme visto na figura 1.3 [3]. A tabela 1.1 sintetiza as fases descritas acima com as suas

respectivas frações quı́micas, as duas primeiras fases (alita (50− 65%) e belita (10− 20%))

são cristalinas, e as demais fases são amorfas. Em particular, os estudos de fragmentação têm

mostrado um potencial para reduzir substancialmente o consumo de energia da produção de

cimento global ([11], [29]).

Fase Notação quı́mica Fração de Volume
Alita C3S 50−65%
Belita C2S 10−20%

Aluminato C3A 5−10%
Ferrita C4AF 5−15%

Tabela 1.1: Fases principais do clı́nquer

Os materiais cristalinos são definidos como materiais que apresentam uma ordenação dos

seus átomos a longas distâncias atômicas, formando uma estrutura tridimensional chamada

de rede cristalina. Os materiais cristalinos mais conhecidos são os metais, alguns materiais

cerâmicos e certos polı́meros submetidos a condições normais de solidificação [9].

Os materiais amorfos também chamados de não-cristalinos são materiais em que não existe



1 Introdução 17

Figura 1.3: Micrografia na escala de 100 mı́crons de uma seção plana de uma amostra de
clı́nquer. Alita é um grão convexo afiado, belita possui a forma mais arredondada, ferrita e alu-
minato tricálcico possuem as formas mais irregulares preenchendo o espaço intersticial. Obtido
em [32]

ordem de longo alcance na disposição dos átomos. O material amorfo mais conhecido é o vidro,

porém existem outros tipos menos conhecidos mas também importantes como por exemplo o

poliestireno que é uma resina que serve de matéria prima na produção de copos descártaveis de

plástico, lacres de barris de chope e de vários tipos de embalagens em geral [39].

No passado, modelos estatı́sticos e correspondentes esquemas de simulação foram desen-

volvidos sistematicamente para investigar fragmentação frágil ([2]-[3]) em termos da distribuição

de tamanho de fragmento resultante, fusão e propagação de fendas, instabilidade e ramificação,

e a ocorrência da transição de danos. Simulações com base em sistemas de Lennard-Jones

(MD), modelos de elementos com haste-treliça foram capazes de reproduzir perfeitamente o

comportamento observado. No entanto, por razões de simplicidade e para aumentar a eficiência

computacional, a maioria das simulações de fragmentação consideram apenas materiais mo-

nofásicos. Neste trabalho, abordamos o processo de fragmentação frágil dos materiais mul-

tifásicos, considerando o caso mais simples de materiais em duas fases, onde uma fase cristalina

elástica é incorporada em uma matriz elástica amorfa.

O estudo realizado nesse trabalho é comparativo, analisando os comportamentos de mate-

riais cristalinos, amorfos e multifásicos. A abordagem é através de simulações computacionais

usando a técnica de modelagem dos elementos discretos (DEM), que possui grande aplicabili-

dade no estudo de simulações com materiais granulares constituı́dos de partı́culas rı́gidas.

Nesse contexto no capı́tulo 2 introduziremos os conceitos fundamentais da teoria da elas-

ticidade, necessários para compreensão das simulações computacionais. Grandezas que apa-
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receram constantemente no presente trabalho, como tensor de deformação e de tensão, entre

outras, serão encontradas naturalmente nesse capı́tulo, assim como as equações de equilı́brio

para corpos isotrópicos que tem papel fundamental para construção do modelo computacional.

No capı́tulo 3 apresentaremos o modelo de elementos discretos (DEM), abordando desde a

sua construção, que inicialmente abordava apenas simulações bidimensionais de discos, até as

suas aplicações mais modernas utilizadas hoje na literatura, que aborda modelos tridimensionais

mais complexos com esferas e poliedros. As regras de ruptura e o cálculo das propriedades do

sistema como tensor momento interno e tensor tensão de Cauchy também são tratados nesse

capı́tulo.

No capı́tulo 4 apresentamos resultados de simulações com 3 tipos de materiais (cristalino,

amorfo e multifásico), na primeira parte do capı́tulo (seção 4.1) são descritas as construções

das 3 amostras, na segunda parte do capı́tulo (seção 4.2) as amostras são caracterizadas através

de simulações com tensão uniaxial aplicada ao sistema e finalmente na terceira e última parte

do capı́tulo (seção 4.3), são realizadas simulações numéricas de colisões de partı́culas esféricas

(cristalina, amorfa e multifásica) construı́das na seção 4.1 com uma placa rı́gida.

No capı́tulo 5 conclui-se o trabalho apresentando sua relevância na literatura e fazendo

observações sobre os resultados encontrados nos modelos propostos. Sugestões e perspectivas

para trabalhos futuros nessa mesma linha de pesquisa tambem são delineados.
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2 Mecânica do contı́nuo

2.1 Tensor de deformação

A mecânica dos corpos sólidos, considerados como meios contı́nuos, forma o conteúdo da

teoria da elasticidade. Sobre a ação de forças aplicadas corpos sólidos apresentam deformações,

em certa medida, ou seja, eles mudam de forma e volume. Podemos descrever matematicamente

a deformação de um corpo através da posição~r de um ponto do corpo em algum sistema de co-

ordenadas com componentes (x1 = x,x2 = y,x3 = z), onde~r é o raio vetor antes da deformação;
~r′ é o raio vetor depois da deformação (com componentes x′i). O deslocamento desse ponto

devido à deformação é dado pelo vetor ~r′−~r, que vamos denotar por~u:

ui = x′i− xi (2.1)

O vetor deslocamento ~u é uma função da forma ~u(r). Considerando dois pontos muito

próximos entre si, visto que quando um corpo se deforma, variam as distancias entre seus pon-

tos, podemos dizer que o raio vetor que os une antes da deformação é dxi e o raio vetor que une

os mesmos pontos do corpo deformado será dx′i = dxi +dui. A distância entre os pontos antes

da deformação é:

dl =
√

dx2
1 +dx2

2 +dx2
3

Utizando a regra geral das somas podemos escrever:

dl2 = ∑
i

dx2
i = dx2

i

Consequentemente depois da deformação teremos:

dl
′2 = dx

′2
i = (dxi +dui)

2

Substituindo
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ui = ui(xk)

dui =
∂ui

∂xk
dxk

Podemos expressar dl
′2 na forma:

dl
′2 = dl2 +2εikdxidxk (2.2)

Onde εik, chamado tensor de deformação, é definido como:

εik =
1
2
(

∂ui
∂xk

+
∂uk

∂xi
+

∂ul

∂xi

∂ul

∂xk
) (2.3)

Assim a equação 2.3 fornece a variação de comprimento infinitesimal quando o sólido se

deforma. Por definição o tensor de deformação é simétrico, ou seja,

εik = εki. (2.4)

Como εki é um tensor simétrico, em qualquer ponto do sólido, podemos escolher um sistema de

eixos coordenados (os eixos principais do tensor) de tal maneira que somente as componentes

diagonais u11,u22,u33 = u(1),u(2),u(3) do tensor são diferentes de zero.

Se o tensor de deformação está diagonalizado em um ponto, em suas proximidades pode-

mos escrever,

dx
′2
i = (1+2u(i))dx2

i . (2.5)

Podemos encontrar o elemento de volume infinitesimal depois da deformação, considerando:

dv = dx1dx2dx3, como sendo o elemento de volume antes da deformação, com isso, dv
′
=

dx
′
1dx

′
2dx

′
3 será dado por:

dv
′
= dv(1+u(1))(1+u(2))(1+u(3))

Desprezando os termos de ordem não linear,

dv
′ ≈ dv(1+u(1)+u(2)+u(3)).

Como sabemos o traço do tensor εik (u(1)+u(2)+u(3)) é invariante, logo uii = u(1)+u(2)+u(3),

o mesmo em qualquer sistema de coordenadas. Portanto,

dv
′
= dv(1+uii) (2.6)
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O que nos da

uii =
dv
′−dv
dv

,

ou seja, é o traço do tensor εik que corresponde à variação de volume local por unidade de

volume. Considerando ui pequeno para pequenas deformações, podemos desprezar o terceiro

termo de 2.3, por ser de segunda ordem. Com isso,

εik =
1
2
(

∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
) (2.7)

A teoria da elasticidade é uma teoria que trata um sólido como um contı́nuo. Isso significa

dizer que quando consideramos um deslocamento dui, ou um elemento de volume dv estamos

lidando com um deslocamento muito maior que a distância atômica e volumes que contém

inúmeras moléculas.

2.2 Tensor de tensão

Chamamos de tensões internas as forças internas que aparecem quando os corpos se de-

formam. Deformações provocam mudanças na distribuição das moléculas dos corpos que se

encontravam originalmente em seu estado de equilı́brio. Se não há deformação, não existem

tensões internas. A força total exercida sobre um volume do corpo, é a soma de todas as forças

que atuam sobre cada um dos elementos de volume do corpo, com isso podemos escrevê-la

como uma integral de volume
∫
~f dv.

Onde ~f é força por unidade de volume e ~f dv é a força exercida sobre o elemento de volume

dv. A força que os elementos distintos da porção considerada exercem um sobre os outros

se anulam mutuamente em virtude da 3a lei de Newton. Além disso, em virtude da teoria da

elasticidade ser macroscópica, o alcance das forças de tensão é considerado nulo. Dessa forma,

a força total sobre o elemento de volume considerado também pode ser representada como a

soma das forças exercidas sobre todos os elementos de sua superfı́cie, ou seja, mediante uma

integral de superfı́cie.

Consequentemente para qualquer porção do sólido cada uma das 3 componentes da resul-

tante das tensões internas pode ser transformada em uma integral de superfı́cie. Ou seja, cada

componente da força por unidade de volume fi deve ser o divergente de algum campo vetorial.

fi =
∂σik

∂xk
, (2.8)
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o que define o tensor de tensão σik.

Temos que para elementos de superfı́cie nos planos xy,yz,zx as componentes do tensor

de tensão são σxx,σxy,σxz,σyx,σyy,σyz,σzx,σzy,σzz representam as forças por unidade de área

perpendicular aos eixos x, y e z respectivamente. Já os demais termos representam as forças

tangenciais. O momento de uma força tambem deve ser expresso como uma integral sobre a

superfı́cie onde:

~M = ~f ×~r = fix jε i jkek

Temos

Mi j = ( fix j− f jxi)

Mik =
∫
( fixk− fkxi)dv

Portanto,

Mik =
∫
(
∂σil

∂xl
xk−

∂σkl

∂xl
xi)dv

Que pode ser escrito como:

Mik =
∮
(σilxk−σklxi)dsl−

∫
(σik−σki)dv

Para que Mik seja expresso como uma integral de superfı́cie σik = σki. Levando a conclusão

de que o tensor de tensão é simétrico. Considerando ~P a força externa por unidade de superfı́cie

que atua no corpo; ~PdS será a força que age sobre o elemento de superfı́cie dS. Em equilı́brio

essa força externa deverá ser anulada pelas tensões internas que atuam sobre esse elemento de

superfı́cie. Conclui-se então que as tensões internas devem produzir uma força para haver tal

equilı́brio, logo:

PidS−σikdSk = 0

Escrevemos.

dSk = nkdS
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Obtemos.

Pi = σiknk (2.9)

Onde nk é o vetor unitário na direção da normal externa a superfı́cie. A condição proposta

pela equação 2.9 deve ser satisfeita em cada ponto da superfı́cie de um corpo em equilı́brio.

No equilı́brio as forças de tensão internas em todo elemento de volume devem se balancear.

Assim,

∂σik

∂xk
= 0.

Caso haja um campo externo, como um campo gravitacional, a soma das forças de tensão

internas e das forças do campo externo ~f +ρ~g devem se anular. Nesse caso,

∂σik

∂xk
+ρgi = 0

2.3 Termodinâmica das deformações

Esta seção tem como objetivo encontrar a relação fundamental da termodinâmica para cor-

pos deformados (energia interna infinitesimal), e derivar as relações entre os tensores de tensão

e deformação em função da energia interna livre e do potencial termodinâmico.

Considere um corpo deformado e suponhamos que se varie um pouco a deformação, de tal

maneira que ui(vetor deslocamento) sofra uma pequena modificação representada por δui; O

trabalho realizado pelas tensões internas nesta mudança será o produto de 2.8 por δui integrando

em todo volume, ou seja, δw = ∂σik
∂xk

δui;

∫
δwdV =

∫
∂σik

∂xk
δuidV

Onde δw é o trabalho por unidade de volume realizado pelas tensões internas. Usando

integração por partes temos:

∫
δwdV =

∮
σikδuidSk−

∫
σik

∂δui

∂xk
dV

Considerando um meio ilimitado não deformado no infinito, σik = 0 na superfı́cie e a pri-
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meira integral se anula. Assim,

∫
δwdV =−

∫
σik

∂δui

∂xk
dV,

como σik é simétrico, podemos escrever:

∫
δwdV =−1

2

∫
σikδ (

∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
)dV

Portanto,

∫
δwdV =−

∫
σikδεikdV.

Assim, o trabalho realizado por unidade de volume, ao variar o tensor de deformação é

dado por

δw =−σikδεik. (2.10)

Podemos encontrar a partir de 2.10 a relação termodinâmica fundamental para corpos de-

formados. Considerando um processo termodinâmico reversı́vel temos, a variação da energia

interna por unidade de volume,

dU = T dS−dw.

Onde T é a temperatura e S é a entropia por unidade de volume.

Logo,

dU = T dS+σikdεik (2.11)

Introduzindo a energia livre de Helmholtz do corpo F =U−T S, e substituindo 2.11, temos

dF = σikdεik−SdT (2.12)

que nos dá a energia livre por unidade de volume em função dos tensores deformação e

tensão. O potencial termodinâmico pode ser obtido a partir da generalização da expressão usual
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Φ =U−T S+PV que representa a energia livre de Gibbs. Com isso:

Φ =U−T S−σikεik = F−σikεik (2.13)

Analogamente temos:

dΦ =−SdT − εikdσik (2.14)

Finalmente derivando 2.11 e 2.12 com a entropia constante ou a temperatura constante

chegamos:

σik =

(
∂U
∂εik

)
s
=

(
∂F
∂εik

)
T

(2.15)

Analogamente derivando 2.14 com relação às componentes do tensor de tensão encontra-

mos as componentes do tensor de deformação εik:

εik =−
(

∂φ

∂σik

)
T

(2.16)

2.4 Relação entre tensão e deformação

Esta seção tem como objetivo encontrar uma relação entre os tensores de tensão e deformação

para pequenas deformações. Naturalmente nas expressões matemáticas apareceram o módulo

de compressão hidrostática e o módulo de rigidez. Começaremos desenvolvendo a energia livre

em série de potências de εik, visto que as deformações consideradas são pequenas e os casos

considerados são de corpos isotrópicos.

A energia livre F deve ser um escalar, assim expandimos em séries de (uii)
2, o traço ao

quadrado, e ε2
ik, a soma do quadrado de todas as componentes do tensor εik, que são escalares

(não alteram se for feita uma rotação no sistema de coordenadas).

F = F0 +
λ

2
u2

ii +µε
2
ik (2.17)

Observe que não aparece termos lineares em (2.17), visto que para εik = 0 ⇒ σik = 0 e

σik =
(

∂F
∂εik

)
T

. A expressão (2.17) representa a expressão geral para a energia livre de um corpo

isotrópico deformado. As grandezas λ e µ são chamadas coeficientes de Lamé. Lembrando que
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a mudança de volume é dado pela soma uii. Portanto se a soma é zero, não a mudança de vo-

lume durante a deformação, apenas da forma do corpo. Chamamos tais deformações que não

variam o volume de deformações de cisalhamento. No caso oposto onde á deformação pro-

voca uma mudança no volume do corpo chamamos de compressão hidrostática. É conveniente

então representar (2.17) como uma soma das deformações de cisalhamento e de compressão

hisdrostática, precisamos então utilizar a identidade:

εik = (εik−
1
3

δikull)+
1
3

δiiull (2.18)

O primeiro termo de (2.18) é a deformação de cisalhamento, visto que a soma de seus

elementos diagonais é zero, onde δii = 3 e o segundo termo é a compressão hidrostática. Como

expressão geral é conveniente representar (2.17) como um módulo de rigidez e um módulo de

compressão hidrostática. Para isso vamos elevar (2.18) ao quadrado e substituir em (2.17).

Obtemos:

F = µ(εik−
1
3

δiku2
ll)

2 +
u2

ll
2
(λ +

2µ

3
)

Introduzindo o módulo de compressão hidrostática (K = λ + 2µ

3 ), temos:

F = µ

(
εik−

1
3

δikull

)2

+
Ku2

ll
2

, (2.19)

onde µ é também chamado módulo de cisalhamento. No estado de equilı́brio termo-

dinâmico a energia deve ser um mı́nimo. F em função de εik deve então ter um mı́nimo. Como

as deformações de compressão hidrostática pura e cisalhamento puro podem ocorrer indepen-

dentemente, resulta que.

K > 0,µ > 0 (2.20)

Vamos utilizar a equação 2.15 para encontrarmos a relação entre o tensor de tensão e

deformação.

(
∂F
∂εik

)
T

Vamos escrever a diferencial total dF a (temperatura constante). Temos:
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dF = Kulldull +2µ

(
εik−

1
3

ullδik

)
d
(

εik−
1
3

ullδik

)
.

= Kulldull +2µ

(
εik−

ullδik

3

)
dεik.

Substituindo dull por δikdεik,

dF = [Kullδik +2µ(εik−
ullδik

3
)]dεik.

O tensor de tensão será:

σik = Kullδik +2µ(εik−
δikull

3
). (2.21)

Chegamos em 2.21 que determina o tensor de tensão em termos do tensor de deformação

para um corpo isotrópico. Também é possı́vel obter εik como função de σik. Para fazer isso,

vamos utilizar a soma dos termos diagonais σii em 2.21.

σii = Kuiiδii +2µ(uii−
δiiuii

3
).

σii = 3Kuii

Chegamos então:

uii =
σii

3K
(2.22)

Podemos observar em (2.22) que a mudança relativa de volume uii em qualquer deformação

de um corpo isotrópico depende somente da soma σii dos elementos diagonais do tensor de

tensão. Substituindo (2.22) em (2.21), obtemos εik como função de σik.

σik = K(σll/3K)δik +2µεik−
2µδikσll/3K

3
.

εik =
δikσll

9K
+

1
2µ

(σik−
δikσll

3
). (2.23)
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A expressão (2.23) nos fornece o tensor de deformação em termos do tensor de tensão.

Observamos que εik é uma função linear de σik, ou seja, a deformação é proporcional as forças

aplicadas ao corpo. Esta lei válida para pequenas deformações é conhecida como lei de Hooke.

2.5 Deformações homogêneas

Para introduzir as grandezas módulo de Young e razão de Poisson, considere a haste lo-

calizada ao longo do eixo-z, e suponha que se aplicam forças nos extremos da mesma, que a

distendem em sentidos opostos. Estas forças atuam uniformemente em toda a superfı́cie dos

extremos; chamaremos de p esta força por unidade de área. Deformações homogêneas são

aquelas em que o tensor de deformação é constante em todo o corpo, ou seja, εik tem o mesmo

valor em todo ponto do corpo. Podemos determinar σik, que também é constante, a partir das

condições de contorno 2.9. Não existem forças aplicadas na superfı́cie lateral da haste: Com

isso, σiknk = 0 nas mesmas superfı́cies. Como o vetor unitário n̂ sobre a superfı́cie lateral é

perpendicular ao eixo z, (nz = 0), pode-se concluir então que todas as componentes σik, exceto

σzz, são nulas. Nos extremos σzini = p, ou seja:

σzz = p.

Observamos na equação (2.23) que todas as componentes de εik, com (i 6= k), são nulas.

Portanto sobram apenas:

uxx = uyy =
1

9K
δxxσzz +

1
2µ

(σxx−
1
3

δxxσzz)

uzz =
1

9K
δzzσzz +

1
2µ

(σzz−
1
3

δzzσzz)

uxx = uyy =−
1
3
(

1
2µ
− 1

3K
)p,uzz =

1
3
(

1
µ
+

1
3K

)p (2.24)

A componente uzz dá a mudança relativa do comprimento da haste. Podemos escrever uzz

como:

uzz =
1
3
(

µ +3K
3Kµ

)p = (
µ +3K

9Kµ
)p
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Defini-se o módulo de Young E tal que p = Euzz, de onde:

E =
9Kµ

3K +µ
(2.25)

As outras componentes uxx,uyy dão a contração relativa da haste na direção transversal. A

razão entre a contração transversal e a extensão longitudinal define o coeficiente de Poisson, ou

seja:

uxx =−νuzz, (2.26)

de onde,

ν =
1
2

3K−2µ

3K +µ
(2.27)

Por causa de 2.20 o coeficiente de Poisson é limitado entre os valores:

−1≤ ν ≤ 1
2

(2.28)

Como F ∼ ε2
ik, εik

∂F
∂εik

= 2F , e como ∂F
∂εik

= σik temos que F = 1
2εikσik. Como somente a

componente σzz é diferente de zero, podemos escrever, nesse caso,

F =
σzzuzz

2
=

p2

2E
. (2.29)

Invertendo as equações 2.25 e 2.27 obtemos:

µ = 3EK
9K−E , K = −2µ(1+ν)

3(2ν−1)

De onde:

µ = E
2(1+ν) , K = E

3(1−2ν) . (2.30)

É interessante reescrever as equações (2.19), (2.21) e (2.23) em termos dos módulos de
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Young e da razão de Poisson. A energia livre (2.19) será:

F =
E

2(1+ν)
(ε2

ik +
νu2

ll
1−2ν

) (2.31)

Analogamente o tensor de tensão, a equação (2.21) pode ser reescrita como

σik =
E

1+ν

(
εik +

νullδik

1−2ν

)
. (2.32)

E finalmente a equação (2.23),

εik =
1
E
[(1+ν)σik−νσllδik]. (2.33)

2.6 Equações de equilı́brio para corpos isotrópicos

Vamos escrever inicialmente as equações de equilı́brio para um campo gravitacional uni-

forme, pois estas são as forças que aparecem habitualmente na teoria da elasticidade. Subs-

tituindo na equação geral ∂σik
∂xk

+ρgi = 0 encontrada na seção (2.2) a expressão (2.32) para o

tensor de tensão. Obtemos:

∂σik

∂xk
=

Eν

(1+ν)(1−2ν)

∂ull

∂xi
+

E
1+ν

∂εik

∂xk

Substituindo (2.7) na equação acima, obtemos as equações de equilı́brio na forma

E
2(1+ν)

∂ 2ui

∂x2
k
+

E
2(1+ν)(1−2ν)

∂ 2ul

∂xi∂xl
+ρgi = 0 (2.34)

A equação (2.34) pode ser escrita na forma vetorial, onde ∂ 2ui
∂x2

k
são as componentes do vetor

∇2~u e ∂ul
∂xl
≡ ~∇.~u. Temos então:

E
2(1+ν)

∇
2~u =− E

2(1+ν)(1−2ν)

∂

∂xi
(
∂ul

∂xl
)−ρ~g

E
2(1+ν)

∇
2~u =−

~∇(~∇.~u)E
2(1+ν)(1−2ν)

−ρ~g
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∇
2~u+

~∇(~∇.~u)
(1−2ν)

=−2ρ~g(1+ν)

E
(2.35)

Usando a identidade,

∇
2~A = ~∇(~∇.~A)−~∇×~∇×~A

temos.

~∇(~∇.~u)−~∇×~∇×~u+
~∇(~∇.~u)
1−2ν

=−2ρ~g(1+ν)

E

~∇(~∇.~u)(1−ν)

(1−2ν)
− (1−2ν)~∇×~∇×~u

2(1−2ν)
=−ρ~g(1+ν)

E

Multiplicando a equação acima por (1−2ν) e dividindo por (1−ν), chegamos finalmente

a:

~∇(~∇.~u)− (1−2ν)~∇×~∇×~u
2(1−ν)

=−ρ~g(1+ν)(1−2ν)

E(1−ν)
. (2.36)

Se existirem outras forças, o segundo membro de (2.35) deverá ser modificado de acordo

com as condições estudadas. Se a deformação de um corpo é causada por forças aplicadas sobre

a superfı́cie. A equação de equilı́brio será então:

∇
2~u+

~∇(~∇.~u)
(1−2ν)

= 0

(1−2ν)∇2~u+~∇(~∇.~u) = 0 (2.37)

Podemos escrever de outra forma:

~∇(~∇.~u)− (1−2ν)~∇×~∇×~u
2(1−ν)

= 0

Resultando então:

2(1−ν)~∇(~∇.~u)− (1−2ν)~∇×~∇×~u = 0. (2.38)
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Tomando a divergência da equação (2.37), encontramos:

~∇.~∇(~∇.~u) = ∇
2(~∇.~u) = 0, (2.39)

Ou seja, ~∇.~u (que determina a mudança de volume devido a deformação) é uma função

harmônica. Tomando o laplaciano da equação (2.37), encontramos:

∇
2
∇

2~u = 0, (2.40)

Ou seja, em equilı́brio, o vetor de deslocamento satisfaz a equação biharmonic.

2.7 Mecânica da fratura

A robustez nos metais estruturais – particularmente de aço – pode ser aumentada para nı́veis

muito elevados, manipulando a microestrutura de modo a inibir o movimento de deslocamento.

Infelizmente, isso torna o material cada vez mais frágil, propiciando que as rachaduras possam

se propagar catastroficamente. Inúmeros desastres de engenharia estam relacionados direta-

mente com este fenômeno, estudiosos da área de engenharia de materiais e áreas afins envolvi-

dos no projeto estrutural devem estar cientes dos procedimentos agora disponı́veis para proteger

contra a fratura frágil. O termo ”mecânica da fratura”refere-se a uma especialização vital den-

tro da mecânica dos sólidos em que presume-se a presença de uma fissura, queremos encontrar

relações quantitativas entre o comprimento da rachadura, a resistência inerente do material ao

crescimento da rachadura e a tensão em que a fenda se propaga a alta velocidade para causar a

falha estrutural.

A abordagem do balanço de energia

O trabalho de Inglis’ sobre fraturas em materiais apresentava uma grande dificuldade ma-

temática: no limite de uma rachadura perfeitamente nı́tida, as tensões na ponta da fissura eram

muito grandes, aproximadamente infinitas. Pouco antes de 1920 Griffith ciente do trabalho de

Inglis’, resolveu tirar o foco das tensões na ponta da fissura e resolveu focar na abordagem

do balanço de energia, que se tornou um dos mais famosos desenvolvimentos em ciência dos

materiais. A energia de deformação por unidade de volume de material tensionado é

F =
1
V

∫
f
′
dx =

∫ f
′

A
dx
L

=
∫

pdε.
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Se o material é linear (p = Eε), então a energia de deformação por unidade de volume é

F =
∫

Eεdε =
Eε2

2
=

p2

2E

Quando uma rachadura cresce em um sólido, a uma profundidade, uma região de material

adjacente à superfı́cie livre é descarregada, e sua energia de tensão liberada. Usando a solução

de Inglis, Griffith conseguiu calcular essa energia. Uma maneira de visualizar essa liberação

de energia, é considerar duas regiões triangulares próximas a fissura, de largura a e altura βa,

como sendo completamente descarregadas, enquanto o material restante continua a sentir a

tensão total p. Verifica-se que para o plano de estresse de carga β = π a solução concorda com

o proposto por Inglis. A energia de deformação total F∗ liberada será:

F∗ =− p2

2E
.πa2

F∗ representa a energia de deformação libertada por unidade de espessura da amostra. Esta

energia de deformação é libertada pelo crescimento da rachadura. A energia de superfı́cie S

associada com uma rachadura de comprimento a é:

S = 2γa.

O fator 2 aparece em virtude das duas superfı́cies livres formadas e γ é a energia de su-

perfı́cie. A energia total associada com a fissura é então a soma da (positiva) energia absorvida

para criar as novas superfı́cies, além da energia de pressão (negativa) liberada, permitindo que

as regiões próximas da rachadura tornem-se descarregadas. Observa-se que depois do ponto, o

crescimento da fenda é espontâneo e catastrófico. O comprimento crı́tico da fenda a = ac pode

ser encontrado fazendo a derivada total da energia S+F∗ igual a zero. Temos então:

∂ (S+F∗)
∂a

= 2γ−
p2

f πa

E
= 0

Resultando em,

p f =

√
2Eγ

πa
.

Chamamos p f de tensão crı́tica. No seu trabalho original Griffith tratou de materiais muito

frágeis, barras de vidro mais especificamente. Quando o material apresenta maior ductilidade,
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a energia de superfı́cie sozinha não fornece um modelo exato para a fratura. Irwin e Orowan

sanaram algum tempo depois, pelo menos em parte, de forma independente essa deficiência.

Eles sugeriram que em um material ductil grande parte da energia de deformação não libertada

foi absorvida através da criação de novas superfı́cies. Irwin e Orowan sugeriram que a fratura

catastrófica ocorre quando a energia de deformação é lançada a uma velocidade suficiente para

satisfazer as necessidades de todos os dissipadores de energia e denotando essa taxa de liberação

de energia como tensão crı́tica, pelo parâmetro gc; a equação de Griffith pode então ser reescrita

na forma:

p f =

√
Egc

πa

Esta expressão relaciona de forma sucinta uma relação entre a tensão crı́tica, o parâmetro

gc e a largura a.
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3 Elementos discretos

O Modelo de elementos discretos (DEM) foi apresentado pela primeira vez por Cundall

e Strack (1979) [8], para estudar mecânica das rochas. Desde então diferentes aplicações de

DEM foram feitas com sucesso. Essas aplicações variam do estudo de comportamento estático

de materiais granulares, à fragmentação por impacto e explosão, usando partı́culas elementares

de várias formas que são conectadas por diferentes tipos de elementos de coesão ([33], [41]−
[25], [23], [30]− [7]).

De maneira geral o método se baseia no uso das equações de Newton para governar o mo-

vimento de translação e rotação dos elementos, que concentram toda a massa. Forças e torques

surgem das interações entre os elementos, seja de contato ou coesão, de forças volumétricas que

atuam no sistema e, naturalmente da interação com limites como paredes.

Ao longo deste trabalho, utilizamos uma implementação tridimensional de DEM, onde ma-

terial sólido é representado por um conjunto de esferas de diferentes tamanhos. Essas esferas,

os elementos do método, estão conectadas através de elementos de haste-treliça, que deformam

por alongamento, cisalhamento, flexão e torção.

Além de transportar toda a massa do sistema, não são permitidos aos elementos esféricos

penetrar-se uns aos outros sem uma força repulsiva, agindo sobre eles. Esse mecanismo é

incluı́do no modelo para levar em conta as possı́veis interações entre diferentes fragmentos

formados durante a quebra do material.

A força total e momento atuando sobre cada elemento consiste de forças de contato re-

sultantes de interações de esfera esfera, ~Fc = ~Fde f +~Fdis, das forças de alongamento e flexão
~Fb = ~Felo + ~Q, e momentos ~Mb transmitidos pelos elementos de coesão haste-treliça.

A força de contato tem um termo repulsivo devido à interação elástica entre elementos

esféricos. Atribuindo a cada elemento esférico, ou partı́cula, o módulo de Young E p e a razão

de Poisson ν p, o termo repulsivo da força de contato pode ser calculado a partir da equação

de equilı́brio entre dois sólidos isotrópicos (ver seção 2.6), equação (2.38). Esse ”problema

de contato”na teoria da elasticidade foi resolvido por Hertz em 1882 ([26], [18]). A força na
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partı́cula i em contato com a partı́cula j, em função da deformação ξi j (veja a figura 3.1)é dada

por

~Fde f
i j =

4
3

E p
√

Re f

(1−ν2)
ξ

3/2
i j n̂, (3.1)

onde~ri j é a posição relativa da partı́cula j com respeito à i (veja figura 3.1), ξi j = Ri +Ri−
|~ri j| representa a deformação das esferas, 1

Re f f = 1/Ri +1/R j, e n̂ =~ri j/|~ri j|.

O uso de elementos esféricos também pode levar a um ligeiro aumento de tenacidade à

fratura por cisalhamento no caso da fratura sob compressão. Em nosso caso, entretanto, a falha

da modalidade II é rara segundo [10] e consequentemente este efeito não é muito importante

nas aplicações apresentadas nesse trabalho.

A representação 3D das hastes usadas neste trabalho são uma extensão do caso bidimen-

sional das hastes de Euler-Bernoulli descrito na Ref. [35]. Em três dimensões, no entanto,

a deformação total de uma haste é calculada pela superposição de alongamento, torção, bem

como dobra e corte em dois planos diferentes.

À força de deformação dada por (3.1) adiciona-se as forças de amortecimento viscoso e

atrito entre as partı́culas para se levar em conta no modelo os processos de dissipação de energia

durante a fragmentação. Esses termos adicionais são ([14], [23]) dados por.

~Fdis
i j =−γn~vi j,n−min(γt |~vi j,t |,µ|~Fde f

i j |)t̂ (3.2)

onde~vi j,n = (~vi j · n̂)n̂,~vi j,t = (~vi j−~vi j,n)+~ωi j× n̂ são as componentes normal e tangencial

da velocidade relativa entre as partı́culas i e j, com ~ωi j = ~ω j−~ωi a diferença entre as velocida-

des angulares, e t̂ =~vi j,t/|~vi j,t |. Aqui γn e γt referem-se aos termos de amortecimento viscoso,

e µ ao coeficiente de atrito de acordo com a lei de Coulomb para fricção entre dois corpos.

O termo tangencial adiciona um torque à partı́cula i devido à fricção com a partı́cula j dado

por

~Mdis
i j =~vi j,t× (Rin̂) (3.3)

A força restauradora, atuando sobre o elemento i conectado por uma haste ao elemento j

devido ao alongamento da haste é dado por

~Felo
i j = EbAb

εi jn̂, (3.4)
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Figura 3.1: Representação da interação elástica entre dois elementos esféricos .

onde Eb é a rigidez da haste, εi j = (|~ri j| − l0)/l0, com l0 o comprimento inicial do feixe

e Ab sua seção transversal. Desta forma, a força restauradora é atrativa para o alongamento e

repulsiva para a compressão dos elementos haste-treliça.

As forças de flexão e os torques transmitidos pela haste são calculados a partir da alteração

nas orientações em cada extremidade da haste, em relação ao sistema de coordenadas fixo do

corpo da haste (êb
x , ê

b
y , ê

b
z ).

A Figura 3.2 mostra uma tı́pica deformação devido à rotação de ambas as extremidades do

feixe em relação ao eixo êb
z , com êb

x orientado na direção de~ri j. Tendo em conta as orientações

angulares θ
z
i e θ

z
j , a correspondente força de flexão ~Qz,b

j e momento ~Mz,b
j para a deformação

elástica da haste são dadas por [29]:

~Qz,b
i j = 3EbI

(θ z
i +θ

z
j )

L2 êb
y , (3.5)

~Mz,b
i j = EbI

(θ z
i −θ

z
j )

L
êb

z +(~Qz,b
i ×|~ri j|êb

x), (3.6)

Figura 3.2: Deformação tı́pica de uma haste no plano x-y, mostrando as forças resultantes de
flexão, cisalhamento e torques. O eixo z é perpendicular à imagem.

onde I é o momento de inércia do feixe. Equações correspondentes são escritas para

rotações gerais em torno de êb
y , e as forças e momentos são somados. O torque devido torção é
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calculado considerando uma rotação relativa dos elementos ao redor de êb
x :

~Mx,b
i j =−GbItor (θ

x
j −θ x

i )

L
êb

x (3.7)

com Gb e Itor representando o módulo de corte e o momento de inércia das hastes ao longo

do eixo da haste, respectivamente. As forças de flexão e momentos são transformados para

o sistema de coordenadas global, antes de serem adicionados ao contato, volume e forças de

paredes.

3.1 Regras de Ruptura

As hastes podem quebrar a fim de modelar explicitamente os danos, a fratura, e a falha do

sólido. A regra de quebra imposta leva em conta a quebra devido ao alongamento e flexão de

uma haste ([6], [28], [22], [19], [12]), uma haste é considerada ”quebrada”se

(
ε

εth

)2

+
max(|θi|, |θ j|)

θth
≥ 1, (3.8)

onde ε = ∆l/l0 é a deformação longitudinal, e θi e θ j são os ângulos gerais de rotação nas

extremidades da haste entre os elementos i e j, respectivamente. Aqui cosθi = êib
x .ê

b
x , onde

(êib
x , ê

ib
y , ê

ib
z ) define a orientação das i-partı́culas no sistema de coordenadas fixo do corpo da

haste, cálculo similar é executado para avaliar θ j. A equação (3.8) tem a forma do critério de

rendimento de Von Mises para a plasticidade do metal ([19], [34]). A primeira parte da equação

3.8) refere-se à quebra da haste através do alongamento e a segunda através da flexão, com εth e

θth, sendo os respectivos limiares. Os valores de limiar introduzidos são tomados aleatoriamente

para cada haste, de acordo com a distribuição de Weibull:

P(εth) =
k
ε0
(
εth

ε0
)k−1exp[−(εth

ε0
)k], (3.9a)

P(θth) =
k
θ0

(
θth

θ0
)k−1exp[−(θth

θ0
)k], (3.9b)

Aqui k, ε0 e θ0 são parâmetros do modelo, que controlam a largura das distribuições e os

valores médios para εth e θth, respectivamente. Desordem baixa é obtido através da utilização de

grandes valores de k, desordem grande através da utilização de pequenos valores de k. A desor-

dem é introduzida também no modelo pelos diferentes comprimentos da haste na discretização

conforme descrito abaixo.
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As regras de quebra são avaliadas em cada passo de tempo. A quebra da haste é irreversı́vel,

o que significa que hastes quebradas são excluı́das dos cálculos da força para todas as etapas de

tempo consecutivos.

3.1.1 Desordem

A desordem está associada ao processo de ruptura macroscópico, visto que, cada elemento

de coesão representa o sistema em escala macroscópica, basta então adicionar a cada elemento

de coesão um ponto de quebra e possivelmente módulo elástico diferente. Uma das vantagens

de se utilizar o DEM no estudo de fraturas de meios desordenados é que a desordem pode ser

adicionada facilmente no modelo estudado através das propriedades elásticas das partı́culas.

Neste trabalho são atribuı́das as mesmas propriedades elásticas a todas as hastes, a fim de inves-

tigarmos unicamente o papel da desordem no sistema, pois os processos de fratura e ruptura são

muito sensı́veis a desordem. Dessa forma podemos introduzir desordem localmente de forma

direta para realizarmos o estudo de fratura. A desordem é criada através:

• Da rede utilizada.

• Variáveis da elasticidade (tamanho, densidade, tensão de deformação e outras proprieda-

des das partı́culas.

• Critérios de ruptura.

• Remoção de uma fração dos elementos de coesão antes do inı́cio de uma simulação.

Todas as hastes tem o mesmo módulo de Young. A constante da mola é K
′
= E pAb

l0
, onde

Ab é a área da seção transversal; E p o módulo de Young e l0 é o comprimento inicial. Como

o módulo de Young é constante e a área da seção tambem é constante, pois as vigas utilizadas

satisfazem as hipóteses de Euler-Bernoulli, a desordem é introduzida no sistema através de l0
no tempo t = 0, depois não varia mais. Chamamos essa desordem de desordem ”congelada”. A

desordem ”congelada”ocorre em processos lentos de fratura de determinados materiais, nesse

caso as propriedades de ruptura dos elementos coesivos são estabelecidas apenas uma vez no

inı́cio da simulação. A lei de distribuição usada no presente trabalho é a lei de Weibull. Os

valores crı́ticos εth e θth obedecem a essa lei de distribuição.
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3.2 Evolução temporal

A evolução temporal do sistema é seguida resolvendo-se numericamente as equações de

movimento para a translação e rotação de todos os elementos, discretizando-se o tempo em

passos de tamanho δ t. Na implementação do método DEM utilizada nesse trabalho utilizamos

o algoritmo de integração conhecido como predictor-corrector de sexta-ordem, descrito abaixo.

A dinâmica das rotações dos elementos é descrita usando quatérnios ([35], [36]).

O método predictor-corrector (PC) é um algoritmo que é constituı́do de dois passos. No

primeiro passo a predição faz um cálculo de estimativa aproximada da quantidade desejada. No

segundo passo o corretor refina a aproximação inicial utilizando outro meio. Resolvendo-se

assim uma equação diferencial de segunda ordem da forma

ζ̈ = f (ζ , ζ̇ , t)

Para o instante t +δh o passo preditor é uma extrapolação dos valores apurados em tempos

t, t−δh. O preditor será

P(ζ ) : ζ (t +δh) = ζ t +δhζ̇ (t)+δh2
k−1

∑
i=1

ψi f (t +[1− i]δh)

A equação acima é chamada de equação de Adams-Boshforth e contém a mesma informação

que uma expansão de Taylor, esta equação proporciona resultados exatos para ζ (t) = tq onde

q≤ k; Isso torna-se verdade se os coeficientes [ψi] satisfazem o conjunto de k−1 equações

k−1

∑
i=1

(1− i)q
ψi =

1
(1+q)(2+q)

,q = 0, ...k−2

Para dζ

dt

P(ζ̇ ) : δhζ̇ (t +δh) = ζ (t +δh)−ζ (t)+δh2
k−1

∑
i=1

ψ
′
i f (t +[1− i]δh)

os coeficientes devem satisfazer as equações

k−1

∑
i=1

(1− i)q
ψ
′
i =

1
(2+q)
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Feito o primeiro passo que foi calcular o valor de f (t+δh utilizando ζ e ζ̇ , podemos refinar

a estimativa prevista no primeiro passo utilizando a fórmula de Adams-Moulton

C(ζ ) : ζ (t +δh) = ζ t +δhζ̇ (t)+δh2
k−1

∑
i=1

γi f (t +[2− i]δh)

C(ζ̇ ) : δhζ̇ (t +δh) = ζ (t +δh)−ζ (t)+δh2
k−1

∑
i=1

γ
′
i f (t +[2− i]δh)

Os coeficientes são

k−1

∑
i=1

(2− i)q
γi =

1
(1+q)(2+q)

,
k−1

∑
i=1

(1− i)q
γ
′
i =

1
(1+q)(2+q)

Analogamente as fórmulas do método PC para, ζ̇ = f (ζ , t) serão:

-Preditor

P(ζ ) : ζ (t +δh) = ζ t +δh
k−1

∑
i=1

ψi f (t +[1− i]δh).

-Corretor

C(ζ ) : ζ (t +δh) = ζ t +δh
k−1

∑
i=1

γi f (t +[2− i]δh)

Os coeficientes obtidos serão

k−1

∑
i=1

(1− i)q
ψi =

1
(1+q)

,
k−1

∑
i=1

(2− i)q
γi =

1
(1+q)

3.3 Cálculo das propriedades do sistema

Para cada passo de tempo, certas propriedades do sistema são calculadas e acumuladas para

a obtenção de médias temporais. Destacamos aqui o cálculo da energia total do sistema, e dos

campos de tensão e deformação.

A energia total do sistema é obtida pela soma das energias cinéticas de cada partı́cula e

energia potencial do sistema devido às interações de pares descritas acima. A energia total é

dada por
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Etotal = ∑
i

(
1
2

miv2
i +

1
2

Iiω
2
i

)
+

+∑
i

contatos

∑
j 6=i

20
6

E p
√

Re f

1−ν p2 ξ
5
2+

+∑
i

hastes

∑
j 6=i

(
1
2

EbAb`0ε
2
i j +EbI f l

(
θy,i +θy, j

)2
+EbI f l

(
θx,i +θx, j

)2
+GbItor (θx)

2
)

A componente (α,β ) do tensor de tensão na posição da partı́cula i é aproximada por ([5]).

σ
i
αβ

=
1
V

vizinhos

∑
j

(
~r j−~ri

)
α

(
~Fi j

)
β

(3.10)

onde
(
~Fi j

)
β

é a soma das contribuições das forças de contato e de coesão entre as partı́culas

i e j, tomada a componente β . Essa aproximação é baseada na relação entre tensão e momento

(veja quinta equação da página 20) e pode ser verificada considerando-se o tensor tensão de

Cauchy, que tem como finalidade principal tratar problemas de corpos que sofrem pequenas

deformações ([28], [37]).

A componente (α,β ) do tensor de deformação na posição da partı́cula i é aproximada por

εαβ =
1

Nvizinhos

vizinhos

∑
j

1
2

((
~ui−~u j

)
α(

~ri−~r j
)

β

+

(
~ui−~u j

)
β(

~ri−~r j
)

α

)
(3.11)

onde~ui =(~ri−~ri(t = 0)) e são tomados apenas os vizinhos mais próximos. Essa aproximação

basea-se na definição do tensor de deformação, (eq. 2.7).
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4 Resultados

Nesse capı́tulo são descritas simulações para três diferentes tipos de amostras. Cristalina,

amorfa e multifásica.

4.1 Construção das amostras

4.1.1 Amostras Cristalinas.

As amostras cristalinas são obtidas alocando-se os nós, ou seja, a posição de cada elemento

do método de elementos discretos em uma rede ordenada HCP (Hexagonal close packing). Os

elementos associados aos primeiro-vizinhos da rede são então conectados por hastes, como

mostrado na figura 4.1. As propriedaddes elásticas e os limiares de quebra para alongamento e

flexão de cada haste são escolhidos a partir de uma distribuição de Weibull conforme mencio-

nado anteriormente no capı́tulo 3.

Figura 4.1: Amostra cristalina. Elementos alocados em uma rede HCP conectados por hastes.

Uma amostra esférica é então obtida pela exclusão de todos os elementos e de todas as
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ligações externas da região esférica desejada. A figura 4.2.mostra a amostra esférica obtida a

partir da amostra mostrada na figura 4.1

Figura 4.2: Amostra esférica cristalina .

4.1.2 Amostras Amorfas.

A construção numérica da amostra amorfa envolve a alocação dos elementos em uma

rede não-ordenada com velocidade inicial aleatória. Os raios dos elementos são escolhidos

aleatóriacamente de uma distribuição binária, sendo o raio mı́nimo 95% do raio máximo. O

sistema é deixado evoluir no tempo até que as posições dos elementos fiquem aleatórias. Nesse

perı́odo de tempo o sistema se expande. Em seguida a amostra é comprimida hidrostaticamente

para compactar novamente os elementos. Uma força viscosa é adicionada durante esse perı́odo

de compressão de tal forma que as velocidades dos elementos se anulem e esses permanaçam

nas posições de equilı́brio, produzindo elementos compactados em uma rede aleatória.

Uma vez que são obtidas as posições aleatórias, com raios e densidades já conhecidos,

conectamos os elementos com hastes utilizando o método de tesselação de Voronoi [15] (veja

Apêndice A).

As propriedaddes elásticas e os limiares de quebra para alongamento e flexão de cada haste

são escolhidos a partir de uma distribuição de Weibull conforme mencionado anteriormente no

capı́tulo 3.

Na figura 4.3 temos as etapas de construção da amostra numérica amorfa. Primeiramente

com a distribuição aleatória das velocidades em (a) e posteriormente a evolução temporal da
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simulação com a compressão hidrostática do sistema que observamos de (b) até (d). Em (e) as

partı́culas estão todas empacotadas e em (f) os elementos são mostrados conectados por hastes

usando a tesselação de Voronoi.

a) b) c)

d) e) f)

Figura 4.3: Etapas de construção das amostras amorfas. (a) Os vetores velocidade distribuı́dos
aleatoriamente são representados por setas, Evolução temporal do sistema (b) após 7 000 passos
, (c) após 10 000 passos, (d) após 17.900 e finalizando a simulação em 100.000 passos. Em (f)
temos os elementos empacotados e conectados por hastes.

A seguir na figura 4.4 mostramos a amostra esférica amorfa gerada através dos procedi-

mentos detalhados acima.
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Figura 4.4: Amostra esférica amorfa.

4.1.3 Amostras Multifásicas

O terceiro tipo de amostra, rotulada multifásica, é mais complexa. A figura 4.5 mostra as

etapas de construção da amostra multifásica. Primeiro, um empacotamento de poliedros con-

vexos aleatórios, seguindo uma distribuição de tamanho desejado é gerada. Dentro de cada

poliedro, partı́culas cristalinas são geradas, colocando elementos usando redes HCP orientadas

de acordo com o sistema de coordenadas local principal. Estes elementos estão ligados por

vigas usando os vizinhos mais próximos. Após este primeiro passo, elementos soltos são adi-

cionados nos espaços intersticiais entre poliedros. Velocidades aleatórias são atribuı́das para

todos os elementos (partı́culas cristalinas e elementos soltos) e o sistema é deixado para evoluir

confinado a uma parede esférica com um diâmetro maior até os elementos soltos serem capazes

de acomodar-se nas regiões entre as partı́culas cristalinas. O diâmetro do recipiente esférico é

então reduzido lentamente confinando assim os elementos.

O empacotamento resultante possui então um reticulado HCP ordenado (partı́culas crista-

linas) e regiões de treliça aleatória (amorfa) como mostrado na figura 4.6. Todos os elemen-

tos soltos são conectados por hastes usando a tesselação de Voronoi. Ligações conectando

partı́culas amorfas a cristalinas são rotuladas interface amorfo-cristalina e ligações conectando

diferentes partı́culas cristalinas são rotuladas cristalina - cristalina. Dependendo de como são

feitas as ligações as propriedades do material podem ser diferentes.
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Figura 4.5: Etapas de construção das amostras multifásicas.

Figura 4.6: Amostra esférica multifásica.

4.2 Caracterização das amostras

Nessa seção serão caracterizados os materiais cristalino, amorfo e multifásico através de

simulações com tensão uniaxial aplicada ao sistema. Para caracterização das propriedades

elásticas do sistema como um todo (propriedades macroscópicas), retira-se uma pequena fa-

tia retangular das amostras esféricas cristalina, amorfa e multifásica mostradas na seção (4.1).

Ao final de cada subseção encontra-se uma tabela com o resumo das principais propriedades

elásticas de cada material.
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Todas as amostras numéricas retângulares são divididas em conjuntos de elementos, um na

parte superior, outro na inferior e um na parte central. Esses conjuntos permitem controlar o

movimento dos elementos e permitem realizar médias de medidas para o cálculo das proprieda-

des elásticas. A seguir escolhemos uma fatia retangular da amostra esférica cristalina a fim de

ilustrarmos as ideias contidas neste parágrafo, veja a figura 4.7.

a) b)

Figura 4.7: Amostra retângular cristalina, em a) temos a parte superior e inferior em destaque e
em b) a parte central em destaque.

Na figura 4.7 cores diferentes são utilizadas para representar elementos que pertencem a

conjuntos diferentes. Os elementos na parte superior (verde) e inferior (azul) são usados para

aplicar uma tensão uniaxial ao sistema, movendo os superiores para cima e os inferiores para

baixo com velocidade constante. Os elementos na parte central da amostra (amarelos) serão

usados para calcular os valores micros de tensão e deformação. A fim de controlar a posição

inicial da trinca gerada pela tensão uniaxial, uma pequena trinca é adicionada à amostra na

região central.

4.2.1 Cristalina

O entendimento do processo de fratura em diversos materiais é de grande importância para

a fı́sica e indústrias da construção civil. A tensão de ruptura, por exemplo, é um parâmetro

extremamente importante, que pode ser determinada através de curvas tensão-deformação em

ensaios de tensão uniaxial.

A figura 4.8 mostra uma curva tensão-deformação para uma amostra cristalina sujeita a uma

tensão uniaxial na direção y, para a qual foram usados os parâmetros microscópicos mostrados

na tabela 4.1. A tensão crı́tica, a tensão máxima imediatamente antes da fratura, para esses
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parâmetros é de 0.035 GPa, a inclinação da curva antes da fratura corresponde ao módulo de

Young para o material macroscópico que possui valor de 4.4 GPa. As imagens na figura 4.8 cor-

respondem a fotos instantâneas do sistema nas tensões correspondentes as indicadas pelas setas,

as cores correspondem à tensão local σyy, sendo vermelho 0.11 GPa e azul, -0.11GPa. Podemos

ver que inicialmente a tensão no sistema é aproximadamente homogênea, na deformação cor-

respondente a εyy ≈ 0.006 já podemos identificar uma concentração de tensão na extremidade

da trinca inicial. Na deformação εyy ≈ 0.013 o material está prestes a se romper, e podemos cla-

ramente ver a concentração de tensão na extremidade da trinca inicial, agora saturada na escala

de cores utilizada. A medida que o material se rompe a trinca inicial cresce e podemos observar

uma região aproximadamente triangular onde a tensão é reduzida, e a concentração de tensão

na extremidade da trinca procede até o material se romper totalmente.

Figura 4.8: Curva com valores dos tensores de tensão σyy e deformação εyy, e as imagens de
crescimento da micro-trinca na simulação.

Foram realizadas várias simulações variando o módulo de Young ”microscópico” das has-

tes com o objetivo de estudar como varia o módulo de Young macroscópico do material em

função desse parâmetro. A figura 4.9 mostra como o módulo de Young macroscópico depende

do módulo de Young microscópico. A dependência é linear dado por E [cr] = 0.73Emicro para

amostras cristalinas com hastes de diâmetro igual ao diâmetro dos elementos esféricos. Com

isso podemos ajustar os parâmetros microscópicos para obter o modulo de Young do material
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desejado.

Figura 4.9: Curva dos módulos de Young em relação aos módulos das hastes para o material
cristalino.

Descrição Valor
Estrutura Cristalina HCP

Tipo de Haste Linear elástica
Diâmetro dos Elementos 0.75mm
Densidade dos Elementos 3000 kg

m3

Módulo de Young dos Elementos Emicro 6 GPa
Módulo de Young das Hastes Emicro 6 GPa

Diâmetro das Hastes 0.75mm
Limite médio de quebra por alongamento 0.02

Limite médio de quebra por flexão 3.5o

Módulo de Young Macroscópico E [cr] 4.4 GPa
Tensão de ruptura σmáx

yy 0.035 GPa
Deformação de ruptura εmáx

yy 0.009

Tabela 4.1: Parâmetros utilizados nas simulações
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4.2.2 Amorfa

A figura 4.10 mostra a curva tensão-deformação obtida para a amostra amorfa, para a qual

foram usados os parâmetros microscópicos mostrados na tabela 4.2. A tensão crı́tica de ruptura

é 0.054 GPa, e o módulo de Young obtido da inclinação da curva antes da ruptura é 5.1 GPa. As

imagens na figura 4.10 correspondem a fotos instantâneas do sistema nas tensões corresponden-

tes às indicadas pelas setas, as cores correspondem à tensão local σyy, sendo vermelho 0.05 GPa

e azul, -0.05GPa, nesse caso somente as hastes estão representadas para melhor visualização.

A tensão inicial do sistema é aproximadamente homogênea, na deformação correspondente a

εyy ≈ 0.006 já podemos identificar uma concentração de tensão na extremidade da trinca ini-

cial. Nesse caso o campo de tensão é menos homogêneo que no caso da amostra cristalina

devido às flutuações na própria rede. Na deformação εyy ≈ 0.0126 o material está prestes a se

romper, e podemos claramente ver a concentração de tensão na extremidade da trinca inicial,

agora saturada na escala de cores utilizada. A medida que o material se rompe a trinca inicial

cresce e podemos observar uma região aproximadamente triangular onde a tensão é reduzida, e

a concentração de tensão na extremidade da trinca procede até o material se romper totalmente.

Figura 4.10: Curva com valores dos tensores de tensão σyy e deformação εyy para o material
amorfo, e as imagens de crescimento da micro-trinca na simulação.

Novamente foram realizadas várias simulações variando o módulo de Young ”microscópico”
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das hastes com o objetivo de estudar como varia o módulo de Young macroscópico do material

em função desse parâmetro. A figura 4.11 mostra como o módulo de Young macroscópico do

material varia com o módulo de Young das hastes. Podemos ver novamente que o comporta-

mento é linear, dado por E [am] = 0.85Emicro para amostras amorfas com hastes de diâmetro igual

ao diâmetro dos elementos esféricos. Notamos que devido a rede ser desordenada o módulo de

Young macroscópico para o material amorfo é maior que o módulo de Young para o material

cristalino com as mesmas propriedades microscópicas. A rede cristalina possui um módulo de

Young macroscópico menor, devido sua organização estrutural com várias hastes perpendicu-

lares à direção da deformação, e que portanto não contribuem para a resistência do material à

deformações perpendiculares a elas.

Figura 4.11: Curva para diferentes módulos de elasticidade do material amorfo.
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Descrição Valor
Estrutura Amorfa HCP

Tipo de Haste Linear elástica
Diâmetro dos Elementos 0.75mm
Densidade dos Elementos 3000 kg

m3.0

Módulo de Young dos Elementos Emicro 6 GPa
Módulo de Young das Hastes Emicro 6 GPa

Diâmetro das Hastes 0.75mm
Limite médio de quebra por alongamento 0.02

Limite médio de quebra por flexão 3.5o

Módulo de Young Macroscópico E [cr] 5.1 GPa
Tensão de ruptura σmáx

yy 0.054 GPa
Deformação de ruptura εmáx

yy 0.0086

Tabela 4.2: Parâmetros utilizados nas simulações

4.2.3 Multifásica

A curva tensão-deformação para a amostra multifásica com os parâmetros microscópicos

mostrados na tabela 4.3 está mostrada na figura 4.12. A tensão máxima de ruptura para esse

material é de 0.050 GPa e o módulo de Young obtido da inclinação da curva antes da ruptura é

4.8 GPa. Podemos ver que para os mesmos parâmetros microscópicos das amostras cristalina

e amorfa o material multifásico apresenta um módulo de Young maior do que o do material

cristalino e menor do que o amorfo, ficando com um valor intermediário entre os módulos

dos materiais. A inclusão de partı́culas cristalinas com interfaces amorfas produz um material

mais duro. As imagens na figura 4.12 correspondem a fotos instantâneas do sistema na tensão

correspondente as indicadas pelas setas, as cores correspondem à tensão local σyy, sendo ver-

melho 0.35 GPa e azul, -0.35GPa, nesse caso somente as hastes estão representadas para melhor

visualização. Diferentemente dos outros materiais, no caso da amostra multifásica a inclusão

de uma desordem em maior escala espacial (a escala das partı́culas cristalinas) faz com que

o campo de tensão σyy seja não homogêneo desde o inı́cio. A tensão se concentra na região

amorfa, nas interfaces entre as partı́culas cristalinas, como pode ser visto nas imagens da figura

4.12. Uma vez que a trinca começa a se propagar, ela atravessa as regiões cristalinas e amorfas

sem alterar sua direção.

A figura 4.13 mostra como o módulo de Young macroscópico do material varia com o

módulo de Young das hastes, obtida através de várias simulações com parâmetros microscópicos

diferentes. Observa-se novamente o comportamento linear, nesse caso dado por E [mp]= 0.8Emicro.
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Figura 4.12: Curva com valores dos tensores de tensão σyy e deformação εyy para o material
multifásico, e as imagens de crescimento da micro-trinca na simulação.

Figura 4.13: Curva para diferentes módulos de elasticidade do material multifásico.

O limite superior das amostras pode ser calculado através das equações:

Ke f f 1 = k1 +
v2

1/((k2− k1)+3v1/(3k1 +4µ1)
(4.1)
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Descrição Valor
Estrutura Multifásica HCP

Tipo de Haste Linear elástica
Diâmetro dos Elementos 0.75mm
Densidade dos Elementos 3000 kg

m3.0

Módulo de Young dos Elementos Emicro 6 GPa
Módulo de Young das Hastes Emicro 6 GPa

Diâmetro das Hastes 0.75mm
Limite médio de quebra por alongamento 0.02

Limite médio de quebra por flexão 3.5o

Módulo de Young Macroscópico Emp 4.8 GPa
Tensão de ruptura σmáx

yy 0.050 GPa
Deformação de ruptura εmáx

yy 0.008

Tabela 4.3: Parâmetros utilizados nas simulações

µe f f 1 = µ1 +
v2

1/(µ2−µ1)+6v1(k1 +2µ1)/5µ1(3k1 +4µ1)
(4.2)

Substituindo a equação 2.30 em 4.1 e 4.2, teremos:

Ke f f 1 =
Eam

3(1−2σ)
+

v2

1/[Ecr/3(1−2σ)−Eam/3(1−2σ)]+3v1/[3Eam/3(1−2σ)+4Eam/2(1+σ)]

µe f f 1 =
Eam

2(1+σ)
+

v2

1
Ecris

2(1+σ)
− Eam

2(1+σ)

+
6v1[

Eam
3(1−2σ)

+
2E1

2(1+σ)
]

5E1
2(1+σ)

[ 3Eam
3(1−2σ)

+ 4Eam
2(1+σ)

]

Fazendo o cálculo das equações acima encontramos E [mp]

E [cr] = 1.03 e E [mp]

E [am] = 0.90 que é o valor

teórico obtido de [17]. O resultado encontrado no presente trabalho é E [mp]

E [cr] = 0.8
0.73 = 1.1 e

E [mp]

E [am] =
0.8
0.85 = 0.94.

Os resultados aqui encontrados podem ser considerados satisfatórios, pois estão bem próximos

do valor teórico.
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Figura 4.14: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Amostra
cristalina, velocidade de impacto 95 m/s.

4.3 Simulações de Impacto

As propriedades microscópicas, ou seja, as propriedades elásticas de elementos e ligações,

bem como os limites de quebra das ligações, são escolhidos para alcançar o desejado módulo

de Young macroscópico e a resistência à tração. Neste trabalho, são atribuı́das as mesmas

propriedades elásticas a todas as hastes, a fim de investigar unicamente o papel da desordem

nas propriedades elásticas do sistema.

4.3.1 Mecanismos de fragmentação

Foram realizadas inúmeras simulações numéricas de colisões de partı́culas esféricas, cons-

truı́das conforme descrito nas seções 4.1.1 a 4.1.3 com uma placa rı́gida. A interação entre

elementos e placa são idênticas às interações elemento-elemento.

A figura 4.14 mostra uma sequência de fotos do sistema em diferentes instantes de tempo

durante uma simulação de impacto. Nessa figura a amostra cristalina é utilizada, e a velocidade

de impacto é 95 m/s. As cores dos elementos e hastes correspondem aos respectivos elonga-

mentos das hastes. À medida que a partı́cula se move em direção a placa começa a deformar-se

devido as forças de contato. Como resultado desta deformação, surgem danos e, se a ener-

gia de colisão for grande o suficiente, a fragmentação da amostra. Os danos e fraturas estão

representados na figura pelas ligações quebradas, representadas pela coloração preta.
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Figura 4.15: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Somente
ligações quebradas estão representadas. Amostra cristalina, velocidade de impacto 95 m/s.

A formação de um anel de ligações quebradas devido a falha por cisalhamento no disco de

contato e danos difusos acima dessa região, são os primeiros mecanismos de fragmentação que

surgem no material como resultado do impacto. Para melhor visualização na figura 4.15. mos-

tramos a mesma sequência de fotos mostrada na figura 4.14 representando somente as ligações

quebradas.

A medida que a fratura evolui, rachaduras originadas na região com estado de tensão biaxial

desenvolvem-se para formar rachaduras meridionais . Se a energia de colisão é suficiente para

fragmentar o material, para as amostras cristalinas estas rachaduras propagam-se através dos

planos da rede cristalina, ocorrendo a clivagem da amostra em rachaduras com planos bem

definidos(veja figura 4.15).

Para amostras amorfas não há planos preferenciais na rede, porém rachaduras meridionais

ainda desenvolvem levando ao corte da amostra em fragmentos meridionais. Os mesmos meca-

nismos iniciais de fragmentação podem ser observados para essas amostras. Essa caracterı́stica

está ilustrada nas figuras 4.16 e 4.17.

Para amostras multifásicas rachaduras meridionais planas também crescem a partir da região

de estado biaxial de estresse, levando à fragmentação da amostra, como mostrado na figura

4.18. No caso dessas amostras multifásicas a morfologia das fissuras é mais complexa, devido

às heterogeneidades de estresse adicional produzidas pela escala adicional de desordem das

propriedades dos materiais. As rachaduras que se originam na região de stress biaxial crescem

e propagam-se através de planos de clivagem nas partı́culas cristalinas da amostra multifásica,
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Figura 4.16: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Amostra
amorfa, velocidade de impacto 115 m/s.

Figura 4.17: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Somente
ligações quebradas estão representadas. Amostra amorfa, velocidade de impacto 115 m/s.
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Figura 4.18: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Os ele-
mentos e hastes estão coloridos de acordo com a fase a qual pertencem. Amostra multifásica,
velocidade de impacto 100 m/s.

e cortam as regiões de fase amorfa, em geral, sem mudar de direção como ilustrado na fi-

gura 4.19 onde as ligações quebradas estão representadas em cores correspondentes às fases

que pertencem, sendo azul cristalina, preto amorfa e vermelho e verde as regiões de interface

cristalina-cristalina e cristalina-amorfa respectivamente.

Pode ser visto na figura 4.20, que existe uma forte correlação da posição da região de dano

difuso com a localização de uma região onde a tensão circunferencial no plano perpendicular

à direção de impacto está em tensão. Este estado de tensão biaxial é sobreposto por uma com-

pressão na direção de impacto. Embora para a amostra multifásica o estado de tensão seja mais

heterogêneo, devido à diferente simetria da rede local, este mecanismo de formação de racha-

dura é bastante robusto, sendo o mesmo para todos os três tipos de amostras. Este mecanismo

já foi relatado tanto experimentalmente e numericamente para materiais de fase única [1][6].

4.4 Regimes de Fragmentação

Várias simulações foram realizadas com diferentes energias de colisão e sementes do gera-

dor de números aleatórios, a fim de investigar os fragmentos finais que resultam dos mecanismos

descritos acima. Os tamanhos dos fragmentos finais dependem da energia de colisão e da es-

trutura interna da amostra. Na figura 4.21 a massa do maior fragmento, mmax, juntamente com

a massa média dos demais fragmentos m2/m1, com mk = ∑
N f
i mk

i −mk
max, normalizadas para a
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Figura 4.19: Sequência de imagens instantâneas do sistema em diferentes instantes. Somente
ligações quebradas estão representadas, coloridas de acordo com a fase a qual pertencem.
Amostra multifásica, velocidade de impacto 100 m/s.

Figura 4.20: Dano inicial. Fatia vertical que passa pelo centro das amostras esféricas de
simulações de impacto para amostras DEM a) Cristalina, b) Amorfa e c) Multifásica. Ape-
nas os feixes estão representados, coloridos de acordo com a tensão circunferencial no plano
perpendicular à direção do impacto, no sistema de coordenadas local, que varia de -100,0 MPa
a 100 MPa (azul para vermelho). Ligações quebradas são representadas por planos de cores
escuras perpendiculares às suas direções.

massa inicial do sistema, são representados como uma função da energia de colisão de K , para

os três tipos diferentes de amostras.

Pode-se observar que em todos os três casos, há uma energia crı́tica de colisão, Kc, abaixo

da qual somente danos que ocorrem, sendo a massa do maior fragmento mmax/m0 ∼ 1, corres-

pondente a aproximadamente a massa do sistema original. A transição de danos à fragmentação

é bastante acentuada, e ocorre em Kcr
c = 68±8 J para amostras cristalinas, Kmp

c = 78±2 J para

amostras multifásicas e Kam
c = 93± 4 J para amostras amorfas. O valor de Kcr

c para amostras
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Figura 4.21: Dependência da energia de colisão para a massa do maior fragmento e a massa
média dos outros fragmentos para amostras (a) cristalina, multifásica (b) e (c) amorfas.
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cristalinas depende fortemente da orientação da estrutura da amostra em relação à direção do

impacto. Os resultados aqui apresentados referem-se sempre ao caso em que há um plano de

clivagem com normal perpendicular à direção de impacto.

Na energia crı́tica Kc o valor de mmax≈ 0.5m0 e m2/m1≈ 0.5m0, ou seja, a metade da massa

inicial do sistema, indicando que nesta energia uma das fendas meridionais chega à superfı́cie

da amostra cortando-a em dois fragmentos grandes e alguns pequenos fragmentos. Acima da

energia crı́tica a amostra se divide em fragmentos menores. Podemos observar que mmax e

m2/m1 decaem a uma taxa menor, como uma função de K, para o caso de amostras cristalinas

e multifásicas do que para as amostras amorfas. Isto indica que os fragmentos formados com

planos de clivagem nos dois primeiros casos, são mais difı́ceis de fragmentar ainda mais por

mecanismos secundários.

A amostra cristalina geralmente têm energias crı́ticas menores, uma vez que os planos de

clivagem são bem definidos, e menos energia é dissipada na geração de danos não correlacio-

nados. Amostras multifásicas também apresentam planos de clivagem dentro de suas partı́culas

cristalinas, e assim a energia de colisão crı́tica para estas amostras são menores do que para

as amostras amorfas. Isso pode ser visto diretamente na fig. 4.22, que mostra o número total

médio de hastes quebradas Hq no final das simulações de impacto, em função da energia inicial

do sistema E0/Kc normalizada pela energia de colisão crı́tica para cada tipo de amostra. Esse

número é diretamente proporcional à energia total dissipada na quebra das ligações em cada

simulação. Podemos ver da fig.4.22 que na energia de colisão crı́tica, a energia total dissipada

pelas amostras cristalinas é menor que para as amostras multifásicas, que, por sua vez, é menor

que para as amostras amorfas.

A orientação dos planos de rachadura que resultam na fragmentação da amostra é explorada

na figura 4.24, onde a probabilidade g(φ) de uma ligação quebrada com posição projetada em

um plano perpendicular à direção de impacto, com um ângulo azimutal φ é expressa sobre a

forma de um gráfico polar. Os gráficos na figura 4.24 correspondem a simulações com a energia

de colisão crı́tica para cada tipo de amostra, e estão normalizados de forma que a integral sobre

o ângulo é a unidade nos três casos.

Todas as três amostras apresentam algumas ligações quebradas descorrelatadas corres-

pondentes aos danos não correlacionados na zona de tensão biaxial no inı́cio do processo de

fragmentação. Os picos evidentes em g(φ) indicam que as rachaduras formam planos diame-

tralmente bem definidos. O plano de rachadura é mais bem definido para a amostra cristalina, o

que corresponde a um plano de clivagem da rede cristalina por baixo. As amostras amorfas apre-

sentam rachaduras mais descorrelatadas perto do eixo de impacto. Podemos ver que, mesmo
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para a amostra multifásica a fragmentação da fenda é um plano diametralmente bem definido,

mostrando que uma vez que uma fenda é formada na região difusa no inı́cio do processo de

fragmentação, se desenvolve sem mudar de direção quebrando o material em dois fragmentos.

À medida que a energia de colisão é aumentada mais rachaduras meridionais e azimutais,

perpendiculares ao eixo de impacto, aparecem como um segundo mecanismo. Estas rachaduras

são originadas a partir da superfı́cie, em uma região fina onde o estresse na direção do eixo

de impacto está em tensão devido a dobra da partı́cula de forma esférica. Estas rachaduras se

concentram perto do disco de contato. Fendas oblı́quas também aparecem devido o estado de

estresse complexo que se origina quando a partı́cula é dividida em fragmentos em forma de

laranja.

Para análise mais detalhada a distribuição de massa do fragmento na energia crı́tica é plo-

tada na Figura 4.25. Aqui F(m) significa a densidade de probabilidade para encontrar um

fragmento com massa entre m e ∆m. Os valores são médias de mais de 30 realizações com dife-

rentes limiares de quebra. Na energia de colisão crı́tica F(m) apresenta picos para fragmentos

grandes, perto de metade da massa inicial do sistema, correspondente a quebra de partı́culas em

dois fragmentos grandes. No intervalo de pequeno fragmento de massa, para fragmentos com

normalmente menos de 1% da massa do sistema, a distribuição de massa do fragmento segue

uma lei de potência.

As caracterı́sticas de lei de potência se estendem para K > Kc, como pode ser observado

na Figura 4.26, onde as distribuições de massa do fragmento para K = 194J é plotada para

os três tipos de amostras. Com essa energia de colisão alta, a distribuição de massa do frag-

mento apresenta mais claramente uma dependência de lei de potência para pequenos fragmen-

tos, F(m)∼ m−τ com τ = 1.6±0.1.

O amplo máximo na escala de grande fragmento representa os fragmentos formados pelas

rachaduras meridionais e azimutais formadas devido a geometria esférica das amostras. Como

podemos ver a partir das figuras 4.25 e 4.26 a distribuição de massa do fragmento é indepen-

dente da estrutura interna do material. A forma de F(m) para altas energias de colisão pode ser

descrita pela relação:

F(m)∼ (1−β )m−τexp(
−m
m0

)+βexp(
−m
m1

). (4.3)

Esta forma funcional foi proposta por Astrom et al [3, 4] e tem sido aplicada com sucesso para

descrever ambos os resultados experimentais e simulações de computador. O primeiro termo

na Eq.(4.3) está relacionado com o processo de fusão de ramificação de trincas instáveis, en-

quanto o segundo termo se origina do processo de nucleação Poissoniano das primeiras trincas
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dominantes. O expoente τ depende apenas da dimensionalidade do sistema e o parâmetro β

controla a importância relativa dos dois mecanismos. Na figura 4.24, a Eq.(4.3) é plotada

usando m0 = 0.05± 0.02, m1 = 0.07± 0.01 e β = 0.9991± 0.0003 indicando que o processo

inicial de formação de trincas na zona de estado biaxial de estresse no inı́cio do processo de

fragmentação é o mecanismo de fragmentação dominante.
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çã

o

desintegração completadano

amorfa

multifásica

cristalina

Figura 4.22: Número total de hastes quebradas Hq em função da energia inicial do sistema
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Figura 4.23: Orientação da posição das ligações quebradas em um plano-xy, perpendicular à
direção de impacto, para amostras a) cristalina, com energia de colisão 68 J b) multifásica, com
energia de colisão 78 J e c) amorfa, com energia de colisão 94 J. As cores correspondem à
probabilidade de termos um vı́nculo quebrado com a sua posição projetada no plano xy.
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Figura 4.24: Histograma bidimensional das posições das ligações quebradas no plano-xy, per-
pendicular à direção de impacto.
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Figura 4.25: Distribuição de massa dos fragmentos com a energia crı́tica para todos os tipos de
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5 Conclusão

Estudamos a fragmentação das esferas materiais multifásicas sólidas quebradiças devido a

colisão com uma parede sólida. Amostras cristalinas, amorfas e multifásicas foram comparadas.

Com o objetivo de estudar apenas o papel da estrutura interna no processo de fragmentação,

usamos elementos haste-treliça em 3D para a coesão das partı́culas com as mesmas propriedades

elásticas em todas as fases.

O estudo feito na seção (4.2) deste trabalho mostrou que as simulações com tensão uniaxial

aplicada ao sitema proporcionaram uma maior compreensão das propriedades elásticas do sis-

tema, como por exemplo a tensão de ruptura dos materiais e o módulo de Young macroscópico

através das curvas de tensão-deformação encontradas. As simulações tambem mostraram como

os módulos de Young macroscópicos dependem dos módulos de Young microscópicos, o re-

sultado foi uma depêndencia linear para as três amostras. O modelo proposto nessa dissertação

reproduziu satisfatoriamente o que é previsto para as propriedades macroscópicas das amostras,

dadas as propriedades microscópicas.

Uma transição de um estado danificado para um estado fragmentado é observada com um

limiar crı́tico de energia de colisão para cada tipo de amostra. Amostras cristalinas tendem a

fragmentar com menor limiar de energia de colisão, se houver um plano de clivagem com a nor-

mal perpendicular à direção de impacto. Neste caso, a fratura da fenda dominante corresponde

a um plano de clivagem da estrutura interna muito bem definido. Para o material multifásico a

rachadura dominante cliva as partı́culas cristalinas internas do material e atravessa a fase amorfa

sem mudar de direção. As amostras amorfas tem o maior limiar de energia de colisão.

Observou-se que o mecanismo de fragmentação dominante está relacionado com fendas

que se formam no interior do material, devido à tração e tensão radial circunferencial em uma

região com forma de disco por cima do plano de contato. Estas rachaduras crescem para dar

origem a planos de fratura meridionais que resultam em um pequeno número de grandes frag-

mentos. Mesmo que a distribuição de tensões seja menos homogênea no material multifásico,

este mecanismo de fragmentação foi encontrado ser predominante independentemente da estru-
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tura interna do material.

Como resultado, a distribuição de massa final dos fragmentos é independente da estrutura

interna do material. A partir da energia de colisão crı́tica apresenta-se um regime de lei de

potência para fragmentos pequenos. A forma da distribuição de massa dos fragmentos resultan-

tes da colisão pode ser explicada com sucesso pelo processo de fusão de ramificação de trincas

instáveis e o processo Poissoniano de iniciação de trincas para as rachaduras dominantes. Os

resultados encontrados na seção (4.2) estão de acordo com o proposto pela literatura [17] e

podem ser considerados satisfatórios, dando assim uma maior solidificação a este trabalho.

A influência do tamanho e forma de dispersão das partı́culas cristalinas, assim como a im-

portância das propriedades elásticas de cada tipo de fase, em materiais multifásicos dão origem

a questões interessantes a serem estudadas como continuação desse trabalho. A capacidade

do modelo de reproduzir o estado de tensão complexo e planos de rachaduras com planos de

clivagem bem definidos nas regiões cristalinas abre a possibilidade de estudar mais problemas

de propagação de trincas em materiais multifásicos. Extensão para diferentes propriedades dos

materiais com diferentes fases e estudo detalhado da influência da dispersão de tamanhos estão

em andamento.
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APÊNDICE A -- Tesselação de Voronoi

A tesselação de Voronoi é uma estrutura geométrica obtida através de um conjunto de pon-

tos arbitrários no espaço euclidiano, estes pontos geram polı́gonos convexos regulares ou irre-

gulares que por sua vez formam essa estrutura. Diversas aplicações podem ser dadas a esses

pontos, entre elas encontramos na literatura:

- Representação de centros comerciais;

- Representação de átomos;

- Representação de redes cristalinas;

Antes de descrevermos a tesselação de Voronoi, apresentaremos os elementos básicos da tesselação,

são eles:

- Vértice é o ponto que sempre está associado a um polı́gono e define a região de dominância

ao seu redor;

- Polı́gono ou célula de Voronoi é a estrutura básica da tesselação;

- Aresta é o lado do polı́gono de Voronoi, funciona como uma fronteira entre cada polı́gono;

Utilizaremos a triangulação de Delaunay para gerar a tesselação de Voronoi.

Aplicando a triangulação de Delaunay a um conjunto de pontos no plano euclidiano, o primeiro

procedimento a se fazer é calcular as circunferências que contém os 3 vértices do triângulo,

ou seja, as circunferências circunscritas dos triângulos, conforme ilustrado na figura A.1. O se-

Figura A.1: Conjunto de nove pontos. Na figura do lado esquerdo temos triângulos de Delaunay,
e na figura do lado direito temos as circunferências circunscritas a tesselação de Delaunay.
Obtido em [15]

gundo procedimento a se fazer é ligar os centros das circunferências dos triângulos que possuem

em comum um mesmo lado, visto que, podemos observar da figura A.1 que cada circunferência
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provém de um triângulo. A ilustração desse passo está na figura A.2. O terceiro e último pro-

Figura A.2: Conjunto de nove pontos. Na figura do lado esquerdo temos os centros das circun-
ferências circunscritas aos triângulos de Delaunay, e na figura do lado direito temos a ligação
dos centros, formando assim polı́gonos de Voronoi. Obtido em [15]

cedimento gera os polı́gonos restantes, visto que, consideramos um conjunto de nove pontos,

portanto devemos obter 9 polı́gonos de Voronoi. Os polı́gonos restantes são gerados através dos

pontos na fronteira do conjunto de pontos.

O procedimento consiste em ligarmos os pontos médios das linhas formadas pelas arestas, aos

centros das circunferências circunscritas aos triângulos de Delaunay, dessa maneira construı́mos

as linhas que formam as novas arestas dos polı́gonos do nosso conjunto de pontos.

Obtém-se assim a tesselação ou mosaico de Voronoi para o conjunto de 9 pontos, conforme

ilustra a figura A.3.

Figura A.3: Conjunto de nove pontos. Tesselação de Voronoi. Obtido em [15]
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[16] Flatt, R. J., Roussel, N., and Cheeseman, C. R. Journal of the European Ceramic Society
32, 2787 (2012).

[17] Hashin, Z., Shtrikman, S. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 11, 127 (1963).
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