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RESUMO

O problema do corte maximo (Maximum Cut - MaxCut) é um problema de tempo Polinomial
Nao Deterministico (Nondeterministic Polynomial time - NP)-dificil com aplicacdes relevantes
em cendrios de particionamento e alocacdo de recursos em redes de telecomunicacdes. Neste
trabalho, € apresentado um benchmarking entre trés abordagens para sua resolucdo: a solucdo
exata por forca bruta, a aproximacao clédssica baseada no algoritmo de Goemans-Williamson
(Goemans-Williamson algorithm - GW), abordagem variacional quantica por meio do Soluciona-
dor Quantico Variacional (Variational Quantum Eigensolver - VQE) e o Algoritmo de Otimizacao
Quantica Aproximada (Quantum Approximate Optimization Algorithm - QAOA). Para validar
a viabilidade destas metodologias em cendrios praticos, o trabalho incorpora um estudo de
caso focado na otimizacdo estrutural de uma rede de telecomunicagdes onde os algoritmos
foram aplicados. Os resultados demonstram que o algoritmo cldssico de Goemans-Williamson
oferece o melhor custo-beneficio, mantendo alta eficiéncia temporal e AR préxima a 1,0000.
Entre os modelos quanticos, evidenciou-se um frade-off: o VQE apresentou maior qualidade
da solugdo a custa de um espago paramétrico de ordem ¢'(N), enquanto o QAOA alcangou
excelente compactagdo paramétrica na ordem de &'(p), porém com degradagdo na qualidade do
corte a medida que o problema escalou. Conclui-se que a principal barreira atual para a vantagem
quantica nessas formulagdes ndo reside na matemaética dos ansdtze, mas no custo exponencial da
simulagdo cldssica de vetores de estado, refor¢cando a necessidade de execucao em hardwares

quanticos reais para a obten¢do de ganhos praticos.

Palavras-chave: MaxCut. Grafos. VQE. Algoritmo de Goemans-Williamson. Computagdo

Quantica. Qiskit



ABSTRACT

The maximum cut (MaxCut) problem is a Non-Deterministic Polynomial-time (NP)-hard pro-
blem with relevant applications in partitioning and resource allocation scenarios in telecommu-
nications networks. In this work, a benchmarking among three approaches for its resolution is
presented: the exact solution by brute force, the classical approximation based on the Goemans-
Williamson (GW) algorithm, the quantum variational approach through the Variational Quantum
Eigensolver (VQE), and the Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA). To vali-
date the feasibility of these methodologies in practical scenarios, this work incorporates a case
study focused on the structural optimization of a telecommunications network where the algo-
rithms were applied. The results demonstrate that the classical Goemans-Williamson algorithm
offers the best cost-benefit, maintaining high temporal efficiency and an AR close to 1,0000.
Among the quantum models, a trade-off became evident: the VQE presented higher solution
quality at the expense of a parametric space of order &'(N), while the QAOA achieved excellent
parametric compression in the order of &' (p), but with degradation in the cut quality as the
problem scaled. It is concluded that the main current barrier to quantum advantage in these
formulations does not lie in the mathematics of the ansdtze, but in the exponential cost of the
classical simulation of state vectors, reinforcing the need for execution on real quantum hardware

to obtain practical gains.

Keywords: MaxCut. Graphs. VQE. Goemans-Williamson Algorithm. Quantum Computing.
Qiskit.
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1 INTRODUCAO

Em redes de telecomunicagdes, diversos problemas de alocagdo e particionamento
podem ser modelados como tarefas de otimizagdo combinatdria, nas quais € necessario equilibrar
desempenho, custo computacional e escalabilidade (RESENDE; PARDALOS, 2006). Entre
esses problemas, o Maximum Cut (MaxCut) ocupa posicao de destaque por sua relacdo com
particionamento de grafos, balanceamento de carga, segmentacdo de redes e outras aplicacoes
em infraestrutura de comunicagao.

O problema MaxCut consiste em particionar o conjunto de vértices de um grafo em
dois subconjuntos de modo a maximizar o niimero, ou o peso, das arestas que atravessam essa
divisdo. Trata-se de um problema NP-dificil (KARP, 1972; GAREY; JOHNSON, 1979), de
modo que algoritmos exatos apresentam crescimento exponencial e se tornam invidveis para
instancias maiores. Em razao disso, abordagens aproximadas e heuristicas desempenham papel
central na prética, especialmente quando hé necessidade de respostas eficientes em cendrios de
maior escala (VAZIRANI, 2002).

Entre os métodos cldssicos mais relevantes para MaxCut estd o algoritmo de Goemans-
Williamson (GW), baseado em relaxacdo por programacao semidefinida (Semidefinite Program-
ming - SDP) e arredondamento aleatério (GOEMANS; WILLIAMSON, 1995). Esse método
¢ amplamente reconhecido por sua garantia de aproximacgao de 0,8785 e permanece como re-
feréncia cldssica para o problema (WILLIAMSON; SHMOYS, 2011). Sua importancia nao
estd apenas no desempenho pratico, mas também no papel que desempenha como limite de
comparacao para novas abordagens de otimizacao.

Com o avanco da computacdo quantica, passaram a ser investigados algoritmos
hibridos capazes de explorar recursos quanticos e classicos. Nesse contexto, métodos variacionais
como o Variational Quantum Eigensolver (VQE) e o Quantum Approximate Optimization
Algorithm (QAOA) sdo estudados para a resolucdo de problemas combinatérios, incluindo
formulagdes equivalentes ao MaxCut por meio do mapeamento para o modelo de Ising (FARHI
etal.,2014; FARHI et al., 2017; KANDALA et al., 2017; WECKER et al., 2016; CEREZO et
al.,2021; LUCAS, 2014). Em particular, essas abordagens oferecem estruturas flexiveis para
representar solugdes aproximadas por meio de circuitos, embora o desempenho pratico dependa
fortemente da escolha do ansatz, da eficiéncia do otimizador classico € do custo inerente a
simula¢do ou execugdo em hardware quantico (CEREZO et al., 2021; KANDALA et al., 2017).

Diante desse cendrio, este trabalho apresenta um benchmarking abrangente entre
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abordagens cldssicas e quanticas para o problema MaxCut: a solugdo exata por For¢a Bruta,
a aproximagcao cldssica algoritmo de GW, e as metodologias variacionais quanticas por meio
do VQE e do QAOA. As instancias do problema foram modeladas como grafos aleatérios com
topologia controlada e avaliadas em um estudo de caso prético focado na topologia da rede
NSENET. O desempenho dos algoritmos foi avaliado em termos de Razdo de Aproximacao,
escalabilidade temporal e dimensionalidade paramétrica. A principal contribuicdo deste estudo
consiste em comparar, sob as mesmas condi¢des de estresse combinatorial, 0 comportamento
de um método exato, de um método cldssico consolidado e de algoritmos hibridos quanticos
aplicados a topologias inspiradas em redes de telecomunicagdes reais.
O trabalho esté organizado da seguinte forma:

* Capitulo 2 - Fundamentacao Teorica: Apresenta a teoria basica de otimiza¢do combina-
téria em grafos, a formulagdo do problema MaxCut e sua complexidade computacional.
Detalha as abordagens cléssicas, com foco na Programacdo Semidefinida e no algoritmo
de Goemans-Williamson. Introduz a computagdo quantica na era NISQ, descrevendo os
algoritmos variacionais (VQE e QAOA), o mapeamento para o Hamiltoniano de Ising e as
ferramentas e métricas estatisticas utilizadas na avaliacdo.

* Capitulo 3 — Metodologia: Caracteriza o método de pesquisa experimental baseado
em simulacdo computacional. Detalha a modelagem das instancias de rede, a aplicacdo
do método de Monte Carlo no escopo de amostragem, a configuracdo paramétrica dos
algoritmos solucionadores e a infraestrutura computacional exigida para a coleta empirica
de métricas.

» Capitulo 4 — Implementacao Computacional: Expde a arquitetura do cédigo desen-
volvido e as etapas de pré-processamento dos grafos. Apresenta os detalhes praticos da
codifica¢do dos métodos abordados (Forc¢a Bruta, Goemans-Williamson, VQE e QAOA),
além dos processos de organiza¢do de dados, geracdo visual de resultados e validag¢ao dos
experimentos.

* Capitulo 5 — Resultados e Discussao: Dedica-se a andlise comparativa e critica das
metodologias avaliadas. Avalia sistematicamente a qualidade das solucdes (Razao de Apro-
ximacao), a evolu¢do da dimensionalidade paramétrica e as projecdes de escalabilidade
temporal, consolidando uma sintese dos limites e viabilidades de cada método, aplicados
ao estudo de caso topologia NSFNET.

* Capitulo 6 — Conclusées e Trabalhos Futuros: Sintetiza os achados centrais da pesquisa,
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avaliando o comportamento das abordagens cldssicas e quanticas frente ao problema
proposto. Aponta as atuais limita¢cdes da simulacdo quantica em hardware cldssico e
sugere direcionamentos praticos para estudos futuros, como a execugdo em (Unidades de

Processamento Qudntico - QPUs) reais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Grafos e Teoria Basica de Otimizacao Combinatoéria

A modelagem de problemas em redes de telecomunicacdes exige uma infraestrutura
matemadtica complexa, uma vez que diversos problemas de alocacdo e particionamento podem
ser modelados como tarefas de otimizagdo combinatdria, nas quais € necessario equilibrar
desempenho, custo computacional e escalabilidade (RESENDE; PARDALOS, 2006). A teoria
de grafos e a otimizac@o combinatéria fornecem a linguagem e as ferramentas analiticas para

representar, analisar e resolver problemas de alocacao, roteamento e particionamento.
2.1.1 Definicoes Fundamentais

Formalmente, um grafo € definido como uma tripla estrutural, embora seja frequente-
mente simplificado como o par G = (V, E), onde V é um conjunto finito de elementos chamados
de vértices (ou nds), e E é um conjunto de pares ndo ordenados de vértices, denominados arestas
(DIESTEL, 2017). A Figura 1 ilustra um exemplo de grafo ndo orientado, mostrando a relagao
entre os vértices e suas conexdes. Quando as relacdes possuem uma direcdo especifica, define-se
um grafo orientado (ou digrafo), no qual as arestas s@o pares ordenados (u,v), indicando que a

aresta tem origem no vértice u e destino no vértice v.

Figura 1 — Um grafo ndo orientado G.

Fonte: Adaptado de (CORMEN et al., 2009, p. 485).

Assim, dois vértices u,v € V sdo adjacentes (ou vizinhos) se existe uma aresta os
conectando. Nesse caso, diz-se que a aresta € conectada a esses vértices. Grafos que nao
possuem arestas paralelas (multiplas arestas conectando o mesmo par de vértices) ou lacos
(arestas conectando um vértice a si mesmo) sdo chamados de grafos simples (KORTE; VYGEN,
2012; DIESTEL, 2017).

Em muitos problemas de otimizacdo, analisa-se apenas uma parte da rede. Um
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grafo H = (Vy,Eg) € um subgrafo de G = (V,E) se Vy CV e Ey C E. Caso H contenha todas
as arestas de G conectadas aos vértices em Vy, diz-se que H é um subgrafo induzido por Vg
(DIESTEL, 2017).

Uma métrica estrutural para a caracterizacdo de uma topologia € a sua densidade
(D). A densidade mede a proporcdo de arestas existentes no grafo em relacio ao nimero
mdaximo de arestas possiveis. Para um grafo simples e ndo orientado contendo |V| vértices
(frequentemente denotado como N) e |E| arestas, o nimero maximo de conexdes possiveis é
dado por |V|(|]V|—1)/2 . Dessa forma, a densidade é definida matematicamente pela razao

(DIESTEL, 2017):
2IE|

IED)

ey
onde 0 < D < 1. Grafos que possuem um nimero de conexdes muito inferior a0 maximo possivel
(D tendendo a 0) sao classificados como grafos esparsos. Em contrapartida, grafos com alta
conectividade (D tendendo a 1) sao classificados como densos (KORTE; VYGEN, 2012). Essa
métrica € crucial ndo apenas para analisar a resiliéncia da rede, mas também para determinar a

estrutura de dados mais eficiente para a sua representacdo algoritmica (CORMEN et al., 2009).
2.1.2 Representacdo Computacional de Grafos

Para que os algoritmos de combinatdria operem sobre essas estruturas, € necessdrio
maped-las para a memoria do computador. Existem duas abordagens para representar um grafo
G = (V,E): listas de adjacéncias e matrizes de adjacéncias (CORMEN et al., 2009). A escolha
entre elas depende da topologia do grafo e da natureza do algoritmo a ser aplicado.

A representacao por lista de adjacéncias consiste em um arranjo Adj contendo
|V| listas, uma para cada vértice. Para cada u € V, a lista Ad j[u] contém todos os vértices v
adjacentes a u. Esta abordagem ¢€ eficiente para representar grafos esparsos — onde o nimero
de arestas |E| é muito menor que |V|?> —, pois a quantidade de meméria exigida é proporcional
a ®(V +E) (CORMEN et al., 2009). A Figura 2 exemplicafica essa organizacdo, detalhando
como o arranjo Ad j aponta para as listas de vértices adjacentes.

Por outro lado, a representacao por matriz de adjacéncias assume que os vértices
sdo numerados de 1 a |V, formando uma matriz A de dimensdes |V | x |V|. A entrada a;; recebe
o valor 1 (ou o peso da aresta) se existe uma conexado entre os vértices i € j, € 0 (ou nulo) caso

contrario. Em grafos nao orientados, essa matriz € estritamente simétrica em relagdo a sua
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diagonal principal (A = AT). Essa estrutura de linhas e colunas, permite identificar a existéncia

de conexdes, € ilustrada na Figura 3.

Figura 2 — Representacio de um grafo por meio de listas de adjacéncias.

12 5]/

[P PRI

gl e[

 BE D Er

th B W bk =

a1 21/

Fonte: Adaptado de (CORMEN et al., 2009, p. 485).

Embora exija uma complexidade espacial de @(VZ) independentemente da quanti-

dade de arestas, a matriz de adjacéncias é preferivel para grafos densos (onde |E| se aproxima de

|V|?) ou quando o algoritmo exige consultas instantineas em tempo constante O(1) para verificar

a existéncia de uma aresta especifica (CORMEN et al., 2009).

Figura 3 — Representacdo matricial de um grafo.
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Fonte: Adaptado de (CORMEN et al., 2009, p. 485).

2.1.3 Otimizacdo Combinatoria em Grafos

A teoria de grafos € a base onde a otimizagdo combinatdria atua. O objetivo central

€ encontrar um subconjunto de vértices ou arestas que minimize ou maximize uma fungdo de

custo especifica. Para isso, os grafos sdo modelados como grafos ponderados, onde uma fungao

w: E — R atribui pesos (representando custos ou distancias) a cada aresta (KORTE; VYGEN,

2012).

O grande desafio dessa drea reside na explosdo combinatéria. Em problemas como o

(MaxCut), o espago de solugdes cresce exponencialmente com o aumento do niimero de vértices.

Uma vez que a varredura de todas as combinagdes (forca bruta) torna-se computacionalmente
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invidvel, é necessdrio o desenvolvimento de estratégias heuristicas, aproximacoes classicas e,

mais recentemente, métodos hibridos quanticos para realizar a busca de forma eficiente.

2.2 O Problema do MaxCut

Dentre os modelos de grafos amplamente utilizados, o problema do Maximum Cut
(MaxCut) ocupa uma posicao de destaque, com vastas aplicagdes que se estendem desde o layout
de circuitos fisicos até a modelagem de sistemas em fisica estatistica (BARAHONA et al., 1988).

Dessa forma, considere um grafo ndo orientado G = (V,E), onde V é o conjunto
de vértices, com |V| =N, e E é o conjunto de arestas. O problema do MaxCut consiste em
particionar o conjunto V em dois subconjuntos disjuntos, S e V \ S, de modo a maximizar
o numero das arestas que atravessam essa particdo. A Figura 4 mostra essa divisdo em um
grafo, onde as arestas cortadas pelos subconjuntos sdo destacadas, mostrando o objetivo de

maximizacdo da capacidade de corte.

Figura 4 — Representacdo visual do problema MaxCut.

/

-
a,
b

Fonte: Adaptado de Intellilink (2026). Disponivel em:
<https://www.intellilink.co.jp/en/business/software/column2023102600.aspx>.
Acesso em: 22 abr. 2026.

2.2.1 Formulacoes Matemdticas do MaxCut

Para formular esse problema algebricamente e permitir sua anélise computacional,
existem duas abordagens principais de mapeamento de varidveis.

A primeira abordagem associa a cada vértice i € V uma varidvel bindria de spin
zi € {—1,1}. Assim, z; = 1 indica que o vértice pertence ao subconjunto S, enquanto z; = —1

indica que ele pertence a V' \ S. O custo do corte é dado pela maximizagdo da seguinte fungdo
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com varidveis quadraticas nao restritas:

Z W,‘j(l—ZiZj), (2)

(i,j)€E

| =

C(z) =

onde w;; representa o peso da aresta conectando os vértices i e j. O termo (1 — z;z;) resulta em 2
se os vértices estiverem em conjuntos distintos e 0 se estiverem no mesmo conjunto.

A segunda abordagem, demonstrada por Deza e Laurent (DEZA; LAURENT, 1997),
utiliza um vetor de decisdo puramente bindrio x € {0,1}", onde x; = 1 se i € Se x; = 0 se
i€V\S. SejaW = [w; ]]f’ j—1 a matriz de adjacéncia ponderada do grafo com diagonal nula
(wi; =0),ee=[1,1,...,1]T o vetor unitério. O problema pode ser reescrito como a otimizagio

de uma funcao quadratica sobre um hipercubo:

TW (e —x). 3
xer{r})%i(}Nx (e —x) (3)

Como a matriz W possui diagonal nula, a fun¢ao objetivo na Equacgao 3 € linear em relagdo a
cada varidvel individualmente, o que possibilita a transicdo do dominio discreto para relaxacdes
continuas no hipercubo x € [0, 1]V.

Portanto, para determinar a solucio exata por forga bruta, € necessario avaliar todas
as 2(N-1) combinacdes possiveis de particio. Em decorréncia de sua natureza NP-dificil (KARP,
1972; GAREY; JOHNSON, 1979), o custo computacional de & (2N ) apresenta crescimento

exponencial, tornando a abordagem exaustiva invidvel para instincias de larga escala.

2.3 Complexidade Computacional e NP-dificuldade

A teoria da Complexidade Computacional dedica-se a classificar problemas matema-
ticos e algoritmos com base na quantidade de recursos consumidos, como o tempo de execugao
e espaco de memoria, necessdrios para resolvé-los em funcdo da dimensao de sua entrada (TOS-
CANI; VELOSO, 2001; SIPSER, 2012). O objetivo central dessa andlise € estabelecer limites
tedricos sobre o que pode ser computado de maneira eficiente, mapeando problemas trataveis e
intrataveis (ARORA; BARAK, 2009).

Assim, os problemas sdo agrupados em classes de complexidade. A classe Poly-
nomial time - P contém os problemas que podem ser resolvidos eficientemente, ou seja, em
tempo polinomial por uma maquina de Turing deterministica (MTD). Por outro lado, a classe NP
(Nondeterministic Polynomial time) abrange os problemas cujas solu¢des podem ser verificadas
como corretas em tempo polinomial por uma MTD, independentemente do esforco necessario

para encontrd-las inicialmente (TOSCANI; VELOSO, 2001; CORMEN et al., 2009).
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A andlise de problemas de otimiza¢do combinatdria reside na classe dos problemas
NP-dificeis (NP-hard). Segundo o trabalho seminal de Garey e Johnson (GAREY; JOHNSON,
1979), um problema € classificado como NP-dificil se ele for pelo menos tao complexo quanto
os problemas mais dificeis da classe NP. A implicacdo prética dessa propriedade € profunda: a
descoberta de um algoritmo exato e de tempo polinomial para um tnico problema NP-dificil
implicaria que P = NP, resolvendo a questdo em aberto da ciéncia da computacdo tedrica

(PAPADIMITRIOU, 2003).

2.4 Programacao Semidefinida

A programacio semidefinida (SDP) € uma extensao da programacao linear que
permite otimizar funcdes sobre o cone das matrizes simétricas semidefinidas. De acordo com
Vandenberghe e Boyd (VANDENBERGHE; BOYD, 1996), a SDP oferece uma base poderosa
para a resolug@o de problemas de otimizacdo combinatdria, permitindo a construcdo de relagdes
convexas.

Nesse contexto, o interesse pela SDP cresceu significativamente devido a sua ca-
pacidade de aproximar problemas discretos com garantias de desempenho teéricas (BOYD;
VANDENBERGHE, 2004). Como discutido por Wolkowicz et al. (WOLKOWICZ et al.,
2012), problemas que, na sua forma original, apresentam um espago de busca combinatdrio
(como o MaxCut), podem ser mapeados para o dominio continuo de matrizes, onde técnicas de
pontos interiores garantem convergéncia em tempo polinomial (NESTEROV; NEMIROV SKII,
1994). Além disso, a flexibilidade da SDP é ampliada pelo uso de bibliotecas de modelagem
como biblioteca de programacdo convexa em Python - CVXPY, que facilitam a implementacao

computacional de problemas complexos (DIAMOND; BOYD, 2016).

2.5 O Algoritmo de Goemans-Williamson (GW)

O algoritmo de GW, introduzido por Goemans e Williamson (GOEMANS; WIL-
LIAMSON, 1995), representa um marco na teoria de algoritmos de aproximagdo. Ao aplicar a
relaxacdo via SDP ao MaxCut, os autores demonstraram ser possivel obter um fator de aproxi-
macao (o) de 0,8785 em relagdo ao valor exato, superando as abordagens cldssicas baseadas em
algoritmos gulosos (greedy algorithms) ou busca local (WILLIAMSON; SHMOYS, 2011).

Formalmente, a modelagem desse relaxamento consiste em estender as varidveis
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discretas de spin z; € {—1, 1} para vetores unitérios v; € R" dispostos sobre uma hiperesfera uni-
taria (GOEMANS; WILLIAMSON, 1995). Para o problema ser formulado de maneira convexa,
define-se uma matriz simétrica X cujas entradas correspondem ao produto escalar desses vetores,
isto €, X;; = v; - v;. Dessa forma, o problema de otimiza¢do combinatoria € transformado em um
programa semidefinido convexo de maximizacao, expresso por (WILLIAMSON; SHMOYS,
2011):

maximizar

Y, wii(1=Xy). (4)

(i,j)€E

| =

O sucesso do método reside na transformacgdo dos vértices em vetores sobre uma
hiperesfera unitdria, um processo conhecido como randomized rounding (MOTWANI; RAGHA-
VAN, 1996). Esta técnica de arredondamento transforma a solu¢do continua da SDP em uma
parti¢do discreta valida para o MaxCut. Conforme apresentado por Williamson e Shmoys (WIL-
LIAMSON; SHMOQOYS, 2011), a andlise geométrica do hiperplano de separacdo € o que garante
esse desempenho.

Numericamente, o fator de aproximagdo o ~ 0,87856 € definido pela pior razdo pos-
sivel entre a probabilidade de um hiperplano aleatdrio separar dois vetores v; € v; € a contribui¢do
correspondente desses mesmos vetores na funcao objetivo do relaxamento semidefinido, dada
por %(1 —cos 6) (GOEMANS; WILLIAMSON, 1995). O limite inferior € obtido resolvendo
o seguinte problema de minimizacdo (GOEMANS; WILLIAMSON, 1995; WILLIAMSON;
SHMOYS, 2011):

20

=yl 7 (1 —cos ) ®
Nesta formulacio, o representa o limite inferior de desempenho do algoritmo, garantindo
matematicamente que o custo do corte encontrado serd, no pior dos casos, pelo menos 87,85%
(0, 87856) do valor do corte méximo. Esse valor minimo global ocorre quando o angulo 6
entre os vetores na hiperesfera € de aproximadamente 2,3311 radianos. Esta garantia tedrica
consolidou o método de Goemans-Williamson como a referéncia para o benchmarking de novos
paradigmas computacionais, estabelecendo o limite cldssico que os algoritmos variacionais em

computagdo quantica buscam superar (HASTAD, 2001; LUENBERGER et al., 1984).
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2.6 Computacao Quiantica na Era NISQ e Algoritmos Variacionais

A era da computacdo quantica conhecida como Noisy Intermediate-Scale Quan-
tum(NISQ) abriu novas possibilidades para a abordagem de problemas de otimizagdo combi-
natdria, como o MaxCut (KARP, 1972). Diferentemente dos futuros computadores quanticos
tolerantes a falhas, os dispositivos NISQ possuem um nimero limitado de qubits (dezenas a
centenas) e sofrem com ruidos, além de tempos de coeréncia curtos (PRESKILL, 2018). Devido
a essas severas restricdes de hardware, a execucdo de algoritmos quanticos de longa profundidade
torna-se invidvel na pratica. Nesse cendrio, a abordagem mais favordvel reside nos Algoritmos
Quanticos Variacionais (Variational Quantum Algorithms - VQAS), que utilizam uma arquitetura
hibrida quantica-classica para minimizar a profundidade dos circuitos quanticos (CEREZO et

al., 2021; MCCLEAN et al., 2016a).
2.6.1 Fundamentagcdo Matemadtica e o Loop Hibrido

O principio fundamental dos algoritmos variacionais quanticos baseia-se em utilizar
uma Unidade de Processamento Quantico (Quantum Processing Unit - QPU) para executar a
tarefa de preparacao e medicao de um estado quantico parametrizado, enquanto um otimizador
classico (Central Processing Unit - CPU) ajusta iterativamente esses parametros. O base
matemadtica dessa abordagem € o principio variacional de Rayleigh-Ritz da mecanica quantica
(NIELSEN; CHUANG, 2010).

Dado um operador H cujos autovalores sdo limitados inferiormente por uma ener-
gia fundamental E(, o valor esperado da energia para qualquer estado quantico de tentativa
parametrizado ‘l,l/(é )> serd sempre maior ou igual a Ey:

- (v®)|a|v(®)

0) = = — ) 6
O = ewae, =" ©

Assumindo a normalizacg@o do estado ((y|y) = 1), a execugdo algoritmica exige uma infraestru-

tura de hardware fisicamente distribuida.

Como ilustrado na Figura 5, a unidade de processamento cldssica composta por CPU,
Random Access Memory - RAM e Hard Disk Drive - HDD comunica-se via rede com a QPU,
que atua como um coprocessador. Internamente, a QPU recebe as instru¢des por meio de uma
Unidade de Controle Quantico (Quantum Control Unit - QCU), responsavel por preparar e medir

o estado fisico na Unidade de Execu¢cdo Quantica(Quantum Processing Unit - QEU).
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Figura 5 — Arquitetura de hardware para algoritmos hibridos na era NISQ.

No Quantico No Quantico

Unidade de Controle
Quantico

Unidade de Execugao
Quéantica

Fonte: Adaptado de Rauch, Rontani e Vialle (2025).

Ap6s a QPU avaliar a fun¢do de custo e devolver o resultado, o objetivo de resolver

o problema de minimizacao recai sobre a CPU cléssica (PERUZZO et al., 2014):

m}nE(é) = min <l//(§) H

0 0

v(6)). ™

Para que a avaliacdo de E (5 ) seja computdvel na QEU, o Hamiltoniano A é decomposto em
uma combinacdo linear de produtos tensoriais de matrizes de Pauli (formando as Pauli strings,
denotadas por P; € {I,X,Y,Z}*N): H =Y, c;P.. Pela linearidade da mecanica quintica, o valor
esperado total processado é a soma das medi¢des ponderadas pelos coeficientes classicos c;

(MCCLEAN et al., 2016b):

H P

(w(®)

v(6)) =Y (w(@)|P|vd)). (®)

2.6.2 Estrutura do Ansatz e Circuitos Qudnticos Parametrizados

O ansatz € o elemento central dos algoritmos quanticos variacionais, atuando como
o circuito quantico parametrizado responsdvel por preparar o estado de tentativa ‘ 74 (é) > Ma-
tematicamente, ele aplica um operador unitdrio U (5) sobre um estado de referéncia inicial
(tipicamente \O>®N ), definindo o subespaco de busca que serd explorado pelo otimizador cldssico
(CEREZO et al., 2021; KANDALA et al., 2017).

Na era NISQ, a concepg¢ao do ansatz exige um equilibrio entre a sua expressividade
e a profundidade do circuito. Circuitos excessivamente profundos acumulam taxas de erro
no hardware e sofrem rapida decoeréncia (PRESKILL, 2018). Adicionalmente, arquiteturas

complexas ou sem restri¢des estruturais correm o risco de enfrentar (barren plateaus)', o que

inviabiliza o treinamento dos parametros (MCCLEAN et al., 2018).

' O fendmeno dos barren plateaus ocorre quando o gradiente da fungo de custo em algoritmos variacionais torna-

se exponencialmente pequeno em relagdo ao nimero de qubits, tornando o treinamento do ansatz numericamente
instavel e ineficiente (LAROCCA et al., 2025).
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2.6.3 O Algoritmo Variational Quantum Eigensolver (VQE) aplicado ao MaxCut

O algoritmo VQE foi originalmente proposto para determinar a energia do estado
fundamental de sistemas moleculares no &mbito da quimica (PERUZZO et al., 2014). Contudo,
sua aplicacdo estendeu-se com sucesso para a otimiza¢do combinatdria ao realizar o mapeamento
da funcdo de custo de problemas classicos para o operador Hamiltoniano de um sistema de spins
(LUCAS, 2014).

Para a resolucao do problema do MaxCut via VQE, € necessario transformar um pro-
blema de parti¢dao de vértices em um problema de minimiza¢do de energia de um Hamiltoniano.
A formulacao de spin-1/2 do modelo de Ising, que descreve a interagdo magnética entre spins
em uma rede estruturada, demonstra-se ideal para essa finalidade (BARAHONA et al., 1988).

Considere a funcao de custo classica do MaxCut definida sobre varidveis de spin
discretas z; € {—1,1}, em que z; = 1 indica que o vértice pertence ao subconjunto S e z; = —1
indica que pertence a V' \ S, conforme expresso na Equagdo (2) (FARHI ez al., 2014; LUCAS,

2014):
1

Cl)=5 Y wi(l=zz). ©)

(i,j)€E
A maximizagao do peso total das arestas atravessam o corte € matematicamente equivalente
a minimizagdo do termo de spins Z(i, J)EE WijZiZj (FARHI et al., 2014; LUCAS, 2014). No
paradigma da computacdo quantica, as varidveis cldssicas de spin z; sdo mapeadas diretamente
para os operadores quanticos de Pauli Z, denotados por Z;, os quais atuam sobre o qubit i. A

matriz correspondente ao operador Pauli Z assume a seguinte forma na base computacional

{|0Y,|1)} (NIELSEN; CHUANG, 2010):
Z= . (10)

Os autovalores associados a Z sdo 1 e —1, correspondendo, respectivamente, aos
estados préprios |0) (onde z; = 1) e |1) (onde z; = —1) (NIELSEN; CHUANG, 2010). Desse
modo, o mapeamento entre 0 dominio cldssico e o espago de estados quanticos estabelece-se de
forma direta, a varidvel cldssica z; = 1 ao estado |0), e z; = —1 ao estado quantico |1)..

Ao substituir as varidveis discretas cldssicas pelos operadores de Pauli, obtém-se o

Hamiltoniano de Custo (H¢) associado ao problema do MaxCut (FARHI ez al., 2014; MCCLEAN
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et al., 2016b):

HC: Z W,‘jZ,‘Zj, (11)

(i,j)€E

| =

onde / denota a matriz identidade. O propésito do VQE aplicado ao MaxCut consiste, portanto,
em encontrar o estado fundamental (estado de menor energia) desse operador (MCCLEAN et al.,
2016a; STECHLY et al., 2019).

A escolha do ansatz que representa a forma funcional do circuito quintico parametri-
zado responsavel por gerar o estado ‘l]/(é )> assume um papel critico no desempenho do VQE.
Na era NISQ, os chamados ansatze eficientes em hardware Hardware-Efficient Ansatze - HEA
sdo frequentemente usados para minimizar a profundidade do circuito e reduzir os efeitos da
decoeréncia (KANDALA et al., 2017).

Matematicamente, este operador € estruturado em blocos que combinam portas
de rotacdo de um unico qubit com camadas de emaranhamento (Ugy). O ansatz geral com
profundidade D é gerado pela aplicacdo sequencial dessas camadas sobre o estado inicial |O>®N
(KANDALA et al., 2017):

D N
‘W(é)> =11 (Uem®Ry(9j,d)Rz(¢j,d)> 10)V. (12)

d=1 j=1
Nesta equagao (12), 6 representa o vetor de pardmetros variacionais, composto pelos dngulos 6; 4
e ¢; 4, que constroem as varidveis utilizadas pelo otimizador cldssico. O fndice j € {I,...,N}
identifica o qubit sobre o qual a porta quantica atua, onde N corresponde ao nimero total de
qubits. O indice d € {1,...,D} denota a camada do circuito, sendo D a profundidade do ansatz.
Os operadores Ry € R, representam as portas de rota¢do de um unico qubit em torno dos eixos Y
e Z, sendo expressos pelas exponenciais matriciais R, (0 4) = e~ 105aY/2 ¢ R.(0jq) = e~ 19iaZ/2,
em que Y e Z sdo as matrizes de Pauli, estando a matriz Z ja definida pela Equacao (10). O
operador Ugy atua como a camada de emaranhamento, implementada por meio de portas de
dois qubits aplicadas. A aplicacdo sequencial dessas operacdes a partir do estado inicial |O>®N
garante a expressividade necessdria para que o estado gerado )w(§)> possa aproximar o estado

fundamental do sistema.
2.6.4 Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)

O algoritmo QAOA ¢é um algoritmo variacional, criado com o foco em obtengdo

de solu¢des aproximadas para problemas de otimiza¢do combinatdria em grafos (FARHI et al.,
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2014). Enquanto o VQE emprega uma estrutura de ansatz genérica ditada pelas limitagdes fisicas
do hardware, o QAOA constréi o seu circuito quantico baseando-se diretamente na estrutura do
problema (FARHI et al., 2014).

A fundamentac¢do do método inspira-se no conceito de evolucdo adiabdtica quantica.
O QAOA gera o estado quantico final por meio da aplicacdo alternada de dois operadores
unitirios parametrizados, os quais sdo construidos a partir de dois Hamiltonianos que nao
comutam entre si (FARHI et al., 2014):

1. Hamiltoniano de Custo (H¢): Corresponde ao Hamiltoniano de Ising deduzido
anteriormente. Seu operador de evolugdo unitdria, parametrizado por 7, altera as fases relativas
dos estados na base computacional (FARHI et al., 2014):

Uc(y) = e~ MHe = H o iij1-2Z})/2 (13)
=

2. Hamiltoniano de Mistura (H),): Destina-se a induzir transicdes quanticas entre
os estados, permitindo a exploragdo do espaco de solu¢des. Adota-se a soma dos operadores
Pauli X aplicados a todos os qubits: Hy; = Z]]yzl X;. O operador de evolugido € (FARHI et al.,
2014):

N
Un(B) = e PHm — He—iﬁxj_ (14)
j=1

O ansatz caracteristico do QAOA com profundidade p é construido inicializando
o sistema em uma superposicio uniforme de todos os estados possiveis |s) = [+)®", seguida
pela aplicacdo de p camadas de operadores alternados, controlados pelos vetores de parametros
cléssicos 7 e B (FARHI et al., 2014). Conforme ilustrado na Figura 6, a estrutura do circuito
reflete a intercalagdo dos operadores, onde a organizacgao légica das portas permite otimizar na

execugdo do operador de custo Uc(y):

W(7.B)) = Un(By)Uc(1) . Un (B1)Uc(n)]s). 1)

O loop de otimizacdo cléssica encarrega-se de ajustar de forma iterativa os parametros com
o0 objetivo de minimizar o valor esperado do operador de custo. Demonstrou-se teoricamente
que, no limite em que a profundidade p — oo, 0 algoritmo recupera a evolugao adiabdtica exata,

convergindo para a solu¢do 6tima global do problema (FARHI et al., 2014; CROOKS, 2018).
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Figura 6 — Exemplo de circuito para o QAOA (painel A) e o correspondente Grafo
de Precedéncia Logica dos Dados (painel B). O painel C exibe o grafo
de interagdo para profundidade p = 2 e o grafo de conectividade do
hardware. A otimiza¢do do escalonamento permite que as portas que
compdem o operador Uc(7y) sejam executadas em paralelo, reduzindo
a profundidade efetiva do circuito.

Interacio do grafo

Conectividade

0 _1_2__3_4__35

Fonte: Adaptado de Guerreschi e Park (GUERRESCHI; PARK, 2018).

2.7 Relacao com a Complexidade e Benchmarking Classico

A proposi¢do e o desenvolvimento de algoritmos variacionais como o VQE e 0 QAOA
na era NISQ encontram como forte justificativa o gargalo ocasionado pela complexidade de
tempo exponencial &'(2"V) que caracteriza os métodos cldssicos exatos ao lidarem com problemas
NP-dificeis (GAREY; JOHNSON, 1979). A principal diretriz da computacdo quantica aplicdvel a
esse cendrio ndo reside na busca por solu¢des 6timas exatas instantdneas, mas sim na capacidade
de fornecer solu¢des aproximadas de elevada qualidade com um custo computacional inferior ao
de métodos classicos em instancias complexas (PRESKILL, 2018; CEREZO et al., 2021).

No que concerne ao problema do Maximum Cut, o principal paradigma de compa-
racdo no dominio cldssico estabelece-se através do algoritmo de Goemans-Williamson (GW)
(GOEMANS; WILLIAMSON, 1995). Este método fundamentado em programacao semidefinida
tem uma garantia tedrica robusta com um fator de aproximacao de aproximadamente 0, 8785,
estabelecendo um limite que nenhum algoritmo cldssico em tempo polinomial consegue superar
(HASTAD, 2001; WILLIAMSON; SHMOYS, 2011). Por conseguinte, o processo de benchmar-

king comparativo entre abordagens quanticas e o algoritmo GW configura um campo de intensa
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atividade cientifica (WANG et al., 2018).

Embora simula¢des numéricas tedricas indiquem que algoritmos quanticos possuem
potencial para suplantar o fator de aproximacao cléassico de 0.878 mediante a profundidade
do circuito quantico (p > 1), a correspondente implementacio fisica em dispositivos NISQ
reais depara-se com barreiras préaticas (FARHI et al., 2017; YAN et al., 2024). O aumento da
profundidade implica circuitos maiores, provocando o acimulo de erros e acelerando os efeitos
da decoeréncia quantica, o que pode degradar a qualidade dos resultados obtidos antes mesmo
que o otimizador cldssico convirja (PRESKILL, 2018; ENDO et al., 2021).

Adicionalmente, os algoritmos quanticos variacionais enfrentam desafios intrinsecos
ao processo de otimizagdo classica (barren plateaus) , caracterizado pelo desaparecimento expo-
nencial dos gradientes da funcdo de custo a medida que a escala do sistema cresce, dificultando
severamente o treinamento dos parametros (MCCLEAN et al., 2018; WURTZ; LOVE, 2021).
Desse modo, o escopo da pesquisa atual direcionada ao MaxCut sob o paradigma quantico
concentra-se fortemente no desenvolvimento de técnicas de reducdo de erros, simuladores avan-
cados e arquiteturas de ansatze otimizadas para viabilizar vantagens praticas estdveis na era

computacional.

2.8 Ferramentas Computacionais

A validagdo numérica e o desenvolvimento do pipeline experimental deste trabalho
foi realizada em linguagem Python, utilizando um ecossistema de bibliotecas voltadas para mode-
lagem combinatdria, otimizagao convexa, andlise estatistica e computacdo quantica variacional.
O ambiente de software foi estruturado para permitir o processamento hibrido, conectando a
manipulagdo cldssica de dados aos motores de simulacdo de circuitos quanticos.

Para a representacdo topoldgica e modelagem estrutural das instancias do problema
do MaxCaut, utilizou-se a biblioteca NetworkX, responsdvel pela geracao estocastica de grafos
e extracdo de suas propriedades de conectividade. O suporte matematico e a manipulacio de
tensores assenta-se sobre a biblioteca NumPy, enquanto o gerenciamento, estrutura¢do dos dados
nas simulacdes de Monte Carlo foram consolidados com a biblioteca Pandas. Rotinas acessdrias
do nucleo nativo de Python, como os médulos time (cronometragem de alta precisdo), random
(geracdo pseudoaleatdria), itertools (iteracdo combinatdria exaustiva) e warnings (controle
de alertas de execucao), garantiram o fluxo de controle e o0 monitoramento de desempenho

temporal dos algoritmos.
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No dominio da otimizacao clédssica e sintonia paramétrica, empregou-se a biblio-
teca CVXPY como interface algébrica para a Programacao Semidefinida (SDP), permitindo
a resolucdo do algoritmo de Goemans-Williamson. Complementarmente, a automacao da
busca hiperparamétrica para os niveis de repeticdo do circuito quantico foi delegada a biblio-
teca scikit-optimize (skopt), aplicando processos Gaussianos por meio do algoritmo de
Otimizacdo Bayesiana.

O nucleo quantico do ambiente foi desenvolvido inteiramente sob o ecossistema
kit de desenvolvimento de software para computacdo quantica - Qiskit. O mapeamento do
problema combinatdrio cldssico para operadores quanticos foi introduzido pelo médulo qiskit_
optimization, responsdvel por transpor a funcdo de custo para o formalismo de um Ha-
miltoniano de Ising. A constru¢do, parametrizacdo e parametrizacdo dos ansatze variacionais
basearam-se nas classes fundamentais QuantumCircuit, Parameter e na biblioteca de circuitos
estruturados TwoLocal.

Para a execuc¢do e convergéncia das funcdes de custo quanticas, utilizou-se o mo6-
dulo qiskit_algorithms, com a estrutura do SamplingVQE integrada ao otimizador cldssico
COBYLA e ao gerenciador de reprodutibilidade estocdstica algorithm_globals. Por fim, o pro-
cessamento de alta fidelidade dos circuitos apoiou-se no pacote qiskit_aer, empregando o simu-
lador de estado baseado em Matrizes de Produtos de Estados Matrix Product State - MPS através
do AerSimulator, operado sob a arquitetura moderna de Primitivas V2 (SamplerV2) e prece-

dido pela otimizacdo logica via gerenciador de transpilacdo generate_preset_pass_manager.

2.9 Meétricas de Avaliacio e Modelagem Estatistica

A passagem da modelagem tedrica para a andlise computacional exige o estabele-
cimento de critérios para mensurar a qualidade das solucdes e o custo operacional. Esta sec@o
fundamenta os conceitos de aproximacao, métodos estocasticos e técnicas preditivas que servem

de base empirica e tedrica para a avaliagdo de algoritmos hibridos e exatos.

2.9.1 Razdo de Aproximagdo

Na resolucdo de problemas de otimizacdo combinatdria classificados como NP-
dificeis, como o MaxCut, encontrar a solucdo 6tima global torna-se tratdvel apenas para instancias

pequenas. Para avaliar a metodologia dos algoritmos quanticos variacionais, utiliza-se a métrica
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de Razdo de Aproximacgao ( Approximation Ratio - AR) (VAZIRANI, 2013; WILLIAMSON;
SHMOYS, 2011).
Para um problema de maximizacao, a razdo de aproximacao € definida formalmente

como a razdo entre o valor objetivo da solucdo obtida pelo algoritmo (C,xi4,) € O valor da

solucdo 6tima tedrica (Cpyrimo) (VAZIRANI, 2013):

AR — Cobtido

<1. (16)

Cotimo
Quando a dimensao da topologia de rede dificulta o cdlculo de Cypo por métodos de forca
bruta, a teoria recomenda a ado¢do de um limite superior (Upper Bound). O relaxamento via
Programacao Semidefinida (SDP), conforme estabelecido por (GOEMANS; WILLIAMSON,
1995), fornece um limite superior estrito de 0,8785, garantindo uma métrica de AR segura,

mesmo quando a solu¢do exata € desconhecida.
2.9.2 Simulagdo Estocdstica de Monte Carlo

A avaliacdo de sistemas computacionais que envolvem processos probabilisticos,
seja na geragao de topologias de rede via modelo de grafos de Erdds-Rényi (ERDOS; RENYT,
1959), seja na medicao de estados em circuitos quanticos, exige o uso de ferramentas estatisticas
robustas.

Para evitar que a andlise de desempenho seja enviesada por flutuagcdes amostrais ati-
picas, € padrao metodolégico o emprego do método de simulacdo de Monte Carlo (MOTWANI;
RAGHAVAN, 1996). Sua base estatistica fundamenta-se na Lei dos Grandes Numeros, per-
mitindo aproximar o valor esperado de uma varidvel aleatéria por meio da média de multiplas

observagdes independentes. O estimador empirico € dado por (MOTWANI; RAGHAVAN, 1996):

k
Y x, (17)
i=1

onde k representa o nimero de amostras ou execugdes independentes do sistema. Na pratica,

EX]~X =

x| =

esse método assegura a estabilidade e a confiabilidade das métricas coletadas em ambientes

ruidosos ou estocdsticos (MOTWANI; RAGHAVAN, 1996).

2.9.3 Anadlise Assintotica e Expressividade Quantica

Para quantificar a efici€ncia dos algoritmos e classificar os problemas abordados na

complexidade computacional, utiliza-se a andlise assintética. A ferramenta matematica padrao
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para expressar o limite do tempo de execug@o de um algoritmo é a notag¢do Big-&' (BACHMANN,
1894; LANDAU, 1909; CORMEN et al., 2009).

A funcdo Big-& descreve o comportamento limitante de uma funcdo quando a
dimensao da entrada, denotada por n, tende ao infinito, ignorando constantes multiplicativas e
termos de menor ordem. Formalmente, dadas duas fungdes f(n) e g(n), diz-se que (CORMEN

et al., 2009):
f(n) = O(g(n)), (18)

se, € somente se, existirem constantes positivas ¢ e ng tais que (CORMEN et al., 2009):
0< f(n) <c-g(n) paratodon > ny. (19)

Essa defini¢do matemadtica garante que a fungio g(n) atue como um teto assintético para f(n).
Na andlise de algoritmos, f(n) representa o nimero de opera¢des ou o tempo de execu¢ao no
pior caso. Algoritmos pertencentes a classe de complexidade P possuem tempo de execugdo
limitado por um polindmio, expresso como & (nk), onde k € uma constante (SIPSER, 2012;
CORMEN et al., 2009).

Conforme ilustrado na Figura 7, as curvas de crescimento polinomial e exponencial
explicam a fronteira da tratabilidade algoritmica. Em contrapartida, na auséncia de solu¢des
eficientes, problemas NP-dificeis exigem abordagens de busca exaustiva. Nesses cendrios, 0
espaco de solugdes cresce de forma combinatdria, resultando em algoritmos com complexidade
de tempo exponencial, denotada por &'(2") (GAREY; JOHNSON, 1979; KORTE; VYGEN,
2012).

E exatamente o gargalo imposto pela barreira da complexidade ¢ (2") que caracteriza
a intratabilidade computacional para grafos grandes. Essa limitacdo justifica a necessidade
rigorosa de métodos de benchmarking e motiva a busca por novos paradigmas. A exploragao
da informacao quantica e a execucao de algoritmos variacionais em simuladores e hardware
surgem, portanto, como alternativas estratégicas para contornar a explosdo combinatdria e buscar
vantagens computacionais sobre os métodos classicos tradicionais (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Embora a notacdo assintdtica (Big-&’) seja suficiente para descrever a complexidade
temporal cléssica, a parametrizacdo de circuitos quanticos dita o tamanho do espaco de busca
que o otimizador continuo precisard explorar (CEREZO et al., 2021).

Em arquiteturas de algoritmos como 0 QAOA e o VQE, o aumento do nimero de
camadas (profundidade do ansatz) amplia a expressividade do circuito, permitindo-lhe mapear

estados mais complexos do espaco de Hilbert. Contudo, na literatura quéntica, € amplamente
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documentado que o excesso de dimensionalidade frequentemente leva ao fendmeno dos Barren
Plateaus — onde os gradientes decaem exponencialmente, estagnando o aprendizado (MC-
CLEAN et al., 2018; LAROCCA et al., 2025). Assim, a contagem e o controle paramétrico
constituem critérios analiticos vitais para equilibrar a qualidade potencial da solugdo e a viabili-

dade da convergéncia.

Figura 7 — Hierarquia de crescimento das fun¢des de complexidade Big-&'.

B (=) (=] .

Elementos

Fonte: Adaptado de FreeCodeCamp?.

2.9.4 Projecdo Empirica via Regressdo Analitica

Devido ao crescimento exponencial da memoéria e do tempo exigidos para a si-
mulacdo cldssica de vetores de estado quantico, a execugdo estrita em computadores de alto
desempenho esbarra em limites fisicos de dimensionalidade. Para inferir o comportamento dos
algoritmos em instancias de maior porte sem a necessidade de execucdo direta, a teoria estatistica
emprega a modelagem preditiva por regressdo analitica (GARETH et al., 2013).

A regressdo atua ajustando fungdes continuas (como modelos polinomiais ou expo-

nenciais) aos dados discretos de tempo e uso de recursos coletados empiricamente em cendrios

2 Disponivel em: <https://www.freecodecamp.org/news/big-o-cheat-sheet-time-complexity-chart/>. Acesso em:
01 de maio de 2026.
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menores. Seja T(N) a varidvel de custo observada para um tamanho N, determinam-se os
coeficientes § que minimizam a soma dos residuos de um modelo f (N, E) (GARETH et al.,

2013):
— 2

rrgnz_ ()= £ B 20)

Uma vez validado o ajuste estatistico da curva, torna-se possivel extrapolar a tendéncia para

dominios superiores (GARETH et al., 2013).
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3 METODOLOGIA

Para avaliar as abordagens cléssicas e quanticas na resolu¢do do problema MaxCut,
desenvolveu-se um ambiente experimental estruturado em linguagem Python. Esta secdo detalha
o fluxo de trabalho metodoldgico, desde a gerac@o das instincias de rede até a execucao dos

algoritmos e a projecao estatistica dos resultados.

3.1 Caracterizacio do Método de Pesquisa

A pesquisa caracteriza-se como quantitativa e experimental, conduzida por meio de
simulacdo computacional. O método baseia-se na execu¢ao comparativa de algoritmos exatos,
heuristicos e quanticos variacionais sob as mesmas condi¢des de estresse combinatorial. Os
grafos atuam como modelos matematicos de topologias de rede de telecomunicagdes, em que os
vértices representam os nds de comunicagdo e as arestas denotam os enlaces fisicos ou 16gicos

sujeitos a particionamento.

3.2 Modelagem das Instancias de Rede

A geragdo das topologias foi implementada com o suporte da biblioteca NetworkX
(HAGBERG et al., 2008), utilizando o modelo de grafos aleatérios de Erd6s-Rényi (ERDOS;
RENY]I, 1959).

Para padronizar a complexidade do problema e simular cendrios de alta densidade de
enlaces, a densidade de todos os grafos nesta etapa foi fixada em 60%. Dessa forma, o nimero

total de arestas |E| de uma instncia com N vértices obedece estritamente a relagao:

E| = {0,6 X MJ . 1)

Visando uma aproximacao com redes de comunicacao reais — onde os enlaces
possuem larguras de banda ou laténcias distintas —, adotou-se um modelo de grafos ponderados.
O peso de cada aresta foi definido aleatoriamente a partir de uma distribuicdo uniforme no

intervalo continuo [0,5;2,0], arredondado para duas casas decimais.

3.3 Escopo Experimental e Amostragem (Método de Monte Carlo)

Devido a natureza estocdstica da geracdo de grafos e da simulagdao de medidas

quanticas, o experimento foi projetado utilizando o método de simulacdo de Monte Carlo. O
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dominio do tamanho do problema foi estabelecido no intervalo discreto de 4 < N < 20 n6s.

Para garantir validade estatistica e atenuar flutuagdes, foram geradas 10 instancias
totalmente independentes para cada incremento de N. Todos os algoritmos solucionadores
operaram concorrentemente sobre a mesma matriz de adjacéncia.

A reprodutibilidade exata do método de Monte Carlo foi assegurada por um sistema
de sementes pseudoaleatorias (seeds). Partindo de uma semente-base Sp,;. = 10598, a semente
de cada iteracdo foi computada pela expressao Suuai = Spase + (N x 100) +A, em que A €
{1,...,10} representa o valor da amostra. Esse nimero alimentou simultaneamente as rotinas

do numpy, da biblioteca random e do simulador quantico Qiskit.

3.4 Configuracao dos Algoritmos Solucionadores

O nitcleo foi segmentado em quatro frentes de processamento, executadas em se-
quéncia para cada topologia de rede gerada:

1. Forca Bruta (Baseline Exato): Solu¢do computada pela enumeracao iterativa de todo o
espaco bindrio de partigdes. A complexidade ¢'(2V~1) foi atingida fixando-se a polaridade
do primeiro no6, extraindo o corte méximo global de forma deterministica para validar os
métodos até N = 20.

2. Goemans-Williamson (GW): Otimizacdo por relaxamento de Programacao Semidefinida
(SDP) (GOEMANS; WILLIAMSON, 1995), implementada via biblioteca CVXPY (DIA-
MOND; BOYD, 2016) com o solver Splitting Conic Solver - SCS. O resultado continuo foi
submetido a um arredondamento de hiperplano aleatério em um loop de max (100, 10N)
iteragdes, guardando o maior corte encontrado e o limite superior tedrico (upper bound)
da matriz SDP.

3. Variational Quantum Eigensolver (VQE): Executado via primitiva SamplerV2 do Qiskit
sob 0 modo Matrix Product State (MPS). O ansatz foi do tipo TwoLocal com profundidade
estdtica de 3 repeti¢Oes, totalizando 4N parametros cldssicos, otimizados pelo algoritmo
COBYLA com limite configurado em max (1000, 100N?) iteracdes.

4. Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA): Modelado sobre o ambiente
Qiskit via PassManager otimizado para o SamplerV2. Para maximizar a relagdo custo-
beneficio, o nimero de camadas p foi otimizado antes da execu¢@o por meio de Otimizagado
Bayesiana (Processos Gaussianos via scikit-optimize), prospectando o intervalo p €

[1,10] durante 15 chamadas.
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3.5 Coleta de Métricas e Regressao Preditiva

Durante a execucao do loop de Monte Carlo, os dados brutos de desempenho foram
catalogados e exportados. As trés varidveis primdrias consistiram no tempo de processamento
(em segundos), no nimero de parametros quanticos ajustados e na Razao de Aproximacdo (AR).
O valor de cada instancia foi calculado dividindo-se o corte obtido pelo corte referencial (Forca
Bruta para N < 20).

Como a validacdo limitou-se ao estresse combinatorial de N = 20, utilizou-se regres-
s@o para avaliar a escalabilidade dos algoritmos. A partir dos dados, modelos de regressao foram
ajustados as curvas de tempo e dimensionalidade, permitindo projetar o custo e 0 comportamento

das arquiteturas quanticas e classicas até a marca de N = 50 vértices.
3.5.1 Infraestrutura Computacional

Para viabilizar a carga de processamento exigida pelas simulagdes quanticas, os
testes foram submetidos em lote (batch) no Cluster Apollo, ambiente de computagdo de alto
desempenho gerenciado pelo CENAPAD-UFC?.

O headnode (32 nicleos e 256 GB de RAM) foi utilizado para compilagdo via
escalonador de tarefas SLURM. O processamento da simulagcdo ocorreu nos compute-nodes
exclusivos de CPU (Apollo01[1-6]), equipados com 256 nicleos e 512 GB de memédria RAM.
Com o objetivo de analisar o espago sob recursos l6gicos, os nos de aceleracdo grafica (GPUs

NVIDIA A100) foram isolados e ndo alocados para a simulagao.

3 Centro Nacional de Processamento de Alto Desempenho da Universidade Federal do Ceara. Disponivel em:

<https://cenapad.ufc.br/>.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Este capitulo descreve a engenharia de software empregada para os modelos tedricos
em um ambiente de execucdo automatizado. A arquitetura do codigo foi projetada modularmente,

garantindo o isolamento dos dados, dos solucionadores de otimizacdo e do médulo estatistico.

4.1 Arquitetura do Coédigo

A arquitetura do software foi desenvolvida visando garantir a segrega¢do entre as
fases de geracdo de dados, os motores de otimizagdo (cldssicos e quanticos) e o armazenamento
dos resultados. O ciclo do script principal segue um pipeline sequencial: inicializacdo de ambi-
ente com controle de sementes, criacao da topologia, simulagdo para os quatro solucionadores
(For¢a Bruta, GW, VQE e QAOA); por fim, efetua-se a coleta das métricas computacionais,
como tempo de execucdo, valor do corte e nimero de iteracdes ou parametros envolvidos. O

fluxograma do c6digo completo pode ser visualizado na Figura 8.

4.2 Pré-processamento dos Grafos

A etapa de pré-processamento € responsavel por instanciar as topologias fisicas. Por
meio da biblioteca NetworkX (HAGBERG et al., 2008), um grafo aleatério do tipo Erdds-Rényi
€ gerado com uma densidade calculada em 60%. Em seguida, o algoritmo passa por todas as
arestas criadas e atribui a cada uma delas o peso de uma distribui¢cao uniforme no intervalo
continuo [0,5;2,0]. Essa estrutura de grafos ponderados é entdo convertida em uma matriz de
adjacéncia bidimensional (matriz W), que atua como a estrutura de dados padronizada consumida

por todos os algoritmos. O cédigo-fonte encontra-se detalhado no Apéndice A.

4.3 Implementacio da Forca Bruta

Com o intuito de garantir um parametro de comparagdo seguro, a implementacao
foi programada para estabelecer o baseline 6timo global. Para atenuar a explosdo combinatéria
classica, a funcdo de For¢a Bruta fixa estaticamente o estado binario do primeiro vértice do grafo,
eliminando a redundancia de parti¢cdes espelhadas. Utilizando o médulo itertools nativo do

2N—l

Python, o algoritmo enumera permutacdes restantes. Para cada parti¢do, a fun¢do de custo

computa o peso do corte, registrando e retornando o valor médximo encontrado e o tempo de



Figura 8 — Fluxograma: Compara¢do de Métodos Max-Cut.
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execucdo cronometrado via time.perf_counter (). O cédigo-fonte encontra-se detalhado no

Apéndice B.

4.4 Implementacio do Goemans-Williamson

Em contrapartida a busca exaustiva, a metodologia convexa de Goemans-Williamson
foi modelada através do ecossistema CVXPY (DIAMOND; BOYD, 2016). A matriz de decisdo
bidimensional foi instanciada com a restricao de ser Semidefinida Positiva (Positive Semidefinite
- PSD). A fungdo objetivo de maximizacao do corte é submetida ao solucionador interno SCS
(Splitting Conic Solver). ApOGs encontrar o 6timo continuo (que fornece o limite superior
matematico), aplicou-se a técnica de arredondamento por hiperplano aleatério. O nimero de
iteracdes de arredondamento foi parametrizado dinamicamente como max(100,10 x N) para
assegurar a extragdo de uma parti¢do discreta de alta qualidade. O cédigo-fonte encontra-se

detalhado no Apéndice C.

4.5 Implementacio do VQE e QAOA

Os simuladores quanticos variacionais foram construidos utilizando o Qiskit (ALEK-
SANDROWICZ et al., 2019). A matriz de adjacéncia € inicialmente traduzida para um Hamilto-
niano de Ising via médulo qiskit_optimization.

Para o VQE, adotou-se o ansatz TwoLocal estruturado com portas de rotacdo RY
e emaranhamento CZ, com profundidade fixa (reps = 3). A otimiza¢do dos parametros re-
caiu sobre o algoritmo classico COBYLA, configurado com limite adaptativo de iteracdes de
max (1000, 100 x N?).

Diferentemente do VQE, o circuito do QAOA foi desenhado de forma a permitir
a flexibilidade paramétrica das camadas y e 3, conforme formalizado no estado quantico da
Equagdo (15). O niimero de camadas (p) foi definido antes da execugdo do circuito mediante
Otimizagdo Bayesiana, gerenciada pela biblioteca scikit-optimize.

Ambos os algoritmos foram compilados sob um PassManager otimizado e subme-
tidos a primitiva SamplerV2. Para reproduzir a restri¢do de recursos sem colapso de memdria
até N = 20, a simulacdo ocorreu no AerSimulator operando sob o método de representacio de
estados de produto de matriz (Matrix Product State-MPS). O codigo-fonte encontra-se detalhado

no Apéndice D.
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4.6 Organizacao dos Resultados

A gestdo dos dados foi arquitetada de maneira tolerante a falhas. Empregou-se a
biblioteca pandas para estruturar os dados gerados. A cada simulac¢do isolada, foi armazenada
uma lista de métricas com os valores de corte, tempos de processamento, ID da semente, limites
superiores e dimensdes. Ao concluir as 10 amostras dado o tamanho de rede N, o DataFrame em
memoria é exportado de forma incremental para um arquivo . csv. Esse comportamento previne

a perda do conjunto de dados diante de potenciais interrup¢des no cluster de alto desempenho.

4.7 Geracao de Graficos e Tabelas

Os registros armazenados no arquivo CSV atuaram como fonte priméria para o
pOs-processamento. Um script secundario, apoiado nas bibliotecas matplotlib e seaborn, foi
empregado para calcular as estatisticas. O sistema gera trés representacdes: a média da Razao
de Aproximacao (AR) tracada em relac@o aos limites ideais; a projecdo da dimensionalidade
paramétrica em escala logaritmica; e a regressdo da complexidade temporal. Dessa forma, é

possivel projetar as tendéncias computacionais até a marca de N = 50 vértices.

4.8 Validacao dos Experimentos

O rigor metodolégico da simulacao foi assegurado por meio de dois mecanismos
de controle. Em um primeiro momento, a reprodutibilidade de todo o cddigo foi garantida
pela coordenagdo de sementes pseudoaleatdrias calculadas por uma funcdo que depende do
identificador da amostra e do tamanho N. Isso assegura que qualquer execuc¢do futura gere
matrizes idénticas e comportamentos de medicao.

Somado a isso, conduziu-se a validacdo analitica da efic4cia heuristica e quantica con-
tra margens de erro tedricas. Para instancias até N = 20, os cortes encontrados foram validados
contra a resposta extraida pela Forca Bruta. Simultaneamente, o relaxamento Semidefinido (SDP)
gerado pelo algoritmo de Goemans-Williamson foi coletado em todas as instincias, atuando
como certificador de limite superior (Upper Bound). Consequentemente, foi possivel atestar

com precisdo a qualidade da Razao de Aproximacao (AR) obtida pelos algoritmos quanticos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

A avaliacdo do desempenho dos algoritmos foi conduzida com base em trés métri-
cas principais: qualidade da solu¢do, dimensionalidade paramétrica do modelo e projecdo da
escalabilidade temporal para instincias de maior porte.

Os resultados foram obtidos para 4 < N < 20. Para fins de visualizacdo e andlise de
tendéncia, os valores apresentados para N > 20 nas figuras correspondem a uma interpolagao
baseada nos dados medidos, ndo representando novas simulagdes. Dessa forma, as projecoes
para tamanhos superiores do grafo devem ser interpretadas apenas como estimativas do compor-
tamento esperado dos métodos avaliados.

Os resultados médios obtidos sobre 10 amostras independentes para cada valor de N

sao discutidos a seguir.

5.1 Qualidade da Solucao e Razao de Aproximacao

A razdo de aproximacdo (Approximation Ratio — AR) mede a relagcdo entre a pontu-
acdo do corte e o valor do corte 6timo global, obtido pelo método da for¢a bruta. A Figura 9
apresenta o comportamento da AR para grafos com tamanhos variandode N =4 a N = 20.

Figura 9 — Razdo de aproximacdo média dos métodos avaliados em fun¢do do tama-
nho do grafo.
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Por definicdo, o método de for¢a bruta mantém AR = 1,0 em todas as instancias, ao
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fornecer a solugdo exata. O algoritmo de Goemans-Williamson (GW) demonstrou estabilidade
na resolugdo via Programacgdo Semidefinida (SDP). Nas dimensdes de rede correspondentes
aN =15, N=17e N =20, o método atingiu a exceléncia em todas as amostras, registrando
média de AR igual a 1,0000 e varidncia igual a 0,0000. Mesmo nos cendrios de sutil dispersao
provocada por flutuacdes, o algoritmo sustentou indices elevados (média de 0,9991 para N = 19).

Ja nos algoritmos quanticos, observou-se uma diferenca expressiva entre as aborda-
gens. O VQE exibiu um 6timo desempenho: no limite inferior do intervalo (N = 14), alcancou
uma média de AR de 0,9605. A medida que a dimensionalidade aumentou, manteve-se estdvel,
atingindo 0,9358 sob uma variancia de 0,0006 em N = 20, mantendo-se sempre muito acima do
limite inferior do GW (0,8785).

Por sua vez, o QAOA apresentou um comportamento de maior oscilacio e conside-
ravel degradac@o conforme o problema escalou. Embora tenha iniciado com AR = 1,0000 para
N =4, o algoritmo sofreu quedas, flutuando entre 0,7480 e 0,6773 para N > 11. Na maior parte
dessas instancias mais complexas, 0 QAOA performou abaixo do limite inferior do Goemans-
Williamson. Esse declinio indica que, para o nivel de profundidade (p) fixado neste estudo,
0 QAOA teve dificuldades em capturar a complexidade combinatéria do espaco de solugdes,
necessitando de circuitos mais complexos para se equiparar a complexidade demonstrada pelo

VQE.

5.2 Dimensionalidade Paramétrica

O volume de parametros necessario para cada modelo computacional influencia
diretamente a viabilidade de alocacdo de memoria e a complexidade. A Figura 10 mostra a
evolucdo desse custo em escala logaritmica.

No caso da forga bruta, o crescimento é exponencial com ordem &'(2V), o que
a torna rapidamente invidvel. O algoritmo de Goemans-Williamson apresenta um espaco de
representacio de ordem ¢’(N?), associado ao tamanho da matriz na relaxacdo semidefinida.

Nos modelos quanticos, a parametrizacao apresenta vantagens tedricas marcantes. O
VQE exige um nimero de parimetros que cresce linearmente, na ordem de ¢'(N), compactando
o espaco de busca e reduz o actimulo de erros de portas l6gicas em hardware.

Contudo, o grande destaque paramétrico reside no QAOA, que possui complexidade
O (p), dependente do nimero de camadas do ansatz, e ndo da dimensao do grafo. Como mostrado

nos resultados, a curva do QAOA mantém-se quase constante (na ordem de 10! pardmetros) para
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qualquer valor de N. Embora essa parametrizacdo reduza o espago sobre o qual o otimizador

classico atua, ela também explica o menor desempenho na razao de aproximacao (Figura 9),

configurando um claro trade-off entre expressividade do modelo e volume paramétrico.

Figura 10 — Crescimento da dimensionalidade paramétrica dos métodos avaliados
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5.3 Projecao de Escalabilidade Temporal

Para estimar o custo de execuc@o em instancias maiores e analisar os gargalos do

ambiente cléssico, a Figura 11 apresenta o tempo de execucdo para grafos até N = 50.

A forca bruta exibe a explosdo combinatdria esperada, com crescimento acentuado e

valores impraticdveis. O método de Goemans-Williamson resolve todas as instancias em tempos

reduzidos, reafirmando sua eficiéncia polinomial.

A simulacdo cléssica dos algoritmos quanticos evidencia um cendrio desafiador.

Apesar de suas parametrizagoes eficientes (0(N) e &(p)), o custo computacional real engloba

o rastreamento dos vetores de estado quantico no simulador cléssico, o qual cresce exponenci-

almente com o nimero de qubits. Observa-se que o0 QAOA apresenta uma vantagem temporal

em relacdo ao VQE, devido ao seu reduzido espaco de parametros (p < N), exigindo menos
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avaliacdes pelo otimizador cldssico a cada iteracdo. Entretanto, ambos os métodos quanticos

ainda possuem tempos de execucdo significativos em simuladores cldssicos para grandes grafos.

Figura 11 — Tempo de execucdo estimado dos métodos avaliados em fun¢do do
tamanho do grafo (escala log).
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5.4 Sintese dos Resultados

Os resultados indicam que o algoritmo de Goemans-Williamson continua a ofere-
cer o melhor equilibrio pratico entre qualidade da solu¢do (AR ~ 1,0) e altissima eficiéncia
computacional.

Ao analisar as abordagens variacionais, evidenciou-se um trade-off entre a fidelidade
da solucdo e a dimensionalidade paramétrica. O VQE demonstrou superioridade na taxa de
aproximacao, consolidando-se como um ansatz mais robusto para a convergéncia ao valor 6timo
global, ainda que a custa de uma dimensao paramétrica superior (¢'(N)). Em contrapartida, o
QAOA destacou-se pela sua extrema compactacdo (&'(p) pardmetros), resultando em tempos de
execugdo menores no cendrio. Contudo, essa eficiéncia parametrizada revelou-se insuficiente para
capturar a complexidade combinatdria da instancia com a profundidade p limitada, resultando

em quedas na qualidade do corte e desempenho frequentemente inferior a metodologia clédssica
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de Goemans-Williamson (GW).
A Tabela 1 resume o comportamento empirico no cendrio de estresse combinaté-
rio. Fica evidente que, enquanto os algoritmos quanticos oferecem vantagens expressivas no

mapeamento do problema (redugdo de varidveis), o custo da simula¢do os onera severamente em

tempo.

Tabela 1 — Resultado da média e desvio-padrao (u &+ o) para (N = 14 a 20).

N Forca Bruta Goemans-Williamson VQE QAOA
Tempo [s] N° Param. Tempo [s] N° Param. Tempo [s] N° Param. Tempo [s] N° Param.

20 | 13,52244+0,0072  524.288 | 0,0873 40,0008 210 32,4780+ 18,2541 80 20,7356+ 194,5994 12
19 | 6,0959+0,0030  262.144 | 0,0792+0,0008 190 26,7409 + 18,2541 76 13,4380427,9528 11
18 | 2,7708 +0,0002 131.072 0,0634 +0,0000 171 20,7592+ 17,4287 72 6,6111+41,6602 7
17 | 1,2582+0,0000 65.536 0,0659 £+ 0,0008 153 19,6308 +6,7929 68 7,8189 + 18,7566 9
16 | 0,5752+0,0001 32.768 0,0517 £ 0,0000 136 17,3843+ 3,6169 64 6,2414+16,9912 8
15| 0,2706+0,0001 16.384 0,0471 +0,0000 120 13,8878 +3,4166 60 5,2408 £ 16,1303 8
14| 0,1136+0,0000 8.192 0,0495 £+ 0,0009 105 16,6528 +5,3875 56 8,3050 £37,0225 9

Nota: O nimero de pardmetros do QAOA depende das p-camadas definidas no experimento. Valores exibidos
representam a média observada. O tempo exato acompanhou propor¢des inferiores as do VQE (ver projecdes na
Figura 11).

Dessa forma, os resultados sugerem que a principal limitacao atual das abordagens
variacionais quanticas ndo reside apenas na formulacdo algoritmica, mas também na execugao
em simuladores. Em ambientes NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum), a obtengdo de
vantagem pratica dependerd de hardware quantico real, aliada a estratégias para aprofundamento
do circuito do QAOA ou técnicas mais avancadas de otimizag¢do de pardmetros (CEREZO et al.,

2021; KANDALA et al., 2017).

5.5 Estudo de Caso: Topologia NSFNET (1991)

Para consolidar a andlise entre os métodos cldssicos e quanticos em um cendrio real
de redes de telecomunicacdes, o problema do Corte Maximo (MaxCut) foi aplicado a topologia
de backbone da National Science Foundation Network (NSFNET) de 1991. Trata-se de uma
infraestrutura histdrica de longa distancia (WAN) composta por 14 n6s e 20 arestas, conforme
ilustrado no diagrama de referéncia original da Figura 12.

Para a aplicacao dos algoritmos, a topologia foi mapeada utilizando a biblioteca
NetworkX. O algoritmo desenvolvido fixa as coordenadas bidimensionais de cada um dos 14
vértices para preservar a disposi¢ao geografica da rede e define rigorosamente as 20 conexdes
fisicas. Visando uma aproximacao com redes de comunicagdo reais — onde os enlaces possuem
larguras de banda ou laténcias distintas —, adotou-se um modelo de grafos ponderados. O peso

de cada aresta foi definido aleatoriamente a partir de uma distribui¢do uniforme no intervalo
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continuo [0,5;2,0], arredondado para duas casas decimais. A reconstrugdo final do grafo gerada

por esse processo € apresentada na Figura 13.

Figura 12 — Diagrama original da topologia de backbone da NSENET (1991).
NSFNET T1 Network 1991

i R, 15

Fonte: Adaptado de
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:NSFNET-backbone-T1.png

Figura 13 — Reconstruciao e modelagem em grafo da topologia NSFNET.

NSFNET T1 Network 1991

11

Fonte: Préprio autor.

A introducido desses pesos altera a dindmica de otimizagdo. Além disso, € necessario
destacar o contraste estrutural deste estudo de caso em relagdo a metodologia de simulacdo

anterior. Para padronizar a complexidade e simular cendrios de alta conectividade nas rodadas de
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grafos aleatdrios representados pela equacdo 21, a densidade topoldgica havia sido fixada em
60%.

Em contrapartida, para a topologia empirica da NSFNET, calcula-se a densidade real
do grafo (D), Equagdo (1), dada pela razdo entre o nimero de arestas existentes (|E| =20) e o
limite mdximo de conexdes tedricas para |V | = 14 nds:

2E]  2x20 40

D = = =
VI([V|=1)  14x13 182

~0,2198. (22)

A densidade de aproximadamente 22% caracteriza a NSFNET como um grafo esparso. Em estru-
turas esparsas onde os pesos das arestas variam continuamente, a paisagem de energia do Hamil-
toniano de Ising associado torna-se irregular, refletindo-se nos minimos locais. Contudo, devido
ao tamanho moderado do problema (N = 14), o algoritmo classico de Goemans-Williamson
(GW) via Relaxamento Semidefinido (SDP) consegue contornar essas flutuacdes com eficiéncia,
alcancando consistentemente o valor exato do corte determinado pela For¢a Bruta. A Tabela 2
sintetiza o desempenho dos algoritmos, destacando as métricas criticas de Tempo de Execugado e

Razdo de Aproximagao (AR) obtidas a partir do ambiente de simulacao.

Tabela 2 — Resultado da média e desvio-padrao (u + o) para o estudo de caso NSF-

NET.
Topologia Forca Bruta Goemans-Williamson VQE QAOA
polog Tempo [s] Tempo [s] AR Tempo [s] AR Tempo [s] AR
NSFNET (1991) | 0,1487+0,0269 | 0,0916+0,0728 1,0000+0,0000 | 44,77324+9,7238 0,9388 +0,0695 | 5,7592+1,4731 0,7447 +£0,2291

Os resultados expostos na Tabela 2 revelam o impacto direto da esparsidade e da
variacdo de pesos nos solucionadores quanticos variacionais. O VQE exibiu o maior tempo
computacional médio (= 44,77 s), consequéncia do elevado niimero de avaliacdes de func¢des
pelo otimizador cldssico COBYLA para ajustar os parametros do circuito em uma paisagem de
custo complexa, embora tenha garantido uma AR sdlida de 0,9388.

Em contrapartida, o QAOA mostrou-se mais célere (=~ 5,75 s), mas sofreu uma
penalidade severa na qualidade da solucdo, registrando uma AR média de 0,7447 com um
desvio-padrao acentuado (£0,2291). Essa oscilagdo e degradacao no desempenho do QAOA
ocorrem porque a distribui¢do nao-uniforme de pesos dificulta a sincronizacao dos operadores,
misturando-se ao longo das camadas do circuito, fazendo com que o algoritmo colapse em cortes

submdximos na presenca de topologias esparsas.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho investigou a aplicacdo e o desempenho de abordagens cldssicas e
quanticas na resolu¢do do problema de particionamento de grafos (MaxCut), modelado sobre
instancias inspiradas em topologias de redes de telecomunicacdes. A andlise metodoldgica
baseou-se na avaliacdo da qualidade, da dimensionalidade e da escalabilidade temporal, com-
parando o método exato de Forca Bruta, o algoritmo de Goemans-Williamson e as abordagens
variacionais quanticas VQE e QAOA.

Os resultados demonstraram que, das abordagens cldssicas, o algoritmo de Goemans-
Williamson consolidou-se como o método com a melhor relagdo custo-beneficio. Apoiado no
relaxamento por Programacdo Semidefinida (SDP), o GW sustentou uma alta eficiéncia temporal
e registrou uma Razdo de Aproximagao (AR) préxima de 1,0000 em quase todas as instancias,
confirmando a sua robustez para o particionamento de redes, tanto em cendrios paramétricos de
alta densidade como em topologias esparsas e ponderadas (evidenciado no estudo de caso da
rede NSFNET). Por sua vez, o método de For¢a Bruta comportou-se perfeitamente como linha
de base (baseline) exata; contudo, a sua complexidade exponencial inviabiliza-o para instancias
de maior magnitude.

No que concerne aos algoritmos quanticos, o estudo evidenciou o trade-off existente
entre a fidelidade da solucdo e a compactagdo paramétrica:

* VQE: Consagrou-se como o ansatz mais robusto para convergéncia. Exigindo um volume
paramétrico de crescimento linear na ordem de &(N), o modelo manteve estabilidade e
uma Razdo de Aproximagao superior e constante, mesmo em experimentos mais complexos
(N =20).

* QAOA: Destacou-se por uma reducdo dréstica e favordvel na parametrizacio, operando
na ordem de &(p), independentemente da dimenséo do grafo. Contudo, essa compactacao
revelou-se insuficiente para capturar a densidade combinatéria dos grafos a medida que
estes aumentavam. Para a profundidade testada, o QAOA sofreu uma degradacdo na
qualidade do corte — penalidade que se agravou perante a distribuicdo ndo uniforme
de pesos nas arestas da topologia —, operando frequentemente abaixo do limite inferior
estabelecido pelo algoritmo de GW.

Por fim, a principal limitacdo das abordagens quénticas atuais ndo reside nas suas
formulacdes matemadticas, mas sim no gargalo imposto pela simulagdo classica. O custo com-

putacional necessdrio para rastrear os vetores de estado em CPUs convencionais exigiu tempos
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de processamento excessivos para o VQE e o QAOA, anulando temporalmente as vantagens da
reducdo paramétrica. Dessa forma, conclui-se que a real eficiéncia desses algoritmos variacionais
permanece vinculada a execug¢do nativa em hardwares quénticos fisicos.

A partir dos dados compilados e das limitagcdes computacionais observadas neste
estudo, sugerem-se as seguintes vertentes para pesquisas futuras:

* Implementacio na Era NISQ: Transpor os experimentos dos simuladores cldssicos para
QPUs fisicas. Esta evolucdo eliminard a sobrecarga do rastreamento de vetores de estado,
permitindo aferir o tempo real de convergéncia e avaliar a resiliéncia dos modelos perante
os ruidos intrinsecos ao hardware.

* Aprofundamento do Ansatz QAOA: Investigar o comportamento do QAOA utilizando
camadas mais profundas (p > 1) e novos otimizadores. O objetivo primordial é mitigar a
degradacdo da Razdo de Aproximagdo mapeada neste trabalho, verificando se circuitos de
maior profundidade conseguem equiparar a precisao analitica do QAOA a do VQE sem
comprometer a vantagem no tempo de execucdo.

 Aplicacio de Técnicas de Mitigaciao de Erros: No contexto da transi¢ao para os proces-
sadores NISQ, serd imperativo integrar técnicas formais de mitigacdo de erros quanticos
aos circuitos. Projetar e avaliar de que forma estas ferramentas lidam com as topologias
altamente complexas serd fundamental para viabilizar implementa¢des fidedignas.

* Exploracao de Casos de Uso Dindmicos em Telecomunicacdes: Expandir a modelagem
de base (MaxCut) muito além das topologias estaticas. Os algoritmos poderdo ser cus-
tomizados para resolver problemas infraestruturais dindmicos e complexos, tais como o
roteamento de trafego adaptativo, a alocacdo dinamica de espectro em redes dpticas € o

network slicing, visando suprir as rigorosas exigéncias do 5G e das futuras arquiteturas

6G.
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APENDICE A - GERACAO DE INSTANCIAS

Este apéndice apresenta as fungdes base responsaveis pela geracdo dos grafos aleato-

rios e otimizacao de hiperparametros.

[\e)

w

6

3]
w

Cédigo-fonte 1 — funcdo de instanciac@o e otimizagao

def otimizar_hiperparametros_qaoa(matriz_w, n_nos):

space = [Integer (1, 10, name='p_reps')]

Quse_named_args (space)
def objetivo_qaoa(p_reps):
corte, _, _ = rodar_qaoa_qiskit(matriz_w, n_nos,

p_reps=int (p_reps))

return -corte

res = gp_minimize (
objetivo_qaoa, space, n_calls=15, random_state=42,
base_estimator="GP"

)

return int(res.x[0])

def preparar_instancia(n_nos, densidade=0.6, aleatorio=True

)

max_arestas = n_nos * (n_nos - 1) // 2
m_arestas = int(max_arestas * densidade)
G = nx.gnm_random_graph(n_nos, max(l, m_arestas))

# Atribuicao de pesos aleatorios as arestas
for (u, v) in G.edges():
G.edges[u, v]['weight'] = round(random.uniform(0.5,

2.0), 2) if aleatorio else 1.0




# Construcao da Matriz de Adjacencia
matriz_w = np.zeros([n_nos, n_nos])
for i in range(n_nos):
for j in range(n_nos):
temp = G.get_edge_data(i, j, default=0)
if temp != O:

matriz_wl[i, j] = temp["weight"]

return G, matriz_w
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APENDICE B - IMPLEMENTACAO DA FORCA BRUTA

Implementagdo exata para extragdo do baseline global. O espago de busca combina-

torial € varrido fixando-se a polaridade do primeiro nd.

3]

w

6

Codigo-fonte 2 — Rotina exata deterministica do problema MaxCut

def maxcut_forca_bruta(matriz_w, n_nos):
t0 = time.perf_counter ()

melhor_corte = 0

for particao_tupla in itertools.product ([0, 1], repeat=

n_nos - 1):
particao = (0,) + particao_tupla
corte_atual = sum(matriz_w[i][j] for i in range(

n_nos) for j in range(i+l, n_nos) if particao[i]

!= particaol[j])

if corte_atual > melhor_corte:

melhor_corte = corte_atual

return melhor_corte, time.perf_counter() - tO
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APENDICE C - IMPLEMENTACAO DO GOEMANS-WILLIAMSON

Heuristica classica estruturada sobre relaxamento Semidefinido Positivo (SDP) atra-
vés do solver SCS da biblioteca CVXPY, seguida do método de arredondamento em hiperplano

aleatorio.

Cédigo-fonte 3 — Relaxamento convexo e arredondamento estocdstico do algoritmo

GW

| |def maxcut_goemans_williamson(matriz_w, n_nos,

multiplicador_arredondamento=10) :

[\

t0 = time.perf_counter ()

3 X = cp.Variable((n_nos, n_nos), PSD=True)

5 objetivo = sum(matriz_w[i][j] * 0.5 * (1 - X[i, jl) for
i in range(n_nos) for j in range(i+l, n_nos) if

matriz_w[i][j] > 0)

6 restricoes = [X[i, i] == 1 for i in range(n_nos)]
7 prob = cp.Problem(cp.Maximize (objetivo), restricoes)
8 prob.solve(solver=cp.SCS, verbose=False)

10 X_otimo = (X.value + X.value.T) / 2

3 eigvals, eigvecs = np.linalg.eigh(X_otimo)

12 V = eigvecs @ np.diag(np.sqrt(np.maximum(eigvals, 0)))
13

14 melhor_corte = 0

15 limite_arredondamentos = max (100, n_nos x*

multiplicador_arredondamento)

17 for _ in range(limite_arredondamentos):

18 r = np.random.randn(n_nos)

19 particao = [1 if np.dot(V[i], r) > 0 else O for i

in range(n_nos)]

20 corte_atual = sum([matriz_w([i][j] for i in range(
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n_nos) for j in range(i+l, n_nos) if particao[i]

I= particaol[j]])

melhor_corte = max(melhor_corte, corte_atual)

return melhor_corte, prob.value, time.perf_counter ()

t0
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APENDICE D - IMPLEMENTACAO DO VQE E QAOA

A codificacdo dos simuladores quanticos parametrizados construida sobre o ecos-
sistema Qiskit. Destaca-se a primitiva SamplerV2 emulando o modo MPS e a otimizagdo de

hiperparametros (Otimizag¢do Bayesiana) para estrutura¢do das camadas do circuito QAOA.

Cédigo-fonte 4 — Motores quanticos variacionais adaptados para a primitiva

SamplerV2 e MPS

I |def otimizar_hiperparametros_qaoa(matriz_w, n_nos):

[\

space = [Integer (1, 10, name='p_reps')]

4 Quse_named_args (space)
5 def objetivo_qaoa(p_reps):
6 corte, _, _ = rodar_qaoa_qiskit(matriz_w, n_nos,

p_reps=int (p_reps))

7 return -corte

9 res = gp_minimize (
10 objetivo_qaoa, space, n_calls=15, random_state=42,
base_estimator="GP"

11 )

12 return int(res.x[0])

14 |def rodar_vqe_qiskit (matriz_w, n_qubits,

multiplicador_iteracoes=100, seed=123):

5 t0 = time.perf_counter ()

16 max_cut = Maxcut(matriz_w)

17 qp = max_cut.to_quadratic_program()

18 qubitOp, _ = qp.to_ising()

19

20 limite_iteracoes = max (1000, multiplicador_iteracoes x*

(n_qubits *x*x 2))

21 optimizer = COBYLA(maxiter=limite_iteracoes)
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23 # Ansatz TwoLocal (VQE)
24 ansatz_bruto = TwolLocal (qubitOp.num_qubits, "ry", "cz",

reps=3, entanglement="linear")

26 backend = AerSimulator ()
27 pm = generate_preset_pass_manager (optimization_level=1,
backend=backend)

28 ansatz_isa = pm.run(ansatz_bruto)

30 sampler = AerSampler ()

31 sampler.options.default_shots = 1024

32 sampler.options.simulator = {"method": "
matrix_product_state", "seed_simulator": seed}
34 vqe = SamplingVQE (sampler=sampler, ansatz=ansatz_isa,

optimizer=optimizer)

35 result = vqe.compute_minimum_eigenvalue (qubitQOp)

36

37 Xx_vge = max_cut.sample_most_likely(result.eigenstate)
38 corte_vqe = gp.objective.evaluate(x_vqe)

39

40 return corte_vqge, time.perf_counter() - t0, result.

cost_function_evals

4 |def rodar_qaoa_qiskit(matriz_w, n_qubits, p_reps=1,

multiplicador_iteracoes=100, seed=123):

43 t0 = time.perf_counter ()
44 max_cut = Maxcut(matriz_w)
45 qp = max_cut.to_quadratic_program()

46 qubitOp, _ = qp.to_ising()

47
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limite_iteracoes = max (1000, multiplicador_iteracoes x
(n_qubits **x 2))

optimizer = COBYLA(maxiter=limite_iteracoes)

# Construcao dinamica do circuito QAOQOA
qc = QuantumCircuit (n_qubits)

qc.h(range(n_qubits))

for rep in range(p_reps):

gamma = Parameter (f'g_{rep}')

beta = Parameter (f'b_{rep}')

for i in range(n_qubits):

for j in range(i+l, n_qubits):
if matriz_w([i][j] !'= 0:

gc.cx(i, j)
qc.rz (2.0 * matriz_wl[i]l[j] * gamma, j)
qc.cx (i, j)

qc.rx (2.0 * beta, range(n_qubits))

backend = AerSimulator ()
pm = generate_preset_pass_manager (optimization_level=0,
backend=backend)

qc_isa = pm.run(qc)

sampler = AerSampler ()

sampler.options.default_shots = 1024

sampler.options.simulator = {"method": "
matrix_product_state", "seed_simulator": seed}
qaoa_vqge = SamplingVQE(sampler=sampler, ansatz=qc_isa,

optimizer=optimizer)

result = qaoa_vqge.compute_minimum_eigenvalue (qubitOp)
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x_gaoa = max_cut.sample_most_likely(result.eigenstate)

return gp.objective.evaluate(x_qaoa),

() - t0, result.cost_function_evals

time.perf_counter
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