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RESUMO

A Andlise de Componente Principal, em inglés Principal Component Analysis (PCA), é uma
técnica estatistica multivariada que realiza uma transformacao linear em um conjunto de dados
composto por observacdes e varidveis inter-relacionadas, formando um novo conjunto de dados.
Este novo conjunto possui varidveis nao correlacionadas ou com menor correlagdo, podendo
ter dimensao menor do que o conjunto original. Os principais objetivos da técnica de PCA sio:
(1) extrair informag¢des mais pertinentes do conjunto observado; (ii) comprimir este conjunto; e
(iii) simplificar a descri¢io do conjunto de dados. E uma técnica bastante utilizada em diversos
contextos, como desenvolvimento de escalas psicométricas, neurociéncia, identificacdo de falhas
em processos, agrupamento ou classificacdo de informagdo, dentre outros. Contudo, no dia a dia,
€ comum encontrarmos situagdes em que o conjunto de dados possui valores incertos. Dessa
forma, o método da PCA Cléssica terd dificuldade em fornecer uma solucao satisfatéria diante
de dados incertos sem um tratamento adequado, sendo a matemadtica intervalar uma maneira de
tratar essa incerteza nos dados. Assim, € interessante desenvolvermos técnicas para a PCA em
seu contexto intervalar de modo que a incerteza possa ser considerada em sua andlise de dados
e isso precisa ser feito sem aumentar a dimensdo da matriz de dados a fim de evitar um grande
aumento do custo computacional. Logo, é proposta uma nova modelagem da matriz de dados
intervalares para encontrar a matriz de covariancia adequada e, a partir desta, aplicar os
métodos para encontrar autovalores e autovetores intervalares de tal modo que possa aplicar

uma transformacao linear e obter componentes principais intervalares.

Palavras-chave: componentes principais; andlise de intervalos (matematica); analise de

componente principal intervalar; autovalor intervalar; autovetor intervalar.



ABSTRACT

Principal Component Analysis (PCA) is a multivariate statistical technique that performs a linear
transformation on a data set composed of observations and interrelated variables, which forms a
new data set. This new set has uncorrelated or less correlated variables, and its
dimension may be smaller than the original set. The main objectives of the PCA
technique are: (i) to extract more relevant information from the observed set; (ii) to
compress this set; and (iii) to simplify the description of the data set. It is a technique
widely used in several contexts, such as the development of psychometric scales,
neuroscience, identification of process failures, grouping or classification of information, among
others. However, in everyday life, it is common to encounter situations in which the data set has
uncertain values. So, the Classical PCA method will have difficulty in providing a
satisfactory solution without adequate treatment from uncertain data, which may be dealt
with by using interval mathematics. Thus, it is interesting to develop techniques for
PCA in its interval context so that uncertainty can be considered in its data analysis,
and this needs to be done without increasing the dimension of the data matrix in order to
avoid a large increase in computational cost. Therefore, a new modeling of the interval
data matrix is proposed to find the appropriate covariance matrix and, from this, apply
the methods to find interval eigenvalues and eigenvectors in such a way that a linear

transformation can be applied and interval principal components obtained.

Keywords: principal component analysis; interval analysis (mathematics); interval principal

component analysis; interval eigenvalue; interval eigenvector.



Figura 1
Figura 2

Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

LISTA DE FIGURAS

Distribuicao de 100 observacoes e distribuicdo das componentes principais .
Distribui¢do de 100 observacdes com trés varidveis e distribuicao das compo-
nentes PrinCipais . . . . . . . . o v i e e e e e
Producdo de artigos com tema PCA ao longodoano . . . . ... ... ...
Quantidade de cita¢des por ano para PCA Intervalar ou Difuso . . . . . ..
Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Intervalar ou Difuso . . .
Grifico das ocorréncias da palavras-chave PCA Intervalar . . . . . .. . ..
Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Intervalar . . . . . . . ..
Graéfico das ocorréncias da palavras-chave PCA Difuso . . . . . . ... ..

Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Difuso . . . .. .. ...

Figura 10 — Autovetor Intervalar - MétodoSL. . . . . . . . .. ... ... ... .....

Figura 11 — Normalizagdo do autovetor intervalar . . . . . . .. .. ... ... ... ..

Figura 12 — Autovetor Intervalar Normalizado - MétodoSL . . . . . . ... ... ...

13



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Fontes mais relevantes paraotermo PCA . . . . . . . ... ... ... ... 19
Tabela 2 — Fontes mais relevantes da PCA IntervalarouDifusa. . . . . . . . . ... .. 20
Tabela 3 — Fontes mais relevantes da PCA Intervalar . . . . . ... ... ... ..... 22
Tabela 4 — Fontes mais relevantes da PCA Difuso . . . . ... ... ... ... ... 24
Tabela5 — Assertividadede Ay e Ay . . . . . . . . .. 45
Tabela 6 — Médiadas diferencas . . . . . . . . . . ... ... L 73
Tabela 7 — Pardmetros apresentados no artigo . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 74
Tabela 8 — Comparativo de autovetor intervalar com cldssico . . . . . . . ... .. .. 76
Tabela9 — Desempenho dos Candidatos por Indicadores . . . . . .. ... ... ... 78
Tabela 10 — Comparagdo dos candidatos entreodial eodia2 . . . ... ... ... .. 80
Tabela 11 — Desempenho do Candidato8 . . . . . . ... ... ... ... ....... 80

Tabela 12 — Desempenho do Candidato 11 . . . . . . . . .. ... ... ... .. .... 80



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CIA  Constraint Interval Arithmetic

IPCA Interval Principal Component Analysis

PACCE Programa de Aprendizagem Cooperativa em Células Estudantis
PCA  Principal Component Analysis

SL Single-level



1.1
1.2

2.1
2.2
2.2.1
2.2.2
23

3.1

3.2

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5
3.2.6

4.1
4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.4

5.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ittt et e e e et e e e et 13
MotivacOes . . . . . . . .. 15
Estrutura . . . . . . . . . . e 16
REVISAOBIBLIOGRAFICA . . . . . ..ottt ie i ae . 17
Anadlise para a palavra-chave principal component analysis . . . . . . . . 18
Analise para PCA intervalaroudifusa . . . . . ... ... ... .. ... 19
Artigos para PCA intervalar . . . . . . . . ... ... ... ........ 21
Artigos para PCA difusa . . . . . . . . .. ... .. ... ... .. ..., 23
Trabalhos Importantes . . . . . . .. ... ... .............. 25
ANALISE DE COMPONENTEPRINCIPAL . . ............. 27
Contextoclassico . . . . ... ... ... ... 27
Contexto intervalar . . . . . . . . . . . ... 29
Método Deif . . . . . . . . . . . ... 35
Método Deif com Leverrier-Faddeev . . . . . . . .. ... ... ...... 37
Método Single-level (SL) . . . . . . . . . . . . ... .. .. ... . ..., 40
Meétodo Constraint Interval Arithmetic (CIA) . . . . . . ... ... .. .. 41
Comparagdo entre métodos . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 43
Escolha do Autovalor . . . . . . . . . . . . . . ... .. ... 45
COMPONENTE PRINCIPAL INTERVALAR . ............. 47
Método Numérico . . . . . . . . . . . .. 47
SL - Autovetor . . . . . . . . ... 47
CIA - Autovetor . . . . . . . . . . . . . e 50
Deif com Leverrier-Faddeev - Autovetor . . . . . . . ... ... ...... 51
Método Analitico . . . . . . . . . ... 52
Método Analitico Generalizado . . . . . . . ... ... .. ........ 55
a<b<O0. ... . e 57
0<a<bh. .. 63
PCAlIntervalar . . . . . . ... ... ... ... ... 69

APLICACAO DE COMPONENTES PRINCIPAIS INTERVALARES . 74
Avaliacdo de qualidadedaagua . . . . . ... ... . ... ... ..... 74



Analise psicométrica . . . . . ... ... ...

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

REFERENCIAS . ... ... uuuu...



13

1 INTRODUCAO

A Analise de Componentes Principais, em inglés Principal Component Analysis
(PCA), € uma técnica de anélise estatistica multivariada proposta no comeg¢o do século XX,
inicialmente, por Pearson (1901) e aprimorada por Hotelling (1933) (Abdi; Williams, 2010).
Esta técnica consiste em aplicar uma transformacao linear em um conjunto de dados composto
por observacdes e varidveis inter-relacionadas, formando um novo conjunto de dados. Este
novo conjunto de dados tem varidveis ndo correlacionadas ou com menor correlagdo, de modo
que esse novo conjunto pode possuir dimensao menor do que o conjunto original e as novas
variaveis estejam ordenadas de forma decrescente representando da maior até a menor variagao
do conjunto de dados (Jolliffe, 2013). Ou seja, podemos realizar uma projecao do conjunto
de dados originais em um novo conjunto de dados.

Em resumo, a técnica possui como objetivos: extrair as informagdes mais pertinentes
do conjunto de dados observado, comprimir este conjunto de dados baseado nessas informagdes
mais pertinentes, simplificar a descricdo do conjunto de dados e permitir analisar a estrutura
dessas observacoes (Abdi; Williams, 2010).

A fim de ilustrarmos a técnica, consideraremos o exemplo ilustrado na Figura 1. Nele,
temos um conjunto de 100 observagdes com duas varidveis distribuidas e ao lado a distribui¢dao

do conjunto das componentes principais:

Figura 1 —Distribui¢do de 100 observagdes e distribuicdo das componentes principais
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Fonte: préprio autor.

Componente Principal 1

Perceba que os dados da primeira componente principal estdo variando, aproximada-

mente, entre -6 e 6, enquanto os dados da segunda estdo variando, aproximadamente, entre -1 e
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1. Logo, a primeira componente representa a maior variabilidade dos dados, enquanto a segunda
componente, a segunda maior variabilidade. Caso houvesse outras varidveis, poderiamos ter
outras componentes principais.

Por exemplo, considere a distribui¢do a seguir com trés varidveis e 100 observacoes.
Perceba que estdo sendo consideradas apenas duas componentes principais, porque a primeira
representa 97,39% da variabilidade do conjunto original, enquanto a segunda representa 1,79%
da variabilidade do conjunto original. Logo, as duas representam mais de 99% da variabilidade
e, por isso, é possivel reduzir a dimensdo do conjunto original:

Figura 2 — Distribui¢do de 100 observagdes com trés variaveis e distribuicdo das componentes
principais
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Fonte: préprio autor.

Assim, a PCA pode ser encontrada nas mais diversas aplica¢cdes como, por exemplo,

o desenvolvimento de escalas psicométricas (Kaplan; Saccuzzo, 2012), teoria da ecologia

social (Shevky et al., 1949), genética populacional (Stephens; Novembre, 2008), neurociéncia
(Chapin; Nicolelis, 1999), dentre outras. O potencial da técnica de redug@o de dimensdo também
auxilia na identificacdo de outliers, agrupamento, classificacdo, identificacdo de padroes e,
consequentemente, ¢ uma ferramenta interessante para atuar lado a lado com as diversas
técnicas de computacdo flexivel como, por exemplo, redes neurais e sistemas difusos.

Diante destas potencialidades e aplicacdes da PCA, € de se esperar a incerteza nos
dados observados durante a modelagem de problemas reais, pois sdo aplicagdes muito proximas
do cotidiano. Ou seja, no cotidiano iremos observar bases de dados que possuem parametros
calculados/obtidos em intervalos. Entdo, no intuito de tratar matematicamente esse tipo de

incerteza nos dados, pode-se usar algumas técnicas baseadas em teoria de conjuntos fuzzy e
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matemadtica intervalar, em que as informagdes das varidveis estdo contidas em intervalos, que
serd o foco deste trabalho.

Como possuimos uma base de dados intervalar, € interessante que a matriz de
covariancia considere os intervalos, logo serd, também, uma matriz intervalar. Para realizar este
processo e garantir a natureza intervalar, podemos utilizar a modelagem através da aritmética
intervalar restrita e explorar as possiveis matrizes cldssicas em uma matriz intervalar.

Entdo, para desenvolver a PCA aplicada a matriz intervalar, precisaremos encontrar
seus autovalores e os autovetores associados. Por isso, aplicaremos técnicas apropriadas para
obter autovalores e seus autovetores associados intervalares, a saber: os Métodos Deif, Single-

Level e Constraint Interval Arithmetic.

1.1 Motivacoes

Dentre as diversas dreas de aplicacdo da PCA, a psicometria € uma drea que merece
atencao especial. Dentre as escalas psicométricas existentes na literatura, podemos destacar
duas: Thurstone e Likert. A escala de Thurstone é uma das primeiras a utilizar a andlise de
componentes principais para realizar seus estudos (Kaplan; Saccuzzo, 2012). Contudo,
por ser considerada muito trabalhosa e poder gerar dividas durante a utilizagdo, foi proposta por
Likert (1932) outra escala como aprimoramento para as mesmas aplicagdes. A escala Likert,
como ficou conhecida, é mais intuitiva e tenta melhorar a captura da intensidade das atitudes
mensuradas.

Contudo, apesar de ser muito utilizada, hoje a Escala Likert possui algumas des-
vantagens como, por exemplo, a incerteza entre ser uma escala ordinal ou intervalar durante
o processo de andlise. A necessidade de obter uma resposta cldssica forca que a incerteza
da atitude mensurada seja aproximada (Monte, 2020).  Diante desse cendrio, Monte (2020)
realizou levantamento de modelagens utilizando sistemas difusos para a Escala Likert. Apesar
de existirem modelagens na literatura, pode-se questionar o contexto em que € preciso classificar
ou categorizar o publico respondente.

Assim, visando tratar de maneira adequada a incerteza, precisamos pensar em
técnicas da PCA que considerem o contexto difuso. Entretanto, uma variavel difusa pode ser,
antes de tudo, modelada como uma varidvel intervalar com pertinéncia 1 para todos os elementos
do intervalo. Entdo, é preciso primeiro aprimorar técnicas de PCA para o contexto intervalar

e, assim, sera possivel dar um passo a frente para o contexto difuso, haja vista que intervalar e
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difuso possuem relagcdes bem proximas em suas aritméticas (Lodwick, 2003), apesar de serem

areas distintas.

1.2 Estrutura

Este trabalho divide-se em seis capitulos. No Capitulo 1, a Introdugdo traz um breve
resumo sobre a técnica de PCA, suas potencialidades, o contexto da modelagem intervalar e as
motivagdes para desenvolver a pesquisa. Apds o contetido introdutério, encontra-se a Revisao
Bibliogréfica (Capitulo 2) com o desenvolvimento da busca por palavras-chave, analise biblio-
métrica dos contetidos publicados ao longo do tempo e andlise de trabalhos mais relevantes. Em
seguida, no Capitulo 3, € apresentada a Andlise de Componente Principal em seu contexto clds-
sico e os métodos para resolucao no contexto intervalar. O Capitulo 4 apresenta como construir
o0 autovetor intervalar associado ao autovalor, também intervalar, e realiza uma transformacao
linear apds definidas as componentes principais. No Capitulo 5, teremos duas aplicagdes em
situagdes reais no intuito de ilustrar o funcionamento e a eficiéncia dos métodos apresentados
nos capitulos 3 e 4. Por fim, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes e oportunidades para trabalhos

futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Como a PCA possui diversas aplicacdes nas mais variadas areas e seu desenvolvi-
mento inicial € do comeco do século XX, € de se esperar que o volume de producdes cientificas
seja bastante significativo. Na base de dados Scopus, considerando artigos publicados em lingua
inglesa e utilizando o termo “principal component analysis” € possivel encontrar mais de 200.000
artigos nas mais variadas dreas nos ultimos 20 anos. Diante deste volume, podemos pensar
em realizar uma andlise prévia inspirada nos modelos de Revisdo Sistemadtica. Afinal, essa
metodologia possui como objetivo “identificar, selecionar, avaliar, interpretar e sumarizar estu-
dos disponiveis considerados relevantes para um topico de pesquisa ou fendmeno de interesse”
(Nakagawa et al., 2017).

Para realizar este procedimento, foi realizada a busca por artigos disponiveis em
lingua inglesa na base de dados Scopus utilizando os termos “principal component analysis”,
“interval principal component analysis” e “fuzzy principal component analysis”. A opgao por
estas palavras-chave deve-se ao fato de que estas palavras isoladamente, mesmo com a aplica¢dao
de operadores booleanos, poderiam retornar artigos muito destoantes do que € buscado para
a PCA. A analise dos trabalhos encontrados foi conduzida através da ferramenta Bibliometrix
disponivel para a linguagem de programacdo R (Aria; Cuccurullo, 2017).

Como o volume de artigos para a palavra-chave “principal component analysis” é
bastante extenso, a base de dados nao nos permitiu exportar todo o conjunto de mais de 200.000
artigos. Por isso, no buscador, foi marcada a op¢ao de ordenamento pela relevancia dos trabalhos
a fim de considerarmos os trabalhos mais relevantes para esta palavra-chave. Ao todo, foi
possivel analisar 179.456 artigos.

Como existe uma relagdo proxima entre conjuntos intervalares e conjuntos difusos
(Lodwick, 2003)  podemos verificar as palavras-chave “interval principal component analysis”
e “fuzzy principal component analysis” conjuntamente através do operador booleano OR, a fim
de avaliarmos possibilidades da técnica de PCA em contexto impreciso ou intervalar, e depois
segmentar as duas palavras-chave. Dessa forma, encontramos 114 artigos, sendo 59 trabalhos
associados a palavra-chave “interval principal component analysis” e 55 artigos associados a
palavra-chave “fuzzy principal component analysis”™.

Assim, nossa andlise pode ser melhor visualizada no fluxograma a seguir:
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Levantamento de dados da base Scopus

ern

utilizando o termo “"principal component analysis”

Retornou 179.456 artigos;
Quantitativo de artigos;

Fontes mais relevantes

Intervalar e Difuso PCA

114 artigos
/ Principais areas e Grafo de palavra-chave \

Base PCA Intervalar Base PCA Difuso
59 artigos 55 artigos
Principais areas Principais areas
Grafo de palavra-chave Grafo de palavra-chave

2.1 Analise para a palavra-chave principal component analysis

Ao todo foram analisados 179.456 artigos encontrados na base Scopus de 2005 a
2024. A andlise foi realizada utilizando a ferramenta Bibliometrix. O resultado é de uma taxa
de crescimento médio de 60,5% ao ano. Isso mostra o quanto a PCA é uma técnica bastante

utilizada, conforme apresentado na Figura 3:
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Figura 3 — Produgao de artigos com tema PCA ao longo do ano
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Fonte: Proprio autor

Ao olharmos as fontes mais relevantes na Tabela 1, encontramos a seguinte distribui-
cdo:

Tabela 1 — Fontes mais
relevantes para o termo PCA

Fonte %o

SCIENCE OF THE TOTAL ENVIRONMENT  24,95%

FOOD CHEMISTRY 17,06%
CHEMOSPHERE 8,81%

FOOD RESEARCH INTERNATIONAL 8,36%
ENVIRONMENTAL POLLUTION 8,01%
ECOLOGICAL INDICATORS 7,14%
NEUROCOMPUTING 6,98%

LWT 6,54%

JOURNAL OF HAZARDOUS MATERIALS  6,27%
NEUROIMAGE 5,88%

Fonte: Bibliometrix

2.2 Analise para PCA intervalar ou difusa

As palavras-chave interval principal component analysis ou fuzzy principal com-
ponent analysis retornaram 114 artigos. Apesar de termos registros a partir de 2005, a drea
apresenta consolidacao a partir de 2009 e demonstra estabilidade média nos ultimos trés anos,

conforme apresentado na Figura 4. Segundo andlise do Bibliometrix, a taxa de crescimento
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Figura 4 — Quantidade de citacdes por ano para PCA Intervalar ou Difuso
Tabela 2 — Fontes mais relevantes da PCA Intervalar ou Difusa

Fonte: Préprio autor.
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médio € de 13,97%:

Fonte: Bibliometrix .

As revistas ja nos dao fortes indicios das principais dreas que estdo aplicando e

desenvolvendo a PCA intervalar ou difusa. Contudo, podemos ver as correlacdes entre as

palavras-chave. Entdo, utilizando o Bibliometrix, e considerando um grau de no minimo dez,

ou seja, palavras-chave que aparecem juntas pelo menos dez vezes, temos o seguinte grafo na

Figura 5:
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Figura 5 — Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Intervalar ou Difuso
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Fonte: Bibliometrix

O grafo traz para cada cor um grupo de conexdes de palavras-chave. E possivel
perceber, através do grafo, que o termo principal component analysis € o que mais aparece e
conecta os dois principais grupos através das palavras dados intervalares, raio do ponto médio,
classificacdo, deteccdo de falhas, difuso, anélise de componentes principais difusas, dentre outros.
Ja os outros grupos evidenciam as outras areas que possuem relevancia como tratamento de

quimioterapia, aprendizado de mdquina, classificacdo difusa e andlises de interacdes sociais.
2.2.1 Artigos para PCA intervalar

Avaliando os 59 trabalhos associados a palavra-chave PCA intervalar, temos a

seguinte distribui¢cdo na Figura 6:
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Figura 6 — Gréfico das ocorréncias da palavras-chave PCA Intervalar
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Fonte: Bibliometrix
Percebemos que os trabalhos associados a palavra-chave de PCA intervalar comeca-

ram a ter maior frequéncia a partir de 2010. E, entre oscilacdes nos anos, o tema vem ganhando

espaco, principalmente nas revistas apresentadas na Tabela 3:

Tabela 3 — Fontes mais relevantes da PCA Intervalar
Fonte Qtd.
SCIENCE OF THE TOTAL ENVIRONMENT 16,67%
BIORESOURCE TECHNOLOGY 11,11%
CHEMOMETRICS AND INTELLIGENT LABORATORY SYSTEMS 11,11%
FOOD QUALITY AND PREFERENCE 11,11%
JOURNAL OF PROCESS CONTROL 11,11%
TALANTA 11,11%
THE JOURNAL OF SUPERCRITICAL FLUIDS 11,11%
AGRICULTURAL AND FOREST METEOROLOGY 5,56%
ANIMAL BEHAVIOUR 5,56%
5,56%

ANNALS OF NUCLEAR ENERGY

Fonte: Bibliometrix
Utilizando o Bibliometrix, e considerando um grau de no minimo nove, ou seja,

palavras-chave que aparecem juntas pelo menos nove vezes, temos o seguinte grafo na Figura 7:
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Figura 7 — Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Intervalar
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Fonte: Bibliometrix

Assim como no anterior, a palavra-chave principal component analysis possui grande
relevancia e estd associada a detec¢do de falhas, dados intervalares, dentre outros. Também é
possivel verificar que a categoria associada a pesquisa com quimioterapia aparece novamente
e ha destaque para a categoria associada a produc¢do de alimentos que possui varios elementos

interligados.

2.2.2 Artigos para PCA difusa

Avaliando os 55 trabalhos associados a palavra-chave PCA difuso, temos a seguinte

distribuicdo na Figura 8:
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Figura 8 — Gréfico das ocorréncias da palavras-chave PCA Difuso
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Fonte: Bibliometrix

Percebemos que os trabalhos associados a palavra-chave de PCA difuso comegaram
a ter maior frequéncia a partir de 2009. E, mesmo apresentando oscila¢des ao longo dos anos, o

tema vem ganhando espago, principalmente nas revistas apresentadas na Tabela 4:

Tabela 4 — Fontes mais relevantes da PCA Difuso

Fonte Qtd.
APPLIED SOFT COMPUTING 16,13%
DESALINATION AND WATER TREATMENT 12,90%
INFORMATION SCIENCES 12,90%
KNOWLEDGE-BASED SYSTEMS 9,68%
MARINE POLLUTION BULLETIN 9,68%
PROCEDIA COMPUTER SCIENCE 9,68%
SCIENCE OF THE TOTAL ENVIRONMENT 9,68%
AUTOMATION IN CONSTRUCTION 6,45%
CHEMOMETRICS AND INTELLIGENT LABORATORY SYSTEMS  6,45%
COMPUTERS & INDUSTRIAL ENGINEERING 6,45%

Fonte: Bibliometrix

Utilizando o Bibliometrix, e considerando um grau de no minimo nove, ou seja,

palavras-chave que aparecem juntas pelo menos nove vezes, temos o seguinte grafo na Figura 9:
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Figura 9 — Grafo das ocorréncias das palavras-chave da PCA Difuso
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Fonte: Bibliometrix

Assim como no anterior, a palavra-chave principal component analysis possui
grande relevancia e estd associada a versao difusa da técnica de PCA, andlise de agrupamento,
identificacdo da qualidade de 4gua, dentre outros. Também € possivel verificar que a categoria
associada a anélise de redes sociais aparece novamente € hd destaque nas dreas de agrupamento
difuso, aprendizado de maquina, dentre outros, mostrando as possibilidades de dreas de pesquisa

relacionadas com o tema.

2.3 Trabalhos Importantes

Um dos trabalhos que aparece como de grande relevancia na base Scopus € o trabalho
de Serrao et al. (2023). Este trabalho busca aprimorar a PCA para o contexto especifico da
andlise simbdlica de dados. Serrao et al. (2023) busca construir a matriz de covariancia para
a situacdo-problema e esta, por ser intervalar, € analisada utilizando os métodos de V-PCA e
C-PCA. A situacdo-problema principal esta relacionada com a detecgdo de ataques virtuais.

Outro trabalho relevante foi desenvolvido por Zhang e Wang (2022) que aplicou o
método proposto na deteccdo de falhas em processos industriais. Como é mencionado no artigo,
este € um processo que, por causa das falhas, ird apresentar valores intervalares, sendo necessario
um método de PCA que capte essa situagdo. Em seu contexto, Zhang e Wang (2022), propde

remodelar a matriz de informagdes através do cdlculo do valor esperado associado a Distribuicao
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Estatistica que modela o processo industrial observado.

Ainda pensando no contexto de detecc¢ao de falhas, podemos mencionar o trabalho
de Basha et al. (2018). Neste artigo s@o mencionadas trés estratégias utilizadas em trabalhos
anteriores, que os autores buscam aplicar em simulagdo para deteccdo de falhas e classificagao.
Um ponto chave deste trabalho estd em afirmar que estas tentativas incorporam uma grande area
que chamam de Interval Principal Component Analysis (IPCA). Como menciona Basha et al.
(2018), as tentativas de generalizar a PCA j4 sdo um pouco mais eficientes que a PCA cléssica,
mas concordam que € necessario haver mais estudos e mais desenvolvimento nestas estratégias
de IPCA.

Em IZEM et al. (2015) também ¢é abordado o problema de detec¢do e isolamento de
falhas, aplicando os métodos V-PCA e C-PCA, além do Midpoint-Radii, descrito em Palumbo e
Lauro (2003). Este dltimo busca encontrar a PCA para a matriz centro e matriz raio no contexto
intervalar. Como veremos mais a frente, a ideia de utilizar matriz centro e matriz raio também
faz parte do Método Deif, proposto por Deif (1991). O método Deif tem como objetivo encontrar
autovalores de matrizes intervalares e ¢ bem exemplificado no trabalho de Maiti e Chakraverty
(2023). No proximo capitulo serd mostrado que uma das estratégias para encontrar a PCA ¢é
utilizando os autovalores e autovetores da matriz de covariancia das variaveis. Por isso, sdo
relevantes as estratégias para encontrar autovalores intervalares, como € mostrado em Deif (1991)
e Mizukoshi e Lodwick (2021).

Durante a revisdo bibliogréfica, dois métodos sdo bastante mencionados. O primeiro
€ o C-PCA, que considera apenas o valor central dos intervalos. Contudo, Giordani e Kiers
(2006) pondera que, desta forma, a incerteza € descartada. O outro método € o V-PCA, proposto
por Cazes et al. (1997), que considera projetar hiper-retangulo, sendo as extremidades dos
intervalos os vértices. Para este método, Giordani e Kiers (2006) diz que esta estratégia aumenta
a dimensdo da matriz de observacdes e isso torna o problema mais custoso computacionalmente,

além de, no final, ndo ser possivel apresentar componentes principais intervalares.
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3 ANALISE DE COMPONENTE PRINCIPAL

Neste capitulo iremos apresentar uma breve descri¢ao da técnica PCA e como sio
encontradas as componentes principais na versao cldssica, formalizar o contexto intervalar e

apresentar a metodologia para o desenvolvimento da PCA em seu contexto intervalar.

3.1 Contexto classico

Como a ideia principal da PCA € condensar o maximo de informacdes através da
aplicacdo de uma transformacdo linear, entdo considere o vetor de varidveis aleatérias x € R” e
que a matriz de covariancia ¥ associada a este vetor seja conhecida. Queremos encontrar um

vetor ¢ € RP que, ao ser aplicado em x, maximize a variancia de x:

p
0{ix= ax) + opxy + ...+ O pxp = ZO(]jxj' 3.1
=1

Para isso, precisamos encontrar o vetor a| que, ao ser aplicado na matriz de covari-

ancia, maximize a variancia:

1
max ~ol¥a
2 (3.2)

s.a.. a’foq =1
A restricdo de normalizagdo a’fal = 1 garante que o vetor tenha tamanho limi-
tado, evitando que o problema seja ilimitado. Para o problema (3.2), utilizando o método dos

Multiplicadores de Lagrange, temos:

1
max EatlEal—/i(a’fal—l),com/i €ER (3.3)
Derivando em relacdo a o e igualando a 0, temos:
1
5-22a1—2a1:0:>(Z—ﬂwIp)al:O, (3-4)

sendo I, a matriz identidade de dimensdo p. Dessa forma, A é 0 autovalor associado a matriz
de covariancia e oy 0 autovetor associado. Ou seja, encontrar a PCA torna-se o problema de

encontrar o autovalor e o autovetor associado ao autovalor de uma matriz.
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A fim de ilustrarmos o procedimento, suponha o exemplo numérico cldssico em que
a matriz A possui duas varidveis, representadas pelas colunas 1 e 2 da matriz A, sendo cada linha

uma observacdo realizada de um processo qualquer.

2 1,03
4 1,97
A=16 3,00 (3.5)
8 3,98
_10 4, 98_
Associada a matriz A, temos a matriz de covariancia abaixo:
5 _ 10 4,9550 (3.6)

4,9550 2,4556

Para obtermos uma solucdo nio nula de (X — A4 -I,)a; = 0, é necessdrio que

det(¥X—A-1I,)=0. Temos:

10—4  (4,9550) )
det(S—A-I,) = = 2%~ 12,4556 +0,0040 = 0 3.7)
(4,9550) (2,4556— A)

para

A1 =0,0003 e A = 12,4553 (3.8)

Optando pelo maior autovalor, por representar aproximadamente 100% da variabili-

dade do processo, utilizaremos A, para encontrar o autovetor associado. Assim, temos:

—2,4553  4,9550 —2,4553  4,9550
YA I = = =0 (3.9)
4,9550 —9,9997 4,9550 —9,9997

gerando um sistema de equagdes lineares. A solucdo do sistema (3.9) é dada por:

2,0181
o = (3.10)
1
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Aplicando o processo de normalizagdo, temos:

0,8960
o = (3.11)
0,4440
Assim, podemos realizar a transformacao linear da equacgdo (3.1) para encontrar as

componentes principais associadas ao autovetor associado ao maior autovalor:

2,2494 |
4,4588
PCA = | 6,7082 (3.12)
8,9353
11,1714

Contudo, sabemos que diversos problemas da vida real sdo representados através
de informacdes intervalares. Palumbo e Lauro (2003) menciona, por exemplo, andlise com-
portamental, andlise e previsdo de condi¢des meteoroldgicas, controle estatistico de qualidade,
andlise de dados financeiros como dreas que podem se beneficiar da andlise intervalar. Serrao
et al. (2023) também menciona a emergente drea de andlise simbdlica de dados e a importan-
cia do desenvolvimento da PCA intervalar. Além das diversas areas mencionadas na revisao
bibliografica.

Diante disso, desenvolver técnicas para encontrar a PCA em seu contexto intervalar,
preservando a incerteza das informacdes e nao aumentando a dimensao da matriz, torna-se um

objetivo a ser alcancado.

3.2 Contexto intervalar

O contexto intervalar para a andlise de componente principal se dd quando alguma
informacdo da matriz de dados € intervalar, a essa matriz chamaremos de matriz intervalar. Entao,
considere [A], com m linhas e n colunas, uma matriz qualquer que possui valores intervalares e é

dada da seguinte forma:

laysan] ... [ag,:an)

[A] = : : (3.13)

(@13 @mt] o (@ G
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O nosso objetivo € encontrar a matriz de covariancia 3 desta matriz. Para isso,
podemos reescrever a estrutura da matriz [A] usando combinag@o entre os limitantes inferior

e superior dos intervalos através do tamanho do intervalo multiplicado por uma variavel 7. A

estratégia de intervalo de restrigdes (Mizukoshi; Lodwick, 2021) pode ser utilizada. Logo,
temos:
ap+ridin .. ay+ Nndin
Ay) = : : ;eom 0 < x; < 1ed;j=|a;—a;l| (3.14)
A, + ymldml e Ayt ymndmn

Do processo anterior, temos:

apr - 4y
A= (3.15)
_le N
Ni Nn
r=|: -. (3.16)
_le 7mn
di dyy
A= | .. (3.17)
dml dmn
Entao:

A(7))=A+TOA, com0< %; <1,d;j = |5ij—g,~j| e ® o produto de Hadamard. (3.18)

Como,

Y= COV(A,',AJ') = E[(Al —E[Ai])(Aj —E[Aj])[],Vi,j (319)

Sendo A uma coluna j qualquer da matriz de dados e g; o limitante inferior de um

elemento qualquer da coluna j, temos que:
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1 m m 1 m
E[Aj] = u(A)) = — ¥ (ai;+ ¥dij) = — Y aij+— 3 %jdij. (3.20)
Portanto,

1 m
H(A)) = ua))+ — ) 7ijdij = u(A) = My, (3.21)

o vetor linha com a média de cada coluna.

Com o intuito de manter a notacdo matricial para uma execuc¢do algoritmica e
sabendo que A; — E[A;] é para todo j, podemos compor uma matriz M,,,, sendo todas as linhas
iguais a My,,.

Temos a matriz A( ), € a matriz média M,,,. Ao subtrair uma pela outra teremos

uma matriz que representa a dispersdo em torno da média:

(3.22)
O termo geral da matriz A, serd dado por:
1 m
cij = a;;+ ¥jdij — u(a;) _Ez%jdij (3.23)

i

Agora, para determinar um elemento qualquer da matriz de covariancia, precisamos:

E[< e >],
(3.24)
sendo j e w colunas quaisquer.

Deste modo, temos que, para um elemento i qualquer deste vetor:

| 1
<djew>= (Qij +7jdij — plag) = — ). %jdij> : (in + Yowdliw — (@) =~ %wdiw>

(3.25)
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aij

+ %dija;, + ¥idij Ywdiw — Vjdiji(a,,

— klaj)aq, — plag) rwdin+ pa;) 4 Z i
in . 7w w (—W L
_;Z}/]dl] 271 z]+ 27] lj+ (Z7} lJ) (Z%wdiw)

(3.26)

Para obtermos a média dos termos do produto interno € necessdrio somar todas as
possibilidades de i e dividir por (m —1) a fim de termos E[< ¢’;,c,, >]. Note também que a
tnica variavel que existe para (3.26) € };d;; ou ¥,d;y, ou seja, y modela todas as possibilidades.
Desta forma, podemos encontrar uma matriz de covariancia intervalar que modele todas as
possibilidades da matriz original.

Para isso temos que maximizar € minimizar - 1 Y < c ,C.,w >. Note que, neste
caso, podemos desconsiderar as constantes. Abaixo, para um i qualquer, temos as constantes

destacadas em negrito e depois as mesmas sdo removidas:

—l]
< e >= agay, +a; Hwdi—au(a Z}/w i

+ %jdija, + ¥idij Ywdiv — ¥idijf(a,,) — %fnij Z Yowdiw
i

#(a)) &
—H (gj)giw o :u(‘_lj) %Wdiw + ﬂ(@j)ﬂ(ﬁw) + m] Z %wdiw

m

j fwliv v W d 1 n m
_%Z%jdij— 7m_z%jdij—|—’u_ (51 )Z%jdij—{—ﬁ (Z%jdij) (Z%Wdiw) (3.27)

i i i i

< Cl.‘jac.w >= %Wdiw(gij _lu(c_lj)) _Z%Wdiw (c_ll]_—'u((l])>

i

4 Aiw —HU a,,
+m@@ww@m—2m%(—ﬁf—5

1 m m 1 m m
+ %idij Ywdiw — Z(%jdijz Yowdi + %wdiwz Yidij) + s (Z %jdij> (Z %wdiw> (3.28)

i i
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A priori, podemos pensar que precisaremos resolver um problema de otimizacao
para cada elemento da matriz de covariancia, mas lembremo-nos em um intervalo fechado [a, b],
todo elemento x satisfaz a < x < b, ou seja, 0s ¥ que maximizam ou minimizam serao iguais.
E, como estamos considerando j e w quaisquer, temos, em especial, 0 caso em que j = w, 0
elemento da diagonal principal da matriz de covariancia. Assim, podemos resolver os problemas
associados a esses elementos e utilizar o ¥ encontrado para construir toda a matriz de covariancia
intervalar.

Como j = w, para um i qualquer, temos:

AL a;;— p(a;)
<djcj>=yidijla;— ula;)) _Z%jdij <¥>

m

= a;;—H(a;)
+ %jdij(a;; — p(a;)) _Z Yijdij (¥>

m

1 m m 1 m m
+ ¥iydijYidij — (%’dijz Yidij+ ¥idij Y %,-d,,-) t3 (Z %jdij> (Z %jdij>
i i

i

aL a;;—p(a;)
=2x;dij(a;; — u(a;)) — ZZ Yijdij (#)

2
1 i 1 (&
+ (nidi)* =~ <2%jdij ) ,%jdij> +o3 (Z ,%jdij>

(3.29)

Para termos uma matriz de covariancia intervalar, precisamos encontrar os valores
de %; que maximizem e minimizem os elementos da diagonal principal. Dessa forma, para
cada elemento da diagonal principal, teremos que resolver um problema de maximizagao e de

minimizacao. Por exemplo:
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min ¢ max c;;
Yo Y (3.30)
sa.:0<y; <1 sa.:0<y; <1

Dessa forma, podemos construir a matriz de covariancia intervalar:

[o11:011] - [O1,:01]
co([A)=| = . (3.31)

o

6',11] [O'

_nn;ann]
A fim de facilitar a compreensdo, vamos aplicar a proposta apresentada da PCA
cldssica no aso em que uma das varidveis aleatorias tem entradas intervalares devido a uma

perturbacao nos dados. Dessa forma, temos:

2 [0,95;1,11]_
4 [1,92;2,01]
[Al=16 [2,94;3,05] (3.32)
8 [3,93:;4,03]
10 [4,92;5,04]|

Remodelando a matriz de acordo com a estratégia de intervalo de restricoes (MIZU-

KOSHI; LODWICK, 2021):

2 0,9540,16)
4 1,92+0,09%
A= |6 29410113 (3.33)
8 3,9340,10%
10 4,920,125

Calculando a média das colunas e repetindo as linhas para termos a matriz M, temos:

2,93+ 1(0,167 +0,09% +0, 117 +0,10% +0,125)
2,93+ 1(0,167 +0,0975 40,115 +0,10% +0, 127)
2,934 £(0,167 40,0975 +0,11% +0,10% +0,12) (3.34)
2,93+ 1( )
5 ]

2,93+

0,161 +0,099% +0,11%5+0,109%4 4+ 0,12

=
I
o o o o o

0,16% +0,09% +0,11%4+0,10% +0, 127
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Assim, a matriz centro A, €:

(40,161 — 1,98 1(0,163 +0,09% +0, 1135 +0,10% +0,1235).
—2 0,097 — 1,01 — (0,161 +0,097% +0,119%5+0,103% + 0, 12%)
Ac=10 0,11p%5+0,001—1(0,167%+0,0955+0,115+0,10% +0,127) (3.35)
2 0,105+ 1,00 — £( )
40,125 +1,99 — ( ]

0,167 40,097 +0,11% +0,10% +0, 125
0,163 +0,09% +0,11% +0,10% +0, 125

Como nao hd incerteza na primeira varidvel, o primeiro elemento da matriz de
covariancia ndo depende de %. Sendo esse valor igual a 10. Contudo, para encontrar o outro
elemento da diagonal principal, precisamos resolver o problema de otimizacao para o segundo

elemento da diagonal principal. Fazendo:

- -
1 0
Tain=[0,5] € Yax=|1 (3.36)
0 1
L 0 . _1_

Temos o limite inferior do intervalo gerado por %y, € o limite superior por ¥qx-

Assim, temos a seguinte matriz de covariancia:

10 [4,77;5,1450]
3 =Cov([A]) = (3.37)
[4,77,5,1450] [2,2758;2,6485]
Para encontrar a primeira componente principal, precisamos encontrar 0 maior

autovalor associado a matriz 32, ou seja, precisamos encontrar autovalores intervalares e, para

isso0, iremos abordar trés métodos: Deif, CIA e Single-Level.
3.2.1 Meétodo Deif

Deif (1991) propde um método que permite encontrar intervalos disjuntos de autova-

lores intervalares. Suponha, por exemplo, uma matriz intervalar 2x2:

=
=

[A] = .d (3.38)

cc

)
Y

—
—
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Podemos segmentar esta matriz em uma matriz com os valores centrais dos intervalos,

A., € uma matriz raio, A, que representa as perturbacdes aplicadas em A.:

at+a b+b d—a b—b
A, = ? Z e Ay = ? 33_4 (3.39)
2 2 2 2
Deif (1991) diz que, se [A] = A, = A, for uma matriz intervalar simétrica real e
Si= diag(sgn(xgi)), ey sgn(xgli))), i=1,...,n, retirado dos autovetores de A., for constante

em [A], entdo A; € o i-ésimo autovalor de A,A € [A] varia no intervalo:

[A] = [Ai (Ac — SiAAS)) , Ai (Ac+SiApS)], i=1,....n (3.40)

Abaixo, segue a decomposicdo da matriz de covariancia intervalar do exemplo

anterior:
10+10 4,77+5,1450 10 4.9575
¢ : ’ = ’ (3.41)
4,77+2571450 2,2758—5276485 4.9575 2,4622
10—10 5,1450—4,77 0 0.1875
2a= 4 e ’ = ’ (3.42)
5,145(;—4.,77 2,6485;2,2758 01875 0,1864

Ap6s calcular as duas matrizes, precisamos calcular as matrizes S;, a matriz de sinais
dos autovetores de 3., que nos auxiliard na escolha dos autovalores. Como nossa matriz 3

possui duas colunas, teremos duas matrizes S;. A saber:

-1 0 10
S| = eS) = =1 (3.43)
0 1 0 1

Os determinantes das matrizes S; indicam o sentido da orientacdo considerada na
andlise realizada pelo método de Deif. Quando det(.S;) = 1, preserva-se o sentido original da
base, e o método seleciona os maiores autovalores da matriz ¥. + .5;X4.S;. Por outro lado,
quando det(.S;) = —1, ha uma inversdo no sentido da base, ¢ o0 método seleciona os menores
autovalores. Para Sy, por exemplo, det(S|) = —1, o método escolherd os menores autovalores

da matriz X, + S1X751.
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10 5,145 10 4,77
Zc + SleS;l — (§] (344)
5,145 12,2758 4,77 2,6485

Os autovalores da primeira matriz sdo —0,2953 e 12,5712; e os autovalores da
segunda matriz sao 0,3023 e 12,3462. Como det(S|) = —1, entdo escolheremos os menores
autovalores, ou seja, 4; = [—0,2953;0,3023]. Contudo, estamos falando de uma matriz de
covariancia, logo os valores inferiores a zero ndo nos interessam, deste modo temos: A; =
[0;0,3023].

Para S,, temos:

10 4,77 10 5,1450
2o+ S2ZA52 — (& (3.45)
4,77 2,2758 5,1450 2,6485

Os autovalores da primeira matriz sao 0,0004 e 12,2754; e os autovalores da se-
gunda matriz sdo 0,0011 e 12,6474. Como det(.S;) = 1, entdo, conforme dito anteriormente,

escolheremos os maiores autovalores, ou seja, A, = [12,2754;12,6474]. Em resumo, temos:

A1 = 1[0;0,3023] e A, = [12,2754;12,6474] (3.46)

Perceba que, apesar do método apresentar os autovalores, é necessario construir o
nimero de colunas mais duas matrizes, dessa forma, aumentando a complexidade operacional.
Outro ponto importante € a aten¢do na matriz de sinais, pois a escolha errada ird apresentar outro
conjunto de autovalores. Por isso, o interessante € a poder aplicar o método PCA para a matriz
intervalar de modo os métodos numéricos ja conhecidos possam ser aplicados. Essa ideia serd

apresentado nas sessdes seguintes.

3.2.2 Método Deif com Leverrier-Faddeev

Uma proposta de aprimorar o Método Deif ja apresentado € combind-lo com algum
método numérico, de modo que seja possivel, através do método numérico, encontrar o autovalor
através do polindmio caracteristico da matriz raio e da matriz centro.

Uma forma de encontrar o polindmio caracteristico € o método numérico de Leverrier-

Faddev. O método € utilizado para calcular os coeficientes do polindmio caracteristico de matrizes
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quadradas (Franco, 2006).  Considere o polindmio caracteristico de uma matriz quadrada A

qualquer. Este polindmio pode ser definido como:
P(A4)=(—1)"[A" Y Ay L - Cn1 A — cnl,

em que os coeficientes ¢ sdo os valores que o método calcula.
O método de Leverrier-Faddeev diz:

1. Inicio:
A;=A,c;=1tr(A1), By = A1 —c11, sendo tr(A) o trago da matriz.

2. Parak=2,...,n:

— Calcule:

3. Polindmio caracteristico:

Substitua os coeficientes c¢; no polindmio caracteristico:
P(A)=(—1)"[A" —ci A"t = QA e A — Cnl

Para a matriz centro, apresentada anteriormente, temos:

10 4,9575
Ye=A1= ,Cl = tr(Al) = 12,4622 (3.47)

4,9575 2,4621

—2,4622 4,9575

Bl =A1—C1I= (348)
4,9575  —10
—0,0447 0 tr(A
Ay = AB,; = o= A2 6 o447 (3.49)
0 —0,0447 2

Desse modo, o polindmio caracteristico é:

P(A:) = A2 — (12,4622) A — (—0,0447) (3.50)
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Ay =0,0036 € A, = 12,4586 (3.51)

Para a matriz raio, apresentada anteriormente, temos:

0 0,1875
Ya=Ap = e =tr(A1) =0,1864 (3.52)
0,1875 0,1864

—0,1864 0,1875
Bi=Ai—cI= (3.53)
0, 1875 0

0,0352 0 A
Ay =AB; = , €l = tr(Az)
0 00352

=0,0352 (3.54)

Desse modo, o polindmio caracteristico €:

P(As) = A2 — (0,1864) A4 — (0,0352) (3.55)

Aa, = —0,1163 ¢ Ay, = 0,3027 (3.56)

Logo, temos que:

ll = ﬂvc] :tﬂAl € lz = ﬂvcz :tﬂAZ
A1 =0,0036+0,1163 ¢ A, = 12,4586 +0,3027 (3.57)
Ay =[—0,1127;0,1199] e A, = [12,1559;12,7613]

Como nos interessa apenas os autovalores ndo-negativos, entao:

A1 =[0,0,1199] e A, = [12,1559;12,7613] (3.58)

Que ndo possui o mesmo resultado que o Método Deif classico, mas que ja nao ha
a problemdtica da matriz de sinais, uma vez que a direcdo ja estd contida no processo. Como
o método de Leverrier-Faddeev foi utilizado acima, entdo sera usado, também, nos métodos a

seguir para garantir algum critério de comparacao.
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3.2.3 Meétodo Single-level (SL)

Para aplicar o Método Single-level (SL) proposto por Mizukoshi e Lodwick (2021)
precisamos remodelar a matriz 3. Esse processo € igual ao processo de remodelagem que fizemos
anteriormente na matriz intervalar [A] para encontrar a matriz de covariancia. A diferenca estd

na varidvel ¥ que € tnica para toda a matriz. Assim, temos:

10 4,77+0,375y
X(y) = com0 < y<1. (3.59)

4,77+0,375y 2,2758+0,3727y

Desta forma, podemos encontrar os autovalores através do polindmio caracteristico

utilizando o método numérico de Leverrier-Faddeev:

10 4,7740,375y
Y(y)=A; = ,cp =tr(Aq) =12,2758 +0,3727y
4,7740,375y 2,2758+0,3727y
(3.60)
—2,2758 —0,3727y 4,77+0,375
Bl :Al—ClIZ 4 4 (361)
4,77+0,375y —10
10(—2,2758 —0,37279) + (4,774 0,3759)> = (x) 0
As=AB; = ( Zan 7) (*) (3.62)
0 (+)
—0,0051 —1,9383y+0,1406 0
Ag = 4 s (3.63)
0 —0,0051 — 1,93837+0, 14062
A
cr = ”<2 2) _ —0,0051 — 0, 14957+ 0, 1406y (3.64)

Desse modo, o polindmio caracteristico €:

PA)=A*—ciA—c (3.65)
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P(A) = A% — (12,2758 +0,3727y)A — (—0,0051 — 0, 1495y+ 0, 140672) (3.66)

Resolvendo o polindmio, temos:

A =0,00005(3727y+ 122758 + \/701305297/2 + 855238132+ 15067486564 (3.67)

Dessa forma temos um problema min/max para encontrar os dois autovalores inter-
valares relacionados a equagdo anterior e podemos ja incluir como restricao de que a solugdo

precisard ser superior a zero, por ser autovalor oriundo de uma matriz de covariancia. A saber:

A1 = [0,0004;0,0036],com Jin =0 € Fax = 0, 52688 (3.68)

Ay = [12,2754;12,6474], com Ypin =0¢€ Yax = 1 (3.69)
3.2.4 Meétodo Constraint Interval Arithmetic (CIA)

Para aplicar o Método Constraint Interval Arithmetic (CIA) proposto por Mizukoshi
e Lodwick (2021) precisamos remodelar a matriz 3. similar a etapa anterior, mas cada intervalo

possui um parametro ¥ associado. Assim, temos:

10 4,77+0,375%
Y(vy) = com(0< %<1 (3.70)

4,77+0,375% 2,2758+0,3727%

Aplicando o método de Leverrier-Faddeev para a aproximacao via CIA:

10 4,77+0,375x
B(v)=A; = ,c1 =tr(Aq) =12,2758+0,3727p

4,77+0,375% 2,2758+0,3727%
(3.71)

—2,2758—0,3727% 4,77+0,375
Bl = A1 — ClI = » 4 (372)
4,77+0,375H% —10
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10(—2,2758 —0,3727p%) + (4,77+0,37541)> = () 0

Ay =AB, = (3.73)
0 (*)
—0,0051+3,5775% — 3,727 +0,1406 7 0
2 pu—
0 —0,0051+3,5775%1 — 3,727 +0,1406 %7
(3.74)
tr(A

)= r(2 2) _ —0,0051 43,5775y — 3,727 +0,1406 7 (3.75)

Desse modo, o polindmio caracteristico é:

P(A)=A*—ciA—c2 (3.76)

P(A) = A% — (12,2758 +0,3727%5)A — (—0,0051 43,5775y — 3,727 +0, 1406712) (3.77)

Logo, as raizes do polindmio sdo dadas por:

A =0,00005(37279 + 122758
(3.78)

+ \/56240000712 + 14310000007 + 1389052995 — 575761868 + 15067486564)

Dessa forma temos um problema min/max para encontrar os dois autovalores inter-
valares relacionados a equacgdo (3.78) e considerando a restricao de que a solu¢do deve ser maior

que zero, por ser autovalor de uma matriz de covariancia. A saber:

A1 =[0;0,3023], com os pares de solugdes ¥uin = (1;0,9962) € Yax = (0;1) (3.79)

A = [12,2754;12,6474], com os pares de solucdes ¥uin = (0;0) € Ynax = (1;1) (3.80)
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Para comparar os trés métodos, € interessante termos alguma informacao sobre os

possiveis autovalores da matriz intervalar. Para isto, foi realizada uma simula¢do das possiveis

matrizes. Ao todo, foram geradas 442 matrizes com a simulacio abaixo:

| |import numpy as np

[\%)

matriz = np.array([[10, 4.77],

w

4 [4.77, 2.2758]1]1)

W

6|valor_inicial = matriz[1l, 1]

7|autovalores np.linalg.eigvals (matriz)

9|lambdal_min = autovalores[1]
10| lambdal_max = autovalores[1]
11

12 | lambda2_min = autovalores [0]
13| lambda2_max = autovalores [0]
14

15011 =0

16 |while matriz [0, 1] <= 5.145:

17 matriz[1, 1] = valor_inicial

18 while matriz[1, 1] <= 2.6485 + 0.0186350:
19 i +=1

20 print ("matriz: ", i)

21

22 autovalores = np.linalg.eigvals(matriz)
23

24 print (matriz)

25 matriz[1, 1] += 0.0186350

26

27 if autovalores[1] < lambdal_min:

28 lambdal_min = autovalores[1]
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30 if autovalores[1] > lambdal_max:

31 lambdal_max = autovalores[1]

33 if autovalores[0] < lambda2_min:

34 lambda2_min = autovalores [0]
35

36 if autovalores[0] > lambda2_max:
37 lambda2_max = autovalores [0]

39 matriz [0, 1] += 0.01875

40 matriz[1, 0] += 0.01875

Considerando os menores e 0s maiores autovalores encontrados, temos:

A1 = [0,0,3023] e A, = [12,2754;12,6474] (3.81)

Assim, podemos utilizar estes intervalos como referéncia para encontrar a taxa de
cobertura e assertividade. A taxa de cobertura pode ser encontrada da seguinte forma: suponha
que temos um intervalo de referéncia [a;b] e um intervalo a ser comparado [c;d], a assertividade

¢é dada:

Assertividade = Cobertura Relativa — Excedente — Falta (3.82)

Comprimento da interseccdo entre intervalos

Excedente = 3.83
reedette Comprimento do intervalo referéncia (5:55)
C imento d do limit i liad
Cobertura Relativa — Comprimento .o excesso. 0 limite Sllp@flOl" avaliado (3.84)
Comprimento do intervalo referéncia
Falta — Comprimento da falta do limite inferior avaliado (3.85)

Comprimento do intervalo referéncia

O;min(b;d) — ; d—>b —
Assertividade = max( mm(b ) —max(a;c)) max <0; 5 ) — max (O,Z c) (3.86)
—a
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Assim, temos a assertividade verificada na Tabela 5:

Tabela 5 — Assertividade de 4, e A,

Método Autovalor Assertividade
Simulacao [0,0000; 0,3023] -
Deif [0,0000; 0,3023] 100,00 %
Deif com Leverrier-Faddeev [0,0000; 0,1199] 39,66%
Single-Level [0,0004; 0,0036] 1,06%
CIA [0,0000; 0,3023] 100,00 %
Simulacao [12,2754; 12,6474] -
Deif [12,2754; 12,6474] 100,00 %
Deif com Leverrier-Faddeev [12,1559; 12,7613] 37,26%
Single-Level [12,2754; 12,6474] 100,00 %
CIA [12,2754; 12,6474] 100,00 %

Fonte: préprio autor.

Os métodos apresentaram valores muito proximos do simulado. Apenas o Método
SL, para o primeiro autovalor, teve um resultado com pouca assertividade. Apesar dos Métodos
Deif e CIA terem apresentado os mesmos resultados, o primeiro depende da anélise da matriz
de sinais referente aos autovetores da matriz centro e essa necessidade exige maior atengao
durante sua aplicagdo, além de gerar mais matrizes. O método CIA, no entanto ,associa a
matriz intervalar a matrizes classicas, permitindo utilizar resolu¢des convencionais ou métodos

numéricos conhecidos.
3.2.6 Escolha do Autovalor

Caso ndo estejamos interessados em considerar todos os autovalores para a defini¢cdo
das componentes principais, serd necessario avaliar quais autovalores sdo mais significativos.
Para isso, € importante considerar o comprimento do autovalor € a magnitude de seus valores.

Por exemplo, considere dois intervalos & = [a;b] e f= [c;d]. Devemos considerar
tanto o comprimento do intervalo, quanto o valor do intervalo. Assim, considere dgo=>b —ae

dg = d — c os comprimentos intervalares e mg = 1% empg= szrc os pontos médios.

Logo, a significancia dos intervalos pode ser definida como:

Sa=da-mgeSg=dg-mg (3.87)

Para exemplificar, considere os intervalos 4; = [0;0,3023] e A, = [12,2754;12,6474].
Temos, d;, = 0,3023 e my, =0, 1511 para o primeiro intervalo e dj, = 0,372 e my, = 12,4614

para o segundo intervalo. Assim,



S/11 :dll smy, eS,12 :d/lg'mlg

Sz =0,3023-0,1511 =0,0458 e S5, = 0,372- 12,4614 = 4,6356

Sendo a significancia relativa dada:

S, Si
AS; = ——eAS;, = —2—
A4 SAI+S,126 b Sy TS84
~0,0458 4,6356

=0,9783% e AS,, = =99,0217%

AT 4 6814 4,6814
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(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

Dessa forma, podemos dizer que, considerando a magnitude do intervalo e o compri-

mento, o autovalor A, é mais significativo. Nos resta agora determinar o autovetor, pois este serd

a componente principal.
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4 COMPONENTE PRINCIPAL INTERVALAR

Para avancar na definicdo da andlise das componentes principais, € necessario definir
os autovetores, pois eles formam as componentes principais. Neste capitulo, iremos apresentar
como identificar um autovetor intervalar associado ao autovalor intervalar. De forma pratica,
vamos considerar o autovalor A, por ter apresentado maior significncia, segundo o critério
adotado, para apresentar a modificacdo realizada no método classico de Leverrier-Faddeev,

descrito em Franco (2006).

4.1 Método Numérico

O método de Leverrier-Faddeev apresentado no capitulo anterior também permite
identificar o autovetor através das etapas do algoritmo. Para identificar o autovetor através do
método:

1. Faga:

uop = e, sendo e uma coluna da matriz identidade.
2. Calcule:

w = Aui_1+b,i=1,2,--- . n—1

3. Considere b; a coluna da matriz B; correspondente a coluna escolhida da matriz identidade.
4. u = u,_ é o autovetor correspondente ao autovalor 4;. Caso, u, | seja o vetor nulo, serd

necessario escolher outra coluna da matriz identidade e repetir o processo.

Vamos aplicar o algoritmo nos resultados do capitulo anterior.
4.1.1 SL - Autovetor

Para o resultado do Single-level considere:
Up=e= 4.1)

1 —2,2758 —0,3727y
uy = Aug+by = (12,2754 +0,372y) + 4.2)
0 4,774 0,375y
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9,9996 — 0,0007 y
U = (4.3)
4,77+0,375y

Para obter a solu¢do na forma intervalar, basta encontrar os valores de ¥ que dao os
limites inferiores e superiores. Os limites serdo obtidos para quando y=0e ¥ = 1. Logo, temos

0 autovetor:

[9,9989;9,9996]
[Vsl ] = (44)
[4,77;5,145]

Compreender o autovetor intervalar em seu contexto geométrico € um ponto im-
portante para podermos realizar outros procedimentos como, por exemplo, a normalizagdo.
Um autovetor qualquer [a,b] representa a direcdo da origem até o ponto (a,b). Logo, se as
componentes do autovetor sdo intervalos, entdo o autovetor intervalar representard a direcdo da

origem a todos os pontos possiveis do intervalo. Ou seja, para [vy] ilustrado na Figura 10, temos:

Figura 10 — Autovetor Intervalar - Método SL

drea do autovetor intervalar

12,00
10,00 - -
(4,77;10,11) (9,88;10,11)
8,00
6,00
L 5] -
4,00 (4,77;5,15) (9,88;5,15)
2,00
0,00
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00

Fonte: Préprio autor.

Para termos toda esta drea normalizada, entdo os pontos precisam ter, no maximo,

norma igual a um. Graficamente, o que queremos € apresentado na Figura 11:



Figura 11 —Normalizac¢do do autovetor intervalar

12,00
area do autovetor intervalar
W drea do autovetor intervalar normalizado (4,77;10,11)
10,00 €
8,00
6,00
[
(4,77;5,15)
4,00
autovetor intervalar
200 original para autovetor
intervalar normalizado
A
0,00
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

Fonte: Préprio autor.
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(9,88;10,11)
-

=
(9,88;5,15)

10,00

Expandindo a drea do autovetor intervalar normalizado na Figura 12:

Figura 12 — Autovetor Intervalar Normalizado - Método SL

1,00
(0,43;0,89) (0,90;0,89)

0,90 \w:’
0,80
0,70
0,60 \
0,50 5\\\\
0,40 (0,43:0,45) (0,90;0,45])
0,30
0,20
0,10
0,00

0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90

Fonte: Préprio autor.

Ou seja, podemos normalizar da seguinte forma:

[ 09989 . 996

gl = | VOIRRHTE (o965 1as | _ [0,9026:0,8892]
st = 4,77 . 5,145 - )

11 |[0,4306:0,4575]

1/9,99892+4,772° 1/9,99962 45,1452

1,00

4.5)

Que, geometricamente, é a drea apresentada no gréfico. Logo, ndo hé perda de

informacgdo ajustarmos as extremidades da primeira componente para termos um intervalo

convencional. Assim:
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[0,8892;0,9026]
V] = (4.6)
[0,4306;0,4575]

4.1.2 CIA - Autovetor

Para o resultado do constraint interval arithmetic considere:

1
U =e = 4.7
0
1 —2,2758 —0,3727 9
uy = Juog+by = (12,2754 +0,372p) + (4.8)
0 4,77+0,375y%
9,9996 +0,372% — 0,3727
U= 4 ” (4.9)

4,77+0,375n
Para obter na forma intervalar, basta encontrar os valores de % que dao os limites
inferiores e superiores. Os limites inferiores serdo dados quando 1 =0, » =1 e % = 0; limites

superiores serdo dados quando 1 =1, 5 =0e % = 1. Logo, temos o autovetor:

[9,6269;10,3716]
Veia] = (4.10)
[4,77;5,145]

Normalizando, temos:

[ 9,6269 . 10,3716 ]
[Veia] = Vo069 14770 /o165 a5t | _ |[0,8960:0,8958] (4.11)
cia] — T .
471 ) 5,145 ] [0,4440,0,4444]

V/9,62692+4,772° /10,3716 45,1452
Conforme apresentado anteriormente, estes intervalos representam uma drea no
plano, entdo, por mais que o [0,8960;0,8958] ndo seja um intervalo convencional, ird formar a
mesma drea no plano que o intervalo [0,8958;0,8960], logo, sem perda de informagdo, podemos

ajustar a primeira linha do autovetor associado ao autovalor e assim termos:

[0,8958;0,8960]
Veia] = 4.12)
[0,4440;0,4444]
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4.1.3 Deif com Leverrier-Faddeev - Autovetor

Nesta proposta, aplicamos anteriormente o método numérico de Leverrier-Faddeev
tanto na matriz centro, quanto na matriz raio. Desta forma, precisaremos verificar ambos os
processos, mas avaliando apenas a informacao relacionada com o maior autovalor.

Para a matriz centro, temos:

1
uo, = e = (4.13)
0
1 —2,4622 9,9964
uy, = Aeyug+by = 12,4586 | | + = (4.14)

0 4,9575 4,9575

Para a matriz raio, temos:

1
up, =e= 4.15)
0
1 —0,1864 0,1163
w1, = Ao +b1 =0,3027 | | + = (4.16)
0 0, 1875 0, 1875
Logo,
9,9964| [0,1163 [9,8801; 10, 1127]
[Vdeif—lv] =uj, fTuy, = * = 4.17)
4,9575 0, 1875 [4,77;5, 145]
Normalizando, temos:
98801 . 10,1127
Vaerfiv] = [\/9,88012-1—4,772’ \/10,11272+5,1452] ~|[0,9005:0,8913] @.18)
eif—Ilv] — - .
L7, 3,145 ] [0,4348;0,4535]

V/9,88012+4,772° /10,11272 45,1452
Novamente, estes intervalos representam uma drea no plano, entdo, por mais que o
[0,9005;0,8913] ndo seja um intervalo convencional, ird formar a mesma area no plano que o
intervalo [0,8913;0,9005], logo, sem perda de informacdo, podemos ajustar a primeira linha do

autovetor associado ao autovalor e assim termos:
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[0,8913;0,9005]
Vaeif—iv] = (4.19)
[0,4348:0,4535]

4.2 Método Analitico

A proposta para o método Deif classico ndo possui as matrizes B; para identificar
0 autovetor associado ao autovalor através do método numérico de Leverrier-Faddeev. Por
isso, apresentamos a seguir uma proposta de identificar analiticamente o autovetor associado ao
autovalor utilizando, também, a estratégia do método CIA.

Para encontrar o autovetor, queremos um vetor v # 0, tal que (A — A1)y = 0. Consi-

derando a matriz intervalar X e o autovalor [4;], temos:

10 4,774+ 0,375x
3= ,com(0< %<1 (4.20)
477+0,375n 2,2758+0,3727p»

(] = [12,2754;12,6474] = 12,2754 +0,3727, com 0 < % < 1 4.21)
10— 12,2754 — 0,372 4,77+0,375
5 — ()T = % 7 4.22)
4.7740,375% 2,2758 40,3727 — 12,2754 — 0,372
~2,2754—0,372 4,77+0,375
S — ]I = » 4 4.23)
4,7740,375%  —9,9996+0,372735 — 0,372

Por defini¢do, a matriz 3 — [4,]I € singular, logo suas linhas sdo linearmente depen-

dentes e isso implica que a solugdo do sistema (X — []I)[v] = 0 é:

(—2,2754—0,37295)[v1] + (4,77 +0,37571) [v2] =0 (4.24)

_ —(4,7740,375x1)[v2]
=2 2752 -0.372p) (425)
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—(4,7740,375% ) [v
W] = V1] _ (£2,2754—0,3};%[7{;2)}

[va] [v2]

(4.26)

Se [v2] = [4,77;5,145], entdo

_ —(4,77+0,37531)4,77
V1= [22754-03727)

vi] = [vi,v] = (4.27)

— —(47740375)1)5,145 _ ) )
| = ~Sao7sa—032y) — 11,0335, com p=1e =0

=8,5944,com 1 =0e 5 =1

<

Assim, o autovetor [v] sera:

[1,7988;4,5251]
V] = 1 (4.28)

Agora precisamos verificar se o autovetor encontrado é, de fato, um autovetor vélido.

Sabemos que Av = Av, assim queremos que X[v] = [4][v]. Organizando as informagdes:

. 10 4,77 +0,375
4,77+0,375% 2,2758+0,3727p |
(o] = 12,2754+ 0,372, (4.29)
8,5944 13,0391
V] = com0< %<1
4,77+0,375%
. 30,3917 + (0,375% +4,77)(0,375) +4,77) + 85,944
V| =

(0,375 +4,77)(3,0391 4 + 8,5944) + (0,3727 15 +2,2758) (0,375 +4,77)
(4.30)

(0,372 + 12,2754)(3,0391 14 + 8, 5944)
Aa]v] = (4.31)
(0,372 + 12,2754)(0,375% +4,77)

O que estamos buscando mostrar sdo os valores de [v] que X[v] = [A4][v]. Como
3 [v] = [A&][v], entdo X[v] — [A][v] = 0 e os valores de [v] sdo oriundos da variacdo de 3 e %.

Logo, queremos:
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minf (%) = 14+ %

s.a. .
(30,3917 + (0,375% +4,77)(0,37535 +4,77) +85,944) —

((0,37295 + 12,2754)(3,0391 4 + 8,5944)) = 0

((0,375% +4,77)(3,0391 % + 8,5944) + (0,3727 5+ 2,2758) (0,375 %5 +4,77)) —

((0,37295 +12,2754)(0,37595 +4,77)) = 0

0<y<1Vi=1,..,5.
(4.32)

maxf (%) =%+ %
s.a. .
(30,3919 + (0,375% +4,77)(0,3757% +4,77) + 85,944) —

((0,3727 4 12,2754)(3,0391 %4 + 8,5944)) = 0

((0,375% +4,77)(3,0391 7 + 8,5944) + (0,3727 15 +2,2758) (0,375 +4,77)) —

((0,37295 + 12,2754)(0,375% + 4,77)) = 0

0< y<1,Vi=1,..,5.
(4.33)

Para o minimo, temos % = 0,3309 e 5 = 0; e para o miximo, % =0,77210¢ 5 = 1.

Logo,

8,5944 +3,0391% [9,60; 10,7857]
[Vanalitico] = = (434)
4,7740,375% [4,77;5,145]

Normalizando, temos:
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[ 9.60 . 10,7857 ]
Wanatiico = | VORI I07857255 1452 [0,8955:0,9026] | | [0,8955:0,9026]
analitico — 4 5.145 - -
— 60,24 i o ETE] [0,4450;0,4305] [0,4305;0,4450]
(4.35)

4.3 Método Analitico Generalizado

Na secdo anterior, definimos [v;] = [4,77;5, 145], porém ¢ interessante generalizar-

mos essa escolha. Entdo, consideremos [v;| = [a;b], assim, temos que:

_ —(477+0375%)a _
V1= (Z22754-0372p) —

vi] = [vi,v] = (4.36)

~(47740375/)b _
(—2,2754-0372p5)

S
I

Como os valores de ¥ e 75 variam no intervalo de [0; 1], entdo os valores de ¢ e
d irdo variar de [1,8018; 2,2611] em funcéo de a e b, respectivamente. E importante ressaltar,
também, que se a < 0 e b > 0, teremos o autovetor nulo cldssico presente no autovetor intervalar.
Logo, para evitarmos isso precisamos que a < b < 0ou 0 < a < b.

Assim, o autovetor [v] sera:

2,2611a;1,8018b)]
[v] = casoa < b <O0. (4.37)
[a: D]

para garantir que, sendo a < b < 0, teremos ¢ < d < 0. E

[1,8018a;2,2611b]
v] = caso 0 < a <b. (4.38)
[a: D]
para garantir que, sendo 0 < a < b, teremos 0 < ¢ < d.
Agora o que queremos € verificar se [X][v] — [1][v] = 0. Por questdo de organizagao,

vamos primeiro realizar os cdlculos para a primeira linha e depois para a segunda. Também,

visando a organizag¢do, iremos considerar, inicialmente, [v] como:

W= [c;d] _ c+(d—c)n (439)

a:b] | |at+(b—a)n
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sendo 0 mesmo ) para ambos os intervalos, devido a um estar em fungio do outro.
Ou seja, a cada passo % que for dado no intervalo [a;b], 0 mesmo devera ser dado no intervalo
[c;d].

Assim, na primeira linha, temos:

[]v]:

10(c+dp —cn)+(4,77+0,375p)(a+ by —an)

(4.40)
=10(c+dp —cn)+4,77(a+by —an)+0,375(ap,+ by —ayp)
[A1lv]:
12,2754 +0,372%) (c+d ¥ — ¢
( »B)c+dn—cn) 441
=12,2754(c+dy —cn)+0,372(cr+dnps —cnp)
[X][v] - [A1[V]:
—2.2754(c+dp —cn)+4,77(a+byi —an)+0,375(ap + by —anp) 442)
—0,372(cs+dnp—cnn) = fin, 5 %)
Na segunda linha, temos:
(][]
(4,7740,375p)(c+dn —cn) +(2,2758 +0,372%) (a+ by —an)
=477 (c+dy —cn)+0,375(c+dnp —cnip)+2,2758(a+ by —ap) (4.43)
+0,3727(ap+ by —ayin)
[A1[v]:
12,2754+ 0,372%)(a+ by —a
( »n)la+by—an) (444)

=12,2754(a+ by —ay)+0,372(aps +byys—an 1)

[X][v] - [AI[V]:
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=477 (c+dyi—cn)+0,375(cp+dyp—cnp) —9,9996(a+ by —ay) (445)

+0,3727(ap + by —anym) —0,372(ap+ by —an i) = L(K. 1. KB %)

43.1 a<b<0

Sendoa <0eb < 0,entdo c =2,2611a e d = 1,8018b. Logo, para fi(%), temos:

fi(y) = —2,2754(2,2611a+1,8018by —2,2611apn) +4,77(a+ by —an)+ ]
(4.46)
0,375(aps + by —ayp) —0,372(2,2611ap +1,8018b1 % — 2,261 1ay 1)

Temos agora um problema de minimizagao e outro de maximizagdo para verificar
se os autovetores intervalares sao validos. Caso haja solugdo, serd um intervalo valido. Dessa

forma, temos:

min fi (%) = —2,2754(2,2611a+ 1,8018by —2,2611ap) +4,77(a+ b — an )+
0,375(ap+byip —anp) —0,372(2,2611ap + 1,8018b% % — 2,261 1ay )

s.a. :

A priori, podemos relaxar o problema retirando a restri¢ao associada ao % e avaliare-

mos a solugdo apresentada pelo SymPy:

| |import sympy as sp

3]

3|# Definindo as variaveis simbolicas

4la, b, x1, x2, x3, lambda0 = sp.symbols('a b x1 x2 x3 lambdaO')

6|# Definindo a funcao objetivo

71f = -2.2754%(2.2611xa + 1.8018*bxxl - 2.2611*a*xxl) + \

oo
I

.77*(a + bxxl - a*x1l) + 0.375%x(a*xx2 + b*x1*x2 - a*x1*x2) - \

910.372*(2.2611*%a*xx3 + 1.8018*b*x1*x3 - 2.2611*%a*xx1*x3)




58

# Definindo as restricoes ativas
g0 = -2.2754%(2.2611%xa + 1.8018*b*xl - 2.2611%xax*xxl) + \
4.77x(a + b*xl - a*xxl) + 0.375*x(a*xx2 + b*xl1*x2 - a*xl1*xx2) - \

0.372*%(2.2611%a*x3 + 1.8018xb*xx1*x3 - 2.2611xa*xx1*x3)

# Funcao Lagrangiana

L = f + lambdaO * g0

# Derivadas parciais da funcao Lagrangiana

dL_dx1 = sp.diff (L, x1)
dL_dx2 = sp.diff (L, x2)
dL_dx3 = sp.diff (L, x3)

dL_dlambda0 = sp.diff (L, lambdaO)

# Resolvendo o sistema de equacoes derivadas
sol = sp.solve([dL_dx1, dL_dx2, dL_dx3, dL_dlambdaO], (x1, x2,

x3, lambda0))

# Exibindo a solucao

print (sol)

A solugdo encontrada indica que o 4 e 74 s@o varidveis livres e J estd em funcao de

% € »5. Podemos verificar se hd valores paraa < b < 0,0 < % <1e0 < 955 <1 que satisfagam

0 < » <1 através de simulacdo numérica. Avaliando na linguagem Python através do pacote

Numpy:

1

[\8)

W

6

import numpy as np

# Definindo a funcao que representa a expressao
def check_expression(a, b, x1, x3):
expr = 1.6e-7%(-14018820.0*a*x1*x3 - 6248449.0*ax*xxl +
14018820.0*a*xx3 +
6248449 .0%a + 11171160.0*b*x1*x3 -
11169738.0xb*xx1)/ \

(-a*xx1 + a + bx*xx1)
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return 0 <= expr <= 1

# Definindo as condicoes
def check_conditions(a, b, x1, x3):

return a <= b < 0 and 0 <= x1 <= 1 and 0 <= x3 <=1

# Gerando valores aleatorios para a, b, x1, x3

np.random.seed (42) # Para manter a consistencia dos resultados

num_samples = 1000 # Numero de amostras a serem testadas
results = []
for _ in range(num_samples):

# Gerar valores aleatorios para a, b, x1, x3

a = np.random.uniform(-10, 0) # Gera valores para a entre
-10 e O

b = np.random.uniform(a, O0) # Gera valores para b entre a
e 0

x1 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x1 entre
0 e 1

x3 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x3 entre
0 e 1

# Verificar se o conjunto de valores satisfaz as condicoes e
a expressao
if check_conditions(a, b, x1, x3) and check_expression(a, b
, x1, x3):

results.append((a, b, x1, x3))

# Exibindo os resultados validos
if results:

print (f"Valores validos encontrados: {results}")
else:

print ("Nenhuma solucao valida encontrada.")
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O co6digo encontrou solugdes que atendem as condi¢des estabelecidas. Haver solu-
¢oes validas numericamente, € um forte indicio de que os valores a e b escolhidos sao validos
para serem os extremos dos autovetores. Para o problema de maximizag¢do, basta mudar o sinal
da funcdo objetivo para verificar se o autovetor intervalar obtido serd solu¢do ou nao.

Agora precisamos verificar a segunda linha representada por f>(%) dado por:

H(%) =4,77(2,2611a+1,8018b3 —2,2611ap) +0,375(2,2611as + 1,8018b% 35 — 2,2611a )

—9,9996(a+byi —an)+0,37127(ap+bnyu—any) —0,372(ap +byips —ayp)

Realizando o mesmo procedimento anterior para verificar a validade do intervalo,

teremos o seguinte problema de otimizacao:

min f>(%) =4,77(2,2611a+1,8018b% —2,2611ay) +0,375(2,2611ay + 1,8018b%
—2,2611ay1%) —9,9996(a+by —ay)+0,3727(ap+ by —an n)
—0,372(aps +byips —ayp)
s.a. .
0<xn<l1
L(%)=0

Igualmente ao processo anterior, podemos relaxar o problema retirando a restri¢ao

associada ao % e avaliaremos a solucdo apresentada pelo SymPy:

| | import sympy as sp

3|# Definindo as variaveis simbolicas
4la, b, x1, x2, x3, x4, lambda0 = sp.symbols('a b x1 x2 x3 x4

lambdaO')

6|# Definindo a funcao objetivo

71f = 4.77+%(2.2611*%a + 1.8018*bx*x1l - 2.2611xa*xx1) + 0.375%(2.2611%
axx2 +

§11.8018*%b*x1*x2 - 2.2611%axx1*x2) - 9.9996*(a + b*xl - a*xl) +
0.3727*(axx4 +

9 |bxxl*xx4 - a*xl*x4) - 0.372*%(a*xx3 + b*x1*x3 - a*xx1*xx3)
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# Definindo as restricoes ativas

g0 = 4.77+(2.2611*%a + 1.8018*b*xxl - 2.2611*xa*xl) +
0.375%(2.2611xa*xx2 +

1.8018*b*x1*x2 - 2.2611*%a*xx1*x2) - 9.9996*(a + b*xl - axxl) +
0.3727*(ax*xx4 +

b*x1*x4 - a*x1*x4) - 0.372*x(a*x3 + b*x1*x3 - a*x1*x3)

# Funcao Lagrangiana

L = f + lambdaO * g0

# Derivadas parciais da funcao Lagrangiana
dL_dx1 = sp.diff (L, x1)
dL_dx2 = sp.diff (L, x2)
dL_dx3 = sp.diff (L, x3)
dL_dx4 = sp.diff (L, x4)

dL_dlambda0 = sp.diff (L, lambdaO)

# Resolvendo o sistema de equacoes derivadas
sol = sp.solve([dL_dx1, dL_dx2, dL_dx3, dL_dx4, dL_dlambdaO], (
x1, x2, x3, x4,

lambda0))

# Exibindo a solucao

print (sol)

A solugdo encontrada indica que 0 %, % € 74 sdo varidveis livres e % estd em fungdo

delas. Podemos verificar se hd valores paraa < b < 0,0 < 4, %5, 74 < 1 que satisfacam 0 < 5 <1

através de simulacdo numérica. Avaliando na linguagem Python através do pacote Numpy:

1

\%)

W

import numpy as np

# Definindo a funcao que representa a expressao
def check_expression(a, b, x1, x3, x4):

expr = 8.88888888888889e-12%\
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27

29

30

31

(-372000000000000.0*a*x1*x3 +
785846999999999.0*xaxxl + 372
372700000000000.0*axx4
- 785846999999999.0*xa + 3720
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372700000000000.0*xa*xx1*x4 +
000000000000.0*a*x3 -

00000000000.0*b*x1%*x3

- 372700000000000.0*b*xx1*x4 + 1.405014e+15*%b*x1)/\

(-7537.0%a*xx1 + 7537.0*xa + 6006.0*bx*xx1)

return 0 <= expr <= 1

# Definindo as condicoes

def check_conditions(a, b, x1, x3

return a <= b < 0 and 0 <= x1

x4 <= 1

# Gerando valores aleatorios para

np.random.seed (42) # Para manter

num_samples = 1000
results = []
for _ in range(num_samples):

# Gerar valores aleatorios para a,

a = np.random.uniform(-10, 0)
-10 e O

b = np.random.uniform(a, 0)
e O

x1 = np.random.uniform(0, 1)
0 e 1

x3 = np.random.uniform(0, 1)
0 e 1

x4 = np.random.uniform(0, 1)
0 e 1

# Verificar se o conjunto de

a expressao

if check_conditions(a, b, x1,

, x4):
<= 1 and 0 <= x3 <= 1 and 0 <=
a, b, x1, x3, x4

a consistencia dos resultados

# Numero de amostras a serem testadas

b, x1, x3, x4

# Gera valores para a entre

# Gera valores para b entre a

# Gera valores para x1 entre

# Gera valores para x3 entre

# Gera valores para x4 entre

valores satisfaz as condicoes e

x3, x4) and check_expression(a
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, b, x1, x3, x4):

32 results.append((a, b, x1, x3, x4))

34 |# exibindo os resultados validos

35|1f results:

36 print (f"Valores validos encontrados: {results}")
37 |else:

38 print ("Nenhuma solucao valida encontrada.")

O co6digo encontrou solugdes que atendem as condi¢des estabelecidas. Haver solu-
¢Oes validas numericamente, ¢ um forte indicio de que os valores a e b escolhidos sdo vélidos
para serem os extremos dos autovetores. Para o problema de maximizacao, basta mudar o sinal

da funcdo objetivo para verificar se o autovetor intervalar obtido serd solug¢do ou nao.
432 0<a<b

Sendoa>0eb >0, entdo c=1,8018a e d =2,2611bh. Logo, para f(%), temos:

fi(y) =—2,2754(1,8018a+2,2611b% — 1,8018a1) +4,77(a+ by —an )+
(4.47)

0,375(aps+ by —ayip) —0,372(1,8018a % +2,26116H% % — 1,8018a )

Temos agora um problema de minimizacdo e outro de maximizacao para verificar se
os intervalos dos autovetores sao validos. Caso haja solucao, serd um intervalo valido. Dessa

forma, temos:

min £ (%) = —2,2754(1,8018a+2,2611b% — 1,8018a ) +4,77(a+ b} —an )+
0,375(ap+byipp—any) —0,372(1,8018ap; +2,2611by 5 — 1,8018a 1 95)
s.a. .
0<%n<I

fily)=0

A priori, podemos relaxar o problema retirando a restri¢do associada ao % e avaliare-

mos a solugdo apresentada pelo SymPy:
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import sympy as sp

# Definindo as variaveis simbolicas

a, b, x1, x2, x3, lambda0 = sp.symbols('a b x1 x2 x3 lambdaO')

# Definindo a funcao objetivo

f = -2.2754%(1.8018*a + 2.2611*b*x1 - 1.8018*a*xx1) + \
4.77*x(a + b*x1l - a*xxl) + 0.375*x(a*x2 + b*x1*x2 - a*x1*x2) - \
0

.372%(1.8018*a*x3 + 2.2611*xb*x1%*x3 - 1.8018*a*xx1%*x3)

# Definindo as restricoes ativas

g0 = -2.2754%(1.8018%a + 2.2611*b*x1l - 1.8018%ax*xxl) + \
4.77+x(a + bxxl - a*xxl) + 0.375x(a*x2 + b*x1*x2 - axx1*x2) - \
0.372%(1.8018*a*x3 + 2.2611*b*xx1*x3 - 1.8018*a*x1%x3)

# Funcao Lagrangiana

L = f + lambdaO * g0

# Derivadas parciais da funcao Lagrangiana
dL_dx1 = sp.diff (L, x1)

dL_dx2

sp.diff (L, x2)
dL_dx3

sp.diff (L, x3)

dL_dlambdaO = sp.diff (L, lambdaO)

# Resolvendo o sistema de equacoes derivadas
sol = sp.solve([dL_dx1, dL_dx2, dL_dx3, dL_dlambdaO], (x1, x2,

x3, lambda0))

# Exibindo a solucao

print (sol)

A solugdo encontrada indica que o 1 e 74 sdo varidveis livres e J estd em funcao de

e 75. Podemos verificar se ha valores paraa < b < 0,0 < 7% <1e0 < 55 <1 que satisfacam
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0 < » <1 através de simulacdo numérica. Avaliando na linguagem Python através do pacote

Numpy:

| |import numpy as np

11171160.0*a*x3

4|def check_expression(a, b, x1, x3):

3|# Definindo a funcao que representa a expressao

5 expr = 1.6e-7%(-11171160.0*a*x1*x3 + 11169738.0*ax*xxl +

6 - 11169738.0%a + 14018820.0*b*xx1*x3 +

7 /(-axx1l + a + bx*xx1l)

8 return 0 <= expr <=1

10| # Definindo as condicoes

11|def check_conditions(a, b, x1, x3):

6248449 .0*%b*xx1)\

12 return a <= b < 0 and 0 <= x1 <= 1 and 0 <= x3 <=1

14 |# Gerando valores aleatorios para a, b, x1, x3

15| np.random.seed (42)

# Para manter a consistencia dos resultados

16 |num_samples = 1000 # Numero de amostras a serem testadas

17 |results = []

18

19|for _ in range (num_samples):

20 # Gerar valores aleatorios para a, b, x1, x3

21 a = np.random.uniform(-10, 0) # Gera valores para a entre
-10 e O

22 b = np.random.uniform(a, 0) # Gera valores para b entre a
e O

23 x1 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x1 entre
0 e 1

24 x3 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x3 entre

0 e 1
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27 # Verificar se o conjunto de valores satisfaz as condicoes e

a expressao

28 if check_conditions(a, b, x1, x3) and check_expression(a, b
, x1, x3):
29 results.append((a, b, x1, x3))

31 |# Exibindo os resultados validos

321if results:

33 print (f"Valores validos encontrados: {results}")
34 |else:
35 print ("Nenhuma solucao valida encontrada.")

O co6digo encontrou solugdes que atendem as condig¢des estabelecidas. Haver solu-
¢oes validas numericamente, ¢ um forte indicio de que os valores a e b escolhidos sdo vélidos
como autovetores. Para o problema de maximiza¢do, mudariamos o sinal da funcao objetivo e
isso nos iria direcionar, também, a uma solu¢do, devido a caracteristica monétona dos intervalos.

Agora precisamos verificar a segunda linha representada por f>(%). Temos:

fo(%) =4,77(1,8018a+2,2611b) — 1,8018a;) +0,375(1,8018a 35 +2,2611b%1 35 — 1,8018a%1 )

—9,9996(a+byi —an)+0,37127(ap+bnyu—any) —0,372(aps +byis —ayp)

Realizando o mesmo procedimento anterior para verificar a validade do intervalo.

Teremos o seguinte problema de otimizacao:

min f>(%) =4,77(1,8018a+2,2611b% — 1,8018a%) +0,375(1,8018a5 +2,2611b%
—1,801ay ) —9,9996(a+ by —an)+0,3727(ap+ by —an n)
—0,372(aps +byips —ayp)

s.a. .
0<xn<l1

L(r)=0

Igualmente ao processo anterior, podemos relaxar o problema retirando a restri¢cao

associada ao % e avaliaremos a solucdo apresentada pelo SymPy:



6

67

import sympy as sp
# Definindo as variaveis simbolicas
a, b, x1, x2, x3, x4, lambda0 = sp.symbols('a b x1 x2 x3 x4

lambdaO')

# Definindo a funcao objetivo

f = 4.77%x(1.8018%a + 2.2611*b*x1l - 1.8018*axxl) + 0.375%(1.8018%

axx2 +
2.2611*b*x1*x2 - 1.8018*a*xx1*x2) - 9.9996*(a + b*xl - a*xxl) +
0.3727*x(a*xx4 +

b*x1*x4 - a*xx1*x4) - 0.372*x(a*x3 + b*xx1*x3 - a*xl1*x3)

# Definindo as restricoes ativas

g0 = 4.77x(1.8018%a + 2.2611*b*xl - 1.8018%ax*xxl) +
0.375%(1.8018*a*xx2 +

2.2611*xb*xx1*x2 - 1.8018*a*xx1*x2) - 9.9996*(a + b*xl - axxl) +
0.3727*(axx4 +

b*x1*x4 - a*x1*x4) - 0.372*x(a*x3 + b*x1*x3 - a*x1*x3)

# Funcao Lagrangiana

L = f + lambdaO * g0

# Derivadas parciais da funcao Lagrangiana
dL_dx1 = sp.diff (L, x1)
dL_dx2 = sp.diff (L, x2)
dL_dx3 = sp.diff (L, x3)
dL_dx4 = sp.diff (L, x4)

dL_dlambda0 = sp.diff (L, lambdaO)

# Resolvendo o sistema de equacoes derivadas
sol = sp.solve([dL_dx1, dL_dx2, dL_dx3, dL_dx4, dL_dlambdaO],
x1, x2, x3, x4,

lambda0))

(
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29
30 | # Exibindo a solucao

31 |print (sol)

A solugdo encontrada indica que 0 %, % € J4 sdo varidveis livres e % estd em fungdo
delas. Podemos verificar se hd valores paraa < b < 0,0 < %, %, 7 < 1 que satisfacam 0 < p < 1

através de simulacdo numérica. Avaliando na linguagem Python através do pacote Numpy:

| |import numpy as np

\e)

3|# Definindo a funcao que representa a expressao

4|def check_expression(a, b, x1, x3, x4):

W

expr = 8.88888888888889e-12%\

6 (-372000000000000.0*a*x1*x3 + 372700000000000.0*a*xx1*x4
7 - 1.405014e+15%a*xx1 + 372000000000000.0*a*xx3 -
372700000000000.0*ax*xx4

8 + 1.405014e+15xa + 372000000000000.0*b*x1*x3 -
372700000000000.0*b*xx1xx4

9 - 785846999999999.0%b*x1)/(-6006.0%*a*x1 + 6006.0%a +
7537 .0xbxx1)

10 return 0 <= expr <=1

12 |# Definindo as condicoes
13|def check_conditions(a, b, x1, x3, x4):
14 return a <= b < 0 and 0 <= x1 <= 1 and 0 <= x3 <= 1 and 0 <=

x4 <=1

16 |# Gerando valores aleatorios para a, b, x1, x3, x4

17 |np.random.seed (42) # Para manter a consistencia dos resultados

18 |num_samples = 1000 # Numero de amostras a serem testadas
19| results = []

20

21 | for _ in range(num_samples):

22 # Gerar valores aleatorios para a, b, xl1, x3, x4

23 a = np.random.uniform(-10, 0) # Gera valores para a entre
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-10 ¢ O

24 b = np.random.uniform(a, 0) # Gera valores para b entre a
e O

25 x1 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x1 entre
0 e 1

26 x3 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x3 entre
0 e 1

27 x4 = np.random.uniform(0, 1) # Gera valores para x4 entre
0 e 1

28

29 # Verificar se o conjunto de valores satisfaz as condicoes e

a expressao
30 if check_conditions(a, b, x1, x3, x4) and check_expression(a
> b, Xl, X3, X4):

31 results.append((a, b, x1, x3, x4))

33|# exibindo os resultados validos

34 1if results:

35 print (f"Valores validos encontrados: {results}")
36 |else:
37 print ("Nenhuma solucao valida encontrada.")

O co6digo encontrou solugdes que atendem as condi¢des estabelecidas. Haver solu-
¢oes validas numericamente, € um forte indicio de que os valores a e b escolhidos sao validos
como autovetores. Para o problema de maximizag¢do, mudariamos o sinal da funcao objetivo e

isso nos iria direcionar, também, a uma solu¢do, devido a caracteristica monétona dos intervalos.

4.4 PCA Intervalar

Como falado no capitulo anterior, a técnica de PCA realiza uma transformacgao no

conjunto de dados avaliado. Inicialmente, temos a matriz intervalar [A]:
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0,95;1,11
1,92;2,01

[ ]
[ ]
[2,94;3,05] (4.48)
[ ]
0 ]

2
4
[Al= 6
8

3,93:4,03
4,92;5,04

Que, de acordo com CIA, pode ser escrita da seguinte forma:

0,95+0,16
1,92 40,097
2,94+0,114 (4.49)
8 3,93+0,10%
10 4,9240,12%

[©) N SN ]

[A] =

A componente principal a ser considerada sdo os autovetores [v|, [Vlcia, [V]deif—iv €

[V]anatitico apresentados anteriormente.

Para [v|y:
[0,8892;0,9026] 0,8892+0,0134%
Vg = = 4.50)
[0,4306;0,4575] 0,4306+0,0269 %

Dessa forma, temos:

(0,950,167 )(0,4306 +0,02697) |
(1,920,097 )(0,4306 40,0269 )

(2,940, 1175)(0,4306 40,0269 ) 4.51)
(3,930, 107)(0,4306 40,0269 1)
(4,92+0,1275)(0,4306 +0,026977)

2(0,8892+0,0134%) +
4(0,8892+0,0134%) +

[A][V]s = | 6(0,8892+0,01347%) +
8(0,8892+0,0134%) +

10(0,8892 40,0134 %) +

[ [2,1875:2,3130] |
[4,3836;4,5300]

[A][v]ss = PCAy = [6,6012;6,8110] |,com ¥ =0e ¥ = 1 para minimo e maximo. (4.52)
(8,8059;9,0645]

[11,0106:11,3318] |




Para [v]ciq:

[0,8958;0,8960]

71

0,8958 +0,0002%

V]eia = = (4.53)
[0,4440,0,4444] 0,4440 +0,0004 %
Dessa forma, temos:
2(0,8958 +0,0002%) + (0,95 +0,16%)(0,4440 +0,0004 ;)
4(0,8958 4-0,0002%) + (1,92 40,097 )(0,4440 +0,0004 %)
[A][V]cia = | 6(0,8958 +0,0002%) + (2,94 +0,115)(0,4440 +0,0004 ;) (4.54)
8(0,8958 +0,0002%) + (3,93 40, 10%)(0,4440 +0,000437)
10(0,8958 4-0,00023) + (4,92 40, 1295)(0,4440 +0,0004 %)

|

[
[A] [V]cia = PCA. iy = [
[

2,2134:2,2853
4,4357;4,4772
6,6802;6,7314
8,9113;8,9589

,com % =0 e % =1 para minimo e miximo.

]
]
]
]

[11,1425;11,1998]
(4.55)
Para [v]geif—1y:
[0,8913;0,9005] 0,8913+0,0092%
WVaeif—1v = = (4.56)
[0,4348;0,4535] 0,4348 40,0187
Dessa forma, temos:
2(0,8913 +0,0092%) + (0,95 40,16 )(0,4348 +0,0187 )
4(0,8913 +0,0092%) + (1,92 +0,09%)(0,4348 +0,0187%;)
[A][V]aeif—iv = | 6(0,8913+0,0092%) + (2,94 +0,117)(0,4348 +0,0187) (4.57)
8(0,8913 +0,0092%) + (3,934 0,10)(0,4348 +0,0187 )
10(0,8913 40,0092 %) + (4,92 +0,127%)(0,4348 +0,0187 %)
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[ [2,1957;2,3044]
[4,4000;4,5135]
[A][V]deif—1v =PCAgeir—1v="| [6,6261;6,7862] | ,com ) =0e ) = 1 para minimo e maximo.
[8,8392;9,0316)]

[11,0522;11,2906]

(4.58)
Para [V] analitico-
0,8955;0,9026] 0,8955 40,0071
[V]analitico = = 4.59)
0,4305;0,4450] 0,4305+0,0145%
Dessa forma, temos:
2(0,8955+0,0071%) + (0,95 +0,16)(0,4305+0,0145%)
4(0,8955+0,0071%) + (1,92 +0,09%)(0,4305+0,0145%)
[A]lVanatitico = | 6(0,8955+0,0071%) + (2,94 +0,11%)(0,4305+0,0145p;) (4.60)
8(0,895540,0071%) + (3,934 0,1074)(0,4305 +0,0145%)
10(0,8955 +0,00713) + (4,92 +0,125)(0,4305 +0,0145%)

[ [2,2000:2,2992] |
[4,4086; 4, 5049]
[A][V]anatitico = PCAanatirico = | [6,6387;6,7729]
8,8559;9,0142]

[11,0731;11,2688]

,com J% =0 e % = 1 para minimo e maximo.

(4.61)

Visando compararmos as quatro componentes calculadas anteriormente, podemos
calcular a diferenca entre os limites superiores e inferiores dos intervalos de cada componente e

calcular a média das diferencas, conforme apresentado na Tabela 6:
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Tabela 6 —Média das diferencas

PCA Média Limites Média das diferencas
Superior e Inferior

Analitico 6,7976 - 6,6353 0,1623

Single-Level 6,8101 - 6,5978 0,2123

CIA 6,7305 - 6,6766 0,0539

Deif com Leverrier-Faddeev 6,7853 - 6,6226 0,1626

Fonte: préprio autor.

Assim, percebemos que a modelagem através do método CIA € a modelagem que
captou a variabilidade e a incerteza do processo sem aumentar consideravelmente o intervalo.
Diante de tais resultados, iremos testar o método CIA para a constru¢ao de PCA

Intervalar aplicado em situacdes reais.
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5 APLICACAO DE COMPONENTES PRINCIPAIS INTERVALARES

Neste capitulo, iremos abordar duas aplicacdes para a andlise de componentes

principais intervalares, utilizando o método CIA para avaliar os resultados.

5.1 Avaliacao de qualidade da agua

O artigo “Uso de estatistica multivariada como ferramenta na avaliacdo da qualidade
da lagoa da Maraponga, Fortaleza, Ceard, Brasil” (Santos et al., 2011) avaliou 15 amostras de
dgua da lagoa coletadas a cada dois meses. Através da técnica de andlise de componentes princi-
pais, Santos et al. (2011) identificou oito indicadores relevantes para a andlise: cor verdadeira
(CV), turbidez (TURB), sélidos totais (ST), sélidos totais volateis (STV), ortofosfato soluvel
(OPS), sulfato (SO4), teor de manganés (Mn) e ferro (Fe).

Os dados completos destas amostras ndo estdo disponiveis, mas no trabalho € dispo-

nibilizada informa¢do mostrada na Tabela 7.

Tabela 7 — Parametros apresentados no artigo

Parametro Minimo Maximo Média Desvio-padrao
CV (uH) 18 61 34 10

TURB (uT) 10 28 16 3

ST (mg/L) 325 874 512 120

STV (mg/L) 18 553 157 105

OPS (mg/L) 0 0,225 0,066 0,052

SO4 (mg/L) 1,5 47,7 17 8,5

Mn (mg/L) 0,002 0,114 0,032 0,016

Fe (mg/L) 0,05 0,799 0,217 0,126

Fonte: Santos et al. (2011).

Através das informacdes da Tabela 7, foi possivel simular 50 amostras intervalares
para cada um dos oito indicadores. As amostras foram simuladas utilizando a linguagem de
programacdo Python e considerando a Distribuicdo Normal, com as médias e desvio-padrao da

Tabela 7. Abaixo segue o exemplo do cédigo para uma das bases simuladas:

| |import numpy as np

2 |import pandas as pd

4|def generate_normal (mean, std_dev, min_val, max_val, size=1):

5 samples = []

6 while len(samples) < size:
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num = np.random.normal (mean, std_dev)

if min_val <= num <= max_val:

samples . append (num)

return samples

# Exemplo de uso

matrix = np.array([generate_normal (mean=0.217, std_dev=0.116,

min_val=0.05, max_val=0.799, size=2) for in range (50)1)

matrix.sort (axis=1)

# Exporta para CSV
pd.DataFrame (matrix).to_csv("dados_fe.csv", sep=';', decimal="',"

, index=False, header=['fe_Min', 'fe_Max'])

print (matrix)

Como os indicadores possuem escalas diferentes, as amostras geradas foram nor-

malizadas pelo método de valor mdximo e minimo, apresentados no artigo, para que nenhum

indicador influencie erroneamente o processo de andlise.

Ap0s esse processo, a base de dados pode ser remodelada utilizando a metodologia

CIA, apresentada nos capitulos anteriores, e chegamos a seguinte matriz de covariancia intervalar

(dados arredondados até a terceira casa decimal):

(=]

[ [0,446:2,977) [0,066;0,11] [0,014;0,231]  [-0,011:0,112] [-0,023;-0,011] [-0,18;0,162] [-0,007:0,042]  [0,072;0,631] |
[0,066;0,11] [0,176;1,553]  [0,065;0,253]  [—0,33;—0,004]  [~0,205;0,038] [—0,412;—0,029] [0,017;0,019]  [—0,167;0,057]
0,014;0,231]  [0,065:0,253]  [0,435;2,391]  [~0,732;—0,086]  [0,041;0,197]  [—0,437;—0,116] [~0,01;0,117]  [0,039;0, 162
[<0,011;0,112]  [—0,33;—0,004] [—0,732;—0,086]  [0,174;1,763)] [0,013;0,076]  [—0,007;0,066]  [—0,01;0,011] [—0,304;—0,045]
[<0,023;—0,011]  [—0,205;0,038]  [0,041;0,197]  [0,013;0,076] [0,335;2,024]  [—0,767;—0,04] [—0,158;0,027]  [0,009;0,073
[—0,18;0,162]  [—0,412;—0,029] [—0,437;—0,116] [~0,007;0,066] [—0,767;—0,04]  [0,585;2,418]  [—0,098;0,035] [—0,103;0,006]
[<0,007;0,042]  [0,017;0,019]  [=0,01;0,117]  [=0,01;0,011]  [—0,158;0,027]  [—0,098;0,035]  [0,126;1,132]  [0,016;0,108

| [0,072:0,631]  [-0,167:0,057]  [0,039;0,162]  [0,304;—0,045]  [0,009:0,073]  [-0,103;0,006]  [0,016;0,108]  [0,252;2,278] |

(5.1)

Nesta matriz aplicamos os procedimentos dos dois capitulos anteriores e chegamos a

dois autovetores intervalares. Abaixo apresentamos cada autovetor intervalar e ao seu lado o

autovetor classico descrito por Santos et al. (2011), sendo v| e v, 0s autovetores apresentados no

artigo e [v1] e [v2] os autovetores intervalares calculados:
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[11,484:3,067] 0,684] [1-0,907;—0,008] | [_0,594]
[0,291:0,864] 0,768 [0,007:0, 196] 0,246
0,57:1,696] 0,62 0,02:0,337] 0,673
[0,212:0,996] 0,692 [0,002:0,037] 0,526
vi] = evy = s [va] = eV, =
[0,228:0,938] 0,626 [0,013:0,818] 0,39
[0,331:1,684] 0,732 [0:0,995] 0,28
[0,142:0,303] 0,865 [0,002:0,038] 0,059
[0,985:1,663]| 0,782 [~0,415;—0,002]| —0,214]

(5.2)

O que pretendemos avaliar € se o resultado intervalar contém o resultado cldssico do
trabalho. Avaliaremos abaixo da seguinte forma: caso o intervalo contenha o resultado cléssico,
entdo o erro serd igual a zero; sendo, calcula-se o erro quadrético do resultado classico para
a extremidade mais préxima do intervalo. A Tabela 8 abaixo traz as seguintes informacdes:
autovetor intervalar calculado neste trabalho, autovetor cldssico apresentado no artigo e o erro

quadréatico, o quanto o valor do artigo estd coberto pelo intervalo.

Tabela 8 — Comparativo de autovetor intervalar com classico

Autovetor Intervalar Autovetor Classico Erro quadratico
[1,484;3,067] 0,684 0,640
[0,291;0,864] 0,768 0
[0,570;1,696] 0,620 0
[0,212;0,996] 0,692 0
[0,228;0,938] 0,626 0
[0,331;1,684] 0,732 0
[0,142;0,303] 0,865 0,316
[0,985;1,663] 0,782 0,041
Média - 0,125
[—0,907;—0,008] -0,594 0
[0,007;0,196] 0,246 0,002
[0,020;0,337] 0,673 0,113
[0,002;0,037] 0,526 0,239
[0,013;0,818] -0,390 0,162
[0;0,995] -0,280 0,078
[0,002;0,038] 0,059 0
[—0,415;—0,002] -0,214 0
Média - 0,074

Fonte: proprio autor.
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O erro apresentado foi relativamente baixo, o que indica que o desempenho do
método foi satisfatério. E importante considerar que, como o resultado obtido depende de uma
simulacio, ele pode variar dependendo das condi¢des e dos parametros envolvidos. Além disso,
o método foi aplicado a uma base de dados que continha oito colunas, o que representa uma
estrutura de dados um pouco mais complexa. Mesmo com essa complexidade adicional, pode-se
concluir que o método CIA apresentou resultados bons, demonstrando sua efici€éncia e robustez

ao lidar com bases de dados maiores.

5.2 Analise psicométrica

Como discutido na introdu¢ado deste trabalho, a principal meta € aprimorar a avaliaciao
da escala Likert, um instrumento amplamente utilizado em pesquisas psicométricas. Para atingir
esse objetivo, € fundamental desenvolver uma técnica de Andlise de Componentes Principais
(PCA) que seja capaz de lidar com o contexto difuso, levando em consideracdo as diversas
nuances e variabilidades envolvidas. No entanto, antes de aplicar essa técnica no contexto difuso,
€ necessario primeiro compreender e desenvolver a técnica de PCA no contexto intervalar. Ao
longo deste trabalho, buscamos construir essa técnica, a qual nos proporciona as ferramentas
adequadas para realizar uma andlise psicométrica robusta e confidvel dentro de um contexto
intervalar. Isso € especialmente relevante porque, ao trabalhar com dados obtidos de escalas
Likert, precisamos garantir que as transformacdes e andlises dos dados respeitem as propriedades
dessa escala.

O trabalho de Monte (2020), por sua vez, faz aplicacao de avaliagdes da escala
Likert com propostas difusas no processo seletivo do Programa de Aprendizagem Cooperativa
em Células Estudantis (PACCE). Durante esse processo seletivo, os candidatos participam de
uma formacao em Aprendizagem Cooperativa que ocorre ao longo de cinco dias. Em cada
um desses dias, os candidatos sdo avaliados por trés avaliadores distintos, utilizando a escala
Likert para medir diversos aspectos do seu desempenho. O grande desafio e a questdo central da
nossa investigacdo consistem em analisar se, ao longo desse periodo de formacao, os candidatos
conseguem, de fato, melhorar seus indicadores, ou seja, se existe uma evolugao significativa
em suas avaliacdes de um dia para o outro. E é importante que esta avaliacdo seja realizada
combinando os indicadores avaliados.

Para exemplificar essa abordagem, apresentamos abaixo uma tabela que ilustra o

processo de avaliagdo de uma das salas participantes. A sala em questdo € composta por 16
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candidatos, e cada um deles € avaliado por trés avaliadores diferentes. Caso haja consenso entre

os avaliadores, a nota atribuida serd um nimero cldssico. No entanto, quando nao h4 consenso

entre os avaliadores, a avaliacdo assume a forma de um ndmero intervalar, o que exige uma

abordagem mais sofisticada para anélise e interpretacao dos dados:

Tabela 9 — Desempenho dos Candidatos por Indicadores

Dia Candidato Ind.1 Ind.2 Ind.3 Ind.4 Ind.5
Candidato 1 4 4 3 3 2
Candidato 2 [3;4] 3 3 3 2
Candidato 3 4 4 3 3 3
Candidato 4 2 2 [2;3]  12;3] [2;3]
Candidato 5 3 3 3 3 3
Candidato 6 3 3 3 3 4
Candidato 7  [3; 4] 4 3 3 3
Candidato 8 2 3 [2; 3] 3 3

DIA 1 Candidato 9 3 3 3 3 4
Candidato 10 3 3 3 4 3
Candidato 11  [3;4] [3;4] [4;5] 1[3;4] [3;4]
Candidato 12 3 3 3 3 4
Candidato 13 4 3 3 4 3
Candidato 14 3 3 3 [3;4] [2;3]
Candidato 15 4 3 3 [3; 4] 2
Candidato 16 3 3 3 3 2
Candidato 1 4 4 3 3 3
Candidato 2 2 2 3 3 3
Candidato 3 [4;5] [4;5] 3 3 3
Candidato 4 3 3 3 2 3
Candidato 5 [3;4] [3;4] 3 3 3
Candidato 6  [3; 4] 3 3 3 [3; 4]
Candidato 7 4 4 3 3 3

DIA 2 Candidato 8  [3; 4] 4 3 3 [3; 4]
Candidato 9  [3;4] [3;4] 3 [3;4] [3;4]
Candidato 10 3 [3; 4] 3 3 3
Candidato 11 3 [3; 4] 3 3 3
Candidato 12 3 [3;4] [3;4] 3 3
Candidato 13 3 [3; 4] 3 3 3
Candidato 14  [2; 3] [2;3] [2; 3] 3 3
Candidato 15 3 3 3 3 3
Candidato 16  [2; 3] 2 3 3 3

Fonte: préprio autor.

Utilizando a modelagem do método CIA iremos encontrar as seguintes matrizes

intervalares de covariincia para os dias 1 e 2, respectivamente:



(%] =

[10,0645;12,2581] [10,0645;12,0968] [9,3871;10,8065]
[10,0645;12,0968] [10,2258;12,2581] [9,4516;10,8387]
9,3871;10,8065]  [9,4516;10,8387] [9,0323;10,0323]
[9,5484;11,0645] [9,6129;11] [9,129;10,129]

9,1613;10,7742]  [9,2903;10,8065]  [8,8387;9,9355]

10,0645 12,1935, 10,0645 +2,032371> 9,3871+ 1,4194 73
10,0645 +2,03237%; 10,2258 +2,032335, 9,4516+1,3871 73
9,3871+1,4194%, 9,451641,3871p5  9,0323+ 153
9,5484+1,5161%; 9,6129+1,3871%> 9,129+ 143

9,1613+1,6129%;  9,2903+41,516195, 8,8387 41,0968 %3
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[9,5484;11,0645] [9,1613;10,7742]
9,6129:11]  [9,2903;10,8065]
9,129;10,129]  [8,8387;9,9355]
[9,4194;10,4839] [9,0323;10,0968]

9,0323;10,0968]  [9:10,2258]
(5.3)

9,5484+1,5161%4 9,1613+1,6129%s
9,6129+1,38717%4 9,2903+1,5161 55
9,129+ 14  8,8387+1,0968%5
9,4194+1,0645%4 9,0323+ 1,0645 s
9,0323+1,0645%4  9+1,2258%85 |
5.4)

Como, a principio, estamos interessados apenas em uma métrica combinando os

cinco indicadores, iremos nos atentar apenas ao maior autovalor. Logo, aplicamos o método

numérico de Leverrier-Faddeev para determinar qual o autovetor associado ao maior autovalor

intervalar. Abaixo segue o autovetor normalizado:

[0,4712;0,5438] 0,4712+0,07265;

[0,4037;0,4281] 0,4037 40,0244 65

[0,4712;0,5183] 0,4712+0,04715
[0,3649;0,4274] | = |0,3649+0,06258; | ,com0< g <1 (5.5)
[0,3736;0,4359] 0,3736+0,06236;

Este autovetor serd a componente principal utilizada na transformacao linear. Agora

podemos realizar o processo da transformacdo linear [X][v] e calcular os valores maximos e

minimos para %; e d,,, conforme realizado nos capitulos anteriores.

Abaixo temos a Tabela 10 com o procedimento realizado e comparando os candidatos

no dia 1 e no dia 2:



Tabela 10 — Comparacao dos candidatos entre o dia 1 e o dia 2
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Candidato DIA 1 DIA 2 Dif. Limite Inferior Dif. Limite Superior = Soma
1 [6,7926; 7,6943] [7,1962; 8,1224] 0,4036 0,4281 0,8317
2 [5,8502; 7,176] [5,3114; 5,9983] -0,5388 -1,1777 -1,7165
3 [7,1962; 8,1224] [7,1962; 9,1844] 0 1,062 1,062
4 [4,1692; 5,9983] [5,8802; 6,6244] 1,711 0,6261 2,3371
5 [6,2538; 7,0603] [6,2538; 8,1224] 0 1,0621 1,0621
6 [6,6575; 7,4884] [6,2538; 8,0322] -0,4037 0,5438 0,1401
7 [6,725; 8,1224]  [7,1962; 8,1224] 0,4712 0 0,4712
8 [5,4177;6,5165] [6,725; 8,5504] 1,3073 2,0339 3,3412
9 [6,6575; 7,4884] [6,2538; 8,9864] -0,4037 1,498 1,0943
10 [6,6274; 7,4962] [6,2538;7,5786] -0,3736 0,0824 -0,2912
11 [6,6187;9,8411] [6,2538;7,5786] -0,3649 -2,2625 -2,6274
12 [6,6575; 7,4884] [6,2538; 8,006] -0,4037 0,5176 0,1139
13 [7,0986; 8,04]  [6,2538;7,5786] -0,8448 -0,4614 -1,3062
14 [5,8502; 7,4962] [4,9465; 7,0603] -0,9037 -0,4359 -1,3396
15 [6,3214; 7,6119] [6,2538; 7,0603] -0,0676 -0,5516 -0,6192
16 [5,8502; 6,6322] [5,3114; 6,542] -0,5388 -0,0902 -0,629

Fonte: préprio autor.

Através da maior soma, podemos dizer que o candidato 8 foi o que teve maior

evolucdo de um dia para o outro, conforme Tabela 11:

Tabela 11 —Desempenho do Candidato 8

Dia Candidato

Ind.1 Ind.2 Ind.3 Ind.4 Ind.S5

DIA 1

Candidato 8 2
DIA 2 Candidato 8

(3; 4]

3 [2; 3]

4

3

(3; 4]

Fonte: préprio autor.

Veja que no indicador 1 a nota era 2 e agora estd variando de 3 a 4, enquanto o

indicador 2 aumentou a nota sem intervalos. No indicador 3 a nota variava de 2 a 3 e no segundo

dia foi apenas 3 e, enquanto o indicador 4 ndo teve alteragcdo, o indicador 5, no segundo dia,

variou até a nota 4, sendo o limite inferior igual a nota obtida no primeiro dia.

J4 o candidato que teve o pior resultado foi o candidato 11, conforme apresentado na

Tabela 12:

Tabela 12 — Desempenho do Candidato 11

Dia Candidato

Ind.1 Ind.2 Ind.3 Ind.4 Ind.S5

DIA 1

Candidato 11

DIA 2 Candidato 11 3

[3; 4]

[3;4] [4; 5]

[3; 4]

[3; 4]

3

Fonte: préprio autor.

O candidato nos indicadores 1, 4 e 5 tinha a nota variando entre 3 e 4, mas no

segundo dia a nota fixou no 3. O indicador 2 ndo houve alteracdo, porém o indicador 3, que

variava de 4 a 5, reduziu para a nota 3, que era o limitante inferior em ambos os indicadores no

primeiro dia.
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Dessa forma, os resultados obtidos confirmam a eficécia do método CIA na avaliagdo
psicométrica por meio da escala Likert, evidenciando sua aplicabilidade na identificagdo da
evolu¢do dos candidatos ao longo do processo seletivo. Além de validar a abordagem intervalar
proposta, esses resultados abrem caminho para a expansao da técnica de Andlise de Componentes
Principais (PCA) em um contexto difuso, permitindo futuras investigagdes que aprofundem
a modelagem da incerteza e ampliem as aplicacdes desse método em diferentes dominios de

aplicacao.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O trabalho avaliou quatro propostas de modelagem para matrizes intervalares, vi-

sando desenvolver a técnica de Analise de Componentes Principais Intervalar, de modo que a

incerteza representada pelo intervalo fosse considerada no processo e ndo houvesse aumento da

dimensao da matriz, como acontece em algumas propostas da literatura.

As quatro propostas resultaram em componentes principais intervalares e ndo houve

aumento da dimensdo da matriz de dados ao longo do processo. Ou seja, ha estratégias que

podem ser aplicadas em casos mais especificos, mas quais das propostas de modelagem sdao mais

interessantes? Vejamos individualmente cada proposta:

a)

b)

9)

Método Deif: ¢ um método classico da literatura e, ao ser avaliado na aplicagdo tedrica,
apresentou resultado de autovalor assertivo. Contudo, o método decompde a matriz em
duas outras matrizes e a escolha do resultado depende da matriz de sinais de autovetores
de uma das duas matrizes, ou seja, o processo torna-se mais complexo. A necessidade
de observar a matriz de sinais de autovetores pode levar a escolha errada e isso € uma
problematica. Outro ponto de desvantagem € que a estratégia do método ndo permite
apontar o autovetor associado, sendo necessdrio um processo analitico e que depende de
outra estrutura de modelagem das informacdes.

Método Deif com Leverrier-Faddeev: ¢ a proposta de aprimoramento do método cldssico
buscando encontrar autovetores de forma mais eficiente. Ao comparar a PCA através
deste método e a PCA analitico aplicados nos dados tedricos, percebemos que ha pouca
diferenca, ou seja, essa combinacdo de métodos apresenta um autovetor relativamente
consistente, em relacdo a versdo analitica. Contudo, caso seja necessario avaliar, também,
o autovalor, este método ndo demonstrou assertividade para os dois autovalores.
Single-level: a proposta de reescrever os intervalos através da distincia entre os limites e
multiplicar por uma varidvel permitiu que métodos numéricos cldssicos fossem utilizados
para a identificac@o de autovalores e autovetores intervalares. Ao ser avaliado com dados
tedricos, o método apresentou 100% de assertividade para o maior autovalor € ndo teve
resultado esperado para o segundo autovalor. E provdvel que isso tenha ocorrido, porque o
método utiliza uma tnica varidvel, enquanto na base tedrica nao havia nada que tornasse
fixo os intervalos, que deveriam ser incrementados na mesma propor¢do. Entdo, é possivel
que este método seja melhor aproveitado em situagdes que todos os nimeros intervalares

devam variar na mesma propor¢ao.
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d) Constraint Interval Arithmetic: similar ao método anterior, possui a proposta de reescrever
os intervalos através da distancia entre os limites, mas a multiplicacdo é feita por uma
varidvel para cada intervalo diferente. Assim como o método anterior, permitiu que
métodos numéricos cldssicos fossem utilizados para a identificacdo de autovalores e
autovetores intervalares. Ao ser avaliado com dados tedricos, o0 método apresentou 100%
de assertividade para os dois autovalores e foi o que apresentou menor diferenca na
componente principal. Dessa forma, o CIA mostrou todo o potencial de aplicabilidade,
inclusive para matrizes maiores, como apresentado nos testes praticos.

O método CIA ¢é mais do que a proposta para encontrar autovalores e autovetores, é
uma metodologia de modelagem que se apresentou essencial para o desenvolvimento das técnicas,
porque foi através desta metodologia que conseguimos remodelar as matrizes de informacoes
para obter as matrizes intervalares de covariancia. E foi nessas matrizes que os dados foram
aplicados.

Sem o método CIA teriamos que abrir mao da incerteza do processo ou aumentar,
consideravelmente, a matriz de informagdes para aplicar algum método classico da literatura.
Essas outras alternativas, em uma sociedade que cada vez usa mais dados, tornam-se invidveis
para os dias atuais, haja vista que ha situagdes que podem chegar ao limite da capacidade
tecnoldgica de processamento.

Assim, € interessante experimentarmos a combina¢iao do método CIA com outras
abordagens de incerteza como, por exemplo, a teoria de conjuntos difusos para desenvolver uma
técnica de PCA Difusa.

Pensando em escalas psicométricas, pode-se averiguar a possibilidade do desen-
volvimento de novas escalas ou métodos de avaliacao de escalas que combinem os resultados
apresentados neste trabalho com outras areas da computacdo flexivel como, por exemplo, a
propria teoria de conjuntos difusos ou o aprendizado de maquina, visando trazer resultados mais

rapidos, eficientes e que considerem a subjetividade e incerteza nas atitudes humanas.
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