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RESUMO

Sejam D e F digrafos. Um homomorfismo de D para F, denotado por f: D — F, € uma
fun¢do com dominio nos vértices de D e contra-dominio nos vértices de F tal que uv € A(D) =
—

f(u)f(v) € A(F). Nesta monografia de carater exploratdrio, foi feita uma revisao de literatura,
concluindo que o conceito de homomorfismo pode ser usado para generalizar conceitos primitivos
da teoria dos grafos, como passeios, caminhos, caminhos fechados, ciclos, trilhas eulerianas,
circuitos eulerianos, isomorfismo, automorfismo, coloracio e ordenacao topoldgica. Além disso,
foi encontrado que a classe de todos os digrafos é uma quasi-ordem e, a partir da definicdo
do nicleo de um digrafo, é transformada em uma ordem parcial na familia dos nicleos €. O
conceito de coloracdo cléssica foi redefinido como um homomorfismo para o grafo completo de
menor ordem na familia %" = {K|,K5,K3, ... }. Por fim, foram apresentadas duas métricas que

refinam o Numero Cromatico: O Numero Cromatico Circular e o Numero Cromatico Fracionario.

Palavras-chave: teoria dos grafos; homomorfismo; coloracdo; ordem parcial.



ABSTRACT

Let D and F be digraphs. A homomorphism from D to F, denoted by f : D — F, is a function
with domain in the vertices of D and codomain in the vertices of F such that uv € A(D) =
m € A(F). In this exploratory monograph, a literature review was conducted, concluding
that the concept of homomorphism can be used to generalize primitive concepts of graph theory,
such as walks, paths, closed walks, cycles, Eulerian trails, Eulerian circuits, isomorphism,
automorphism, coloring, and topological sorting. Furthermore, it was found that the class of
all digraphs is a quasi-order and, from the definition of the core of a digraph, it is transformed
into a partial order on the family of cores ¢". The concept of classical coloring was redefined as
a homomorphism to the complete graph of smallest order in the family 2" = {K|,K>,K3,... }.
Finally, two metrics that refine the Chromatic Number were presented: The Circular Chromatic

Number and the Fractional Chromatic Number.

Keywords: graph theory; homomorphism; coloring; partial order.
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1 INTRODUCAO

As ruas, avenidas e cruzamentos de uma cidade; os perfis e seus seguidores e seguidos
em uma rede social; as rotas entre centros de distribui¢cdo de um varejista multinacional; as
disciplinas e seus pré-requisitos na grade curricular de um curso de graduacdo. Todas essas (e
inimeras outras) situacdes possuem algo em comum: elas podem ser modeladas por Grafos.

Um grafo, de forma bem simplificada, € um conjunto de pontos, chamados de
vértices, junto a um conjunto de linhas, chamadas de arestas, que representam a relacio entre
pares de vértices. Em sua versao direcionada, chamada de digrafo, a relacdo entre dois vértices
possui sentido, € chamada de arco e € representada por uma seta. As ruas, nesse caso, seriam
representadas por arestas € os cruzamentos entre elas, por vértices; Os perfis sdo representados
por vértices e a relacdo de "seguir" por arcos; as disciplinas seriam os vértices e a relacdo de
pré-requisito, os arcos; e assim por diante. Comunicagdo, transporte, distribui¢do, hierarquia,
relacionamentos, etc. Todas podem ser modeladas por essa construcdo inicialmente simples, mas
que esconde uma complexidade monumental.

A histéria da Teoria dos Grafos comecou em Konigsberg, hoje Kaliningrado, uma
cidade prussiana cortada pelo rio Pregdlia, que dividia seu territorio em quatro partes: a margem
esquerda, a margem direita e duas ilhas. Para que os moradores de Konigsberg pudessem transitar
pela cidade, foram construidas sete pontes que ligavam suas porc¢des de terra. A partir dai, surge
o Problema das Pontes de Konigsberg. O problema consistia em: é possivel atravessar as sete
pontes de Konigsberg exatamente uma vez, sem repeti¢des, voltando ao ponto de partida?

Este problema foi resolvido em 1736 pelo matemético suico Leonhard Euler (1707 -
1783), que, para resolvé-lo, modelou a cidade como... um grafo. As por¢des de terra eram os
vértices, e as pontes, as arestas. Como resultado, ele demonstrou que era impossivel realizar tal
feito. Como consequéncia, criou uma drea fundamental da Matematica Discreta e da Ciéncia da
Computagdo.

Com o amadurecimento da Teoria dos Grafos, outros conceitos matematicos fo-
ram incorporados a teoria, gerando contribui¢cdes importantes. Um desses conceitos € o de
Homomorfismo.

Com raizes profundas na Algebra Abstrata e na Teoria das Categorias, 0 homomor-
fismo € definido na Teoria dos Grupos como uma fung¢do que relaciona os elementos de dois

grupos, preservando a relacao bindria definida em cada um deles.
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Defini¢ao 1.0.1 (Grupo). Um grupo é um par ordenado (G,x*), onde G é um conjunto e * é uma
relagcdo bindria em G que satisfaz os trés axiomas a seguir:
1. éassociativa, ou seja, (a*b)*xc = ax(bxc), para todo a,b,c, € G;
2. existe um elemento e € G, chamado de identidade ou elemento neutro, tal que e xa =
axe =e, para todo a € G;
3. e, para todo a € G, existe um elemento a~' € G, chamado de inverso de a, tal que

axa ' =a 'xa=e(DUMMIT: FOOTE, 2009).

Definicdo 1.0.2 (Homomorfismo de Grupos). Sejam (G,-) e (H,*) dois grupos. Uma fung¢do

¢ : G — H é dita um homomorfismo de grupos se:

O(x-y)=0(x)x¢(y), Vx,y€ G (1.1)
(DUMMIT; FOOTE, 2009).

A ideia é que ndo importa se a operagado € realizada antes ou depois do mapeamento:
o resultado estrutural € o mesmo. Nesse contexto, o homomorfismo atua como uma ponte que
relaciona estruturas algébricas, mantendo suas propriedades essenciais inalteradas.

A Teoria dos Grafos, entdo, absorve o termo "homomorfismo", mantendo sua ideia
de preservagdo de estruturas: em vez de preservar uma operagao bindria entre os conjuntos
definidos nos grupos, o0 homomorfismo em grafos preserva a relacdo bindria de adjacéncia entre
os vértices.

Nesse caso, as estruturas de conectividade sdo respeitadas, ou seja, se dois vértices
de um grafo de partida estdo conectados de alguma forma, suas imagens no grafo de destino
estardo conectadas de forma semelhante.

A simplicidade desta defini¢@o, apresentada aqui de maneira intuitiva, confere um
grande poder de generalizagdao. Ao longo desta monografia, vamos mostrar que homomorfismos
unificam diversos conceitos primitivos na teoria dos grafos: as ideias de passeio, caminho,
isomorfismos, coloragdo, aciclicidade, dentre varias outras, podem ser vistas, a partir de entao,

sob uma mesma otica.

1.1 Justificativa e Relevancia

Na historia da Teoria dos Grafos, diversos conceitos primitivos de crucial importancia

foram definidos de forma isolada, como, por exemplo, o isomorfismo e a coloracio. O estudo
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de homomorfismos permite redefinir esses e outros conceitos de maneira unificada, partindo de
um mesmo arcabouco tedrico. Dessa forma, podemos demonstrar que varios conceitos tedricos
distintos podem ser reduzidos a homomorfismos partindo de (ou chegando a) alvos especificos.

Uma das principais métricas para a classificacdo de grafos € a coloracao de vértices,
representada pelos niimeros cromaticos. Porém, a principal limita¢do da coloragao cléssica
€ sua natureza discreta. grafos com complexidades estruturais distintas, como ciclos impares,
podem ter o mesmo nimero cromdtico. A aplicacdo de homomorfismos nessa drea de estudo
permite a expansao dessa escala para além dos ndmeros inteiros, possibilitando generalizacdes
que exploram a densidade da Ordem Parcial dos Grafos. O Nimero Cromatico Circular
e o Nimero Cromatico Fracionario sdo duas dessas expansdes que serdo abordadas nesta
monografia.

Além disso, o homomorfismo em grafos nio se limita a teoria pura. Ele ¢ uma
importante ferramenta em questdes emergentes de dreas como Combinatéria, Fisica, Aprendizado
de Méquinas e Banco de Dados:

1. Aprendizado de Maquina e Redes Neurais de Grafos (Redes Neurais de Grafos
(Graph Neural Networks) (GNN)s): Recentemente, a contagem de homomorfismos
surgiu como uma importante técnica em modelos de aprendizado de mdquina. Bao et al.
(2025) demonstram como vetores de contagem de homomorfismos, por eles denominados
Motif Structural Encoding (Motif Structural Encoding (MoSE)), podem ser empregados
como codificagdes estruturais poderosas e flexiveis em modelos de aprendizado de grafos
(GNNs).

2. Otimizacao de Consultas em Bancos de Dados: Na Teoria de Bancos de Dados, a
contagem de homomorfismos é fundamental para o desenvolvimento de algoritmos de
consulta mais eficientes. Cate et al. (2024) mostraram que a andlise da contagem de
subgrafos (que € uma forma de homomorfismo) permite que os algoritmos determinem
se uma propriedade € satisfeita, otimizando significativamente a execugao de consultas
complexas.

3. Fisica Estatistica e Combinatéria Extremal: O problema de contagem de homomor-
fismos possui uma conexao intrinseca com a fungao de particio em modelos de Fisica
Estatistica, como os Campos Aleatorios de Markov. Borgs et al. (2006) exploraram essa
conexao, definindo a distancia entre dois grafos em termos de suas similaridades estruturais

e utilizando essa defini¢do para calcular aproximagdes para o nimero de homomorfismos.
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Mais recentemente, Csikvari et al. (2022) mostraram que essa liga¢do fornece um arca-
bouco para investigar problemas abertos complexos em combinatdria, como a Conjectura
de Sidorenko, utilizando ferramentas analiticas da teoria de modelos gréficos.

4. Conexoes com Logica e Teoria da Complexidade: A questdo fundamental sobre o quao
bem a contagem de homomorfismos consegue distinguir diferentes grafos foi explorada
por Atserias et al. (2021). Eles estabeleceram uma equivaléncia formal entre o poder
expressivo dessas contagens e o poder de testes cldssicos de isomorfismo, como o algoritmo
de Weisfeiler-Leman.

A relevancia desta monografia, entdo, consiste em observar a Teoria dos Grafos sob
a lente da Algebra Relacional, utilizando o homomorfismo como um conceito unificador € um
recurso importante no entendimento de certas métricas estruturais.

Ao utilizar o livro de Hell e Nesetril (2008) como base, este trabalho visa fornecer
um panorama formal que permita a compreensdo e a futura aplicacdo desses resultados em

contextos da Teoria da Computacao.

1.2 Objetivos da Monografia

Esta monografia de natureza exploratoéria procura estabelecer a relacdo de homo-
morfismo como o principio unificador para a andlise estrutural de grafos, formalizar a Ordem
Parcial de Homomorfismos (%) e explorar suas implica¢des diretas no refinamento das métricas
de coloragdo classicas (x(G)).

Para atingir o objetivo geral, esta monografia propde-se a:

1. Apresentar uma Base Tedrica: Definir o conceito de Grafo e suas estruturas primitivas de
forma que melhor se encaixe no estudo de homomorfismos, apresentando a fundamentacao
tedrica que sustente a introdugao desse conceito na Teoria dos Grafos.

2. Demonstrar a Unificacao Conceitual: Analisar como conceitos primitivos, como iso-
morfismo, coloragdo e ordenacao topoldgica, podem ser reinterpretados e generalizados
sob a 6tica dos homomorfismos.

3. Explorar sua Aplicaciao em Coloracao: Formalizar as métricas de coloragdo que ex-
ploram a densidade da ordem ¢’, com foco na defini¢do e nas propriedades do Niimero
Cromatico () (G)), do Nimero Cromatico Circular (y.(G)) e do Nimero Cromatico
Fracionario (x/(G)).

4. Contextualizar a Complexidade: Apresentar os resultados da Dualidade de Existéncia
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e da Dicotomia de Complexidade que governam os homomorfismo, posicionando o tema
na fronteira da pesquisa em combinatdria e teoria da computacao.
Para além dos objetivos académicos e analiticos, esta monografia almeja as seguintes
contribui¢des secunddrias:

5. Consolidacao da Literatura em Lingua Portuguesa: Servir como um ponto de acesso
e referéncia estruturada para o estudo da Homomorfismos e suas aplicacdes na Ordem
Parcial de Homomorfismos (%)) e nas Métricas Racionais de Coloracio (x.(G) e
Xr(G)), conceitos frequentemente restritos a artigos e livros-texto em lingua inglesa (como
o de Hell e Nesetril).

6. Disseminac¢io Didatica: Promover a integracdo do homomorfismo como um tema central
nos cursos de Teoria dos Grafos e Teoria da Computacao, facilitando a compreensdo da

complexidade e das dualidades de problemas cléssicos.

1.3 Metodologia

A presente monografia caracteriza-se como uma pesquisa de natureza bibliografica,
pautada na andlise critica e sistemdtica da literatura académica consolidada e de artigos de ponta
na drea de Teoria dos Grafos. As seguintes abordagens serdo adotadas:

* Abordagem Dedutiva: O trabalho parte de conceitos tedricos fundamentais (como o de
grafo e o de homomorfismo) para demonstrar as relagdes estruturais em familias especificas
de grafos (como K, /qeK (n,k)) e conceitos primitivos (como isomorfismo e aciclicidade).

* Abordagem Comparativa: Utiliza a comparacdo entre diferentes métricas de coloracio
(X(G), xc(G), x7(G)) para justificar a densidade e o refinamento da Ordem Parcial de
Homomorfismos (%).

A base tedrica central desta monografia € o livro Graphs and Homomorphisms, de
Pavol Hell e Jaroslav Nesetfil. Além disso, para criar uma fundamentacao tedrica forte, foram
consultados livros relevantes na drea de Teoria dos Grafos, como o Graph Theory, de Adrian
Bondy e U. S. R. Murty, o Introduction to graph theory, de Douglas B. West, entre outros.
Livros nas dreas de Matemdtica Discreta e Algebra também foram consultados.

Adicionalmente, foram consultados artigos de relevancia para contextualizar a im-
portancia do tema na fronteira da pesquisa e no estado da arte. As principais bases de dados
utilizadas foram o Semantic Scholar, o ScienceDirect e o Institute of Electrical and Electronics

Engineers (IEEE) Xplore, com o auxilio da ferramenta de pesquisa Google Scholar. O termo
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"graph homomorphism" foi combinado com o tema central de cada uma das se¢des e subsecdes

dos capitulos 3 e 4.

O processo metodoldgico incluiu a consolidacao e traducao rigorosa desses con-

ceitos complexos, visando o objetivo secundério de fornecer um ponto de acesso estruturado e

didatico em lingua portuguesa sobre a aplicagdo de homomorfismos em grafos.

1.4 Estrutura da Monografia

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos, organizados de forma progressiva

para guiar o leitor desde os conceitos fundamentais até as aplicacdes mais avangadas da pesquisa.

Capitulo 1: Introducao: Apresenta o tema, o objeto de estudo (homomorfismo), a
Jjustificativa e os objetivos da pesquisa.

Capitulo 2: Fundamentacao Teorica: Consolida as defini¢cdes basicas da Teoria dos
Grafos necessdrias para o entendimento do trabalho, incluindo conceitos primitivos, classes
especiais de grafos e a coloracao cléssica.

Capitulo 3: Homomorfismo como Generalizacdo Conceitual: Dedicado a formalizar
e classificar a relagdo de homomorfismo e suas consequéncias estruturais em grafos e
digrafos. Demonstra como ela unifica o isomorfismo, a coloracio e a ordenagao topoldgica,
além de apresentar as fronteiras de Dualidade e Complexidade.

Capitulo 4: Aplicacao em Coloracao e a Ordem Parcial de Grafos: Onde a Ordem
Parcial ¢ € formalizada e sdo exploradas as métricas de coloracdo que a utilizam, como o
Numero Cromdtico Circular ().) € 0 Numero Cromético Fraciondrio () ), utilizando as
familias K, , € K(n, k), respectivamente.

Capitulo 5: Conclusao: Apresenta uma sintese dos resultados obtidos, discute as contri-
buicdes alcangcadas em relacdo aos objetivos propostos e sugere dire¢des para trabalhos

futuros na drea de homomorfismos e complexidade.



18
2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta a fundamentacdo tedrica que servird como base para o
desenvolvimento desta monografia. As definicdes aqui apresentadas sdo essenciais para a
compreensao do conceito de homomorfismo e suas aplicagdes em Teoria dos Grafos, que serdao

exploradas nos capitulos seguintes.

2.1 Grafos: Definicao e Conceitos Primitivos

Um grafo € uma estrutura matemadtica utilizada para modelar relagdes entre objetos
de um determinado conjunto (FEOFILOFF, 2009). A literatura apresenta formalismos distintos
para sua definicdo. Normalmente, um grafo € definido como uma tripla G = (V, E, y), onde y é
a funcdo de incidéncia que relaciona uma aresta a um par de vértices (BONDY; MURTY, 2008;
WEST, 2001). Esta defini¢c@o € interessante, pois permite, naturalmente, a existéncia de arestas
multiplas e de lacos, que serdo definidos mais adiante.

Porém, vamos utilizar uma definicdo mais parecida com as utilizadas por Hell e

Nesetfil (2008) e Feofiloff (2009):

Definicao 2.1.1 (Grafo). Um Grafo G = (V,E) é um par ordenado formado pelo conjunto ndo
vazio V.=V (G) de vértices e o conjunto E = E(G) de arestas. Cada aresta e é um conjunto

{u,v} de vértices.

Dizemos que os vértices u e v sdo extremidades da aresta {u,v}, que, por sua vez,
incide nos vértices u e v. Hell e NeSetfil (2008) consideram a possibilidade do conjunto V ser
vazio em sua definicdo, mas desconsideram essa possibilidade em demonstragdes de teoremas
para evitar complicacdes desnecessdrias. Por isso, faremos como em Bondy e Murty (2008)
e consideraremos que V € nao vazio. Por comodidade, em situacdes em que apenas um grafo
G ¢ citado, denominaremos os conjuntos de vértices e de arestas de G apenas como V e E,
respectivamente. Em casos em que mais de um grafo seja citado, utilizaremos as representagdes

V(G) e E(G). A cardinalidade do conjunto de vértices n(G) = |V (G)|, ou apenas n, é chamada

de ordem do grafo, e a cardinalidade do conjunto de arestas m(G) = |E(G)|, ou apenas m, é
chamada de tamanho do grafo.
Note que a representacdo de uma aresta como um conjunto {u,v} na defini¢do

escolhida implica que os grafos representados nesta monografia nao permitem arestas multiplas



19

nem lacos, o que seria chamado de grafos simples pela definicao de West (2001). Por isso, é
necessdria a definicao formal das estruturas que nossa defini¢ao de grafo exclui e, além disso,

dos tipos de grafo que permitam essas estruturas.

Definicao 2.1.2 (Grafo que permite laco, Laco). Um grafo que permite lacos é um grafo G = (V,
E) onde o conjunto E permite arestas que possuem ambas as extremidades no mesmo vértice.
Uma aresta desse tipo é chamada de lago. Um grafo com lago é um grafo que possui pelo menos

um lago.

No caso de grafos com lago, dizemos que o lago {u} incide duas vezes no vértice u.
E uma conveng@o comum na literatura representar a aresta {u, v} simplesmente como uv e o lago

{u} como uu.

Definicao 2.1.3 (Multigrafo, Arestas multiplas). Um multigrafo é um grafo G = (V,E) onde o
conjunto E permite arestas distintas que incidem no mesmo par de vértices. Arestas desse tipo

sdo chamadas de arestas miultiplas.

Um grafo G = (V, E) pode ser representado visualmente como um diagrama onde
cada vértice de V é representado por um ponto e cada aresta de E € representada por uma curva
que conecta suas extremidades. Um exemplo iconico de grafo, frequentemente utilizado na
literatura por suas propriedades, é o Grafo de Petersen, representado na Figura 1. Este € um
grafo amplamente conhecido por ser contra-exemplo de vérias conjecturas em Teoria dos Grafos
(WEST, 2001; BONDY; MURTY, 2008).

A nomenclatura dos vértices na Figura 1 foi escolhida para referenciar uma classe

de grafos chamada de Grafos de Kneser, que serd definida mais adiante.

2.2 Adjacéncia, Grau e Vizinhanca

A partir da defini¢do inicial de grafos, é possivel estabelecer a relacao fundamental

entre seus vértices:

Definicao 2.2.1 (Vizinhanga). Dois vértices u e v de um grafo G = (V, E) sdo ditos adjacentes se
existe uma aresta uv € E. Se dois vértices sdo adjacentes, dizemos que sdo vizinhos. O conjunto
Ng(v), ou apenas N(v), de todos os vizinhos de um vértice v em um grafo G é chamado de

Vizinhanga de v.

E importante identificar, em muitos casos, o tamanho da vizinhanc¢a de um vértice:
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Figura 1 — O Grafo de Petersen, com vértices rotulados como ij.
12

34 45
14 24

25 13
Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Definicao 2.2.2 (Grau, Grafo Regular). Dado um grafo G = (V,E) e um vértice v €V, o grau
de v, denotado por dg(v), ou apenas por d(v), € a quantidade de arestas que incidem em v. No
caso de um grafo que permite lacos, um laco contribui com 2 para o grau do vértice. No caso de
um multigrafo, cada aresta miiltipla contribui com 1 para o grau do vértice. Um grafo em que

todos os vértices possuem o mesmo grau é chamado de regular.

No caso especifico de um grafo, o grau de v corresponde a cardinalidade de sua
vizinhanga, ou seja, d(v) = |Ng(v)|.

A partir desta defini¢do, formula-se um resultado fundamental, conhecido como o
Primeiro Teorema da Teoria dos Grafos (BONDY; MURTY, 2008) ou, mais coloquialmente,

como o Lema do Aperto de Mao:

Teorema 2.2.1 (Lema do Aperto do Mao). Seja G = (V, E) um grafo. Entdo:

Zvd(v) =2m(G) 2.1

Um corolério direto desse teorema é que, em qualquer grafo, o nimero de vértices

de grau impar é sempre par.
2.3 Isomorfismo

Um conceito presente em todos os livros introdutérios a Teoria dos Grafos e em

todas as disciplinas que se propdem a discutir o tema € o Isomorfismo. Intuitivamente, dois
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grafos s@o isomorfos se eles sdo "o mesmo grafo", mas desenhados de maneiras diferentes. Este
conceito € a relacdo de equivaléncia mais forte da Teoria dos Grafos e define a condicio sob qual
dois grafos s@o estruturalmente idénticos.

Comecemos com sua definicao formal:

Definicdo 2.3.1 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre G e H é uma bijecdo f:V(G) — V(H)

onde, para qualquer par de vértices u,v € V(G), a aresta uv € E(G) se, e somente se, a aresta

f(u)f(v) € E(H) (WEST, 2001; BONDY; MURTY, 2008; FEOFILOFF, 2009), ou seja:
uv € E(G) < f(u)f(v) € E(H) (2.2)
Se existe um isomorfismo entre G e H, dizemos que eles sdo isomorfos, e denotamos por G = H.
A partir disso, podemos definir um tipo especifico de isomorfismo.

Definicao 2.3.2 (Automorfismo). Um automorfismo é um isomorfismo de um grafo em si mesmo

(BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001; FEOFILOFF, 2009).

A funcgdo identidade € sempre um automorfismo. A existéncia de um automor-
fismo diferente da funcao identidade em um grafo reflete uma simetria estrutural desse grafo.
Quando essa simetria estrutural se expande para todos os vértices de um grafo, sendo todos
eles semelhantes, dizemos que esse grafo é vértice-transitivo (BONDY; MURTY, 2008), ou
seja, para qualquer par de vértices u,v € V(G), existe algum automorfismo f: V(G) — V(G)
tal que f(u) = v. Os grafos completos Kj, definidos mais adiante, sdo exemplos de grafos

vértice-transitivos.

2.4 Subgrafos e Estruturas Derivadas

Frequentemente, em Teoria dos Grafos, o objeto de estudo € uma por¢do do grafo.

Para essa por¢do, damos o nome de Subgrafo:

Definicdo 2.4.1 (Subgrafo). Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) CV(G) e
E(H) C E(G), ou seja, o conjunto de vértices de H é um subconjunto dos vértices de G, e o
conjunto de arestas de H é um subconjunto das arestas de G (FEOFILOFF, 2009; BONDY;
MURTY, 2008; WEST, 2001).

Dentre os subgrafos de um grafo G, dois tipos especiais se destacam pela sua

aplicabilidade em demonstracdes e usabilidade. Sao eles:
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Definicao 2.4.2 (Subgrafo Gerador). Um subgrafo H de G é um subgrafo gerador se V(H) =
V(G), ou seja, se ele contém todos os vértices de G (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY,
2008; WEST, 2001 ).

Definicao 2.4.3 (Subgrafo Induzido). Seja S C V um subconjunto dos vértices de um grafo
G = (V,E). O subgrafo induzido por S, denotado por G[S|, é o grafo que tem S como seu
conjunto de vértices e cujo conjunto de arestas é formado por todas as arestas de G que possuem

ambas as extremidades em S (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001).

Note que todo subgrafo induzido é um subgrafo, mas o contrario nio € verdade. Isso

€ evidenciado na Figura 2.

Figura 2 — Diferenca entre (b) um subgrafo geral e (c) um subgrafo induzido de (a) G, com base
no conjunto de vértices {a,b,d}.

a
a
d b

d b
®

c
(a) Grafo G (b) Subgrafo de G

a
d b

(c) Subgrafo induzido por {a,b,d}

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

2.5 Caminhos, Conectividade e Distancia

Com as defini¢cdes apresentadas até entdo, ja € possivel analisar e reconhecer vértices
vizinhos. Porém, para analisar um par de vértices u e v que ndo sdo diretamente adjacentes, é
interessante formalizar o conceito de um vértice alcangédvel por outro, ou seja, a ideia de partir

de um vértice e chegar a outro "percorrendo" o grafo. A literatura define vdrias estruturas para
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representar tal conceito, sendo as mais conhecidas o passeio, o caminho e a trilha (WEST, 2001;

FEOFILOFF, 2009).

Definicao 2.5.1 (Passeio, Passeio Fechado). Um passeio W em um grafo G é uma sequéncia finita
e ndo vazia de vértices e arestas W = (vo, VoVi, V1,VIV2, V2, «..y Vn—1, Vu—1Vn, Vp). Denotamos
a quantidade de arestas em um passeio, contando repeticoes, como seu comprimento. Se
Vo = Vy, ou seja, o vértice inicial e o final sdo os mesmos, dizemos que o passeio é um passeio
fechado. Um uv-passeio é um passeio de u para v (BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001;
FEOFILOFF, 2009).

Como a defini¢do de grafo escolhida ndo permite arestas multiplas, um passeio pode
ser unicamente representado pela sua sequéncia de vértices W = (vo, vy, ...,v) (WEST, 2001).

Restricdes sobre a repeti¢ao de vértices e arestas definem os conceitos de trilha e caminho.

Definicao 2.5.2 (Trilha e Caminho). Uma trilha é um passeio no qual todas as arestas sdo
distintas. Um caminho é uma trilha na qual todos os vértices sdo distintos. Um u,v-caminho é

um caminho de u até v.

Note que uma consequéncia da defini¢ado de caminho € que todo caminho é uma

trilha, mas nem toda trilha é um caminho.

Definicao 2.5.3 (Ciclo). Um ciclo é uma trilha fechada com todos os vértices distintos, exceto o

inicial e o final, que sdo iguais (BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001; FEOFILOFF, 2009).

Outra consequéncia da defini¢do escolhida para grafo € a de que todo ciclo possui
comprimento pelo menos 3, naturalmente. A existéncia de caminhos entre vértices define a

nocdo de conectividade de um grafo.

Defini¢ao 2.5.4 (Grafo Conexo, Grafo Desconexo, Componente). Um grafo G = (V,E) é dito
conexo se, para cada par de vértices distintos u,v € V existe um u,v-caminho em G. Caso

contrdrio, G é desconexo. Os subgrafos conexos maximais de um grafo desconexo sdo suas

componentes. (BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001; FEOFILOFF, 2009).

Finalmente, em um grafo conexo, podemos definir uma métrica de distancia entre os

vértices.

Definicdo 2.5.5 (Distancia). Em um grafo G = (V,E), a distdncia dg(u,v), ou apenas d(u,v),

entre dois vértices distintos u,v € V é o comprimento do caminho mais curto entre eles. Se ndo
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houver um u,v-caminho, a distancia é considerada infinita (BONDY; MURTY, 2008; WEST,
2001; FEOFILOFF, 2009).

Note-se que distancias infinitas entre vértices s6 ocorrem em grafos desconexos e
quando os vértices estdo em componentes distintas.

A nocao de conectividade pode ser aprofundada ao se questionar ndo apenas se
dois vértices u,v € V estdo conectados, mas o quao conectados eles estdo, ou seja, quantos
u,v-caminhos independentes existem. Para isso, é importante definir a nocdo de caminhos

independentes.

Definicao 2.5.6 (Caminhos Internamente Disjuntos). Dois u,v-caminhos sdo ditos internamene
disjuntos, ou vértice disjuntos, se eles ndo possuem vértices em comum, exceto por u e v

(BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001).

A relagdo entre o nimero maximo de caminhos internamente disjuntos entre dois
vértices e a forca da conexdo entre eles foi descrita por Menger em 1927, cuja versdo de

vértice-conectividade € descrita a seguir:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Menger (1927)). Sejam u,v € V dois vértices ndo adjacentes do
grafo G = (V,E). O niimero mdximo de u,v-caminhos internamente disjuntos é igual ao niimero
minimo de vértices que precisam ser retirados de V para desconectar u e v. (BONDY; MURTY,

2008; WEST, 2001 ).

2.6 Passeios e Circuitos Eulerianos

O problema historico das Pontes de Konigsberg, dito como o berco da Teoria dos
Grafos (WEST, 2001), deu origem a uma classe especial de trilhas que percorrem toda a estrutura

de um grafo.

Definicao 2.6.1 (Trilha e Circuito Euleriano). Uma trilha euleriana em um grafo é uma trilha
que contém todas as arestas do grafo. Um circuito euleriano é uma trilha euleriana fechada

(FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001 ).

Um grafo que possui um circuito euleriano é chamado de grafo euleriano.
O Grafo de Konigsberg, ilustrado na Figura 3 é um multigrafo, ou seja, possui arestas
distintas que possuem o mesmo par de vértices como suas extremidades. E importante citar que

a defini¢do de grafo escolhida ndo permite esta construgao.
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Figura 3 — Grafo com arestas multiplas baseado no problema das Pontes de Konigsberg.
V2

Vi V3

V4

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

A existéncia de tais estruturas estd diretamente ligada aos graus dos vértices do grafo,

um dos resultados mais classicos da teoria.

Teorema 2.6.1 (Caracterizacdo de Grafos Eulerianos). Um grafo conexo G é euleriano se, e
somente se, todo vértice de G possui grau par (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008;
WEST, 2001 ).

2.7 Grafos Direcionados (Digrafos)

Até entdo, a discussdo concentrou-se nos grafos, nos quais a relacio entre dois
vértices € naturalmente simétrica. Porém, muitos sistemas e problemas sao modelados levando
em consideragdo o sentido da relacao entre os vértices. Para representar tais sistemas, a Teoria
dos Grafos utiliza o conceito de grafo direcionado, ou apenas digrafo (WEST, 2001; HELL,;
NESETRIL, 2008; BANG-JENSEN; GUTIN, 2009).

Definicao 2.7.1 (Digrafo). Um digrafo D = (V, A) é um par ordenado formado pelo conjunto
ndo vazio V=V (D) de vértices e o conjunto A = A(D) CV XV de arcos. Na prdtica, cada arco
é um par ordenado entre dois vértices. Um arco a = (u,v) € direcionado de u para v (HELL;

NESETRIL, 2008; BANG-JENSEN; GUTIN, 2009).

Em um digrafo, o vértice u € denotado como origem, ou cauda, e o vértice v como
destino, ou cabeca, de um arco (u,v) (FEOFILOFF, 2009). Dizemos que o arco (u,v) parte de

u e chega a v. Uma consequéncia da defini¢do é que, semelhante ao que acontece em grafos,
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ndo existe um par de arcos com a mesma origem € o mesmo destino a0 mesmo tempo. A
existéncia de um arco (u, v) ndo implica na existé€ncia do arco (v, u). Para evitar ambiguidades
nas representagoes, grafos serdo usualmente denotados por G, H, 1, j4 os digrafos serdo denotados
por D, F; J.

Assim como uma aresta, um arco (u, v) € comumente denotado por uv. Para evitar
dualidade com a representacdo usual de uma aresta, a representacdo usual adotada para o arco (u,
v) sera uv. Essa representagdo evidencia a natureza direcionada de um arco. A nogdo de grau

também ¢é refinada para um digrafo:

Defini¢io 2.7.2 (Grau de entrada, Grau de saida). Seja D = (V,A) um digrafo. O grau de saida
de um vértice v € V, denotado por df(v) ou simplesmente d*(v), é o niimero de arcos que
partem de v. O grau de entrada de um vértice v, denotado por dj, (v) ou d=(v), é o niimero
de arcos que chegam a v. O grau de v, denotado por dp(v), ou apenas por d(v), é a soma de
seus grau de entrada e de saida, ou seja, d(v) = d ™ (v)+d~ (v) (BONDY; MURTY, 2008; WEST,
2001; BANG-JENSEN; GUTIN, 2009).

A escolha da defini¢ao de digrafo, onde o conjunto A de arestas € uma relacdo bindria
no conjunto V de vértices, permite-nos interpretar os grafos e grafos que permitem lacos como
casos particulares de digrafos:

* Grafos como Digrafos Simétricos Irreflexivos: um grafo G = (V, E) pode ser visto como
um digrafo D = (V,A) onde a relagdo de adjacéncia é simétrica e irreflexiva. Ou seja, para
cada arco uv € A, o arco reverso vii também deve estar em A. Além disso, D nfio permite
lagos. Nesse modelo, a aresta ndo orientada uv de um grafo corresponde ao par de arcos
{uv, vt} no digrafo simétrico (HELL; NESETRIL, 2008).

* Grafos que permitem lacos como Digrafos Simétricos nao Irreflexivos: um laco uu em
um vértice u corresponde a um arco reflexivo uz no digrafo. Se todo vértice de um digrafo
simétrico possui um lago, ele é dito um digrafo reflexivo (HELL; NESETRIL, 2008).

Nesse sentido, a escolha de iniciar este capitulo com a definicao de grafos foi uma
escolha didatica para construir a intui¢do sobre os conceitos mais comuns, respeitando a ordem
apresentada na literatura escolhida para a base teérica (BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001).
Porém, o digrafo representa uma estrutura mais geral e fundamental, especialmente para o estudo

de homomorfismos (HELL; NESETRIL, 2008), como ser4 visto no capitulo seguinte.
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2.7.1 Passeios e Conectividade em Digrafos

A orientagdo inerente aos arcos de um digrafo torna a no¢do de "percorrer" um
digrafo mais complexa do que em um grafo, pois a dire¢do dos arcos passa a importar. Isso
implica em diferentes definicdes de passeios e, consequentemente, em diferentes no¢des de

conectividade (HELL; NESETRIL, 2008).

Definicio 2.7.3 (Passeio Orientado). Um passeio orientado em um digrafo D = (V,A) é uma
sequéncia de vértices (vo,v1,...,vi) onde, para cada i € {1,....k}, ouvi_1v; EAouvivi_ | €A
é um arco de D.
s Sevi_1v; €A, ele é chamado de arco de avango do passeio.
» Se v;vi_| €A, ele é chamado de arco de recuo do passeio (HELL; NESETRIL, 2008 ).
De forma andloga, definem-se a trilha orientada, o caminho orientado e o ciclo

orientado.

A partir desta defini¢do, podemos quantificar o "progresso" de um passeio em um

digrafo.

Defini¢ao 2.7.4 (Comprimento, Comprimento Efetivo). O comprimento de um passeio orientado
€ a soma entre o niimero de arcos de avanco e o niimero de arcos de recuo. Jd o comprimento

efetivo de um passeio orientado ¢é a diferenca entre o niimero de arcos de avanco e o niimero de

arcos de recuo (HELL; NESETRIL, 2008).

Um caso particular em que todos os arcos do passeio sdo de avango é chamado de

passeio direcionado:

Definicao 2.7.5 (Passeio Direcionado). Um passeio direcionado é um passeio orientado que
consiste apenas de arcos de avango (HELL; NESETRIL, 2008). De forma andloga, definem-se a

trilha direcionada, o caminho direcionado e o ciclo direcionado (ou circuito).

No caso de um passeio direcionado, seu comprimento € equivalente ao seu compri-
mento efetivo, j& que ndo existem arcos de recuo.
Cada uma dessas defini¢cdes de passeio leva a uma defini¢do correspondente de

conectividade.

Definicéo 2.7.6 (Conectividade em Digrafos). Um digrafo D = (V,A) é dito conexo se, para

todo par de vértices u,v € V, existe um caminho orientado de u para v. Um digrafo é fortemente
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conexo se, para todo par de vértices u,v €'V, existe um caminho direcionado de u para v e um

caminho direcionado de v para u (HELL; NESETRIL, 2008; FEOFILOFF, 2009; WEST, 2001 ).

2.8 Coloracao de Vértices

Um dos problemas mais cléssicos e estudados na Teoria dos Grafos € o de coloragdo
de vértices, além de ser uma das principais dreas em que o estudo de homomorfismos demonstra

sua importancia. Logo, é importante definirmos formalmente esse conceito:

Definicao 2.8.1 (Coloragdo de Vértices, Coloracao Prépria, k-Coloragdo). Uma coloragdo de
vértices de um grafo G = (V,E) é uma atribui¢cdo de cores aos vértices V(G). As cores sdo nada
mais que rotulos para esses vértices. Uma coloracdo é propria quando, para qualquer par de
vértices u,v € V(G), se u e v sdo adjacentes, entdo as cores atribuidas a u e v sdo distintas. Uma
k-coloracdo é uma coloracdo propria que possui k cores e, se um grafo possui uma k-coloragdo,
dizemos que ele é k-colorivel. (BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001, FEOFILOFF, 2009;
HELL; NESETRIL, 2008).

Usualmente, o conjunto de cores de uma k-coloragdo € definido pelo conjunto
{1,2,...,k}. Além disso, em um grafo G = (V,E), uma k-colorac¢do pode ser definida como
uma fungdo ¢ : V — {1,2,...k}, onde a cor de um vértice v € V é denotada por ¢(v). Uma
k-coloragdo também define uma parti¢do (V,Va,..., Vi) do conjunto dos vértices de V, onde
Vi={v | ¢(v) =i}, paratodoi € {1,2,...,k}.

O interesse principal no estudo de coloragdes €, geralmente, encontrar o menor valor

de k tal que exista uma k-coloragdo propria.

Defini¢io 2.8.2 (Niimero Cromadtico). O niimero cromdtico de um grafo G, denotado por x(G),
é o menor valor possivel de k tal que G seja k-colorivel (WEST, 2001; BONDY; MURTY, 2008;
FEOFILOFF, 2009; HELL; NESETRIL, 2008)

2.9 Classes Especiais de Grafos

Para concluir a fundamentago tedrica desta monografia, ¢ importante conhecermos
algumas classes de grafos que serdo fundamentais para o estudo de coloragao, homomorfismo e

suas correlagdes, iniciando com o mais fundamental:
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Definicao 2.9.1 (Grafo Completo). Um grafo G = (V,E) é dito completo quando todos os seus
vértices sdo vizinhos entre si, ou seja, para cada par de vértices u,v € V, com u = v, existe
uma aresta u,v € E. O grafo completo com k vértices serd denotado como K = (V,E), onde
V(Ky) ={1,2,....,k} e E(Ky) ={ij | i,j € V,i # j} (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY,
2008; WEST, 2001 ).

O grafo K, possui (g) arestas e € regular de grau n — 1. Como seré apresentado no

Capitulo 3, quando vistos sob a lente dos homomorfismos, os grafos completos sdo os principais

alvos para o problema da coloracdo de vértices. A Figura 4 representa o grafo completo Ks.

Figura 4 — O Grafo Completo Ks.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

A segunda classe fundamental de grafos € definida por uma propriedade estrutural

de particao de seus vértices.

Definicdo 2.9.2 (Grafo Bipartido, Grafo Bipartido Completo). Um grafo G = (V,E) é dito
bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos disjuntos ndo
vazios de forma que toda aresta em G incida em vértices de particoes distintas, ou seja, V =
XUY, comXNY =0,e EC{xy|x€X,y€Y}. Un grafo bipartido é completo quando
E ={xy|x€ X,y € Y} (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008; WEST, 2001).

Na Figura 5 esta representado o grafo bipartido completo K3 3. Uma caracteristica
notavel dos grafos bipartidos, sempre presente na literatura, é a de que eles s@o 2-coloriveis, ou
seja, podem ser coloridos com exatamente duas cores. Voltaremos a falar sobre essa caracteristica

no préximo capitulo, relacionando-a a no¢do de coloragdo pela lente dos homomorfismos.
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p N

Figura 5 — Exemplo de um Grafo Bipartido Completo, o K3 3, com suas partigdes X ¢ Y.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Uma consequéncia imediata desta defini¢do € que ndo existem arestas com ambas as
extremidades em X ou ambas em Y. Grafos bipartidos sdo caracterizados por uma propriedade

estrutural relacionada aos seus ciclos.

Teorema 2.9.1 (Caracterizaciao de Grafos Bipartidos). Um grafo é bipartido se, e somente se,
ndo possui ciclos de comprimento impar (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008; WEST,
2001).

Outra classe de grafos essencial para a Teoria dos Grafos € definida pela sua auséncia

de ciclos:

Definiciio 2.9.3 (Floresta, Arvore). Um grafo que ndo contém ciclos é chamado de aciclico. Um
grafo aciclico é conhecido como uma floresta. Um grafo aciclico conexo, é chamado de drvore.
Uma drvore com m vértices é denotada por T, (FEOFILOFF, 2009; BONDY; MURTY, 2008;
WEST, 2001).

Note que, como consequéncia da defini¢cdo de floresta, cada uma de suas componentes
¢ uma arvore. A Figura 6 mostra a representacdo de uma arvore.
Além dos grafos completos, bipartidos, florestas e drvores, outras familias de grafos

servem como blocos de construcao e exemplos fundamentais em toda a teoria.

Definicao 2.9.4 (Grafo Caminho e Grafo Caminho Direcionado). O grafo caminho de tamanho
k, denotado por P, = (V,E), é o grafo com conjunto de vértices V(P,) ={0,1,...,k} e conjunto

de arestas E(P,) ={i(i+1) | 0<i<k—1}. O grafo caminho direcionado, denotado por
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Figura 6 — Exemplo de uma arvore de altura 3.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

N
P, = (V,A), é definido de forma andloga, com o mesmo conjunto de vértices e o conjunto de

arcos A= {i(i+1)|0<i<k—1} (HELL; NESETRIL, 2008).

Na Figura 7 estdo os diagramas do grafo caminho P e do digrafo caminho direcio-

nado 174) .

Figura 7 — Exemplos de um grafo caminho e sua versao direcionada.

(a) Grafo Caminho Py (b) Grafo Caminho Direcionado P4
Fonte: elaborado pelo autor (2025).

E importante ressaltar que o grafo P, é caracterizado pelo seu tamanho, e ndo pela
sua ordem (HELL; NESETRIL, 2008), ou seja, seu tamanho é m = k e sua ordem é n = k+ 1.
Essa escolha foi feita levando em consideracao os resultados que serdo demonstrados no préximo
capitulo.

De forma anédloga, podemos definir as variacdes fechadas de ambos esses grafos:

Definicao 2.9.5 (Grafo Ciclo e Grafo Ciclo Direcionado). O grafo ciclo de tamanho k, denotado
por Cy = (V,E), é o grafo com conjunto de vértices V(Cy) = {1,...,k} e conjunto de arestas
E(P) = {12,23,...,(k— 1)k,k1}. O grafo ciclo direcionado, denotado por G = (V,A), é
definido de forma andloga, com o mesmo conjunto de vértices e o conjunto de arcos A =

(12,23,..., (k— 1)k, k1} (HELL; NESETRIL, 2008).

Na Figura 8 estdo representados o grafo ciclo Cs e o digrafo ciclo direcionado Cs.
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Figura 8 — Exemplos de um grafo ciclo e sua versao direcionada.

1 1
5 2 5 2
<@
4 3 4 3
(a) Grafo Ciclo Cs (b) Grafo Ciclo Direcionado 55’

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Além dessas classes cldssicas, o estudo de homomorfismos explora variagdes do

grafo completo, bem como suas respectivas variagdes do problema de coloragao.

Definicao 2.9.6 (Grafo Racional Completo). Sejam p e q inteiros com p > 2q > 0. O Grafo
Racional Completo, denotado por K, ,, tem como conjunto de vértices V = {1,2,...,p} e como

conjunto de arestas E = {ij | g < |i— j| < p—q} (HELL; NESETRIL, 2008).

Essa classe de grafos generaliza tanto os grafos completos (onde K), = K|, /1) quanto
os ciclos impares (onde Cyr11 = K(or41)/1)- Eles serdo o objeto central na discussdo sobre
coloragdo circular no Capitulo 4. Na Figura 9 estd representado o grafo racional completo K s,

que € isomorfo a Cs.

Figura 9 — O Grafo Racional Completo K ;.
1

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

E importante citar que Hell e Nesetil (2008) definem o conjunto de vértices dos
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grafos ciclo, ciclo direcionado e racional completo com k vértices iniciando no vértice O e
terminando no vértice k — 1, porém, para facilitar a intui¢do e a visualizacao de tais grafos, as
defini¢Oes desta monografia definem o conjunto de vértices iniciando no vértice 1 e terminando

no vértice k.

Definicao 2.9.7 (Grafo de Kneser). Sejam n e k inteiros com n > 2k. O Grafo de Kneser, deno-
tado por K(n,k), é um grafo cujos vértices correspondem aos subconjuntos de k elementos de
um conjunto de n elementos (usualmente {1,2,...,n}). Dois vértices em K(n,k) sdo adjacentes

se, e somente se, os subconjuntos correspondentes sdo disjuntos (HELL; NESETRIL, 2008).

Como um exemplo notdvel, o Grafo de Petersen, apresentado na Figura 1, € isomorfo

ao Grafo de Kneser K(5,2) (HELL; NESETRIL, 2008).
2.9.1 Classes de Digrafos Especiais

Assim como no caso nao direcionado, existem classes de digrafos com propriedades
estruturais notdveis. Duas delas, os digrafos aciclicos e os torneios transitivos, sdo particular-

mente importantes no estudo de homomorfismos.

Definicao 2.9.8 (Digrafo Aciclico). Um digrafo aciclico (ou Digrafo Aciclico (Directed Acy-
clic Graph) (DAG), do inglés Directed Acyclic Graph) é um digrafo que ndo contém ciclos
direcionados (FEOFILOFF, 2009; WEST, 2001).

E importante ressaltar que nao existe nenhuma restricao quanto a ciclos orientados,
apenas quanto a ciclos direcionados. Digrafos aciclicos s@o fundamentais em computacao para

modelar tarefas com pré-requisitos, pois admitem uma ordenagao linear de seus vértices.

Definicao 2.9.9 (Ordenagdo Topolégica). Uma ordenacdo topolégica de um digrafo aciclico
D = (V,A) é uma ordenagdo linear de todos os seus vértices tal que, para todo arco (u,v) € A,

o0 vértice u aparece antes do vértice v na ordenacdo (FEOFILOFF, 2009; WEST, 2001 ).

Hell e Nesetfil (2008) definem uma ordenacdo topoldgica sob a 6tica do homomor-
fismo, como veremos no proximo capitulo. Outra classe importante de digrafos € obtida através

da orientacdo de um grafo completo.

Definicao 2.9.10 (Torneio e Torneio Transitivo). Um torneio é um digrafo obtido ao atribuir

uma orientac¢do para cada aresta de um grafo completo, ou seja, a aresta uv é substituida pelo
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arco uv ou pelo arco vii (WEST, 2001; BONDY; MURTY, 2008). Um caso particular de torneio
é quando o digrafo obtido é aciclico.

Um torneio transitivo com n vértices, denotado por 7_*) = (V,A), é um torneio aciclico
com conjunto de vértices V(ﬁ) ={1,2,...,n} e conjunto de arcos A(Y_}:) = {z—]) |i,jeV,i<j}

(HELL; NESETRIL, 2008).
A Figura 10 ilustra o torneio transitivo 7_2:, com 4 vértices e 6 arestas.

—
Figura 10 — O torneio transitivo 7j.

3

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

2.10 Complexidade Computacional

Segundo Papadimitriou (1994, p. v, tradu¢do do autor), “Complexidade computacio-
nal € a drea da ci€ncia da computag@o que contempla os motivos pelos quais alguns problemas
sdo tao dificeis de serem resolvidos por computadores”. Varios dos fatos que serdo apresenta-
dos no préximo capitulo geram problemas computacionais bastante interessantes, e boa parte
das citacdes apresenta resultados para alguns desses problemas. Para entender tais citacoes, €
importante conhecer as classes de complexidade.

Para facilitar o entendimento, serdo priorizadas defini¢cdes intuitivas e algoritmicas
(como na abordagem de Cormen et al. (2022)), recorrendo ao formalismo das Mdquinas de
Turing apenas quando necessario para definir classes mais especificas (como na abordagem de
Papadimitriou (1994)).

Vamos comecar classificando um tipo de problema cldssico: os Problemas de
Decisao sdo os problemas que esperam como resposta “sim” ou “ndo” (CORMEN et al., 2022).

“Um grafo G € bipartido?”, “Um grafo H € 3-colorivel?” e “Um digrafo D € aciclico?” sdo
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exemplos desse tipo de problema. A partir dai, conseguimos classificar esses problemas pelo

“quao dificeis” eles sdo de resolver.

Definicao 2.10.1 (Polynomial time (P)). A classe de Tempo Polinomial (P) é a classe de todos
os problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo deterministico em tempo polinomial

em relagdo ao tamanho da entrada (O(n¥)) (CORMEN et al., 2022).

Um fato interessante € que vdrios problemas podem ser resolvidos utilizando a

solucdo de outro. Para formalizar isso, precisamos definir o conceito de reducao.

Definicao 2.10.2 (Reducao Polinomial). Sejam A e B problemas de decisdo. Dizemos que A é
redutivel a B em tempo polinomial, denotado por A <, B, se conseguimos transformar qualquer

instancia de A em uma instancia equivalente de B em tempo polinomial (CORMEN et al., 2022).

Isso significa que, se A <, B, existe uma fun¢@o das instincias de A nas instancias

£ 6

de B tal que a resposta para uma instancia de A € “sim” se, € somente se, a resposta para sua

£ 66

imagem em B € “sim”. Outros tipos de reducdo vao ser utilizados a seguir, mas, intuitivamente,
eles funcionam da maneira andloga.

Os problemas “mais dificeis” em P sd@o chamados de P-Completos.

-Completo] Dizemos que um problema é P-Completo se ele pertence a classe P e se

todo problema em P pode ser reduzido a ele utilizando uma reducdo em espaco logaritmico

(PAPADIMITRIOU, 1994).

Além da classe polinomial, existem problemas para os quais as solugdes sdo faceis

de verificar.

Definicao 2.10.4 (Nondeterministic Polynomial time (NP)). A classe Polinomial Ndo-Deterministico
(NP, de Nondeterministic Polynomial) contém os problemas para os quais uma solugdo proposta

(um certificado) pode ser verificada por um algoritmo deterministico em tempo polinomial

(CORMEN et al., 2022).

Papadimitriou (1994) define formalmente a classe NP como a classe dos problemas
de decisao que podem ser resolvidos por uma Maquina de Turing Nao-Deterministica. Como toda
maquina de Turing deterministica possui uma versdo ndo deterministica equivalente, podemos
dizer que P C NP.

Uma variagdo direta dessa classe diz respeito aos problemas em que a resposta “ndo”

¢é facil de vertificar.
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Definicao 2.10.5 (coNP). A classe coNP contém os problemas cujos complementos estdo em NP.
Ou seja, para esses problemas, existe um contraexemplo fdcil de verificar para cada resposta

negativa (PAPADIMITRIOU, 1994).

A grande questdo ainda nao respondida na Ciéncia da Computacdo € se P = NP.

Para discutirmos mais sobre isso, vamos definir as classes de maior dificuldade.

Definicao 2.10.6 (NP-Dificil, NP-Completo). Um problema é NP-Dificil se todo problema em
NP pode ser reduzido a ele em tempo polinomial.
Um problema é NP-Completo se:

1. pertence a classe NP;

2. é NP-Dificil (CORMEN et al., 2022).

Intuitivamente, os problemas NP-Completos sdo os “mais dificeis” na classe NP.
Nao se conhecem algoritmos polinomiais para os problemas NP-Completos. Se algum algoritmo
do tipo for encontrado, todos os outros problemas em NP também poderiam ser resolvidos em
tempo polinomial, provando que P = NP.

Por fim, como alguns problemas deste trabalho envolvem a contagem de subestruturas

em grafos, define-se a classe relacionada a problemas de contagem.

Definicao 2.10.7 (#P, #P-Completo). A classe #P (lé-se Sharp-P) consiste nas fungdes que
contam o numero de caminhos de aceitacdo de uma Mdquina de Turing Ndo-Deterministica
polinomial, ou seja, ¢ a classe dos problemas de contagem relacionados aos problemas em NP
(PAPADIMITRIOU, 1994).

Um problema é #P-Completo se pertence a #P e se todo problema em #P pode ser

reduzido a ele por uma redugdo de Turing em tempo polinomial (PAPADIMITRIOU, 1994).
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3 HOMOMORFISMO DE GRAFOS COMO GENERALIZACAO CONCEITUAL

Ap0s a apresentacdo dos fundamentos de Teoria dos Grafos no capitulo anterior, este
capitulo introduz o principal objeto de estudos desta monografia: o Homomorfismo. Como na
obra de Hell e Nesetfil (2008), o conceito serd apresentado em sua forma mais geral, como um
mapeamento de vértices entre digrafos. Esta perspectiva permite que o homomorfismo entre
grafos seja interpretado como um caso particular.

O objetivo deste capitulo é demonstrar como esta defini¢do unificadora permite que
conceitos classicos de Teoria dos Grafos, como isomorfismo e coloragdo, sejam reinterpretados

sob uma unica o6tica, o que confere maior coesdo estrutural a teoria.

3.1 Definicao Formal em Digrafos

O conceito mais fundamental de homomorfismo € definido sobre digrafos. Um
homomorfismo, neste contexto, ¢ um mapeamento entre os vértices de dois digrafos que preserva

arelacdo de adjacéncia (HELL; NE§ETRIL, 2008).

Definicao 3.1.1 (Homomorfismo em Digrafos). Sejam D e F digrafos. Um homomorfismo de D

em F, denotado como f : D — F, é uma fungdo f: V(D) — V(F) tal que, se uv é um arco de D,

—_—

entdo f(u)f(v) é um arco de F (HELL; NESETRIL, 2008), ou seja:

uv € A(D) = f(u)f(v) € A(F). (3.1)

Em outras palavras, um homomorfismo de digrafos deve preservar ndo apenas a
adjacéncia, mas também a orientagdo dos arcos.

Se um homomorfismo de f : D — F existe, dizemos que D € homomorfico a F,
e usamos a notagdo D — F. A ndo existéncia de tal homomorfismo é denotada por D /4 F.
Dizemos que este homomorfismo parte de D e chega em F, que D é o digrafo de partida
de f e que F é seu digrafo de destino. O mesmo também pode ser denotado como uma
F-coloracdo de D, que serd definido mais a frente neste capitulo. O conjunto de todos os
homomorfismos de D em F é denotado por HOM (D, F) e a cardinalidade deste conjunto é
denotada por hom(D,E) = |HOM(D,F)|. Além disso, homomorfismos sdo transitivos, ou seja,
se D — F e F — J, entdo D — J (HELL; NESETRIL, 2008).

A Figura 11 exemplifica um homomorfismo de (,_‘4) para K»>. E importante notar

que o grafo completo K3, inicialmente definido como um grafo ndo direcionado, estd sendo
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representado como um digrafo irreflexivo simétrico, como visto na Secdo 2.7 do capitulo anterior.

. g , . g ~
Figura 11 — Exemplo de homomorfismo f : C4 — K3, onde vértices opostos em C4 sdo mapeados
para o mesmo vértice em K.

1
F()=£3)
< f
4 /2 >
f2)=r4)
3
Cs K>

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

3.2 O Grafo como um Caso Particular

A abordagem escolhida de definir homomorfismo em digrafos, e ndo em grafos, foi
feita principalmente por seu poder de generalizacdo. Porém, Hell e Nesetfil (2008) iniciam
sua investigacdo das propriedades dos homomorfismos em grafos por sua simplicidade. De
fato, por grafos terem um grau a menos de complexidade em relagdo aos digrafos (a auséncia
de orientacdo), eles sdo frequentemente objetos de estudo anteriores em Teoria dos Grafos.
Felizmente, € perfeitamente possivel estender a definicdo de homomorfismo para grafos.

Conforme estabelecido na Secao 2.7, um grafo pode ser visto como um digrafo
simétrico e irreflexivo, onde cada aresta ndo orientada uv corresponde a um par de arcos opostos,
uv e vt (HELL; NESETRIL, 2008). Ao aplicarmos a Defini¢do 3.1.1 a este caso, obtemos uma
defini¢do equivalente para grafos.

Sejam G e H grafos e Dg e Dy seus digrafos simétricos irreflexivos correspondentes.

Se uv € E(G), ento os arcos uv,vii € A(Dg). Seja f : Dg — Dy um homomorfismo. Logo,

pela defini¢do de homomorfismo em digrafos, f(u)f(v), f(v)f(u) € A(Dg). Como Dy também

é simétrico, os arcos f(u)f(v) e f(v)f(u) correspondem a uma tnica aresta f(u)f(v) € E(H).

Isso nos leva a um caso particular na defini¢do de homomorfismo aplicada a grafos:

Definicao 3.2.1 (Homomorfismo em Grafos). Sejam G e H dois grafos. Um homomorfismo

de G para H, ou f : G — H, é uma funcdo f :V(G) — V(H) tal que, se uv € E(G), entdo
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f(u)f(v) € E(H) (HELL; NESETRIL, 2008), ou seja:
uv € E(G)= f(u)f(v) € E(H) (3.2)

Esta equivaléncia é fundamental no estudo de homomorfismos em grafos, pois
garante que os resultados e ferramentas desenvolvidos para o caso mais geral da definicdo
também funcionem em seus casos particulares. A partir de entdo, sempre que o texto citar G, H,
I, considere que o homomorfismo € entre grafos. De forma andloga, sempre que o texto citar D,
E J, considere que o homomorfismo € entre digrafos. Utilizaremos a defini¢ao mais direta de
homomorfismos em grafos, mas sempre tendo em mente que se trata de um caso particular da
defini¢do mais geral para digrafos.

A Figura 12 representa um homomorfismo f : C3 — K. Ainda neste capitulo,
veremos que esse homomorfismo pode ser considerado uma 4-coloragdo vélida para o grafo

ciclo Cs.

Figura 12 — Exemplo de homomorfismo f : C3 — Kj.

1 f(1)

C3 K4

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

3.3 Classificacao de Homomorfismos

Ap6s a defini¢do formal de homomorfismo em digrafos ser apresentada e, em seguida,
a definicdo de homomorfismo em grafos, seu principal caso particular, € importante notar que
um homomorfismo f : D — F é, fundamentalmente, uma funcédo com V(D) como dominio e
V(F) como contradominio. E, por ser funcéo, pode ser classificado segundo as propriedades

classicas das fungdes: injetividade, sobrejetividade e bijetividade.
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Para isso, € preciso relembrar esses conceitos: uma fungdo € injetiva se elementos
distintos no dominio possuem imagens distintas no contradominio, é sobrejetiva se a imagem ¢
equivalente ao contradominio e € bijetiva se € injetiva e sobrejetiva a0 mesmo tempo.

Além disso, uma consequéncia direta da definicdo de homomorfismo, junto com a
definicdo de digrafo apresentada (que ndo permite arcos multiplos), € ade que, se f : D — F €
um homomorfismo € u,v € V(D) sdo adjacentes de u para v, entdo o arco uv € A(D) € Gnico € 0

-
arco f(u)f(v) € A(F) também.
Isso implica que esse homomorfismo naturalmente define um mapeamento f* de

A(D) para A(E) (HELL; NESETRIL, 2008), de forma que:

fHAD) = AE) | fH(@0) = f(u)f(v) (3.3)

Isso implica na definicdo de um conceito importante: a estrutura que um homomor-

fismo gera no grafo de destino.

Definicao 3.3.1 (Imagem Homomoérfica). Seja f : D — F um homomorfismo. A imagem ho-
momorfica de D sob f, denotado por f(D), é o digrafo com vértices f(v),¥v € V(D) e arcos
f(u)f(v),Yuv € A(D) (HELL; NESETRIL, 2008).

De forma mais intuitiva, a imagem homomorfica de D é o subgrafo de F que é
"coberto" pelo homomorfismo.
ApOs essas observagdes, podemos classificar os homomorfismos de acordo com a

natureza das funcdes f e f*:

Definiciio 3.3.2 (Classificagio de Homomorfismos). Seja f : D — F um homomorfismo e f*
sua fungdo induzida nos arcos. Um homomorfismo é vértice-injetivo, vértice-sobrejetivo ou
vértice-bijetivo se a funcdo f ¢é injetiva, sobrejetiva ou bijetiva, respectivamente. Analogamente,
um homomorfismo é arco-injetivo, arco-sobrejetivo ou arco-bijetivo se a funcdo f* é injetiva,
sobrejetiva ou bijetiva, respectivamente. Um homomorfismo é dito injetivo se ele é vértice-
injetivo e arco-injetivo. Andlogo para homomorfismo sobrejetivo ou bijetivo (HELL; NESETRIL,
2008).

Porém, algumas sutilezas nessa defini¢do devem ser observadas:

Proposicao 3.3.1. Seja f : D — F um homomorfismo entre digrafos irreflexivos. Entdo:
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1. Se f é vértice-injetivo, entdo f é também arco-injetivo.
2. Se f ¢ arco-sobrejetivo e F ndo possui vértices isolados, entdo f é também vértice-

sobrejetivo (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstracdo. (i) Suponha que f seja vértice-injetivo. Para provar que f também é arco-
injetivo, precisamos provar que a funco induzida f* também € injetiva. Sejam os arcos distintos
Lﬁ/’,ﬁ € A(D). Suponha, por absurdo, que f*(uv) = f#(zﬁ7 ). Isso significa, pela defini¢ao de
f*, que (f(u),f(v)) = (f(), f(+')). Pela igualdade entre pares ordenados, isso implica que
f(u) = f() e que f(v) = f(V'), 0 que indica que uv = «'v'. Absurdo! Logo, f é arco-injetivo.

(i1) Agora, seja f um homomorfismo arco-sobrejetivo e F' um digrafo livre de vértices
isolados . Seja o vértice h € V(F). Como F ndo possui vértices isolados, entdo existe pelo menos
um arco partindo ou chegando em 4. Seja o arco in chegando em . Como f* é uma funcio
sobrejetiva, entdo este arco é imagem de um arco uv € E (D). Logo, pela defini¢io da fungio f,

h = f(v). O raciocinio é analogo para o caso de haver um arco i?} partindo de h. Isso implica

que f também é vértice-sobrejetivo. |

Isso significa que, para um homomorfismo ser injetivo, basta que ele seja vértice-
injetivo. Além disso, para um homomorfismo ser sobrejetivo, baste que ele seja arco-sobrejetivo e
que F nao possua vértices isolados. Note, além disso, que um homomorfismo f : D — F € sobre-
jetivo quando a imagem homomorfica de f é o préprio grafo F, ou seja, f(D) = F. Denotamos
os conjuntos INJ(D,F), SUR(D,F) e BIJ(D,F), e suas respectivas cardinalidades inj(D,F),
sur(D,F) e bij(D,F), como o conjunto de todos os homomorfismos injetivos, sobrejetivos e
bijetivos, respectivamente.

A Figura 11 representa um homomorfismo vértice-sobrejetivo, a Figura 12 repre-
senta um homomorfismo vértice-injetivo, ou apenas injetivo, e a Figura 13 representa um
homomorfismo vértice-bijetivo, ou apenas bijetivo. Mais adiante neste capitulo, iremos explorar
uma caracteristica importante dos homomorfismos bijetivos como uma generalizacdo de um
importante conceito em Teoria dos Grafos.

A introdug¢@o dos conjuntos HOM (G, H) e da sua cardinalidade, hom(G,H ), abre
uma drea de pesquisa inteira dedicada nao apenas a existéncia, mas a contagem do nimero de
homomorfismos.

A complexidade computacional de contar homomorfismos €, em grande parte das
vezes, intratavel, ou seja, ndao se conhece nenhum algoritmo que resolva o problema em tempo

polinomial. O trabalho de Dyer e Greenhill (2000), por exemplo, estabeleceu uma dicotomia de
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Figura 13 — Exemplo de um homomorfismo bijetivo f : Cs — K5,

1 f(1)
f(3) /\ f(4)
5 2 f
4 3 f(5) f(2
Cs Ks)o

v

)

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

complexidade para o problema de contagem exata em grafos, mostrando que ele € quase sempre
#P-completo, a ndo ser que o grafo de destino possua conjunto de arestas vazio, seja um grafo
completo com laco em todos os vértices ou um grafo bipartido completo irreflexivo. Nesses
casos, o problema € P-completo.

Artigos como os de Focke et al. (2019) e Curticapean et al. (2019) analisam a
complexidade de contar apenas os homomorfismos sobrejetivos € aresta-injetivos, respectiva-
mente, revelando que essas restricdes alteram fundamentalmente a natureza computacional do
problema. Hell e Nesetiil (2008) também investigam a contagem de homomorfismos injetivos e
sua aplicabilidade na Conjectura da Reconstrucdo de Arestas.

J4 Amini et al. (2012) investigaram a utilizagcdo da contagem de homomorfismos na
contagem de subgrafos em um grafo. Essa abordagem resultou em novos algoritmos e resultados
no célculo do polindmio cromadtico, na contagem de ciclos hamiltonianos, em ligacdes perfeitas
em grafos bipartidos e em algoritmos de codificag@o por cores.

A relevancia deste campo de estudo foi amplificada por suas aplicacdes praticas
em diversos campos do conhecimento, alguns dos quais foram citados na introducdo desta
monografia. Esses trabalhos demonstram que a contagem de homomorfismos € um conceito
central que conecta a teoria estrutural de grafos com complexidade computacional, inteligéncia
artificial, bancos de dados, 16gica, fisica e matemaética, justificando sua importancia como um

campo de pesquisa ativo e frutifero.
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3.4 Preservacao de Estruturas

Agora, vamos iniciar a exploracdo da consequéncia mais importante da definicao de
homomorfismo: a preservaciao de adjacéncia. Essa caracteristica fundamental implica que as
estruturas de adjacéncia locais sdo mantidas entre o grafo de origem e o de destino. A seguir,
veremos como essa propriedade se estende para estruturas maiores, cOmo os passeios, que sao
definidos como uma sequéncia de vértices adjacentes. Assim como Hell e NeSetfil (2008),
iniciaremos essa exploracdo em grafos, para depois generalizarmos para os digrafos, deixando a

intui¢@o sobre esses conceitos mais fluida durante a leitura.

Proposicao 3.4.1. O mapeamento f : P, — G é um homomorfismo de P, em G se, e somente se,

a sequéncia (f(0), f(1),..., f(k)) é um passeio em G (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. (=) Pela defini¢do de P, temos que, paratodoi € {0,1,....,k—1}, i(i+1) €
E(P;). Logo, como homomorfismo preserva adjacéncia, para todoi € {0,1,....k— 1}, f(i)f(i+
1) € E(G), o que, por defini¢do, constitui um passeio em G.

(<) Seja f: V(B) — V(G). Se (f(0),f(1),...,f(k)) é um passeio em G, entdo
os vértices f(i) e f(i+ 1) sdo adjacentes para todo i € {0,1,...,k—1}. Logo, como a fun-
¢do f mapeia pares de vértices adjacentes em F; para pares de vértices adjacentes em G, f €

homomorfismo. |

Em particular, a Proposicado 3.4.1 indica que o homomorfismo f : G — H mapeia
caminhos em G para passeios em H: sejam u,v € V(G) um par de vértices tal que exista um u,v-
caminho de tamanho k, denotado por W. Basta tomar o subgrafo induzido pelo caminho G[W].
Mantendo a mesma fungéo f, o homomorfismo f : G[W] — H é equivalente a um homomorfismo
g:P,—H.

Porém, € importante notar que um homomorfismo ndo necessariamente preserva a
identidade da estrutura, de forma que um caminho em G pode ser mapeado para um passeio ou
até para um ciclo em H. A Figura 11 ilustra exatamente este ponto, onde o ciclo C4 € mapeado
para um passeio que percorre as arestas do K> duas vezes.

Apesar dessa nuance, a preservacao do comprimento dos passeios tem uma implica-

cdo direta e importante na relacdo entre as distancias nos dois grafos.

Corolario 3.4.1. Seja f : G — H um homomorfismo e sejam os vértices u,v € V(G). A dis-

tancia dg(u,v) entre u e v é pelo menos tdo grande quanto a a distdncia entre suas imagens
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dy(f(u), f(v)) (HELL; NESETRIL, 2008), ou seja:

dH(f(u)vf(V» < dG(I/t,V). (3.4)

Demonstrag¢do. Se (u = vg,vy,...,vx = v) é um caminho entre u e v, pela Proposi¢do 3.4.1,
(f(u) = f(vo), f(v1),...,f(v) = f(v)) € um passeio em H. Logo, como todo passeio possui
um caminho de tamanho menor ou igual (bastando remover os ciclos causados pela repeticao
de vértices), temos que dg(u,v) =k e que dg(f(u), f(v)) <k. Logo, du(f(u), f(v)) < dc(u,v).

[

A partir desses resultados, apresentando uma percep¢ao que nao € abordada por Hell e
Nesetfil, podemos generalizar os conceitos de Passeio e Caminho sob a lente dos homomorfismos:
Seja G = (V,E) um grafo e u,v € V(G) vértices desse grafo.
1. Um u,v-passeio de tamanho k pode ser visto como um homomorfismo f : P, — G, onde
u=f(0)ev=f(k).
2. Um u,v-caminho de tamanho k pode ser visto como um homomorfismo injetivo f : P, — G,
onde u = f(0) e v= f(k). A condigdo de injetividade da fun¢do f garante a ndo repeti¢do
de vértices, que caracteriza o caminho.

Quando tratamos de passeios fechados e ciclos, um resultado similar aparece:

Proposicao 3.4.2. O mapeamento f : C; — G é um homomorfismo de Ci em G se, e somente se,

a sequéncia (f(0), f(1),..., f(k)) é um passeio fechado em G (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstracdo. (=) Pela defini¢éo de Cy, temos que, paratodoi € {1,2,...,k— 1}, i(i+1) €
E(Cy), além de k1 € E(Cy). Logo, como homomorfismo preserva adjacéncia, para todo i €
{1,2,...;k—1}, f(i)f(i4+1) € E(G),alémde f(k)f(1) € E(G), o que, por defini¢do, constitui
um passeio fechado em G.

(<) Seja f:V(Cr) — V(G). Se (f(1),£(2),...,f(k),f(1)) é um passeio fechado
em G, entdo os vértices f(i) e f(i+ 1) sdo adjacentes para todo i € {1,2,...,k— 1}, além dos
vértices f(k) e f(1). Logo, como a fungdo f mapeia pares de vértices adjacentes em Cy para

pares de vértices adjacentes em G, f € homomorfismo de P, em G. |

Perceba que a demonstracdo da Proposicao 3.4.2 € anédloga a demonstracdo da
Proposicado 3.4.1. E, adicionando mais uma percepcao que nio é abordada por Hell e NeSetfil,
podemos generalizar os conceitos de passeio fechado e ciclos sob a lente dos homomorfismos:

Seja G = (V,E) um grafo. Logo:
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1. Um caminho fechado de tamanho k em G pode ser visto como um homomorfismo f :
C.—G.

2. Um ciclo de tamanho k em G pode ser visto como um homomorfismo injetivo f : Cy — G.
A condi¢do de injetividade da funcdo f garante a ndo repeticao de vértices (exceto nas
extremidades), o que caracteriza o ciclo.

Note que, quando falamos de ciclos pares, a existéncia de um homomorfismo é

definida pela seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.4.3. Gy, — H sempre que H possui um par de vértices adjacentes, para todo

keN.

Demonstracdo. Sejam u,v € V(H) vértices adjacentes em H. Logo, a fungdo f que mapeia
os vértices pares de Cy; para o vértice u e os vértices impares de Cy; para o vértice v € um

homomorfismo. [ |

Em particular, Co; — K3, para todo k € N. Mais a frente neste capitulo veremos que
isso € equivalente a um resultado conhecido em Teoria dos Grafos: a de que todo ciclo par é
2-colorivel. A Figura 11 € a versao orientada dessa construcdo. Porém, quando as orientagdes
sdo retiradas, o resultado permanece.

Quando falamos de ciclos impares, um resultado diferente é observado:
Proposicao 3.4.4. Cy1 — Gy se, e somente se, k > | (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. (=) Em um ciclo impar, ndo existem passeios fechados de tamanho impar
menores do que seu tamanho. Logo, se Cox+1 — C41, entdo k > .

(<) Se k > [, basta encontrarmos um homomorfismo de Cy;,1 em Cy; 4. A fungdo
f:V(Cypy1) = V(Cy41) definida por:

;

X, se 1 <x<2l+1

flx) =11, se x>2l+1ex par (3.5)

2[4+1, se x>2l+1eximpar
\
¢ um homomorfismo. [ |

A Figura 14 representa um homomorfismo entre ciclos impares construido a partir

da funcdo definida na demonstracio da Proposicdo 3.4.4.
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Figura 14 — Exemplo de um homomorfismo entre ciclos impares f : C7 — Cs.

f(1)=f(4)=f(6)

Gy G

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

A relacdo de homomorfismos entre ciclos impares € parte de um problema mais
amplo e cldssico na teoria: caracterizar quais grafos admitem um homomorfismo para um ciclo
impar Cyg1. Um resultado fundamental de Gerards (1988) fornece uma caracterizacio para a
classe dos grafos que sdo homomorficos a seus proprios ciclos impares mais curtos: para cada
subdivisdo impar G’ de um grafo G na familia, existe um homomorfismo f : G’ — C’, onde C’ é
o menor ciclo impar de G’.

A partir das Proposicdes 3.4.1 e 3.4.2, podemos observar mais dois conceitos funda-

mentais da Teoria dos Grafos sob a lente dos homomorfismos:

Proposicio 3.4.5. Se G = (V,E) é um grafo e m seu tamanho, entdo:
1. Uma trilha euleriana de G é um homomorfismo arco-bijetivo f : P, — G.
2. Um circuito euleriano de G é um homomorfismo arco-bijetivo f : C,, — G (HELL;

NESETRIL, 2008).

O estudo de homomorfismos partindo de outras classes de grafos também € objeto
de varios estudos. O trabalho de Csikvari e Lin (2014), por exemplo, explorou a existéncia
de homomorfismos entre uma arvore e um grafo qualquer 7, — G. Essa pesquisa resultou
em um algoritmo para encontrar a quantidade de homomorfismos hom(T,,,G), resultados em
problemas extremais no nimero de homomorfismos em arvores e até uma generalizagao do
problema de Bollobds e Tyomkyn sobre a contigem do numero de caminhos em uma arvore.
Em um artigo posterior, eles investigam o nimero de homomorfismos de uma arvore para um
caminho hom(T,,, P,), e provam que hom(P,,, P,) < hom(T,,,B,) < hom(S,,P,), onde S, denota
o grafo estrela com m vértices (CSIKVARI; LIN, 2015).
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Ja Sason (2024) explorou a existéncia de homomorfismos entre grafos bipartidos
completos e grafos bipartidos arbitrdrios, encontrando uma férmula exata para o nimero de

homomorfismos entre esses grafos bipartidos e definindo limites inferiores para os mesmos.
3.4.1 Generalizagdo para Digrafos

Quando os objetos de investigacdo sdo os digrafos, todos os resultados vistos até
~ ~ 2 . . . g . . . o P .
entdo sdo andlogos para os passeios direcionados Py e ciclos direcionados Cy. Porém, existe um

conceito definido apenas em digrafos que merece um pouco mais de atenc¢ao.

Proposicao 3.4.6. Seja f: D — F um homomorfismo entre digrafos. Se (vo,vi,...,v) € um

passeio em D, entdo (f(vo),f(v1),...,f(vk)) € um passeio em F de mesmo comprimento efetivo.

A preservacdo do comprimento efetivo é uma ferramenta poderosa, exclusiva dos
digrafos, muito utilizada para provar a existéncia ou ndo de certos homomorfismos, além de
algumas importantes dicotomias no problema da existéncia de homomorfismos. Um bom
exemplo da utilizacdo do comprimento efetivo é o seguinte: um ciclo direcionado 5;: possui
um passeio fechado (1,2,...,k) de comprimento efetivo k. Logo, se existe um homomorfismo
f: Cy — Cj, entdo o passeio fechato (f(1), f(2),...,f(k)) deve possuir o mesmo comprimento
efetivo. Isso s6 é possivel quando k é multiplo de j (HELL; NESETRIL, 2008).

Aprofundando ainda mais no tema, Hell et al. (1993) forneceram caracterizagdes
para a existéncia de homomorfismos para a familia % — cycle, a familia dos ciclos orientados C =
(€CO5ClyevnyCnyCtly--5Cm,C0), cOM n > 2, onde (co,cy,...,c,) é um caminho direcionado de ¢
para ¢, de comprimento n e (g, Cpm,Cm—15---,Cn+1,Cn) € um caminho orientado de comprimento
efetivo n — 1 que ndo possui intervalo de comprimento efetivo n. Seu trabalho demonstrou que a
complexidade do problema da existéncia do homomorfismo de um digrafo D para um % — cycle
estd na intersecdo entre NP e co-NP.

Além disso, Guzman-Pro e Herndndez-Cruz (2021) acharam em sua pesquisa que,
para cada ciclo C, existe uma dualidade de existéncia (P',C’) entre uma orientagéo C’ desse
ciclo e um caminho orientado P’. Com isso, eles encontram uma condi¢do de existéncia para o

homomorfismo entre um grafo e um ciclo.
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3.5 O Caso Trivial: Homomorfismos para Grafos com Lacos

Nas se¢Oes anteriores investigamos como a existéncia de um homomorfismo entre
grafos f : G — H imp0e conservacdes estruturais entre os grafos de origem e destino. Além
disso, vimos como esses conceitos podem ser generalizados no caso de um homomorfismo
entre digrafos f : D — F e como varios conceitos primitivos de Teoria dos Grafos podem ser
redefinidos tendo o conceito de homomorfismo como base. Porém, nossa discussio concentrou-
se em grafos e digrafos. A pergunta que fica, e que ndo é abordada por Hell e NeSetfil com
profundidade, é: como os homomorfismos se comportam em grafos com lagos?

Primeiramente, vamos analisar a questdo sob a ética da coloragdo cléssica. A regra
fundamental € a de que um grafo é k-colorivel, ou seja, ele possui uma k-coloragdo prépria, se
vértices adjacentes possuem cores distintas. Logo, seja G um grafo com lago e seja v € V(G) um
vértice de G que possui um laco. Logo, v € adjacente de si mesmo. Nesse sentido, pela definicao
cldssica de coloragdo propria, o vértice v ndo poderia ter a mesma cor que ele mesmo. Nesse
sentido, dizemos que grafos com laco sdo nao-coloriveis (WEST, 2001).

Quando traduzimos isso para a linguagem de homomorfismos, a existéncia de um
lago em H torna a questao da existéncia de um homomorfismo f : G — H trivial.

E importante perceber que, se f : G — H é um homomorfismo e G é um grafo com
um lago vv no vértice v € V(G), pela propriedade de preservacdo de adjacéncia inerente aos
homomorfismos, é necessdrio que f(v)f(v) também seja um lago no grafo H. A partir dai,

podemos formalizar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.5.1. Se um grafo H possui ao menos um vértice com um lago, entdo para qualquer

grafo G, existe um homomorfismo f: G — H.

Demonstragdo. Para provar tal proposicao, basta construirmos um homomorfismo genérico para
qualquer que seja o grafo de partida G. Seja x € V(H) um vértice de H que possui um lago, ou
seja, xx € E(H). Entdo, a fungdo constante f : V(G) — V(H), definida por f(v) = x, para todo
v € V(G) é um homomorfismo. Basta perceber que cada par de vértices adjacentes u,v € V(G) é
mapeado para os vértices f(u) = f(v) =x € V(H). Como x possui um lago, esse homomorfismo

preserva a adjacéncia. ]

A existéncia garantida desse homomorfismo trivial significa que a pergunta "Existe
um homomorfismo de G para H?" tem sempre a resposta "sim" se H possui um lago. Conse-

quentemente, a existéncia de tal homomorfismo ndo nos fornece nenhuma informacao sobre a



49

estrutura do grafo G. E por essa razio que o estudo de homomorfismos se torna interessante e
desafiador apenas quando o grafo de destino H ¢ irreflexivo, ou seja, nao possui lagos.

A Figura 15 representa um homomorfismo trivial do grafo completo K5 para o grafo
H = ({x},{xx}). Note que, nesse caso, todas as estruturas do grafo de origem se perdem no

grafo de destino, sobrando apenas um vértice com lago.

Figura 15 — Ilustracdo do homomorfismo trivial (constante) de um grafo complexo (K5) para um
grafo H com um lago.

1

v

x=f(v),Yv e V(Ks)

4 K5 3 H= ({x}v{xx})

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

3.6 Isomorfismo como um Homomorfismo Bijetor

Na Secao 2.3, definimos a relacdo de equivaléncia entre grafos, que também pode
ser expandida para digrafos. Dois digrafos D e F sdao isomorfos quando existe uma funcao
f:V(D) = V(F)tal que uv € A(D) < f(u)f(v) € A(F).

Perceba que, enquanto um homomorfismo descreve a preservacdo de estruturas
em apenas uma direcdo, o isomorfismo descreve em ambas as direcdes, preservando tanto as
adjacéncias quanto as nao adjacéncias. A unica diferenca entre as definicdes de homomorfismo e
isomorfismo € que o primeiro € uma relacdo de "se, entdo", enquanto o segundo € uma relagdao
de "se, e somente se". Porém, existe um caso particular de homomorfismo que atende a esse

requisito, citado, mas nao demonstrado, por Hell e Nesetfil:

Proposicao 3.6.1. Uma fungdo f:V(G) — V(H) é um isomorfismo se, e somente se, é um

homomorfismo bijetivo (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. (=) Suponha que f € um isomorfismo de G para H. Por definicdo, f é uma
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bijecdo no conjunto de vértices, logo é vértice-bijetivo. A definicdao de isomorfismo exige que
uv € E(G) = f(u)f(v) € E(H). Isso satisfaz exatamente a definicdo de homomorfismo.
Como f € um homomorfismo vértice-bijetivo, ele € vértice-injetivo. Logo, pela Proposi¢do 3.3.1,
ele também € arco-injetivo. Basta provar que f também € arco-sobrejetivo.

E importante notar que, pela definicio de isomorfismo, o tamanho de dois grafos
isomorfos é o mesmo, ou seja, m(G) = m(H). Como cada arco de G é mapeado para um arco
diferente de H (por ser arco-injetivo), nio sobra nenhum arco de G fora da imagem de f*. Logo,
f também € arco-sobrejetivo.

(<) Suponha agora que f : G — H ¢ um homomorfismo bijetivo. Por ser bijetivo em
vértices, f satisfaz a primeira parte da defini¢do de isomorfismo. Por ser um homomorfismo, ele
preserva a adjacéncia, satisfazendo a implicagdo "ida" da condi¢do: uv € E(G) = f(u)f(v) €
E(H).

Resta provar que f também preserva a ndo adjacéncia. Suponha, por absurdo, que u
e v ndo sdo adjacentes em G (ou seja, uv ¢ E(G)), mas suas imagens f(u) e f(v) sdo adjacentes
em H (ou seja, f(u)f(v) € E(H)).

Como f é um homomorfismo bijetor, a funcio induzida f* : E(G) — E(H) também
¢ uma bijecdo. Isso implica que |E(G)| = |E(H)|. No entanto, se f mapeia um par ndo adjacente
para um par adjacente, e ja sabemos que ele mapeia todas as |E(G)| arestas de G para arestas
distintas em H, isso significaria que o conjunto de arestas de H teria pelo menos |E(G)| + 1
arestas. Absurdo!

Portanto, f deve preservar a ndo adjacéncia. Como f € uma bijecdo que preserva

adjacéncia e ndo adjacéncia, ela é, por defini¢do, um isomorfismo. |

Esta equivaléncia solidifica a posicao do homomorfismo como uma generaliza¢ao
do isomorfismo. Enquanto um isomorfismo exige uma correspondéncia estrutural perfeita, um
homomorfismo representa um relaxamento dessa condi¢do, permitindo que estruturas sejam
"dobradas" ou "colapsadas", desde que a adjacéncia seja preservada.

Outro conceito que pode ser redefinido a partir disso é o automorfismo. Nesse
contexto, um automorfismo € um homomorfismo bijetivo de um grafo G (ou digrafo D) em si

mesmo.
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3.7 Coloraciao como um Homomorfismo

Retomando o conceito de que um homomorfismo de D para F pode ser denotado
como uma F-coloracdo de D, citado inicialmente na Secdo 3.1, é importante entender o motivo

desta denotacdo:

Proposicao 3.7.1. Um grafo G é k-colorivel se, e somente se, existe um homomorfismo f: G — K;

(HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. (=) Suponha que G € k-colorivel. Entdo, por defini¢do, existe uma fungdo
de coloragdo ¢ : V(G) — {1,2,...,k} tal que uv € E(G) = c¢(u) # c(v). Vamos definir
uma fun¢do f : V(G) — V(K}) da seguinte maneira: para cada vértice u € V(G), associamos
f(u) = c(u), ou seja, o vértice u € V(G) é mapeado para o vértice de K. cujo indice € a cor de u.

Para mostrar que f € um homomorfismo, devemos verificar se a adjacéncia € pre-
servada. Considere uma aresta qualquer uv € E(G). Como ¢ é uma k-coloragdo, sabemos que
c(u) # c(v). Pelanossa construgdo de f, isso significa que f(u) = c(u) e f(v) = ¢(v) sdo vértices
distintos em Kj. Pela definicdo de um grafo completo, quaisquer dois vértices distintos sao
adjacentes. Portanto, f(u)f(v) € E(K). Logo, f é homomorfismo.

(<) Suponha que existe um homomorfismo f : G — Kj. Podemos identificar os
vértices de Kj com o conjunto de cores {1,2,...,k}. Defina uma funcéo de coloragdo c: V(G) —
{1,2,...,k} tal que, para cada u € V(G), a cor c(u) é o vértice de K para o qual f mapeia u, ou
seja, c(u) = f(u).

Para mostrar que ¢ € uma k-coloracdo, devemos verificar se vértices adjacentes
em G recebem cores diferentes. Considere uma aresta qualquer uv € E(G). Como f é um
homomorfismo, ele deve preservar a adjacéncia, logo f(u)f(v) € E(Ky). Pela defini¢do de Ky,
isso significa que f(u) e f(v) sdo vértices distintos. Ou seja, f(u) # f(v). Pela nossa defini¢do

de c, isso implica diretamente que c(u) # c¢(v). Portanto, ¢ é uma k-coloragdo prépria. |

Esta proposi¢do € um dos conceitos fundamentais explorados por Hell e NeSetfil.
Utilizando essa defini¢do, eles unificam os conceitos de homomorfismo e coloracio, criando mais
uma generalizacdo poderosa e mais um conceito que os homomorfismos conseguem descrever
com precisdo. Além disso, apoOs essa conexao ser feita, € possivel utilizar todas as ferramentas
desenvolvidas a partir de homomorfismos na investigacdo de problemas de coloragdo. Um
conceito chave, por exemplo, é que o nimero cromético ) (G) pode ser visto como o menor

inteiro k para o qual existe um homomorfismo f : G — K. No proximo capitulo, veremos que
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isso gera uma ordem parcial na familia dos grafos completos e como podemos generalizar esse
conceito para outras familias de grafos, gerando variantes inteiras de coloragdes.

Outro resultado que vale a pena mencionar € o seguinte:

Corolério 3.7.1. Se G é homomdrfico a H, ou G — H, entdo x(G) < y(H) (HELL; NESETRIL,
2008).

Demonstragdo. Seja f: H — Kj; um homomorfismo de H para o menor grafo completo possivel,
de forma que y(H) = k. Logo, o homomorfismo f é uma k-coloragdo de H. Seja g : G — H um
homomorfismo. Como homomorfismos sao transitivos, significa que a fun¢do go f : G — K é
precisamente uma k-coloracao de G. Como uma k-colora¢ao ndo precisa necessariamente utilizar

todas as k cores, entdo x(G) < k. Logo, x(G) < x(H). [

3.8 Ordenacao Topolégica como um Homomorfismo

Conforme antecipado na Secdo 2.9, esta secdo conclui o arco de generalizacdes
conceituais, conectando a noc¢ao de ordenagdo topoldgica a teoria dos homomorfismos.

A conexdo central é que um digrafo € aciclico se, e somente se, ele admite um
homomorfismo para um torneio transitivo. Esta equivaléncia é formalizada na proposi¢do a

seguir:

Proposicao 3.8.1. Um digrafo D = (V,A) com n vértices é aciclico se, e somente se, D — 7,,

(HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. (<) Suponha que f: G — T, ¢ um homomorfismo. Se G contivesse um ciclo
direcionado (vg,vy,...,vr = vp), pela generalizagdo da Proposicao 3.4.2 para digrafos, teriamos
um passeio direcionado fechado em T,. Absurdo! J4 que os torneios transitivos, por definicao,
sdo aciclicos. Logo, G € aciclico.

(=) Reciprocamente, suponha que D € um digrafo aciclico de grau n. Seja a fungao
g:V(D)—{0,1,...,n—1} tal que g(v) seja o comprimento do maior caminho direcionado
terminado em v, para todo v € V(D). Como D € aciclico, a fun¢do g é bem definida.

Seja uv € A(D) um arco de D. Qualquer que seja o caminho direcionado que termine
em u, adicionando o arco uv, obtem-se um caminho direcionado maior que termina em v. Logo,
g(u) < g(v), para todo uv € A(D).

Agora, seja a fungdo f: V(G) — V(Y_}:) tal que f(v) = 1+ g(v), ou seja, se 0 maior

caminho direcionado terminado em um vértice v € V(D) é i, entdo esse vértice é mapeado para o
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vértice i + 1 € V(T,,). Perceba que f(u) < f(v), para todo uv € V(D). Como, pela defini¢do de
torneio transitivo, Z]) € A(V(Y_“,:)) se, e somente se, i < j, a fungdo f preserva adjacéncia. Logo, é

um homomorfismo. [ |

Perceba que o homomorfismo da demonstragdo da Proposicao 3.8.1 ndo utiliza
necessariamente todos os vértices de T,,. Na verdade, seja i = max{f(v) | ve V(G)}, ou seja, 0
maior valor que a fung¢do f pode assumir. Assim, a mesma constru¢do utilizada € suficiente para
mostrar que D — T: A particdo de V(D) definida pelo homomorfismo f é precisamente uma
ordenacdo topoldgica de D (HELL; NESETRIL, 2008). Assim, podemos concluir a dltima das
generalizacdes dos conceitos primitivos da Teoria dos Grafos sob a lente dos homomorfismos
abordados nesta monografia.

Seja D = (V,A) um digrafo aciclico de grau n. Uma ordenacdo topoldgicade D é a
parti¢cdo de D definida por um homomorfismo f : V(D) — V(Y_}:) A Figura 16 representa uma

N
ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico genérico para o torneio transitivo 7j.

Figura 16 — Um homomorfismo f : D — T, como uma ordenacao topoldgica.

a
b c
f A
d e
8
Digrafo Aciclico D Torneio Transitivo Ty

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

3.9 Dualidades de Existéncia e Dicotomias de Complexidade

Neste capitulo, 0 homomorfismo € introduzido como um conceito unificador em Te-
oria dos Grafos, sendo capaz de generalizar varios conceitos importantes. Porém, tdo importante

quanto a defini¢do e suas consequéncias mais imediatas, € o problema da F-coloracdo: dado
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um digrafo F' fixo, quao dificil € descobrir se um digrafo D qualquer admite um homomorfismo
D — F?

Esta se¢do introduz brevemente dois topicos centrais da teoria de homomorfismos,
ambos explorados por Hell e NeSetfil: as dualidades de homomorfismos e as dicotomias
de complexidade. Embora as demonstragdes completas desses resultados fujam do objetivo
desta monografia, o conhecimento dos resultados a seguir pode servir de pontapé para pesquisas

futuras na area.
3.9.1 Dualidades de Homomorfismo

Explorando a transitividade entre homomorfismos, uma das ferramentas mais im-
portantes para se mostrar a ndo existéncia de um homomorfismo € provar a existéncia de outro

homomorfismo.

Definicao 3.9.1 (Dualidade de homomorfismos). Sejam D, F e J digrafos, tal que J / F. Um
par (J,F) forma uma dualidade de homomorfismos se, para todo D, D /» F <— J — D
(HELL; NESETRIL, 2008).

O exemplo mais classico, baseado no Teorema 2.9.1, € a dualidade de grafos biparti-
dos, onde (K>,Cy) é uma dualidade do tipo: G — K, <= Cj /4 G para todo k impar (HELL,;
NESETRIL, 2008).

Para digrafos, Hell e NeSetfil apresentam diversas dualidades simples, como a
caracterizacdo de digrafos aciclicos da Proposicao 3.8.1, que pode ser reescrita como uma
dualidade: D 4 T, <= B, — D (HELL; NESETRIL, 2008).

O trabalho de Fomin et al. contribui para o estado da arte, apresentando algoritmos
exatos otimizados para o problema de existéncia de homomorfismos. Estes algoritmos resolvem
instancias de tamanho fixo em tempo exponencial eficiente e frequentemente utilizam parametros
estruturais, como a largura de arvore, para encontrar solu¢des 6timas mais rapidamente do que
os algoritmos de for¢a bruta convencionais, explorando inicialmente resultados para um ciclo de

tamanho 5 e estendendo a pesquisa para outros alvos (FOMIN et al., 2007).
3.9.2 A Dicotomia de Complexidade

O problema de F'-coloracdo € o problema de decisdo que pergunta se um digrafo D

de entrada admite um homomorfismo para um grafo F fixo.
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Para grafos, Hell e Nesetfil (2008) provaram um teorema de dicotomia completo: o
problema da H-coloracdo € tratdvel em tempo polinomial se H for bipartido ou possuir um lago,
e ¢ NP-completo em todos os outros casos.

Para digrafos, o problema da F-coloragdo pode ser generalizado para o Problema da
Satisfacdo de Restricdes (Problema de Satisfacao de Restri¢des (Constraint Satisfaction Problem)
(CSP)), que se relaciona com a Conjectura da Dicotomia, de Feder e Valdi, concluindo que o
problema da F-coloragdo é P ou NP-completo, sem casos intermedidrios (HELL; NESETRIL,
2008).

Além disso, muitos dos estudos citados nesta monografia caem em outras dicotomias

de complexidade, mostrando que isso € uma constante no estudo de homomorfismos.
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4 APLICACAO EM COLORACAO E A ORDEM PARCIAL DE GRAFOS

No Capitulo 3, estabelecemos que o conceito de homomorfismo generaliza a colora-
¢do de grafos. Especificamente, vimos na Proposicdo 3.7.1 que um grafo G € k-colorivel se, e
somente se, existe um homomorfismo G — K.

A partir desta observagao, surge uma possivel mudanga de perspectiva: ao invés de
encararmos a colora¢do como uma parti¢do dos vértices de um grafo, podemos encarar a familia
dos grafos completos {K;, K>, K3, ...} como uma escala de medida. A partir de entdo, colorir
um grafo G torna-se o problema de onde G se encaixa nessa escala, ou seja, encontrar o menor
K tal que G — Kj. Nesse caso, o niimero cromatico de G seria x(G) = k.

Este capitulo explora e formaliza essa perspectiva. Veremos que a relagdo D — F
define uma ordem parcial sobre o universo dos digrafos (HELL; NESETRIL, 2008). A partir
dessa estrutura, podemos substituir a escala de grafos completos por outras familias de grafos
(como os grafos racionais completos e os grafos de Kneser), permitindo definir variantes inteiras

de coloracao que, inclusive, podem expandir essa escala de medida.

4.1 A Ordem Parcial de Homomorfismos
4.1.1 O Problema: Uma Quasi-Ordem

Para que possamos definir uma ordem parcial na familia dos grafos, primeiro deve-

mos definir uma relag@o bindria que dard forma a essa ordem.

Definicao 4.1.1 (A relacdo <, Ordem Parcial). A relacdo < define uma ordem parcial em um
conjunto &2 quando, para os elementos desse conjunto, essa relacdo é:
e Transitiva: Para quaisquer D,F,J € &, se D<F e F <J, entdo D < J.
* Reflexiva: Para todo D € &2, D < D.
» Antissimétrica: Para quaisquer D,F € &2, se D <F e F <D, entdo D =F. (DAVEY;
PRIESTLEY, 2002)
Sejam D e F dois digrafos. Dizemos que D < F se, e somente se, existe um homo-

morfismo D — F (HELL; NESETRIL, 2008).

Como visto na Secdo 3.1, homomorfismos sdo transitivos. Além disso, como a fun¢ao

identidade € um homomorfismo de um grafo em si mesmo, homomorfismos sao reflexivos. Porém,
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homomorfismos nao sdo antissimétricos. Isso define a familia de todos os homomorfismos como

uma quasi-ordem (HELL; NESETRIL, 2008; DAVEY; PRIESTLEY, 2002).
4.1.2 A Solucao: Equivaléncia Homomdrfica e Nicleos

Para resolver esse problema, surge a necessidade de identificarmos quando dois

grafos sdo estruturalmente idénticos sob a 6tica dos homomorfismos.

Definicao 4.1.2 (Equivaléncia Homomorfica). Dois digrafos D e F sdo homomorficamente
equivalentes, denotado D ~ F, se existe um homomorfismo f : D — F e um homomorfismo

g:F — D (HELL; NESETRIL, 2008).

A equivaléncia homomorfica €, de fato, uma relacao de equivaléncia: € reflexiva,
pois a funcao identidade € um homomorfismo de um digrafo D para si mesmo; € simétrica, por
defini¢do; e € transitiva, pela transitividade dos homomorfismos. Assim sendo, essa relacdo
particiona o conjunto formado por todos os digrafos. Para cada uma dessas parti¢cdes, também
chamadas de classes de equivaléncia, podemos identificar um representante minimo e unico.

Para isso, precisamos definir um tipo especifico de homomorfismo.

Definicao 4.1.3 (Retrac@o). Dado um digrafo D e um de seus subgrafos F, uma retra¢do de D

para F é um homomorfismo r: D — F tal que r(v) = v, para todo v € V(F).

Ou seja, uma retracdo de D € um homomorfismo de D para um subgrafo F' de
si mesmo. Perceba que D e F' sdo homomorficamente equivalentes, j4 que a retragdo € um
homomorfismo de D para F e a funcao identidade € um homomorfismo de F para D.

Definida a ideia de retracdo, podemos definir o menor grafo possivel para o qual D

pode ser retraido:

Definicao 4.1.4 (Nucleo). Um digrafo F é um niicleo se ndo pode ser retraido para um subgrafo
proprio de si mesmo, ou seja, se todo homomorfismo f : F — F é um automorfismo (HELL;

NESETRIL, 2008).

Agora, para que um ntcleo seja, de fato, um representante de uma classe de equiva-

léncia definida pela equivaléncia homomorfica, é necessario mostrar que ele € tnico.

Corolario 4.1.1. Todo digrafo é homomorficamente equivalente a um iinico niicleo, exceto

isomorfismos (HELL; NESETRIL, 2008).
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Demonstragcdo. Seja D um digrafo e F e J dois nicleos de D. Logo, por definicio, D~ Fe D ~ J.
Logo, J e F fazem parte da mesma classe de equivaléncia, em outras palavras, F ~ J. Sejam
f:F —Jeg:J— F homomorfismos, entdo fog:J —Jegof:F — F sao automorfismos.
Para que isso seja possivel, ambas as fungdes f e g precisam ser bijetoras. Logo, pela Proposi¢ao

3.6.1, F=/J. [ |
4.1.3 O Resultado: A Familia €

No contexto de homomorfismos, D < F e F < D significam que os digrafos sdo
homomorficamente equivalentes, mas nao necessariamente isomorfos. Para solucionar isso e
obter uma ordem parcial verdadeira, Hell e NeSetfil propdem restringir o universo de grafos aos
seus nucleos.

Seja € o conjunto de todos os nicleos ndo isomorfos de digrafos. Nessa familia,
dados dois digrafos D,F € ¢, temos que D < F e F <D <= D = F. Logo, a relagdo <

também € antissimétrica na familia €.

Teorema 4.1.1 (Ordem Parcial de Homomorfismos). A relacdo < define uma ordem parcial

no conjunto ¢ dos niicleos de digrafos. Dizemos que D < F, com D,F € € se existe um

homomorfismo de D para F, ou seja, D — F (HELL; NESETRIL, 2008). |

4.2 A Escala dos Grafos Completos e a Coloracao Classica

Antes de iniciarmos a discussao sobre a escala dos grafos completos, precisamos

definir algumas nuances da relagdo de ordem.

Definicao 4.2.1 (A relacdo <). Sejam D e F dois digrafos. Dizemos que D < F se, e somente se,
D — F e F 4 D (HELL; NESETRIL, 2008).

Definicao 4.2.2 (Ordem Total, Ordem Total Linear). Uma ordem total, ou cadeia, é uma ordem
parcial & tal que, VD,F € &, D < F ou F < D (ou ambos). Jd uma ordem total linear é uma
ordem parcial & tal que, VD, F € &, D < F <= F £ D. Nesse caso, podemos dizer que
a relacdo < define uma ordem total linear nesse conjunto (HELL; NESETRIL, 2008; DAVEY:
PRIESTLEY, 2002).

Nesse contexto, para que possamos definir a familia dos grafos completos J# =

{K1,K3,K3, ...} como uma escala de medida, é importante mostrar que essa familia é uma ordem
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total linear.

Proposicao 4.2.1. Sejam K,, e K, dois grafos completos. Entdo K,, — K,, se, e somente se,

n<m.

Demonstrag¢do. (=) Sabendo que x(K,) =ne que x(K,,) = m, pelo Coroldrio 3.7.1, se K, — K},
entao n < m.

(«=) Por contra-positiva, seja n > m. Nesse caso, um homomorfismo f de K, para
K, precisaria mapear dois vértices i, j € V(K,) para o mesmo vértice k € V(K,,), ou seja,
f(i) = f(j) = k. Porém, como ij € E(K,) por defini¢do, isso s seria possivel se existisse um

lago em k. Como esse ndo € o caso, entao K, /- K. |

A partir disso, podemos dizer que K, < K,;,, para todo n < m. Além disso, como os
grafos completos sdo nicleos, podemos concluir que a familia /2~ dos grafos completos € uma

ordem total linear.

Ki<K<K<...<K,<... “4.1)

Esta cadeia, ilustrada na Figura 17, atua como a régua padrdo para a coloracao

classica.

Figura 17 — A Ordem Total dos Grafos Completos

|
|
|
|
|
- )1
K > K> > K3 > Ky y o

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Neste contexto, o nimero cromdtico ) (G) pode ser redefinido formalmente em
termos da ordem total % :

2(G) =min{k | G < K;} 4.2)

Esta defini¢do destaca que o nimero cromético € uma propriedade monétona em

relagdo a ordem de homomorfismo, ou seja, ela é crescente ou decrescente. Se D — F (ou seja,
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D < F), entdo necessariamente (D) < x(F), conforme demonstrado no Corolério 3.7.1 (HELL;
NESETRIL, 2008).

4.3 O Refinamento da Escala: Coloracio Circular e Grafos Racionais Completos (X, /)

A Secdo 3.2 estabeleceu que a familia dos grafos completos %~ define uma ordem
total linear, fornecendo o niimero cromdtico y(G) em valores inteiros. Contudo, a Ordem Parcial
de Homomorfismos (%) é densa, ou seja, entre quaisquer dois digrafos D, F € €, tal que D < F
existe um terceiro digrafo J tal que D < J < F (exceto entre K| e K;) (HELL; NESETRIL,
2008).

Um exemplo disso é a familia dos ciclos impares 6; = {...,C7,Cs,C3}. A familia
%; também € uma ordem total linear, o que pode ser conferido utilizando a Proposi¢do 3.4.4, de
forma andloga a demonstragdo da Proposicdo 4.2.1. Porém, perceba que C3 = K3 e que ciclos
impares nao podem ser bipartidos. Tendo isso em mente, podemos encaixar a familia é; entre os

grafos completos K> e K3 (HELL; NESETRIL, 2008).
K<..<(Ci<C<(C3=K3 4.3)

A Coloracao Circular explora essa densidade ao utilizar a escala dos Grafos

Racionais Completos.
4.3.1 Grafos Racionais Completos (K, /,)

Relembrando a Defini¢do 2.9.6, um grafo racional completo K, /,, com p > 2q > 0,
tem como conjunto de vértices V = {1,2,...,p} e como conjunto de arestas E = {ij | g <
li— j| < p—q}. Como mencionado na Se¢fo 2.9, essa classe de grafos engloba tanto os grafos
completos, ja que K, = K),/1, quanto a classe dos ciclos impares, ja que Corr1 = Kopy 1))k
(HELL; NESETRIL, 2008).

Logo, para que a familia 2 dos grafos racionais completos seja uma escala que
generalize a ordem %, precisamos de um resultado semelhante a Proposi¢do 3.4.4 e a Proposi¢do

4.2.1. Este resultado é mostrado na proposi¢do a seguir.

Proposicao 4.3.1. Sejam K, e K,y ;s grafos racionais completos. Entdo (HELL; NESETRIL,
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2008):

Kp1g = Kp g = — = (4.4)

SRS
SRS

Embora a demonstragdo desta proposicao fuja do escopo desta monografia por
utilizar resultados que nao foram demonstrados neste texto, esse resultado € o suficiente para
provar que a familia dos grafos racionais completos 2 forma uma subordem de % que €, também,
uma ordem total linear, englobando tanto a familia dos grafos completos .#" quanto a familia

dos ciclos impares %;.
4.3.2 A Meétrica Circular e os Ciclos Impares

Para que possamos entender como a ordem 2 pode generalizar a coloragio clas-
sica, precisamos definir, nos grafos racionais completos, um conceito equivalente aos nimeros

cromaticos para os grafos completos.

Definicao 4.3.1 (Numero Cromatico Circular). O néimero cromdtico circular de um grafo G,
denotado por x.(G), é o valor minimo da razdo p/q tal que G admita um homomorfismo para o

grafo racional completo K, ), (HELL; NESETRIL, 2008), ou seja:

x:(G) = min{g |G — Kp/q} (4.5)

Um homomorfismo G — K, , pode ser denotado como uma (p /q)-coloragdo circular

de G. Além disso, um grafo G é (p/q)-colorivel se ele admite uma (p/q)-coloragio circular.
Proposicdo 4.3.2. Se G — H, entdo x.(G) < y.(H) (HELL; NESETRIL, 2008).

Demonstragdo. Se G — H e H — Ky, entio G — Ky /. Se x.(H) = p'/q', entdo, pela
Proposi¢do 4.3.1, temos que x.(G) < x.(H). [

Esta resultado demonstra a monotonicidade do nimero cromético circular. Além
disso, o nimero cromdtico circular é o valor racional que melhor aproxima x (G) por baixo. Para
o ciclo Cs, por exemplo, x(Cs) = 3, mas, como Cs = K5 /2, entdo Xc(Cs) =2,5. Este resultado
ilustra como a escala racional € capaz de distinguir graus de colorabilidade que a escala inteira
{K}} definida pelos niimeros cromdticos ndo consegue.

Feder et al. (2003) exploraram uma variagdo de homomorfismo, o homomorfismo

aciclico, encontrando uma dicotomia de complexidade: descobrir se existe um homomorfismo
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aciclico de um digrafo D para um digrafo F' é NP-completo, a ndo ser que F seja aciclico, sendo
assim polinomial. A partir disso, o trabalho conclui que decidir se o nimero cromadtico circular

de um digrafo € pelo menos g, para g > 1, € NP-completo.

4.4 Coloracao Fracionaria e Grafos de Kneser (K (n,k))

Uma generalizacio de coloragdo interessante € definida ao atribuir a cada vértice
de um grafo ndo apenas uma cor, mas k cores, de forma que dois vértices adjacentes possuam

conjuntos disjuntos de cores. Essa atribui¢do é definida a seguir:

Definicao 4.4.1 (k-Tupla n-Coloragdo). dado um grafo G = (V,E), uma k-tupla n-colorag¢do
€ uma atribuicdo de um conjunto de k cores entre n disponiveis para cada vértice v €'V de
forma que vértices adjacentes recebam um conjunto disjunto de cores, ou seja, sejam u,v € V
dois vértices de G tal que uv € E. Se c(u) e c¢(v) sdo os conjuntos de cores atribuidos a u e v,

respectivamente, entdo c(u) Nc(v) = @ (HELL; NESETRIL, 2008).

Perceba que, a partir desta definicdo, uma n-coloracdo pode ser vista como uma
1-tupla n-coloracdo.

Seria interessante, entdo, encontrar uma classe de grafos que possa agir como uma
métrica para essa coloragdo, assim como a familia .#” dos grafos completos para a coloracio
classica e a familia 2 dos grafos racionais completos para a a coloragdo circular. Este € o papel

dos Grafos de Kneser.
4.4.1 Grafos de Kneser (K(p,q))

Relembrando a Definicdao 2.9.7, dados dois inteiros k e n, com n > 2k, o grafo
de Kneser K(n,k) = (V,E) é o grafo cujo conjunto de vértices V é formado por todos os
subconjuntos possiveis de k cores entre as n disponiveis. Dois vértices sdo adjacentes se, €
somente se, esses subconjuntos sdo disjuntos. Nesse caso, K (k, 1) = Kj.. Além disso, podemos

relacionar os grafos racionais completos com os grafos de Kneser:

Proposicio 4.4.1. Um grafo racional completo K, é isomorfo a um subgrafo induzido do

grafo de Kneser K(p,q).

Esta proposicao nao serd demonstrada nesta monografia por utilizar conceitos que

nao foram abordados. Contudo, ela € a base para utilizar a familia dos grafos de Kneser como
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mais um refinamento da coloracao cléssica.
4.4.2 O Niimero Cromdtico Fraciondrio ()(G))

A métrica para uma k-tupla n-coloracdo de um grafo G pode ser definida de modo

andlogo as outras coloracgdes citadas até entao.

Definicao 4.4.2 (Nimero Cromético Fraciondrio). O niimero cromadtico fraciondrio de um grafo

G, denotado por ¥ (G) (HELL; NESETRIL, 2008), é o valor:

1(G) = int{ | G— K(n.k)} 4.6)

A coloracao fraciondria, embora definida por uma familia de grafos alvo diferente
(K (n,k)), também refina a medida de x (G). A importancia desta familia de grafos foi consolidada
pelo Teorema de Kneser, provado por Lovasz, que afirma que y(K(n,k)) = n—2k+2 (HELL,;
NESETRIL, 2008).

As trés principais métricas de coloracao se relacionam na Ordem Parcial de Homo-

morfismos (%) da seguinte forma:

x7(G) < 2:(G) < x(G). 4.7)

Este resultado demonstra que Y s(G) fornece o limite inferior mais rigoroso para o

nimero cromdtico, sendo uma das medidas mais refinadas disponiveis na teoria.
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5 CONCLUSAO

Ap6s uma longa jornada no estudo exploratério do conceito de Homomorfismos
em Grafos, suas consequéncias estruturais, seu poder de generalizag@o e sua aplicacdo em
problemas de coloracdo, o presente capitulo tem como objetivo recapitular os objetivos deste

estudo, apresentar os resultados obtidos e abrir portas para futuros estudos na érea.

5.1 Recapitulaciao e Objetivos

A presente monografia teve como objetivo geral analisar formal e sistematicamente
os Homomorfismos em Grafos como objeto unificador de conceitos primitivos em Teoria dos
Grafos e apresentar sua utilizacdo como ferramenta essencial para o desenvolvimento de métricas
refinadas de Coloragd@o. Durante os capitulos anteriores, foi demonstrado que homomorfismos
oferecem um arcabouco tedrico coeso que pode ser utilizado como ferramenta auxiliar na
defini¢do de conceitos centrais na teoria dos grafos, como caminhos dos mais diversos tipos,
isomorfismo, coloragdo e ordenagdo topoldgica.

A metodologia dedutiva adotada foi estruturada em torno da obra de Hell e NeSetfil
(2008), Graphs and Homomorphisms.

No Capitulo 2, foram apresentadas definicdes fundamentais da Teoria dos Grafos,
necessdrias para o rigor formal do trabalho. O Capitulo 3 introduziu o homomorfismo em sua
forma mais geral em digrafos e a aplicacdo dessa defini¢do em grafos, demonstrando como ele
unifica conceitos cldssicos de preservacao de estruturas e seu poder de generalizacdo de outros
conceitos da Teoria dos Grafos. No Capitulo 4, foi analisada a utilizacdo de homomorfismos para
a definicdo de uma Ordem Parcial na familia dos nicleos, bem como os conceitos de nticleo e
equivaléncia homomorfica, essenciais para essa definicdo. Também foram introduzidas outras mé-
tricas de classificacdo dos grafos que vao além da Coloragao Classica (representada pelo Numero
Cromitico x(G)), como a Coloragdo Circular (representada pelo Ndmero Cromatico Circular
Xc(G)) e a Coloragdo Fraciondria (representada pelo Ntimero Cromdtico Fraciondrioy s(G)).

A conclusdo a seguir revisitard as contribui¢des centrais desta monografia e apon-
tard a importancia do homomorfismo na fronteira da pesquisa atual, tanto em complexidade

computacional quanto em aplicag¢des préticas.
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5.2 Conclusoes Chave

Os estudos confirmaram o poder do homomorfismo como um principio unificador e
demonstraram o poder de se estudar coloracao sob uma 6tica relacional. As principais conclusdes
e contribui¢des técnicas desta monografia sdo:

1. Unificacao pelo Principio de Preservacao: O homomorfismo foi formalmente estabele-
cido como o operador algébrico que unifica conceitos estruturais.

¢ Passeios, Caminhos, Caminhos Fechados, Ciclos, Trilhas Eulerianas e Circuitos

Eulerianos sdo reinterpretados como homomorfismos que partem de classes de grafos

especificos, demonstrando o dominio estrutural do conceito de homomorfismo.

* Isomorfismos e Automorfismos sio reinterpretados como homomorfismos bijetores,
garantindo a preservacdo da adjacéncia.

* A Coloracgio Classica (x(G)) é reduzida ao problema de homomorfismo para a
cadeia de grafos completos (G — Ky).

* A Ordenacao Topoldgica em digrafos aciclicos € generalizada como um homomor-

fismo para o torneio transitivo (T“n).

2. Estabelecimento da Ordem Parcial (¢'): A unicidade do Nicleo foi provada, justificando
a restricao da relagdo de homomorfismo ao conjunto %’. Esta restri¢do foi fundamental
para transformar a quasi-ordem de homomorfismos em uma Ordem Parcial, permitindo
um sistema estavel para a classificag¢do estrutural dos grafos.

3. Refinamento da Escala Métrica de Coloracao: Demonstrou-se que a Ordem ¥ € densa,
0 que motivou o refinamento das métricas de coloragdo:

* O Nimero Cromatico Circular (y.(G)): Utiliza a escala densa dos grafos racio-
nais K plg> preenchendo as lacunas inteiras da escala J#" e fornecendo uma medida

1:(G) < x(G).

* O Nimero Cromatico Fraciondrio ()(G)): Representa o limite inferior mais

rigoroso (xr(G) < xc(G) < x(G)), utilizando os grafos de Kneser (K (n,k)).

4. Dualidades e Dicotomias: Resultados sobre Dualidades de Existéncia e Dicotomias de
Complexidade foram apresentados por toda a monografia nas citagdes de trabalhos que

representam o estado da arte dessa drea de pesquisa.
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5.3 Contribuicao Exploratéria e Contextualizacao no Estado da Arte

A principal contribui¢do desta monografia, de carater fundamentalmente exploraté-
rio e didatico, reside na estruturacio e apresentacdo, em lingua portuguesa, do arcabougo formal
do homomorfismo de grafos. Considerando que a literatura primdria sobre a Ordem Parcial
de Homomorfismos (%) esta concentrada em obras internacionais de Combinatéria € Algebra
Relacional, este trabalho realiza a:

1. Apresentacao Estruturada do Homomorfismo: Formaliza e contextualiza a definicao de
homomorfismo a partir de digrafos, garantindo a solidez do conceito antes de sua aplicacio
em grafos, conferindo a ele a posi¢io de operador unificador central.

2. Traducao e Acessibilidade Conceitual: Serve como uma sintese rigorosa, tornando
os conceitos algébricos avancados (como nucleo, retratabilidade e as generalizagdes de
coloragdo x.(G) e xr(G)) acessiveis a comunidade académica brasileira de Engenharia,
Ciéncia da Computagdo e Matemadtica, facilitando futuras investigacoes na drea.

Para além do caréater introdutério, esta monografia estabelece a relevancia do tema
ao conectd-lo diretamente a fronteira da pesquisa global. O homomorfismo est4 no centro de
diversos desafios contemporaneos. Alguns exemplos sdo:

* Complexidade Computacional: O problema de existéncia de homomorfismos (F-
Coloragdo) define a fronteira entre problemas P e NP-completos, conforme o Teorema da
Dicotomia, sendo essencial para o desenvolvimento de algoritmos exatos e a compreensao
da complexidade de contagem.

* Aprendizado de Maquina (AI/GNNs): A contagem de homomorfismos (contagem de
subgrafos) estd sendo usada como uma codificacao estrutural (MoSE) poderosa para
fornecer vieses indutivos em Graph Neural Networks (GNNs), superando codificacdes
tradicionais na previsdo de propriedades de grafos (BAO et al., 2025).

* Modelagem Matematica: O problema de contagem de homomorfismos serve como ponte
analitica entre a Combinatoria e a Fisica Estatistica, relacionando-se a fun¢ao de parti¢ao
em Campos Aleatorios de Markov e sendo utilizado na investigagdo de grandes conjecturas,
como a de Sidorenko (CSIKVARI et al., 2022).

Desta forma, esta monografia justifica o estudo da teoria pura como um passo

fundamental para o avanco em dareas de alto impacto tecnologico.
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5.4 'Trabalhos Futuros

A andlise estrutural e a sintese conceitual apresentadas nessa monografia iluminam
diversas areas de pesquisa que vém se mostrando expressivas para o estado da arte de Ciéncia da
Computagdo e Teoria dos Grafos. As seguintes linhas de investigacdo sao sugeridas:

1. Exploracio das Fronteiras Algoritmicas e de Contagem:

* Investigar algoritmos exatos para o problema de F'-Coloragao em classes de grafos
de dificil tratamento (NP-completo), aprofundando os conhecimentos algoritmicos
na drea.

» Aprofundar o estudo da complexidade de Contagem de Homomorfismos em cena-
rios restritos (e.g., cendrios bipartidos, arvores, grafos ponderados, etc), refinando as
fronteiras de tratabilidade algoritmica e da enumeracao.

2. Investigacao de Novas Dualidades Estruturais:

* Sugere-se investigar a existéncia e as propriedades de Pares de Dualidade Simples
para familias de nicleos mais complexos do que caminhos e ciclos, buscando novas
"boas caracterizagdes".

3. Aprofundamento no Estudo das Métricas de Homomorfismo:

* Realizar estudos que utilizem homomorfismos em outros conceitos de coloragdo além
dos explorados neste trabalho, utilizando classes de grafos diferentes. O Nimero
B-Cromitico (y,(G)), a B-coloragio e uma varia¢do de homomorfismo chamada de
B-Homomorfismo, explorados por Sales et al. (2017) e Silva (2016), sdo possiveis
portas de entrada para estudos mais aprofundados na area.

* A tese de Sen (2014) explora quatro variagoes para o Niimero Cromatico, o Nimero
de Cliques Relativos ¢ o Nimero de Cliques Absolutos, servindo como uma porta
de entrada para a exploracdo de homomorfismos em outros tipos de coloragdo.

O estudo do homomorfismo, portanto, ndo apenas oferece uma reinterpretacao
elegante da teoria cldssica, mas também serve como uma agenda de pesquisa promissora na
intersecdo entre a matemadtica discreta e a complexidade computacao.

Dessa forma, os objetivos propostos para esta monografia foram integralmente
alcangados. A andlise estrutural, as formaliza¢des conceituais e a contextualiza¢do no estado da
arte, baseadas no rigor da Teoria dos Grafos e da Algebra Relacional, fornecem um ponto de
partida s6lido para novas investigacdes sobre a tratabilidade algoritmica e o poder das métricas

homomorficas, contribuindo para o avanco da Ciéncia da Computacdo e da Teoria dos Grafos.
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