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RESUMO

O modelo de maquinas de vetores-suporte de minimos quadrados é uma variante do cldssico
modelo de mdquinas de vetores-suporte que utiliza restri¢cdes de igualdade na formulagdo de seu
problema primal. Isto permite a obtencao de um sistema linear ao aplicar as condi¢des de Karush-
Kuhn-Tucker para a otimalidade do problema, simplificando consideravelmente o treinamento
deste modelo quando comparado ao ajuste das maquinas de vetores-suporte. No entanto,
uma desvantagem dessa formulacgdo estd no fato de que o vetor 6timo de multiplicadores de
Lagrange do problema € ndo esparso. Assim, todos os padroes de treinamento serdo considerados
vetores-suporte, fazendo com que o estdgio de predicdo seja oneroso quando se trabalha com
grandes bases de dados. Em muitos casos, a solu¢do do sistema é dada pelo uso de métodos
iterativos baseados em dire¢des conjugadas, o que por um lado € vantajoso, uma vez que evita
as dificuldades numéricas relacionadas a inversdo de matrizes, por outro, torna o estagio de
treinamento lento para bases com alta volumetria, ja que € necessario operar com matrizes de
kernel densas. Neste contexto, propdem-se duas novas metodologias para o treinamento rapido
e esparso de maquinas de vetores-suporte de minimos quadrados. Na primeira abordagem, o
problema dual das maquinas de vetores-suporte de minimos quadrados € resolvido via algoritmo
de otimizac¢do sequencial minima com uma nova dire¢do de descida conjugada de trés termos,
que combinada a uma estratégia de selec@o de conjunto de trabalho baseada no ganho funcional
permite uma acelera¢do na convergéncia, reduzindo o nimero de itera¢cdes quando comparado ao
algoritmo de otimizacao sequencial minima padrdo. Além disso, um processo de poda iterativa
baseado no ganho funcional do problema de otimizacao é adotado com o intuito de esparsificar
os multiplicadores de Lagrange obtidos. Por fim, a dltima proposta consiste no uso de um novo
método do gradiente conjugado espectral para a solu¢ao do problema dual correspondente e
esparsificacdo via poda iterativa utilizando a proximidade do padrao ao hiperplano de decisao
como critério para a remocao. Experimentos numéricos realizados sobre vérias bases de dados
reais e artificiais comprovam que as duas abordagens apresentam desempenho competitivo,
com rapido treinamento e alto nivel de esparsidade dos multiplicadores de Lagrange. Para as
bases de classificagdo bindria, o ganho de esparsidade chegou a aproximadamente 80% quando
comparado ao total de amostras de treino para o conjunto de dados considerado. A reducdo
no tempo de treinamento foi de cerca de 99.9% em relacao as maquinas de vetores-suporte de
minimos quadrados padrdo. Para bases de maior volumetria, as propostas foram as tinicas que

forneceram um tempo de treinamento hédbil com estabilidade na convergéncia. A qualidade



das fronteiras de decisdo foram ainda analisadas para conjuntos de dados sintéticos, em que os
resultados indicam geragdo de fronteiras similares ao modelo de benchmarking considerado,
ratificando a capacidade preditiva das novas metodologias. Por fim, os resultados para as bases
de regressdo indicam que a proposta baseada no gradiente conjugado espectral pode ser uma
alternativa esparsa e com rapido treinamento ao modelo de regressores de vetores-suporte de

minimos quadrados.

Palavras-chave: maquinas de vetores-suporte de minimos quadrados; otimizacido sequencial

minima; direcdes conjugadas; gradiente conjugado espectral, esparsidade.



ABSTRACT

The least squares support vector machine model is a variant of the classical support vector
machine model that employs equality constraints in the formulation of its primal problem. This
allows the derivation of a linear system when applying the Karush—Kuhn—Tucker optimality
conditions, considerably simplifying the training of this model when compared to the adjustment
of support vector machines. However, a drawback of this formulation lies in the fact that the
optimal vector of Lagrange multipliers of the problem is dense. Thus, all training patterns
are considered support vectors, making the prediction stage computationally expensive when
working with large datasets. In many cases, the solution of the system is obtained through the
use of iterative methods based on conjugate directions, which, on the one hand, is advantageous
since it avoids numerical difficulties related to matrix inversion, but, on the other hand, makes
the training stage slow for datasets with high volume, as it is necessary to operate with dense
kernel matrices. In this context, two new methodologies are proposed for the fast and sparse
training of least squares support vector machines. In the first approach, the dual problem of
least squares support vector machines is solved via a sequential minimal optimization algorithm
with a new three-term conjugate descent direction which, combined with a working set selection
strategy based on functional gain, allows an acceleration in convergence, reducing the number of
iterations when compared to the standard sequential minimal optimization algorithm. In addition,
an iterative pruning process based on the functional gain of the optimization problem is adopted
in order to sparsify the obtained Lagrange multipliers. Finally, the last proposal consists of the
use of a new spectral conjugate gradient method for solving the corresponding dual problem
and sparsification through iterative pruning using the proximity of the pattern to the decision
hyperplane as the criterion for removal. Numerical experiments carried out on several real and
artificial datasets demonstrate that both approaches present competitive performance, with fast
training and a high level of sparsity of the Lagrange multipliers. For binary classification datasets,
the sparsity gain reached approximately 80% when compared to the total number of training
samples for the considered dataset. The reduction in training time was approximately 99.9% in
relation to standard least squares support vector machines. For datasets with higher volume, the
proposals were the only ones that provided feasible training time with stable convergence. The
quality of the decision boundaries was further analyzed for synthetic datasets, where the results
indicate the generation of boundaries similar to the considered benchmarking model, confirming

the predictive capability of the new methodologies. Finally, the results for regression datasets



indicate that the proposal based on the spectral conjugate gradient method may be a sparse and

fast-training alternative to the least squares support vector machine regression model.

Keywords: least squares support vector machines; sequential minimal optimization; conjugate

directions; spectral conjugate gradient, sparsity.
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1 INTRODUCAO

Virios foram os avangos tecnoldgicos que proporcionaram grandes transformacgoes
na sociedade ao longo do tempo. A revolucdo agricola (Grinin e Grinin, 2013), que permitiu a
transicado do nomadismo para sociedades agricolas. A Revolu¢do Industrial, que proporcionou a
adog¢do de maquinas a vapor, producdo em massa, ferrovias, interligacao de fabricas e cidades
inteiras, além de ter transformado os padrdes de trabalho, urbanizagdo, transporte, comércio e
relacdes sociais (Jiang, 2024) e, mais recentemente, a revolucao da informacdo com a emergéncia
dos computadores, da internet, dos dispositivos méveis e da computacao em nuvem (Hilbert,
2020).

O advento de solucdes baseadas em inteligéncia artificial tem impactado considera-
velmente o modelo de trabalho atual, induzindo o que tem sido chamado de quarta revolugao
industrial (Lund er al., 2024). O que inicialmente, focou em modelos tedricos de maquinas
com capacidade de realizar tarefas cognitivas (Turing, 2007), desenvolveu-se e tomou ares mais
aplicados gracas aos diversos ramos que compdem a drea de inteligéncia artificial.

O aprendizado de maquina é um destes ramos e caracteriza-se por fornecer modelos
que conseguem detectar padrdes implicitos em uma massa significativa de dados. O processo de
aprendizagem € crucial para uma boa generaliza¢do dos modelos, que hoje, sdo bem consolidados
e largamente aplicados em diversas tarefas. Dentre estes, destacam-se as redes perceptron
multicamadas (multilayer percepton, MLP) (Rosenblatt, 1958; Minsky e Papert, 1969; Rumelhart
et al., 1986), as maquinas de vetores-suporte (support vector machine, SVM) (Cortes e Vapnik,
1995) e as arvores de decisdo (Breiman et al., 2017).

As contribui¢des tedricas em novos modelos de aprendizado de maquina consi-
derando ambos os paradigmas supervisionado e ndo supervisionado, t€m permitido grandes
avancos em areas diversas como modelagem e controle de sistemas fisicos (Haller e Kaszas,
2024; Brunton et al., 2025), sistemas de recomendacao (Da’u e Salim, 2020), anélise de redes
sociais (Park et al., 2024), geracao de dudio (Oord et al., 2016), imagem (Shaham et al., 2019) e
video (Ho et al., 2022) com a denominada inteligéncia artificial generativa, etc. Em todas estas
aplicagdes, fatores como alta dimensionalidade e ocorréncias de ndo linearidades aumentam a
complexidade envolvendo a modelagem do problema o que faz com que estes novos modelos
necessitem de treinamento em grandes bases de dados para se ter uma capacidade preditiva
adequada.

Além disso, dada a rdpida evolugao tecnoldgica na capacidade de processamento
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de hardware, bem como, na alta disponibilidade de dados obtidos de fontes diversas, fazem
com que aplica¢des que envolvam a extracao de conhecimento de grandes bases de dados sejam
bastantes comuns atualmente (Tsai et al., 2015).

Também vale destacar, os muitos exemplos da necessidade de aprendizado em tempo
real (online) por parte de modelos de aprendizado de méaquina, principalmente em dispositivos
embarcados com processamento computacional limitado: Dispositivos de predi¢do climética
de baixo custo (Marinho et al., 2022; Marinho et al., 2020; El-Amarty et al., 2024; Marinho et
al., 2024), robdtica aeroespacial (Hovell, 2022; Elkins, 2024; Hmede et al., 2022a) e aplicacdes
onde a tomada de decisdo em tempo real € relevante como em veiculos autonomos (Chen e Lv,
2022; Yan et al., 2023).

Dado que modelos de aprendizado profundo (deep learning) necessitam estimar uma
quantidade massiva de parametros e, portanto, demandam um processamento computacional
oneroso, versoes leves de cldssicos modelos de aprendizado supervisionado sdo preferiveis em
aplicacdes envolvendo aprendizado online (Floréncio et al., 2020; Dias et al., 2020; Dias et al.,
2018).

Essas versoes leves de modelos de aprendizado supervisionado podem ser utilizados
como uma camada de predicdo para redes neurais profundas em substituicio a redes MLP densas,
permitindo uma reducdo no nimero de parametros a ser aprendido e conduzindo a uma redugio
do custo da rede como um todo. Esta abordagem hibrida pode ser particularmente ttil em
cendrios em que interpretabilidade, robustez e eficiéncia no treinamento sdo desejadas (Chen et
al., 2024; Mehrkanoon et al., 2017).

Dentro desta categoria, destaca-se as SVMs, por apresentarem desempenho preditivo
competitivo com garantias de minimizacgao de risco estrutural e empirico, além de apresentar
robusto formalismo matematico em sua concepg¢do (Cortes e Vapnik, 1995). Esta metodologia
apresenta versoes especificas para tarefas de classificacdo e de aproximacgdo de fungdes. No
primeiro caso s@o denominadas classificadores de vetores-suporte (support vector classifier,
SVC) e no segundo regressores de vetores-suporte (support vector regressor, SVR).

Miquinas de vetores-suporte de minimos quadrados (least squares support vector
machine, LSSVM) s@o uma variante das bem estabelecidas SVMs, que também traz consigo as
mesmas vantagens desta dltima, com versdes préprias para classificacao e regressdo chamados
classificadores de vetores-suporte de minimos quadrados (least squares support vector classifier,

LSSVC) e regressores de vetores-suporte de minimos quadrados (least squares support vector
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regressor, LSSVR), respectivamente.

LSSVMs utilizam apenas restricdes de igualdade no problema de maximizagao
da margem, que ao aplicar as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para a otimalidade
acabam resultando na solucido de um sistema linear KKT (Suykens e Vandewalle, 1999). Tal
procedimento simplifica consideravelmente o treinamento do modelo quando comparado ao
treinamento da SVM que precisa solucionar um programa quadratico (quadratic programming,
QP) para o seu ajuste (Cristianini e Shawe-Taylor, 2000).

Apesar de ter um treinamento rapido, a LSSVM apresenta solu¢des nao esparsas,
fazendo com que a maioria dos padrdes de treinamento sejam considerados vetores-suporte,
impactando negativamente na fase de predicao em cendrios de processamento de grandes bases
de dados e em aplicacdes de aprendizado online. Além disso, mesmo com a simplificacdo
no treinamento, dependendo do tamanho da base de dados, o ajuste das LSSVMs pode ser
ineficiente, ja que para resolver o sistema KKT € necessdrio manipulagdes numéricas com uma
matriz de kernel densa.

Nesse sentido, diversos pesquisadores propuseram algoritmos de treinamento rapido.
Jiao et al. (2007a) utilizou um algoritmo aproximado para treinar rapidamente a LSSVM e
melhorar sua esparsidade. Yang et al. (2010) propds o uso de um algoritmo de poda para
resolver eficientemente o problema de otimizacdo da LSSVM. Li et al. (2013) desenvolveram
um método iterativo rdpido baseado em dados individuais para treinar LSSVMs irrestritas.
Xia (2018) empregou fatoracao QR para treinar LSSVMs esparsas. Chua (2003) propds um
método computacionalmente eficiente para resolver LSSVCs em larga escala baseado na técnica
de inversdo de matrizes de Sherman-Morrison-Woodbury (SMW). Entretanto, esse algoritmo
possui altas exigéncias quanto ao mapeamento do kernel, sendo necessario especificar sua forma
explicita.

No que diz respeito as metodologias que realizam a esparsificacdo do modelo LS-
SVM, elas podem ser divididas em: (i) Métodos de reducdo e (ii) Métodos diretos. Os métodos
de reducao sdo aqueles que treinam a LSSVM em um conjunto de treinamento reduzido, onde
existem padrdes com maiores chances de serem vetores-suporte. Para a categoria de métodos
diretos, a esparsidade € for¢ada desde o inicio, geralmente ainda durante a resolucio do problema
de otimizagao (Mall e Suykens, 2015).

Dentro da categoria de métodos de reducao, destacam-se as seguintes variantes: as

maquinas de vetores-suporte de minimos quadrados com poda (prunning least squares support
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vector machine, P-LSSVM) (Suykens et al., 2000), o classificador de vetores-suporte esparso em
duas etapas (importance pruning least squares support vector machine, IP-LSSVM) (Carvalho e
Braga, 2009), o algoritmo genético mono e multi-objetivo para LSSVM esparso (Silva ef al.,
2015) e a heuristica opposite maps (Neto e Barreto, 2013). Para métodos diretos, destacam-se as
metodologias: o esquema de aproximacgdo esparsa rapida para LSSVM (Jiao et al., 2007b), a
decomposicao de Cholesky pivotada da LSSVM primal (Zhou, 2015) e a LSSVM primal esparsa
via regressdao de menor angulo revisada (revised least angle regression, RLARS) (Zhou e Liu,
2017).

Ainda considerando contribui¢cdes mais recentes na categoria de métodos de reducio,
destaca-se o trabalho desenvolvido em Leao e Neto (2022) que utiliza o algoritmo de Levenberg-
Marquardt (LM) para a solu¢do numérica do sistema KKT no treinamento da LSSVM. Para
esparsificar a solu¢do obtida, um esquema de poda iterativa € adotado, em que os padrdes com
menores valores absolutos de multiplicadores de Lagrange sdo removidos em cada iteragdo. O
processo de poda € finalizado quando se alcanca uma determinada quantidade de vetores-suporte
especificada pelo usudrio o que caracteriza tal procedimento como sendo de tamanho fixado.

Destaca-se ainda o recente uso de abordagens baseadas na soluciao do problema dual
da LSSVM. Em Loépez e Suykens (2011) o classico algoritmo de otimizacio sequencial minima
(sequential minimal optimization, SMO) (Platt, 1998), utilizado para o rapido treinamento de
modelos SVM, foi adaptado para a solucdo do problema dual da LSSVM, considerando a
estratégia de primeira e segunda ordem na selecao do conjunto de trabalho.

Em Yu et al. (2023b), os autores propuseram o uso de uma dire¢do de descida
conjugada com estratégia de selecdo do conjunto de trabalho baseado no ganho funcional
(functional gain working selection strategy, FGWSS) permitindo maiores ganhos funcionais a
cada iteracao do que o SMO padrdo, o modelo resultante foi chamado SMO conjugado de ganho
funcional (conjugate functional gain SMO, CSMO).

Em Yu et al. (2023a), uma nova proposta para o treinamento rapido de modelos
SVM foi apresentada, onde foi utilizada uma direcdo de descida conjugada de trés termos (Beale,
1972), o que permitiu um maior ganho funcional do que ambos SMO padrao e CSMO.

Diante do exposto, propde-se dois novos métodos para o treinamento rdpido e esparso
de modelos LSSVMs. Na primeira proposta, o problema dual para o treinamento da LSSVM
€ resolvido através do algoritmo SMO de trés termos conjugados (three-term conjugate-like

descent SMO, TCSMO), de maneira andloga a abordagem adotada em Yu e al. (2023a) para
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SVMs, porém adaptado para o caso de LSSVMs. A nova dire¢do de descida proposta para
atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange permite um ganho funcional maior que a versao
conjugada padrdo descrita em Yu et al. (2023b) e, consequentemente, superior aos proporcionados
pelos algoritmos SMO de primeira e segunda ordem. Como resultado, essa proposta oferece
treinamento rapido, embora ainda gere solugdes ndo esparsas para a LSSVM.

Para abordar o problema de esparsificacao, emprega-se um procedimento de poda
iterativa na solucdo obtida pelo TCSMO. A ideia é semelhante a utilizada em Zeng e Chen
(2005), em que os padrdes que contribuem menos para o ganho funcional do problema dual
sao removidos. A poda continua até que o nimero de amostras resultantes seja equivalente
a porcentagem de reducgdo estabelecida, caracterizando-se assim como um procedimento de
tamanho fixo.

A segunda proposta ainda resolve o problema dual da LSSVM, mas agora empre-
gando um novo método do gradiente conjugado espectral (spectral conjugate gradient, SCG)
(Wang et al., 2020). O novo esquema de escolha dos pardmetros espectral e conjugado favorece o
desenvolvimento de uma nova dire¢do de busca que satisfaz a propriedade espectral e a condi¢ao
de descida simultaneamente, favorecendo alto ganho funcional a cada iteracdao. Além disso, neste
novo algoritmo, emprega-se o uso de informacao de segunda ordem por meio da aproximacgado de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (Babaie-Kafaki, 2015) para a Hessiana da fun¢do
objetivo dual o que contribui para uma rdpida convergéncia sem grandes custos de processamento
por iteracao.

Com o intuito de esparsificar as solugdes obtidas por essa proposta, foi desenvolvido
uma metodologia de poda iterativa baseada na proximidade de um padrdo ao hiperplano de
decisdao. Conforme as atualiza¢des nos valores dos multiplicadores de Lagrange sao realizadas,
avalia-se a proximidade de cada padrdo ao hiperplano, selecionando aqueles com maior pro-
ximidade e adicionado-os ao conjunto ativo de multiplicadores que passardo por atualizacdes
subsequentes, os demais ndo serdo atualizados.

Dessa maneira, o conjunto ativo cresce a cada iteracdo e a métrica de validacao
tende a crescer até que ocorra a estabilizacdo do algoritmo, sendo que nesse caso o processo €
interrompido. Portanto, obtém-se uma metodologia para poda com tamanho varidvel ja que ndo
€ necessario definir um nimero final de vetores-suporte, o préprio algoritmo estabiliza em uma
quantidade 6tima, contribuindo assim para a redu¢do no nimero de hiperpardmetros no estagio

de ajuste do modelo.
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1.1 Estudo Bibliométrico

Nesta secao, apresenta-se um estudo bibliométrico sobre a temética dos modelos
SVM, LSSVM e LSSVM esparsa considerando tanto artigos de revista como de conferéncia
nos ultimos cinco anos desconsiderando o ano de 2025, ou seja, de 2019 até 2024. Destaca-se
que a base de dados utilizada foi a da SCOPUS (Elsevier). A ideia é avaliar o impacto do tema
nos ultimos anos, considerando nimero de publicacdes, principais pesquisadores e avaliacdo de
tendéncias nos temas de pesquisa. a Andlise € feita via o framework bibliometrix (Dervis, 2019)

desenvolvido para a linguagem R (Team, 2000). Um resumo da busca ¢ dado na Tabela 1.

Tabela 1 — Detalhamento sobre a consulta realizada a base da SCO-

PUS.
Tépicos Informacdes
Escopo Impacto dos Temas 'SVM’, "LSSVM’ sobre a area de
aprendizado de maquina.
Base de Dados SCOPUS
Termos Pesquisados ”support vector machine"or "least squares support vector
machine"or "sparse least squares support vector machine".
Restricoes

— Intervalo: Ultimos 5 anos (desconsiderando o ano
de 2025);
— Documentos: artigos cientificos e de revisao;
— Areas pesquisadas: aprendizado de maquina e in-
teligéncia artificial.
Ferramenta de Analise software bibliometrix

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao realizar a pesquisa, o nimero total de documentos obtidos foi de 103.199 do-
cumentos, no entanto, para a exportacdo da base de dados, a plataforma da SCOPUS limita
o nimero de documentos a ser exportado para um valor de 20.000 documentos, com isso as
andlises presentes nesta tese sdo limitadas aos 20.000 documentos mais recentes obtidos na
pesquisa, o que corresponde aos anos de 2023 e 2024. Os numeros de documentos publicados

em cada ano é reportada na Tabela 2.

Tabela 2 — Numero de documentos publicados por ano.
Ano Quantidade

2024 18835
2023 1165

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Estes achados indicam uma taxa de crescimento anual de 1.516,74%, além disso, os
documentos recuperados trouxeram 161.772 referéncias, 37.134 palavras-chave e envolveram
57.807 autores com uma proporcao de 5 autores por documento. Do total de coautores cerca de
22,34% sao de paises distintos do autor principal, indicando uma baixa internacionaliza¢ao na
colaboracdo de pesquisas dentro destes temas de busca.

A Figura 1 apresenta os paises de origem dos 10 autores mais citados dentro da busca,
o nome de citacdo de cada autor e as 10 palavras chaves que ocorrem com mais frequéncia na
base recuperada. Palavras chave machine learning’, ’deep learning’ e ’support vector machine’
foram as mais frequentes dentro da base de documentos recuperada, ilustrando a importancia e o

impacto que estes temas ainda apresentam dentro da area de inteligéncia artificial.

Figura 1 — Fluxograma de informagdes sobre os 10 principais autores na busca.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Relativo ao nimero de documentos publicados, a Figura 2 traz os periddicos com
maior nimero de documentos publicados.
Por fim, a Figura 3 ilustra um grafico de arvore com as principais palavras chave

dos documentos recuperados da base. Novamente, tem-se que por mais que seja um modelo
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Figura 2 — Periédicos em termos do nimero de documentos publicados.

LECTURE NOTES IN NETWORKS AND SYSTEMS @
SCIENTIFIC REPORTS @
PLOS ONE @
IEEE ACCESS @

AIP CONFERENCE PROCEEDINGS @
IEEE JOURNAL OF BIOMEDICAL AND HEALTH INFORMATICS @
COMMUNICATIONS IN COMPUTER AND INFORMATION SCIENCE @
SENSORS &
LECTURE NOTES IN ELECTRICAL ENGINEERING 121]

APPLIED SCIENCES (SWITZERLAND) 43
Fonte: Elaborada pelo autor.

que surgiu no final dos anos 90, o SVM ainda continua sendo um tépico significativo na area
de aprendizado de mdquina, tanto do ponto de vista teérico como aplicado, ratificando assim a

importincia do tema estudado na tese.
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Figura 3 — Arvore hierarquica ilustrando as palavras chave mais frequentes do documentos
recuperados na consulta.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2 Objetivo Geral e Especificos

O objetivo principal desta tese € a proposi¢do de novas metodologias para o treina-

mento rapido e esparso de modelos LSSVM, bem como, a validacdo de tais propostas por meio

de extensivas simulacdes numéricas em bases de dados reais e artificiais, considerando ambos os

cenarios de alta e baixa volumetria de dados.

Quanto aos objetivos especificos desta tese, pode-se destacar os seguintes itens:
Realizar uma revisao bibliografica sobre o tema em anélise;
Apresentar e avaliar as metodologias cldssicas e bem estabelecidas para o treinamento
répido e esparso de modelos LSSVM;
Apresentar a heuristica e a fundamentacgao tedrica para cada proposta considerando ambas
andlise de convergéncia e de complexidade dos algoritmos resultantes;
Avaliar o desempenho das novas propostas tanto no que diz respeito a capacidade preditiva,

nivel de esparsidade promovido, processamento de grandes bases de dados e qualidade da
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fronteira de decisdo gerada;

— Auvaliar o desempenho das novas propostas em uma grande base de dados real, envolvendo

o problema de previsao de irradiancia solar de curto prazo.

1.3 Producao Cientifica

Ao longo da construcdo desta tese de doutorado, os seguintes artigos foram desen-

volvidos:

1.

Marinho, F. P., Almeida, W. D., Santos, V. O., Rocha Neto, A. R. (2025). A Fast Least
Square SVM Training Approach via Spectral Conjugate Gradient. Pattern Analysis and

Applications (submetido).

. Marinho, F. P., Almeida, W. D., Santos, V. O., Rocha Neto, A. R. (2025). A Fast Sparse

LSSVM Training Algorithm: A Dual Approach. Applied Intelligence (submetido).
Sousa, F. A. Marinho, F. P., Rocha, T. A., Rocha Neto, A. R. (2025). New Distance-based
Training Algorithms for Support Vector Machines. Logic Journal of IGPL (submetido
por convite).

Marinho, F. P., Almeida, W. D., Santos, V. O., Rocha Neto, A. R. (2025). A New
Approach for Obtain Reduced Sets in Least Squares Support Vector Machine: Lenghten
via Levenberg-Marquardt. 35th Brazilian Conference on Intelligent Systems (BRACIS)
(aprovado).

Disponivel em: https://doi.org/10.1007/978-3-032-15987-8_6

. Marinho, F. P., Almeida, W. D., Santos, V. O., Rocha Neto, A. R. (2024). Sparse

Least Square SVM in Primal via Nesterov Accelerated Alternating Directions Method
of Multipliers. 18th International Work-Conference on Artificial Neural Networks
(IWANN) (aprovado).

Disponivel em: https://doi.org/10.1007/978-3-032-02725-2_7

. Marinho, F. P., Rocha P. A. C., Rocha Neto, A. R., Bezerra, F. D. V. (2022). Short-

Term Solar Irradiance Forecasting Using CNN-1D, LSTM and CNN-LSTM Deep Neural
Networks: A Case Study with the Folsom (USA) Dataset. Journal of Solar Energy
Engineering, v. 145, n. 4, p. 041002.

Disponivel em: https://doi.org/10.1115/1.4056122

. Marinho, F. P., Santos, V. O., Rocha P. A. C., Rocha Neto, A. R. (2024). Forecasting

Global and Direct Solar Irradiance with Machine Learning Algorithms: Insights from


https://doi.org/10.1007/978-3-032-15987-8_6
https://doi.org/10.1007/978-3-032-02725-2_7
https://doi.org/10.1115/1.4056122
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Recursive Feature Selection and SHAP Analysis. 20th Brazilian Congress of Thermal

Sciences and Engineering.

1.4 Produciao Cientifica nao Abordada na Tese

Além dos artigos citados anteriormente, também foram desenvolvidos outros traba-

lhos durante o doutorado, que embora abordem temas e aplicacdes relacionadas, ndo sio tratados

nesta tese por questao de limitagdo do tamanho do documento.

1.

Bezerra, G. C. B., Marinho F. P., Rocha Neto, A. R. (2025). A New Machine Learning
Approach to Detect Student Success in Pair Programming. XVII Congresso Brasileiro

de Inteligéncia Computacional

. Santos, V. O., Marinho, F. P., Rocha P. A. C., Thé, J. V. G., Gharabaghi, B. (2024).

Application of Quantum Neural Network for Solar Irradiance Forecasting: A Case Study
Using the Folsom Dataset, California. Energies, v. 17, n. 14, p. 3580.
Disponivel em: https://doi.org/10.3390/en17143580

. Marinho, F. P., Rocha P. A. C., Rocha Neto, A. R., Santos, V. O. (2024). Dimensional

reduction for solar irradiance forecasting problem using principal components analysis and
Turk-Pentland strategy. International Joint Conference on Neural Networks (LJCNN).
Disponivel em: 10.1109/IJCNN60899.2024.10651398

Bezerra, F. D. V., Marinho, F. P., Rocha P. A. C., Santos, V. O., Thé, J. V. G., Gharabaghi,
B. (2023). Machine Learning Dynamic Ensemble Methods for Solar Irradiance and Wind
Speed Predictions. Atmosphere, v. 14, n. 11, p. 1635.

Disponivel em: https://doi.org/10.3390/atmos 14111635

Marinho, F. P., Rocha P. A. C., Rocha Neto, A. R. (2022). Previsdo de Irradiancia Solar
de Curto Prazo Utilizando Modelo de Envelopes para os Preditores. XXIV Congresso
Brasileiro de Automatica.

Disponivel em: https://sba.org.br/open_journal_systems/index.php/cba/article/view/3473

1.5 Organizacao da Tese

O restante da tese estd organizada nos seguintes capitulos.

O Capitulo 2 apresenta a fundamentacao tedrica sobre modelos LSSVM, apresen-

tando a formulacdo de seu problema primal e dual, bem como, as principais metodologias para a


https://doi.org/10.3390/en17143580
10.1109/IJCNN60899.2024.10651398
https://doi.org/10.3390/atmos14111635
https://sba.org.br/open_journal_systems/index.php/cba/article/view/3473
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sua solu¢do incluindo o método da inversa, pseudo-inversa, solucao via gradiente conjugado de
Hesteness-Stiefel e solucao via algoritmo de Levenberg-Marquardt.

O Capitulo 3 apresenta as principais variantes esparsas do modelo LSSVM, além
de, apresentar as metodologias empregadas para a solu¢do do problema dual da LSSVM, no
caso, 0 SMO de primeira e segunda ordem e o método CSMO.

No Capitulo 4 as duas propostas sdo discutidas em termos de formulagdo matema-
tica, andlise de convergéncia e complexidade. Também se discute as principais contribui¢des
proporcionadas pelas mesmas, além de abordar os principais pontos de melhorias a serem
implementados em estudos futuros.

O Capitulo 5 discute a metodologia para a realizacdo das simulagcdes numéricas,
apresentando as bases de dados consideradas, a estratégia para o ajuste dos modelos e o pipeline
de dados utilizado na obten¢do dos resultados. Os resultados obtidos para cada proposta, sao
avaliados e discutidos, onde se considerou quatro aspectos principais: Capacidade preditiva
de cada modelo, nivel de esparsidade promovido, qualidade da fronteira de decisdo gerada e
capacidade de processar bases de grande escala. Com isso, as discussdes dos resultados para
cada proposta sdo realizadas em se¢des especificas com o intuito de facilitar a leitura e avaliagao
por parte dos leitores desta tese.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta um resumo dos resultados obtidos, além de, trazer
as principais conclusdes e contribui¢des da tese, resumindo os principais desafios e melhorias

que podem ser realizadas em cada proposta em estudos futuros.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS DO MODELO LSSVM

As mdquinas de vetores-suporte de minimos quadrados representam uma técnica de
aprendizado supervisionado derivada das cldssicas mdquinas de vetores-suporte, na qual é capaz
de solucionar problemas de classificacdo de padrdes, por meio dos LSSVCs, e de aproximagao
de fungdes utilizando os LSSVRs (Suykens e Vandewalle, 1999).

A LSSVM difere da SVM em sua abordagem de otimizac¢do, a qual consiste em
resolver o problema primal considerando apenas restri¢des de igualdade com a adi¢do de termos
de erros, que atuam como varidveis de folga tolerando erros de classificacao e desvios relativos a
varidvel alvo numérica. As mudancgas na formulacio do problema primal tornam o processo de
solucdo mais simples, uma vez que, o treinamento da LSSVM ¢€ realizado com base na resolucio

de um sistema linear KKT.

2.1 Formulacao Primal

Dado o conjunto de treinamento Z = {(x;,y;)}}_, de N amostras, em que x; € R” e
yi € {—1,1}. Sejam também 2" = {x;}¥¥ | o conjunto de amostras de entradae # = {y;}?' | o

conjunto correspondente de rétulos. O problema primal do LSSVC € dado

Lo Y0
ming g T(W,E) = Ew w+ 5 Z &,
i=1

2.1
st. yiwlo(x)+b=1—¢, i=1,...,N.

A funcdo ¢ : R? — RS é um mapeamento para um espaco de atributos de alta

dimensionalidade !, & = {8,-}5.\]: | sdo os erros e Y € R* é um parametro de custo que controla o

equilibrio entre permitir erros de treinamento e for¢ar margens rigidas. A funcdo Lagrangeana

para o problema primal do LSSVC € dada por

N
g(w7b7£7a) = T(W,S) + Z (xl(l —& —Yi[WT¢(xi) +b]>7 (22)
i=1

em que & = {a}f.\]: | sdo multiplicadores de Lagrange com ¢; € R. As condi¢des de otimalidade

de KKT sao apresentadas como se segue

< il

ow =0—w= ; 0,y (x;), (2.3)

Podendo ser infinitamente dimensional, ou seja, § = oo

1=

1
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0L Al

=5 =0 i;aiyi =0, (2.4)
0L .

a—&_0—>a,~_y£,~ i=1,...,N, (2.5)
% =0—yw ¢(x;)+b=1-¢& i=1,...,N. (2.6)

Substituindo os valores de w, Equacio (2.3), e €, Equagao (2.5), na condi¢ao referente

a Equacao (2.6), obtém-se a expressdo dada por
N T o

yilY, ajyi¢ (xj)q)(xi)-l—b]:l—? i=1,...,N, 2.7)
=1

além disso, definindo Kj; = ¢7 (x;)¢ (x;), tem-se que a expressdo anterior pode ser simplificada,
resultando na formulagdo indicada a seguir

N
a .
ZOC]}/] ]l+b _1_7—>Za]ylyjKjl+ylb—l_7 i=1,...,N. (2.8)
J=1 J=1

Considerando & = [y, ...,an]T,y = [y1,...,y8]] e Y = diag(y1,...,yn), tem-se

que a Equacdo (2.8) pode ainda ser dada em formato matricial, resultando em

o
YKYa+by:1—I?, (2.9)
ou ainda
1
(YKY—i—a—/)a—i—by:l. (2.10)

Juntando com a condic¢io adicional y' & = 0, Equacdo (2.4), as duas expressdes

podem ser condensadas no sistema linear Au = v, dado por

- (2.11)

em que Q é a matriz dada por Q;; = y;y;K;;.
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Para a derivacdo do LSSVR, o racional € similar ao caso para classifica¢do, onde as
saidas ser@o consideradas valores numéricos ao invés de apenas os rétulos bindrios {41, —1}.
Sendoy =w! ¢ (x) +b,comx € R" e y € R, ¢(.) sendo o mapeamento como definido no caso
de classificagdo e dado o conjunto de treinamento 2 = {(x;,y;)}Y., de N amostras, entdo o

problema de otimizacdo primal é dado por

1 7 Y & 2
minge T(W,€) = SwwtS Y e,
i=1 (2.12)

st. wo(x;))+b=yi—¢g, i=1,....N.

A fun¢do Lagrangeana para o problema primal do LSSVR € como se segue

N

ZL(w,b,e,a) =1(W,€)+ Z a;(yi—wlo(x)—b—¢g). (2.13)
i=1

Neste cendrio, apds a eliminagdo de w e € e pelo uso das condi¢des de otimalidade

de KKT de maneira andloga a derivagdo para o LSSVC, chega-se no sistema linear Au =v

= . (2.14)

Em ambos os casos, a matriz K ¢ a matriz de kernel, onde K; j = (¢ (x;), 9 (x;)) =
K (xi,xj) para i,j =1,2,...,N com % (.,.) sendo uma fungdo de kernel de Mercer, y é o
parametro de custo, I é a matriz identidade de dimensdo N x N, e 1 é a matriz de uns com

dimensdo adequada. Das condi¢des KKT, obtem-se

N

wrssve = Y, 04yid (xi), (2.15)
i=1
N

WLssvR = ), 060 (x;), (2.16)
i=1

o = y;&;. (217)

A partir da Equagao (2.17), surge o principal problema relacionado a LSSVM: a
falta de esparsidade. Em problemas do mundo real, & geralmente é ndo nuloe y; € {+1,—1},
resultando em ¢; # 0. O efeito pratico dessa construgdo € que a maioria das amostras de

treinamento serdo utilizadas como vetores-suporte.
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2.2 Formulac¢ao Dual

A derivacdo do problema dual € feita considerando o problema dado pela Equacao
(2.12). Neste ponto, vale frisar que foi utilizado o problema primal para treinamento do LSSVR,
no entanto um procedimento andlogo pode ser aplicado para o caso do LSSVC, onde o problema
dual resultante € equivalente ao obtido pela derivacao aqui realizada. Ao utilizar as condi¢des

KKT, obtem-se as seguintes seguintes expressoes

%_f:oﬁw:ia@(x,-), (2.18)
%_f:oﬁia,:o, 2.19)
88—'::0—>06i:}/€i i1, (220)
%:0—>w%<x,~)+b:y,~—a i=1,...,N. (2.21)

Substituindo as condicdes dadas pelas Equagdes (2.18) e (2.20) na Lagrangeana do
problema, como mostrada na Equacgdo (2.13) e com a realiza¢do de algumas manipulagdes com

somatorios € possivel obter a expressao resultante, dada por

1 N N
g(W,b,G,a) = EWTW—F %/Zginr Z OCl'(yl' —WT¢(JC,') —b—&‘i)
i=1 i=1

R 2 A N N N
=W w+§Z€i —w' Y o) —bY oY aig+ ) i
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 (2.22)
1 7 o YL, ) v ‘
:EW w—-w W+§(—2>Zai ——ZOC,- +Zatyz
g Vizl i=1

Utilizando as expressdes w = Zé\': 100 (xi) e vaz 1 0 = 0 € possivel obter a Lagran-

geana em funcdo apenas da varidvel dual, como indicado em

= __ Z Z OCz%‘P xl Z OC + Z o;y;. (2.23)

11]
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Relembrando que os elementos da matriz de kernel K sdo dados por K;; = ¢7 (x;)9 (x;),

entdo problema dual resultante € dado por

1 N N 1 N 5 N
maxeg ——ZZO{,‘OC]'K,']'——ZOQ +Zai)’i
250 2y = i=1

2.24
y (224)
S.L. Z o; =0,
i=1
além disso, considerando os vetores & = [¢ty,. .., (XN]T e lembrando que maximizar uma fungao

objetivo € equivalente a minimizar seu negativo, entao é possivel escrever a expressao anterior

em formato matricial, como dado a seguir

1 1
ming (a) = EaTKa + Z/aTIa —y'a
N (2.25)

S.t. Z(X,‘:O,

ou ainda, como

1 .
ming 2(a) = iaTKa —y'a

N
s.t. Z(Xi =0,
i=1

em que K =K + %,I e 7(a) = Ja"Ka — y" a representa a fungdo objetivo para o problema
dual.

(2.26)

2.3 Soluciao Baseada na Matriz Inversa

A solucdo para a LSSVM pode ser obtida pela simples inversdo da matriz A no

sistema KKT correspondente, desde que a mesma seja ndo singular, como indicado a seguir

Au=v
A 'Au=A" (2.27)
u=Al.

O problema dessa abordagem estd na auséncia de garantias de invertibilidade da
matriz A, além disso, o calculo de inversas de matrizes podem apresentar diversas dificuldades
numéricas, como crescimento exponencial na complexidade computacional com o aumento das
dimensdes da matriz de entrada e instabilidades numéricas (Golub e Loan, 2013). Portanto, por
mais que seja o procedimento mais simples, ndo é o mais comumente utilizado e também nao foi

o empregado nesta tese.
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2.4 Solucao Baseada na Pseudo Inversa

Para os casos em que a matriz A é ndo-quadrada, sabe-se que a mesma é singular
e uma alternativa é o emprego de inversas generalizadas, como a matriz pseudo-inversa de
Moore-Penrose (Golub e Loan, 2013; Penrose, 1955; Ben-Israel e Greville, 2006).

Neste caso, a solugdo obtida equivale a considerar cada uma das colunas excluidas
como possuindo multiplicador de Lagrange associado com valor zero. A remocao de linhas,
porém, equivale a remocgao das restri¢des associadas ao problema de otimizacdo (Leao e Neto,

2022). Assim, a obtencao do vetor solu¢c@o u para uma matriz nado-quadrada A € dada por

u=A'v, (2.28)
em que
AT = (ATA)71AT, (2.29)

2.5 Soluciao Baseada no Gradiente Conjugado de Hesteness-Stiefel
2.5.1 Métodos de Descida

Os métodos de descida obtém solucdes aproximadas de sistemas lineares reformulando-
0s como um problema de minimiza¢do de uma forma quadrética. De fato, considerando a fungdo

J : R" — R dada por

J(u) = EuTAu —ulv. (2.30)

Supondo ainda que a matriz A € simétrica e definida positiva, tem-se que a funcao J
¢ estritamente convexa e admite um minimo absoluto no ponto que torna seu gradiente nulo, ou

seja, no vetor que satisfaz

1
Vil (u) = E(A+AT)u—v:Au—v:0, (2.31)
ou ainda
VuJ(u) =0 — Au=v. (2.32)

Portanto, o vetor que minimiza J(.) é exatamente a solu¢ao de Au = v.
Para a solucdo do sistema linear, os métodos de descida iniciam de uma aproximagao

inicial da solug@o uy e geram uma sequéncia de iteradas {ug,uy, ... ,u,} satisfazendo a condi¢do
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de J(uy11) < J(uy), caracterizando-os como métodos iterativos. A obtengdo de uy | a partir de
u;, envolve dois fatores principais (Watkins, 2004):

— Sele¢do/constru¢ao de uma dire¢do de descida;

— Realiza¢@o de uma busca em linha na direcdo de descida correspondente.

A selecao da direcao de busca corresponde a determinar o vetor Z; que indica a
direcdo de variacdo sobre o vetor u; para a obtencdo de uy . Existem vdrias estratégias para
a construcao da dire¢do de descida, em que cada uma define um tipo particular de método de
descida, por exemplo quando z; = ry = v — Auy, ou seja, a direcio de descida é o préprio residuo
do sistema em uma dada iteracdo, tem-se que o método de descida é o gradiente descendente
(Watkins, 2004).

Uma vez que se tenha a dire¢@o de descida, uy; € selecionado como um ponto sobre

a linha de busca {u; + oqzi| o € R}, neste caso é vdlida a relagdo dada por
U1 — U+ OZy. (2.33)

Obviamente, existem infinitos pontos sobre a linha, mas se deseja aquele que fornece
um menor valor para a fungéo objetivo J(.), de tal forma que vale a desigualdade J (uy1) < J(uy).
Uma maneira de conseguir satisfazer tal critério seria pela escolha de um passo de aprendizado
o, tal que o = mingerJ (U + 00z ). Esta metodologia para selegdo de a € ainda denominada de
busca em linha exata (Watkins, 2004; Wright ef al., 1999).

Para algumas fungdes J(.) o trabalho envolvido no cdlculo de & pode ser consideravel.
Felizmente, para a forma quadrética dada pela Equacdo (2.30) o processo € relativamente simples

e dado pela expressao

dJ (uy + oz
o'(a) = T I (g + ), = (234
ou ainda
A+ ozy) v zp =0 — —rlzp+ az] Az = 0, (2.35)
resultando em
T
rkzk
— , 2.36
Z]];Azk ( )

em que r; = v —Auy, € o residuo do sistema na k-ésima iteracao.
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2.5.2 Meétodo dos Gradientes Conjugados

O método dos gradientes conjugados € um exemplo de método de descida e assim
como no caso do gradiente descendente, suas direcoes de busca sdo construidas a partir dos
residuos do sistema linear ao longo das iteracdes. A diferenca estd no fato, de que ao invés de
utilizar os préprios residuos como direcdes de descida, o método dos gradientes conjugados
utilizam um conjunto de dire¢des dy,d1, .. .,d, construidas por um processo de conjugacio de

Gram-Schmidt dos residuos (Shewchuk, 1994).

Neste caso, considerando o conjunto de vetores {ug,uy, ... ,u,—1} é possivel obter
um novo conjunto de vetores {dg,dy,...,d,_1} que sdo dois a dois A-ortogonais, isto é
dlAd;=0,Vi,je{0,....,n—1}. (2.37)

O procedimento € iniciado fazendo dg = u( onde os demais vetores sao obtidos pela

recorréncia que se segue

i—1
diAd; =ulAd;+ Y Bud[Ad,, (2.38)
k=0
em que,
uTAdj
= 2.39

Esta escolha traz alguns beneficios interessantes. Pelo fato dos residuos serem ortogonais as
direcdes de busca de iteracdes passadas, isto implica que as novas dire¢des s@o ainda linearmente
independentes as dire¢des passadas. Além disso, como os vetores de busca sdo construidos pela
conjugacao dos residuos e estes sdo ortogonais as direcoes de busca de iteracdes anteriores, estes

também sdo normais aos residuos de iteracdes passadas, ou seja
rir;=0,VYije{0,....n—1} (2.40)

Seja .27 o subespago vetorial de dimensio i, tal que .7 = span{dg,dy,...,d; 1},

tem-se que para o caso dos gradientes conjugados este ainda pode ser dado como 7 =

span{rg,ry,...,ri_1} e sendo
riv1 =Au; ) —Au = —Ae; |, (2.41)
2 Dizer que & = span{dy,d,...,d; 1}, significa que o subespaco .7 é gerado pelo conjunto de vetores

{do,dy,....di_1}.
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em que e;;| = u —u; | representa o erro da solucdo aproximada na (i + 1)-ésima iteracao.

Portanto, tem-se que

riv1 = —Aeii = —A(ei + ad,), (242)
resultando em

rii =r;— o0;Ad;. (2.43)

Do exposto € possivel ainda inferir que o residuo r; ¢ uma combinacdo linear de
residuos anteriores e de Ad;_ . Portanto os subespagos .o para o caso dos gradientes conjugados

ainda satisfazem a seguinte defini¢do

o, = span{d,Ady,Ady ... A" dy}, (2.44)
ou ainda,
of; = span{ro,Ary,A’ry... . A7 ry}. (2.45)

Os subespacos gerados pela aplicacdo sucessiva de uma matriz A, sao chamados de
subespacos de Krylov e o método dos gradientes conjugados € ainda de uma classe mais geral de

métodos iterativos de Krylov (Watkins, 2004; Trefethen e Bau, 2022; Faghih ez al., 2025).

- TAd; . ~ .
Da definicéo do termo B = —;’T i d" no processo de conjugacdo de Gram-Schmidt e
jaaj

da Equacdo (2.43), fazendo o produto interno desta por r;, tem-se
T T T T T T
riripi=rirj—oir;Ad; —s oir; Adj =rir;—r;ri, (2.46)

€ com isso, resulta-se em

,

alirl-Tr,-, sei=j;
rlAd; = —aiiriTri, sei=j+1; (2.47)

0, demais casos.

\

Desta forma, o termo S é dado por

1 "T"i

e sei=j+1;
Bu={ Ot Al (2.48)
0, sei>j+1.
Considerando B;;_;) = f; e substituindo a Equagéo (2.36) na Equagdo (2.48) €

possivel simplificar a expressao para o termo f3;; como dado em
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rlir r’

iTi

Bi (2.49)

:diT—lri—l rlrio
Nota-se que muitos dos termos fB;; sdo anulados, desta forma nao é necessario o
armazenamento na memoria de uma quantidade considerdvel de direcdes de busca antigas para
garantir a A-ortogonalidade de novos vetores de descida. Este fato ilustra o grande avango do
método dos gradientes conjugados como algoritmo, uma vez que, a complexidade temporal e
espacial sdo reduzidos de &'(n?) para &' (m) onde m é o niimero de entradas nio nulas de A.
Para resumir, o método dos gradientes conjugados pode ser dado pelos seguintes
passos:
1. Inicie u( aleatoriamente, em seguida, calcule o valor do residuo inicial ry = v — Aug;

T

. s . .. . ~ .y r:r;
. Determine o valor do passo 6timo para i-ésima iteracao utilizando o; = 77 A"I};
i 1

2

3. Atualizar a solugdo por meio de u;, | = u+ a;d;;

4. Atualizar o residuo com r; | = r; — ;Ad;;

5. Calcular o multiplicador B;;; do processo de conjugacdo de Gram-Schmidt utilizando
Biv1 = %,

6. Por fim, calcular a nova direc@o de busca com base no processo de Gram-Schmidt como

dado pord; | =rii1+ Bir1d;.
2.5.3 LSSVM Treinado via Gradientes Conjugados

No problema de ajuste do modelo LSSVM, outra maneira de representar o sistema

linear KKT ¢é dada por

0ly'| |e d
Y M= (2.50)

y H| |& d,
De tal maneira que H = K + ’y*lI, & =b,&y=a,d; =0ed, = 1. Esta formulacio

alternativa permite que o sistema possa ser transformado para

S|0 € —di+y"H 'd
' _|Tary | s ax=2, 2.51)
0|H| |e2+H 'yg d;
em que S =y H ™'y > 0 é positiva e H é simétrica definida positiva. Isso permite o uso

de métodos iterativos eficientes para sua solu¢do numérica, como o método dos gradientes
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conjugados (conjugate gradient, CG) de Hesteness-Stiefel (Suykens e Vandewalle, 1999), que
apresenta uma complexidade intermedidria entre métodos de primeira ordem (como o gradiente
descendente) e métodos de segunda ordem (como os de Newton ou quase Newton), além de
evitar as complexidades numéricas relacionadas a inversdo de matrizes. O procedimento de
obtencdo da solucao estimada para a LSSVM baseado no método CG de Hestenes-Stiefel pode

ser resumido conforme o Algoritmo 1 (Suykens e Vandewalle, 1999).

Algoritmo 1: LSSVM via Hesteness-Stiefel CG
Entrada: xy,i =0,rg = %4

1 inicio
2 while r; # 0 do
3 i=i+1
4 if i = 1 then
5 P1=10
6 else
r-T ri_
7 b=
8 pi=ri1+Bipi-1
9 end
10 end
r-T_ ri_1
1 A= —Il’,-T}!fPi
12 Xi=xi_1+Ap;
13 ri=ri—1— lj%pi
14 end
15 X =X;
16 fim

Resultado: Solucio aproximada do sistema &/x = #

2.6 Soluciao Baseada no Método de Levenberg-Marquardt

Esta secdo atenta-se a discutir outra forma de resolucao do problema de otimizacao
da LSSVM, apresentada inicialmente em Neto e Barreto (2009). O método LM, € um algoritmo
de otimizacao iterativo que aplica treinamento em lote, no qual consiste em aperfeicoamento do

método Gauss-Newton e busca minimizar o erro quadratico como dado a seguir (Moré, 2006)

N 1
Y ei(z)=ee. (2.52)

A ideia basica do método LM € combinar o método do gradiente descendente (1°

ordem) com o método de Newton (2° ordem) para ajustar uma func¢ao nao linear aos dados
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observados, minimizando a soma dos quadrados das diferencas entre os valores previstos pela
funcao e os valores observados.

Dada a fungdo custo L(z) com base nos erros quadréticos, mostrada na Equagéo
(2.52), na qual ¢;(z) caracteriza o erro da i-ésima amostra e e(z) é o vetor de erros e utilizando a
aproximagdo por série de Taylor em torno de um ponto z para o gradiente VL(z), chega-se a

seguinte formulagdo

VL(z) = VL(z0) + (z—20)T V?L(z0) + . .. (2.53)

Sabendo que L(z) é convexa e duas vezes diferencidvel, uma condi¢ao necessaria

para z ser um ponto de 6timo € dada por

VL(z) = 0. (2.54)

Considerando apenas até os termos de segunda ordem na expansao de Taylor, pode-se

aproximar Az pela seguinte expressao

Az = —[V*L(z9)]"'VL(z), (2.55)

em que o gradiente VL(z) e a Hessiana V2L(z) podem ser escritos, respectivamente, com base

na matriz jacobiana J(z), como

VL(z) =J(z)e(z), (2.56)
V2L(z) =J" (2)J (z) + i ei(z)V?ei(z). (2.57)

i=1
Por conta da complexidade de se calcular a matriz Hessiana, foram propostos méto-
dos que aplicam aproximacgdes, como € o caso do método de Levenberg-Marquardt. Levando
em conta que o mesmo € um método Quasi-Newton, assim como o método de Gauss-Newton,

assume-se que

ei(z)VZei(z) = 0. (2.58)

=

~
ey
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Do exposto, o termo adicional mostrado na Equacdo (2.57), para o célculo da

Hessiana aproximada pode ser retirado e neste contexto a variacao pode ser dada por

Az= - (2)J(2)] T (2)e(z). (2.59)

Considerando que a matriz Hessiana aproximada pode ndo possuir inversa, um
procedimento de regularizacdo de Tikhonov (Golub et al., 1999) pode ser aplicado, fazendo com

que a variagdo e a regra de atualizacdo resultantes sejam dadas por

Az = —[J" (2)I(2) + pl] T (2)e(z), (2.60)
€
Zi+1 =2 +Az. (2.61)

Ap6s os trabalhos de Levenberg (1944), Marquardt (1963) foi proposto uma substi-
tuicdo da matriz identidade pela matriz diagonal da Hessiana aproximada, para contornar outro
problema, o crescimento acelerado do i, uma vez que quando isso acontece a informagdo dada
pela Hessiana aproximada nao € til no célculo da atualizacdo. Esta alteracdo resulta na seguinte

expressao para a variagdo da varidvel dual

Az=—[JT (2)J(2) +u diagdT (2)I ()] T (2)e(z). (2.62)

Dada a Equacido (2.62), e sabendo que o método LSSVM € um problema de minimi-
zacdo em que se deseja solucionar o sistema linear, Az = v, pode-se calcular a matriz jacobiana

com base nas derivadas parciais da fun¢do erro, ou seja

J@Iazzﬁ, (2.63)
em que
e(z) =v—Az. (2.64)

Por fim, a atualizac¢do do vetor z que contém os multiplicadores de Lagrange e o viés

pode ser determinada pela expressao a seguir
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Ziv1 =2+ ATA+u diag(ATA) AT e(2), (2.65)

em que i corresponde a i-ésima iteragdo e, como dito, o componente i diag(ATA) representa um
termo de regularizacao.

Neste capitulo, foram apresentadas as formula¢des para o problema primal e dual
do treinamento de LSSVMs, tanto nos contextos de classificagdo bindria como para problemas
de aproximacado de funcdes. Além disso, as metodologias mais comumente empregadas na
solucdo do problema primal também sdo descritas, destacando-se o uso dos algoritmos CG
de Hesteness-Stiefel e de Levenberg-Marquardt. No préximo capitulo, serdo consideradas as
principais metodologias para obtencao de LSSVMs esparsas baseadas em poda iterativa, bem
como, sdo apresentadas algumas abordagens baseadas no algoritmo SMO para a solucdo do

problema dual no ajuste de LSSVMs.



48

3 VARIANTES ESPARSAS E ALGORITMO SMO

Neste capitulo, aborda-se as principais e mais comumente metodologias empregadas
para a esparsificacdo do vetor de multiplicadores de Lagrange no modelo LSSVM. No caso,
apresentam-se as variantes P-LSSVM, IP-LSSVM e o modelo Levenberg-Marquardt com poda
iterativa. Em seguida, sao apresentados os algoritmos SMO de primeira e segunda ordem e o
método CSMO com estratégia FGWSS para a selecao do par de multiplicadores de Lagrange
que passardo por atualiza¢ao dentro da iteragdo, tal par € denominado conjunto de trabalho.

Em métodos de poda, a solugdo esparsa € obtida através da remoc¢ao dos vetores-
suporte induzindo a eliminag@o de colunas da matriz A o que equivale a zerar os multiplicadores
de Lagrange associados (Carvalho e Braga, 2009). Durante a poda, um determinado método
remove um nimero fixo de colunas de A e suas linhas correspondentes em z , preservando assim

as dimensdes corretamente.

3.1 Métodos de Poda Classicos

3.1.1 P-LSSVM

O modelo P-LSSVM foi proposto em Suykens et al. (2000) como uma alternativa
ao problema de caréncia de esparsidade das solu¢des no treinamento de LSSVMs. A poda dos
vetores-suporte, x;, € realizada de acordo com o valor absoluto dos multiplicadores Lagrange
associados, ||, de tal forma que os vetores que correspondem aos menores multiplicadores de
Lagrange em valor absoluto sdo eliminados a cada iteracdo do modelo (Suykens e Vandewalle,
1999).

A desvantagem desse procedimento estd no fato de que uma vez que a poda tenha
sido realizada em uma determinada iteracdo, a LSSVM deve ser novamente ajustada para o
novo conjunto de dados atualizados sem os vetores removidos, 0 que o torna pouco eficiente em
termos de processamento (Zeng e Chen, 2005).

Além disso, o critério de parada deste método € o desempenho do classificador. Para
isso, utiliza-se um conjunto de validacao, que € um subconjunto de treinamento, e a cada itera¢ao
€ verificado se o desempenho continua o mesmo com base nesse conjunto. Para as simulacdes
deste trabalho, aplicou-se como critério de parada a porcentagem de redu¢do. De forma resumida,

o método P-LSSVM tem quatro passos principais, como apresentado no Algoritmo 2.
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Algoritmo 2: P-LSSVM
Entrada: X,y

1 inicio
2 Treina o LSSVM considerando o conjunto de treinamento completo.
3 Remove um pequeno nimero de padrdes de treinamento, aqueles com menores

valores de |q;].

4 Retreina o LSSVM utilizando o método da pseudo-inversa com o conjunto de treino
reduzido.

5 Retorna ao PASSO 2 até que ocorra a estabilizacao do algoritmo onde o desempenho
sobre um conjunto de validacao varia abaixo de um determinado limiar. Os
vetores-suporte serdo aqueles do conjunto reduzido da iteracao anterior.

¢ fim
Resultado: Solucio 6tima esparsa u*

3.1.2 IP-LSSVM

O método IP-LSSVM proposto em Carvalho e Braga (2009) € uma alternativa ao
P-LSSVM na tarefa de esparsificar o vetor de multiplicadores de Lagrange 6timos no treinamento
da LSSVM. O critério adotado é de que os padrdes mais proximos da superficie de decisao sao
os melhores candidatos a vetores-suporte para o problema de treinamento de LSSVMs, o que é
um racional similar ao aplicado na detec¢do dos vetores-suporte para o modelo SVM.

De fato, este método € bem similar ao P-LSSVM com a diferenca de que a poda dos
padrdes € realizada com base no valores diretos dos multiplicadores de Lagrange, ou seja o, €
nao nos seus valores absolutos como o P-LSSVM (Carvalho e Braga, 2009).

Esse método obtém o conjunto de vetores-suporte em dois passos principais. No
primeiro, aplica-se a inversa para encontrar a solucao do sistema linear. Posteriormente, na
segunda, € empregado o método da pseudo inversa para resolver o novo sistema linear modificado
no processo de poda, no qual, teve colunas removidas com base nos multiplicadores de Lagrange
obtidos na etapa anterior. O processo de treinamento do classificador IP-LSSVM ¢ descrito pelo

Algoritmo 3.

3.1.3 Poda Iterativa com Levenberg-Marquardt

A poda iterativa no classificador Levenberg-Marquardt LSSVM de tamanho fixo
(fixed sized Levenberg-Marquardt LSSVM, FSLM-LSSVM) é um método derivado do LSSVM
tradicional e apresentado originalmente em Leao e Neto (2022), que visa encontrar o ponto 6timo

Z" do sistema linear KKT de forma iterativa, removendo uma quantidade fixa de vetores-suporte.
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Algoritmo 3: IP-LSSVM

Entrada: X,y, T

1 inicio

2

10

Treina o LSSVM considerando o conjunto de treinamento completo, utilizando o
método da inversa, uma vez que, A € uma matriz quadrada.

Especifique o valor do parametro 7, que define a porcentagem de vetores de treino
que serdo vetores-suporte.

Ordene os padrdes de treino (x;, d,-)ﬁ.V: :11 com base em seus valores de ¢;.

Seleciona uma porcentagem de padrdes de treino (1 — @) que correspondem aos
menores valores de o;.

Construa a matriz ndo quadrada A, pela remogao das colunas de A associadas com
0s vetores com menores valores de ;.

Resolver o sistema linear u,; = A*v, com A* = (ALA,) 1AL

Os vetores-suportes serdo aqueles relacionados a colunas da matriz A .

Os valores de ¢; e b podem ser obtidos u,s, enquanto os valores de ¢; para os demais
padrdes sdo iguais a zero.

Resultado: Solucio 6tima esparsa u*

Para isso, o método de Levenberg-Marquardt foi adaptado.

3.1.3.1 Janela de Poda

Considerando a metodologia proposta, deve-se definir quando o algoritmo deve

reduzir o numero de vetores-suporte. Com isso em mente, o0 método da janela de poda foi

estabelecido, indicando as iteracdes em que os vetores-suporte serdo removidos durante a

execucdo do modelo.

Portanto, dado um nimero maximo de iteracdes Ny, 0s padroes serdo podados

no intervalo Kk <t < Ny,4c — K. Por exemplo, na Figura 4, foram definidos N,;;;y =20 e Kk =5

Assim, a janela de poda serd 5 <t < 15. Vale destacar que, nas simula¢des computacionais

realizadas neste trabalho, x foi definido como igual a 5.

Figura 4 — Janela de poda com Kk =5

}

-n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15‘16‘17|18|18‘19‘20|

T

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.1.3.2 Solugdes esparsas

Para o método FSLM-LSSVM, o nimero de padrdes podados (colunas removidas

de A) em cada iteracdo da janela é dado por

r— Ntrain - NtrainR
Nma_x - 2K ’

3.1)

em que:
— Nyrain: numero total de exemplos do conjunto de treinamento;
— R: porcentagem de redugdo;
— Npjax: ndmero total de iteragdes; e
— K: define a janela de poda.
Caso 7 ndo seja um nimero inteiro, na ultima iteracdo da janela sdo podados 7+ ‘P,

onde ¥ é simplesmente o resto da divisio dado por!

Y= {]Vtrain - NtrainR} mod {Nmax - ZK}- (3.2)

O Algoritmo 4 descreve o fluxo do FSLM-LSSVM, recebendo como entrada: coefi-

ciente U, porcentagem de reducao R, ndmero de iteracdes N,y € intervalo K.

3.2 Metodologias Baseadas no Algoritmo SMO

O treinamento de LSSVMs padrao, P-LSSVM e IP-LSSVM consiste na solugao
do problema de otimizagdo primal como dado pela Equacgdo (2.1), no entanto, ainda € possivel
explorar o problema dual correspondente, como € feito nas metodologias para treinamento de
LSSVMs baseadas no algoritmo SMO (Loépez e Suykens, 2011; Yu et al., 2023b; Yu et al.,
2023a).

3.2.1 SMO de Primeira Ordem

O algoritmo SMO resolve o problema dual das LSSVMs, que € um programa qua-

dratico, pela decomposi¢do do problema geral em sub-problemas com a menor complexidade

' O operador @ mod b indica o operador médulo, ou seja, o resto da divisdo de a por b
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Algoritmo 4: Algoritmo FSLM-LSSVM
Entrada: y,R, Ny, K, €
inicio
Inicializacdo aleatéria para z¥ e K = 0.
while K < N,,,x OR AMSE > € do

1
2
3
4 Construir a matriz A e o vetor v, baseado no conjunto de treinamento completo.
5 Calcule o erro, e;(z;) = bATz;, da i-ésima iteragdo.
6 Atualiza o valor de z usando a Equacgao 2.65.
7 if AMSE < O then
8 Continue atualizando z; usando a Equacdo 2.65.
9 else
10 | Faga p = {5.
11 end
12 end
13 if kK < K < N,jur — K then
14 Remova 7 colunas de A e linhas de z que apresentam os menores valores de
’(Xi’.
15 end
16 if K = Ny« — K then
17 Remova 7+ ¥ colunas de A e linhas de z que apresentam os menores valores
de ‘OC,'|.
18 end
19 K=K+1
20 end
21 fim

Resultado: Solucio 6tima esparsa u*

possivel, realizando a atualizac¢do de dois multiplicadores de Lagrange por vez. Essa simplifica-
¢do permite que os sub-programas possam apresentar solu¢do analitica fechada, resultando em
uma metodologia com complexidade linear e de facil implementacao (Platt, 1998).

Retornando ao problema dual mostrado na Equacdo (2.26), nota-se que ao se aplicar
as condicdes de otimalidade para este problema convexo, resulta-se na condi¢do de gradiente

nulo, como indicado abaixo

N
V(o) =g(a) =Ka—y — gi(a) = ) a;Kij—yi. (3.3)
j=1

Perceba que para um @ que satisfaca a condi¢do max;(g;(@)) = min;(g;(e)), tem-se
que o mesmo € a solug¢do para o problema dual mostrado na Equagao (2.26). Este fato fornece a
base para a definicdo da estratégia de sele¢do do conjunto de trabalho para o SMO de primeira

ordem e segunda ordem, bem como, para o critério de parada do método.
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Considere o ( ocik, Ot}‘ ) o par de multiplicadores de Lagrange selecionados na k-ésima

iteracdo. As atualizac¢des deste multiplicadores sdo dadas pelas expressdes que se seguem

of ! = ok 4 Aay,
OC}(—H < of +Aaj, (3.4)

o =af VI#ij.
Além disso, ao avaliar o ganho funcional obtido a cada iteracio pela atualizacao dos

dois multiplicadores de Lagrange do conjunto de trabalho, tem-se que o mesmo € dado por

fo(Aak) = 2(a*) — 2(ak 1),

1 - 1 .
fG(Aak) _ (—a"TKak _yTak) _ (_ak+1 TKak“ _yTak+1)’
2. 2 , (3.5)

l —AOCj Ki,’ IZ,']' —AOCj gi(ak) _Aaj

Por ser uma fungio quadratica, é possivel determinar o incremento 6timo, Aat*, que
maximiza o ganho funcional, através da condi¢do de gradiente nulo, f’ (Aak) =, com 1SS0 O

incremento 6timo € dado por

g;j(a*) —gi(ak)

A% = B R, —Ry— Ky
1 J]J L] JU

(3.6)

Substituindo este resultado na Equagao (3.5), resulta no ganho funcional maximizado

indicado pela formulacdo que se segue

(8(a") —gi(@k))?

fG Aaj) = = = = ——.
(a) 2(Kii +Kjj — Kij — Kji)

(3.7

Portanto, a estratégia de selecdo do conjunto de trabalho pode ser dada pela selecdo

do par de indices (i, j) que maximiza o ganho funcional, isto é

(i) = argmax | —(81(®) —gn(@))*

_ Z ~ - . (3.8)
il L 2(Km + Ky — Ky — Ki)

No algoritmo SMO de primeira ordem, o denominador da Equacdo (3.8) € negli-

genciado devido alto requerimento para o seu coOmputo. A avaliacdo do denominador tornaria a
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complexidade desta metodologia quadratica (Yu ef al., 2023b). Neste cendrio, a heuristica de

selecdo do par de multiplicadores é como se segue

(i, j) = argmax (g, (&) — gm(a)). (3.9)

m,l

Obviamente, o mesmo resultado dado pela Equacao (3.9) pode ser obtido pela

expressao
i =argming;(a¥), j=argmaxg,(a). (3.10)
[ m

O detalhamento do procedimento de calculo para o SMO de primeira ordem ¢é
mostrado no Algoritmo 5, onde g(af) = [g1(aF),...,g,(a*)]” indica o vetor gradiente de
7(a).

Algoritmo 5: SMO de primeira ordem
Entrada: X, Limiar &
1 inicio
2 Inicialize @’ =0, g(a’)=—-yek=0.
3 | while max;(gi(a)) —min;(g;(a)) > € do
4 Selecione o conjunto de trabalho (i, j) utilizando a Equacdo (3.9); Calcule Act*
com a Equacdo (3.6); Atualize a varidvel dual a**! utilizando a Equacdo (3.4);
Atualize o gradiente g(et*); Faca k <— k + 1 e retorne ao PASSO 2;

5 end
¢ fim
Resultado: Solucido Dual a*

3.2.2 SMO de Segunda Ordem

A grande diferenca do SMO de segunda ordem estd no fato de que na selecdo do
conjunto de trabalho, considera-se o denominador apresentado na Equacao (3.8). Ao considerar
este termo na avaliacdo e selecdo do par de multiplicadores de Lagrange, é necessdrio uma busca
que torna a complexidade de processamento quadratica, o que pode inviabilizar o uso de tal
metodologia para grandes bases de dados (Lopez e Suykens, 2011). Para tornar vidvel o uso do
SMO de segunda ordem, Platt (1998), Lopez e Suykens (2011) empregaram um método que
primeiro utiliza o SMO de primeira ordem para selecionar o indice i e com este determina o

indice j utilizando o SMO de segunda ordem, como dado em
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i = argming; (),
!

o) — o (k)2
j = argmax (1(@") —gi(@”)) .
14 L 2(Ki+ Ky — Ky — Ki;)

(3.11)

Embora o algoritmo SMO de segunda ordem aumente o nimero de operagdes para
manipulacdo da matriz de kernel, o ganho funcional € maior do que aquele proporcionado pelo
SMO de primeira ordem a cada iteragdo. O procedimento de célculo para esta metodologia é
equivalente ao de primeira ordem, como descrito no Algoritmo 5, apenas atualizando o passo 4

para acomodar a nova estratégia de selecdo do conjunto de trabalho.
3.2.3 Selecao do Conjunto de Trabalho pelo Ganho Funcional (FGWSS)

O SMO de segunda ordem apresenta uma desvantagem, relacionada a selecao do
indice i, uma vez que g;(¢) pode ndo satisfazer a condi¢do KKT, de tal forma que pode existir
um indice 7 que satisfaz |g;(ct)| < g:(e). Em Fan et al. (2005) foi proposto a sele¢do do indice i
baseado no valor maximo de |g(@)| e, em seguida, a sele¢do de j utilizando o SMO de segunda

ordem, ou seja, i é obtido por

i = argmax |g; (a¥)], (3.12)
l

enquanto j € dado por

o) — o:(ak))?
j = argmax | (8@ —&i@)” |
14 [2(Ki+ Ky — Ky — Ky;)

(3.13)

No caso do mesmo gradiente g(¢), usar o conjunto de trabalho (i, j) selecionado
pelo FGWSS sempre garante que a variacdo na fung¢do dual seja maior ou igual a estratégia de
méxima violagdo de pares (maximum violation pair, MVP) (Yu et al., 2023b). O procedimento
de célculo utilizando a estratégia FGWSS do SMO € equivalente ao de primeira ordem, conforme
descrito no Algoritmo 4, subsituindo apenas o passo 4 pelo novo esquema de selecdo do conjunto

de trabalho.

3.2.4 SMO Conjugado de Ganho Funcional LSSVM (CSMO-LSSVM)

A principal diferenca do SMO Conjugado de Ganho Funcional LSSVM (conjugate
functional gain SMO LSSVM, CSMO-LSSVM) para a abordagem do SMO de primeira e segunda
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ordem, estd no uso da heuristica FGWSS para a selecdo do conjunto de trabalho, bem como, na

direcdo de atualizacdo da varidvel dual, que é dada por

@ (3.14)

z =R+ nzi 1.
A direcdo hfj ¢ determinada pelo FGWSS, e r; € o parametro conjugado. O tamanho
do passo 6timo pode ser obtido através do critério de busca linear exata > (Pérez e Prudente,
2019), considerando a fungio ¢(p;) = Z(et* + przi) e aplicando a condicio de gradiente nulo

no ponto 6timo como detalhado a seguir

' (pr) =2 VD (& + przy)

=z, g(a" + pezy)
T1#(erk
=z [K(" + przi) =y
_ ' _ (3.15)
=z Ka* + pzf Kzx — 20y
—z{ (Ka* —y) + puzi Kz — 2]y
=z, 8(a") + puz( Kz,
assim, fazendo ¢’(py) = 0, pode-se obter o tamanho do passo 6timo como dado abaixo
T o vk
=t 3.16
pk Z]’{KZ]{ ( )
Além disso, o ganho funcional desta metodologia pode ser expresso como segue
1 . _
fo=2a") - 2(ak") = —Epz,{sz — pzl (Kak —y). (3.17)

Substituindo a Equacao (3.16) na Equacao (3.17) e utilizando o fato de que z; é

direcdo de descida, ou seja z,{_]g(ak) = 0, obtém-se a expressao

1(g ak Th{c 2
fo=2(a")—2(a") 25%, (3.18)
k

Este critério visa determinar o tamanho do passo que fornece o minimo valor da fun¢do objetivo ao longo da
direcdo de busca.

2
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em que,
v(r)=z/Kz; = (hf-‘j +rz1)'K (hf-‘j +rzi—1). (3.19)

Assim, com intuito de maximizar o ganho funcional por iteracdo, f, determina-se o
pardmetro conjugado que minimiza o denominador, y/(r). Utilizando a condi¢o de gradiente

nulo, tem-se que

z;_ Khj;
2Kz
Os detalhes para 0 método CSMO-LSSVM sio apresentados no Algoritmo 6.

Algoritmo 6: CSMO-LSSVM
Entrada: X, Limiar €

W (r) =2(zf Khf; + 1z 1Kgi_1) =0 — r* = — (3.20)

1 inicio

2 Inicialize ® =0, g(a)=—-y, zo=t9=0, °=1ek=0
3 | while max;(gi(a)) —min;(gi(a)) > € do

4 k+—k+1.

5 Selecione o conjunto de trabalho (i, ji) de acordo com as Equagdes (3.12) e

(3.14).
6 Calcule as colunas da matriz de kernel [K];, € [K].;,.
gkl

7 rp +— & fk*i]k

8 2 — Wz

9 th— [IZ];,-k — [K];jk + gkl

10 e—itf —1f

1 Calcule py «+— M

12 Atualize a varidvel dual af «+— aF~! + PiZk

13 Atualize o gradiente g(at*) «— g(ak=1) + pit*

14 end
15 fim

Resultado: Solucio Dual a*

Neste capitulo, foram apresentados os métodos mais comumente empregados para
a tarefa de esparsificacdo do vetor de multiplicadores de Lagrange 6timos obtidos durante a
etapa de treinamento de LSSVMs. Um maior enfoque foi dado aos métodos que utilizam poda
iterativa, como o P-LSSVM e IP-LSSVM. Além disso, também foi detalhado o recente método
FSLM-LSSVM, que combina o uso do algoritmo LM com um esquema de poda iterativa que

favorece a obtenc@o de uma solucgdo esparsa com rdpido treinamento.
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A fim de trazer o racional adotado nas novas propostas, foi apresentado o método
CSMO-LSSVM que utiliza um algoritmo SMO com direc¢ao de descida conjugada para a solu¢ao
do problema dual correspondente, este serve como base na fundamentacio da primeira proposta.
O préximo capitulo apresenta todo o formalismo matematico associado as duas novas propostas,
considerando suas provas de convergéncia, bem como, uma estimativa de suas complexidades

computacionais. 1
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4 METODOS PROPOSTOS

Neste capitulo, dois novos métodos sdo propostos para o treinamento rdapido e
esparso do modelo LSSVM. Na primeira proposta, o algoritmo SMO de trés termos conjugados,
originalmente aplicado para o treinamento de SVMs (Yu et al., 2023a), foi adaptado para a
solug¢do do problema dual decorrente do treinamento de LSSVMs com a adicao de um método
de poda iterativa baseada no ganho funcional do problema dual (Zeng e Chen, 2005).

Enquanto na segunda proposta, o problema dual € resolvido via o uso de um recente-
mente publicado método do gradiente conjugado espectral (Wang et al., 2020), que utiliza um
esquema de escolha dos parametros espectral e conjugado que favorece o desenvolvimento de
uma nova direcao de busca que satisfaz a propriedade espectral e a condi¢do de descida simul-
taneamente, favorecendo alto ganho funcional a cada iteracdo. Além disso, solugdes esparsas
sao obtidas pelo uso de um novo método de poda iterativa de tamanho varidvel, que se baseia na

proximidade do padrdo ao hiperplano de decisdo para a realizacio da poda.

4.1 SMO Conjugado de Trés Termos LSSVM (Proposta 1)

O sucesso de aplicagdes envolvendo o método das direcdes conjugadas tem impul-
sionado diversas pesquisas na drea de otimiza¢gdo numérica tanto de um ponto de vista tedrico
como aplicado, resultando no desenvolvimento de novos gradientes conjugados com melhores
propriedades (Wang et al., 2020; Kostopoulos e Grapsa, 2009; Zhang, 2009).

O método do gradiente conjugado de trés termos é uma dessas variantes. Este
método apresenta como um dos principais atrativos possuir um elevado ganho funcional por
iteracdo, além de possuir convergéncia assegurada, mas com a desvantagem de necessitar de

mais computos em cada iteracio (Beale, 1972). A direcdo de busca para este método é dada por

2k = —8k + OkZk—1 + Mk—121 4.1)

em que, g representa o gradiente da funcio objetivo, ; indica o parAmetro conjugado, L
representa o parametro conjugado de trés termos e z; com 1 <t < k sendo a dire¢c@o de reinicio.

Tendo como referéncia o gradiente conjugado de trés termos, propde-se o algoritmo
SMO conjugado de trés termos LSSVM (three-term conjugate-like LSSVM, TCSMO-LSSVM)

para a solugdo rapida do problema dual no treinamento de modelos LSSVM. Neste contexto, a
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regra de atualizacido dos multiplicadores de Lagrange é dada por
akt! = af + PiZk, 4.2)
em que

B+ &1z 1+ G 2zi 2, se k>1
= (4.3)

0, demais casos.

O vetor h;; é determinado pela estratégia de selegdo do conjunto de trabalho FGWSS,

sendo definida como indicado abaixo

0 0
0 0

Os termos 1; e 1 indicam valores unitdrios nas posi¢des dos indices (i, j) seleciona-
dos pelo FGWSS. Avaliando as restri¢des de igualdade para os multiplicadores de Lagrange no
problema dual, tem-se que

Yot =Y af +pi[Y Siizi 4+ Y 8ozl 5] =0, (4.5)
i=1 i=1 i=1 i=1

portanto, para satisfazer a condicao de igualdade do problema dual, deve-se ter

Yz =0 (4.6)
i=1

€

_Zz;;,z =0. 4.7

O parametro conjugado &;_; é consistente com a formulagdo obtida em Yu er al.

(2023b) e € dado pela expressao

T &

& =
k_l — T T~ .
2 Kz

(4.8)

Considerando ¢(p;) = Z(a; + przr) e lembrando que para a LSSVM, tem-se
2(a) = a’ Ka —y" a, a partir da busca em linha exata (Watkins, 2004) é possivel determinar o

tamanho do passo 6timo em cada iteracdo da nova proposta, como indicado por
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0'(pr) = 2 V(" + przy)

=z g(a" + prz)
=z [K(&" + pizi) — ) “9)
=z Ko + piz{ Kz — 2]y |
=zl (Ko —y) + pizl Kz

=z, 8(&") + puzi Kz

Ao se considerar que ¢’(p;) = 0, obtém-se o tamanho do passo 6timo como

pr— 4@
g 'Kz

(4.10)

Com isso, substituindo a formulacdo para a direcdo de atualizagcdo z;, mostrado na

Equacdo (4.3), tem-se que o tamanho do passo 6timo pode ser dado por

(hi.‘j + 8 12k—1 + Sk—ozi—2) g(ak)

pi=- o , (4.11)
ou seja,

—(h)Tg(ak) — 81zl ,g(aX) — &zl g(ok
p;;: ( 1]) g( ) k—1 k71g< ) k—2: k,zg( ) (412)

z,{f(zk
Sendo as diregdes zx_1 € zx_» conjugadas, tem-se que z/_,g(a) =z ,g(ak) =0,

logo o tamanho do passo 6timo pode ser definido por

gT(O‘k)hi'(j

= 4.13)
Z/{sz

Pr =—

Avaliando o denominador z,{l?zk, tem-se que a expressao resultante pode ser consi-
deravelmente simplificada pelo uso da Equagdo (4.8) que fornece o pardmetro conjugado, ;" ,,

na atualizacao da direcdo de descida z; como dado em

zi Kz = (hij+ Sc1ze1 + Scozi2) K (hij + 8 12k—1 + S —22k2)
= (h{;)" Khf;+28, 1 (b)) Ko +28 2 (hf;) Kz 2+ (4.14)

2 T B 2 T B
O 12— 1Kzk—1 + 8124 oKzp—2.
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Substituindo a Equacio (4.8) em (4.14), obtém-se a expressdo quadritica em &_,

da seguinte forma

T K\T fpk [(hf'cj)TKZk—l]z k\T % 2T B
2 KZk = (hij) Khij - zngk_l + 26k—2(hij) KZk_z + (6k_2) Zkfszk—Z' (4.15)

Ao se considerar que fi(%_2) = z,{f(zk € possivel notar que a expressao resultante é
quadrética e com facil obtencao dos pontos extremos, uma vez que, coincidem com o vértice da
pardbola que representa a fung@o fi (6;_»).

Note que o intuito de determinar 8_, que minimiza o termo z,{f(zk ¢ exatamente
maximizar o ganho funcional por iteragcdo, ja que este termo € inversamente proporcional ao
ganho para métodos que utilizam o algoritmo SMO com dire¢des conjugadas como mostrado na
Equagdo (3.18). A expressdo quadratica dada pela Equagdo (4.15) pode ser simplificada pela

introducdo de termos auxiliares ay, by e ci, resultando na férmula familiar abaixo
fi(8c2) = akSF 5 +2by S + cx, (4.16)

em que,

(
T p .
ar = z;_,Kzp2;

bk = (hfj)Tf(Zk,Q; (4- 17)

kT g 2
ok \Terk L) Kz ]
o = () Kb — =

Uma vez que a; > 0, Vk > 3, existe um dnico valor minimo de f;(d_2) no ponto

0;_,, dado pelas coordenadas

b? g (B)TKzi1)* [(BY)TKzi—o)?
fil8y) = cx— =2 = () Khj; — —— - (4.18)
ag Z;_ Kz Z; Kz
c
b K"Kz,
5;_2:_12_(}1)#‘ (4.19)

Teorema 4.1.1. Se zgf(zq >0 (q=k—1,k), entdo o ganho funcional do TCSMO ¢é maior do
que o ganho funcional do CSMO, como também do SMO padrdo (Yu et al., 2023a).

Demonstracdo. Com base na definicao da direcdo z; e estabelecendo que z,{f(zk = A’}CSMO,

entdo pela Equacdo (4.15), tem-se que
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WKz 1]?
M%—Z&,z(kf

Ak — (KT KRR —
TCSMO ( z]) ij Z]{,Iszfl

) Kzi_a+ (8¢—2)°zi_oKzpo. (4.20)

Substituindo nessa expressao, &, ,, dado pela Equagdo (4.19), resulta na seguinte

expressao
A oo = (W) TRRE — [(hff)T{?z"*l]z _ 10 )T{ZZ"’Z]Z < (W*)TRnY - —thf)T{zz"’l]z — A
TCSMO ij ij Z]{,Iszfl Z]{,ZszfZ = \"%j ij Z]walekfl CSMO»
(4.21)
além disso, o ganho funcional do TCSMO ¢ dado por
1 [(r) g(a")? _ 1[(h};)" 8(a"))?
@(ak) . @(ak—i-l) _ 5 Zk > z l]Ak _ f(T;CSMO > f(C;’SMO’ (4.22)
TCSMO CSMO
logo, tem-se a seguinte relagdo de ordem fLCSMO > fCSMO > fSMO O

4.1.1 Implementagcdo Computacional do TCSMO-LSSVM

Com intuito de reduzir o custo computacional, 0o TCSMO-LSSVM atualiza de forma
incremental o gradiente e emprega o método do vetor auxiliar de uma forma similar ao que foi
feito nos trabalhos do CSMO e TCSMO para o modelo SVM. De um forma geral, define-se a
constante PX = z,{f(zk e o vetor auxiliar vK = Kz;. Com estas defini¢des, os seguintes pardmetros
sao dados por expressdes mais concisas e simplificadas, a saber (Torres-Barran et al., 2021; Yu

et al., 2023a)

K )TKzi ek — )Tyl (vh1 _yk-!

6/(—1 :_(711])# :_( l i)_] - ( l k_]J )7 (423)
W) Kz ek —ek)Tvk=2  (vk=2 _yh=2

8 n = —W# _ i)_z _ W ] ), (4.24)
Zk 2sz 2 ‘P lP

vk =Kz = ff(hf'{j + 8121+ O 2zk2) = K] — [K]j+ & vVF T+ § v (4.25)

P* =z Kz = (hf;+ 1251 + Sc2zi—2) Kz = (hf;) Kz = vi — V¥, (4.26)
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B _gT(akh{'(j) B g’; —g{-‘ 4.27)

Do exposto, o detalhamento para implementacdo do TCSMO-LSSVM ¢ apresentado
pelo Algoritmo 7, enquanto o fluxograma da proposta € detalhado na Figura 5. Na linha 2,
a®, z_1,z_», V_| e V_, sdo iniciados com o vetor nulo e com isso glap) = Koy —y=-y,
P~ =¥=2 = 1. No que se segue, a linha 4 indica o emprego da estratégia FGWSS para selecio
do conjunto de trabalho, que é o par de indices (i, j) que determina quais multiplicadores de
Lagrange, (0, ®j) devem passar por atualizagdo em uma dada iteracao.

Determinado o conjunto de trabalho para uma dada iteragcdo, o pardmetro conjugado,
Ox_1, € 0 parAmetro conjugado de trés termos, & _,, sido calculados utilizando a Equagéo (4.23)
e a Equacdo (4.24), respectivamente. Neste ponto, percebe-se a importancia do uso do vetor
auxiliar v¥ na simplificagio tanto das equagdes como na implementacio computacional.

Na linha 5 a dire¢do conjugada para a k-ésima iteracdo pode ser construida com
base nos parametros calculados na linha 4 e com as dire¢des de dois passos anteriores, Z;_ |
e Zx—» utilizando a Equacgdo (4.3). Uma vez que se tenha calculado a dire¢do para a iteragao
correspondente, deve-se ter uma atualizacao das duas direcdes passadas, ou seja, Zx_» < Zx_1 €
Zk—1 <= Zk.

Com todas as informagdes anteriores, € possivel atualizar o vetor auxiliar utilizando
a Equacdo (4.25) como mostrado na linha 6, com posterior atualizagdo dos valores dos vetores au-

vi=2 = vkl e vkl = vk Em seguida, a constante y* é determinada

xiliares passados, ou seja,
pela Equagio (4.26), com as posteriores atualizagdes w =2 < y*—1 e yh~1 < yk,

Para finalizar a iteracdo, as linhas 8, 9, 10 e 11 correspondem ao calculo do passo
de atualizacdo, p; pela Equacao (4.27), seguido pelas atualizagdes dos multiplicadores de
Lagrange como dado pela Equacdo (4.2) e pela atualiza¢do do gradiente utilizando a expressao
(o) = g(a*) + prvi.

Dado um determinado limiar €, tem-se que estes procedimentos sdo repetidos até
que a condigdo max;(g;(e)) —min;(g;(e)) < € seja alcancada ou até que o nimero maximo de

iteragdes seja alcangado. Esta condigdo corresponde a ||g|| < € ou que a norma do residuo em

uma dada iteracdo esteja abaixo do limiar €.



65

Algoritmo 7: TCSMO-LSSVM
Entrada: X, Limiar &

1 inicio
2 | Imicializea’ =z 1=z ,=v'=v2=0, g(a®)=—y, ¥ '=¥2=1¢
k=0
3 | while max;(gi(a)) —min;(gi(a)) > € do
4 Selecione o conjunto de trabalho (i, j) de acordo com 3.12; Calcule o pardmetro
: viloyh .
conjugado O;_| = (llpk—*lj e o parametro conjugado de trés termos
(vi?-vi?)
&2 =~
5 Construa a direc@o conjugada
k
zr=h;+ 0121+ & 222
-2 < Zk—1 € Zp—1 < 25
6 Atualize o vetor auxiliar
k_ 1@ P k—1 k—2
Vi =[K];— [K].j+ &1V + &2V
vE=2 = vkl eyl =k
7 Calcule a constante
k k__k
\Pk—Z <:\Ijk—l e\Pk—l <:‘Pk'
k_gk
8 Determine o tamanho do passo p; = g{P—kg’;
9 Atualize a varidvel dual a**! = ok + PrZk;
10 Atualize o gradiente g(a**!) = g(ak) + pvi
11 Facak<—k+1
12 end
13 fim

Resultado: Solugdo Dual a*

4.1.2 Convergéncia

A demonstracdo da convergéncia do algoritmo segue de perto o mesmo racional

adotado em Yu et al. (2023b). Para tal fim, é necessario estabelecer duas proposicoes.

Proposicao 4.1. Para o algoritmo TCSMO-LSSVM, o ganho funcional em duas iteracdes

subsequentes satisfaz a seguinte desigualdade.

ak o ak+1
fg;CSMO(Aak) > H 2,)/ H

Demonstracdo. Dado que o algoritmo SMO é convergente, a sequéncia, X, gerada pelas suas

(4.28)

iteracoes € mondtona decrescente e seu ganho funcional em duas iteragdes adjacentes satisfaz a
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Figura 5 — Fluxograma para o algoritmo TCSMO.

k _ ok k
4 =v; -V,

m —i gla*™h) = g(a®) + prvi I‘ atl = a* + ppzy
——

Dados ?

vk = [K]; — [K]j + 831 VF7! 4 8ppVf2 H zZp = h,@ + Ok-12k-1 + k2 Zp—2

calcule ;_1 e &y

Inicie o algoritmo
TCSMO

A

Critério de parada

satisfeito 1 . -
Nao Calcule a direcdo Zj
Sim

4

Solucao dual Selecdo do conjunto de
6tima trabalho pelo FGWSS ’

—]

Fonte: Elaborada pelo autor.

desigualdade
k _ ogk+1
a —a
fMO(Aak) > ljof ™| (4.29)
2y
Portanto, pelo Teorema 4.1.1, tem-se a desigualdade esperada dada por
k k+1
a —o
fGTCSMo > ngo > H . ” _ (4.30)
Y
]

Proposicio 4.2. A funcdo dual 2 (@) tem uma cota inferior —2%, em que Apin(K) >0

indica o menor autovalor da matriz K.

Demonstragdo. De fato, a funcao dual satisfaz a desigualdade

1 -
P(a) = EaTKa —ya>—yla, 4.31)
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uma vez que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz pode-se obter a seguinte relacdo
yia<|ylllel (4.32)
e sabendo que A,,i,(K)a”a < a” Ka entio

-
laf = VaTa < | 2XK& 433)
Amzn(K)

em razao disso

s
T a’Ka
y o < [yl fle] | < iyl = (4.34)
)me(K)
Note que 0 € solucdo factivel do problema dual, o que implica que
| a’Ka ~ 2
—a’Ka<a’y<|y||y/ —= — ValKa < H—)’H~’ (4.35)
2 Amin (K ) Aomin (K )
portanto, aTy < % € com 1SSo
Amin(1<)
2
g(a)> - (4.36)
2'mzn(1<>
]

Teorema 4.1.2. A sequéncia {a} gerada pelo algoritmo TCSMO-LSSVM converge para um

otimo global a* do problema dual.

Demonstracdo. Pela Proposicao 4.1, sabe-se que a fungio dual Z(at) é estritamente decrescente
em todo o processo iterativo. Além disso, pela proposicdo 4.2, tem-se que fGTCSM O(Aak)
converge para 0, segue-se que a sequéncia {@**! — ¥} ainda converge para 0. Como K é uma
matriz definida positiva simétrica, a fungio dual Z(a*) € estritamente convexa e com isso existe
uma solugio 6tima global tinica &*. Portanto, {@*} tem uma subsequéncia {@**} com limite
dado por &. Sem perda de generalidade, suponha que o par de indices (ir, jr) foi selecionado,
entdo considere o limite

gir (&) —gjr (@) = lim (gir (™) —gjr (&)

(4.37)
= lim (A(ks) +B(ks) +C(ks)),

ks—yoo

em que
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— A(ks) = gir (") — gir (aFT1);
— B(ks) = gir (&P 1) —gjp(aF 1) e

— C(ks) = gjr(a®th) — g jp(a).

Como {a**! —a*} converge para 0, ambos A(ks) e C(ks) convergem para 0 quando
ks — co. Além disso, B(ks) = 0 é sempre satisfeito, entdo segue-se que g;r (&) —g;r (&) = 0.
Considerando o método de selecdao do conjunto de trabalho, pode-se tomar um outro limite e

utilizando a proposicdo 4.1 chegar ao seguinte resultado

(8/(8) (@) = (lim (gi(0) —g(a)2. ¥i.J
<"Tﬂ<hm (8:(0") — g, (@)’
TRz o & j (4.38)
hTKh

Tz —I = (gir (&) —g;r(&))> =0, Vi,j

Com isso, tem-se que g;r (&) = gr (&), Vi # j, logo, tem-se que as condigdes KKT
sdo satisfeitas e o valor limite & é a solugdo 6tima global dnica de Z(@), ja que a mesma é

estritamente convexa.

4.1.3 Complexidade

Ao avaliar o algoritmo TCSMO-LSSVM em termos de complexidade, nota-se que o
mesmo apresenta cdlculos adicionais em cada iteragdo, quando comparado aos algoritmos SMO
e CSMO. De fato, ao avaliar o SMO, observa-se uma complexidade de 2n operagdes de ponto
flutuante por segundo (floating-point operations per second, flops) para a sele¢cdo do conjunto
de trabalho e n flops para a atualizacdo do gradiente. Para o algoritmo CSMO, a selecdo do
conjunto de trabalho também requer 2n flops para a sua realizagdo e n flops para a atualizagdo
do gradiente.

Definindo ny e n, como o nimero de elementos nao nulos do vetor auxiliar v e da
direcdo conjugada z, entdo a atualizagdo de z e & requerem 2n, flops e a atualizagdo do vetor
auxiliar requer ny flops. Destaca-se que n, ~ n e n; < n. Portanto, para o CSMO sdo requeridas
2n; +ny + 3n =~ 4n flops.

O procedimento iterativo do TCSMO-LSSVM difere do CSMO apenas na atualiza-

¢ao do vetor auxiliar v e dire¢do z que usam informagdes de dois passos anteriores. Assim o
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TCSMO-LSSVM necessita de 2ny flops para atualizar v e 2n, para atualizar z, ou seja, para o
processo completo requer 4n, + 2n, + 3n ~ Sn.

Portanto, o algoritmo TCSMO-LSSVM € mais custoso por iteracdo do que o SMO e
0 CSMO. No entanto, o ganho funcional do TCSMO-LSSVM ¢€ superior aos dos demais como
indicado pelo Teorema 4.1.1, ou seja, em poucas iteracdes a nova proposta alcanga convergéncia.

Um resumo dessa discussao € indicado na Tabela 3.

Tabela 3 — Custo em flops por iteragdo e ganho funcional de cada

metodologia.
Algoritmo  Flops Ganho
SMO 3n Menor
CSMO 4n  Intermedidrio
TCSMO S5n Maior

Fonte: elaborada pelo autor.

4.1.4 Poda Iterativa

O uso do algoritmo TCSMO para a solucao do problema dual do LSSVM permite
o rapido treinamento de modelos LSSVM, uma vez que tal algoritmo de otimizagdo apresenta
elevado ganho funcional por intera¢do. No entanto, o problema relacionado a falta de esparsidade
da solugdo 6tima se mantém.

Para contornar tal desvantagem, empregou-se uma metodologia de poda que leva
em consideracio aqueles padrdes que menos contribuiram para o ganho funcional durante o
treinamento do LSSVM. O racional empregado € similar ao apresentado em Zeng e Chen (2005).
Para fins de entendimento, considere o problema dual do LSSVM como dado pela Equacao

(2.26) e a condi¢ao KKT dada pela expressao

V@(a):g(a)zf(a—y:O—>F,-: Zajkij_yi (4.39)
j=1

Para derivar um critério para a poda, a funcdo objetivo dual é reescrita usando a

defini¢do de F;, como dado abaixo
1
(@) =3} a(yi—F). (4.40)
i

Se a amostra k é removida do conjunto de treino, a func¢io objetivo deve passar por
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atualizacdo para considerar somente as amostras restantes, ou seja
n 1 /
7)) =3 ) alyi—F), (4.41)
i£k
em que a k-ésima amostra ndo é computada no somatério para a obten¢do de Z(a’), o' =
(..o O, Qs 15, 0) € F/ = F; — 0y K. Considerando que a remogdo de uma amostra k
ndo afeta diretamente os vetores de suporte das outras amostras, mas introduz a atualizacdo de

todo F;, conduzindo assim a diferenga d(.¢’) na fung@o objetivo, derivada pela expressdo

d(2)= %Zai()’i—Fi) - % Zoci(yi—F,-’)

iZk
1 1 1 ,
=5 2 00— F) + (e —Fie) = 5 Y ai(yi—F)
i#k i7k
1 1
=5 Z oi(F —F)+ Eak(yk — Fy) (4.42)

—1 . . 1
= 7(2 004 Ky — oK) + 200 — Fi)
7
1,
= EakKkk — oy Fy.

Com o intuito de considerar apenas os padroes que mais contribuem para a mini-
mizagdo da fungdo custo dual, Z(.), retira-se o padrao k que apresenta o menor valor de d(2).
Além disso, € importante destacar que a poda de uma amostra com posterior retreinamento nao é
eficiente em contextos de processamento de grandes bases de dados. Portanto, o procedimento
de poda € realizado como um pds-processamento ao treino, permitindo a obtencdo de uma
solugdo esparsa sem grandes impactos na performance preditiva do modelo. No Algoritmo 8 s@o
detalhados os principais pontos relacionados ao processo de poda iterativa do modelo proposto.

As linhas 2 a 7 consistem na inicializagdo do algoritmo. Nas linhas 1 e 2 sdo
construidos os conjuntos ativo e inativo. Inicialmente, o conjunto ativo é formado pelo conjunto
Iy ={1,2,...,N}, em que N representa o nimero de padrdes de treinamento, jd o conjunto
inativo € iniciado sem elementos, em outras palavras, o conjunto ativo € iniciado com todos os
padrdes de treino e o inativo € vazio.

A linha 5 mostra a expressdo para o cdlculo do termo de erro E = max(g(a)) —
min(g(a)) que funciona como um indicativo do valor da norma do gradiente, ou ainda, a norma
do residuo. Vale frisar que este termo € calculado com base na estimativa final do vetor gradiente

ao fim do treinamento do TCSMO-LSSVM.
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Na linha 7 o termo F ¢ iniciado utilizando a Equacao (4.39). Em seguida, o laco
principal do algoritmo € iniciado. Na linha 9 o termo de diferenca, d(2), é calculado para cada
padrdo de treinamento utilizando a Equagao (4.42), sendo as N, amostras com menores valores
de d(2) podadas.

Uma vez que a poda tenha ocorrido, deve-se ter uma atualizacdo dos conjuntos ativo
e inativo. Os indices dos padrdes podados sdo transferidos do conjunto ativo para o inativo. A
linha 12 apresenta a expressdo para a atualiza¢do do valor de F, uma vez que padrdes foram
retirados o valor de F deve ser recalculado para considerar apenas o conjunto ativo atualizado.

A atualizagdo do gradiente deve ser realizada sempre que ocorre atualizagdes nos
conjuntos ativo e inativo. O procedimento completo se repete até que o nimero maximo de
iteracdes tenha sido alcangado ou caso os valores do termo de erro em iteracdes sucessivas fique

abaixo de um dado limiar.

Algoritmo 8: Poda baseada no ganho funcional

Entrada: Solucdo ndo esparsa a*, gradiente g(a), Niumero de padrdes podados por
iteragcdo, N,, Nimero maximo de iteragdes K e Limiar €

inicio

Inicie o conjunto ativo com os indices de 1 ao nimero de padrdes de treino;

Inicie o conjunto inativo como um conjunto vazio;

Inicie o erro, E usando a expressao.

N A W N =

E = max(g(e)) — min(g(a))

6 Calcule o vetor F;

F=Ka-y
8 while k <= K & E,—E,_1 <=¢do
9 Calcule a diferenca d(-Z’) e remova os N, padroes com menores valores para
d(2);
10 Atualize os conjuntos ativo e inativo;
11 Atualize o vetor F';

12

F = F —Kalinativo,:]

Atualize o gradiente;
13

g(a) =Kalativo,:] —y

Faca k <—k+1
14 end
15 fim
Resultado: Solucio esparsa a¢*
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4.2 Gradiente Conjugado Espectral LSSVM (Proposta 2)

O método dos gradientes conjugados trouxe varios beneficios quando comparado
ao seu antecessor gradiente descendente, como ortogonalidade dos residuos, conjugacdo das
direcdes, direcdes anteriores nao precisam ser recalculadas e custo somente um pouco superior
ao gradiente descendente por iteracdo. No entanto, o emprego de busca em linha exata no cdlculo
do passo de atualizagdo 6timo requer a realizacao de produtos vetor-matriz, que em cendrios de
alta volumetria pode requerer alto custo de processamento (Barzilai e Borwein, 1988; Birgin
e Martinez, 2001). Visando alternativas a busca em linha exata, os métodos espectrais sao
propostos com a ideia de utilizar uma informacao de segunda ordem aproximada na estimativa

do passo 6timo.

4.2.1 Métodos Espectrais

Uma alternativa eficiente as buscas lineares tradicionais foi proposto em Barzilai
e Borwein (1988). O método desenvolvido utiliza informacdes de duas iteracdes consecutivas
para calcular o passo, &, baseado em uma aproximacdo da curvatura local da funcdo, quase sem
custos adicionais. De fato, a metodologia apresenta comportamento similar aos métodos de
segunda ordem (Newton ou quase-Newton), mas sem calcular e nem armazenar a Hessiana.

Dado os valores de duas iteragdes consecutivas de uma varidvel de otimizagao x,
ou seja, conhecendo os valores x; € x;_ 1, defina o deslocamento no espago das varidveis como
Sk—1 =X; —X_1 € a variagdo no gradiente da fung¢do objetivo, f, comoy;, = Vf(xy) — Vf(xr_1),

entdo pelo método de Barzilai-Borwein, o passo pode ser dado pelas expressdes que se seguem

T
S _18k—1

a}: _ l} 1 (4.43)
S 1Yi—1

c

T

s _

of = 2L (4.44)
Vi 1Yk—1

Os valores a,i e a,f sdo ainda conhecidos como passos BB| e BB;, respectivamente.
Em linhas gerais, tem-se que:
— O uso de BB favorece avancos rapidos, mas menos estaveis;
— O BB; favorece avangos mais graduais e mais estaveis.
Uma das propriedades dos métodos espectrais que o fazem ser similar aos métodos

quase-Newton estd no fato de utilizarem a condi¢do de secante para métodos quase-Newton
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(Broyden et al., 1973; Broyden, 1973). Esta condicdo afirma que a matriz que aproxima a

Hessiana, By, ou sua inversa, Bk_l, devem satisfazer a relacdo

B 18k = yr, (4.45)

em que essa condi¢do € uma generalizagdo da aproximacao de primeira derivada usada no
método da secante unidimensional e garante que a nova aproximag¢do da matriz (ou sua inversa)
"lembre"a informacd@o do dltimo passo de iteracdo, aproximando-se da verdadeira Hessiana
(Broyden, 1973). No caso de métodos espectrais, a ideia € utilizar o escalar O‘Lk para aproximar a

Hessiana By, ou ainda

1
—S8k = Yk, (4.46)
O+1

em que o passo 0y € selecionado de forma a minimizar o erro quadratico dessa aproximacao,
levando a Equacdo (4.43) e Equacgdo (4.44). A aproximacgdo dada pela Equacdo (4.46) justifica o
termo ’espectral’ na denomina¢do dos métodos. O termo aik atua como uma estimativa espectral
do autovalor dominante da Hessiana na dire¢do atual o que torna o método mais sensivel a
geometria da superficie da fungdo objetivo, justificando a principal desvantagem destes métodos
que € a falta de estabilidade, fazendo que este oscile de forma considerdavel em torno de uma

solucdo.
4.2.2 Métodos dos Gradientes Conjugados Espectrais

Os métodos dos gradientes conjugados espectrais traz os beneficios de redugdo do
custo computacional na estimativa do passo de atualiza¢do, uma vez que, utiliza as informacdes
locais da curvatura da funcio objetivo, sem o uso de busca linear ao mesmo tempo que utiliza
dire¢cdes construidas por conjugagao como no caso do método dos gradientes conjugados padrao,
favorecendo a robustez e estabilidade durante o processo de otimizacdo (Birgin e Martinez,
2001).

O diferencial destes métodos quando comparado aos métodos dos gradientes con-
jugados padrdo, estd na estimativa do passo de atualizacdo que é dado pela uso da Equacgdo
(4.43), ao invés do uso de busca em linha exata como dado na Equacdo (2.36). No que se segue a
metodologia € similar ao detalhado na subsecdo 2.5.2. Com esta adaptacio, o método resultante
¢ caracterizado por:

— Convergéncia mais rapida do que métodos CG padroes;
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— Robustez em otimizagdo de fun¢gdes mal condicionadas;
— Mantém a estrutura conjugada das dire¢des, garantindo eficiéncia em problemas quadrati-
Cos.

Estes métodos sd@o muitas vezes considerados precursores de otimizadores adaptati-
vos modernos e frequentemente empregados em tarefas de ajuste de redes neurais profundas,
como os otimizadores de subgradientes adaptativos (adaptive subgradient, AdaGrad) (Duchi et
al., 2011), de propagacao da raiz quadratica média (root mean square propagation, RMSProp)
(Kurbiel e Khaleghian, 2017) e o de estimag¢do de momentos adaptativos (adaptive moment
estimation, Adam) (Zhang, 2018). No entanto, o problema da estabilidade associado ao uso do
passo de atualizacdo aproximado pela curvatura local da funcdo ainda pode ser considerédvel e
impacta negativamente no processo de otimizac¢ao fazendo com que solu¢des subdtimas sejam

obtidas.
4.2.3 Ajuste de LSSVMs via Gradientes Conjugados Espectrais

A segunda proposta denominada gradiente conjugado espectral LSSVM (spectral
conjugate gradient LSSVM, SCG-LSSVM), consiste no uso de um recente método do gradiente
conjugado espectral para a solu¢cdo do problema dual no treinamento de LSSVMs.

O novo esquema de escolha dos parametros espectral e conjugado favorece o desen-
volvimento de uma nova direcao de busca que satisfaz a propriedade espectral e a condicao de
descida simultaneamente, favorecendo alto ganho funcional a cada iteracdo. Além disso, neste
novo algoritmo, emprega-se o uso de informacgdo de segunda ordem por meio da aproximacao de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno para a Hessiana da func¢ao objetivo dual o que contribui para
uma rapida convergéncia sem grande custos de processamento por iteragcao.

A aproximag¢do BFGS para a Hessiana é dada em termos do deslocamento no espago
de varidveis e na variacdo do gradiente da funcdo objetivo dual, além disso, o passo de atualiza¢ao
€ dado pelo uso do método de busca em linha de Wolfe forte (Pérez e Prudente, 2019) o que
significa que a condi¢do de Armijo forte, que consiste em selecionar um passo p de atualizacdo

que satisfaca a relagdo que se segue deve ser satisfeita

floe+prdy) < flaw) +c1pg” (o )dy. (4.47)

Além da condi¢do de Armijo, na busca em linha de Wolfe forte, o termo de passo também deve
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satisfazer a condi¢do de curvatura, ou seja

81 (ot + prdi)di| < calgy (eu)dyl, (4.48)
ou de forma resumida,

lgi1dil < calgidil, (4.49)

emque,0<cy <cy<l.
Diante do exposto, considera-se a equacdo iterativa dada pela Equacgdo (4.2). Uma
vez que, a direcdo de descida combina o método do gradiente conjugado e o método do gradiente

espectral, a mesma pode ser dada pela combinagao linear a seguir (Hmede et al., 2022b)
di = — 68k + Prsk—1, (4.50)

em que S = O — Oi_1, 8k = Vf(e) e, finalmente, 6, e B sdo os pardmetros espectral e
conjugado, respectivamente. Seja dy, a direcio de descida do método do gradiente conjugado
classico, além disso, considere a aproximacgao de Taylor de 2° ordem para a fun¢do objetivo,

como dado por

— — 1 7 —
W(p) = fl@+pdy) = f(e) + pgidi+ 5p’d; Bid, (4.51)

em que By representa a matriz Hessiana da func@o objetivo no ponto &;. Com o intuito de
encontrar o passo, p;, que minimiza a fun¢do objetivo na dire¢do de descida correspondente,

faz-se y/'(p) = 0. Desta forma o valor 6timo para o passo na k-ésima iteragdo, é dado por

—
_g’d

pp = —SkIk (4.52)
dkBkdk

Dado que para o célculo da matriz Hessiana By € necessdrio a determinacdo de
derivadas de 2° ordem, uma estratégia mais eficiente para sua estimagao € necessaria. Seguindo
o mesmo procedimento do trabalho de Wang et al. (2020), utilizou-se a regra de atualizacao

BFGS para o célculo iterativo da Hessiana (Babaie-Kafaki, 2015; Nocedal, 1980)

T T
Biisi18_Bi1 Ll
By =By 1—— T , (4.53)
Si_1Br—18k—1 Sl
emquel; | =g —gk_1- Com o intuito de reduzir os custos computacionais e de armazenamento,

os esquemas BFGS sem memoria (memoryless) sdo geralmente usados para substituir By (Wang

et al., 2020). Neste trabalho, foi utilizado B;_; como uma matriz escalar dada por

[1l-1]?
Wiy, (4.54)
Si ik
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Entdo substituindo a Equacdo (4.54) na Equacdo (4.53), resulta na expressdo abaixo,

que representa a regra de atualizacdo final para a matriz Hessiana a cada iteragao.

_ 1] L1 2 Skflslil lkflllil
By =9 — - - (4.55)
Siaabe-r U silersi s sl

Para o caso de s,{_]l kr—1 > 0, tem-se que By é simétrica e definida positiva. Se a

direcdo d, é selecionada pela Formula DY (Dai e Yuan, 1999), i.e.:

di=d? = g+ B s, (4.56)

com ﬁ,?y = S}(‘rﬁ%. Substituindo as equacdes (4.56) e (4.55) na Equacao (4.52), obtem-se a

expressao final para o tamanho do passo 6timo aproximado

T
* 8 18k—1
pF = 7 (4.57)
ol ]1Ppy
em que,
2
B (g1 sk-1)° 1 gl |gx!|
pr=1-—f—>+— : (4.58)
gkll*lIse—111* @ \llglllllx—1ll ~ [[Tx-1l]

Para garantir que a propriedade de descida suficiente € satisfeita, bem como, a
propriedade de limitacdo do parametro espectral 6, a técnica de truncamento desenvolvida em

Liu e Liu (2018) é adotada para selecionar 6, e ;, como dado por

6 = max{min{p;, 0, }, o} (4.59)
e

B = 6:.BPY (4.60)
em que ¢, = llfs _]Tll,ﬂzl e P = Tl\{l;ilfﬂ; . O Algoritmo 9 resume todo o detalhamento matemaético

anterior de uma forma sucinta e adequada para implementacao numérica. A Figura 6 apresenta
um fluxograma destacando a sequéncia de etapas para a execucdo do SCG-LSSVM.

Uma vez que sdo dados os valores do limiar de precisdo € para a solugdo e o valor
da aproximacao inicial da solucdo @, as linhas 2 e 3 do algoritmo consistem apenas no cdlculo
dos valores iniciais para a fung@o objetivo e para o gradiente. Com estas informagdes, € possivel

calcular o valor do passo 6timo com base na Equagao (4.57), analisando se as duas condicdes de
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Wolfe sio satisfeitas, do contrério inicie com p = 1 e teste a condi¢do de Armijo, caso esta nao
seja satisfeita reduza o valor do passo até que a condicdo seja satisfeita. Em seguida, verifique a
condi¢do da curvatura, caso esta ndo seja satisfeita, amplie um pouco o valor do passo até que
ambas as condic¢des sejam satisfeitas.

Na linha 6 os multiplicadores de Lagrange sdo atualizados utilizando a Equagao
(4.2). Na linha 7 os parametros espectral e conjugado sdo determinado via as equagdes (4.59)
e (4.60) e, por fim, a direcao de descida € atualizada utilizando a Equacdo (4.50). O processo
completo € repetido até que a norma do gradiente da fun¢do objetivo esteja abaixo do valor limiar

E.

Algoritmo 9: SCG-LSSVM
Entrada: X, y,ap,ee 1 < ¢ <2

1 inicio
2 Inicie k = 0;
3 | Caleule f(atg) = fo = salKaog—y ag e go = Vf(ao) = Koo —y;
4 | while ||g;]| <& do
5 Calcule o tamanho do passo py usando a busca linear como dado na Equagado
(4.57);
6 Atualize a varidvel dual, fazendo o1 = &y + p;d; e o gradiente g;1;
7 Calcule os pardmetros 6y e fB; usando a férmula de truncamento apresentada na
Equacao (4.59) e pela Equagao (4.60);
8 Atualize a direcdo de descida dy | utilizando a Equagao (4.50);
9 facak +— k+1.
10 Retorne ao PASSO 5.
11 end

12 fim
Resultado: Multiplicadores de Lagrange 6timos a*

4.2.4 Convergéncia

Seguindo a fundamentacao estabelecida em Wang et al. (2020), o primeiro passo
para analisar a convergéncia do modelo SCG-LSSVM ¢é provar que a direcdo dada pela Equacao

(4.50) € uma direcdo de descida, conforme enunciado no teorema abaixo.

Teorema 4.2.1. A direcdo de busca dada pela Equacdo (4.50) é uma direcdo de descida suficiente,

ie,

gidr < —K||gkl|%, 4.61)
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Figura 6 — Fluxograma para o algoritmo SCG.

di = =0, 8 + PrSk-1
Inicie o
algoritmo
SCG-LSSVM

{ek = max{min{p}, ¢ }, dx }
Bx = 0k BPY

— 1 TpR T
fo=sayKay—y a 4

a1 = ag + pidy

8k+1 = Ka**!

-y
Critério de parada A
satisfeito
Sim
N&o
‘ p* _ —Si_1 8k1
s o1t 11° Py

Solucao dual
otima

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracdo. Com K € R, além disso, como o parametro 6; é dado pela regra de truncamento

indicada pela Equacdo (4.59), entdo 6 € limitado, ou seja, 3 M,m € R™, tal que

m< G <M. (4.62)

Pelo fato de a busca do tamanho do passo ser feita por meio de busca em linha de

Wolfe, tem-se que as iteragdes do gradiente satisfazem a seguinte expressao (Pérez e Prudente,

2019).

T
8 Sk—1
gk il < clgidi] — tv=F—— €[—c.q]. (4.63)
8i+15k—1

Além disso, pré-multiplicando a Equacao (4.50) por g,{, tem-se que
grdi = —6k(gxl > + Brgi si—1

(4.64)
m 2 2
< — =—-K
1= 1+C|\gk\| ||8k|’ )

1
= OullgalP—
k
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]

Além disso, é importante considerar algumas caracteristicas proprias do problema
dual para o treinamento da LSSVM, delineadas abaixo:
— O conjunto de nivel /" = {a/2(a) = Ja’Ka —y"a < a’Ka} é limitado;
— A fungdo objetivo Z(a) = %an(a —y' & é continuamente diferencidvel e seu gradiente
é lipschitz, i.e., existe uma constante L > 0, tal que ||g(x) —g(¥)|| < L|jx —y||.
Estas caracteristicas do problema dual, permitem inferir que existe uma constante

I' > 0 tal que
gx)|| <T, para um xe.¥. (4.65)

A seguinte proposicao foi originalmente dada em Wang et al. (2020) e serd util para

a demonstracdo da convergéncia do algoritmo SCG.

Proposicao 4.3. As sequéncias {d;} e {pi} geradas pelo algoritmo SCG satisfazem.

2

4.66
; Hdkuz (460

A proposi¢do 4.3 também € conhecida como condi¢@o de Zoutendijk e foi original-
mente proposta em Zoutendijk (1970), onde o detalhamento matematico de sua prova pode ser

encontrado.

Proposicao 4.4. Sejam as sequéncias {d;} e {pi} geradas pelo algoritmo SCG, entdo sdo

satisfeitas as seguintes convergéncias

liminf||g|| = 0 (4.67)
k—o0
ou

Demonstracdo. Para provar tal proposi¢ao € suficiente verificar que se a Equacao (4.67) € falsa,

entdo a Equacgdo (4.68) € verdadeira. Para tanto, suponha que existe ¥ > 0 tal que

gkl > 7. (4.69)
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Para um k > 0, usando a Equacdo (4.50) e o Teorema 4.2.1, obtém-se

il > (Pr—1Be)*|di—1||* + 678k||* — 26:d] gk

ldi—tl* i1

(4.70)

> 2, g2 |lgx] |
_<pk71Bk) + kHdk_lHZ?

pois, d,{gk = g,{dk < 0, ja que d; € direcdo de descida. Além disso, multiplicando ambos 0s

lados da Equacao (4.50) por g,{, tem-se que

gld,—pi1Bigldi 1 = — 6|8kl 4.71)

Dado o fato que o tamanho 6timo do passo, p* é determinado por busca em linha de

Wolfe, tem-se que a seguinte condi¢ao
gk, 1di] < clgidul, 4.72)

deve ser satisfeita para um 0 < ¢ < 1. Entdo pelo uso da desigualdade triangular seguida pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz, na Equacido (4.72), tem-se que

8 di| +c2pi—1|Belgi_idi—1] > Okllgxl|*

4.7
Td 2 2/ T d 2> 9162 4 ( 3)
(8xdi)” + (Pk—1Br) " (8k_1dk—1) Z 1 5 |lgkl|™
+c5
Pelo uso das equagdes (4.70) e (4.84), obtem-se que
(85 dy)? (8f:1dik-1)° 1 { RO s 2|
= g dy) +—— (g di—
P Il TP (8 g Bk
1 0 4, (T 2, lldlP N
> di_ — (Pr—
= J|di]? 1+Cz||8k|’ +(gk+1 k—1) (||dk—1||2 (Pe—1Bx) )
7 4.74
el [ 82 o(8ladin) 1 79
Tl [T+ Jdea P (I8P
et o 1 (e 1
el [ 1+ [ldea|? [lexl?
Segue-se da proposicdo 4.3 que
T d 2
fim &))" (4.75)

ke |ldg—y |2
Pelo uso da Equacdo (4.69) e do fato que 6, > m, para todo k suficientemente grande,

entdo existe uma constante A tal que

1 (gFdi1)? 1
2 — okl | >A. (4.76)
“MrE ldial* gkl T
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Finalmente, das equacdes (4.74) e (4.76), segue-se que

(gfdy)? (8l di-1)?

||gxl|*
> A 4.77
iz TP @77)

|ldi| >

Junto com a condicdo de Zoutendijk, chega-se a expressdo de interesse mostrada na

Equacao (4.68). [

Uma consequéncia imediata da proposi¢do 4.4 € que se

> 1
= oo, 4.78)
k_ZO |Id ]
entao
1iminf||gk]| =0. 4.79)
k—>oo

Utilizando todos os resultados apresentados anteriormente € possivel estabelecer o

teorema de convergéncia global do algoritmo SCG-LSSVM.

Teorema 4.2.2. Caso exista uma constante y > 0 tal que ||gk|| > 7, entdo a sequéncia gerada

pelo modelo SCG-LSSVM { o} satisfaz a Equagdo (4.79).

Demonstragdo. Do teorema 4.2.1, segue-se que

8i15c-1 < —cllgi—1]| llse—1]]. (4.80)
Deve-se notar ainda que l,{_lsk_l = g,{sk_l — g,{_lsk_l > (cp— 1)g,{_1sk_1 entio
181 = c(1—c2)l[gk—1 ] |lsi—1]l. (4.81)

Além disso, das equacdes (4.59), (4.61), e (4.65), segue-se que

2 2
M
B <M l\ng < |lgx|]
Li_ysk—1 — clea—1) [lgr—1ll [[sk—1l] 4.82)
__Mr 1
~ Y= 1) llsill sl
emque U = Cy?gil) €, portanto,
|dil| < |6k]lgrl| + Bkl llsk—1]| <ML+ p. (4.83)

Isto implica que ¥° , —— = oo e pela Equagio (4.78) chega-se ao resultado de
k=0 [ldy||

interesse apresentado na Equagao (4.79). [l
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Para verificar a capacidade de convergéncia do algoritmo SCG-LSSVM, gréificos da
fungdo de perda, &, foram desenvolvidos em funcdo das iteracdes para 5 realizagdes, utilizando
conjuntos de dados sintéticos obtidos a partir da amostragem de uma distribuicio normal,

conforme indicado na Figura 7.

Figura 7 — Gréficos de convergéncia para o algoritmo SCG.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.5 Complexidade

Para o algoritmo SCG-LSSVM, tem-se que a complexidade € dominada pelo cédlculo
de atualizagiio do gradiente, dado pela expressio g(a;) = Ka; —y onde o produto da matriz
de kernel regularizada com o vetor de multiplicadores de Lagrange denso apresenta custo
computacional de 212, Além disso, as demais operacdes realizadas para o algoritmo apresentam
complexidade linear O(n). Assim, como estes termos tendem a se tornar insignificantes com
0 aumento do nimero de amostras n, tem-se que a complexidade final para o algoritmo por
iteracdo é quadrdtica O(n?). Um resumo da contribui¢io para a complexidade dos principais
passos do algoritmo SCG-LSSVM ¢ indicado na Tabela 4.

Vale destacar, que apesar da utiliza¢do de informacao de segunda ordem (dada pela
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Tabela 4 — Resumo da complexidade por iteragao.

Operacao Flops
Gradiente Koty —y 2n?
Dire¢éo de descida d; 3n
Atualizacdo BFGS memoryless n
Passo 6timo p;f 8n
Atualizacio oy | 2n

Total por iteragdo 2n% +20n

Fonte: Elaborada pelo autor.

Hessiana da fungio dual) o que poderia contribuir para uma complexidade ctibica O(n?) para os
esquemas de atualizagdo, evita-se tal custo com o emprego da aproximag¢do BFGS, resultando
em uma metodologia mais eficiente por iteracdo. Além disso, o emprego da aproximagdo da
Hessiana permite alto ganho funcional, tendo como consequéncia a convergéncia em um menor
numero de iteracoes.

Obviamente, para cendrios com restricdes de memoria, técnicas de fatorizacio e
alocacdo dos valores das colunas em memoria (cache) para a matriz de kernel podem ser adotadas

para reduzir o custo de armazenamento sem aumentar o custo computacional.
4.2.6 Poda Iterativa

Assim como o algoritmo TCSMO, o SCG aplicado diretamente na solucao do
problema dual do treinamento de LSSVMs, fornece um vetor 6timo de multiplicadores de
Lagrange denso, o que impacta negativamente no estagio de predicao para o processamento de
grandes bases de dados. Neste sentido, uma técnica de poda iterativa baseada na distdncia de um
padrio ao hiperplano de decisdo foi adotada. Sabe-se que a fungdo de predi¢dao para o modelo

LSSVM em problemas de classifica¢ao binaria é dada como se segue

f(x) = sinal(g(x)), (4.84)
em que,

+1, se x>0
f(x) = sinal(x) = (4.85)

—1, caso contrario

(S

N
gx) = Z 0;yiK (x;,x) +b. (4.86)
i=1
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Sendo x o padr@o a ser classificado, x; 0 i-ésimo padrdo de treinamento e K (x;,x) =

o (x)T ¢ (x;) indicando o kernel trick. Destaca-se que a expressdo dada abaixo
d(x) = lgxi)| (4.87)

representa a distancia de um padrdo x; ao hiperplano dado pelos valores dos pesos contidos no
vetor w. Desta forma, é possivel considerar |g(x)| um tipo de medida de distincia, ja que o vetor
w permanece 0 mesmo para todos os padrdes de treinamento.

Vale destacar, por meio da andlise da funcao de predi¢cdo apresentada na Equacao
(4.86), que a mesma pode ser vista como a média ponderada dos vetores-suporte de cada classe.

Considerando o problema bindrio com kernel linear, tem-se que y € {—1,+1} e com isso, tem-se

que

gx) = ) axi— ) ox;|x+b, (4.88)
iesv+ Jjesv—

logo,

g(x) = (4] —p] )x+b, (4.89)

em que, U; e [ representam os vetores média ponderada para as classes positiva e negativa,
respectivamente. SV e SV~ indicam os conjuntos de indices dos vetores-suporte da classe
positiva e negativa, respectivamente. Com isso, ao se considerar novos vetores-suportes € a
depender de sua classe, 0 mesmo contribuird para variacdes nos valores das médias ponderadas
impactando no posicionamento do hiperplano de decisao.

A heuristica empregada para a realizacdo da poda, considera que os padrdes de
treinamento mais préximos ao hiperplano de decisao sdo aqueles mais representativos para sua
formacao, ou seja, apresentam maiores chances de serem vetores-suporte. A cada iteracao do
algoritmo SCG-LSSVM, os multiplicadores sdo atualizados e uma verificacdo de quais deles
estdo mais préximos do hiperplano de decisdo € realizada, utilizando como critério os menores
valores de |g(x)|.

Uma vez determinado quais os padrdes mais proximos do hiperplano, estes sdo inse-
ridos em um conjunto ativo e serdo atualizados, enquanto os demais nao passam por atualizacdes.
Neste ponto, vale destacar que os multiplicadores sao inicializados com valores nulos, portanto
todos estao inicialmente no conjunto inativo.

Nota-se que com o passar das iteracdes, mais multiplicadores de Lagrange serdo
diferentes de zero e com isso mais padrdes serdo inseridos no conjunto ativo, devido as atuali-

zagOes dos multiplicadores o que ocasiona uma movimentagao do hiperplano. Utilizando um
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conjunto de validagdo e uma métrica de desempenho, como a acurdcia, é possivel definir um
critério de parada com base na variagdo da métrica quando avaliado no conjunto de validacao.

Dado que as atualizacOes sao calculadas com base no algoritmo SCG, tem-se garantia
de convergéncia desse procedimento de poda. Ao final do processo, obtém-se uma solucio 6tima
esparsa com base nos multiplicadores nao nulos, além disso, vale frisar que diferentemente de
outros métodos de poda, esta heuristica baseia-se no crescimento do conjunto ativo e, com isso,
nao € necessario definir um percentual de poda. Assim, este método € de tamanho varidvel o
que contribui para a reducao do nimero de hiperparametros a serem otimizados. Para melhor
detalhar o comportamento dos multiplicadores de Lagrange ao considerar tal metodologia de
poda, as Figuras 8 e 9 apresentam o passo da alteracao dos valores dos multiplicadores, bem
como, a movimentacdo correspondente do hiperplano de separacdo. O Algoritmo 10 ilustra a
adi¢do do procedimento de poda iterativa no algoritmo SCG.

O algoritmo € similar ao Algoritmo 9, as diferencas sdo observadas entre as linhas 7
e 21. A solucio inicial dos multiplicadores de Lagrange € o vetor nulo, entdo todos os padrdes de
treino estao no conjunto inativo inicialmente. Apds a primeira atualizacdo alguns multiplicadores
terdo valores diferentes de zero, para estes, calcule a distancia ao hiperplano como dado pelo
termo |g(x;)| e indicado na linha 7.

Em seguida, selecione os N, padrdes com menores valores de |g(x;)|, estes estardo
no conjunto ativo a partir de entdo. Com o passar das iteracdes mais multiplicadores terdo valores
diferentes de zero e novos padrdes, a depender de sua proximidade ao hiperplano, entrardao no
conjunto ativo. Em cada iteracdo, calcula-se a acuracia do SCG-LSSVM considerando apenas os
padrdes do conjunto ativo e se verifica a variacdo da métrica em duas iteragdes sucessivas. Caso
a variagao, fique abaixo de um dado limiar positivo, entdo significa que o algoritmo estabilizou e
que tem-se uma solucao final, possivelmente esparsa. Estes cendrios s@o ilustrados das linhas 11
a 22, o restante do algoritmo € andlogo ao Algoritmo 9.

Neste capitulo as duas propostas denominadas TCSMO-LSSVM e SCG-LSSVM
sdo apresentadas ilustrando as motivagdes para o seu uso, detalhamento matemaético, andlise
de convergéncia e complexidade para ambas. Também sao apresentados ainda que de forma
superficial as metodologias precursoras de cada proposta, bem como, 0s principais avangos
tedricos que as propostas fornecem quando comparados a este métodos iniciais. No préximo
capitulo, apresenta-se os materiais, que sao representados pelas bases de dados, empregados

na avaliacdo das duas novas propostas tanto em cendrios de classificagdo bindria como de



Figura 8 — Representagcao do procedimento de poda: PASSO 1
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gx)=0
PASSO1 PASSO1
a3 =0
g(x13)
ag =0 a, =0 A . a(x6) g(x4) A
@ @ =0 "IZI‘ ® .. gxi2)
a5=0a3=0. a =0 g(xs) A
a; =0 | a;; =0 a(x7) . gs) g(x9) g(x11)
ag =0 P . g(x2)
. . aig =0 gg) g(x10)
Classe positiva Classe negativa . .
=1 yi=—1 Classe positiva Classe negativa
Vi i g(x;) <0 g(x;)>0
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 9 — Representagdo do procedimento de poda: PASSO 2 e PASSO 3
80) =0 g0x) =0
PASSO 2 PASSO 3
g(x13) a3 =0
C - e a =0 = A
. g(x12) . . . ap=0
i g(x1) =i1,2 i
8(xs) @ o A as = ‘ | A
H X = 1=
s @ gg); 2] gxi) @ =0 . ‘ ’ "9.' 0.7 @y =0
. | g(x2) i . 1 =06 1K
gg> @ o g(x10) "8. ‘ i @ =0
Classe positiva Classe negativa Classe positiva Classe negativa
g(xi) <0 g(x;))>0 yi =+l yi=-1

Fonte: Elaborada pelo autor.

aproximacdo de funcdes. Procedimentos de pré-processamento destas bases e otimizacao de
hiperparametros dos modelos avaliados ainda sdo detalhados. Por fim, apresenta-se o estudo de
caso associado a base de dados de FOLSOM para previsao de irradiancia solar de curto prazo,

em que as propostas sdo avaliadas em termos de previsdo de séries temporais.
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Algoritmo 10: SCG-LSSVM com poda baseada na distancia g(x)

Entrada: X,y, a9, e, N,,vel < ¢ <2

1 inicio

Inicie k = 0, &g =0, Ativo = @ e Inativo = {1,2,...,N};

Calcule f(ao) = fo = 3ol Koo —yT by e go = Vf(atg) = Koo —y;
while ||g|| < € do

Calcule o tamanho do passo py usando a busca linear como dado na Equagado

2

wn s W

D-TE- RN B

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24

25
26 fim

(4.57);
Atualize a varidvel dual, fazendo 0| = &y + p;d e o gradiente g;1;
Determine o valor de g(x) para cada padrio de treinamento
Selecione os N, padrdes mais préximos ao hiperplano de decisao
Atualize os conjuntos ativo e inativo;
Atualize os multiplicadores e o gradiente para os padrdes no conjunto ativo;
Calcule as acuricias do modelo, Acc € Accanterior, NO conjunto de validagdo;
if (Acc — Accapterior) > 0 then
if (Acc — Accanterior) < Vv then
‘ break
end
else
\ pass
end
end
else
\ pass
end
Calcule os pardmetros 6y € B, usando a férmula de truncamento dada pelas
equagoes (4.59) e 4.60;

Atualize a direcdo de descida dy | utilizando a Equagado 4.50 e faca k +— k+ 1.

Retorne ao PASSO 5.

end

Resultado: Multiplicadores de Lagrange 6timos a*
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5 MATERIAIS E METODOS

Neste capitulo, sdo discutidos os métodos e as bases de dados utilizadas para a
avalia¢do do desempenho preditivo das duas propostas discutidas no capitulo anterior, o foco é
ilustrar os conjuntos de dados de benchmarking considerados tanto para o cendrio de classificacao
bindria como o de aproximacao de fun¢des. Um detalhamento sobre o processo de otimizagao
de hipepardmetros € abordado, além de, ter-se uma avaliacdo das bases sintéticas para a andlise

empirica da qualidade da fronteira de decisdao gerada pelas novas propostas.

5.1 Simulacgoes para Classificacao de Padroes

Com o intuito de validar as propostas ja apresentadas nesta tese, foram conduzidas
algumas andlises com foco em trés topicos principais:
(i) avaliar a capacidade preditiva das propostas considerando algumas bases de dados reais e
sintéticas com baixo e alto volume de dados;
(i1) avaliar de forma empirica a qualidade da fronteira de decisdo obtida pelas propostas desta
tese quando aplicadas em algumas bases de dados sintéticas;
(iii) avaliar o processo de ajuste de hiperparametros dos modelos propostos.
Para fins de reprodutibilidade, deve-se observar que as configuragdes de hardware

usadas para realizar os experimentos computacionais envolveram a utilizacdo de uma maquina

com CPU Intel(R) Core(TM) 15-7400 e 16 GB de RAM.

5.1.1 Bases de Dados Pequenas

A novas propostas sao validadas por meio de experimentos computacionais sobre
oito conjuntos de dados reais obtidos do repositério da Universidade da Califérnia Irvine (UCI
machine learning repository, UCI) (Bay et al., 2000). Todos os experimentos envolvem a tarefa
de classificacdo bindria e as informagdes sobre seu tamanho e atributos sdo apresentadas na
Tabela 5. Vale ressaltar que cada um dos conjuntos de dados foram divididos aleatoriamente em
propor¢des de 70% e 30% para treinamento e teste, respectivamente.

Ambas as parcelas passaram por um fluxo de dados padrao, em que realizou-se a
remocao de valores nulos e também a realizacdo de normalizacdo estatistica fazendo com que as
variaveis fiquem com desvio padrio unitdrio e média nula, evitando assim o viés associado ao

vazamento de dados (Géron, 2022). O fluxo completo € representado na Figura 10
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Tabela 5 — Detalhamento sobre as bases de dados consideradas.

Base Abreviacao Tamanho Atributos

Haberman HAB 306 3

Prima Indian Diabet PID 768 8
Breast Cancer Wisconsin BCW 570 10
Vertebral Column Pathologies VCP 310 6
Bupa Liver Disorders BLD 345 5
lonosphere ION 351 34

Statlog German Credit GCR 1000 20
Statlog Australian Credit AUS 690 14

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 10 — Pipeline de dados completo utilizado para obtencao dos resultados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.2 Ajuste de Hiperparametros

Otimizagao Bayesiana foi empregada para a realiza¢do do ajuste de todos os mo-
delos (Frazier, 2018), este procedimento ¢ menos oneroso em termos computacionais quando
comparado aos tradicionais métodos de busca de hiperparametros como busca em grade e busca
aleatéria (Géron, 2022).

A busca € realizada em determinados pontos selecionados aleatoriamente e uma
métrica de desempenho € avaliada em cada cendrio, uma vez que ocorre uma reducdo na
capacidade preditiva, novos pontos sdo selecionados em uma vizinhanga distinta daqueles em
que houve piora, fazendo com que a avaliagdo nio continue em uma direcio de queda de acuricia.

Vale ressaltar que o kernel utilizado neste trabalho foi o radial gaussiano e que os
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hiperparametros selecionados para ajuste foram o termo ¢ da fun¢do de kernel e o termo de
regularizacdo T do problema primal do LSSVM. A Tabela 6 apresenta o espago de busca para
cada um deles. Neste trabalho, a etapa de otimizagdo bayesiana utilizou 150 experimentos

independentes.

Tabela 6 — Espaco de busca para cada hiperparametro.

Hiperparametro Espaco de busca Escala

c [1072,10%] Log
T [1072,107] Log

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.3 Fronteira de Decisdo

Para investigar a qualidade da fronteira de decisdo gerada pelo TCSMO-LSSVM e
SCG-LSSVM, considera-se as bases da dados sintéticas Two Moon (TWM), Two Square (TWS)
e Two Circle (TWC) que sao comumente empregadas para validar a qualidade da fronteira
de decisao desenvolvida por um dado modelo, bem como, o nivel de esparsidade gerado por
uma nova proposta. Além disso, considera-se o modelo IP-LSSVM, uma variante esparsa do
LSSVM bem consolidada, como referéncia para a avaliagdo empirica da qualidade da fronteira.

Informacdes sobre as bases de dados sintéticas sdo reportadas na Tabela 7.

Tabela 7 — Bases de dados sintéticas utilizadas.

Base Abreviacdo Tamanho Atributos

Artificial 1 (Two Squares) TWS 1000 2
Atrtificial 2 (Two Moon) TWM 800 2

Atrtificial 3 (Two Circle) TWC 800 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.4 Bases de Dados Grandes

Com o intuito de também avaliar as propostas em termos de capacidade preditiva e
velocidade de treinamento em grandes bases de dados, o TCSMO-LSSVM e o SCG-LSSVM
foram avaliados em trés grandes bases de referéncia. A Tabela 8 apresenta informacdes sobre

tamanho e dimensionalidade de cada base.
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Tabela 8 — Grandes bases de dados consideradas.

Base Abreviacio Tamanho Atributos
ADULT ADT 48,842 123
SHUTTLE SHT 58,000 9
Bank Marketing BKM 4,521 17

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Simulacoes para Aproximacoes de Funcgoes

Nesta secdo, realiza-se a avaliagdo do desempenho das duas propostas em tarefas
de aproximagdes de fun¢des. Para tanto, foram realizadas diversas simulacdes computacionais
em quatro bases de dados de reais e sintéticas, além de, também ter sido considerado uma base
de dados de referéncia envolvendo o problema de previsio de curto prazo de irradidncia solar.
O detalhamento sobre o processo de coleta, estatisticas descritivas e pré-processamento para
esta base € apresentada na préxima subsecdo. O foco da avaliac@o estd nos seguintes topicos
principais:

(i) avaliar a capacidade preditiva das propostas em termos das métricas raiz do erro quadratico
médio (RMSE) e coeficiente de determinagio (R?), considerando algumas bases de dados
reais e sintéticas;

(i1) avaliar o tempo de processamento para o treinamento das propostas frente aos dos demais
modelos de comparagao;

(iii) avaliar o nivel de esparsidade obtido para cada proposta, bem como, o impacto sobre a
performance dado um determinado de nivel de esparsidade; e

(iv) avaliar o processo de ajuste de hiperparametros dos modelos propostos.
5.2.1 Bases de Dados Consideradas

As propostas sao validadas por meio de experimentos numéricos em quatro conjuntos
de dados reais obtidos do repositério da Universidade da Califérnia Irvine (UCI machine learning
repository, UCI) (Bay et al., 2000). Todos eles envolvem a tarefa de regressao. Informagdes
sobre seu tamanho e quantidade de atributos sdo apresentadas na Tabela 9. Vale ressaltar que
todos os conjuntos de dados foram divididos aleatoriamente em propor¢des de 70% e 30% para
treinamento e teste, respectivamente.

Ambas as parcelas passaram por um pipeline de dados padrao, onde realizou-se a

remocao de valores nulos e também a realizacdo de normalizacdo estatistica fazendo com que as
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varidveis fiquem com desvio padrdo unitdrio e média nula, assim como foi realizado para o caso
de classificagdo bindria. O fluxo de dados completo é o mesmo apresentado para classificacao,
mostrado na Figura 10.

Tabela 9 — Detalhamento sobre as bases de dados consideradas para
o problema de regressao.

Base Abreviacdo Tamanho Atributos
Abalone ABA 4176 9
AutoMPG MPG 397 9
Concrete CON 1030 9
Energy ENE 768 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Ajuste de Hiperpardmetros

Assim como no caso de classifica¢do bindria, o procedimento de ajuste dos modelos
foi realizado pelo uso de otimizacao Bayesiana, entretanto, a métrica de desempenho utilizada
para este cendrio foi o coeficiente de determinacdo R?, enquanto o nimero de experimentos
independentes foi superior ao realizado para o caso de classificagdo tendo sido utilizado 200

experimentos, o que € justificado devido a um aumento no espago de busca, como indicado na

Tabela 10.

Tabela 10 — Espaco de busca para cada hiperparametro.

Hiperparametro Espaco de busca Escala

c [107%,10%] Log
T [10~4,10%] Log

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3 Estudo de Caso: Base de FOLSOM, CA

Sendo um dos objetivos avaliar o desempenho das duas propostas em um contexto de
previsao de séries temporais nao lineares, foi considerado a base de irradiancia solar de Folsom,
Califérnia. O comportamento intermitente e estocastico da fonte solar torna o problema de alta
complexidade, além disso, a alta volumetria da base permite uma avaliacao da eficiéncia dos
algoritmos tanto em termos de tempo como de memdria.

Os dados foram coletados a partir de uma série de sensores de irradiancia solar

e meteoroldgicos situados em locais da Costa Oeste dos Estados Unidos. Os sensores de
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irradiancia mediram tanto irradiancia horizontal global (global horizontal irradiance, GHI),
quanto irradiancia normal direta (direct normal irradiance, DNI), com taxas de amostragem de 1
minuto. Cameras com lentes ’olho de peixe’ foram utilizadas para fornecer imagens do céu.

A escolha por Folsom, Califérnia, baseou-se no fato de que os dados deveriam ser
provenientes de dreas de interesse para previsao solar, ou seja, dreas com altos niveis de geracao
de energia solar preexistente ou planejada. A Figura 11 mostra a produgdo de eletricidade obtida
a partir de fontes edlicas e solares, onde se pode observar que a Califérnia ocupa o segundo lugar
no uso de fontes de energia renovdveis, sendo superada apenas pelo Estado do Texas.

O segundo motivo € que os dados devem abranger dois ou mais anos sequencialmente,
para que os conjuntos de treinamento e teste tenham pelo menos um ano de duragdo cada.
Terceiro, todas as fontes de dados para o local devem ser de alta qualidade, com intervalos
minimos de dados ausentes e com alto nivel de controle de qualidade. Em quarto lugar, os dados
devem incluir as entradas exdgenas mais comuns para a previsao solar, como imagens do céu,
imagens de satélite e previsdo climética numérica (numerical weather prediction, NWP), (Pedro
etal., 2019).

Folsom (38.642°, -121.148°) é uma cidade no Condado de Sacramento, no Vale
Central da Califérnia, como indicado pela Figura 12, com uma classificagdo Csa (C = clima

temperado; s = verdo seco; a = verdo quente) no esquema climatico de Koppen.

Figura 11 — Produgéo de eletricidade drivada das fontes solar e e6lica para os Estados Unidos.
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Figura 12 — Cidade de Folsom, CA.
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Fonte: Elaborada pelo aﬁtor.

Imagens do céu foram capturadas a taxa de uma imagem por minuto com uma
camera de seguranca (Vivotek, modelo FE8171V) apontada para o zénite no mesmo periodo. As
vantagens dessa camera incluem alta resolucio, f4cil instalagdo, baixo custo e auséncia de partes
moveis.

Por outro lado, como a luz solar direta ndo € bloqueada, a regido circunsolar ¢ afetada
por brilho causado por espalhamento Mie para frente e também por luz espalhada pela cipula
do céu. A camera fornece imagens JPEG compactadas de 24 bits, com 8 bits por canal de cor
(Vermelho, Verde e Azul), em resolucdo de 1563 x 1538 pixels. Apds a remocao dos pixels que
nao correspondem a ctpula celeste e dos pixels saturados, apenas cerca de 50% dos pixels sao

utilizaveis (Pedro et al., 2019).
5.3.0.1 Dados de Irradidncia

Os dados de irradiancia foram médias em janelas de 5 minutos e, em seguida, as
séries temporais resultantes foram normalizadas pelo indice de céu claro (k;) para remover

variagdes deterministicas didrias e sazonais nos dados. O k; € definido pela razdo entre o valor de
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irradiancia (GHI ou DNI), 7, e a respectiva irradidncia em condicdes de céu claro, I 5, conforme

a expressao a seguir

ki = —. S.D

O modelo de céu claro utilizado para calcular k; € o conhecido modelo de Ineichen e
Perez (Ineichen e Perez, 2002). Apds o cdlculo de k; para as séries temporais de GHI e DNI, trés
atributos foram calculados usando fung¢des recursivas sobre os valores de k; dentro de uma janela
de processamento que antecede o tempo de emissao da previsao .

Média Reversa (Backward Average) da série temporal do indice de céu claro: para

um instante de tempo ¢ determinado, esta caracteristica € dada pelo vetor B(t) com componentes

dadas por
B,-(r):]lv Y k@), i=[12,..M] (5.2)

t€)t—ié—Tt—T)
Média Defasada (Lagged Average) para a série temporal de k;: este atributo é

representado pelo vetor L(¢), cujos componentes sdo calculados utilizando a seguinte expresséo

Li(t) = — Y k(t), i=[1,2,...,M]. (5.3)
te)t—i6—T,t—(i—1)0—T]

Variabilidade do k, (Variability of k;): Este preditor é representado pelo vetor V(z),

cujas componentes sao dadas por

V,-(t)z\/— ) Ak ()2, i=1]1,2,...,M]. (5.4)

te€]t—id—T,t—T)

Nessas equagdes, 6 é o tamanho minimo da janela, N é o nimero de pontos de dados
na janela de processamento, t — 7' € a extremidade direita da janela de processamento, e M é
o numero de janelas de processamento consideradas. Os parametros 6, T ¢ M dependem do
horizonte de previsdo: 8 = [5,10,15,20,25,30] minutos, T = [0,0, 8] horas, e M = [6,6,12]
para as previsodes intra-hora, intra-dia e didria, respectivamente (Pedro e Coimbra, 2015).

Neste trabalho, foram utilizados & = [5, 10, 15, 20,25, 30], que indicam os horizontes
de previsao considerado e T'= 0. Como o tamanho total da janela varia de 5 a 30 minutos em
etapas de 5 minutos, o comprimento do recurso € M = 6. A Figura 13 permite uma visualizacio

mais clara da varia¢io desses preditores para o caso de DNI.
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Figura 13 — Valores de L, B e V no conjunto de treinamento em fungdo do passo de tempo, 0,

para 0 = [5,10,15,20,25,30] min, 7 =0e M = 6.
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Time step (min) Time step (min)

0.000 0.020
0.000 0.020

0.00 0.03

5 10 15 20 25 30
Time step (min)

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.0.2 Imagens do Céu

Os atributos estatisticos extraidos das imagens do céu sdo a média aritmética, desvio
padrdo e entropia de Shannon indicadas pelas Equacdes (5.5), (5.6) e (5.7). Estas métricas sdo
calculadas para cada canal das imagens no formato RGB, além da razao vermelho-para-azul p,

cujos componentes sdo definidos por p; = 7t e sdo dadas por
1

1 N
u=—>y x, (5.5
Py
0'——1 i(x—u)z (5.6)
N—-15"" '
c
255
H(x) = = p(xi)log(p(xi)). (5.7)
i=0

Onde x; ¢ a intensidade do nivel de cinza para o i-ésimo pixel e p(x;) é a frequéncia
de ocorréncia do i-ésimo nivel de cinza. A Figura 15 fornece um exemplo de uma imagem do

céu usada para obter este banco de dados.

5.3.0.3 Modelos para a Andlise Comparativa

O gerenciamento de dados pelo método de grupo (group method handling of data,

GMDH) € uma familia de algoritmos indutivos para modelagem matematica baseada no computo
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Figura 14 — Exemplo de uma imagem do céu capturada em 31/12/2013 as 16h utilizada neste
trabalho.

Fonte: Elaborada pelo autor.

de conjuntos de dados multiparamétricos, que apresenta otimizacgao estrutural e paramétrica total-
mente automatica de modelos (Anastasakis e Mort, 2001). Os algoritmos GMDH caracterizam-se
por um procedimento indutivo que realiza a sele¢do progressiva de modelos polinomiais gradual-
mente mais complexos, escolhendo a melhor solu¢do por meio de um critério externo (Madala,
2019).

Para encontrar a melhor solucao, os algoritmos GMDH consideram vérios subcon-
juntos de componentes da fung¢do base, chamados de modelos parciais. Os coeficientes desses
modelos sao estimados pelo método dos minimos quadrados. Os algoritmos GMDH aumentam
gradualmente o nimero de componentes dos modelos parciais e encontram uma estrutura de
modelo com complexidade 6tima, indicada pelo valor minimo de um critério externo. Este
processo é denominado auto-organizacao de modelos.

Vale ressaltar que a metodologia utilizada para buscar o modelo parcial 6timo
no algoritmo GMDH foi uma abordagem de busca combinatéria. Esta abordagem apresenta

algumas vantagens em relacdo as redes neurais polinomiais, mas demanda considerdvel poder
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computacional, tornando-se ineficaz para objetos com grande nimero de entradas. Um importante
avanco do GMDH combinatorial é seu desempenho superior ao método de regressao linear
quando o nivel de ruido nos dados de entrada € maior que zero. O método garante que o modelo
6timo serd encontrado durante a triagem exaustiva.

O algoritmo gradiente extremo intensificado (extreme gradient boosting, XGBoost)
€ baseado em um processo de agregacao de drvores de decisdo em um formato sequencial, onde
uma determinada arvore € construida com o intuito de minimizar o erro da arvore anterior,
processo esse denominado gradient boosting. Esta metodologia apresenta diferenciais como
a capacidade de realizar regularizacdo [; e [, combinadas (elastic net regularization) o que
minimiza o risco de sobreajuste, bem como, induz a geracao de modelos robustos a valores
anomalos.

Destaca-se também, a capacidade de tratar com varidveis categéricas de forma auto-
matica, bem como, a possibilidade de processamento distribuido durante a constru¢do das arvores,
acelerando consideravelmente o treinamento. Procedimentos de poda e de early stopping sao
outros diferenciais do XGBoost na atenuagio de sobrajuste. Todas essas caracteristicas levaram
o algoritmo XGBoost a ser um dos modelos de aprendizagem de maquina mais comumente
aplicados em tarefas de classificacdo e regressdo para dados tabulares.

Similar ao algoritmo XGBoost, a miquina de intensificacdo por gradiente leve
(light gradient boosting machine, Light GBM) também emprega uma metodologia de agregacao
de arvores de decisdo baseado em gradient boosting com a adi¢do de duas novas técnicas:
Amostragem de um lado baseada em gradiente (gradient-based one side sampling, GOSS)
e agrupamento exclusivo de atributos (exclusive feature bundling, EFB). Essas técnicas sdo
projetadas para melhorar significativamente a eficiéncia e a escalabilidade do gradient boosting.

O LightGBM traz as mesmas caracteristicas do XGBoost: elastic net regularization,
poda e early stopping também sdo procedimentos passiveis de serem realizados no LightGBM,
além de ter a capacidade de tratar com varidveis categoricas de uma forma automética. Por fim,
para conseguir um treinamento mais rapido que o XGBoost sem perda de desempenho preditivo,
o LightGBM usa a abordagem denominada leaf-wise tree growth. Nesta abordagem, leaf-wise,
em cada nivel, apenas um dos lados da arvore fica mais profunda. Isto significa que a cada nivel,
tem-se uma quantidade cada vez menor de residuos a se considerar de modo a encontrar o limiar

que maximize o ganho.
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5.3.0.4 Selecdo de Atributos

Nesta subsecao € apresentada a metodologia para a sele¢do dos preditores para os
modelos empregados na tarefa de previsdo. A primeira etapa consiste na realizacdo de uma
andlise bivariada, onde foi aplicado um procedimento de clustering hierarquico, utilizando como
métrica de dissimilaridade 1 — cor(x;,x;), sendo a correlagdo de Spearman aplicada para este
cendrio.

Assim, ao final dessa etapa, obtém-se um conjunto de cluster’s, onde para cada um
se tem um conjunto de varidveis correlacionadas. Em seguida, o critério para a remocao das
variaveis de cada cluster foi verificar se a correlagdo com a varidvel alvo era superior a 0.4,
desta forma evita-se problemas relacionados a multicolinearidade, sem que sejam descartadas
varidveis relevantes para explicar a saida.

Ap6s esse procedimento, as varidveis resultantes passaram pelo algoritmo de elimi-
nacdo recursiva de atributos (recursive feature elimination, RFE) (Li e Yang, 2005), que consiste
em remover varidveis menos relevantes para a performance do modelo de uma forma iterativa.
Destaca-se que nesta etapa, utilizou-se o modelo XGBoost para a realizacdo do RFE, tendo sido
configurado um numero final de 5 varidveis de entrada para os modelos considerados. A Figura
15 apresenta o pipeline de sele¢do de atributos.

Neste capitulo, sdo apresentadas as bases de dados utilizadas para a avaliacdo do
desempenho preditivo das novas propostas, tanto no ambito de tarefas de classifica¢ao bindria
como nos caso de aproximacao de fungdes. No primeiro caso, destacam-se as bases de dados de
benchmarking de baixa e alta volumetria, bem como, as bases sintéticas utilizadas na avaliacdao
qualitativa das fronteiras de decisdo geradas pela propostas. No cendrio de regressdo, apresentam-
se as bases de dados de benchmarking e se detalha o estudo de caso para a base de FOLSOM em
que as duas propostas sao avaliadas em termos de previsao de séries temporais de irradiancia
solar de curto prazo.

Destacou-se suas varidveis de entrada e saida, método de aquisi¢do dos dados,
métodos para comparagdo de desempenho e metodologia para pré-processamento da base. No
proximo capitulo, a validacdo experimental de tais achados tedricos € realizada por meio de
extensivas simulacdes numéricas sobre bases de dados reais e sintéticas, considerando tanto
problemas de classificagdo como de regressao e cendrios de baixa e alta volumetria. Ainda foi
possivel verificar a qualidade das fronteiras de decisdao geradas em problemas de classificagdo

bindria sobre bases sintéticas e também foi avaliado o desempenho do método SCG-LSSVM



Figura 15 — Pipeline para a selecao de atributos.
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quando aplicado em uma base real de previsdo de curto prazo de irradidncia solar.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos para varias simula¢des computa-
cionais que foram realizadas sobre base de dados reais e sintéticas a fim de validar as duas novas
propostas. As propostas foram avaliadas para problemas de classificagdo bindria e de aproxima-
¢ao de fungdes. Para um melhor detalhamento e organizacgao, os resultados sdo apresentados
considerando estas duas tarefas separadamente e, assim, as simulagdes para classificacao sdo
apresentadas na se¢do 6.1, enquanto os resultados para aproximacao de funcdes sdo apresentados

na secao 6.2.

6.1 Simulacoes para Classificacao de Padroes

Os resultados obtidos para a tarefa de classificagdo bindria, sdo apresentados e
discutidos, levantando os principais ganhos e limitagdes das novas propostas, além de, trazer
alguns delineamentos sobre possiveis melhorias que poderdo ser implementadas em estudos

futuros.

6.1.1 Base de Dados Pequenas

O primeiro ponto de avaliacio dos modelos estd na andlise de seu desempenho
preditivo quando considerado bases de dados pequenas. Inicia-se com a avaliacdo dos resultados

de ajuste de hiperparametros realizados via otimizacdo Bayesiana.

6.1.1.1 Ajuste de Hiperparametros

As Figuras 16, 17, 18 e 19 apresentam os resultados obtidos no processo de ajuste
de hiperparametros para cada base de dados considerando o modelo TCSMO-LSSVM. Os
resultados do ajuste de hiperparametros para o modelo SCG-LSSVM sao apresentados nas
Figuras 20, 21, 22 e 23. Além disso, a Tabela 11 apresenta os valores dos hiperparametros 6timos

obtidos durante o processo de ajuste.

6.1.1.2 Desempenho Preditivo

A Tabela 12 apresenta os resultados obtidos pelos classificadores LSSVM, P-LSSVM,
IP-LSSVM, FSLM-LSSVM, CSMO-LSSVM e das duas propostas, TCSMO-LSSVM e SCG-
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Figura 16 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases AUS (esquerda) e BCW
(direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases BLD (esquerda) e VCP
(direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

LSSVM, quando aplicados a oito conjuntos de dados de benchmarking reais. Para obter o
desempenho dos classificadores, foram realizadas 20 realizacdes independentes, nas quais
calculou-se a média e o desvio padriao para a taxa de acerto das realizagcdes. Também foi
fornecida a porcentagem de redu¢do no nimero de vetores-suporte em relacdo a quantidade do
conjunto de vetores de treinamento. A porcentagem de poda selecionada para o TCSMO-LSSVM
foi de 20%, pois esse valor permitiu o melhor equilibrio entre esparsidade e capacidade preditiva.

Esta decisdo expde um dilema entre ter uma maior nivel de esparsidade da solucao

6tima do LSSVM com menor acurédcia ou ter menor esparsidade com maior desempenho
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Figura 18 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases PID (esquerda) e GCR
(direita).
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Figura 19 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases HAB (esquerda) e ION
(direita).
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preditivo. No caso, técnicas de reamostragem podem ser aplicadas com o intuito de obter uma
estimativa 6tima para o percentual de poda no TCSMO-LSSVM. Neste trabalho, definimos um
grid de valores para a porcentagem de poda indo de 0% até 30% em passos de 5%, ou seja,
foram considerados os valores de percentual de poda de [0%,5%,10%,15%,20%,25%,30%)|
para o TCSMO e avaliou-se a acurdcia, bem como, o tempo de processamento do estagio de
predicdo. Os resultados sdo reportados nas Figuras 24 e 25.

Os resultados apresentados mostram a porcentagem de reducao dada pelo computo

da expressao 1 — %, com a cardinalidade do conjunto de vetores de suporte dada por #SV e #N
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Figura 20 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases AUS (esquerda) e BCW
(direita).
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Figura 21 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases BLD (esquerda) e VCP
(direita).

1001 501
40+

80+
30+

b B0 o

201

401
101

201 0+

0.10 0.15 0.20 0.5 1.0
T T

Fonte: Elaborada pelo autor.

o niimero de amostras de treinamento.

Um resumo dos resultados reportados na Tabela 12 € apresentado pelas Figuras 26
e 27. Com estes resultados € possivel notar que a proposta TCSMO-LSSVM com percentual
de poda de 20% apresenta desempenho competitivo quando comparado aos demais modelos
considerados nas bases BCW, VCP, GCR e AUS. Nos demais conjuntos de dados, percebe-se
um desempenho significativamente inferior ao LSSVM padrao.

Este fato pode ser justificado pela convergéncia ruim do processo de ajuste do

TCSMO-LSSVM para as bases de dados PID, BLD, ION e HAB, como fica evidente ao
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Figura 22 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases PID (esquerda) e GCR
(direita).
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Figura 23 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases HAB (esquerda) e ION
(direita).
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analisar as Figuras 17, 18 e 19 em que claramente nota-se a ocorréncia de multiplos pontos de
maximizagdo da acurdcia para cada par de hiperparametros.

Tais resultados podem ser consequéncia de uma explora¢do incompleta do espaco de
busca, que pode ser contingenciada por um aumento no nimero de experimentos independentes
na etapa de otimizacao dos parametros livres para estas bases. Com este refinamento, acredita-se
que problemas de aprisionamento de 6timos locais possa ser superado, permitindo assim melhor
desempenho para estas bases de dados.

Relativo a capacidade preditiva do modelo com relacdo ao percentual de poda,



Tabela 11 — Valores 6timos para cada hiperparametro.

Base Modelo Hiperparametro Valores
BCW LSSVM [o,7] [1.47¢71,2.41¢0)
BCW P-LSSVM [o,7] [6.78¢72,2.40¢°]
BCW IP-LSSVM [o,7] [1.10e7!,6.18¢°]
BCW  FSLM-LSSVM [o,7] [7.55¢7",4.36¢°]
BCW  CSMO-LSSVM [o,7] [1.18¢7!,1.26¢°]
BCW TCSMO-LSSVM [o,7] [1.48¢71,1.15¢0]
BCW SCG-LSSVM [o,7]  [1.31€°,5.72¢']
VCP LSSVM [o,7] [3-89¢7T,1.23¢7]
VCP P-LSSVM [o,7] [7.17¢71,8.59¢']
VCP IP-LSSVM [o,7] [9.32¢71,2.53¢0]
VCP  FSLM-LSSVM [0,7] [9.41¢7!,7.66¢°]
VCP  CSMO-LSSVM [o,7] [8.46e7!,2.53¢0]
VCP TCSMO-LSSVM [o,7] [7.08¢7!,7.80¢°]
VCP SCG-LSSVM [o,7] [6.65¢7!,1.78¢!]
PID LSSVM [o,7] [1.18e7T,1.14¢7]
PID P-LSSVM [o,7] [3.93¢71,1.75¢']
PID IP-LSSVM [o,7] [2.14e71,2.80¢°]
PID FSLM-LSSVM [o,7] [7.45¢71,3.30¢°]
PID  CSMO-LSSVM [o,7] [1.03¢71,3.80¢°]
PID TCSMO-LSSVM [0,7] [2.52¢71,2.24¢0)
PID SCG-LSSVM [o,7] [2.63¢7!,1.86e']
GCR LSSVM [o,7] [1.02¢7T,1.29¢0]
GCR P-LSSVM [o,7]  [9.22¢",8.95¢72
GCR IP-LSSVM [o,7] [1.91e7!,4.59¢0]
GCR  FSLM-LSSVM [o,7] [2.35¢7!,7.24¢0]
GCR  CSMO-LSSVM [o,7] [1.30e!,1.78¢0]
GCR TCSMO-LSSVM [o,7] [1.28¢71,2.72¢°]
GCR SCG-LSSVM [c,7] [1.0le7!,1.79¢°]
HAB LSSVM [o,7] [1.60eT,1.29¢0]
HAB P-LSSVM [o,7] [6.73¢7!,8.47¢0]
HAB IP-LSSVM [o,7] [8.36¢7!,1.04¢"]
HAB  FSLM-LSSVM [0,7] [1.69¢71,5.92¢0]
HAB  CSMO-LSSVM [o,7] [3.36¢7!,1.04¢0]
HAB TCSMO-LSSVM [o,7] [2.73¢7!,4.62¢°]
HAB SCG-LSSVM [0,7] [3.95¢72,2.31¢°]
BLD LSSVM [o,7] [1.27¢7 T 1410
BLD P-LSSVM [o,7] [1.23¢°,9.86e7]
BLD IP-LSSVM [o,7] [2.79¢71,2.16¢°]
BLD  FSLM-LSSVM [o,7] [2.00e!,1.10°]
BLD  CSMO-LSSVM [o,7] [1.40e',4.17¢0]
BLD TCSMO-LSSVM [o,7] [2.57¢71,3.81¢0]
BLD SCG-LSSVM [o,7] [1.01e71,3.95¢!]
ION LSSVM [o,7] [1.16eT,1.18¢7]
ION P-LSSVM [o,7] [1.43¢71,1.72¢']
ION IP-LSSVM [o,7] [2.48¢71,1.30¢0]
ION FSLM-LSSVM [o,7] [5.23¢71,1.96¢°]
ION  CSMO-LSSVM [0,7] [8.70e71,7.78¢0]
ION TCSMO-LSSVM [o,7] [1.90e7!,1.27¢°]
ION SCG-LSSVM [o,7] [2.06e71,2.77¢!]
AUS LSSVM [o,7] [1.11e7T7,2.73¢7]
AUS P-LSSVM [0,7]  [3.90e!,3.05¢0]
AUS IP-LSSVM [o,7] [1.85¢7!,1.85¢0]
AUS  FSLM-LSSVM [o,7] [2.38¢71,3.52¢0)
AUS  CSMO-LSSVM [o,7] [3.07¢7!,6.54¢0]
AUS TCSMO-LSSVM [o,7] [3.72¢71,1.72¢°)
AUS SCG-LSSVM [o,7] [1.49¢71,3.47¢0)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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pode-se perceber pela analise das Figuras 24 e 25 o padrdo geral de queda com o aumento do

percentual, o que é convergente com os resultados reportados em Dias e Neto (2017), Oliveira

et al. (2018), Dias et al. (2018), vale destacar que para algumas bases como para AUS, HAB

e PID houve ampliacido ou oscilagdo da acurdcia com o aumento do percentual, o que pode

indicar a necessidade de implementacdes de melhorias na metodologia de poda adotada para
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Figura 24 — Acurécia e tempo de previsdao em termos de porcentagem de poda no TCSMO-

LSSVM para conjuntos de dados AUS, BCW, PID e VCP.
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Figura 25 — Acurécia e tempo de previsdao em termos de porcentagem de poda no TCSMO-

LSSVM para conjuntos de dados BLD, GCR, HAB e ION.
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o TCSMO-LSSVM, uma vez que, tais oscilacdes podem indicar a poda de padrdes que sdao

relevantes para a constru¢do da fronteira de decisdo. Além disso, o tempo no estdgio de predicao

tem comportamento monotdnico decrescente relativo ao percentual de poda, o que faz sentido, ja

que com o aumento do percentual de poda, menor o nimero de padrdes de treinamento utilizados

na predi¢do de um novo registro (Zeng e Chen, 2005).

Ainda € possivel notar o rdpido treinamento das abordagens baseadas no problema

dual do LSSVM utilizando variantes do algoritmo SMO. De fato, muitos trabalhos ja constataram

o rapido treinamento de modelos SVM e LSSVM por meio do emprego do algoritmo SMO e



108

Tabela 12 — Resultados para classificadores treinados de acordo com
a metodologia 70/30 usando kernel Gaussiano Radial.

Base Classificador Acuracia(%) Reducio (%) Tempo(s)
BCW LSSVM  93.57+3.43 0 3.6le3+11.63
BCW P-LSSVM  86.67 +£2.60 37.35  2.76e2+30.13
BCW IP-LSSVM  89.82+2.36 10.83 8.72¢' £11.65
BCW FSLM-LSSVM  95.56 +0.67 20  5.82¢0+0.54
BCW CSMO-LSSVM  96.60+1.62 0 1.21°40.15
BCW TCSMO-LSSVM  93.68+2.63 20 1.49¢° +0.06
BCW SCG-LSSVM 90.41+2.0 79.78 2.96¢° +0.59
VCP LSSVM  83.87+2.40 0 6.01e2+9.04
VCP P-LSSVM  75.48+9.36 50.33 6.50e! £2.12
VCP IP-LSSVM  76.13+3.98 19.87 241e' +5.55
VCP FSLM-LSSVM  79.35+3.08 20 4.45¢°+0.16
VCP CSMO-LSSVM  78.92+2.10 0 3.50e~!'+0.02
VCP TCSMO-LSSVM  79.78 +5.95 20 4.72¢7'40.11
VCP SCG-LSSVM  78.49+5.32 78.80 2.30¢° +0.96
PID LSSVM  77.92+3.03 0 1.01e*+27.49
PID P-LSSVM  72.55+4.39 4347  5.34e'+£9.34
PID IP-LSSVM  71.08 +4.54 8 1.39¢% +1.38
PID FSLM-LSSVM 73.68 + 1.6 20 1.08¢! £0.11
PID CSMO-LSSVM  66.93+9.10 0 1.93¢°+0.03
PID TCSMO-LSSVM  69.52+7.39 20 2.28¢°+£0.12
PID SCG-LSSVM  72.38+2.15 79.73 5.23¢°+1.75
GCR LSSVM  74.80+1.73 0 9.24¢3+10.73
GCR P-LSSVM  71.53+3.30 32.11 1.14¢2 +1.96
GCR IP-LSSVM  72.07+3.70 6.13 2.44¢*+2.57
GCR FSLM-LSSVM  74.93 +3.58 20 1.27'+£0.13
GCR CSMO-LSSVM  69.47+2.54 0 3.64¢°+0.05
GCR TCSMO-LSSVM  70.20+1.17 20 3.77¢° £0.09
GCR SCG-LSSVM  69.67 £2.37 79.96 8.62¢0+3.23
HAB LSSVM  73.04+5.29 0 1.57¢3+30.76
HAB P-LSSVM  73.91+3.99 36.26 3.34e! £2.72
HAB IP-LSSVM  71.74+2.77 17.54 2.23¢!' +£6.08
HAB FSLM-LSSVM  71.74+2.77 20 4.26¢°+0.15
HAB CSMO-LSSVM  69.13+5.73 0 3.28¢71+0.03
HAB TCSMO-LSSVM  64.78 +£5.35 20 5.88¢7'40.03
HAB SCG-LSSVM  73.91+3.61 67.11 1.39¢! +£0.32
BLD LSSVM  67.88+5.33 0 1.12¢7 £46.1
BLD P-LSSVM  63.27+4.10 36.26 5.64e! £3.17
BLD IP-LSSVM  58.85+5.34 17.54 2.89¢! +7.55
BLD FSLM-LSSVM  59.61 +£3.26 20 4.24¢°40.09
BLD CSMO-LSSVM  62.88+1.99 0 4.22¢7140.05
BLD TCSMO-LSSVM  54.23+8.34 20 6.69¢"'40.15
BLD SCG-LSSVM  56.73+5.93 77.98 4.03¢%+1.81
ION LSSVM  93.01+2.18 0 4.83¢2+16.81
ION P-LSSVM  89.81+2.44 36.26 2.39¢! +8.08
ION IP-LSSVM  91.70+2.78 17.54 2.94¢' +1.68
ION FSLM-LSSVM  86.79 +£2.31 20 3.73¢° +£0.20
ION CSMO-LSSVM  87.36+1.07 0 4.25¢71+0.01
ION TCSMO-LSSVM  82.26+1.39 20 7.84e7'40.11
ION SCG-LSSVM  80.38+8.83 22.81 2.37¢0+1.23
AUS LSSVM  84.35+2.70 0 4.78¢°+13.88
AUS P-LSSVM  82.22+3.81 3626  7.73¢' £1.67
AUS IP-LSSVM  85.41+2.87 17.54 1.21¢2+2.79
AUS FSLM-LSSVM  72.27+3.21 20 7.97°40.24
AUS CSMO-LSSVM  81.26+4.80 0 1.68¢° +0.06
AUS TCSMO-LSSVM  85.31+3.72 20 1.95¢°+0.10
AUS SCG-LSSVM  80.97+4.29 79.82 2.12¢°40.16

Fonte: Elaborada pelo autor.

muito se deve a decomposicdo do problema dual em subproblemas, gracas ao uso da estratégia
de selecionar pares de multiplicadores de Lagrange para a atualizacdo a cada iteracdo. Avaliar
apenas dois multiplicadores por vez, garante uma solugdo analitica fechada para o subproblema

permitindo uma grande simplificacdo da computagdo da atualizag@o das varidveis duais.
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Para todas as bases também constatou-se que o tempo necessdrio para o treinamento
no modelo TCSMO-LSSVM ¢ praticamente equivalente a0 CSMO-LSSVM. Este € um resultado
interessante, pois o numero de flops necessario a cada iteracdo do TCSMO-LSSVM € superior ao
CSMO-LSSVM, no entanto, como ja foi discutido na Secdo 4, o ganho funcional desenvolvido
pelo uso do TCSMO ¢€ superior ao do CSMO, bem como, ao do SMO de primeira e segunda
ordem, portanto, por mais que o custo computacional por iteracio do TCSMO-LSSVM seja
superior ao CSMO-LSSVM, seu ganho funcional equilibra esse maior custo na atualizacao
da varidvel dual, o que justifica essa similaridade nos tempos de treinamento dos modelos
TCSMO-LSSVM e CSMO-LSSVM (Yu et al., 2023a).

Relativo a segunda proposta, SCG-LSSVM, nota-se que seu desempenho em termos
de acuricia é um pouco inferior ao TCSMO-LSSVM no geral. Percebe-se problemas de conver-
géncia para este método nas bases BLD, GCR e ION, onde obteve acuricias significativamente
inferiores ao LSSVM padrao, mas similar as demais variantes esparsas. Novamente, estes resul-
tados podem ser justificados pela ocorréncia de problemas relacionados a obten¢do de 6timos
locais para o desempenho dos modelos. Portanto, assim como no caso da primeira proposta, a
ampliacdo do espaco de busca, bem como, o aumento do nimero de trials dentro do processo de
otimizacdo Bayesiana seriam solugdes possiveis.

Destaca-se o rdpido treinamento do SCG-LSSVM sendo bem mais eficiente do que as
propostas que se baseiam na solucio do problema primal para o treinamento do modelo LSSVM.
Isto € um indicativo de que o emprego de uma abordagem dual pode ser mais eficiente para o
treinamento do modelo LSSVM do que a abordagem primal, ja que os todos os modelos que
utilizam as abordagens duais, SCG-LSSVM, CSMO-LSSVM e TCSMO-LSSVM, apresentam
treinamento mais rapidos do que as demais.

O rapido treinamento do modelo SCG-LSSVM também deve-se ao seu algoritmo
de otimizag@o que usa informagdes de segunda ordem da fung@o objetivo, Z (), no caso a
Hessiana, o que permite um elevado ganho funcional por interacdo ja que a aproximagao para
a funcao objetivo na sua vizinhanca é melhor, a medida que se considera mais termos em sua
aproximacao de Taylor (Izmailov e Solodov, 2007).

Diferentemente dos métodos de Newton cldssicos, que usam a Hessiana diretamente,
nossa proposta utiliza apenas uma aproximacao BFGS da mesma, que € atualizada a cada iteracao
o que indica que o algoritmo de otimizacdo SCG-LSSVM ¢é Quasi-Newton, similarmente ao

algoritmo de Levenberg-Marquardt. Isto induz uma redugd@o no custo de operagdes por iteracao



110

do método contribuindo ainda mais para a sua eficiéncia (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963).

Figura 26 — Acuricia e tempo de treinamento para cada modelo nos conjuntos de dados AUS,
BCW, PID e VCP.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Acuricia e tempo de treinamento para cada modelo nos conjuntos de dados BLD,
GCR, HAB ¢ ION.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1.2 Fronteira de Decisdo

Pela observacao das Figuras 28, 29 e 30, € possivel notar que a fronteira de decisdo
gerada pelo TCSMO-LSSVM ¢ bastante similar a fronteira desenvolvida pelo IP-LSSVM o

que ratifica o bom ajuste do TCSMO-LSSVM aos dados sintéticos. Este fato indica que a poda
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Figura 28 — Fronteira de decisdo gerada pelos modelos IP-LSSVM e TCSMO-LSSVM para a
base TWM.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Fronteira de decisdo gerada pelos modelos IP-LSSVM e TCSMO-LSSVM para a
base TWS.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 30 — Fronteira de decisdo gerada pelos modelos IP-LSSVM e TCSMO-LSSVM para a
base TWC.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

através do critério de ganho funcional é adequada para estas bases e que os padrdes menos
representativos para a formagao da fronteira estdo sendo corretamente identificados e removidos.

Nota-se que as fronteiras de decisdo obtidas pelo IP-LSSVM sao mais sobreajustadas,
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ou seja, penaliza padrdes classificados erroneamente, como observado na Figura 30, que mostra
que a fronteira de decisd@o interna estd mais bem posicionada do que aquela obtida pelo modelo
TCSMO-LSSVM. De uma forma geral, € relevante a obten¢do de heuristicas que permitam a
estimac¢do de um percentual 6timo de poda seja por técnicas de reamostragem ou diretamente
dentro da atualizacdo dos parametros do modelo. Estas sdo necessdrias e serdo consideradas em

estudos futuros.

Figura 31 — Fronteira de decisdao gerada pelos modelos IP-LSSVM e SCG-LSSVM para a base
TWM.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 32 — Fronteira de decisdo gerada pelos modelos IP-LSSVM e SCG-LSSVM para a base
TWS.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela observacao das Figuras 31, 32 e 33, nota-se que a fronteira de decisao gerada
pelo SCG-LSSVM consegue realizar a separagdo entre as duas classes para as bases sintéticas,
mantendo grande similaridade com a fronteira desenvolvida pelo modelo IP-LSSVM. Destaca-se
o bom posicionamento da fronteira em todos os casos, bem como seu formato tanto nos casos

lineares como nos nao lineares.
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Figura 33 — Fronteira de decisdo gerada pelos modelos IP-LSSVM e SCG-LSSVM para a base
TWC.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

De uma forma geral, € possivel determinar que a proposta SCG-LSSVM tem boa
capacidade de discriminacdo das classes, bem como, gera uma fronteira de decisdo menos
flexivel, ou seja, esta tenta seguir menos os padrdes quando comparada a desenvolvida pelo
IP-LSSVM o que pode ser visto como algo benéfico, uma vez que este comportamento tende a

evitar problemas de sobreajuste.

6.1.3 Bases de Dados Grandes

Neste ponto, vale destacar que foram considerados apenas os modelos CSMO-
LSSVM, TCSMO-LSSVM sem poda, TCSMO-LSSVM com 20% de poda e o SCG-LSSVM.
Devido a limitacdes de processamento o que fez com que algumas experimentacdes computacio-
nais demorassem tempo demais, ocasionando em algumas situagdes até mesmo a reinicializa¢ao
da maquina, os demais modelos baseados no problema primal ndo foram considerados, este fato
serve para ratificar o rdpido treinamento dos modelos LSSVM baseados no problema dual, bem
como, a grande eficiéncia de modelos baseados no algoritmo SMO (Platt, 1998; Yu et al., 2023a;
Yu et al., 2023b). Os resultados obtidos sdo reportados na Tabela 13.

Pela avaliacdo dos resultados da Tabela 13, nota-se que o TCSMO-LSSVM sem
poda conseguiu convergir para todos as bases analisadas, obtendo altos valores de acurécia,
confirmando a capacidade que tal proposta tem de tratar com grandes bases de dados. Outra
caracterfstica observada destes resultados é o fato de 0o CSMO-LSSVM ter apresentado baixas
acurécias para as bases BKM e ADT. De fato, por mais que tal modelo consiga gerar resultados
para estes dados em tempo hébil, o mesmo apresenta problemas de convergéncia para estes

dois conjuntos, o que pode ser um indicativo de instabilidade do modelo relativo ao nimero
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Tabela 13 — Acuricia e tempo de treinamento para as grandes bases

de dados.
Base Classificador Acuracia Tempo (s)
BKM TCSMO-LSSVM 85+1 6.58¢! +£0.32
BKM TCSMO-LSSVM (20%) 85+3 8.65¢! +1.22
BKM SCG-LSSVM  89.17+0.66  6.59¢' +0.25
BKM CSMO-LSSVM 58.54 +23.6 6.44¢' +0.23
ADT TCSMO-LSSVM 85+1 1.83¢°+32.04
ADT TCSMO-LSSVM (20%) 76+1 1.69¢>+65.56
ADT SCG-LSSVM 87.92+0.73 1.81¢% +8.00
ADT CSMO-LSSVM  65.12+11.96 1.75¢>+11.69
SHT TCSMO-LSSVM 99.8+1 3.16°+16.14
SHT TCSMO-LSSVM (20%) 99.8+1 3.01¢+58.39
SHT SCG-LSSVM 99.874+0.1 3.14¢%+38.87
SHT CSMO-LSSVM 98.144+0.5 2913 +47.42

Fonte: Elaborada pelo autor.

de entradas, vale frisar que a convergéncia nos dados SHT ¢ facilitada pelo alto nivel de
desbalanceamento desta base, permitindo altas acuricias até mesmo para o CSMO-LSSVM.

Para o TCSMO-LSSVM com percentual de poda de 20%, percebe-se uma menor
instabilidade da capacidade discriminativa do modelo com o aumento no nimero de padroes.
De fato, para as bases BKM e SHT o desempenho entre 0o TCSMO-LSSVM com e sem poda é
praticamente o mesmo. Para a base ADT, tem-se uma queda mais consideravel da acuricia do
TCSMO-LSSVM (%20) quando comparado ao TCSMO-LSSVM sem poda, no entanto, pela
variancia das acurdcias avaliadas em cada rodada dentro da validacdo é possivel notar que o
modelo convergiu provavelmente para um 6timo local.

Para o caso do SCG-LSSVM, percebe-se convergéncia para todos os grandes conjun-
tos de dados analisados, alcangando altos valores de acurécia, confirmando a capacidade desta
proposta de lidar com grandes bases de dados.

De uma forma geral, nota-se que as propostas TCSMO-LSSVM e SCG-LSSVM
conseguem processar grandes bases em tempo hébil e com convergéncia do algoritmo de
otimizacdo, ratificando que estas novas variantes do LSSVM trazem os beneficios de robustez
do LSSVM com o acréscimo de rdpido treinamento, capacidade de tratar com grandes bases de

dados e obtencdo de solucdes esparsas.

6.2 Simulacoes para Aproximacoes de Funcoes

O resultados para a avaliacdo das propostas na tarefa de aproximacio de funcdes sao

apresentados e discutidos, destacando-se os ganhos e limita¢des obtidas, bem como, delineando
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Figura 34 — Acurécia e tempo de treinamento para cada modelo nos conjuntos de dados ADT,
BKM, SHT.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

possiveis melhorias a serem realizadas em estudos futuros, de uma forma similar ao que foi feito

na se¢do de resultados para classificacao bindria.

6.2.1 Ajuste de Hiperparametros

As figuras 35 e 36 apresentam os resultados obtidos no processo de ajuste de
hiperparametros para cada base de dados considerando o modelo TCSMO-LSSVM. Os resultados
do ajuste de hiperparametros para o modelo SCG-LSSVM sdo apresentados nas figuras 37 e
38. Além disso, a Tabela 14 apresenta os valores dos hiperparametros 6timos obtidos durante o

processo de ajuste.

Tabela 14 — Valores 6timos para cada hiperparametro.

Base Modelo Hiperparametro Valores
ABA LSSVM [o,7]  [3.63¢72,2.82¢
ABA TCSMO-LSSVM [0,7] [1.00e72,1.63¢7]
ABA SCG-LSSVM c,7T 6.40e73,4.45¢*
MPG LSSVM c,T 6.60e1,1.82¢°
MPG TCSMO-LSSVM [0,7] [3.09¢°,3.82¢%]
MPG SCG-LSSVM c,T 7.10e2,4.88¢!
CON LSSVM 0,7 1.01e71,9.52¢0
CON TCSMO-LSSVM [o,7]  [3.80e72,1.03¢%]
CON SCG-LSSVM c,7T 4.17¢72,1.32¢%
ENE LSSVM c,T 1.40e72,4.27¢°
ENE TCSMO-LSSVM [0,7]  [2.05¢72,1.21¢%)
ENE SCG-LSSVM [0,7]  [5.92¢72,3.94¢%]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Resultados para o ajuste de hiperparametros para as bases ABA (esquerda) e MPG
(direita) para 0o TCSMO-LSSVM.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 36 — Resultados para o ajuste de hiperpardmetros para as bases CON (esquerda) e ENE
(direita) para 0o TCSMO-LSSVM.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2.2 Acurdcia

A Tabela 15 apresenta os resultados obtidos pelo LSSVM e para as duas propostas
TCSMO-LSSVM e SCG-LSSVM, quando aplicados aos conjuntos de dados reais. Para obter o
desempenho dos regressores, foram realizadas 20 rodadas independentes, nas quais calculou-
se a média e o desvio padrio para as métricas RMSE e coeficiente de determinacdo (R?).
Também foram fornecidas as porcentagens de reducdo no nimero de vetores-suporte em relagcdo
a quantidade do conjunto de vetores de treinamento como dada pela expressao 1 — %, com
a cardinalidade do conjunto de vetores-suporte dada por #SV e #N o niimero de amostras de



117

Figura 37 — Resultados para o ajuste de hiperparimetros para as bases ABA (esquerda) e MPG
(direita) para o SCG-LSSVM.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 38 — Resultados para o ajuste de hiperpardmetros para as bases CON (esquerda) e ENE
(direita) para o SCG-LSSVM.
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treinamento. Um resumo dos resultados reportados na Tabela 15 € apresentado na Figura 40.

Neste ponto, ressalta-se que foi utilizado o mesmo critério de poda baseado no ganho
funcional para esparsificar a solu¢ao obtida pelo algoritmo SCG-LSSVM, mostrando que tal
procedimento pode ser aplicado em modelos diversos, desde que o treinamento do LSSVM seja
realizado no dual. Além disso, pela avaliacdo da Tabela 15, nota-se o baixo desempenho obtido
pelo modelo TCSMO para todas as bases de regressao. De fato, pela observacao das Figuras 35
e 36, percebe-se a ocorréncia de 6timos locais na etapa de ajuste de hiperparametros.

Problemas na convergéncia se mantiveram quando analisado a variagdo da métrica
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R? em termos do percentual de poda variando na faixa de [0%, 5%, 10%, 15%,20%,25%,30%,
o que justifica o uso do percentual de 5% nos resultados apresentados que se seguem, uma vez
que, este percentual foi o que forneceu uma melhor capacidade preditiva, embora se tenha baixo
nivel de esparsidade.

Tabela 15 — Resultados para os regressores treinados de acordo com
a metodologia 70/30 usando kernel Gaussiano Radial.

Base Regressor R%(%) RMSE Reducio (%) Tempo(s)
ABA LSSVM 5542+2.11 2.16+0.04 0 3.28¢' +0.84
ABA TCSMO-LSSVM 51.65+3.48 2.40+40.28 5 2.70e' +0.62
ABA SCG-LSSVM  90.41+2.0 2.22+0.09 15 2.90e' +£0.77
MPG LSSVM 85.11£2.01 3.06+£0.25 0 2.28¢—140.02
MPG TCSMO-LSSVM 72.68+3.75 4.56+0.99 5  2.63¢71+£0.02
MPG SCG-LSSVM  87.49+1.40 3.05+0.28 15 2.8le'+0.28
CON LSSVM 84.63£1.35 6.66+0.38 0 1.85¢" +0.04
CON TCSMO-LSSVM 77.22+8.54 8.11+1.78 5 2.42040.03
CON SCG-LSSVM  85.63+1.02 6.44+0.31 15 1.73¢° +0.04
ENE LSSVM 96.10+0.98 1.86+0.19 0 1.03¢Y £0.03
ENE TCSMO-LSSVM 88.41+3.64 3.20£0.63 5 1.02¢° +0.01
ENE SCG-LSSVM  95.694+1.03 1.95+0.19 15  9.56e~!'+0.03

Fonte: Elaborada pelo autor.

As dificuldades no processo de otimizacdo podem estar relacionadas a etapa de
busca do conjunto de trabalho no algoritmo SMO, uma vez que, tal procedimento pode se tornar
consideravelmente instdvel para casos de mal condicionamento da matriz de kernel. Testes
realizados com o algoritmo CSMO para a tarefa de regressdao também ilustram desempenho
preditivo ruim o que ratifica a conjectura de que o procedimento de busca esteja dificultando a
convergéncia de tais metodologias. Portanto, futuras investigacdes e adaptagcdes serdo necessarias
para garantir uma melhor capacidade preditiva da proposta TCSMO-LSSVM em tarefas de
regressao.

Para o algoritmo SCG-LSSVM, os resultados obtidos foram competitivos e em
algumas bases de dados superiores ao LSSVM padriao, o que ratifica a fundamentacao tedrica
envolvida no seu desenvolvimento, além de, demonstrar flexibilidade em tratar tanto problemas de
classificacdo como regressdo. Destaca-se também a rdpida convergéncia, tornando o treinamento
mais rdpido que o LSSVM para a maioria das bases analisadas.

Ressalta-se que a esparsificagdo das solucdes obtidas pelo SCG-LSSVM foi re-
alizada pelo esquema de poda baseado no ganho funcional e, portanto, é necessdrio definir
um percentual de poda 6tima que concilia o dilema entre ter um maior nivel de esparsidade

sem grande perdas de desempenho preditivo por parte do modelo. Assim como na andlise
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de bases de classificacdo, definiu-se um grid de valores para o porcentagem de poda indo de
0% até 30% em passos de 5%, ou seja, foram considerados os valores de percentual de poda
de [0%,5%,10%,15%,20%,25%,30%]| para o SCG-LSSVM, avaliando-se o R?, bem como, 0
tempo de processamento do estdgio de predicdao. Os resultados sdo reportados na Figura 39.
Nota-se que o percentual de 15% permite um nivel de esparsidade sem uma brusca queda na

performance preditiva do modelo.

Figura 39 — R? e tempo de predi¢io em termos de porcentagem de poda no SCG-LSSVM para
os conjuntos de dados ABA, MPG, CON e ENE.
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Figura 40 — R? e tempo de treinamento para cada modelo nos conjuntos de dados ABA, MPG,
CON e ENE.
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6.2.3 Anadlise Qualitativa Visual

Com o intuito de desenvolver uma andlise qualitativa sobre a capacidade preditiva
das propostas, foram desenvolvidos duas bases de dados artificiais geradas de fungdes conhe-
cidas. No primeiro caso, foi considerado uma distribui¢do de ruido uniforme sobre uma curva
gerada aleatoriamente utilizando a biblioteca sklearn, ja no segundo considerou-se 0 mesmo
procedimento com um nivel de ruido ampliado ao dobro do primeiro cendrio, em ambos o0s casos
as amostras apresentam volumetria de 1500 observacdes. Os resultados apresentados nas Figuras
41 e 42 confirmam que o bom desempenho preditivo do modelo SCG-LSSVM e a dificuldade de
convergéncia por parte do TCSMO-LSSVM.

Figura 41 — Comparativo ente os valores observado e estimados para a primeira base sintética
considerando o SCG-LSSVM (esquerda) e TCSMO-LSSVM (direita).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 42 — Comparativo ente os valores observado e estimados para a segunda base sintética
considerando o SCG-LSSVM (esquerda) e TCSMO-LSSVM (direita).

Observado

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim a proposta SCG-LSSVM, apresenta-se como uma nova proposta com potencial
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positivo para uso em tarefas de regressdo, principalmente em cendrios com bases de dados
grandes, devido a sua boa capacidade discriminativa, rdpido treinamento e esparsidade permitida
pelo procedimento de poda. Relativo a proposta TCSMO-LSSVM melhorias e adaptagdes no
FGWSS devem ser realizadas com o intuito de melhorar a convergéncia do algoritmo dentro do
processo de treinamento. Possiveis medidas a serem investigadas, seriam a adi¢do de termos de
momento na atualiza¢io da varidvel com o intuito de forcar que solugdes ndo ocorram em 6timos
locais, bem como, altera¢des na formulacao da solugdo do problema dual, como a adicdo de
derivadas de ordem fraciondrias, visando uma suavizacao do processo de otimizagdo e evitando

a ocorréncia de pontos estaciondrios.

6.3 Resultados para a Base de Folsom, CA

Nesta se¢do sdo apresentados os resultados para as previsdes GHI e DNI conside-
rando as bases resultantes do processo de selecdo de atributos com apenas 5 preditores para
ambos os casos, GHI e DNI. Para o treinamento dos modelos XGBoost e LightGBM foi empre-
gado otimizacdo Bayesiana de uma forma similar aos algoritmos propostos. O modelo GMDH
com abordagem combinatdria, utiliza uma estratégia auto-organizdvel e consegue se ajustar aos
dados sem necessitar de ajuste de hiperparametros.

Para a etapa de selecdo de atributos baseada na andlise bivariada, utilizando a
correlacdo de Spearman em conjunto com um clustering hierarquico com o intuito de remover
varidveis correlacionadas, sem que ocorra a retirada de preditores com alto poder discriminativo
para as previsdoes GHI e DNI. Primeiramente, realiza-se o clustering hierarquico utilizando
como medida de dissimilaridade o valor 1 — corr(x;,x;), desta forma elementos de um mesmo
cluster representam varidveis correlacionadas. A Figura 43 apresenta os clusters resultantes deste
procedimento, em conjunto com a matriz de correlacdo realcando os agrupamentos formados
considerando todas as varidveis de entrada presentes na base.

Uma vez detectado cada agrupamento com as varidveis correlacionadas, foram
removidas para cada um, aquelas varidveis que apresentavam uma correlagdo de Spearman
inferior a 0.4 em valor absoluto com a varidvel de saida, ou seja, que satisfazem a condicao
|corr(x;,y)| < 0.4. Este procedimento garante que para cada cluster, somente aquelas varidveis
com menor impacto preditivo para varidvel de saida serdo removidas. Para previsdes GHI,
as varidveis restantes ap6s este filtro, foram B(ghit|Smin),L(ghixt|5min), AVG(R), ENT(R),
AVG(G), ENT(B), STD(RB), ENT(RB).
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Figura 43 — Clusters resultantes e correspondente matriz de correlagao.

AVG(R)
AVG(G)

ENT(R)
ENT(B)

STD(RB)
ENT(RB)

Blghi_kt|Smin)
Lighi_kt|Smin)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 44 apresenta os resultados de clustering hierdrquico em conjunto com
sua matriz de correlacdo onde fica evidenciado, que apesar de ainda existir alguns preditores
correlacionados, os mesmos nao foram removidos devido ao seu alto poder discriminativo para a
variavel de saida, no caso ktgy;

Figura 44 — Clusters resultantes e correspondente matriz de correlacao para as varidveis resul-
tantes na previsao GHI.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 45 apresenta os mesmos resultados para o caso de previsdes DNI. Neste
caso, as varidveis restantes foram B(dnig|smin ), L(dnig|smin)» AVG(R), ENT(R), ENT(G), ENT(B),
STD(RB), ENT(RB).

Por fim, um procedimento de RFE foi realizado com o intuito de reduzir ainda
mais a dimensionalidade do problema. Destaca-se aqui, que foi utilizado o modelo XGBoost
para a realizacdo do RFE em conjunto com uma validagdo cruzada 5 folds para avaliagdao do

desempenho de cada modelo a medida em que as varidveis iam sendo removidas. Por fim,
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Figura 45 — Clusters resultantes e correspondente matriz de correlacdo para as varidveis resul-

tantes na previsao DNI.
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configurou-se o algoritmo para que o numero de varidveis resultante fosse de 5.

Ao executar o pipeline descrito na Figura 15, o conjunto de dados resultante teve

5 preditores: B, V, ugr, Hr e Hgp, no contexto de previsao de GHI, e as variaveis B, u, Hg,

Hpp e Hg para previsao de DNI. Os resultados obtidos considerando apenas estas varidveis

sao apresentados nas Tabelas 16 e 17 para previsdes GHI e DNI e resumidos de uma forma

esquematica pela Figura 46. Destaca-se que devido aos problemas de convergéncia notados no

TCSMO-LSSVM em problemas de regressao, a analise para esta base de dados foi realizada

considerando apenas a proposta SCG-LSSVM.

Tabela 16 — Resultados para previsdes GHI.

Modelos Métricas Smin 10min 15min 20 min 25 min 30 min
GMDH RMSE 50.44 62.11 67.89 71.39 73.92 76.44
GMDH R? 0.97 0.95 0.94 0.94 0.93 0.93

LightGBM RMSE 47.49 57.98 62.97 66.40 68.96 71.51
LightGBM R? 0.97 0.96 0.95 0.95 0.94 0.94
XGBoost RMSE 47.25 57.15 62.28 65.71 68.54 71.04
XGBoost R? 0.97 0.96 0.95 0.95 0.94 0.94
SCG-LSSVM RMSE 94.01 08.28 124.88 128.54 129.67 132.06
SCG-LSSVM R? 0.88 0.86 0.70 0.69 0.68 0.67

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 17 — Resultados para previsdes DNI.

Modelos Meétricas Smin 10min 15min 20 min 25 min 30 min
GMDH RMSE 86.16 109.10 123.44 133.60 141.18 148.11
GMDH R? 0.94 0.90 0.87 0.85 0.84 0.83

LightGBM RMSE 82.39 105.06 117.51 126.44 133.45 139.83
LightGBM R? 0.94 0.91 0.89 0.87 0.86 0.84
XGBoost RMSE 81.72 103.14 116.60 126.00 133.52 139.49
XGBoost R? 0.94 0.91 0.89 0.87 0.86 0.84
SCG-LSSVM RMSE 183.53 207.53 228.85 238.27 243.51 250.93
SCG-LSSVM R? 0.77 0.71 0.65 0.62 0.60 0.58

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46 — Aumento nos valores de RMSE ao longo dos horizontes de previsao.
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Pela observacdo dos resultados apresentados nas Tabelas 16 e 17, nota-se que a
performance preditiva do SCG-LSSVM ¢€ inferior aos demais modelos para a base considerada,

o que era esperado dada a elevada capacidade generalizacdo em dados estruturados de modelos
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de 4rvores de decisdo e de rede neurais artificiais. Outro ponto a ser considerado estd na piora
nos valores das métricas de desempenho com o aumento do horizonte de previsao, ja que com
isto o nivel de incerteza na previsdo da saida € ampliado o que € convergente com os resultados
obtidos em Pedro e Coimbra (2015), Pedro et al. (2019).

Além disso, outro comportamento esperado € um pior desempenho preditivo dos
modelos na tarefa de previsao DNI relativo a GHI. Esse fato ¢ comum e esperado, uma vez que
o GHI contabiliza toda a radia¢do que atinge o solo, vinda de todas as direcdes, enquanto, por
outro lado, o DNI é uma medigao fortemente direcional, e at€¢ mesmo pequenas nuvens podem
bloquear o Sol, levando a erros nas estimativas.

De uma forma geral, nota-se que o modelo SCG-LSSVM apresentou resultados
consistentes € com comportamento convergente com o que € reportado na literatura sobre
previsdo de irradiancia de curto prazo. Além disso, dado seu rdpido treinamento com esparsidade
promovida pela poda, esta metodologia pode ser extremamente adequada para o desenvolvimento
de dispositivos de previsdo embarcados com limitacdes de hardware como plataformas Arduino
e Raspberry Pi.

Neste capitulo, extensivas simulacdes numéricas sobre bases de dado reais e arti-
ficiais, considerando tanto problemas de classificacdo binaria como de estimacdo de fungdes
foram realizadas com o intuito de validar as metodologias propostas. Cendrios de baixa e de alta
volumetria foram considerados, andlise visual da fronteira de decisao em classificacdo bindria e
verificacdo do desempenho preditivo do SCG-LSSVM sobre uma base real de previsao de irradi-
ancia solar de curto prazo. Notou-se que as duas propostas apresentaram desempenho preditivo
competitivo quando comparado a outros métodos mais bem consolidados, com a vantagem de
rapido treinamento e esparsidade promovida sobre vetor 6timo de multiplicadores de Lagrange.

Para problemas de regressao, a proposta SCG-LSSVM se mostrou mais estavel que
0 TCSMO-LSSVM em todas as bases consideradas, resultando em uma metodologia alternativa
para a obtencdo de LSSVRs esparsos e de rdpido treinamento. Um maior detalhamento das
conclusdes obtidas serd apresentada no proximo capitulo, no qual ainda tem-se a apresentacdo de
dificuldades inerentes de cada proposta, bem como, o delineamento de sugestdes de melhorias

para pesquisas futuras.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta tese, foi abordado o problema da caréncia de eparsidade nas solu¢des promo-
vidas por modelos LSSVMs, o que caracteriza-se por ser sua principal deficiéncia, uma vez que,
a consideracao de todos os padrdes de treinamento como vetores-suporte impacta diretamente na
fase predi¢cdo do modelo tornando-o ineficiente em cendrios de processamento de grandes bases
de dados. Com isso, foram propostos dois novos algoritmos para o treinamento rapido e esparso

de modelos LSSVMs, em que, ambos solucionam o problema dual diretamente de tais modelos.

7.1 Conclusoes

As duas novas propostas tratam do problema dual resultante da formulag¢ao do treina-
mento de LSSVMs. No TCSMO-LSSVM, emprega-se o algoritmo SMO com uma nova direcio
de descida de trés termos, que permite um maior ganho funcional por iteragcdo, acelerando a etapa
de treinamento, mas com uma solucao 6tima densa. Para conseguir esparsidade uma metodologia
de poda com tamanho fixado foi adotada, em que padroes com menores contribuicdes para o
ganho funcional do problema de otimizagdo foram removidos.

Para o0 SCG-LSSVM, emprega-se um novo método do gradiente conjugado espectral
com um novo esquema de escolha dos parametros espectral e conjugado que favorece o desen-
volvimento de uma nova direcao de busca que satisfaz a propriedade espectral e a condicdo de
descida simultaneamente, favorecendo alto ganho funcional a cada iteracdo. Além disso, neste
novo algoritmo, emprega-se o uso de informagdo de segunda ordem por meio da aproximacao
BFGS para a Hessiana da func¢do objetivo dual o que contribui para uma rapida convergéncia
sem grande custos de processamento por iteracao.

Os dois novos métodos propostos foram validados por meio de diversas simulagcdes
computacionais tanto em bases de classificacdo como em bases de regressao. Em ambos os
casos, foram consideradas as andlises do desempenho preditivo e tempo de processamento no
treino para bases pequenas, andlise da etapa de tuning de hiperparametros, anélise qualitativa do
desempenho por meio da fronteira de decisdo e também por meio de gréaficos de dispersao entre
valores medidos e estimados para o caso de regressao, bem como, avaliacdo do desempenho em
bases de dados grandes.

Primeiramente, ambas as propostas apresentaram desempenho preditivo competitivo

quando comparado ao LSSVM padrdo e a outras variantes esparsas ja consolidadas com a
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vantagem de fornecer rapido treinamento e esparsidade da solu¢do quando aplicados sobre as
bases que abordam a tarefa de classificacdo bindria. Neste cendrio, o TCSMO-LSSVM conseguiu
um maior destaque do que SCG-LSSVM, com uma melhor acurécia e tempos de treinamento
um pouco menores, embora tenha apresentado para algumas bases, problemas relacionados a
convergéncia na etapa de funing de hiperparametros.

O SCG-LSSVM apresentou maior robustez na etapa de funing, além disso, esta
proposta apresenta um procedimento de poda baseado na distancia de um determinado padrao
ao hiperplano de decisao, de tal forma, que ndo é necessdrio por parte do usudrio definir um
percentual de poda, ou seja, esta metodologia ajusta o nivel de poda de uma forma automatica
sendo, portanto, uma metodologia de tamanho variavel.

Em ambos os casos, as fronteiras de decisdo geradas se mostraram condizentes com
aquela desenvolvida pelo modelo de benchmarking IP-LSSVM em todas as bases sintéticas
utilizadas para essa andlise. Também vale destacar a boa capacidade preditiva e o treinamento em
tempo habil quando as propostas foram aplicadas sobre grandes bases de dados em problemas de
classificacdo bindria. Também € interessante notar que apenas as metodologias que empregam
a abordagem dual foram capazes de tratar com tais bases, nos demais métodos, problemas
relacionados a alocacdo de memdria e tempo para o processamento foram observados.

Para as bases de regressdo, o TCSMO-LSSVM apresentou desempenho inferior aos
demais modelos de comparagdo. Este comportamento se repetiu para o0 método CSMO-LSSVM,
enquanto para 0 SCG-LSSVM o desempenho se manteve robusto e competitivo com rapido
treinamento e esparsidade garantida por poda de tamanho fixado. Com isso, conjectura-se que o
problema esteja na etapa de selecdo do conjunto de trabalho, FGWSS, para o algoritmo SMO,
que necessita de novas adaptagdes para o cendrio de regressao.

O SCG-LSSVM foi avaliado frente a modelos de estado da arte em tarefas de
aprendizado em bases de dados estruturadas. Esta andlise comparativa foi realizada sobre uma
grande base de dados reais obtida em um problema de previsdo de recurso solar de curto prazo.
Foram realizadas previsdes em seis horizontes de 5 minutos a 30 minutos em passos de 5, tanto
para GHI como para DNI, em que os resultados indicaram uma capacidade preditiva inferior da
proposta quando comparado aos demais modelos utilizados na comparacio, embora os resultados
obtidos tenham sido consistentes com o que € reportado na literatura sobre previsdo de irradiancia
solar de curto prazo.

Por fim, realizando diversas simulagdes computacionais sobre bases de classificagcdo
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e regressdo, percebe-se que as duas propostas apresentadas possuem desempenho preditivo
competitivo em tarefas de classificacdo bindria com répido treinamento e esparsidade na solug¢ao
6tima dos multiplicadores de Lagrange, ja para as bases de regressdo a proposta TCSMO-
LSSVM apresentou dificuldades relacionadas a convergéncia na etapa do FGWSS, ja o SCG-
LSSVM forneceu capacidade preditiva competitiva em ambas as tarefas de classificacdo bindria
e regressao, sendo portanto, uma interessante alternativa para métodos de kernel com rapido

treinamento e garantias de esparsidade.

7.2 Direcoes Futuras

Dentre os possiveis direcionamentos que podem ser adotados para a melhoria desta
pesquisa, destacam-se 0s seguintes pontos:

— Melhorias sobre a metodologia FGWSS para a sele¢do do conjunto de trabalho no algo-
ritmo SMO devem ser realizadas com o intuito de tornar a primeira proposta mais robusta
a diferentes bases tanto considerando tarefas de classificagdo como regressao;

— Encapsulamento de todos os scripts desenvolvidos na forma de uma /ib, considerando
todos os padrdes e boas préticas de desenvolvimento de software para que futuros usudrios
possam utilizar e melhorar as funcionalidades ja desenvolvidas;

— Adaptar e melhorar o procedimento de poda para o TCSMO-LSSVM, fazendo com que a
mesma seja de tamanho varidvel, contribuindo para a reducdo no niimero de hiperparame-
tros do modelo;

— Complementar a formulag¢do dos algoritmos para que os mesmos sejam robustos a ocor-
réncia de outliers nos dados de entrada para o modelo LSSVM utilizando estimac¢do M ou
minimos quadrados ponderados, por exemplo;

— Formular versodes das duas propostas considerando o processamento de dados em stream
para cendrios de aprendizado online com limitacdes de hardware;

— Utilizando todos esses avancos, embarcar todas as propostas em um dispositivo de previsao
de irradidncia solar de baixo custo e avaliar sua viabilidade em um cendrio real de previsao

de recurso solar.
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