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RESUMO

Dado um grafo G = (V(G), E(G)), uma cobertura por vértices de G consiste em um subconjunto
C C V(G) tal que, para toda aresta uv € E(G), tem-se que u € C ou v € C. O ndmero de
cobertura de um grafo G, denotado por 7(G), é o tamanho de uma cobertura por vértices minima
de G. Nesse contexto, propds-se o estudo tedrico do problema da cobertura por vértices na
familia dos grafos snarks, definidos como grafos cubicos, simples, sem arestas de corte e que
nao admitem coloragdo de arestas propria com trés cores. O objetivo central foi investigar
propriedades estruturais desses grafos com vistas a obten¢do de novos limitantes para o tamanho
da cobertura por vértices minima na familia dos snarks-flor, snarks de Goldberg, snarks de
Blanusa Generalizados e snarks de Loupekine. Inicialmente, investigamos o snark-flor F,,
determinando o pardmetro T(F,) = 2n+ 1. Este resultado fundamentou-se na dualidade entre a
cobertura por vértices minima e o conjunto independente méximo. Em relacdo aos snarks de
Goldberg G,, estabelecemos que 7(G,) = (97"} . A demonstracao apoiou-se na decomposicao
em subgrafos disjuntos e na estrutura do grafo, composta por ciclos induzidos de tamanho
impar, para os quais j4 existem limitantes bem definidos na literatura. Para a primeira familia
de snarks de Blanusa Generalizados, B}, obtivemos 7(B}) = [M%H7]. Além de utilizarmos
os ciclos induzidos e a existéncia de subgrafos disjuntos, a andlise baseou-se nas propriedades
estruturais do grafo, explorando a periodicidade de seus blocos para identificar um padrdo de
cobertura vélido. Por fim, para os snarks de Loupekine L, (baseados em LFPy e LP; com arestas
direto-cruzado), o parimetro foi fixado em 7(L,) = 4n. Este valor foi obtido principalmente

através da andlise dos ciclos induzidos Cs presentes na estrutura do grafo.

Palavras-chave: cobertura por vértices; teoria dos grafos; grafos snarks.



ABSTRACT

Given a graph G = (V(G),E(G)), a vertex cover of G consists of a subset C C V(G) such that,
for every edge uv € E(G), either u € C or v € C. The vertex cover number of a graph G, denoted
by 7(G), is the size of a minimum vertex cover of G. In this context, a theoretical study of the
vertex cover problem was proposed for the family of snark graphs, defined as cubic, simple,
bridgeless graphs that do not admit a proper 3-edge-coloring. The central objective was to
investigate the structural properties of these graphs to obtain new bounds for the minimum vertex
cover size in the families of Flower snarks, Goldberg snarks, Generalized BlanusSa snarks, and
Loupekine snarks. Initially, we investigated the Flower snark F,, determining the parameter
T(F,) = 2n+ 1. This result was based on the duality between the minimum vertex cover and the
maximum independent set. Regarding the Goldberg snarks G,, we established that 7(G,) = ’—97”-‘ .
The proof relied on the decomposition into disjoint subgraphs and the graph’s structure, which is
composed of induced odd cycles for which well-defined bounds already exist in the literature. For
the first family of Generalized Blanusa snarks, B, we obtained 7(B)) = (%] . In addition to
utilizing induced cycles and the existence of disjoint subgraphs, the analysis was based on the
structural properties of the graph, exploring the periodicity of its blocks to identify a valid cover
pattern. Finally, for the Loupekine snarks L, (based on LPy and LP; with direct-cross edges), the
parameter was fixed at T(L,) = 4n. This value was obtained primarily through the analysis of

the induced Cs cycles present in the graph structure.

Keywords: vertex cover; graph theory; snark graphs.
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1 INTRODUCAO

Em um mundo cada vez mais imerso em tecnologia, esta se mostra presente em
diversos aspectos da vida humana — inclusive na seguran¢ca — tendo como uma de suas grandes
contribuicdes a camera de vigilancia, que atualmente € amplamente utilizada em espagos publicos,
instituicdes privadas e, principalmente, nos lares ao redor do mundo e que tem contribuido
significativamente para a diminui¢cdo da criminalidade em alguns locais (Yang et al., 2024).

Entretanto, assim como o olho humano, as cameras de vigilancia modernas sé
enxergam o que estd dentro de seu campo de visdo, tornando necessdria a instalagdo de multiplas
unidades para a cobertura completa de uma determinada drea. Tecnicamente, iSso ndo representa
um impasse. Porém, devido a restricdes orcamentdrias, a quantidade de cameras necessarias € 0
modo como essas cameras sao alocadas pode tornar-se um desafio.

Primeiramente, pode ocorrer a alocagdo insuficiente de cameras, o que compromete a
vigilancia do espago ao deixar pontos cegos desprotegidos, resultando em uma falsa sensacdo de
seguranca. Em segundo lugar, mesmo que todos os pontos do ambiente estejam cobertos, pode
haver sobreposicao excessiva de dreas monitoradas, configurando um desperdicio de cameras
devido a redundéncia desnecessdria.

Um exemplo € ilustrado na Figura 1, onde ha uma série de ruas interligadas entre
si e ha também cameras em algumas intersec¢des, onde essas cAmeras “cobrem’” todas as ruas
que se intersectam sobre aquele cruzamento de vias especifico. Claramente, neste exemplo, as
cameras nio cobrem todas as ruas, mas essa ilustracdo cabe como uma boa representacdo do

problema na prética.

Figura 1 — Distribui¢do de cameras em ruas interligadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Esse problema de instalagdo de cameras em cruzamentos de vias pode ser modelado
com um grafo, no qual as cameras de vigilancia que originalmente ficariam nas intersec¢oes
entre ruas, vias ou semelhantes sdo alocadas em determinados vértices, enquanto as ruas/vias
monitoradas sdo representadas pelas arestas. Na pratica, o objetivo € instalar cameras em pontos
estratégicos de forma que haja um monitoramento completo utilizando o minimo de cameras
possivel (Gusev, 2020). Esse monitoramento das vias € modelado em teoria dos grafos usando o
conceito de cobertura por vértices.

O conceito de cobrir arestas com vértices em um grafo existe desde os primeiros
estudos sobre grafos feitos no século XIX pelos matematicos Leonhard Euler e Arthur Cayley
(Kumara et al., 2025; Harju, 2011). Porém, o estudo de coberturas por vértices tornou-se mais
popular entre os tedricos de grafos apenas em meados do século XX. Em 1931, o matematico
Dénes Konig provou que o tamanho de um emparelhamento médximo em um grafo bipartido
¢ igual ao tamanho de sua cobertura por vértices minima (Konig, 1931; Szarnyas, 2020).
Posteriormente, em 1959, Tibor Gallai provou que o nimero de vértices de um grafo € igual
a soma dos tamanhos de um conjunto independente méximo e de uma cobertura por vértices
minima do grafo (Gallai, 1959; Cockayne et al., 1988). Ja na década de 1970, o estudo de
cobertura por vértices tornou-se central na area de Teoria de Complexidade Computacional apds
a publicac¢do dos estudos do cientista da computacao Richard Karp, onde, em um artigo, ele
listou 21 problemas NP-completos dentro da computag¢io, com a cobertura por vértices sendo
um dos problemas citados (Karp, 1972).

O conceito de cobertura por vértices € formalmente definido a seguir. Seja G =
(V(G),E(G)) um grafo simples e C C V(G) um subconjunto de seus vértices. Dizemos que C
¢ uma cobertura por vértices de G se, para toda aresta uv € E(G), tem-se que u € Couv € C
(Kleinberg; Tardos, 2005), como ilustrado na Figura 2a. Dizemos que C € uma cobertura por
vértices minima de G se, e somente se, para toda cobertura C' C V(G) de G tem-se que |C| < |C'].
O niimero de cobertura de um grafo G, denotado por 7(G), é o tamanho de uma cobertura por
vértices minima de G.

Aplicando essas defini¢des ao grafo G representado na Figura 2b, verifica-se que o
seu nimero de cobertura 7(G) € estritamente maior que 2. Mesmo ao tentar construir o conjunto
candidato S = {a,d}, composto pelos vértices de maior grau para maximizar a incidéncia, a
condi¢do de cobertura ndo € satisfeita para todas as arestas de E(G). O grafo possui um total de

11 arestas, e a soma dos graus de a e d resulta em 10; contudo, a aresta ad é contabilizada duas
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vezes. Assim, o conjunto cobre efetivamente apenas 9 arestas. Isso demonstra que {a,d} ndo é
uma cobertura por vértices vélida e, portanto, € impossivel cobrir G com apenas dois vértices.

A escolha dos vértices centrais a e d ja cobre a vasta maioria das arestas. As tnicas
arestas que nao tocam nem a nem d sdo bc e eb. O ponto crucial € que ambas as arestas tem
b como um vértice em comum. Portanto, ao adicionarmos b ao nosso conjunto de cobertura,
eliminamos simultaneamente essas duas arestas restantes. Conclui-se, assim, que 0 conjunto
S ={a,b,d} é uma cobertura vélida e minima, resultando em 7(G) = 3.

Figura 2 — Comparagdo entre uma cobertura por vértices qualquer e uma cobertura por vértices
minima de um mesmo grafo.

a a
f b f b
e c e c
d d
(a) Cobertura por vértices (ndo minima). (b) Cobertura por vértices minima.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dentre os principais avangos no estudo do problema de cobertura por vértices,
destaca-se o algoritmo guloso com fator de aproximacao 2 proposto por Reuven Bar-Yehuda e
Shimon Even, ainda hoje um dos melhores algoritmos de aproximagdo para o problema (Bar-
Yehuda; Even, 1985). No ambito da teoria da complexidade, Irit Dinur e Shmuel Safra, com
base em provas probabilisticamente verificaveis (PCP), demonstraram que nao existe algoritmo
de aproximag¢do com fator menor que aproximadamente 1,36, a menos que P = NP (Dinur;
Safra, 2005). Ja na complexidade parametrizada, Rodney G. Downey e Michael R. Fellows
estabeleceram que o problema é Tratdvel por Parametro Fixo (FPT) quando parametrizado pelo
tamanho da cobertura (Downey; Fellows, 1999).

Além das abordagens tedricas, métodos baseados em metaheuristicas também t€ém
sido aplicados ao problema, como no caso dos algoritmos genéticos. Milanovic propos uma
abordagem baseada em algoritmos genéticos para resolver o problema de cobertura por vértices

generalizado, obtendo resultados promissores quando comparado com algoritmos cléssicos de
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aproximacao e solucdes exatas (Milanovic, 2010). Da mesma forma, Nagy e Szokol desenvol-
veram um algoritmo genético com funcao de aptidao intervalar para o problema de cobertura
minima, demonstrando eficiéncia em instancias complexas de grafos (Nagy; Szokol, 2019).

O problema de determinar 7(G) para grafos com grau no maximo 2 é um problema de
complexidade polinomial, j4 que as componentes conexas desses grafos sdo caminhos ou ciclos
e o problema € de fécil caracterizac@o para essas classes. Dito isto, uma linha natural de pesquisa
consiste em investigar o problema para grafos com grau maximo 3, em particular, para classes
de grafos em que todos os vértices possuem grau igual a 3, os assim chamados grafos cubicos.
Porém, sabe-se que o problema da cobertura por vértices € NP-completo mesmo quando restrito
a grafos cubicos (Garey et al., 1976). Entretanto, existem avancos significativos no estudo do
pardmetro 7(G) para determinadas classes de grafos cibicos. Um bom exemplo sdo os grafos
de Petersen generalizados P(n,k). Especificamente, Behsaz et al. e Jin et al. caracterizaram
propriedades estruturais das coberturas para estes grafos, apresentando alguns limites inferiores
e superiores para o parametro 7(P(n,k)) desta familia, além de determinar valores exatos para
7(P(n,k)) em casos especificos (Behsaz et al., 2010; Jin; Wang, 2019).

Apesar dos avangos ja obtidos no estudo do problema de cobertura por vértices,
muitas classes de grafos cubicos ainda permanecem inexploradas. Uma dessas classes sao os
grafos snarks, que se caracterizam por serem grafos simples, cibicos, conexos, ndo planares e
sem arestas de corte (Freitas et al., 2015). O interesse por esses grafos surgiu, em parte, devido
a sua relacdo com o Teorema das Quatro Cores, que afirma que € possivel colorir qualquer
mapa politico com, no mdximo, quatro cores, de forma que regides adjacentes tenham cores
distintas (Tutte, 1967). Durante as tentativas de provar esse teorema, snarks foram identificados
como casos criticos para a impossibilidade de certas abordagens baseadas em coloragdo de
arestas. Por sua complexidade estrutural e propriedades extremas, os snarks desempenham um
papel importante como potenciais contraexemplos ou casos-limite em diversos problemas de
otimizacao e decisdo em grafos, tornando-os relevantes para o aprofundamento da teoria da
cobertura por vértices em grafos ctibicos.

Dentro da familia dos snarks, destacam-se subclasses importantes como os snarks-
flor (Isaacs, 1975), os snarks de Goldberg (Goldberg, 1981), os snarks de BlanuSa generali-
zados (Watkins, 1983) e os snarks de Loupekine (Isaacs, 1976), cada um com caracteristicas
estruturais que os tornam relevantes para o estudo de problemas dificeis em grafos cubicos. Essas

familias possuem simetrias e uma definicdo recursiva que as tornam interessantes para o estudo
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de diversos parametros em grafos. Por exemplo, diversos problemas de coloracdo em grafos
e de dominac¢do em grafos t€m sido investigados para estas familias (Gongalves et al., 2021;
Luiz, 2024). Dada a importancia histdrica dessa classe na teoria dos grafos, faz-se necessario um

estudo dela no contexto do problema da cobertura por vértices.

1.1 Contribuicoes deste trabalho

Considerando que, dentre os grafos cubicos, os snarks sdo frequentemente identifica-
dos como casos criticos em problemas de otimizacao devido a sua complexidade estrutural, a
escassez de literatura sobre sua cobertura por vértices € notdvel. Diante desse cendrio, este traba-
lho oferece uma contribui¢do relevante ao utilizar definicdes e demonstracdes preestabelecidas
na literatura como base para inferir limitantes apertados em diferentes familias desses grafos.
Dessa forma, os resultados aqui apresentados ndo apenas preenchem uma lacuna no estado da
arte, mas também estabelecem um alicerce para futuras investigacdes do problema na classe
geral dos snarks. Mais especificamente, nés determinamos o valor exato do pardmetro 7(G) para
os snarks-flor, snarks de Goldberg, a primeira familia dos snarks de BlanuSa generalizados e os

snarks de Loupekine.

1.2 Organizacao do Texto

A estrutura do trabalho segue com o Capitulo 2, que estabelece a fundamentagao
tedrica necessdria, abordando conceitos de teoria dos grafos com €nfase nas definicdes e demons-
tracOes do problema de cobertura por vértices, além de uma contextualizacdo histdrica sobre os
snarks. O Capitulo 3 apresenta os resultados obtidos a partir da aplicacao desses conceitos aos
objetivos propostos. Por fim, o Capitulo 4 traz as consideracdes finais da pesquisa, destacando a

relevancia dos resultados alcangados e sugerindo perspectivas para trabalhos futuros.
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2 FUN DAMENTA(;AO TEORICA

No Capitulo 1, definimos o conceito de cobertura por vértices de um grafo, bem como
o de cobertura minima e o pardmetro 7(G). A seguir, apresentamos mais alguns conceitos acerca
desse tema, trazendo definicdes fundamentais sobre grafos e demonstracdes que determinam
limitantes inferiores e superiores para o nimero de cobertura de algumas classes de grafos.
Ademais, relacionamos o conceito de cobertura com outros conceitos cldssicos em grafos. Por

fim, finalizamos o capitulo apresentando um breve histérico sobre os grafos snarks.

2.1 Definicoes Basicas de Teoria dos Grafos

Os conceitos basicos de teoria dos grafos aqui apresentados baseiam-se primordial-
mente nos livros Introduction to Graph Theory (West, 2002) e Fundamentals of Graph Theory
(Bickle, 2020).

Um grafo G = (V(G),E(G)) é um objeto matemdtico que consiste em dois conjuntos
finitos: um conjunto ndo vazio de elementos chamados vértices, denotado por V(G), e um
conjunto de elementos chamados arestas, denotado por E(G), onde as arestas sdo pares Ginicos
e nao ordenados de vértices distintos. A definicdo de grafo aqui apresentada e que € usada ao
longo de todo este texto é também chamada na literatura cientifica de grafo simples.

Na Figura 3, temos uma ilustragdo de um grafo G = (V(G),E(G)) com o conjunto
de vértices e o conjunto de arestas dados, respectivamente, por V(G) = {vi,v2,v3,v4} e E(G) =
{{vi,v2},{v2,v3}, {v3,v4},{v1,v4}}. E comum na literatura representar uma aresta {u,v} pelos
pares uv ou vu. Além disso, também € comum nomear as arestas com outros simbolos que nao

pertengam ao conjunto V(G); por exemplo, na Figura 3, a aresta v;v, foi nomeada como e;.

Figura 3 — Um grafo G.

V4 e3 V3
O O

eq e
O O

V1 €l 1%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Diz-se que dois vértices sdo adjacentes ou vizinhos quando ambos pertencem a uma
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mesma aresta do conjunto E(G). Por exemplo, na Figura 3, os vértices v; e v, sdo adjacentes,
pois {vi,v2} € E(G). Quando {u,v} € E(G), dizemos que u e v sdo os extremos da aresta {u,v}.
De modo andlogo, diz-se que uma aresta incide em um vértice quando esse vértice € um de seus
extremos, ou seja, se {u,v} € E(G), entdo diz-se que {u, v} incide tanto em u quanto em v.

O grau de um vértice v € V(G), denotado por d(v), é a quantidade de arestas que
incidem em v. O grau minimo do grafo G, denotado por 8(G), representa 0 menor grau entre
todos os vértices de G, ou seja, 6(G) = min{d(v) | v € V(G)}. Ja o grau mdximo, denotado por
A(G), representa o maior grau entre os vértices, isto é, A(G) = max{d(v) |v€ V(G)}.

Seguindo a definicao de grau de um vértice, um grafo G é chamado de k-regular
se todos os seus vértices possuem 0 mesmo grau, igual a k. Grafos onde todos os vértices tém
0 mesmo grau, sem especificar o valor, sdo chamados simplesmente de regulares. Um caso
de especial interesse neste trabalho sdo os grafos 3-regulares, comumente chamados de grafos
ctibicos.

Ainda sobre vértices vizinhos, definimos a vizinhang¢a de um vértice v; € V(G) como
o conjunto de todos os vértices em V(G) que sdo adjacentes a v;, Formalmente, tal conjunto é
definido como Ng(vi) = {w € V(G) | {w,v1} € E(G)}. De forma andloga, podemos estender
essa nogdo para um subconjunto de vértices S C V(G). A vizinhan¢a do conjunto S, denotada
por Ng(S), é o conjunto de todos os vértices do conjunto V(G) — S mas que sdo adjacentes a
pelo menos um vértice em S. Matematicamente, a vizinhanca de S € a unido das vizinhangas de
cada um de seus vértices, excluindo-se os proprios elementos de S.

Dados dois grafos G e H, dizemos que H é um subgrafo de G, denotado por H C G,
se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Desta forma, dado um grafo G = (V(G),E(G)) e um conjunto
de vértices S C V(G), um subgrafo induzido por S é um grafo G[S] = (S,E’), onde o conjunto
E’' consiste em todas as arestas de E(G) cujos ambos os extremos estdo em S, significando que
um subgrafo induzido de G € formado por um subconjunto de vértices S do grafo original G e
todas as arestas de G que conectam pares de vértices nesse subconjunto.

Dizemos que dois grafos G| e G; sdo vértice-disjuntos ou simplesmente disjuntos se
eles ndo compartilham nenhum vértice entre si, implicando em V(G1) NV (G,) = 0.

Em teoria dos grafos, existem diferentes maneiras de descrever sequéncias de vértices
e arestas. A nocdo mais fundamental € o passeio, definido como uma lista alternada de vértices
e arestas, vo,eq,Vvi,€2,V2,...,€k, Vi, onde para 1 <i <k, a aresta e; incide nos vértices v;_| e

v;. O vértice inicial vy e o vértice final v; sdo os extremos do passeio, enquanto vy,...,vi_|
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sdo seus vértices internos. Em um passeio, tanto vértices quanto arestas podem ser repetidos
livremente. Um tipo mais restrito de passeio € a trilha, que € um passeio no qual todas as arestas
sdo distintas; os vértices, no entanto, ainda podem ser repetidos. Progredindo na especificidade,
temos o caminho, que € uma trilha onde todos os vértices sao distintos. Finalmente, um ciclo é
um passeio que comeca e termina no mesmo vértice (ou seja, vo = vx), no qual todas as arestas
sao distintas, todos os vértices internos sao distintos, € os vértices inicial e final sdo os Unicos
vértices iguais. Assim, a hierarquia € clara: todo caminho € uma trilha, e toda trilha é um passeio.

Diz-se que um grafo G € conexo quando existe um caminho entre quaisquer dois
de seus vértices distintos, u,v € V(G). Se essa condi¢do ndo for satisfeita, o grafo é desconexo.
Um grafo desconexo G € formado por subgrafos conexos maximais, que sao chamados de
componentes conexas de G.

Dado um grafo G = (V(G),E(G)) e uma aresta ¢; € E(G), dizemos que ¢; é uma
aresta de corte se sua remo¢ao aumenta o nimero de componentes conexas do grafo G. Uma
caracterizacao alternativa e fundamental estabelece que uma aresta é uma aresta de corte se, e
somente se, ela ndo faz parte de nenhum ciclo contido em G.

Tratando-se de definicdes a respeito de grafos de maneira estrutural, uma definicao
de suma importancia para o problema da cobertura por vértices € a de grafo bipartido, que
consiste em um grafo G = (V(G),E(G)) cujo conjunto de vértices V(G) pode ser particionado
em dois subconjuntos disjuntos V; e V;, tais que toda aresta de G contém um extremo em V| e 0
outro extremo em V5.

Outro grafo cldssico € o grafo completo, denotado por K, que consiste em um grafo
com n vértices em que cada par de vértices distintos € conectado por uma tnica aresta; o Ks, por
exemplo, é o grafo completo com 5 vértices.

O conceito de homeomorfismo também € importante e estd intrinsecamente ligado a
operacdo de subdivisdo de aresta. Esta operacao consiste em subdividir uma aresta e = uv ao se
adicionar ao conjunto V(G) um novo vértice w e substituir e por duas novas arestas, uw e wv.
Dois grafos sdo ditos homeomdrficos se ambos podem ser obtidos a partir de um mesmo grafo
original através da aplicacdo repetida da operacdo de subdivisdo de arestas.

Desta forma, podemos definir a classe dos grafos planares. Um grafo planar é um
grafo que pode ser desenhado no plano euclidiano R? de modo que suas arestas se interceptem
apenas em seus vértices extremos. A caracterizagdo combinatdria da planaridade € dada pelo

Teorema de Kuratowski, que afirma que um grafo € planar se, e somente se, ele ndo possui
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subgrafos homeomorficos ao grafo completo K5 ou ao grafo bipartido completo K3 3, ou seja,
nao contém uma subdivisao desses grafos.
A seguir, apresentamos algumas defini¢des e demonstragcdes a respeito do problema

da cobertura por vértices.

2.2 Cobertura por Vértices

Provar limitantes em Teoria dos Grafos € uma tarefa fundamental, pois estabelece
os limites do que € teoricamente possivel, guiando o desenvolvimento de algoritmos ao definir
tanto um “piso de dificuldade” (limitantes inferiores), que nos impedem de buscar otimizac¢des
impossiveis, quanto garantias de desempenho (limitantes superiores). Dessa forma, nesta se¢do
apresentamos limitantes gerais para o problema da cobertura por vértices, ja conhecidos na
literatura cientifica, que serdo fundamentais para alcancarmos o objetivo final deste trabalho.

A seguir, apresentamos dois limitantes inferiores elementares para 7(G), que seguem
diretamente da defini¢ao de cobertura por vértices e que fazem parte de resultados classicos da
literatura cujas demonstragdes originais sao de dominio publico. Por questdao de completude,

apresentamos aqui demonstragdes que nds desenvolvemos para esses resultados.

Proposicao 1. Se G é um grafo, entdo ©(G) > %.

Demonstragcdo. Seja G um grafo simples com m arestas e com grau maximo igual a A(G). Seja
também S C V(G) uma cobertura por vértices minima de G, ou seja, |S| = 7(G). Considere
S={vi,v2,...,v}. Como toda aresta de G tem como extremidade um vértice de S, a0 somar os
graus de todos os vértices do conjunto S, teremos com certeza contabilizado todas as arestas de

G, possivelmente com algumas dessas arestas contadas duas vezes. Isso implica que:

m<Y dv)=dvi)+...+d(v) <AG)+...+A(G) =k-A(G).

v kv;es
Logo, m < k-A(G). Como k = |S| = 7(G), concluimos que 7(G) > %_ 0

.~ . . L. ~ m
Proposicio 2. Se G é um grafo simples com n vértices e m arestas, entdo ©(G) > ™.

Demonstracdo. Seja G = (V(G),E(G)) um grafo simples com n vértices e m arestas. Suponha
que C C V(G) seja uma cobertura por vértices minima, ou seja, |C| = 7(G). Entdo, todas as
arestas do grafo incidem em pelo menos um vértice de C. Observe que cada vértice em C pode

cobrir no maximo n — 1 arestas. Assim, o nimero méximo de arestas que podem ser cobertas
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por um tunico vértice de C € n — 1. Como cada aresta deve ser coberta por pelo menos um
vértice de C, o total de arestas m é no méaximo |C|(n— 1), isto é, m < |C|(n— 1), o que implica

IC| > . O

O préximo limitante inferior relaciona 7(G) a ordem do grafo e ao seu grau méaximo,
sendo inspirado em resultados para grafos com grau méaximo 2 obtidos por M. Xiao (Xiao, 2010),

onde é estabelecido que T(G) > 52 Gy bara qualquer grafo G com grau minimo 6(G) > 2.

2+A(

Proposicao 3. Se G é um grafo com n vértices e 3(G) > 3, entdo

3n
“6) 232Gy

Demonstragdo. Seja S uma cobertura por vértices minima no grafo G = (V(G),E(G)) e seja
7(G) = |S|. O conjunto V(G) — S é, por defini¢do, um conjunto independente. Como 6(G) > 3,
temos que cada vértice em G, incluindo os vértices em V(G) — S, tem grau pelo menos 3.

Como V(G) — S é um conjunto independente, todas as arestas incidentes a um vértice
em V(G) — S devem, necessariamente, conectar-se a um vértice em S. Dado que cada um dos
|V(G)—S| =n—1(G) vértices em V(G) — S tem grau minimo 3, existem pelo menos 3(n— 1(G))
arestas entre o conjunto S e o conjunto V(G) — S.

Por outro lado, o nimero de arestas com um extremo em S € limitado superiormente
pela soma dos graus dos vértices em S. Como cada vértice em S tem grau no maximo A(G), a
soma dos graus dos vértices em S é no maximo 7(G) - A(G). Este valor é um limite superior para
o niimero de arestas entre S e V(G) — S.

Combinando os dois argumentos, temos a seguinte inequagao:
3(n—1(G)) < 17(G) - A(G)

Agora, isolamos 7(G) através de manipulacédo algébrica.

3n
— < 1(G
AG) 13 =10
Assim, temos que:

3n

7(G) > TA(G)

Isso completa a prova. 0
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O préximo resultado relaciona o nimero de cobertura de um grafo G com o nimero
de cobertura de qualquer subgrafo de G, sendo mais um resultado classico da literatura. Por

questdo de completude, apresentamos uma prova que nds elaboramos.
Proposicao 4. Se G e H sdo dois grafos tais que H C G, entdo ©(H) < 7(G).

Demonstragdo. Seja Cg uma cobertura por vértices minima de G. Como H C G, temos que
todas as arestas de H estdo em G, ou seja, E(H) C E(G). Portanto, o conjunto C; também
cobre todas as arestas de H, visto que ele cobre todas as arestas de G. Logo, Cg é também
uma cobertura vdlida para H, embora ndo necessariamente seja minima. Como 7(H) é o menor

conjunto de vértices que cobre todas as arestas de H, temos que 7(H) < |Cg| = 7(G). O
2.2.1 Relacao entre Cobertura por Vértices, Emparelhamento e Conjuntos Independentes

Como mencionado anteriormente no Capitulo 1, os primeiros estudos sobre o pro-
blema de cobertura por vértices surgiram a partir de investigagdes relacionadas ao emparelha-
mento maximo em grafos bipartidos e aos conjuntos independentes. Devido a NP-completude
do problema da cobertura por vértices, muitos dos resultados obtidos a partir desses problemas
correlatos tém sido amplamente utilizados como base e contribui¢do para o avanco das pesquisas
na érea.

A seguir, apresentamos as defini¢des desses conjuntos, que sdo importantes para o
desenvolvimento deste capitulo.

Um emparelhamento em G é um subconjunto M C E(G) tal que nenhuma aresta em
M compartilha um vértice com outra, ou seja, para quaisquer ej,ex € M, com e| # e;, temos
e1MNey =0. Quando M € de tamanho maximo possivel, chamamos de emparelhamento mdximo.
Denotamos por o' (G) a cardinalidade de um emparelhamento méximo de G.

A partir de um emparelhamento M, um vértice v € dito saturado por M se for
extremo de alguma aresta em M. Quando um emparelhamento satura todos os vértices de G,
ele é denominado emparelhamento perfeito. No contexto de um grafo bipartido G = (X,Y),
dizemos que o emparelhamento M satura o conjunto X se todo vértice em X for saturado por M,
nao havendo a mesma exigéncia para os vértices do conjunto Y.

Um conjunto independente é um subconjunto I C V(G) tal que nenhum par de
vértices em / € adjacente. Um conjunto independente € dito mdximo se nao hd outro conjunto

independente maior que ele no grafo. Isso implica que todo vértice que ndo pertence ao conjunto
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independente maximo deve ser adjacente a pelo menos um vértice que pertence a ele. Denotamos
por a(G) o tamanho de um conjunto independente maximo de G.

Esses conceitos de emparelhamento e conjunto independente possuem conexdes
estruturais com o problema da cobertura por vértices, e sdo frequentemente explorados para
o desenvolvimento de algoritmos e formulacdes tedricas relacionadas. Podemos observar as

Figuras 4a e 4b a seguir como exemplos ilustrativos destes conceitos.

Figura 4 — Ilustracdo dos conceitos de emparelhamento e conjuntos independentes aplicados em
grafos quaisquer.

V2
®
V7 V3
!
V4 V3
O V6
Vs Ve V4
e
Vi V2 Vs
(a) Exemplo de um emparelhamento maximo, (b) Exemplo de um conjunto independente
destacado pelas arestas grossas. maximo, destacado pelos vértices pretos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, temos a seguir alguns teoremas que trazem resultados interessantes re-
lacionados aos temas citados. As seguintes demonstracdes foram derivadas do livro Introduction

to Graph Theory, de Douglas B. West (West, 2002).

Proposicao 5 (Gallai, 1959). Um subconjunto de vértices C C V(G) é uma cobertura de um

grafo G = (V(G),E(G)) se, e somente se, V(G) — C é um conjunto independente.

Demonstrag¢do. Suponha que C C V(G) é uma cobertura de G. Por defini¢o, toda aresta de G
tem pelo menos uma de suas extremidades em C. Isso significa que nenhuma aresta de G tem
ambas as extremidades no conjunto complementar, V (G) — C. Portanto, por defini¢do, V(G) —C
¢ um conjunto independente.

Agora, suponha que / = V(G) — C é um conjunto independente. Isso significa que

nenhuma aresta de G tem ambas as extremidades em /. Assim, toda aresta de G deve ter pelo
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menos uma de suas extremidades fora de /, ou seja, em C. Portanto, C é uma coberturade G. [

Proposicao 6 (Gallai, 1959). Dado um grafo G = (V(G),E(G)), um conjunto de vértices
X CV(G) é uma cobertura minima se, e somente se, V(G) —X

V(G)| = ©(G) + a(G).

é um conjunto independente

mdximo. Ou seja,

Demonstragdo. Isso segue diretamente da proposi¢ao anterior. Se X é uma cobertura de tamanho
minimo, |X| = 7(G), entdo V(G) — X € um conjunto independente. Se existisse um conjunto
independente I’ maior que V(G) — X, entdo V(G) — I’ seria uma cobertura menor que X, o que é

uma contradicao. O

Na Proposic¢do 9, analisamos a relacdo fundamental entre emparelhamentos e cober-
turas por vértices em grafos bipartidos. Demonstramos que a determina¢@o da cardinalidade de
um emparelhamento maximo € um passo crucial para encontrar a cardinalidade de uma cobertura

por vértices minima. A fim de provar esse resultado, usamos as seguintes proposicoes.

Proposicao 7 (Hall, 1935). Dado um grafo bipartido G com biparticdo (X,Y), G tem um

emparelhamento que satura X se e somente se [NG(S)| > |S| para todo S C X.

Proposicao 8 (West, 2002). Seja C uma cobertura por vértices e M um emparelhamento em um

grafo G. Entdo M| < |C|.

Demonstracdo. Note que toda aresta de um emparelhamento deve estar coberta por pelo menos
um vértice. Logo, a cardinalidade de toda cobertura € maior ou igual a cardinalidade de um

emparelhamento do grafo. 0

Proposicao 9 (Kénig, 1931). Em um grafo bipartido G, a cardinalidade mdxima de um empare-

lhamento ¢ igual a cardinalidade minima de uma cobertura por vértices, ou seja, &' (G) = t(G).

Demonstracdo. Seja G um grafo bipartido com biparti¢do (X,Y). Pela Proposi¢do 8, temos que
a'(G) < 1(G), bastando provar somente que ¢&’'(G) > 7(G). Dessa forma, seja C uma cobertura
por vértices minima de G, ou seja |C| = T(G), construiremos um emparelhamento maximo M
em G de forma que M| = |C| = ©(G).

A ideia consiste em particionar C em dois conjuntos R e T taisque R=CNX e
T =CnNY e, dado H um subgrafo induzido por RU(Y —T) e H* um subgrafo induzido por
T U(X —R), usar o Teorema de Hall para mostrar que H tem um emparelhamento que satura

R e que H* tem um emparelhamento que satura 7', pois como H e H* sdo disjuntos, os dois
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emparelhamentos juntos formam um emparelhamento de tamanho |C| em G. A Figura 5 ilustra
os subgrafos H e H*.

Como RUT € uma cobertura, G nao tem arestas de Y — 7" para X — R. Além disso,
se considerarmos o conjunto N (S) para cada subconjunto S C R, temos que Ny (S) estd contido
emY —T.

Suponha, por absurdo, que |Ng(S)| < |S|, entdo podemos substituir N (S) por S em
C a fim de obter uma cobertura menor, dado que N (S) cobre todas as arestas incidentes em S
que ndo sdo cobertas por 7. Porém, como C ji € minimo, isso ndo € possivel. Logo, concluimos
que [NG(S)| = |S].

Assim, concluimos que a minimalidade do conjunto C implica o Teorema de Hall
em H, portanto, H tem um emparelhamento que satura R. Da mesma forma, temos que H* tem

um emparelhamento que satura 7', e o resultado segue. [

Figura 5 — Esquema dos conjuntos descritos na demonstracdo da Proposi¢do 9.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.2 Caminhos e Ciclos

Como € comum em teoria dos grafos, muitos problemas sdo inicialmente estudados
em classes restritas de grafos, especialmente naqueles com grau méaximo limitado. Um caso
frequente envolve grafos com grau maximo A(G) < 2, sendo estes caminhos e ciclos, cujas
estruturas mais simples permitem a obtencao de solucdes exatas para determinados problemas.

Um caminho com n vértices, denotado por P, € um grafo tal que o seus vértices
podem ser dispostos em uma sequéncia linear de vértices conectados por arestas consecutivas, ou

seja, V(B,) = {v1,v2,...,vu} e E(P,) = {{vi,viz1} | | <i<n—1}, como ilustrado na Figura 6.
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Um ciclo com n > 3 vértices, denotado por C,, é o grafo definido por V(C,) = {vi,v2,..., v}
e E(Cy) ={{viyjvis1} | 1 <i<n—1}U{{vy,v1}}, como € ilustrado na Figura 7. Ambos os

caminhos e ciclos satisfazem a condi¢do A(G) < 2.

Figura 6 — Grafo Caminho Ps.

O O O O O
Vi V2 V3 V4 Vs
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 7 — Grafo Ciclo Cs.
Vi
Vs V2
V4 V3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por completude, apresentamos a seguir demonstra¢des para o valor exato do parame-

tro 7(G) para caminhos e ciclos. Estes resultados sdo cldssicos da literatura.

Proposicio 10. Dado um caminho Py, temos que t©(P,) = |5 |.

Demonstracdo. Primeiro, vamos estabelecer um limite inferior para 7(P,). Pela Proposicédo 1,
temos que 7(P,;) > [ﬁ} = [251] = | 4], para todo n > 1.

Agora, construimos uma cobertura por vértices C com exatamente | 5] vértices.
Seja V. ={vy,v2,...,v,} o conjunto de vértices de P,, onde as arestas sdo da forma {v;,v;;}.
Considere o conjunto C = {vy; | i € Z",2i < n}. Este conjunto contém todos os vértices com
indice par. O nimero de vértices em C é exatamente |C| = |5 .

Qualquer aresta em P, é da forma e = {v;,vjy1}.

— Se j € par, entdo v; € C.
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— Se j € impar, entdo j+ 1 €épar,ev; ;€ C.
Em ambos os casos, a aresta e € coberta pelo conjunto C. Portanto, C é uma cobertura por
vértices valida para P,. Como encontramos uma cobertura de tamanho |5 | e mostramos que

7(Py) > | 5], concluimos que 7(P,) = |5]. O

Proposicio 11. Dado um ciclo C, com n > 3 vértices, temos que T(C,) = [5].

Demonstragdo. Primeiramente, estabelecemos um limite inferior para 7(C,). Pela Proposicao 1,
temos que 7(C,) > (A } = [5], para todo n > 3.

Para mostrar a igualdade, vamos construir uma cobertura por vértices C de tamanho
[5]. SejaV = {vi,v2,...,v,} o conjunto de vértices de C,. Analisamos dois casos:

Caso 1: n é par. Seja n = 2k para algum inteiro k > 2. Considere o conjunto
C = {v2,4,...,v2x}. Este conjunto tem |C| = k = 5 = [5] vértices. Toda aresta em C, é da
forma {v;,v;y1} (com o indice n+ 1 sendo 1). Uma aresta {v,j_1,v2;} € coberta por vo; € C, e
uma aresta {v; V2 j+1} € coberta por v; € C. Portanto, C € uma cobertura por vértices.

Caso 2: n é impar. Sejan = 2k+ 1 para algum inteiro k > 1. Considere o conjunto
C = {v1,v3,...,v2+1}. Este conjunto possui |C| = k+1 =251 +1 = 2L = [2] vértices. Uma
aresta {vyj,v2j41} € coberta por vp;11 € C. Uma aresta {vzj_l,vzj} é coberta por vp;_; € C. A
aresta final {vo;.1,v1} € coberta pois ambos os vértices vy 1 € v; estdo em C. Logo, C é uma
cobertura por vértices.

Em ambos os casos, construimos uma cobertura por vértices de tamanho [7]. Visto

que 7(C,) > [5], podemos concluir que: 7(C,) = [5]. O
2.2.3 Grafos de Petersen Generalizados

O grafo de Petersen € uma das estruturas mais conhecidas e fascinantes da teoria dos
grafos. Ele leva o nome do matemético dinamarqués Julius Petersen, que o apresentou em 1898.
Petersen o utilizou para refutar a conjectura de Tait, que afirmava que todo grafo 3-regular sem
arestas de corte seria 1-fatordvel (ou seja, suas arestas poderiam ser coloridas com 3 cores). O
grafo de Petersen € um contraexemplo para essa € muitas outras conjecturas na teoria dos grafos.

A generalizacdo do grafo de Petersen foi iniciada por H. S. M. Coxeter em 1950.
A sua ideia consistia em construir uma familia de grafos desenhando um poligono de » lados
(ciclo externo) ao redor de um poligono estrelado de n lados e, em seguida, unindo os vértices

correspondentes (Coxeter, 1950).



25

Anos mais tarde, M. E. Watkins, em 1969, formalizou este conceito, nomeando-os
oficialmente como Grafos de Petersen Generalizados, representados como P(n,k). Devido a sua
construcao, todos os Grafos de Petersen Generalizados sdo cubicos, ou seja, cada vértice tem
grau 3 (Watkins, 1969).

Um grafo de Petersen generalizado, denotado por P(n,k), é definido para nimeros
naturais n e k que satisfazem a condicdo n > 2k. Sua estrutura € definida da seguinte forma:
o conjunto de vértices é V(P(n,k)) = {uy,uz,...,un} U{vi,va,...,v, }, € 0 conjunto de arestas
E(P(n,k)) = Ey UE, UE3 é formado pela unido disjunta de trés conjuntos de arestas:

(@) Ey ={wuiy1 |i=1,...,n} (indices médulo n);

(b) Er ={uv;|i=1,...,n} (indices médulo n);

(¢) Ez={vivisx |i=1,...,n} (indices médulo n).
Os vértices u; e v; sdo chamados de gémeos. O conjunto {uj,...,u,} forma o
ciclo externo, enquanto as conexdes entre os vértices {vy,...,v,} formam um ou mais ciclos,

dependendo do mdximo divisor comum de n e k. O grafo de Petersen corresponde ao grafo de

Petersen generalizado P(5,2) e € ilustrado na Figura 8.

Figura 8 — Grafo de Petersen P(5,2).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dada a estreita relacdo dos grafos de Petersen generalizados com os snarks, esta
secdo apresenta os resultados mais gerais existentes na literatura cientifica (Behsaz et al., 2010),
que foram obtidos no problema da cobertura por vértices para essa classe de grafos. Para isso,
estabelecemos alguns limitantes e demonstramos propriedades relevantes para a andlise.

Para as seguintes demonstragdes, mostra-se necessdria a defini¢ao da fungio mdc(n, k),

onde dados n,k € N, mdc(n, k) retorna o maior nimero inteiro que divide n e k simultaneamente.
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.~ . . ~ de(nk)+1
Proposi¢io 12 (Behsaz et al., 2010). Se n é impar, entdo T(P(n,k)) > n+ %

Demonstracdo. Considere o grafo de Petersen generalizado P(n,k), cujo conjunto de vértices é
V(P(n,k)) = {ui,un,...,un,vi,va,...,vn}.

Qualquer cobertura por vértices deve selecionar a0 menos (%W = % vértices do
conjunto U = {uy,uy,...,u,}, pois os vértices de U estdo conectados sequencialmente em um
ciclo de comprimento n e, como n € impar, sdo necessarias pelo menos % escolhas para cobrir
todas as arestas do ciclo induzido por U.

Além disso, os vértices do conjunto V = {vj,vs,...,v,} estdo organizados em
mdc(n, k) ciclos disjuntos de comprimento m devido a forma como as arestas entre 0s v;

sdo definidas. Para cobrir todas as arestas entre vértices de V(G), € necessario selecionar pelo

menos {MW vértices de cada ciclo, o que totaliza:

mde(n.1). [ n/de(nyk)w e+ mde(n k)

2 2

vértices de V(G).

Somando os dois termos, 0 nimero minimo de vértices em qualquer cobertura é:

n+1 n+mdc(nk) mdc(n, k) + 1
2 T 2 A T
0 que conclui a demonstragdo. [

A Proposigdo 14 apresenta limitantes superiores para 7(P(n,k)) dependendo da

paridade do valor m

definir alguns conceitos importantes para o total entendimento da prova. Tanto a Proposicado 14,

. A fim de apresentar a demonstrag¢do desse resultado, precisamos antes

quanto estes conceitos foram retirados do trabalho de Behsaz et al. (2010).

Dado um grafo de Petersen generalizado P(n,k), onde V(P(n,k)) = U UV, com os
conjuntos U e V(G) como anteriormente definidos, uma fira é definida como um subconjunto
maximo de vértices consecutivos do conjunto V(G) que fazem parte de uma cobertura por
vértices, onde “consecutivos” aqui refere-se aos indices dos vértices em ordem circular. O
tamanho de uma tira € simplesmente o nimero de vértices que ela contém. Por exemplo, no

grafo da Figura 9, o conjunto {vy¢,Vv1,Vv2,Vv3,v4} é uma tira de tamanho 5.
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Figura 9 — Uma cobertura por vértices no grafo P(16,5), indicada pelos vértices em cor preta.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Adotamos a convengdo de que todos os indices dos vértices de um grafo de Petersen
generalizado, quando estiverem fora do intervalo {1,2,...,n}, devem ser reduzidos médulo n
para pertencerem a esse conjunto.

A partir de uma cobertura por vértices C qualquer do grafo P(n, k), podemos construir
uma cobertura semi-dtima, denotada por so(C), da seguinte forma: Seja V = {vy,va,...,v,} 0
conjunto de vértices que formam os ciclos internos de P(n, k), selecionamos todos os vértices
de V(G) que estdo em C para colocar em so(C). Em seguida, selecionamos os gémeos de todos
os vértices de V(G) que ndo estdo em C. Por fim, selecionamos de forma otimizada os gémeos
das tiras de C, o que significa que vamos escolher entre os vértices u;, U1, ..., Ui+, de forma
alternada, comeg¢ando com u; 1. Behsaz et al. (2010) provam que so(C) é uma cobertura por
vértices do grafo P(n,k) e que seu tamanho nunca é maior que o da cobertura C.

Por fim, define-se a(C) e b(C) como sendo o nimero de vértices selecionados do
conjunto V (G) por uma cobertura C e o nimero de tiras de tamanho impar em C, respectivamente.

A seguir, citamos a Proposicado 13, pois precisaremos desse resultado para provar o

préoximo resultado.
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Proposicao 13 (Behsaz et al., 2010). Dada uma cobertura por vértices minima C* para P(n,k),

temos que a(C*) —b(C*) = d(P(n,k)).

Proposicao 14 (Behsaz et al., 2010). Seja P(n,k) um grafo de Petersen generalizado. Temos
que:

(a) Se — ) é impar, entdo:

( k

+ mdc(n, k
| nmde(n k)

T(P(n,k)) <n 1

(b) Se ( 3 € par, entdo

mdc

T(P(n,k)) <n+ 4_1

Demonstragdo. O grafo P(n,k) tem vértices divididos em dois conjuntos: U = {uy,uz,...,u,}
(ciclo externo) e V = {v,va,...,v, } (ciclos internos). As arestas incluem:
— Arestas ligando u; e u; 1, formando um ciclo induzido por U;
— Arestas entre v; € v;yx, formando um ciclo (ou dois ou mais ciclos disjuntos) induzidos por
V(G);
— Arestas ligando u; e v;.
O conjunto V(G) induz mdc(n, k) ciclos disjuntos, cada um de comprimento m.

Se € impar, entdo para cobrir todas as arestas em cada ciclo, € necessario selecionar

mdc( k)
alternadamente vértices de V (G), totalizando:

de(n, k de(n,k) + 1 de(n.k
a(C) :mdc(n,k> M :de(l’l,k)n/m C(l’l, )+ _ n-+m C(fl, )
2 2 )
vértices de V(G).

Considere uma cobertura C que contém todos os vértices de U e todos os vértices do
conjunto a(c) C V selecionados acima. Ao aplicar a construgio da cobertura semi-6tima so(C)

de acordo com a Proposicao 13, temos:

T(P(n,k)) <|so(C)|=n+ —————=<n+

concluindo a parte (a).

n 4 5 _n 13 .
Se, por outro lado, mdc(u) © Par, entdo a(C) = 5 € a mesma andlise fornece:
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T(P(n,k)) §n+g,

completando a parte (b). [

2.3 Breve Historico dos Grafos Snarks

A origem do conceito de grafos snarks em teoria dos grafos comega com o Problema
das Quatro Cores. Em 1880, P. G. Tait provou que resolver esse problema era equivalente a
mostrar que todo grafo 3-regular, planar e sem arestas de corte poderia ter suas arestas coloridas
com apenas trés cores de modo que arestas adjacentes recebessem cores distintas (Tait, 1880).

Na época, numa tentativa de achar um contraexemplo para a Conjectura das Quatro
Cores, isso levou a busca por grafos que satisfizessem essas propriedades, mas que precisassem
de quatro cores para a coloracdo prépria de suas arestas. Embora a prova do Teorema das
Quatro Cores em 1977 tenha mostrado que tais grafos ndo podem ser planares, o estudo de suas
contrapartes ndo planares continuou.

O nome “snark” foi cunhado por Martin Gardner em 1976, inspirado em um poema
de Lewis Carroll, para descrever a natureza elusiva desses grafos (Gardner, 1976). O primeiro e
mais famoso snark, o grafo de Petersen, foi descoberto em 1898 e permaneceu como o tnico
exemplo conhecido por mais de 40 anos. Outros snarks foram encontrados mais tarde por
matematicos como Blanusa (1946) e Szekeres (1973).

Um ponto de virada na descoberta de novos snarks ocorreu em 1975, quando Rufus
Isaacs desenvolveu os primeiros métodos para construir familias infinitas de snarks, como os
snarks-flor, transformando-os de curiosidades raras em uma classe estruturada de grafos (Isaacs,
1975). A importancia do grafo de Petersen foi solidificada pela conjectura de W. T. Tutte de
1967, provada em 1999, que afirma que todo snark contém o grafo de Petersen como um menor,

estabelecendo-o como o bloco de constru¢dao fundamental para todos os snarks (Tutte, 1967).
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3 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos resultados originais sobre a cobertura por vértices
minima de quatro familias de grafos snarks. Cada familia é apresentada em uma secdo especifica.
Iniciamos cada se¢@o com uma breve contextualizacdo a respeito da origem de cada uma das
familias de grafos snarks de interesse deste trabalho. Passamos por algumas propriedades
fundamentais, pela construcdo dos membros das familias e, por fim, determinamos os seus

nameros de cobertura minima.

3.1 Snarks-flor

Em 1975, Rufus Isaacs (Isaacs, 1975) apresentou métodos que viabilizam a constru-
¢do de familias infinitas de snarks, onde uma das familias descobertas acabou sendo justamente
a familia dos snarks-flor, cujos membros sao denotados por F3,Fs, F7,...,F,, talquen >3 en é
um inteiro impar.

Uma propriedade fundamental desta familia € que todos os seus membros podem
ser construidos através da unido disjunta de n subgrafos denominados blocos de construgao.
Um bloco de construgdo Bj consiste em um grafo simples, onde V(Bj) = {x;,y;,vj,u;} e

E(Bj) = {xvj,yjvj,u;jv;}, onde j € {1,2,...,n}. AFigura 10 ilustra um bloco de construgao.

Figura 10 — Um bloco de construgdo B;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dados dois blocos de construcio By e By 1, definimos as arestas de liga¢do como o
conjunto Ey g1 = {Uklg41,XkXk+1,YiVk+1}- A Figura 11 ilustra dois blocos ligados com arestas

de ligacdo.
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Figura 11 — Dois blocos By e By conectados com arestas de ligagdo do conjunto Ej s 1.

Yk Yi+1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado um inteiro impar n > 3, o snark-flor F, é definido de modo que V(F,) =
V(B1)UV(By)U---UV(By,) e E(F,) = (U E(B) U (UZ] Exger1) U 31X, X1ym, urtn }. O
snark-flor F3 é apresentado na Figura 12. Pela defini¢do de snark-flor, temos que |V (F,)| =4ne

|E(Fn)| = 6n.

Figura 12 — Snark-flor F3.

Y2 y3
Y1
X2 / X3
‘xl ) )
V1 V2 V3
up O us
us

Fonte: Elaborada pelo autor.

No Teorema 2, determinamos o valor exato do pardmetro 7(F,) para os snarks-flor.
Como parte integral da prova, usamos a relacio entre cobertura por vértices minima e conjunto
independente maximo apresentada na Proposi¢do 6. O teorema a seguir, um resultado clédssico

de teoria dos grafos, também ¢é usado na prova do Teorema 2.
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Teorema 1 (Kénig, 1936). Um grafo é bipartido se e somente se ndo contém ciclos de compri-

mento impar.
Teorema 2. Dado um grafo snark-flor F,, temos que t(F,) = 2n+ 1.

Demonstragdo. Dado um grafo snark-flor F,, com n > 3 e n impar, note que |V (F,)| = 4n. Pela
Proposi¢do 6, temos que |V (F,)| = ©(F,) + o(Fy,), ou seja, ©(F,) = |V (F,)| — a(F,) = 4n —
o(Fy). Logo, se determinarmos o valor do conjunto independente maximo & (F;,), substituimos o
seu valor nesta igualdade a fim de imediatamente obter o valor de T(F,). Dessa forma, provamos
a seguir que a(F,) = 2n— 1 para que, assim, tenhamos que 7(F,) =2n+ 1.

Primeiramente, provamos o limitante inferior o (F;) > 2n — 1 para todo snark-flor
F,. Na Figura 13, apresentamos o snark-flor F3 munido de um conjunto independente I(F3) =
{v1,y2,%2,u3,v3} de cardinalidade 5.

Figura 13 — Um conjunto independente com 5 elementos para o snark-flor F3, indicado pelos
vértices de cor preta.

Y2 y3
Y1
X2 / X3
X1

V1 V2 V3

Ui us

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tal padrdo na selec@o de vértices de um conjunto independente pode ser generalizado

para todos os snarks-flor F;, através da seguinte expressao:

. . n—1 . . n—1
I(F,) = {V2i+l 10<i< T}U{ijaXZjaUZj 1<) < T}
Para verificarmos a cardinalidade de I(F,), observe que o conjunto seleciona um

vértice para cada bloco impar e trés vértices para cada bloco par. Como n é um nimero

. 1 . ~1
impar, teremos % blocos impares e % blocos pares. Ao fazermos a soma, temos que

IFn —1. ntl +3 n—1 :n+l+3n73:4n72:2n_1'
[ (Fp)] ("3 7 > 2
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Referente a independéncia de I(F,), analisamos a estrutura local e as conexdes entre
blocos adjacentes. Seja k um indice par tal que 1 < k < n. Considere o bloco By e o seu vizinho
subsequente By . Internamente ao bloco par By, temos I(F,) NV (By) = {ux,x, vk - Como o
conjunto de vizinhos desses vértices dentro do bloco € restrito unicamente ao vértice central v, e
sabemos que vy ¢ I(F,), ndo existem arestas induzidas por I(F,) no interior de By.

Analogamente, para o bloco impar By 1, temos I(F,) NV (By41) = {vk+1}. Como
vks1 € adjacente apenas aos vértices periféricos {ui1,X11,Vkr1} € estes ndo pertencem a
I(F,), a independéncia interna também ¢é satisfeita. Sobre a independéncia entre os blocos,
observamos as arestas de ligacdo entre os blocos By e By, 1. Sabemos que a conexdo entre dois
blocos adjacentes ocorre exclusivamente através de seus vértices correspondentes. Portanto,
temos que as arestas que conectam By a By, consistem em {uguy i1, XXkt 1, ViVir1 ). Note
que os vértices {ug,xg,yr} do bloco par foram selecionados para I(F;), enquanto os vértices
correspondentes {u,1,Xk11,Yk+1} do bloco impar ndo foram selecionados. Consequentemente,
ndo existe aresta em F, cujas extremidades pertengam simultaneamente a I(F,,), provando que o
conjunto é independente.

A existéncia de um conjunto independente de cardinalidade 2n — 1 implica que
o(F,) > 2n— 1. Dessa forma, acabamos de estabelecer um limite inferior para o parimetro
o(F,) para os snarks-flor.

A seguir, mostramos que a(F,) < 2n— 1. Suponha, por contradi¢do, que exista um
conjunto independente I(F;) para o snark-flor F;, de tamanho maior ou igual a 2n. Dado o fato
que |V (F,)| = 4n, definimos o conjunto C(F,) = V(F,) —I(F;,), ou seja, formado pelos vértices
de F, que ndo estdo em /(F,), onde |C(F,)| < 2n.

Por defini¢do de conjunto independente, os vértices que estdo contidos em /(F,)
ndo podem ser adjacentes entre si, logo todas as arestas que incidem em algum vértice de I(F,)
terdo seu outro extremo em C(F;,), o que por sua vez caracteriza C(F;) como uma cobertura por
vértices (ver Proposicdo 5).

Como F;, € um grafo cubico, podemos calcular o nimero de arestas incidentes nos
conjuntos I(F,) e C(F,) através das seguintes expressoes:

Y d(u)=3-I(F,)|>3-2n=6n,
ucl(F,)

Y, d(v)=3-|C(F,)| <3-2n=6n.
veC(F,)
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Sabe-se que |E(F,)| = 6n. Porém, a soma total dos graus dos vértices em I(F,)
ja € maior ou igual a 6n, significando que ndo ha arestas onde ambos 0s seus extremos estao
em C(F,). Se ndo hd dois vértices em C(F;,) que sejam adjacentes, entdo C(F;) € também um
conjunto independente, assim como I(F;,).

Por definicao, um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois
conjuntos independentes é um grafo bipartido. E possivel ver um exemplo de um grafo cibico

bipartido na Figura 14.

Figura 14 — Um grafo cubico bipartido.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Porém, grafos snarks ndo sao bipartidos. Pelo Teorema 1, temos que um grafo
bipartido ndo pode conter ciclos de comprimento impar, e todo snark-flor F;, possui ciclo de
comprimento n impar induzido pelos vértices do conjunto {uy,u,...,u,}. Desta forma, F;, ndo
pode ser bipartido.

Portanto, a suposig¢do inicial deve ser falsa. Nao € possivel que exista um conjunto
independente de tamanho maior ou igual a 2n em um grafo snark-flor F,,. Como sabemos
que a(F,) > 2n—1 e acabamos de provar que o(F,) < 2n — 1, esses fatos implicam que

o(F,) =2n—1, o que, por sua vez, implica que T(F,) =2n+ 1. O
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3.2 Snarks de Goldberg

A familia dos snarks de Goldberg foi construida por volta de 1981 por Mark K. Gold-
berg (Goldberg, 1981), e é formada pelos grafos G3,Gs,G7,...,G, tal que n > 3 e n é impar.
Semelhante a construcdo da familia dos snarks-flor, os snarks de Goldberg sdo construidos
através de subgrafos denominados blocos de construgao.

Um bloco de construgdo B;, para 1 <i < n, é definido como um grafo simples, onde
V(B;) ={ai,bi,ci,d;,e;, fi,8i hi} e E(B;) = {a;b;,a;e;, bici,cid;, cif;,die;,dihi, eig;, figi}, como é

apresentado na Figura 15.

Figura 15 — Um bloco de constru¢do B;.

a; b;
d;

Ci O €;
fi 8i
O
h;

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dados dois blocos de constru¢io B; e By, define-se o conjunto de arestas de liga-
¢do que interligam estes blocos por E;; = {b;ay,g;fs,hjhe}. Uma ilustragdo de dois blocos

interligados através das arestas de ligacdo € apresentada na Figura 16.
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Figura 16 — Dois blocos B; e B, conectados com arestas de ligagdo do conjunto Ej ;1.

aj bj djil bji1
). )
d; 1
Cj O €j Cj+1 O €j+1
N\ N\
i 8J fit1 8j+1
O O
hj hji

Fonte: Elaborada pelo autor.

O primeiro membro da familia dos snarks de Goldberg € o snark de Goldberg G3,
onde V(G3) =V (B1)UV(B2)UV(B3) e E(G3) = E(B1) UE(By) UE(B3) UE1pUEy3UE3 |,
como € apresentado na Figura 17. Seguindo o padrao de constru¢ao de G3, para um dado n impar

onde n > 5, um snark de Goldberg G,, € definido de modo que:
n
- V(G,) =JV(B):
i=1

— E(Gn) = (OE(BJ) U (nol Ej7j+1> UEy 1.
i—1

J=1
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Figura 17 — O snark de Goldberg Gs.

ap by a by a3 bs

fi 81 h 82 f3 83

h hy h3

N /

Fonte: Elaborada pelo autor.

No Teorema 3, determinamos o valor do parAmetro 7(G,) para os snarks de Goldberg.

A fim de provar esse teorema, usamos a proposi¢@o a seguir como um resultado auxiliar.

Proposicao 15. Seja G um grafo, seja C C G um ciclo induzido em G e seja S uma cobertura

por vértices minima de G. Temos que |V(C)NS| > [5].

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que |V (C) N S| < [4] — 1. Como C é um ciclo induzido
de G, sabemos que ndo existem arestas conectando dois vértices de C além das arestas do préprio
ciclo C.

Note que todo vértice do conjunto [V (C) N S| cobre exatamente duas arestas do ciclo
C. Assim, o nimero de arestas cobertas pelos vértices do conjunto V(C) NS € no maximo
2-lV(C)NS| <2([5] —1) =2[5] —2 < n. Isso implica que existird pelo menos uma aresta
do ciclo C que ndo serd coberta por S, o que gera uma contradi¢do. Portanto, temos que

v©)ns > [4]. -
A seguir, provamos o resultado principal desta secao.

Teorema 3. Dado um grafo snark de Goldberg G,, temos que ©(G,) = (97"}

Demonstragdo. Primeiramente, provamos o limitante superior 7(G,) < (97”} Definimos uma
Loy . . ~1
cobertura por vértices S para G, dada por S = {b;,d;,e;, fj | 1 < j<n}U{hy; 1 |0<i <51

Para calcular sua cardinalidade, somamos a cardinalidade do conjunto {b;,d;,e;, fj |1 < j <n}
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com a cardinalidade do conjunto {fp;1; |0 <i < %}, totalizando, respectivamente, 4n e [5 |
elementos. Assim, estabelecemos o limitante superior 7(G,) < |S| = 4n+[4] = [%]. Um
exemplo dessa cobertura € apresentado para o snark de Goldberg G3 na Figura 18.

Para demonstrar que S é uma cobertura vélida para todo G, basta analisar a incidén-
cia das arestas em relacdo aos vértices escolhidos. No interior de cada bloco B;, a sele¢do do
subconjunto {b;,d;,e;, f;} é suficiente para cobrir todas as arestas listadas em E(B;), uma vez
que os vértices ndo selecionados a;, ¢; € g; t€m todos os seus vizinhos dentro desse subconjunto,
e a aresta pendente d;h; é coberta por d;. Quanto as conexdes entre blocos adjacentes, as arestas
bia; 11 e gifi+1 s@o cobertas, respectivamente, pela presenca de todos os vértices do tipo b e f em
S. Por fim, as arestas do ciclo central, formadas pela ligacdo h;h;; 1, sdo cobertas pela selegao
estratégica dos vértices h de indice impar, garantindo que toda aresta do ciclo possua a0 menos

uma extremidade no conjunto de cobertura.

Figura 18 — Uma cobertura por vértices para o snark de Goldberg G3.

ap by a by az b3

f] 81 fz 82 f3 83

- v

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, provamos o limitante inferior 7(G,) > (%’ﬂ Seja S uma cobertura por

vértices minima de G,, ou seja, T(G,) = |S|.
Seja C,, C G, um um ciclo impar de tamanho » induzido pelos vértices do conjunto
{h1,h2,...,hy,} CV(Gy). De acordo com a Proposi¢do 15, temos que |V (C,) NS > [5].
Além disso, para 1 <i < n, seja H; o subgrafo de G, induzido pelo conjunto de

vértices {a;,b;,c;,d;,e;, fi,gi}. A Figura 19 ilustra o subgrafo H;. E notdvel que H; contém um
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ciclo com cinco vértices C = (a;, bi, ¢i, d;, ¢;). Logo, pela Proposicdo 15, temos que |V (CL) NS| >
3. Além disso, a aresta f;g; € E(H;) conecta dois vértices de H; que sdo disjuntos dos vértices
do ciclo Cg. De acordo com a Proposi¢do 10, para cobrir esta aresta (que € um caminho P) é
necessdrio pelo menos mais um vértice. Portanto, concluimos que |V (H;) S| = |V (CL)NS|+1 >
3+1=4.

Observe que o ciclo C, e todos os n subgrafos Hy,H, ..., H, sdao disjuntos entre si.
Logo, qualquer cobertura S de G, deve conter pelo menos [ 5| vértices do ciclo C, e 4 vértices
de cada um dos n subgrafos H;. Logo, temos que |S| > [4] +4n = [%]. Visto que os limitantes

inferior e superior coincidem, conclui-se que 7(G,) = [%]. O

Figura 19 — O subgrafo induzido H;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 Snarks de Blanusa Generalizados

Em 1946, Danilo BlanuS$a construiu um snark com 18 vértices e 27 arestas que levou
a alcunha de primeiro snark de BlanuSa (BlanuSa, 1946). Alguns anos depois, com o advento de
novas regras referentes a construcdo de novos snarks, surgiu um novo snark com 18 vértices e 27
arestas, que ficou conhecido como o segundo snark de Blanusa.

Em 1983, John J. Watkins (Watkins, 1983) construiu duas familias infinitas de
snarks cujos membros sdo denominados snarks de Blanusa generalizados, onde os menores
membros dessas duas familias sdo, respectivamente, o primeiro e o segundo snark de Blanusa.
Essas familias ficaram conhecidas como Primeira familia dos snarks de BlanuSa generalizados e
Segunda familia dos snarks de BlanuSa generalizados. Neste trabalho, investigamos somente a
Primeira familia dos snarks de BlanuSa generalizados.

Os membros da Primeira familia dos snarks de Blanusa generalizados sao construi-

dos a partir de subgrafos denominados blocos de construgdo. Existem dois blocos de construcio
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diferentes nessa classe, sdo os subgrafos A; e Lj, onde j > 1, e eles sdo definidos na Figura 20.
Os vértices de grau dois a, b, c e d presentes em A; e os vértices de grau dois xj, y;, wj € z;
presentes em L; sdo denominados vértices de ligagdo. Um snark de BlanuSa generalizado da
primeira familia é denotado por B} e ele € formado por j blocos Ly,L,,L3,...,L;. No entanto,
ele contém apenas um bloco A;. Assim, B! = {B},B} B!, ...} denota a primeira familia dos

snarks de BlanuSa generalizados.

Figura 20 — Blocos de construcio dos snarks de Blanusa generalizados.

a c Xj wj
b d Yj Zj
(a) Bloco de construgdo A;. (b) Bloco de construgdo L;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A construcio dos membros da Primeira familia dos snarks de BlanuSa generalizados é
feita de maneira recursiva, onde o primeiro snark de BlanuSa Bi € considerado o primeiro membro
da primeira familia B!, sendo composto pelo conjunto de vértices V(B}) =V (A;) UV (L;) e pelo
conjunto de arestas E(B}) = E(A;) UE(Ly) U{azy,bwy,cy1,dx; }, como mostrado na Figura 27.

De maneira semelhante, o snark B% da familia B! é construido através de um
conjunto de vértices V(B)) = V(A;)UV(L;) UV(Ly) e de um conjunto de arestas E(B)) =
E(A))UE(L)UE(Ly)U{aza,bwy,cyy,dxi,wiy2,z1x2}. Bé é exemplificado na Figura 22.

Figura 21 — O snark de BlanuSa generalizado Bi

Q
O————O

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — O snark de Blanusa generalizado B;

S
O—————O
O—————O

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para definirmos a natureza recursiva dos snarks desta familia, podemos utilizar o
bloco de construcdo L; de maneira que, para n > 2, o snark B,'1 € construido recursivamente a
partir do snark B._, e do bloco de construgdo L,, onde V(B) =V(B._YuV(L,) e E(B)) =
(E(BL ) —{azp—1,bwy—1}) UE(Ly) U{Wp—1Yn, Zn—1%n, aZn, bWy }.

A seguir, determinamos o pardmetro 7(B)) para os snarks de Blanusa generalizados.
Inicialmente, calculamos 7(L;) para o bloco de constru¢do L; e T(A) para o bloco de construgdo
A1, bem como analisamos o comportamento da cobertura por vértices em cadeias de trés blocos
interligados. Em seguida, estabelemos os limitantes inferiores e superiores para 7(B,) por meio
da construcao de uma cobertura vélida e de uma prova por inducao. Para tais demonstragdes, €
fundamental retomar o conceito de emparelhamento apresentado no Capitulo 2, com €nfase na

Proposicao 8.

Teorema 4. Um bloco de construgdo L;j possui T(Lj) = 4. Além disso, ele admite uma tinica

cobertura por vértices de cardinalidade 4.

Demonstragdo. Seja S C V(L;) um subconjunto que determina a cobertura por vértices minima
de L;, onde S = {uj,v},s;,t;}. Dado que |S| = 4, temos que 7(L;) < 4. Esse conjunto ¢ ilustrado

na Figura 23.
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Figura 23 — Cobertura por vértices minima para L ;.

Xj Vj wj
o} ° 0
uj @ ® !/
O @ O
Yj Sj <j

Fonte: Elaborada pelo autor.

Visto que o grafo L possui ordem 8, o tamanho maximo de qualquer emparelhamento
em L; € 4. Pela Proposi¢ao 8, sabemos que a cardinalidade do emparelhamento méximo atua
como um limitante inferior para a cobertura por vértices minima. Portanto, conclui-se que
7(L;) > 4. Das desigualdades estabelecidas, segue que 7(L;) = 4.

Note que as arestas v;s; € u;t; devem ser cobertas por algum vértice de S, o que
implica que pelo menos um extremo de cada uma dessas arestas deve pertencer ao conjunto S.
Considere o desenho de L;, onde x,y;,w;,z; estdo posicionados nos vértices de um quadrado
(ver Figura 23). Pela simetria rotacional do desenho de L;, podemos supor, sem perda de
generalidade, que u;,v; € §, de modo que as arestas v;s; € u;f; estejam cobertas. Porém, somente
com esses dois vértices no conjunto S, ficam faltando ainda 4 arestas ndo cobertas, sendo estas
tjwj, tjzj, sjzj € s;y;j. Essas arestas induzem um caminho Ps com 5 vértices no grafo L;. Pela
Proposicdo 10, temos que 7(Ps) = 2. Logo, dois vértices desse Ps devem ser escolhidos para
cobrir todas essas 4 arestas que faltam, e a tnica forma de cobrir essas 4 arestas com dois vértices
¢ escolher os vértices s; e t; como parte da cobertura. Portanto, S = {u;,v;,s;,;}, e o resultado

segue. [

Teorema 5. Seja A| o bloco de construgdo de um snark de Blanusa generalizado Bl-l. Temos que

”L'(A1> =0.

Demonstracdo. Seja A como definido no enunciado. Dado V(A)) = {a,b,c,d,e, f,g,h,i, j},
podemos particionar V(A;) em dois conjuntos V; = {a,e,b,g, f} e V., = {c,d, j,i,h} de modo
que estes conjuntos de vértices induzem dois subgrafos vértice-disjuntos, G[V;| e G[V,], ambos

isomorfos a um ciclo Cs.
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A fim de provar que (A1) < 6, construimos explicitamente um conjunto de cobertura
S de cardinalidade 6 que cobre todas as arestas de A;. Considere o conjunto S = {a,b,c, f,i,j},
onde o subconjunto {a,b, f} cobre todas as arestas internas de G[V,] e as arestas que conectam
G[V] a G[V,], enquanto o subconjunto {c,i, j} cobre todas as arestas internas de G|V,|. Essa
cobertura por vértices S € ilustrada na Figura 24. Como existe uma cobertura S védlida com

|S| = 6, temos T(A]) <6.

Figura 24 — Cobertura por vértices minima para A.

f h
ae ® O ®cC
e o @i
b @ O ® Od
8 J

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Proposi¢do 11, sabe-se que 7(Cs) = [5/2] = 3. Como G[V}] e G[V,] sdo subgra-
fos de A vértice-disjuntos, a cobertura minima de A deve ser pelo menos a soma das coberturas
minimas desses subgrafos disjuntos. Logo, temos que 7(A;) > 7(Cs5) +17(C5) =3+3 = 6.

Sendo 7(A;) > 6 T(A;) <6, conclui-se que T(A;) = 6. O

Teorema 6. Seja G o grafo formado pela unido disjunta de trés blocos de construgdo Lj,L; 1
e Lji s com a adigdo das seguintes arestas de ligacdo {w;yj+1,2jXj+1,Wj+1Yj4+2,2j+1Xj4+2 }-

Temos que ©(G) > 14.

Demonstragdo. Note que o grafo G, ilustrado na Figura 25, possui trés subgrafos vértice-
disjuntos, sendo estes os blocos Lj, L € Lj;>. Um limitante inferior simples para o nimero
de cobertura de G seria T(G) > ©(L;j) 4+ T(Lj+1) + ©(Lj42). Pelo Teorema 4, temos que 7(G) >
T(Lj) 4+ T(Lj+1) +T(Ljy2) =4 +4+4 = 12. Suponha que G tenha uma cobertura por vértices
S com cardinalidade 12. Pelo Teorema 4, a tinica forma de obter tal cobertura, seria cobrindo
cada um dos subgrafos com a cobertura mostrada na Figura 23, pois ela € inica. Porém, note que

tal cobertura nio cobriria as arestas de ligac@o entre esses blocos, o que seria uma contradi¢do.
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Portanto, ndo € possivel ter uma cobertura por vértices S de cardinalidade 12. Com isso, obtemos

que 7(G) > 13.

Figura 25 — Grafo G.

Xj Vj Wi X+l Vitl Wit Xj+2 Vit2 o Wjit2
o O O O o)
Uj o O iy
O O O O O
Yj Sy gj Yij+1 Sj+1 Zj+1 Yj+2 Sj+2 <j+2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Suponha que G tem uma cobertura por vértices S de cardinalidade 13. Pelo Teo-
rema 4, pelo menos dois dos blocos L;, L1 € Lj,> devem ter 4 de seus vértices na cobertura e
exatamente um desses blocos deve ter 5 de seus vértices na cobertura. Porém, como dois desses
blocos estariam cobertos pela cobertura mostrada na Figura 23, temos que pelo menos 3 das
arestas de ligacdo que conectam esses blocos entre si ndo estariam cobertas por nenhuma aresta
da cobertura, o que ¢ uma contradicao. LLogo, nao € possivel ter uma cobertura por vértices S
de cardinalidade 13 e, com isso, concluimos que 7(G) > 14. A Figura 26 apresenta uma das

possiveis coberturas minimas para o grafo G. U

Figura 26 — Uma cobertura por vértices minima para o grafo G.

Xj Vi Wij Xj+1 o Vitl o Wit Xj+2 Vit2 o Wit
o ® O O ®
Uuj @ O iy
O ® ® ® ]
Yj Sj Zj Yj+1 Sj+1 Zj+1 Yj+2 Sj+2 Zj+2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 7. Seja B) um snark de Blanusa Generalizado. Temos que T(B)) = (%W
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Demonstragdo. Podemos determinar uma cobertura por vértices minima S para B} como § =
SoUS1USU{a,b,c, f,i,j}, onde paratodo 1 < j <n, So = {s;,t;,w;,x;,y; | j=0 (mod 3)},
S1={sj,uj,wj,xj,zj| j=1 (mod 3)} e S, = {sj,tj,uj,vj| j=2 (mod 3)}.

Para verificar que o conjunto S é uma cobertura por vértices vilida para o grafo B},
devemos garantir que cada aresta do grafo possua pelo menos um de seus extremos contido em
S. Essa andlise € realizada através da decomposi¢cdo do grafo em seu bloco fixo Ay, nos blocos
varidveis L; e nas arestas de ligacdo que os conectam.

Iniciamos a verificagdo pelo bloco fixo A, onde o subconjunto fixo {a,b,c, f,i, j}
€ responsavel por cobrir todas as arestas internas. Os vértices de grau dois, como e, g e h, t€ém
suas arestas incidentes cobertas por seus vizinhos em S: as arestas ae € be sdo cobertas por a
e b, enquanto fg e jg sdo cobertas por f e j, e as arestas fh e ch sdo garantidas por f e c. As
arestas verticais e transversais internas sao atendidas pelos vértices i e j, e a aresta vertical cd é
coberta pelo vértice c. Além disso, a presenca de a € b em S garante a cobertura das arestas de
fechamento do grafo, az, e bw,, independentemente da configuracdo do tltimo bloco variavel.

Para os blocos varidveis L, a validade da cobertura € garantida pela andlise da
vizinhanca dos vértices que nao pertencem a S em cada um dos trés padrdes de alternancia. No
caso em que j =2 (mod 3), o conjunto {s;,#;,u;,v;} utiliza apenas 4 vértices para cobrir todas
as arestas internas de L ;; isso € possivel porque os vértices que ficam de fora (x;,y;,w;,z;) ndo
sao adjacentes entre si, e todos os seus vizinhos dentro do bloco estdo incluidos em S. Ja nos
casos onde j =0 (mod 3) e j =1 (mod 3), a utilizagdo de 5 vértices garante ndo apenas a
cobertura das arestas internas, mas também reforca as extremidades que realizam a conex@o
entre os blocos.

Definimos como vértices de borda de um bloco j os vértices {x;,yj,wj,z;} que
incidem nas arestas de ligagdo entre blocos. A validade total de S se consolida na anélise das
arestas de ligacdo entre blocos adjacentes. A conexao inicial entre Aj e L € garantida pois, para
Jj =1, o vértice x; pertence a S, cobrindo a aresta dx;, enquanto ¢ € S cobre cy;. Nas transicoes
entre blocos varidveis, a alternancia de padrdes compensa a auséncia de certos vértices de borda.
Por exemplo, quando j =2 (mod 3), os vértices de borda w; e z; ndo estdo em S, mas a aresta
de ligagdo € coberta pelos vértices de borda do bloco seguinte, xj11 € y; 1, que obrigatoriamente
pertencem a S no padrdo j =0 (mod 3). Esse mecanismo de compensagdo mitua ocorre em
sequéncia, assegurando que nenhuma aresta de ligacdo permanega com ambos os extremos fora

da cobertura, validando assim o conjunto S para todo o grafo B).
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A seguir, determinamos a cardinalidade do conjunto S. Para determinar a cardinali-
dade exata de S para qualquer n, dividimos a andlise em trés casos, dependendo do valor de n
modulo 3.

O primeiro caso consiste em n =0 (mod 3), onde temos n = 3k, para k € Z. Nesse
caso, temos o bloco fixo A| (que necessita ser coberto por pelo menos 6 vértices) mais & trios de
blocos (cada trio de blocos necessita ser coberto por pelo menos 14 vértices de §), fazendo com

que a cardinalidade de S seja 14k + 6. Aplicando a férmula proposta, temos:

14(3K) + 17 [42k+17
[ (3k) + W:[ ; W:(14k+5,66...1:14k+6

O segundo caso consiste em n =1 (mod 3), onde n = 3k + 1, para k € Z. Aqui
temos a soma do caso anterior acrescida de mais cinco vértices responsaveis por cobrir o dltimo

bloco do snark, totalizando (14k+6) +5 = 14k + 11. Aplicando a férmula temos:

{14(3k+1)+17w B {42k+14+171 B [42k+31

= |14k+10,33... | =14k + 11

O terceiro caso consiste em n =2 (mod 3), onde n = 3k+2, para k € Z. Aqui temos
a soma do caso anterior acrescida de mais quatro vértices responsaveis por cobrir o ultimo bloco

do snark, totalizando (14k+ 11) +4 = 14k + 15. Aplicando a férmula temos:

[14(3k+2)+17" B [42k+28+17" B [42k+45

= 14k+15
3 3 3 W i

Em todos os casos, a férmula fornece o valor inteiro exato. Portanto, temos que
S| = ’—%-‘ Portanto, T(B}) < |S| = (%]
As Figuras 27, 28 e 29 ilustram a cobertura por vértices S nos snarks de BlanuSa

generalizados B!, B} e B;, respectivamente.

Figura 27 — Cobertura por vértices minima para o grafo B%.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 28 — Cobertura por vértices minima para o grafo B;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Cobertura por vértices minima para o grafo Bé.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, provamos por inducio forte em k que o snark B,l possui T(B]i) > (14k3_+17w .

Comegamos com o caso base, provando que 7(B}) > [%W vale para k € {1,2,3} analisando
a estrutura de conexdes entre os blocos.

Para k = 1, provamos a seguir que (B %) > 11. Pelos Teoremas 4 e 5, sabemos que
T(A1) =6 (L) = 4, respectivamente. A soma das coberturas minimas disjuntas é 6 +4 = 10.
Suponha, por contradi¢do, que ’L’(B%) = 10. Isso exigiria que usdssemos exatamente a cobertura
minima em A; e a cobertura minima em L;. Sabemos que a cobertura minima de L; € unica, mas
dada essa cobertura, temos que todas as 4 arestas que conectam A a L deveriam ser cobertas
pelos vértices de Aj. Isso faz com que {a,b,c,d} passem a pertencer a uma eventual cobertura
de A;. Entretanto, os vértices restantes { f, g, 5,1, j} induzem um ciclo Cs que, pela Proposi¢do
11, necessita de 3 vértices para ser coberto. Logo, a cobertura de A precisaria ter tamanho
4+3 =7, o que contradiz o fato de estarmos usando uma cobertura minima em A;. Portanto,
T(B}) > 11.

Para k = 2, provamos em seguida que T(B%) > 15. Como os blocos de construgdo
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sdo vértice-disjuntos, temos que T(B}) > t(A;) + t(L1) + 7(L2) = 6 +4 +4 = 14. Suponha,
por contradi¢io, que B} tem cobertura S com |S| = 14. Logo |[SNL| =4 e [SNLy| = 4. Pelo
Teorema 4, os conjuntos SN Lj e SN Ly ndo contém nenhum vértice que cubra as arestas de
ligagdo do conjunto Ej > que ligam os blocos L € L. Portanto, as arestas que conectam L; e Ly
ndo estariam cobertas por nenhum dos dois blocos. Para cobrir estas arestas, pelo menos um dos
blocos deve ter cardinalidade aumentada em 1. Portanto, ’L'(B%) > 15.

Para k = 3, provamos que T(B%) > 20. Podemos decompor Bé em dois subgrafos
vértice-disjuntos, sendo estes o bloco fixo A e o subgrafo G formado pela unido dos trés blocos
consecutivos Li,Ly,L3, apresentado no Teorema 6. Logo, temos que 7(B}) > t(A;) + 7(G).
Pelo Teorema 5, temos T(A}) = 6 e, pelo Teorema 6, temos 7(G) > 14. Logo, concluimos que
T(BY) > 6+ 14 = 20.

Em todos os trés casos-base, os limitantes inferiores obtidos matematicamente
coincidem com a férmula (14"3—“7} .

Como hipdétese indutiva, vamos supor que, para um determinado k > 1 fixo, tem-se
que 7(B}) > [1%H7] ¢ uma desigualdade vélida.

Dessa forma, a seguir, provamos que a propriedade vale para k + 3, ou seja, provamos
que 7(B},5) > {w-‘

Consideremos o grafo B,l 13- Podemos definir este grafo como a unido do grafo B,l
com uma extensao de trés blocos Ly, 1, Lys2 € Li+3, que podem ser representados pelo grafo
G mencionado no Teorema 6. Assim, temos que B}( 43 € formado pela unido disjunta de vérti-
ces V(B}) UV(G), com o conjunto de arestas definido por E (B, ;) = (E(B}) — {azx,bwi}) U
E(G) U{wiyir1, X1 UL (a,z543), (b, wiy3) }

Seja S uma cobertura por vértices para B}{ .3 Como E(G) CE (B,'( +3)» 0 subconjunto
de vértices SNV (G) deve necessariamente cobrir todas as arestas do subgrafo G. Pelo Teorema
6, sabemos que o nimero de cobertura minima de G € limitado inferiormente por 14, ou seja,
7(G) > 14. Consequentemente, a cardinalidade da interse¢do de S com o conjunto de vértices de
G satisfaz a desigualdade |[SNV(G)| > 14.

Dessa forma, estabelecida a desigualdade de recorréncia 7(B] 13) 2> ©(B}) + 14,
aplicamos a hipétese indutiva para obter 7(B] 13) > (14’(3—“71 + 14. Para incorporar a constante
inteira a funcao teto, utilizamos a identidade 14 = %, resultando em (14]‘3—“7 + %} Ao agrupar

e fatorar os termos do numerador, chegamos a (ww , 0 que podemos simplificar para

[14(k+33)+171.



49

Portanto, ao estabelecermos que o limitante inferior, derivado das restricdes de
adjacéncia entre os blocos, coincide com o limitante superior obtido pela constru¢do direta de

uma cobertura por vértices, concluimos que 7(B)) = (14”3—*'17} . [l

3.4 Snarks de Loupekine

Em 1976, Rufus Isaacs (Isaacs, 1976) apresentou a familia dos snarks de Loupekine,
que € obtida através de um método de constru¢ao desenvolvido originalmente por F. Loupekine.
A constru¢do dos membros desta familia € descrita a seguir; primeiramente, definimos os blocos
de construgdo, depois mostramos como conectar blocos consecutivos e, por fim, mostramos
como finalizar ligacdes entre vértices de modo a tornar o grafo ctbico.

Dado o grafo de Petersen G ilustrado na Figura 30, obtemos um novo grafo remo-
vendo os vértices de um caminho P3 qualquer de G, onde o grafo resultante € denominado bloco

de construgdo, denotado por B;, como € também mostrado na Figura 30.

Figura 30 — Processo de obten¢do de um bloco de constru¢@o B; do snark de Loupekine.

(a) Grafo de Petersen G (b) Bloco de construgao B;

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja n > 3 um inteiro impar, um snark de Loupekine é formado por n blocos de
construcdo By, By,...,B,—1. Paracadai € {0,1,2,...,n— 1}, define-se o conjunto de arestas
de ligagdo E;; (indices tomados médulo n), onde este conjunto pode conter arestas dire-
tas, pertencentes ao conjunto {s,-ri+ l,viui+1}, ou arestas cruzadas, pertencentes ao conjunto
{sitti+1,viri+1}. Dois blocos de ligacdo B; e B} sdo ligados através das arestas de ligagdo. A
Figura 31 ilustra os dois modos de conectar blocos de constru¢dao consecutivos, ou por arestas

diretas ou por arestas cruzadas.
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Figura 31 — Diferenca entre arestas diretas e arestas cruzadas em snarks de Loupekine.

L lit1 t; tit1
T f\ Si Fit1 f\ Si+1
pi qi Pi+1 qi+1
N A\
Ui Vi Uit Vit1 Ui Vi Ujt] Vit1
(a) Ligagdo de blocos consecuti- (b) Ligacao de blocos consecuti-
vos por meio de arestas diretas vos por meio de arestas cruzadas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que os n blocos de construcao By, By, ...,B,—1 conectados pelas arestas de
n—1

ligacdo do conjunto U E; ;11 ainda ndo formam um grafo cubico, pois os vértices do conjunto
{t|0<i<n—1} plo:s(;uem grau 2 na construgio definida até o momento.

A fim de tornar o grafo cuibico, os n blocos de construgdo sao agrupados em sub-
conjuntos de cardinalidade dois ou trés. Nos agrupamentos formados por dois blocos, B; e
By, insere-se a aresta ¢;t;, conectando os vértices t; € V(Bj) e t; € V(B;); essas arestas sao
denominadas arestas de ligacdo superior. Ja para os agrupamentos compostos por trés blocos,
Bj,B € B, introduz-se um vértice auxiliar z;, denominado vértice de ligagdo. Este vértice
€ conectado aos vértices 1;,1;,1,, através da adi¢ao das arestas 7;z;, ;z; € tzj, unindo z; aos
vértices t; € V(B;), t; € V(By) e t,, € V(By,); essas arestas sdo também chamadas arestas de
ligacdo superior. Os grafos resultantes de particdes onde cada subconjunto contém apenas
blocos com indices consecutivos constituem a familia de snarks LPy. Os grafos obtidos por meio
de quaisquer agrupamentos dos blocos de constru¢do em grupos de dois e/ou trés blocos formam
os snarks LP;. Exemplos de snarks LPy e LP; podem ser vistos na Figura 32. Note que todo
snark LPy é um snark LP; mas nem todo snark LP; € um snark LF,.

Por definicdo, em snarks LFP, e LP, dois blocos consecutivos podem ser conectados
tanto por meio de arestas cruzadas quanto por meio de arestas diretas. Neste trabalho, investiga-
mos uma subclasse dos snarks LFPy e LP;, que denominamos snarks diretos-cruzados, definida
a seguir. Um snark pertencente a uma dessas classes € dito direto-cruzado se todo bloco B;

com i =0,2 (mod 4) conecta-se ao bloco B;;| por meio de arestas diretas e todo bloco B; com
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i =1,3 (mod 4) conecta-se ao bloco B;; por meio de arestas cruzadas. Por exemplo, os snarks
ja vistos na Figura 32 sdo exemplos de snarks diretos-cruzados. Denotamos por L, o snark

direto-cruzado formado por n blocos de construcao.

Figura 32 — Snarks de Loupekine compostos por cinco blocos de construgao.
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(b) Exemplo de snark LP; com cinco blocos de construgao.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, investigamos o niimero de cobertura dos snarks de Loupekine pertencentes
as classes LPy direto-cruzado LP; direto-cruzado. Nossa abordagem partird da anélise de um
bloco de constru¢do B; isolado, determinando a quantidade minima de vértices necessaria para
cobrir suas arestas internas. Com base nessa andlise local, definiremos o padrdo de cobertura

para o grafo completo composto por n blocos de construgao.

Teorema 8. Se B; é um bloco de construcdo do snark de Loupekine, entdo tT(B;) = 4.
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Demonstragdo. Primeiramente, provamos que 7(B;) > 4. E importante salientar que o bloco B;
contém um ciclo Cs de tamanho 5 induzido pelos vértices do conjunto {#;, p;, s, ri,q;} € possui
uma aresta {u;,v;} que ndo incide em nenhum vértice do ciclo Cs.

Pela Proposicéo 11, sabe-se que o nimero de cobertura para um ciclo C, é [n/2].
Portanto, para cobrir apenas as arestas do ciclo induzido Cs, sdo necessdrios no minimo [5/2] =3
vértices. A aresta u;v; ndo incide nos vértices do ciclo Cs, logo ela ndo € coberta por nenhum
vértice do ciclo. Para cobri-la, € obrigatério selecionar ao menos um dos seus vértices extremos
u; ou v;. Portanto, concluimos que 7(B;) > 4.

Agora, provamos que 7(B;) < 4. E fécil determinar pelos menos duas coberturas
por vértices, S| = {t;,si,qi,u;} € So = {t;,ri, pi,vi}, para cobrir todas as arestas de B;, onde cada
uma delas tem cardinalidade 4. A Figura 33 ilustra essas duas coberturas. Logo, temos que

7(B;) < |S1| = |S2| = 4. Portanto, concluimos que 7(B;) = 4. O

Figura 33 — Dois exemplos de cobertura por vértices minima para o bloco de construcao B;.

(a) Cobertura S (b) Cobertura S,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 9. Se L, é um snark LPy direto-cruzado ou LPy direto-cruzado, entdo t(L,) = 4n.

Demonstracdo. Para provar o limitante superior 7(L,) < 4n, basta demonstrar a existéncia de

uma cobertura por vértices S com cardinalidade 4n. A seguir, definimos tal cobertura:

n—1 {ti,si,qi,ui} sei=0,1 (mod 4);
S= U S;, ondeS; = v
i=0 {ti,ri,pi,vi} sei=2,3 (mod 4).

Inicialmente, observa-se que os conjuntos de vértices de cada bloco B; sdo disjuntos.

Como cada subconjunto S; possui cardinalidade exatamente 4, segue imediatamente que a
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cardinalidade total de S é ):?;01 |S;| = 4n. Para garantir que S é uma cobertura por vértices vilida,
analisamos a incidéncia dos vértices escolhidos sobre as arestas internas, laterais e superiores.

Em relacdo as arestas internas, temos pelo Teorema 8 que a defini¢do de S; assegura
a cobertura completa de cada bloco individualmente. Nos blocos onde i = 0,1 (mod 4), o
conjunto {t;,s;,q;,u;} intercepta todas as oito arestas internas. Analogamente, 0 mesmo ocorre
em blocos onde i =2,3 (mod 4) ao selecionarmos o conjunto {¢;,r;, pi,vi}.

A validade da cobertura estende-se também as arestas de ligacdo entre blocos conse-
cutivos, respeitando a alternancia da estrutura direto-cruzada. Na conexao direta entre Bg e B,
as arestas sogr| € vou sdo cobertas, respectivamente, por sg € Sg e u; € S;. Na conexao cruzada
subsequente de By para Bj, as arestas sjuy € viry sdo atendidas por s; € S1 e rp € S. Para a
conexdo direta de B, para B3, a presenca de v, em S, cobre a aresta vu3, enquanto a aresta 73
¢é coberta por r3 € S3. Finalmente, na conexdo cruzada de B3 para By, as arestas s3u4 € v3r4 Sa0
cobertas pelos vértices v3 € S3 e ug € So. Essa verificacao se repete ciclicamente.

Por fim, a cobertura das arestas de ligacdo superior € trivialmente satisfeita. Inde-
pendentemente de o grafo ser um snark LP, ou LP;, essas arestas incidem invariavelmente nos
vértices do tipo t;, jdque t; € S; paratodo i =0,...,n— 1.

Assim, conclui-se que todas as arestas do grafo L, possuem pelo menos uma extre-
midade em S, confirmando que t(L,) < 4n.

A Figura 34 mostra como a cobertura S se aplica aos snarks de Loupekine LP,

direto-cruzado e LP; direto-cruzado.
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Figura 34 — Cobertura por vértices minima para snarks de Loupekine LP, e LP; diretos-cruzados.

20

ro

up

]

(b) Cobertura por vértices de um snark LP; direto-cruzado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, provamos que 7(L,) > 4. Os conjuntos de vértices V(By),V (B1),...,V(By—1)
sdo disjuntos dois a dois. Qualquer cobertura por vértices valida para L, deve, necessariamente,
cobrir as arestas internas de cada bloco B;. Pela Proposi¢do 8, sabemos que para cobrir interna-
mente um bloco B; sdo necessdrios, no minimo, 4 vértices pertencentes a V (B;). As arestas que
conectam os blocos apenas impdem restricdes adicionais, ndo permitindo reduzir a quantidade
de vértices necessdria para a cobertura das arestas internas a cada bloco. Assim, a cobertura
por vértices minima do grafo ndo pode ser menor que a soma das coberturas minimas de cada

bloco. Portanto, conclui-se que 7(L,) > 4n. Combinando os resultados obtidos, conclui-se que

T(L,) = 4n. O
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Embora o problema da cobertura por vértices seja um problema cldssico na literatura
de teoria dos grafos e teoria de complexidade computacional, ainda existem questdes signifi-
cativas em aberto, especialmente no contexto de grafos com grau maximo igual ou superior a
trés. O presente trabalho contribui para a teoria dos grafos ao determinar o nimero de cobertura
para diversas familias de snarks, como os snarks-flor, os snarks de Goldberg, a Primeira familia
dos snarks de BlanuSa generalizados e os snarks de Loupekine LP, diretos-cruzados e LP;
diretos-cruzados.

A Tabela 1 sumariza os principais resultados obtidos neste trabalho.

Tabela 1 — Resultados para o pardmetro 7(G) das classes de snarks estudadas.

Classes 7(G)
Snark-flor F, 2n+1
Snark de Goldberg G, El
Primeira familia dos snarks de Blanusa generalizados 8} (14"3—+17W
Snarks de Loupekine LP, direto-cruzado e LP; direto-cruzado L, 4n

Diante dos resultados obtidos, com énfase no valor encontrado de 7(B)) = (14n3_+17" ,

¢ natural questionar se este comportamento se estende aos snarks de Blanusa %,%, dada a sutil

diferenca estrutural entre as duas familias. Nesse contexto, propomos a seguinte conjectura:

Conjetura 1. Seja B2 um snark de Blanusa generalizado. Temos que T(B%) = [1#%HT].
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