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RESUMO

Dados de contagem com excesso de zeros sao frequentes em diversas areas aplicadas,
tais como saude, ciéncias sociais e agronomia, apresentando desafios para modelagem
tradicional baseada inicialmente na distribuicao de Poisson, que pressupoe equidispersao.
Neste trabalho, foram estudados e aplicados modelos da ordem dos Modelos Lineares
Generalizados (MLGs) para lidar com tais conjuntos de dados, em particular o modelo
Poisson, o modelo Binomial Negativo e os modelos inflacionados de zeros ZIP (Zero-Inflated
Poisson) e ZINB (Zero-Inflated Negative Binomial). O objetivo central foi comparar o
desempenho desses modelos em um conjunto de dados reais provenientes de um estudo
sobre terapia conjugal, no qual a variavel resposta ¢ o nimero de passos em dire¢ao ao
divorcio (MSI), caracterizada por excesso de zeros e superdispersao. Além da modelagem,
foram desenvolvidas e aplicadas ferramentas de diagnostico, como residuos de Pearson,
de Deviance e quantilicos, graficos de HNP, Quantil-Quantil com envelopes simulados,
Worm-plot e Distancia de Cook, visando avaliar a qualidade do ajuste e identificar possiveis
observagoes influentes. Os resultados indicaram que os modelos ZIP e ZINB apresentaram
melhor adequacao aos dados, com menor AIC e BIC, residuos com melhor comportamento.
O teste de Vuong nao apontou diferenga significativa entre ZIP e ZINB, sugerindo que o

modelo ZIP, por ser mais parcimonioso, pode ser preferivel para o conjunto analisado.

Palavras-chave: Dados de contagem; Superdispersao; Excesso de zeros; Modelos inflacio-

nados de zeros; ZIP; ZINB; Diagnoéstico de modelos.



ABSTRACT

Count data with excess zeros are common in several applied fields, such as health sciences,
social sciences, and agronomy, posing challenges to traditional modeling approaches initially
based on the Poisson distribution, which assumes equidispersion. In this study, models
within the framework of Generalized Linear Models (GLMs) were investigated and applied
to handle such data sets, namely the Poisson model, the Negative Binomial model, and
the zero-inflated models ZIP (Zero-Inflated Poisson) and ZINB (Zero-Inflated Negative
Binomial). The main objective was to compare the performance of these models using a
real data set from a marital therapy study, in which the response variable is the number of
steps toward divorce (MSI), characterized by excess zeros and overdispersion. In addition
to model fitting, diagnostic tools were developed and applied, including Pearson and
deviance residuals, quantile residuals, HNP plots, Quantile-Quantile plots with simulated
envelopes, worm plots, and Cook’s distance, in order to assess model adequacy and identify
potential influential observations. The results indicated that the ZIP and ZINB models
provided a better fit to the data, presenting lower AIC and BIC values and residuals with
more satisfactory behavior. The Vuong test did not indicate a statistically significant
difference between the ZIP and ZINB models, suggesting that the ZIP model, due to its
greater parsimony, may be preferable for the analyzed data set.

Keywords: Data; Overdispersion; Excess of zeros; Zero-inflated models; ZIP; ZINB;
Model diagnostics.
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1 INTRODUCAO

Dados correspondem & informagoes obtidas por meio de registro, coleta ou
levantamento sobre pessoas, eventos, experimentos, sensores, entrevistas, textos, etc.
Permitem fundamentacgao, analise e embasamento na tomada de decisoes, podendo ser
classificados em sua totalidade como qualitativos (nominais ou ordinais) ou quantitativos
(continuos ou discretos) (Bussab; Morettin, 2009).

Na classe de dados quantitativos discretos, destacam-se os dados de contagem,
porém é bem importante esclarecer o que se entende por dados de contagem. A palavra
contagem usualmente é utilizada para se referir ao ato de enumerar unidades, itens
ou registrar a quantidade de vezes que um determinado evento aconteceu, como por
exemplo a quantidade de vezes que pacientes foram atendidos em um hospital em um
determinado dia especifico, a quantidade de acidentes ocorridos em uma rodovia durante
o més anterior. Para a Estatistica, dados de contagem podem ser considerados como
observagoes pertencentes a um subconjunto proprio dos inteiros nao negativos {0,1,2,...}
(Hilbe, 2014).

Dessa forma, sao inadequados a modelagem de dados que sejam considerados,
por exemplo, seguindo uma distribuicao Normal, como acontece nos modelos de regressao
usuais. Os Modelos Lineares Generalizados (MLGs), propostos por Nelder e Wedderburn
(1972), vieram como uma alternativa para modelagem de dados nao provenientes de uma
distribuicao Normal, como é o caso dos dados de contagem, que tém a distribuicao Poisson
como premissa inicial de modelagem (McCullagh; Nelder, 1989).

Utilizando a distribuicao Poisson como base para modelagem de dados de
contagem, observamos algumas limitagoes intrinsecas a essa distribuicao de probabilidade,
como é o caso da variancia ser igual a média. Esse fato traz diversas restri¢oes para
o desenvolvimento de estimativas confiaveis sobre dados de contagem. Na pratica, é
incomum encontrar dados de contagem que se adequem a propriedade de equidispersao da
distribuigao Poisson (Agresti, 2002).

A superdispersdo ¢ uma caracteristica frequente em dados de contagem. E
comum observar que a variancia empirica dos dados seja superior a média, caracterizando
a superdispersao. Ja a equidispersao ocorre quando ha equivaléncia entre a variancia e a
média, enquanto a subdispersdo se verifica quando a variancia é inferior & média (Dupuy,

2019). Assim, a distribuigdo Binomial Negativo torna-se uma alternativa viavel a Poisson,
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sendo uma opcao quando nos deparamos com superdispersao e pode ser considerada uma
extensao da Poisson, vista como uma mistura de Poisson e Gama (Hilbe, 2007).

A superdisperséao (variancia > média) pode ser acomodada de diversas formas:
modelos Quasi-Poisson (Wedderburn, 1974), modelos inflacionados de zeros (Lambert,
1992) e modelos mais complexos como os hierarquicos (Min; Agresti, 2005), dentre outras.

Porém, existem diversas razoes para a presenca de superdispersao no conjunto
de dados. Uma delas, bastante comum, diz respeito ao excesso de zeros, normalmente
causado por zeros estruturais inerentes ao estudo ou experimento em desenvolvimento.
Com base nessa ideia Lambert (1992) apresentou os modelos ZIP e ZINB, posteriormente
melhor definido por Ridout et al. (1998), com o objetivo de modelar esse excesso de zeros
em conjunto com métodos de diagndstico, tornando possivel obter estimativas confidveis e
diagnoéstico para dados com essas caracteristicas.

Portanto, esta monografia tem como objetivo modelar dados reais de contagem
inflacionados de zeros por meio da distribuigdo de Poisson (Poisson, 1837), da distribuigao
Binomial Negativo (Montmort, 1713) e dos modelos ZIP e ZINB, conforme propostos por
Lambert (1992). Busca-se, assim, analisar e comparar o desempenho de cada abordagem,
bem como avaliar sua eficiéncia na obtencao de estimativas confidveis. Adicionalmente, foi
desenvolvida uma analise de diagnéstico dos modelos, com foco em residuos de Pearson,
de Deviance e residuos quantilicos, com o intuito de comparar seu desempenho em relagao
aos modelos considerados.

Diversos trabalhos recentes dedicaram-se ao estudo e a aplicagao de modelos
para dados de contagem inflacionados de zeros, destacando a relevancia do tema. Fumes
(2009) analisa dados de questionarios de frequéncia alimentar aplicados a idosos de uma
cidade do interior de Sdo Paulo. Um segundo estudo, proposto por Costa et al. (2016)
aborda o problema metodologico do excesso de zeros em dados espaciais de contagem de
doengas em pequenas areas. Carvalho (2019) trabalha na analise de dados de contagem
provenientes de experimentos agronomicos. Portanto, esses estudos reforcam a necessidade
de uma implementagao consistente na analise de diagnésticos para modelos tao importantes
no contexto atual.

Esta monografia estd organizada da seguinte forma: o Capitulo 1 apresenta a
introducao, na qual sao expostas as ideias centrais e a motivacao do trabalho. No Capitulo

2 sao apresentados os MLGs, além dos residuos utilizados e os graficos que auxiliam na
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interpretacao desses residuos. J& no Capitulo 3 sao desenvolvidos os modelos para dados de
contagem abordados na monografia, acompanhados das respectivas expressoes dos residuos
para cada modelo. No Capitulo 4 é apresentada a aplicagao dos métodos discutidos ao
longo do trabalho. Por fim, o Capitulo 5 retine as conclusoes e consideragoes finais a
respeito do trabalho. Essa organizacao visa facilitar a navegacao pelo texto e contribuir

para o estudo de leitores interessados no tema.
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2 MODELO LINEAR GENERALIZADO

Ao lidar com o modelo de regressao linear, a distribuicao Normal desempenha
um papel central. Os procedimentos de inferéncia associados a esse modelo assumem que o
erro segue uma distribuicao Normal, com média zero e variancia constante, e também que
a distribuicao condicional da variavel resposta, dado o conjunto de variaveis explicativas,
segue uma normal Normal. (Myers et al., 2010). No entanto, em diversas situagoes, as
suposigoes da regressao linear cléssica nao sao adequadas, especialmente quando a variavel
resposta nao é continua, como ocorre em dados de contagem ou binéarios.

Diante dessas limitagoes, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram os MLGs. A
ideia central consiste em ampliar as possibilidades para a distribuicao da variavel resposta,
permitindo que ela pertenga a familia exponencial linear de distribuigoes. Além disso,
busca-se oferecer maior flexibilidade na forma funcional que relaciona a média da variavel
resposta aos preditores do modelo (Paula, 2013). Muitas das distribui¢oes mais utilizadas
podem ser agrupadas em uma categoria chamada familia exponencial de distribuicoes.
Fazem parte dessa familia, por exemplo, as distribuicoes Normal, Binomial, Binomial
Negativo, Gama, Poisson, Normal Inversa, Multinomial, Beta e Logaritmica, entre outras

(Cordeiro; Demétrio, 2008).

2.1 Familia Exponencial linear de Distribuigoes

Com a introducao de um parametro de dispersao ¢ > 0, Nelder e Wedderburn
(1972) ampliaram a formulacao da familia exponencial, permitindo incorporar novas
distribuicoes no componente aleatério do modelo, denominada familia exponencial linear

de dispersao. Representada por

F(i3 05, 0) = exp {¢" [y:0; — b(6:)] + c(yi30) } (2.1)

em que b(+) e ¢(+) sdo fungdes conhecidas. Quando ¢ é conhecido, a familia de distribuigoes
(2.1) é comparavel a familia exponencial na forma canoénica (Cordeiro; Demétrio, 2008).
Pode-se demonstrar, sob condig¢oes usuais de regularidade, falaremos mais sobre

essa condigoes no Apéndice A, conforme Paula (2013), que
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dlog f(Yi;0i,0) |
]E{ 5. }_0

. {82 logf(E;9¢,¢)] e

06?2 00,

{@bgfm;ei,@}?] |

com base na expressao apresentada em (2.1), podemos determinar a média da variavel
aleatoria Y. Inicialmente consideramos que para qualquer distribuicao de probabilidade, a

integral da funcao densidade sobre o suporte é igual a 1, ou seja
[ $stise) v =1,
y
substituindo pela expressao da familia exponencial (2.1), temos
/exp {qﬁ_l [y:60; — b(0)] + c(ys; & } dy; = 1,
y

em seguida diferenciamos ambos os lados da equacao em relacao a 6; e utilizando a Regra

de Leibniz, assim obtemos

Yyi0: — b(0:)] + c(vi; Cb)} dy; = 0,

, 06;

continuando o desenvolvimento

=>/6XP {¢_1[yi9i —b(6;)] + (i ¢)} ) % {¢_1[yi9i —b(0:)] + c(yi; ¢ } dy; =0

9, 0 9,
= [ {07ty 0060 + cts} - {0 | gt = 5000| + et b v =0

= / exp {67 [0 — b(0)] + (i 8) - {6 [ys — b0 (0]} dys = 0
- / F (s 00, 6) - {lys — V'(0)]} dys =0
:>/f(yi§0ia¢)yi dy; — b(l)(0i>/f(yi§0ia¢) dy; =0

= E(Y;) = b(6y),
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em que b)) representa a derivada de primeira ordem de b, assim
B(Y:) = s = bV(6) (2.2)

De maneira andloga & obtencao da média, o cilculo da variancia aplica-se
a derivada segunda para determinar o segundo momento, etapa fundamental para a

composi¢ao da variancia, dessa forma desenvolvendo a expressao abaixo temos que

2
[ 0 {67 0t = 00 + et} i =0

= [ 4
, 00,

= / Fi 03, 0)Y - [07 (i — BV (0] + f(yi3 05, 0) - [0~ (v — bW (0,)]D) dy; = 0
)

) (6 (i — b (6]} dy: =0

= / Flyis0:,9) - [67 (v / F(9i583,8) - [=67"62(6,) dys = 0
= Ellg™ (¥ ~ 500 - 67806 / (9356 6) dy = 0
= E[lg7! (Vi = 50 (0] = 67'02(6), y
e trabalhando a parcela E[[¢p~(Y; — b (6;)]?], concluimos que
Var[p~!(v; — b(0:)] = E[(¢7 (Y — 0D (6:))?] — {E[(¢7"(V; — 0D (0:))]}
= E[(¢7"(¥i — b (0:))] = 672 Var(¥;) + ¢~ [E(Y;) — bV (0;))?

) (
= E[(¢~(Y; — b™M(6,))%] = ¢ *Var (V) + ¢ [E(Y;) — b (6,)]?
= E[(¢7 ' (Y; — 0V(6;))°] = ¢~ *Var(Y;),

voltando para a expressao original
= ¢ 2Var(Y;) = ¢ 1@ (6))

= ¢ 2Var(Y;) = ¢ 1@ (6;)
= Var(Y;) = b (6;)

dessa forma

Var(Y;) = ¢b@(6;) := ¢V (). (2.3)
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A funcao que relaciona o parametro candnico 6 com a média é representada por
0 = q(u;) e a funcdo da média com a variancia ¢ denotada por b (6;) = V (u;) = du;/db;.
Denomina-se V(;) funcao de variancia dependendo apenas de p. Assim, é possivel

expressar o parametro natural 6 da seguinte maneira

0; = /V_l(ﬂi)d/vbi = q(:)-

A seguir apresentamos um conjunto de distribui¢oes pertencentes a familia
exponencial linear apresentada em Cordeiro e Demétrio (2008). Assim Tabela 1, resume
para algumas distribuicoes, o parametro de dispersao ¢, o parametro candnico 6, a funcao

cumulante b(6) e o termo de normalizagao c(y, ¢).

Tabela 1 — Algumas distribui¢oes na familia exponencial linear

Distribuigao o 7 b(0) c(y, 9)
62 1 [y?
2 v _ 2 2
Normal o I 5 5 [02 + log(2mo )}
Poisson 1 log(pu) e? —log(y!)
Binomial 1 | log (L> mlog(1l+ €%) log (m)
m— pu y
. . . 1% 0 F(¢ -+ y)
Binomial Negativo | 1 | log <—) —¢log(l —e log [—
Y. 1-¢) r(o)y!
1 1
Gama v —— —log(—0) vlog(rvy) —logy — logI'(v)
i
Normal I 2 ! 20)1/2 U og(2moy®) + L
ormal Inversa o 5 —(—20) ) og(2ma®y?) + 0%y

Neste trabalho, focaremos nas distribuicoes dessa familia voltadas para dados de
contagem, especificamente Poisson e Binomial Negativo, que serao detalhadas no Capitulo

3.
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2.2 Definicao do modelo linear generalizado

Os MLGs sao aplicaveis quando existe uma variavel aleatéria Y relacionada a

um conjunto de varidveis explicativas z1,...,x,. Considerando uma amostra de n observa-
~ ] ] o ) ) T d .., . l . d
¢oes (y;,x;), em que X; = (z1,...,%;,) representa o vetor das variaveis explicativas, de

modo que a classe dos MLGs é constituido por trés componentes fundamentais, segundo

(Cordeiro; Demétrio, 2008), a saber:

Componente Aleatorio: composto por um conjunto de variaveis aleatérias independentes
Y1, Ys, ..., Y, oriundas de uma mesma distribuicao pertencente a familia de distribuicoes
(2.1) com médias i1, fto, - - ., pn. A relevancia da familia apresentada na teoria dos MLGs
reside no fato de que ela possibilita a modelagem de dados com diferentes caracteristicas,
como distribuigoes assimétricas, variaveis de natureza discreta ou continua, e também

aquelas restritas a um intervalo especifico do conjunto dos reais, por exemplo, o intervalo

(0,1).

Componente Sistematico: as variaveis explicativas, também denominadas covarié-
veis, entram no modelo por meio de uma combinacao linear, dando origem ao i-ésimo

preditor linear, definido por

p
U inkﬁk =x, B,
k=1

em que x; = (31, T, ... ,xip)T representa o vetor de covaridveis associado a i-ésima
observagao e 3 = (81, B2, ..., 3,)" & o vetor de parametros do modelo.

De forma matricial, o conjunto de preditores lineares pode ser expresso como

n = Xp,
sendo X = (X,X,...,X,) | a matriz de especificacio do modelo, de dimensdo n X p, e
n=(n,M,...,m,)" o vetor de preditores lineares com dimensao n x 1.

Funcao de ligagao: a funcao que associa o componente aleatorio ao componente sistema-

tico, ligando a média ao seu preditor linear, representado por

= 9(%‘);
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também expressa por

i =g (m),

como a fungao ¢(-) sendo monodtona e ao menos duplamente diferenciavel em todo o seu

dominio, garantindo a existéncia da inversa e a relacao entre a média e o preditor linear.

2.3 Estimagao por Maxima Verossimilhanga

Considerando @ = (B8',¢)" e uma amostra aleatéria independente y =
(Y1,92, ..., yn) ", com i = 1,2,...,n, pertencente & familia exponencial linear, as esti-
mativas dos parametros 3 e ¢ podem ser obtidas pelo método de maxima verossimilhanca,
por meio da maximizacao do logaritmo da funcao de verossimilhanca. Assim, a partir da
func¢ao densidade de probabilidade dada em (2.1), a fungao de verossimilhanga associada &

0 é expressa por

Hexp{¢ [y — b(6:)] + c(yi; 0) }

= exp {¢_1 Z [yt — b(6;)] + Z c(ys; ¢)} :

em consequéncia disso, o logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por
1(6) = log(L(6,y))

= log {exp {gf)_l Z [y:60; — b(0;)] + Z c(yi; Cb)}}

i=1 i=1
n

=¢! Z (i — b(0:)] + > _ (i 9).

i=1
Primeiramente, vamos obter a fungao escore associada a j-ésima componente do vetor 3,

derivando-se [(6,y) em relacao a cada coeficiente

Uﬁj(e)zaal(ﬁf) 95 {¢> Zy“ 0;) Zc(yi,cb)}

_ T 801 ab(@z) 8C yz
¢ Z:I a5, ~ o5, | *Z 0@

ST 96 b))
=072 |%a5, " a5, |
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Conforme mostrado anteriormente, 6; depende funcionalmente de pu;, e n;,
correspondendo ao i-ésimo componente do vetor de preditores lineares. Além disso, pu; é
obtido a partir de n; por meio da inversa da funcao de ligagao. Considerando 7 =1,2,...,p,

em que p é o nimero de parametros do modelo, tem-se ; = b3 (6;).

d,ul V_l d@z

entao
oO) _ s [, d0: dp; dni db(@?@%ﬂ)
9B; : vi dp; dn; dB; db; dp; dn; dj;

s
I
—_

' fld,ui dn

y db(0;) 1 dpsi dn;

b odn; dﬂj dag; " dn; dﬁj)

(
(
(yivild“" b0,y dps iy )
(
(

I
S
M-

@
Il
—

I
<
-

@
Il
R

dn, 0T g, diy dB;

_1dp _dp
YiV, 1d_[7;-xij — MV, 1d_l7;xij>

I
<
-

s
Il
—

I
<
-

@
Il
—

I
S
-

S
Il
—

( %(yz - m)wz’j) :

sendo X uma matriz especificacdo do modelo de dimensao n x p, com linhas denotadas
por x;, i = 1,2,...,n; W = diag{w;,ws, ..., w,} conhecida como matriz de pesos;
V =diag{V1, Vo, ... Vo }, ¥y = (W1, vz, -5 0n) T e b= (pa, i, - i) T

Obtemos a matriz de informacao de Fisher para 8 derivando uma segunda vez

a L(0) com relagao aos coeficientes



Konl®) =2 5555] =55 5 |

n

:ZE

=1

— — 0 7 _ _ 0 i
oV, 18_/7;'(%_%)17” x ¢~V 1_M(yi_ﬂi)xil]

n;

n O, 2
= Z ¢V (%) E[(y; — 1:)?] zija,

=1

2
considerando Var(Y;) = E[(y; — 1:)*] e novamente w; = (Z—Z:) V71 temos

Kp5(0) =Y ¢V 'wiVar(Y;) zyaa.

Utilizando de forma apropriada a defini¢ao (2.3), temos

n
Ki,6/(0) = Z O 2V widVi
i=1
n
=¢! Z Wi L5 T4,
i=1
logo, a informacao de Fisher é expressa na forma matricial por

9°L(6)
aﬁ]aﬁl

Kps(0) = E[ } o' XTWX.

Ja para a funcao escore do parametro ¢ a expressao fica dada por

UG
=5

- 8% Z{gb_l[yi@i = b(0)] + c(yi; 9)}

—Zy” a¢¢ +Za¢ vis &

logo, a informacao de Fisher de ¢ é obtida da seguinte forma:

Uy (6)
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Ky(0) = —E {a;l(;f)]

=—-FE {887; [Z (07" [yibs — b(6:)] + c(vs; ¢)}] }

i=1

- _ 12:;1@ { [[yiei —b(6;)] a%ﬂﬁ‘l - 8%26(%; ¢)} } :

sendo o vetor de parametros 3 e ¢ ortogonais. Dessa forma, a matriz de informacao de

Fisher para 6 é dada pela matriz bloco diagonal:

. Kgs 0
Koy(0) = diag { Kpp(0), Kyps(0)} = :

e funcao escore dada por
-
Uy = (Ug, Uy) .

Nesse contexto, os estimadores Estimagao de Maxima Verossimilhanca (EMV)
dos parametros 3 e ¢, representados por [‘3 e (257 sao obtidas igualando-se Ug; e Uy a zero,
respectivamente em geral essas equagoes nao sao lineares e tém que ser resolvidas por

métodos iterativos, como por exemplo o Newton-Raphson (Cordeiro; Demétrio, 2008).

2.4 Deviance

Ao desenvolver um estudo envolvendo o ajuste de umModelo Linear Generali-
zado (MLG), um passo fundamental consiste na avaliacdo da qualidade do modelo obtido.
Nesse contexto, a Deviance, introduzida por Nelder e Wedderburn (1972), consolidou-se
como uma das principais medidas para diagnoéstico e comparagao de modelos lineares
generalizados encaixados. Essa medida permite quantificar o grau de discrepancia entre o
modelo ajustado e o modelo saturado.

Considerando um modelo mais simples nomeado como modelo nulo, com apenas
um parametro que representa a média u partilhado por todas as observagoes y’s, e um

modelo saturado com (p = n) com o nimero de parametros igual ao nimero de observagoes
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na amostra, toda a variagao dos y’s é alocada ao componente sistematico, seja funcao

L(p;y) é expressa por

L(y;y) = ZL(yi;yi)-

Assim, a estimativa de maxima verossimilhanga de p;, nesse caso, é simplesmente o proprio
valor observado, fi = y; (Cordeiro; Neto, 2006).

Na pratica, o modelo nulo apresenta uma estrutura simples, enquanto o modelo
saturado, nao oferece informagao tutil para inferéncia. Contudo, esse modelo é importante
porque permite quantificar a distancia de um modelo intermediario com (p < n) parametros
em relagao a um modelo considerado perfeito.

Considerando o logaritmo da fungao de verossimilhanga definido por:
L(pyy) = ZL(Mi;yi)>
i=1

com u; = g 1(n;) e n; = x/ B, e denotando a estimativa de L(p;y) por L(f1;y), dessa
forma, a funcao desvio, que é a medida de qualidade de ajuste do modelo em estudo, é

representada por

D*(y; ) = ¢D(y; 1) = 2[L(y;y) — L% y)], (2.4)

representando a diferenca entre o maximo da funcao log-verossimilhanca entre o modelo
saturado e o modelo em estudo avaliado na estimativa maxima verossimilhanca de 3, tal

que D*(y; 1) = >, d? (Paula, 2013).

2.5 Analise de Residuos

Considere um modelo geral no qual as observagoes Y7, ...,Y, seguem
}/; = w; (ﬁ7 67))7
comt=1,2,...,n, em que g; ¢ uma funcao que relaciona o vetor de parametros 3 ao

termo de erro ¢;, sendo este uma variavel aleatéria nao observada. Dessa forma, podem-se

definir os residuos como
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Y, = wi(Bi,Ri)7

podendo ser expresso da seguinte forma

sendo (; o estimador maxima verossimilhanca do parametro (3;, R; os residuos brutos e h;

uma funcao inversa de g; em relacao ao ¢;, representada por
e = hi(Y3, Bi).

Dessa forma, os residuos R; sao uma predicao dos erros aleatorios, quando utilizamos os
EMYV para estimar os parametros (Cox; Snell, 1968).

Na modelagem estatistica, o processo de diagnoéstico se destaca como a etapa
muito importante para a escolha do melhor modelo, pois permite verificar desvios das
suposicoes feitas para o modelo. No contexto dos MLGs os residuos desempenham o papel
de avaliar o modelo ajustado com relagao a escolha da funcao de variancia, da fungao de
ligacao e dos termos do preditor linear apropriado. Também, corroborando na avaliacao da

identificacao de pontos aberrantes, que podem influenciar no ajuste do modelo em estudo

(Cordeiro; Neto, 2006).
2.5.1 Residuos de Pearson

Os residuos de Pearson sao definidos por

Yi — [l

rp, = \/m?

(2.5)

resultantes da padronizagao dos residuos ordinarios pela raiz da fungao de variancia.
Recebem esse nome em razao de sua conexao com a estatistica qui-quadrado de Pearson
(x?), uma vez que, no caso da distribui¢io Poisson, o quadrado de rp, corresponde

diretamente ao termo da estatistica de Pearson (McCullagh; Nelder, 1989).
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2.5.2 Residuos de Pearson Padronizados

Definimos os residuos de Pearson em sua forma padronizada por

rh = ————, (2.6)
V() (1= )

em que h;;, denominado leverage, mede o grau de influéncia da i-ésima observagao na
estimacgao dos parametros do modelo. O termo h;; corresponde ao i-ésimo elemento da

diagonal da matriz H, conhecida como matriz de projecao ou matriz chapéu, definida por
N o s -1 s
=WY2X (XTWX) XTW2, (2.7)

em que W ¢ a matriz de pesos e X é a matriz de especificacio do modelo. A matriz H

é simétrica e idempotente, e satisfaz tr(H) = p, em que p é o nimero de parametros do

modelo. Além disso, seus elementos diagonais obedecem a propriedade 0 < h;; < 1.
2.5.3 Residuos de Deviance

Utilizando as componentes d; que formam a Deviance, apresentada em (2.4),

os residuos Deviance pode ser definido pela expressao

rp, = sinal(y; — fi)\/d; (2.8)

em que a transformagao aplicada tem como objetivo aproximar a distribuicao dos residuos
de uma distribuicao Normal. A raiz quadrada das partes do desvio d; gera residuos
que preservam as propriedades da transformacao, gerando residuos aproximadamente
simétricos. Dessa forma, os residuos rp, podem ser encarados como uma aproximacao
da normal padrao. Consequentemente, r%i tem uma distribuicao proxima X%l) (Cordeiro;

Neto, 2006).
2.5.4 Residuos de Deviance Padronizados

Assim como ocorre com os residuos de Pearson, os residuos de Deviance também

possuem uma forma padronizada, levando em consideracao o leverage em suas estimativas,
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representada por

2.5.5 Residuos Quantilicos Aleatorizados

Desenvolvido por Dunn e Smyth (1996), os residuos quantilicos utilizam a
inversa da Fungao de Distribuigdo Acumulada (FDA) do modelo ajustado com o objetivo
de associar cada observagao em um quantil da Normal padrao. Dessa forma, transformando
os residuos observados em valores que seguem, aproximadamente, uma distribuicao Normal
padrao, independente da distribuicao da variavel resposta. Permite diagnésticos mais
precisos para variaveis aleatorias discretas ou em modelos com forte assimetria.

Para variaveis aleatoérias continuas, como no caso da Normal, Normal Inversa,

Gama, Lognormal, etc, os residuos quantilicos sao expressos por

ro = O F (yis fhi; d1).

No caso de variaveis discretas, como para distribui¢oes Poisson, Binomial, Binomial
Negativo, etc, a FDA apresenta descontinuidades, o que implica que F'(y;; fi;, ¢;) nao varia
continuamente, nao gerando residuos continuos. Para contornar essa limitagao, é incluida
uma aleatoriza¢ao por meio de uma variavel uniforme nos intervalos da FDA, resultando

em

rg = @ (F(y; s fur @) + wi [F(yi; fuis ¢) — Fyi s i 0)])

sendo @~ a fungao quantil da Normal padrao inversa, F'(y;; fis; (51) a funcao de distribuicao
acumulada de Y;, F(y; ; [, ¢) representa a FDA imediatamente anterior ao termo Y; e u;

uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0, 1].

2.6 Estatisticas para Diagnéstico

Pontos atipicos podem ser caracterizados por apresentarem alta alavancagem

(leverage) ou residuos elevados, sendo também denominados observagoes inconsistentes
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(McCullagh; Nelder, 1989). Observagoes inconsistentes distinguem-se por se afastarem
do padrao observado nas demais observagoes, passando a serem consideradas influentes
quando sua remocao do conjunto de dados resulta em alteragoes relevantes nas estimativas

dos parametros e no ajuste global do modelo (Cordeiro; Demétrio, 2008).

2.6.1 Distancia de Cook

Entre as medidas mais utilizadas para detectar tais observagoes influentes
destaca-se a Distancia de Cook, apresentada por Cook (1977). Essa medida combina
residuos padronizados com a medida de alavancagem, tornando-se um indicador global
da influéncia que uma determinada observacao apresenta durante o processo de ajuste do
modelo. Assim, a influéncia da i-ésima observagao sobre o vetor de parametros é expressa,

em sua forma matricial, por

na qual, D; representa a Distancia de Cook para a observagao ¢, B representa o vetor com
todos os coeficientes do modelo original e B(i), é o vetor de coeficientes sem a observagao 1,
X a matriz de especificacio do modelo, p a quantidade de parametros e 62 a estimativa
da variancia dos erros.

A regra geral habitualmente empregada para determinar pontos influentes
considera observac¢oes maiores com D; > 1 altamente influentes, ja observagoes com
D; > 0,5 merecem investigagao. Porém, uma classificagao mais rigorosa, considerada para
amostras grandes, utiliza-se uma férmula ajustada para o nimero de observacgoes, definida

por 4/n, em que n representa o tamanho da amostra (Cordeiro; Neto, 2006).

2.7 Analise Grafica dos Residuos
2.7.1 Grifico Indices

Apesar de simples, os gréaficos de indices tém uma finalidade importante pois
torna possivel avaliar a estrutura dos residuos ao longo das observagoes, permitindo

identificar facilmente pontos influentes que podem prejudicar as estimativas.
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2.7.2 Grdfico Residuos versus Valores Ajustados

Nesse grafico, os residuos obtidos no ajuste sao dispostos no eixo horizontal,
enquanto os valores ajustados pelo modelo sao apresentados no eixo vertical, permitindo
a avaliacao da linearidade e da relagao entre as varidveis. Espera-se que os residuos se
distribuam aleatoriamente em torno de zero, indicando um bom ajuste da fungao de ligagao.
Segundo McCullagh e Nelder (1989), esse grafico também contribui para a verifica¢ao
da constancia da variancia da distribuicao assumida, estando, portanto, relacionado a

estrutura de variancia dos modelos lineares generalizados .
2.7.3 Grdfico Half Normal Plot (HNP)

O grafico de HNP baseia-se na comparagao entre as estatisticas de ordem
observadas, obtidas a partir do modelo ajustado, e as estatisticas de ordem esperadas sob

uma distribui¢ao meio-normal. Estas tltimas sao calculadas com elevada precisao por

; 3
q)fl Z—g
n—l—% ’

em que 7 representa a i-ésima estatistica de ordem e n é o tamanho da amostra (McCullagh;

Nelder, 1989).
2.7.4 Grdfico Quantis-Quantis com envelopes stmulados

O Q-Q plot tem como finalidade comparar os quantis dos residuos observados
com o0s quantis tedricos da distribuicao de referéncia. Quando os residuos apresentam
normalidade aproximada, espera-se que os pontos se alinhem ao longo de uma reta de 45°.
Especificamente no contexto dos MLGs, utiliza-se a distribui¢gao normal como referéncia. O
acréscimo de envelopes simulados, que constituem intervalos de aceitacao para a suposi¢ao
de normalidade, é obtido por meio de simulagoes de Monte Carlo, contribuindo para uma

avaliagao visual mais robusta (Marden, 2004).
2.7.5 Grdfico Worm-Plot

Apresentado por Buuren e Fredriks (2001), o grafico Worm-plot, assim como o

Q- Q) plot, utiliza a comparacao entre quantis observados e quantis teoricos para avaliar,
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de forma visual, a adequagao da suposicao de normalidade dos residuos. Esse gréfico, no
entanto, facilita a identificacao de regioes especificas em que o modelo viola tal suposicao.
Espera-se que os pontos se distribuam de maneira aproximadamente linear em torno da
linha de referéncia, linha vermelha, sem apresentar curvaturas, permanecendo dentro dos

limites de confianca.

2.8 Selecao de Modelos

O processo de selecao de modelos corresponde a etapa em que se busca identi-
ficar, entre as alternativas disponiveis, o modelo que melhor descreve a relacao entre a
variavel resposta e os preditores. Em outras palavras, procura-se selecionar o modelo mais
parcimonioso, isto é, aquele que apresenta menor complexidade sem perda significativa de
capacidade explicativa.

Com esse objetivo, o Critério de Informacao de Akaike (AIC), proposto por
Akaike (1974), visa selecionar modelos bem ajustados com o menor nimero possivel
de parametros, minimizando a divergéncia de Kullback—Leibler (KL), introduzida por
Kullback e Leibler (1951). Essa divergéncia mede a disténcia entre o modelo estatistico
ajustado e o modelo verdadeiro, de modo que valores menores indicam menor perda de

informacao. Assim, o AIC é definido por:

AIC = =21(B:y) + 2p,

em que Z(B; y) denota o valor da log-verossimilhanga maximizada e p representa o nimero
de pardmetros do modelo (Paula, 2013).

Um segundo critério amplamente utilizado é o Critério de Informagao Bayesiano
(BIC), também conhecido como critério de Schwarz, proposto por Schwarz (1978). Esse
critério busca equilibrar a qualidade do ajuste, medida pela verossimilhancga, e a parcimonia
do modelo, penalizando modelos mais complexos. O BIC pode ser interpretado como uma
aproximacao assintotica da probabilidade a posteriori do modelo. Sua expressao é dada

por

BIC = —21(B;y) + p log(n),
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~

em que, novamente, [(3;y) representa o valor da log-verossimilhanga maximizada, p é o
nimero de parametros do modelo e n denota o tamanho da amostra.

Os critérios AIC e BIC destacam-se por nao necessitarem de testes estatisticos
em seu processo de selecao de modelos. Além desses, existem outros procedimentos de
selegao, como por exemplo o critério C, de Mallows (Mallows, 1973), o método stepwise

(Hocking, 1976), bem como os métdos de backward e forward.

2.9 Teste de Vuong

O teste de Vuwong é utilizado para a comparacao de modelos nao aninhados,
isto &, modelos que nao sao casos particulares um do outro (Vuong, 1989). Viabilizando a
identificacao da especificacao mais compativel com o processo de geracao dos dados em
estudo. A base do teste consiste na comparacao das log-verossimilhancas individuais dos

modelos para cada observacao. Com foco em cada observacao individual 7, calcula-se

m; = log fi(yi | i) — log fo(yi | i).

Essa expressao representa a diferenca entre as log-verossimilhancas do modelo 1 em relagao
ao modelo 2. Dessa forma, resultados positivos de m; indicam um melhor ajuste para
o modelo 1 em comparacao ao modelo 2, enquanto valores negativos evidenciam maior
consisténcia para o modelo 2 em relagao ao modelo 1.

A estatistica do teste é definida por

y o vnm

Sm

Y

em que n é o tamanho da amostra, m é a média das diferencas de log-verossimilhanca
e Sy, € o desvio padrao amostral dos m;. Sob a hipétese nula Hg : E(m;) = 0 de que
ambos os modelos sao igualmente préoximos do verdadeira distribuicao geradora dos dados,
e hipotese alternativa de que H; : E(m;) > 0, indicando melhor ajuste do modelo 1, e
H; : E(m;) < 0, indicando adequagdo mais robusta do modelo 2.

Sob a hipoétese nula, a estatistica V converge em distribui¢ao para uma Normal
padrao. Em um teste unilateral, o valor-p é calculado como valor-p = 1 — ®(V) quando
a hipotese alternativa ¢ Hy : E(m;) > 0, com valor-p = ®(V) quando H; : E(m;) < 0,
sepresenta ®(V) expressa a funcao de distribui¢ao acumulada da Normal padrao. Para

testes bilaterais o valor-p é denotado por valor-p = 2{1 — ®(|V|)} (Vuong, 1989).
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3 MODELOS PARA DADOS DE CONTAGEM
3.1 Introdugao

Dados de contagem correspondem a variaveis que assumem apenas valores
inteiros nao negativos. Esse tipo de variavel ¢ comum em diversas aplicagoes nas quais se
deseja modelar o ntimero de ocorréncias de um evento em funcao de covariaveis explicativas.
Exemplos frequentes incluem o ntimero de prisoes registradas para um individuo ao longo
de um ano, a quantidade de atendimentos de emergéncia relacionados ao uso de drogas em
uma semana, o nimero de cigarros consumidos diariamente ou ainda o total de patentes
registradas por uma empresa em um determinado periodo (Wooldridge, 2001).

O termo “dados de contagem” refere-se a um conjunto de observagoes associadas
a eventos ou itens que podem ser enumerados. No contexto estatistico, esse tipo de dado
corresponde a valores inteiros nao negativos, iniciando em zero e se estendendo até algum
valor superior, que pode nao ser previamente determinados. Embora, em teoria, as
contagens possam assumir valores de zero até o infinito, na préatica elas sao limitadas por
um valor méaximo observado no conjunto de dados analisado, o qual representa o maior
niamero de ocorréncias registrado no estudo (Hilbe, 2014).

Tradicionalmente, a distribuicao Poisson é utilizada para modelar dados de
contagem pois possui propriedades que se adequam bem a essa classe de dados, como por
exemplo independéncia de eventos, igualdade entre média e variancia no conjunto de dados
e sua interpretacao intuitiva. Porém, quando a amostra apresenta variabilidade maior
que a esperada pelo modelo, indicando superdispersao, as pressuposi¢coes fundamentais da
distribuicao Poisson sao violadas.

A incidéncia e a intensidade da superdispersao variam de acordo com o contexto
de aplicacao. Diversos fatores podem contribuir para a ocorréncia, incluindo caracteristicas
do processo de coleta de dados, heterogeneidade nao observada e excesso de zeros. Como
consequéncia, a nao acomodacao da superdispersao pode conduzir a erros-padrao elevados,
estimativas imprecisas e valores de desvio inconsisténtes, o que tende a favorecer a escolha
de modelos mais complexos (Cordeiro; Demétrio, 2008).

A regressao binomial negativo é amplamente empregada para modelar dados
de contagem originalmente ajustaveis por Poisson, mas que apresentam superdispersao.

Atualmente, ela é reconhecida como a abordagem padrao para lidar com situagoes em que



36

dados de contagem apresentam variabilidade superior a esperada, especialmente quando a
origem da superdispersao nao é conhecida (Hilbe, 2007).

Contudo, alguns conjuntos de dados apresentam uma quantidade de zeros
maior do que a esperada sob uma modelagem Poisson ou Binomial Negativo. Com o
objetivo de acomodar esse excesso de zeros, foi proposto por Lambert (1992) os modelos
inflacionados de zeros, que permitem modelar explicitamente essa caracteristica. As
principais abordagens dessa classe sao os modelos ZIP e ZINB, os quais possibilitam a
distingao e modelagem de entre zeros estruturais e zeros amostrais. Um exemplo especifico
¢ a contagem de lesoes de doencas em plantas: uma planta pode nao apresentar lesoes
por ser resistente a doenga ou simplesmente porque nenhum esporo do patogeno a atingiu

(Ridout et al., 1998).

3.2 Distribuigao Poisson

A distribuicao Poisson é um distribuicao de probabilidade discreta utilizada
para modelar o ntmero de observagoes de um evento em um determinado intervalo de
tempo, area ou volume, desenvolvida por Poisson (1837). Suponha uma conjunto de
variaveis aleatorias Y;, independentes entre si, utilizadas para modelagem de dados de
contagem com suporte nos nimero naturais incluindo o zero, com taxa média de ocorréncia
constante, representada por p; e que apresente equidispersao do seu conjunto de dados,

isto € média e varidncia equivalentes, com funcao de probabilidade dada por

ety

emquey =0,1,... e u>0.

A distribuicao representa uma legitima distribuicao de probabilidade, pois

00 00 e_“,uy - 00 ,LLy -
ZIP’(Y:y)ZZ )l :euza:e“e“:eozl.

Na Figura 1 apresenta-se a funcao de probabilidade da distribuicao Poisson

para diferentes valores do parametro .
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Figura 1 — Funcao de probabilidade da distribuicao Poisson para diferentes valores do

parametro p.
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Demonstracao: Pela definicao de esperacao

E(Y)=)y

y=0
fazendo x = y — 1, verificamos que
(o)

z+1

=0

O segundo momento ¢é obtido da seguinte forma

> —Hi Y
]E(YQ):: }E:yZB Hy

y=0

e P
2 T

et N
y! -2

y=1

=0

y!

fazendo novamente x = y — 1, verificamos que

[e.e]
—pi 241
e

Dessa forma, a variancia de Y é expressa por

e_ﬂi

mie“u

z!

:Zy
y=1

ety
(y -1V

et
(y —

=iy w x!“? )

=0

ik

e_u“i z
—,Ml = i + .
X.
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Var(Y) = E(Y?) — EAY) = 422 + s — 1 = .

3.3 Modelo Poisson

Sejam Y7, Ys, ..., Y, varidveis aleatorias independentes condicionadas a um vetor
de covariaveis x; = (z;1,...,2;p) ", com i =1,2,...,n, também conhecido como vetor de
variaveis explicativas. Considere que a distribui¢do condicional é Y; | x; ~ Poisson(u;),

cuja funcao de probabilidade é dada por

et
Pl | %) = S (3.2)
Yi:
em que u; >0ey; =0,1,2,.... Essa distribuicao pertence a familia exponencial linear,
pois pode ser escrita como
et
flon %) =

= exp {—u; + yilog(w;) — log(y!)}

= exp {yilog(us) — pi —log(yi!)},

sendo o parametro de dispersao ¢ = 1, a fungao de ligagao candnica 6; = log(u;), com

b(0;) = €% e c(y;; ) = —log(y;!). Assim, a média condicional, conforme (2.2), é expressa
por
d o, 0; _ _log(u)
E(Yi|xi):%(ez):elzeg“l = U, (3.3)

e a variancia condicional, conforme (2.3), ¢ dada por

Var(V; | x;) = %(eei) = efi = glosl) — ). (3.4)

Portanto, tem-se V' (p;) = p;. A relacdo com o preditor linear é dada por
= log() = x{ B, (3.5)

em que 3 = (B1,f2,...,B,)" € um vetor de parametros de dimensdo p x 1 (Paula, 2013).
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Assim, o modelo com média condicional dada em (3.3) e variancia condicional
dada em (3.4) apresenta a propriedade de heterocedasticidade, uma vez que a variancia
condicional da variavel resposta nao é constante ao longo das observacoes, caracteristica

compartilhada por todos os modelos de contagem (Ramalho, 1996).
3.3.1 Residuos para o modelo Poisson

Nessa capitulo, apresentaremos os residuos discutidos na segao (2.7) adaptados

ao modelo Poisson, além de expor a expressao da Deviance correspondente.

Residuos de Pearson

Tomando como base a expressao geral em (2.5) e o estimador da média e da
variancia da Poisson apresentada em (3.3) e (3.4), respectivamente, temos os residuos de

Pearson para o modelo Poisson, denotado por

Yi — Hi

Residuos de Pearson Padronizado

Cabe ressaltar que o célculo dos residuos de Pearson padronizados requer
a obtencao da matriz de projecao H descrita em (2.7), composta pela matriz X de
especificacao do modelo e a matriz W conhecida como matriz de pesos. Ja para o modelo
Poisson com fungao de ligagdo candnica expressao por 1; = log(p;), o i-ésimo elemento da,

matriz W fica denotado por

dui \° d S| Y22
wi:(u>%_1:(_em) _:(e) :&:Mia
dn; dn; M i i

assim, a expressao para o residuos de Pearson padronizados conforme (2.6) fica denotado

pela expressao
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Residuos de Deviance

Os residuos de Dewviance para o modelo Poisson apresentam uma caracteristica
de separagao em duas partes quando y; = 0 e y; > 0, pois surge uma expressao log(0)
durante seu desenvolvimento, cujo valor é indefinido. Dessa forma a separagao em partes
se torna nescessaria. Expressamos a fungao log-verossimilhanga para o modelo Poisson a

partir do fungao de probabilidade apresentada em (3.2) por

n

paly:) = [yilog (i) — pi — log ()],

i=1

assim, utilizando a defini¢ao apresentada em (2.4), temos que

D*(y: f2) = 2 [yilog (i) — v — log(ui!) — (vilog(fis) — i — log(y!))]
=1
=2 Z [yi log(ys) — yi — yilog(fi) + fi]
=1

= Qiil [yz log <%> — (v — ﬂz‘)} :

Essa é a expressao para o caso com y; > 0. Ja para o caso em que y; = 0 a funcao de

probabilidade fica denotada por

flyi =0|x;) = o e

portanto, a log-verossimilhanca fica definia da seguinte forma

I(pilys) = log(e™ ™).

Assim, a expressao dos residuos de Deviance é dada por
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D*(y; i) =2 [log(e™) —log(e™)]
=2 Z [log(e”) — log(e™")]

=2 Z -
i=1

Dessa forma, conforme (2.8) a forma conjunta dos residuos de Deviance para o

modelo Poisson ficam especificada por

sinal(y; — 1)/ 241, sey; =0

sinal(y; — /li)\/Q [yi log (%) — (y;i — [L,-)}, sey; >0

p, =

a fungao sinal(-) indica o sinal da diferenga entre o valor observado e o valor ajustado.

Residuos de Deviance Padronizado

Apresentando os residuos de Deviance em sua forma padronizada, conforme a

expressao em (2.9), obtém-se a seguinte formulagao

~

(sinal(y; — f1;)v/2f1
sinal(y uA) i se ys = 0,
1 — hi
Dy = . N , N
sinal(y; — /u)\/Q [yz log (%) — (i — Mi)]
= , seqy; > 0.
1 — hi

de forma que h;; consiste no i-ésimo elemento da matriz H, denominada matriz de projecao.

3.4 Distribuicao Binomial Negativo

A distribuicao de probabilidade Binomial Negativo, desenvolvida por Montmort
(1713), é uma distribui¢do discreta que descreve o ntimero de tentativas necessarias até
que ocorra um nimero pré-determinado de sucessos em experimentos independentes de

Bernoulli.
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Em cada tentativa, ha uma probabilidade p de sucesso e 1 — p de fracasso.
Assim, essa distribui¢ao pode ser interpretada de duas formas, o niimero total de tentativas
necessarias para alcancar o r-ésimo sucesso ou, alternativamente, o nimero de fracassos
observados antes de se atingir o r-ésimo sucesso, sendo esta tltima interpretagao conhecida
como distribuicao de Pascal.

Seja Y uma varidvel aleatéria que segue uma distribui¢ao Binomial Negativo
com nimero de fracassos até o r-ésimo sucesso, com fungao deprobablidade definida por

y+r—1

p =)= (VT ey (3.6)

em que y = 0,1,2, ..., a distribui¢ao representa uma legitima funcao de probabilidade,
pois
= (y+r—1 (y+r—1
IF) Y — — r 1 — Y = 7 1 _ Yy
;( y) ;<W4>M p) p;(w4>(p)

utilizando a identidade da série binomial negativo

53 k+r—1\ , 1 o<1
¥ = ——— para |r ,
r—1 (1 —2a)r P

k=0

temos que

Na Figura 2, apresenta-se a fun¢ao de probabilidade da distribuicao Binomial
Negativo, considerando o ntimero de fracassos até o r-ésimo sucesso, para diferentes valores

dos parametros.
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Figura 2 — Funcao de probabilidade da distribuicao Binomial negativo considerando a
quantidade de fracassos.
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Se Y ~ Binomial Negativo(r, p) entdao

E(Y) = 7“(1]+p) e Var(Y) = 7

Demonstracao: Pela definigao

S(x) :i (y”_l)xy: (l—2)"  |a|<1.

y=0
Note que, para S(x) = (1 — )", temos

roo y-f—?”—l r r —r—
p3ou(* T e s =g =
y=0

substituindo x = 1 — p, temos

pl-pr-a-p) ] = -t =

Para obter o segundo momento primeiramente calculamos E(Y (Y —1)). Usando a segunda

derivada de S(z),

Zy(y - 1) <y j:i; 1) 2V = 2?5 (x) = 2’r(r + 1)(1 — 2)" 2,

y=0
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logo, para x =1 — p,

em seguida

E(v?) = EY(Y — 1)) + E(v) = "0 F 1)21 —pf rd-p)

e colocando em denominador comum p?,

rr+ DA =p?+r(l—pp _r(-p)(r+1)(1-p)+p)

(YY) = . . |
Por fim,
Var(Y) _ E(YZ) . EQ(Y) _ 7“(1 —p)((r + i)(l _p) +P) o 7”2(1 ;p)z’
p p
portanto
r(1—p)

Seja Y uma variavel aleatéria que segue uma distribui¢ao Binomial Negativo
considerando o ntimero de tentativas até o r-ésimo sucesso p, sua funcao de probablidade,

definida por

O iy L (3.7)

emquey=r,r+1,r+2,....

A distribuicao representa uma funcao de probabilidade, pois
iP(YZy) = i Y -
r—1 ’
y=r y=r
e fazendo m = y — r a soma converte-se em
[e.e]
r+m—1
T 1 _ m
> (T o

utilizando a identidade da série binomial negativo

o0
r+m-—1 1
" 1l—p)"=9p"— =1.
Py ( . )( p) e

m=0
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Na Figura 3, é apresentada-se a funcao de probabilidade da distribuicao Bino-
mial Negativo, considerando o niimero de tentativas até o r-ésimo sucesso, para diferentes
valores dos parametros.

Figura 3 — Funcao de probabilidade da distribuigao Binomial negativo considerando a
quantidade de tentativas.
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Se Y ~ Binomial Negativo(r, p), entao
r

E(Y)=—-eVar(Y) = ————=

¥) =2 (Y) o

Demonstracao: Pela defini¢ao

~ (k+r—1 B — (k+r—1 %
=rp" 1-— " k 1-—
w3 (M e (T o

utilizando a identidade de séries binomial negativo
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retornando a expressao para E[Y]

Ey)="2 Zrl-p)_ , rd-p) :r(1+ﬂ) =

.
P prtt p p p

O segundo momento é obtido com o segundo momento fatorial da seguinte

forma

EY(Y —1)=p" ) yly—1) (i B D (1=p)*,

alternando-se a variavel k =y — r, temos

(Y — 1)) = S (k) (k7 1)(’“”‘ 1)(1 o,

r—1
k=0

:pr<gk<k—1>(’“jﬁ[1)<1—p>k

= kE+r—1 e r(l—

I
= k+r—1  rir+1)(1—p)?
Sonth- (" TTT a-p = R
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e substituindo-se na expressao inicial, tem-se:

E(Y(Y _ 1)) =" <7“(1” + 1)(1 —p)2 + 2. T(l—_p) —|—’I"(T _ 1) . l)

pr+2 prJrl pr

RS TLE) L (S )
P p

Para o segundo momento E[Y?] = E(Y(Y — 1)) + E(Y)

E(YQ):r<r+1)gl_p)2+2r2(1_p)+T(T—1)+C7

p p p
_ N _ rir+1)(1—-p)* 2r%(1 —p) o r _ﬁ
Var(Y) = E(Y?) — E (Y)—( 2 e 1)+p) -

o+ 1)1 - p)?+2r2p(1 —p) +r(r— 1)p*> +1rp —r?

)

De forma que

Var(V) = ————=

A distribuicao Binomial Negativo também pode ser obtida como resultado de
uma mistura Poisson—Gama. Nesse contexto, assume-se que a variavel aleatoria condicional
Y | A segue uma distribuigao de Poisson com parametro A, enquanto o parametro \ segue
uma distribuigdo Gama com parametros («, ). Essa abordagem foi desenvolvida por
Greenwood e Yule (1920) como consequéncia dos estudos de modelos aplicados a surtos de
doengas e ao registro de acidentes industriais.

Considere, portanto, A uma variavel aleatéria com distribuicao Gama, de

parametros « e (3, cuja funcao densidade de probabilidade é dada por

fa,B) = ﬂ)\ﬁ_l exp {—@} A>0 (3.8)
Y ) F(/B) a ) Y

com «, > 0. Assumindo que Y | A ~ Poisson(\) e que A ~ Gama(q, 3), a fungao de

probabilidade marginal de Y pode ser obtida a partir da distribuicao condicional por meio

da integracao em relagao a J, isto é,
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NG (g) [ _Aexp{ Bo?}c”
) [

e considerando que I'(n) = fooo 2" le~®dx e fazendo a substituicao u = A (g + 1), temos

=
s

I

<
= .

=
7N
Sl
~
w
o\g
/N
+|e

—_
~___—
<
J’_
w

Cbl

S

—

I
+ |

—_

SN—"

yn() (8 + 1)

I(y+f) (
yIT(B) (£ 4 1)

- F(y(—ﬁﬁ (a+6> (a+6>

o) = et (o45) (253) &

|
—_
N\
Pl LI e

N—— —
i)
o\_>
8
IS
B
J’_
@
IS
<

logo,

comy=0,1,2,... e o, >0, assim Y ~ Binomial Negativo(a, [3).

3.5 Modelo Binomial Negativo

Em dados de contagem, o modelo Binomial Negativo constitui uma alternativa
ao modelo de Poisson quando o conjunto de dados apresenta superdispersao. Nessa
modelagem, utiliza-se a parametrizagao da distribuicao Binomial Negativo baseada no
numero de fracassos até o r-ésimo sucesso, com uma reparametriza¢cao em termos da
média.

Para essa parametrizacao, tem-se

r(1—p) r
BV |x) = =2 o T
D T
Sejam Y1,Y5, ..., Y, variaveis aleatorias independentes condicionadas a um

vetor de covariaveis x; = (z;1,...,2;) ", com i = 1,2,...,n, também conhecido como
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vetor de varidveis explicativas. Assume-se que a distribuicao condicional é dada por
Y; | x; ~ Binomial Negativo(u;, ¢),

cuja funcao de probabilidade é dada por

Fuleme) = F(lﬁ;fzi Y)l?zqﬁ) <Mz‘ (i ¢)¢ (Mzﬁj: ¢>yi ’ (3.10)

em quey =0,1,..., ¢ é o parametro de dispersao e I'(-) é a fun¢ao Gama. Portanto, a

Binomial Negativo pertencendo a familia exponencial de distribuicoes, temos:

_ Twtd) (6 N _m )
f<yi|xi)*r(yi+1)r(¢) <m+¢> </~w +¢

e iop | L) (o
- p{lg D(y:+ DT <¢>(ui+¢

_ex O'M .
- p{lg 1)
)
<

N —
=

-
-
~

©-

2% v
i + +log[(ﬂi+¢) ]}
_ ' (%ﬂb} (cb) | (M)}
exp {log Ty + DT(@) + ¢ log P + y; log p
_ , Hi ¢ I'(y: + ¢)
- P {y, tos (Mz‘ + ¢) ol (Mz‘ + ¢5) o {P(yi + 1)F(¢)} } ’

a fungao de ligagdo canonica é representada por 6; = log( +¢) b(0;) = —plog(l —e%) e
c(yi; @) = F(y(i/——l—’)—?) dessa forma, a média condicional a partir de (2.2) é expressa por
E(Vilor) = - (~log(1 — ) = 25—, G.11)
Y, 1— et v '

e sua referente variancia conforme (2.3) é expressa por

pe )_ pei I
- Ty

Var(Y;|z;) = . (1 — = p; + 5 (3.12)

evidenciando que Var(Y; | x;) > E(Y; | x;).
Além disso, quando ¢ — oo, a distribuicao Binomial Negativo converge para a

distribui¢ao de Poisson com média p; (Rodrigues, 2012). Tem-se que

o= 2 ) (29"
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Observa-se que
i1
pit o 142

7

de modo que a funcao de probabilidade pode ser reescrita como

g ) ()
o) = Tgen \'to)

Fazendo ¢ — oo, o segundo termo converge para 1 e o terceiro termo converge para e ¢,

resultando em

e Myt

Y;!

f (yz | Xi) = )

que corresponde a funcao de probabilidade da distribuicao de Poisson com média ;.
Dessa forma, a distribuicao Binomial Negativo apresenta-se como uma alter-

nativa consistente ao modelo de Poisson, uma vez que se aproxima dessa distribuicao

quando ¢ tende ao infinito e, para valores finitos de ¢, permite modelar situacoes em que

a variancia é superior a média.
3.5.1 Residuos para o modelo Binomial Negativo

Nessa se¢ao, apresentaremos os residuos discutidos na sec¢ao (2.7) adaptados ao

modelo Binomial Negativo, além de expor a expressao da Deviance correspondente.

Residuos de Pearson
Aplicando a expressao geral (2.5) a estimativa da média e da variancia da
distribui¢do Binomial Negativo, descritas em (3.11) e (3.12), respectivamente, obtém-se os
residuos de Pearson do modelo Binomial Negativo, definido por
Yi — [l

A2'

0 4+ B
Mz+¢

’I"pi =

Residuos de Pearson Padronizados
E importante observar que o célculo dos residuos de Pearson padronizados

exige a determinac¢ao da matriz de proje¢do H apresentada em (2.7), formada pela matriz
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de especificagao do modelo X e pela matriz de pesos W. No caso do modelo Binomial
Negativo, com funcao de ligacao candnica representada por n; = log (;’”_—(ﬁ), 0 1-ésimo

elemento da matriz W é expresso por

A\ 2 i 2
o () 0= [ o)l s
dn; dn; \1 —em i+ L

[ (1 — e) — (em(_em))]Q 1
(1 —em)? 1L;

- 2
elog</:7"i'¢) 10}
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<1 _ _L)2 pi(pi + @)
| Hito

(pi(pi + @))? 0 (s + @) _
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Assim, a expressao para o residuos de Pearson padronizados conforme (2.7) é

expresso por

_ Yi — fli
T e
VR (1 — )

Residuos de Deviance
Os residuos de Deviance para o modelo Binomial Negativo apresentam caracte-
risticas semelhantes as do modelo Poisson, especialmente quanto a necessidade de separar a
Deviance em dois casos y; = 0 e y; > 0. Essa separacao é necessaria, pois em determinadas
etapas do desenvolvimento analitico, surgem termos do tipo log(0), que sao indefinidos,
tornando essencial a distingao entre os dois casos para garantir consisténcia matematica.
A fungao log-verossimilhanca para o modelo Binomial Negativo pode ser obtida

a partir da fungao de probabilidade apresentada em (3.10) e é dada por

n

) = Y {yi log (i) + ¢log(¢) — (yi + ¢) log (s + ¢) + log (%)}

i=1
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e, utilizando a defini¢ao apresentada em (2.4), temos que

D*(y; f1) = 2 Z [y log(ys) + ¢ log(9) — (y: + @) log(ys + &) +log (%)
— <yi log(/i;) + ¢log(¢) — (vi + ¢)log(i; + ¢) + log (%))}

:2Z[yi10g(yi)_yil()g(/ii)_(yi+¢)log(yi+¢)+(yi+¢)log(/2i+¢)]
o[ (s pi+o\ | . (it o

-2 s () <o (55w (55

_ - 1 ﬂz‘+¢) 1 (yi(ﬂi+¢))]

Q;P Og(yi+¢ Ty fui(yi +0) )]’

que é a expressao para o caso com y; > 0. Para o caso com y; = 0 a func¢ao de probabilidade

fica denotada por

f= b= Fgf 5?2@ (,Ui (—b% ¢>¢ (uﬁ r)o - (mi¢)¢’

com log-verossimilhanga definida da seguinte forma

U(pslyi) = [¢log(¢) — @ log(pi + )] .
Assim, os residuos de Deviance ficam definidos da seguinte forma

n

D' (y; ) =2y [élogd — dlog(yi + 0)
=1

~ (¢10g 6 — 9log(jis + )]
= 22 — plog(¢) + ¢log(f1; + ¢)]

_22¢1 (““Lgb)

Dessa forma, conforme (2.7) a expressao para o residuo Deviance para o modelo

Binomial Negativo é especificado por
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sinal(y; — gi)\/z [ng 1og(ﬂi;¢>}, se yi = 0
; " 1i+¢ i (flit o)
sinal (y; — ,ui)\/2 [¢ log <Zi+¢> + v, log (%ﬂé))], se y; >0

Residuos de Deviance Padronizado

p, =

Os residuos de Deviance na sua forma padronizada, de acordo com (3.2), sdo

definidos por

(

sinal(y Z)\/2 [(bl ]

) S€ Y = 07
hll
p, =
sinal(y \/2 [gb log ) + y; log < ((’;zig)]

, sey; >0.

h“')

\

de forma que h;; é o i-ésimo elementa da matriz H, denominada matriz de projegao.

3.6 Modelos de Contagem Inflacionados de Zeros

Os modelos de contagem inflacionados de zeros foram desenvolvidos por Lambert
(1992) com o objetivo de modelar dados de contagem que apresentam excesso de zeros.
Esse excesso pode ocorrer tanto em situagoes em que os zeros sao gerados pela propria
distribuicao de contagem quanto na presenca de zeros estruturais.

Como exemplo, considere o estudo do ntmero de dias em que um individuo
consome determinado produto em um periodo fixo. Individuos que nao consomem o
produto por razoes como intolerancia ou alergia produzem zeros estruturais, os quais nao
podem ser adequadamente modelados por distribui¢oes de contagem tradicionais (Paula,
2013).

Seja Y; uma variavel aleatoria com fungao de probabilidade dada por

w4+ (1 —m)f(0,6;), sey=0,
P{Y; = y;} = (3.13)

(1 —m) f(ys; 0:), sey=1,2,...
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em que m; denota a probabilidade de pertencer a um conjunto de zeros estruturais,
assumindo valores no intervalo 0 < m; < 1 e f(y;;6;) é a funcao de probabilidade da

distribuicao de contagem, por exemplo a Poisson, Binomial Negativo, pois

ZIP’{Y—y,} P{Y; —0}+ZIP’{Y =y}

Yi= yi=1

hE

=+ (L —m)f0:0,) + > (1 —m)f(yi;6;)

Y

=m+(1—m) [f(0;0,)+ ) [fly;6:)

1[Ms ~

y=1

= + (1 —m) [f(0;0;) + (1 — £(0;6:))]
:7Tz+(1_7rz)1:1

Neste trabalho, consideraremos Y ~ ZIP(\) para o modelo Poisson inflacionado
de zeros e Y ~ ZIN B(u,r) para o modelo Binomial Negativo inflacionado de zeros.

O primeiro e segundo momento da varidvel aleatéria Y sao expressos por

= "y — ) f (i 60)
y=1
=(1-m) Zyif(yi; 0;) (3.14)
y=1

= (1 = m)E(Y;)

)=y — ) f (i 6)
=1 —m) )y f (Y 6:) (3.15)
= (1-m)E[(Y})?

em que Y;" representa a variével associada a distribuigao de contagem base. E sua respectiva
variancia é representada por

A variancia da variavel aleatoria Y; é definida por

Var(¥;) = E(Y?) — [E(Y)]".
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Substituindo as expressoes obtidas para o primeiro e o segundo momentos, tem-se

Var(¥;) = (1 — m)E[(Y;)?] — [(1 - m)E(Y)]”

)

= (1= m)E[(Y7)?] = (1 = m)*[E(Y)],

7

utilizando a identidade

obtém-se
Var(¥;) = (1 = m) {Var(¥;") + [E(Y)]"} - (1 = m)?[E(Y)]”

= (1 — m)Var(Y;}) + m(1 — m) [E(Y,)],

portanto,

Var(Y;) = (1 — m)Var(Y;") + m,(1 — m) [E(Y;)]. (3.16)
3.7 Modelo Poisson Inflacionado de Zeros (ZIP)

Em estudos com dados de contagem em que a frequéncia de zeros observada é
maior do que a esperada pelo modelo Poisson tradicional, isto é, quando ha a presenca
de zeros estruturais nao provenientes de um processo aleatério inerente ao experimento e
hé evidéncia de superdispersao no conjunto de dados, é apropriado utilizar a modelagem
Z1IP. Considera-se que a variavel resposta assume o valor zero com probabilidade 7; e, com
probabilidade (1 — m;), segue uma distribui¢ao Poisson com média p;, conforme proposto

por Lambert (1992). Assim, a fungao de probablidade é dada por:

mi+ (1 —m)eH, sey; =0,
P{Y, =y} = (3.17)

—pg Vi
(1—m)- :7,

sey; =1,2,....

Dessa forma, podemos obter a média e variancia de (3.17) a partir de (3.14) e

(3.16), respectivamente

(3.18)
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Var(Y;) = (1 — m) Var(Y;") + mi(1 — ;) [E(Y;)]? (3.19)

(1 —m)ps + m(1 — Wi)ﬂ?

Utilizamos a teoria dos MLGs para estimar os parametros 7; e p; de forma que
para o ajuste do modelo ZIP utilizamos a func¢ao de ligacao em duas partes. Primeiramente

a parte de contagem e na segunda a parte inflacionada, respectivamente, expressas por

T
logu; = X8 e log(1 ):G'y
sendo X e G as matrizes de covariaveis associadas ao modelo em questao, e 3 e v sao

vetores de parametros que podem ou nao coincidir (Ridout et al., 1998).
3.7.1 Residuos para o Modelo ZIP

Nessa subsegao, apresentaremos os residuos discutidos na se¢ao (2.7) adaptados

ao modelo ZIP, além de expor a expressao da Deviance correspondente.

Residuos de Pearson
Tomando como base a expressao geral em (2.5) conjuntamente com a média e
a variancia do modelo ZIP, apresentados em (3.18) e (3.19), respectivamente, podemos

concluir que os residuos de Pearson para o modelo ZIP ficam denotados por

yi — (1 —73)
V= 7))+ 71— ) i

rp, =

Residuos de Deviance

Os residuos de Dewviance para o modelo ZIP sao constituidos a partir da
separacao das observagoes para zeros estruturais e zeros amostrais. Dessa forma, a
expressao da componente da Deviance para o caso y > 0, conforme (2.4), fica denotada

por
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d? = 2[(—y; + yilog y; — log y;!)
— (log(1 — ;) — f1; + yi log f1i; — log y;!)]

Yi ~ .
=2 [yi log (T) — (yi — ) — log(1 — 7;)

7

e de forma similar, encontramos a expressao para o caso y = 0

Com esse resultados, obtemos os residuos de Deviance para o modelo ZIP:

sinal(y; — fi;)\/—2log [#; + (1 — 7;)e ], se y; =0,

D, =

)

sinal(y; — /li)\/2 [y, log <%> — (y; — f1;) — log(1 — 7;)|, sewy; >0.
3.8 Modelo Binomial Negativo Inflacionado de Zeros (ZINB)

Em estudos com dados de contagem nos quais a frequéncia de zeros observada é
maior do que é comportado pelo modelo Binomial Negativo, isto ¢, quando hé presenca de
zeros estruturais nao provenientes do processo aleatério do experimento e, simultaneamente,
ha superdispersao no conjunto de dados, ¢ apropriado utilizar a modelagem ZINB. Nesse
modelo, considera-se que a variavel resposta assume o valor zero com probabilidade ;,
correspondente aos zeros estruturais, e, com probabilidade (1 —7;), segue uma distribui¢ao

Binomial Negativo com média p; e parametro de dispersao ¢ (Yau et al., 2003).

7Tl—|—(].—7Tz)< ¢ )¢, y1207
P(Y; =y;) = Ot i (3.20)

Ly + ) o \( w \" B
(1_m)F(yi+1)F(¢) (¢+,Ui) (¢+Mi> b

Dessa forma, a média e a variancia de (3.20) podem ser obtidas de forma

semelhante ao modelo ZIP. Seja Y;* uma variavel aleatéria com distribui¢ao Binomial

Negativo. Assim, dados por

(3.21)
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2

Var(Y;) = (1 — ) Var(Y;) + m(1 — m) [E(Y;")]

=(1-m) (Ni + %2) + (1 — )i (3.22)
:u—wmu+u—ﬁmg<m+%),

Tem-se que a distribuicao ZINB, no limite em que ¢ — oo, aproxima-se da
distribuicao ZIP, e, quando 7; — 0, converge para a distribuicao Binomial Negativo. Além
disso, quando simultaneamente 1/¢ ~ 0 e m; ~ 0, a distribui¢ao ZINB converge para a,
distribuigao de Poisson (Montoya, 2009).

Dessa forma, o modelo ZINB ¢ formulado a partir de duas componentes, de
maneira analoga ao modelo ZIP: a primeira corresponde ao processo de contagem e a
segunda & componente inflacionada de zeros, sendo ambas especificadas por fungoes de

ligagao proprias, dadas por

log(u;) =XB e log (1 i ) = G,

-
em que X e G sao matrizes de covariaveis associadas ao modelo e 3 e ~ sao vetores de

parametros que podem ou nao coincidir (Ridout et al., 1998).
3.8.1 Residuos para o Modelo ZINB

Nesta se¢ao, apresentam-se os residuos discutidos na Secao (2.7), adaptados ao
modelo ZINB, bem como a expressao da Deviance correspondente.
Residuos de Pearson

Tomando como base a expressao geral em (2.5) conjuntamente com a média e
a variancia do modelo ZINB apresentados em (3.21) e (3.22) respectivamente, podemos
concluir que os residuos de Pearson para o modelo ZINB ficam denotados por

yi — (1 —7)

TPz = .
\/ (1= 7 + (1= )2 (7 + )

Residuos de Deviance
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Os residuos de Deviance para o modelo ZINB sao constituidos a partir da
separacao das observacoes para zeros estruturais e zeros amostrais, dessa forma a expressao

dos componentes da Deviance para o caso y; > 0 conforme (2.4) fica denotada por

¢
—210g |7+ (1-7) (55 ) | se g = 0

¢ . Yi
- I'yi+9o) ¢ i
-2 {10?3(1 — 7i) + log {r(yﬁnrw) (7%) () ” » seyi >0

com esses resultados obtemos os residuos de Deviance para o modelo ZINB

d? =

¢
sinal(y; — ﬂi)\/—Qlog {w (11— ) (ﬁ) ] , sey; =0

sinal(y; — /:Li)\/Q [yz log (%) — (yi + ¢) log (%) —log(1—7;)|, sey; >0

TDi =




60

4 APLICACAO

No presente capitulo seré apresentada uma aplicacao com dados oriundos de
Atkins e Gallop (2007), os quais, por sua vez, provém de um estudo anterior conduzido
por Christensen et al. (2004). A analise foi inteiramente desenvolvida no software R (R
Core Team, 2025), uma linguagem de programacao de codigo aberto voltado a computagao
estatistica, na versao 4.5.2, com auxilio do RStudio (Posit Software, PBC, 2025).

Foram ajustados modelos pertencentes a classe dos MLGs, incluindo as aborda-
gens de Poisson e Binomial Negativo. Para cada um desses modelos, foi desenvolvido um
codigo em R para a obtencao dos residuos de Pearson padronizados, Deviance padronizados
e quantilicos. De modo andalogo, para os modelos de mistura ZIP e ZINB, também foram
implementados codigos especificos para o calculo dos residuos de Pearson, Deviance e
quantilicos. Por fim, realizou-se uma analise diagnostica dos modelos, baseada na inspecao
grafica dos residuos, contando com graficos de HNP e Quantil-Quantil com envelopes
simulados. Utilizou-se a fung@o hnp() da biblioteca HNP e para os graficos de Worm-plot
empregou-se a fun¢ao wp() da biblioteca gamlss, em conjunto com os residuos obtidos
para cada modelo, bem como no desenvolvimento de um codigo para calculo da distancia
de Cook em conjunto com uma anélise grafica, com o objetivo de identificar o modelo que

apresentou o melhor ajuste.

4.1 Terapia Conjugal

O conjunto de dados trata-se de uma amostra clinica composta por casais que
buscaram terapia conjugal, totalizando 268 individuos, o que corresponde a 134 casais. A
variavel de interesse, MSI caracteriza-se por ser uma variavel de contagem em uma escala de
0 a 14 que mensura o niimero de passos ja considerados ou tomados em dire¢ao a separacao
ou ao divorcio. Para esse estudo foram consideradas as variaveis preditoras: Dyadic
Adjustment Scale (DAS) expressa em uma escala de satisfacao conjugal desenvolvida por
Spanier (1976), variando de 0 a 151 e tratada como continua; Affective Communication
(AFC) uma medida continua para problemas de comunicagao afetiva, diferentemente da
DAS, pontuagdes menores indicam melhor comunicagao; Sezxual Dissatisfaction (SEX)
avalia o nivel de descontentamento em relacao a interagao sexual do casal, também encarada

como continua; Gender é uma variavel binaria referente ao género 0 para mulher e 1 para
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homem, por tltimo, Infidelity, uma varidvel binaria que indica a ocorréncia de infidelidade
no relacionamento com 0 para auséncia e 1 para presenca.

Os dados indicam que apenas 14.5% dos entrevistados relataram infidelidade na
relagao, como esperado, temos uma separagao equivalente entre géneros de participantes

do estudo, como esta apresentado na Tabela 2.

Tabela 2 — Descricao das variaves Infidelity e Gender

Variavel | Sim % | Nao % | Total
Infidelity | 14,50 | 85,50 | 100,00
Gender | 50,00 | 50,00 | 100,00

Avaliando as estatisticas descritivas para as varidveis quantitativas apresenta-
das na Tabela 3, podemos observar que a variavel resposta MSI apresenta uma média
relativamente baixa de 3.18 em contraste com uma variancia substancialmente maior de
7,2056, evidenciando claramente uma superdispersao presente nos dados. Além disso fica
evidente uma alta varincia na varidvel DAS indicando uma heterogeneidade na satisfacao

conjugal dos individuos que participaram do estudo.

Tabela 3 — Descricao das variaveis Quantitativas

Variavel Min | 1° Q | Mediana | Média | 3° Q Max | Variancia
MSI 0,00 | 1,00 3,00 3,18 | 5,00 | 11,00 7,2056
DAS 40,00 | 74,50 87,00 | 84,49 | 94,00 | 115,00 | 207,2586
AFC 45,00 | 59,00 63,00 | 63,35 | 69,00 | 76,00 46,9775

Na Figura 4 observamos a distribui¢cao de frequéncia da varidvel explicativa
MSI, indicando uma frequéncia de 63 zeros, equivalente a 24% da amostra, podendo ser o
motivo da superdispersao apresentada nesse conjunto de dados. Dessa forma, é presumivel

que modelos convencionais nao se adequem a base de dados.

Figura 4 — Distribuicao da frequéncia da variavel resposta MSI.
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4.2 Modelo Poisson

Inicialmente desenvolve-se o modelo de regressao Poisson, por ser a primeira
etapa numa estratégia de analise de dados de contagem, para o ajuste dos dados, conforme
o modelo definido por Atkins e Gallop (2007). As variaveis continuas DAS, AFC e SEX
foram centradas em torno de suas respectivas médias, assim facilitando a interpretacao do
intercepto. Se as variaveis nao fossem centradas, o intercepto representaria uma pessoa com
pontuacgao zero, o que muitas vezes é um valor impossivel e nao representativo na amostra,
também consideramos as varidveis binarias como categoéricas. Dessa forma, utilizando a

funcao logaritmica, temos

log(pi) = Bo + B1DAS; + B2 AFCi + B3SEX;
+ Balnfidelity, + Bs Gender; + Bg(DAS x Infidelity);,

nesse contexto, + = 1,2,...,n, u; representa o nimero médio de passos para o divorcio,
bem como a interacao DAS x Infidelity foi incluida no modelo para testar se o efeito da
satisfacao conjugal sobre os passos para o divércio muda dependendo da ocorréncia ou nao
de uma trai¢ao. Dessa forma, para o modelo Poisson no software R, utilizou-se a fungao
glm() para modelagem dos dados. A Tabela 4 apresenta as estimativas e os erros-padrao

do modelo Poisson.

Tabela 4 — Resumo da regressao do modelo Poisson para variavel explicativa MSI

Parametros B Erro-Padrao Valor-P
Intercept 1,13 0,056 < 0,001
DAS —0,02 0,00 < 0,001
AFC 0,02 0,01 < 0,001
SEX 0,01 0,01 0,127
Infidelity 0,53 0,09 < 0,001
Gender —0,21 0,07 0,003
DAS x Infidelity 0,02 0,01 < 0,001

Dado o uso de uma funcao de ligacao logaritmica, é necessario aplicar a
exponencial aos coeficientes para interpreta-los na escala original da varidvel resposta.
Consequentemente, devido a centralizacao dos preditores continuos em torno da média,
o intercepto no modelo representa o ntimero esperado de passos em dire¢ao ao divorcio

para uma pessoa que nao teve um caso extraconjugal e que apresenta niveis médios de
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satisfacao conjugal, insatisfacao sexual e comunicacao afetiva.

Dessa forma ao exponencializar o coeficiente do intercepto obtivemos que o
modelo estima 3,1 passos em direcao a separacgao e divorcio para esta combinacao de
preditores. Para casais sem infidelidade, cada aumento de uma unidade no DAS esta
associado a uma reducao de aproximadamente 2% no nimero esperado de passos rumo ao
divorcio. Cada aumento unitario em AFC esta associado a um aumento de cerca de 2% no
nimero esperado de passos em direcao ao divorcio. Apos o controle das demais variaveis, a
variavel SEX nao apresenta associacao estatisticamente significativa. Homens apresentam,
em média, cerca de 19% menos passos em direcao ao divorcio do que mulheres. Individuos
que relataram infidelidade apresentam um aumento de aproximadamente 70% no ntmero
esperado de passos rumo ao divércio, em comparagao aos que nao relataram infidelidade.
Ainda, quando ocorre infidelidade, o nivel geral de satisfacao conjugal deixa de exercer um

papel relevante sobre os comportamentos ligados a separacao.

Figura 5 — Gréaficos de residuos vs valores ajustados - Modelo Poisson.
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A analise dos graficos de residuos vs valores ajustados para o modelo de Poisson,
apresentados na Figura 5, indicam que o modelo nao apresenta padroes sistematicos de

nao linearidade. Entretanto, verifica-se aumento da dispersao dos residuos para os menores
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valores ajustados, bem como a formacao de estruturas em bandas, especialmente presentes
no grafico de residuos de Pearson e Deviance, sendo uma caracteristica de dados de contagem
em que apresentam superdispersao. Ja para os residuos quantilicos Figura 5, embora
apresentem comportamento mais préoximo do esperado, ainda sugerem heterogeneidade
da variancia, isto é, a variancia dos dados nao esta sendo corretamente modelada pela
funcao de variancia da Poisson. Essas evidéncias indicam uma violagao das suposigoes de
equidispersao intrinsecas do modelo Poisson, podendo ser causadas pelo excesso de zeros

presentes na amostra.

Figura 6 — Graficos HNP com envelopes simulados - Modelo Poisson.
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Seguindo com avaliacgao, os graficos de HNP com envelopes simulados estao
apresentados na Figura 6, evidenciando clara inadequagao do modelo de Poisson aos
dados analisados. Em todos os graficos, Figura 6 percebe-se uma elevada quantidade de
observagoes fora dos envelopes simulados, indicando um afastamento das curvas empiricas
em relagao ao padrao esperado da distribuicao tedrica. Assim, apontam um afastamento
da variabilidade dos dados em relacao ao esperado para o modelo Poisson, possivelmente

causada pela presenca de superdispersao e excesso de zeros presentes na amostra.
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Figura 7 — Gréafico Quantis-Quantis com envelopes simulados - Modelo Poisson.
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Prosseguindo com o procedimento analitico dos graficos Quantil-Quantil com
envelopes simulados dos residuos de Pearson, Deviance e quantilicos, os mesmos sao
apresentados na Figura 7. Observa-se discrepancias sistematicas entre as distribuigoes
empiricas dos residuos e a distribuicao tedrica esperada sob o modelo de Poisson. Em
conformidade, observa-se elevada quantidade de observacoes fora dos envelopes simulados,
bem como desvios elevados nas caudas, indicando que a variabilidade dos dados nao se
adequa corretamente & suposicao de equidispersao, reforcando a evidéncia de superdispersao
e a necessidade de considerar modelos alternativos mais flexiveis.

Os graficos Worm-Plot dos residuos quantilicos, estao apresentados na Figura
8, deixando indicios de desvios regulares em relagao ao comportamento esperado para o
modelo de Poisson. Observam-se padroes nos residuos, incluindo curvaturas em forma de
“U” e “S”, assimetria e a ocorréncia de pontos fora das bandas de confianga, indicando

problemas de escala associados a violagao da suposicao de equidispersao.
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Figura 8 — Grafico Worm-Plot para os residuos Quantilicos - Modelo Poisson.

05

Deviation
0.0

-0.5

-4 -2 0 2 4

Unit normal quantile

Porém, vale ressaltar que embora os residuos de Pearson e Deviance possam
ser usados na construgao de graficos de Worm-plot, sua interpretacao deve ser realizada
com cautela em modelos de contagem, uma vez que tais residuos nao apresentam, dis-
tribuicao aproximadamente Normal padrao. Portanto, os residuos quantilicos sao mais
apropriados para esse objetivo, pois sao construidos de forma a seguir aproximadamente
uma distribui¢do Normal padrao quando o modelo esté corretamente especificado (Buuren;
Fredriks, 2001).

O grafico da Distancia de Cook para o modelo de Poisson, apresentado na Figura
9, evidencia a presenga de algumas observagoes potencialmente influentes, caracterizadas
por valores superiores ao limiar adotado. Esses resultados indicam a nao adequacao
as suposicoes estabelecidas para o modelo, ja identificadas nos diagnoésticos residuais
realizados anteriormente. Tal comportamento sugere que os problemas de ajuste nao
decorre de observagoes influentes isoladas, mas estao associadas a limitagoes estruturais

do modelo de Poisson, como a violagao da suposi¢ao de equidispersao.

Figura 9 — Grafico da Distancia de Cook para o modelo Poisson.
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Portanto, a analise conjunta dos diagnoésticos realizados, indica de forma
consistente que o modelo de Poisson nao se ajusta adequadamente ao conjunto de dados
analisado, assim as estimativas obtidas nao sao consideradas confidveis. Diante dessas
evidéncias, conclui-se que a distribui¢ao de Poisson ¢ restritiva para descrever a variabilidade
nos dados, motivando a ado¢ao de um modelo que incorpora um parametro adicional de

dispersao, inicialmente tentaremos o modelo Binomial Negativo.

4.3 Modelo Binomial Negativo

Seguindo a mesma estratégia utilizada para a modelagem Poisson, adotou-
se um procedimento anélogo para o ajuste do modelo Binomial Negativo. O modelo
foi ajustado considerando o mesmo conjunto de covariaveis e estrutura previamente
adotados, utilizando a fungao glm.nb(), pertencente a biblioteca MASS. Isso foi feito de
modo a permitir comparagoes diretas entre as abordagens, com objetivo de identificar se
o parametro adicional de dispersao é capaz de acomodar a superdispersao presente no

conjunto de dados.

log(:) = Bo + BLDAS; + B2 AFC; + B3SEX;
+ ByInfidelity; + Ps Gender; + Bs(DAS; x Infidelity;),

Tabela 5 — Resumo da regressao do modelo Binomial Negativo.

Parametros B Erro-Padrao Valor-P
Intercept 1,12 0,08 < 0,001
DAS —0,02 0,00 < 0,001
AFC 0,02 0,01 0,031
SEX 0,01 0,01 0,310
Infidelity 0,51 0,15 < 0,001
Gender —0,20 0,11 0,067
DAS x Infidelity 0,02 0,01 0,018

Na Tabela 5 estao apresentados as estimativas dos coeficientes do modelo em
questao junto com os seus erros-padrao. Fica evidente uma relativa semelhanca entre os
coeficientes dos modelos, porém os erros-padrao sao relativamente maiores para o modelo
Binomial Negativo, isso se da devido a acomodacao de superdispersao proveniente do
modelo em questao.

Em complemento, a anélise dos gréaficos de residuos vs valores ajustados para
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o modelo de Binomial Negativo, sao apresentados na Figura 10, e apontam pouca melhora
em comparagao ao grafico para o modelo Poisson, indicando que o a presenca de excessos

de zeros nao estao sendo comportados tao bem pelo modelo Binomial Negativo.

Figura 10 — Graficos de residuos vs valores ajustados - Modelo Binomial Negativo.
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A anélise dos graficos HNP com envelopes simulados, apresentados na Figura
11, indicam uma melhora expressiva para o modelo Binomial Negativo em relacao ao
modelo Poisson, novamente evidenciando como o acréscimo do parametro de dispersao
contribuiu com a melhora do modelo. Porém, a proporc¢ao de observagoes fora dos envelopes
simulados ainda é significante, evidenciando que o modelo nao comporta bem o excesso de

zeros presente na amostra.
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Figura 11 — Gréaficos HNP com envelopes simulados - Modelo Binomial Negativo.
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Em concordéancia os graficos Quantil-Quantil com envelopes apresentados na
Figura 12, indicam que o modelo apresenta comportamento residual consideravelmente

mais proximo do esperado, apesar ainda serem observados determinados desvios localizados.

Figura 12 — Gréfico Quantis-Quantis com envelopes simulados - Modelo Binomial Negativo.
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Em adicao, o grafico de Worm-Plot para os residuos quantilicos, apresentado

nas Figura 13, corrobora com as demais analises graficas, indicando que o modelo Bino-
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mial Negativo é capaz de acomodar, a superdispesao presente nos dados, pois mantem
observacoes oscilando em torna da linha horizontal, com boa parte dentro das bandas de

confianca, porém ¢ evidente a nao adequagao ao excesso de zeros.

Figura 13 — Grafico Worm-Plot para os residuos Quantilicos - Modelo Binomial Negativo.
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O grafico da Distancia de Cook para o modelo Binomial Negativo, apresentado
na Figura 14, deixa evidente a existéncia de algumas observagoes potencialmente influentes,
porém com quantidade inferior as observadas no modelo de Poisson. Assim, fica evidente
uma melhora na estabilidade do ajuste, resultado das propriedades de adequacao da
superdispersao proveniente do modelo Binomial Negativo. Porém, em contraste o modelo
Poisson apresentou maior sensibilidade as observagoes extremas, corroborando com a
hipétese de inadequagao do modelo Poisson estava ligada a nao atendimento das suposi¢oes

de equidispersao e nao a presenca de pontos influentes.

Figura 14 — Gréfico de Distancia de Cook para o modelo Binomial Negativo.
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Os resultados evidenciam uma melhora expressiva na qualidade do ajuste com
a abordagem da Binomial Negativo em comparagao ao modelo Poisson. Entretando, a
presenca de excesso de zeros nos dados ainda se torna um desafio para tal modelo, conforme
evidenciado pela anélise de diagnostico. Assim, torna-se necessario a utilizacao de modelos
mais complexos como o ZIP e ZINB, especialmente projetados para comportar dados de

contagem com excesso de zeros.

4.4 Modelo Poisson Inflacionado de Zeros

Diante da alta proporc¢ao de zeros presentes no conjunto de dados analisados,
torna-se necessarios a utilizagdo de modelos mais flexivel e complexos, capaz de acomodar
essa caracteristica. Nesse contexto, foi utilizado a abordagem ZIP, um modelo de mistura
que combina uma componente responséavel por contabilizar zeros estruturais e um processo
de contagem usual, seguindo um distribuicao Poisson.

A parte de contagem do modelo relaciona as variavies por meio da fungao de
ligacao logaritmica, enquanto isso a parte de zeros estruturais ¢ modelada por meio de
uma regressao logistica, com funcao de ligagao logit. Entretanto, a parte logit nao modela
o evento e sim a chance de pertencer ao grupo zero estrutural. Assim, consideramos
a mesma abordagem de modelagem utilizada para a regressao Poisson quanto para a
Binomial Negativo, utilizando a fun¢ao zeroinfl() da biblioteca pscl. As estimativas

dos coeficientes estao presentes na Tabela 6

Tabela 6 — Resumo da regressao do modelo ZIP.

Parametros Log (Contagem) Logit (Zeros)

B Erro-Padrao Valor-P B Erro-Padrao Valor-P
Intercept 1,387 0,055 <0001 —1,494 0,273 < 0,001
DAS ~0,010 0,003 <0001 0,050 0,017 0,004
AFC 0,010 0,006 0,121 —0,060 0,029 0,035
SEX 0,003 0,004 0,423 —0,019 0,017 0,259
Gender ~0,201 0,075 0,007 —0,053 0,352 0,880
Infidelity 0,402 0,093 < 0,001 —0,543 0,669 0,417
DAS x Infidelity 0,008 0,005 0,121 —0,080 0,037 0,029

Dada a separacao da amostra em parte de zeros estruturais e parte de contagem,
também afeta a interpretacao dos coeficientes gerados pela regressao. Para zeros estruturais

um coeficiente positivo indica aumento na chance de pertencer a zeros estruturais e um



72

coeficiente negativo a chance de pertencer ao evento de contagem.

Nesse contexto, a estimativa para DAS indica que para cada aumento de uma
unidade no DAS, as chances de nao considerar o divorcio aumentam 5.1% . Problemas de
comunicagao afetiva AFC diminuem a chance de pertencer a zeros estruturais, aumentando
os passos em direcao ao divéorcio conforme seu aumento. O abalo da infidelidade contribui
para aproximar casais do divorcio, independente da qualidade do relacionamento.

Em relagao a parte de contagem do modelo, maior satisfagao conjugal esta
associada a uma reducao de cerca de 1% na contagem de passos em direcao ao divorcio
entre aqueles que ja os estao considerando. Homens que consideram o divorcio tendem a
reportar cerca de 18% menos passos do que mulheres. Entre quem considera o divorcio, a
infidelidade estéa associada a um aumento de quase 50% na contagem de passos em direcao

ao divorcio.

Figura 15 — Graficos de residuos vs valores ajustados - Modelo ZIP.
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(c) Residuos Quantilicos.

Os graficos de residuos vs valores ajustados apresentados na Figura 15, evi-
denciam um comportamento consideravelmente mais adequado quando comparados aos
modelos anteriormente. Fica evidente uma dispersao aproximadamente contante em torno
de zero, ficando evidente uma melhora na regiao dos menores valores ajustados, onde os

modelos de Poisson e Binomial Negativo apresentaram maiores distorgoes. Esses indicati-
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vos sugerem que o modelo ZIP foi capaz de se adequar ao excesso de zeros, reforcando a
hipotese da existéncia de zeros estruturais no processo gerador da amostra.

Em contraste, os graficos de HNP com envelopes simulados expostos para os
residuos de e Figura 16, demonstram uma melhora expressiva no ajuste do modelo. Os
residuos acompanham a linha diagonal de referéncia, com poucas observacoes fora dos
envelopes de confianca (inferior a 5% dos residuos). A auséncia de desvios indicam que
a estrutura de mistura do modelo foi eficaz em acomodar o excesso de zeros presente na
amostra. Diante disso, o modelo se mostra possivelmente a escolha mais robusta adequada

para o conjunto de dados.

Figura 16 — Graficos HNP com envelopes simulados - Modelo ZIP.
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No que se refere a analise dos graficos de Q-Q plot com envelopes simulados
dos residuos, exibidos na Figura 17, que comparam os quantis empiricos dos residuos
do modelo ajustado com os quantis tedricos esperados, existe evidencia de um ajuste
altamente satisfatério. Observa-se elevada aderéncia a linha diagonal de referéncia, bem
como uma frequéncia muito baixa de observagoes fora dos envelopes de confianca. Esses
resultados reforcam a qualidade do ajuste proporcionada pela estrutura de mistura do

modelo ZIP ao conjunto de dados.
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Figura 17 — Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados - Modelo ZIP.
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A inspecao do grafico de Worm-Plot exibido na Figura 18, revela um ajuste
satisfatorio do modelo ZIP aos dados. Observa-se que a grande maioria dos residuos
permanece dentro do envelope de confianca de 95%. Ademais, a linha vermelha apresenta-
se proxima ao eixo horizontal, indicando que o modelo foi capaz absorver adequadamente

tanto a superdisperssao quanto a presenca de excesso de zeros dos dados.

Figura 18 — Grafico Worm-Plot para os residuos Quantilicos - Modelo ZIP.
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Em complemtento, a anélise de sensibilidade do modelo foi realizada por meio
do grafico da Distancia de Cook, apresentado na Figura 19. Nota-se que, embora alguns
pontos ultrapassem o limiar de referéncia sugerido, com destaque para a observacao 71
e 134. As distancias de Cook assumem valores absolutos bastante baixos. Entao, isso
confirma a robustez do ajuste do modelo, evidenciando que os resultados nao sao afetados

por um pequeno conjunto de observacoes discrepantes.
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Figura 19 — Grafico de Distancia de Cook para o modelo ZIP.
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A partir da analise dos diagnosticos do modelo ZIP, observa-se uma melhora
substancial no ajuste em comparacao aos modelos de Poisson e Binomial Negativo. Ha
evidéncias consistentes de que a utilizagao de modelos de mistura proporciona ganhos
significativos na modelagem de dados de contagem com inflacao de zeros, resultando em
estimativas mais estaveis e confidveis. Diante disso, com o objetivo de obter o melhor
ajuste possivel, procede-se ao ajuste do modelo ZINB, buscando avaliar se a incorporac¢ao
do parametro adicional de dispersao contribui para uma melhoria adicional na qualidade

do ajuste.

4.5 Modelo Binomial Negativo Inflacionado de Zeros

Diante de uma possivel melhora do ajuste, devido a adicao do parametro de
dispersao, torna-se necesséria a adocao de uma abordagem ainda mais flexivel e robusta.
Nesse contexto, foi utilizado o modelo ZINB, uma ampliacao do ZIP, que combina uma
estrututa responséavel por comtabilizar os zeros estruturais com um processo de contagem
baseado na distribuicao Binomial Negativo, possibilitando ajuste consisténte para o excesso
de zeros e a superdispersao do conjunto de dados.

As variaveis explicativas influenciam a componente de contagem do modelo por
meio da fungao de ligacao logaritmica, ao passo que a componente inflacionada de zeros é
modelada por meio de uma fungao de ligacao logit. Da mesma forma que nos modelos
de Poisson, Binomial Negativo e ZIP, adotou-se a mesma estratégia de modelagem das
covariaveis, de modo a garantir comparabilidade entre os ajustes. O modelo foi estimado

por meio da func¢ao zeroinfl() da biblioteca pscl, e as estimativas dos coeficientes estao



apresentadas na Tabela 7.

Tabela 7 — Resumo da regressao do ZINB.

Log (Contagem)

Logit (Zeros)

Parametros

B Erro-Padrao Valor-P B Erro-Padrao Valor-P
Intercept 1,384 0,067 < 0,001 —-1,516 0,282 < 0,001
DAS —0,010 0,003 < 0,001 0,051 0,018 0,004
AFC 0,009 0,006 0,143 —0,061 0,029 0,036
SEX 0,003 0,004 0,465 —0,020 0,017 0,254
Gender —0,203 0,079 0,010 —0,061 0,359 0,865
Infidelity 0,405 0,098 < 0,001 —-0,536 0,681 0,431
DAS x Infidelity 0,008 0,006 0,142 —0,081 0,037 0,030
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Na Tabela 7 sao apresentados as estimativas, erro-padrao e valor-P para os

parametros do modelo ZINB. Dessa forma, em paralelo ao modelo ZIP, nao identificamos

mudancas significativas em relagao a seus coeficientes, porém fica claro um aumento em

seus erro-padrao, proveniente do parametro de dispersao.

Figura 20 — Graficos de residuos vs valores ajustados - Modelo ZINB.
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Os gréficos de residuos vs valores ajustados, sao apresentada na Figura 20. Ao

examinar os residuos de Pearson (a) e Deviance (b), observam-se padroes, inclinagoes,
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comportamentos esperados e consequéncia da natureza discreta da variavel resposta, nao
indicando desajuste do modelo. O diagnoéstico mais conclusivo esta presente nos residuos
quantilicos (c), apresentando uma aleatoriedade dos residuos, com poucas observagoes fora
dos limites de delimitagdo. A auséncia de estruturas sistematicas neste grafico confirma
que o modelo ZINB também foi capaz de capturar adequadamente as propriedades de

excessos de zeros e superdispersao do conjunto de dados.

Figura 21 — Graficos HNP com envelopes simulados - Modelo ZINB.

- Total points: 263 Total points: 263 /
Points out of envelope: 4 ( 1.52 %) Points out of envelope: 5 ( 1.9 %)
-

Residuos
Residuos

0.0 05 10 15 2.0 25 3.0 0.0 05 10 15 20 25 3.0

Quantis tesricos. Quantis teoricos

(a) Residuos de Pearson. (b) Residuos de Deviance.

w | Total points: 263 /
Points out of envelope: 6 ( 2.28 %)

Residuos

T
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Quantis teéricos

(c) Residuos Quantilicos.

A validacao da bondade de ajuste foi conduzida por meio dos graficos HNP
com envelopes de confianga, exibidos na Figura 21. A inspecao visual revela uma excelente
aderéncia dos residuos a linha de referéncia diagonal. Observa-se que a proporc¢ao de
pontos situados fora dos limites do envelope foram consideravelmente baixos, melhorando
as marcas obtidas pelo modelo ZIP. O fato desses percentuais serem inferiores ao nivel de

significancia de 5% sustenta a validade do modelo.
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Figura 22 — Graficos Quantis-Quantis com envelopes simulados - Modelo ZINB.
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Adicionalmente, a qualidade do ajuste foi corroborada pelos gréficos de Quantil
Quantil com envelopes simulados, apresentados na Figura 22. A anélise visual demonstra
que os residuos se distribuem linearmente ao longo do eixo caracteristico desse grafico,
sem apresentar observagoes discrepantes nas caudas. Refor¢ando a adequacao do modelo

ZINB para modelar os dados.

Figura 23 — Grafico Worm-Plot para os residuos Quantilicos - Modelo ZINB.
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Por fim, a anéalise do grafico Worm-Plot para o modelo ZINB, apresentado na
Figura 23, demonstra um ajuste de alta qualidade, pode ser identificada uma postura
horizontal da linha de suavizagao, que se sobrepoe quase perfeitamente a linha de referéncia,
o que constitui uma métrica excelente de qualidade de ajuste. Isso evidencia que o modelo

de mistura capturou corretamente o excesso de zeros e superdispersao presentes nos dados.
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Figura 24 — Gréfico de Distancia de Cook para o modelo ZINB.

0.08
|

134

0.06
|

71
127

Disténcia de Cook

’V 87 " ‘

b ‘..m‘ul.‘.|\ ‘ n.“l\\|l.‘|l‘..m L) |.|\|.‘.H|“|\..\|.w h‘ |“.\|I\|l\|‘ LI‘I.L.\II\“M ‘lnl”l.‘..\.lm||\|.\ |‘H ||‘I|\|I‘II‘.H.\‘|I.\||\|H| \”‘ HhL.L.\‘.M ‘\‘\h\.‘lm‘.h \..I”Jlu.“lu.\|u‘l.\|\|u ‘l.JLI.‘I whl\l
I I I I I I

0 50 100 150 200 250

0.00

indice da Observagéo

A analise de sensibilidade do ajuste foi realizada por meio do grafico da Distancia
de Cook para o modelo ZINB, apresentado na Figura 24. Esse grafico permite avaliar o
impacto individual de cada observagao sobre as estimativas dos parametros do modelo.
Observa-se que algumas observagoes apresentam valores acima do patamar de referéncia
indicado pela linha vermelha. Contudo, suas magnitudes absolutas sao consideradas baixas,
uma vez que os valores maximos nao ultrapassam 0,06. Porém, medidas como a remoc¢ao
das observacoes possivelmente influentes, podem acarretar na melhora da confiabilidade e
na precisao do seu modelo.

Assim, embora os resultados obtidos indiquem um ajuste relativamente satis-
fatorio dos modelos empregados na modelagem dos dados, faz-se necessaria a adocao de
métodos mais robustos de selecao de modelos, com o objetivo de validar estatisticamente
a superioridade de uma distribuicao em relacao as demais. Para tanto, a andlise sera
complementada pela aplicacao de critérios de informacao, visando aumentar a eficiéncia e

a precisao na descrigao do fendmeno em estudo.

4.6 Resultados Adicionais

A Tabela 8 apresenta os valores dos critérios de AIC e BIC obtidos para cada
um dos modelos em estudo Poisson, Binomial Negativo, ZIP e ZINB. Esses critérios
ocupam lugar de destaque por serem utilizados para fins de comparagao entre modelos,
considerando a qualidade do ajuste e a complexidade do modelo em estudo. A tabela

permite um panorama comparativo das diferentes medidas empregadas neste trabalho.
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Tabela 8 — Critérios de AIC e BIC para os modelos ajustados.

Critérios Poisson Binomial Negativo Z1P ZINB
AIC 12226 1163,2 1111,5  1112,9
BIC 1247.6 1191,8 1161,5 11665

Com o objetivo de tornar a escolha do modelo final mais consistente, a Tabela
9 retine os resultados do teste de Vuong aplicado as comparagoes entre os modelos Poisson,
Binomial Negativo, ZIP e ZINB. O teste de Vuong é amplamente empregado para avaliar
a superioridade entre modelos nao aninhados, esse teste usa a verossimilhanca como
critério. Na tabela, sao apresentadas as estatisticas Z e os seus respectivos p-valores para

as comparacgoes realizadas.

Tabela 9 — Teste de Vuong para os modelos ajustados.

Comparacoes dos modelos Z Valor-P
Poisson vs Binomial Negativo -2,99 0,001
Binomial Negativo vs ZIP -3,97 <0,001
Z1P vs ZINB -0,36 0,358

O teste de Vuong indicou que o modelo Binomial Negativo se ajusta melhor
que o Poisson (Z = —2,99;p = 0,001), e que o modelo ZIP supera a Binomial Negativo
(Z = =3,97;p < 0,001), evidenciando a necessidade de tratar o excesso de zeros. No
entanto, a comparacao entre ZIP e ZINB nao foi significativa (p = 0, 358). Conclui-se que
o modelo ZIP é a escolha mais adequada, pois oferece ajuste equivalente ao ZINB, além

de ser mais parcimdnioso em relagao ao ZINB.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de apresentar a analise de dados
de contagem inflacionados de zeros por meio da aplica¢ao de (MLGs), tais como os modelos
de Poisson e Binomial Negativo, em conjunto com abordagens baseadas em estruturas de
mistura, como os modelos ZIP e ZINB. Adicionalmente, buscou-se desenvolver e aplicar
funcoes que possibilitem a realizacao de anélises diagnosticas dos modelos apresentados,
com base em residuos, bem como a avaliacao de observacoes influentes por meio da
Distancia de Cook.

No que se refere a aplicacao, verificou-se que os modelos ZIP e ZINB apresenta-
ram desempenho consideravelmente superior na analise dos residuos, resultado corroborado
pela avaliagao da Distancia de Cook, com menor ntimero de observagoes fora dos limites de
especificacao. Ambos os modelos obtiveram os melhores valores nos critérios de informacao
AIC e BIC. Contudo, o teste de Vuong indica que o acréscimo de complexidade proveniente
do ZINB nao resultou em ganhos significativos na qualidade do ajuste em relacao ao
modelo ZIP (valor-P = 0,358).

Assim, evidencia-se que abordagens baseadas em estruturas de mistura, como
os modelos ZIP e ZINB, sao altamente indicadas para a modelagem de dados de contagem
inflacionados de zeros, por apresentarem propriedades que permitem acomodar de forma
eficiente o excesso de zeros e a superdispersao presentes nos dados. Resultando em
estimativas mais consistentes e interpretagoes mais realistas do evento em estudo.

Ao desenvolver este estudo, observou-se uma quantidade ainda limitada de
trabalhos na literatura voltados & area computacional no que se refere a medidas de
diagnoéstico e analise de residuos, especialmente para os modelos ZIP e ZINB. Diante disso,
como perspectivas para trabalhos futuros, destaca-se a possibilidade de desenvolvimento
de uma biblioteca no software R que permita a obtencao réapida de residuos, o calculo de
observagoes influentes (Cook, 1986), bem como a realizac¢ao de anélises graficas. Adicional-
mente, uma possibilidade seria o desenvolvimento de fungoes especificas para a avaliagao

da influéncia local nos modelos mencionados.
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APENDICE A -~ CONDICOES DE REGULARIDADE

No contexto da familia exponencial linear, as propriedades utilizadas ao longo
deste trabalho, sao validas sob um conjunto de condi¢oes usuais de regularidade, tais

condicoes podem ser enunciadas a segue:

Independéncia do suporte em relagao aos parametros: O suporte da variavel

aleatoria Y;, definido por

Y={y: fy;0i,¢0) > 0},

nao depende dos parametros 6; e ¢.

Derivabilidade da log-verossimilhanca: A funcao log-verossimilhanga

l(ezw ®; Zl/z‘) = log f(yi; 0;, ¢)

é duas vezes diferenciavel em relacao a 6;, para quase todo ;.

Permutacao entre derivacio e integracao: E permitido trocar a ordem entre diferen-

ciagao e esperanca, isto é,

0
00;

E{((0:, 6:Y0)} — E {%ewi, & m} |

também para a segunda derivada.

Existéncia dos momentos relevantes: Existem e sao finitos os momentos

, E[(;}iﬂ.

Identificabilidade do paradmetro: Para quaisquer 6;; # 6,5, tem-se

ot
96?

ol
00;

"

f(y;0i,0) # f(y;0i2,0), paraalgumye Y.

Espago paramétrico: O verdadeiro valor do parametro ; pertence ao interior do espaco

paramétrico.



APENDICE B - CODIGOS UTILIZADOS NA APLICACAO

#Bibliotecas utilizadas

#Instalar a biblioteca
install.packages ("MASS")
install.packages("pscl")
install.packages("car")
install.packages ("hnp")
install.packages ("DHARMa")
install.packages("statmod")
install.packages("gamlss.ggplots")
install.packages("ggplot2")

install.packages("gamlss")

#Carregar a biblioteca
library(MASS)
library(pscl)
library(car)

library (hnp)
library(statmod)
library(ggplot2)
library(gamlss)
library (DHARMa)

library(gamlss.ggplots)
#Convertendo variaveis numéricas em fatores
Estado_Civil$gender = factor(x = Estado_Civil$gender,
levels = 1:2, labels = c("Wife","Husband"))
Estado_Civil$infidelity = factor(x = Estado_Civil$infidelity,
levels = 0:1, labels = c("No infidelity","Infidelity"))

#Centralizar os preditores

Estado_Civil$das.c = with(Estado_Civil, das - mean(das))

Estado_Civil$afc.c = with(Estado_Civil, afc - mean(afc))

with(Estado_Civil, sex - mean(sex))

Estado_Civil$sex.c
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with(Estado_Civil, {
print (contrasts(gender))

print (contrasts(infidelity))
b

#H#H#H###Mod e L osH##H#H#H##H#HH#

#####Modelo Poisson#####

set.seed(509593)

#Ajustar o Modelo Poisson

Msi.Poisson = glm(msi ~ das.c*infidelity + gender + afc.c + sex.c,

data = Estado_Civil, family = "poisson"(link = "log"))

#Summary do modelo Poisson

summary (Msi.Poisson)

#0btengdo do AIC para o modelo Poisson

AIC(Msi.Poisson)

#0btengdo do BIC para o modelo Poisson

BIC(Msi.Poisson)

###Residuos de Pearson Padronizados para o modelo Poisson###

#Coeficientes estimados

Coef .Poisson = coefficients(Msi.Poisson)

#Matriz X

X = model.matrix(Msi.Poisson)

#Predigdo do Modelo

Predit.Poisson = exp(X%*/,Coef.Poisson)

#Variidncia do Modelo Poisson

Var.Poisson = exp(X%*JCoef.Poisson)
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#Matriz de pesos

W = diag(Msi.Poisson$weights)

#Matriz de projecgéo

H = sqrt (W) %x%X%*Y%solve (t (X) %*hWhi*%X) %* it (X) %*Ysqrt (W)

#Diagonal da matriz de projegéo

H.Diag = diag(H)

#Residuos de Pearson Padronizados

Pearson.Padro.Poisson = (msi - Predit.Poisson)/sqrt(Var.Poisson*(1 - H.Diag))

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados para a Poisson###

plot(x = Predit.Poisson,
y = Pearson.Padro.Poisson,
xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Pearson Padronizados",
pch = 19,
col = "black",

ylim = c(-4, 4.5))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot para a Poisson###

hnp(Msi.Poisson,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Pearson.Padro.Poisson,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)
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###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados para a Poisson###

hnp(Msi.Poisson,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Pearson.Padro.Poisson,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######Residuos de Deviance Padronizados para o modelo Poisson######

Residuos.Deviance.Padro.Poisson = function(Msi.Poisson) {

#0bter os valores ajustados

mu = fitted(Msi.Poisson)

#0bter os valores observados

y = Msi.Poisson$y

#Calcular os residuos de deviance brutos

sinal = sign(y - mu)

deviance = sinal*sqrt(2*(y*log(y/mu) - (y - mu)))

#Quando y = 0O

deviancely == 0] = -sqrt(2 * muly == 0])

#Calcular a matriz de projegédo

X = model.matrix(Msi.Poisson)

#Matriz de pesos

W = diag(mu)

sqrtW = sqrt (W)

H = sqrtWi*%Xl*%solve (t (X) %k hWh*%X) %kt (X) f*xlhsqrtWw
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#0bter os elementos diagonais da matri h_ii

hii = diag(H)

#Calcular os residuos de deviance padronizados

Deviance.Padro = deviance/sqrt(1 - hii)

return(Deviance.Padro)

}

#Calcular residuos padronizados usando a fungédo

Deviance.Padro = Residuos.Deviance.Padro.Poisson(Msi.Poisson)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo

Predit.Poisson = fitted(Msi.Poisson)

#Definig8o dos eixos

plot(x = Predit.Poisson,

y = Deviance.Padro,

xlab = "Valores Ajustados",

ylab = "Residuos de Deviance Padronizados",
pch = 19,

col = "black",

ylim = c(-4, 4))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp(Msi.Poisson,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Deviance.Padro,
print.on = TRUE,

paint.out = TRUE,
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xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp(Msi.Poisson,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Deviance.Padro,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######tResiduos Quantilicos######

set.seed(509593)

Residuos.Quantilicos.Poisson = function(modelo) {

#0btém resposta observada

y = modelo$y

#0btém média predita mi da parte Poisson

Mu = fitted(modelo)

#Calcula F(y-1) = P(Y y-1)

Fy.1 = ppois(y - 1, lambda = Mu)

#Calcula F(y) = P(Y y)

Fy = ppois(y, lambda = Mu)

#Gera U ~ Uniform(F(y-1), F(y))

U = runif (length(y), min = Fy.1, max = Fy)

#Residuo quantilico r_q = Phi~{-1}(U)

Residuos.Quantilicos = gnorm(U)
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return(Residuos.Quantilicos)

}

#Calcular residuos padronizados usando a fungéo

Res.Qua.Poisson = Residuos.Quantilicos.Poisson(Msi.Poisson)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo

Predit.Poisson = fitted(Msi.Poisson)

# Definicdo dos eixos
plot(x = Predit.Poisson,

y = Res.Qua.Poisson,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos Quantilicos",
pch = 19,

col = "black",
ylim = c(-4, 4))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", 1ty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp (Msi.Poisson,
diagfun = Res.Qua.Poisson,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp(Msi.Poisson,



halfnormal = FALSE,
diagfun = Res.Qua.Poisson,
print.on = TRUE,

paint.out = TRUE,

xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Worm-plot#i##

wp(resid = Res.Qua.Poisson)

#####Modelo Binomial Negativa###i##

Msi.BN = glm.nb(msi ~ das.c*infidelity + gender + afc.c + sex.c,

data = Estado_Civil)

#Sumarry do modelo Binomial Negativa

summary (Msi.BN)

#0btengdo do AIC para o modelo Binomial Negativa

AIC(Msi.BN)

#0btengdo do BIC para o modelo Binomial Negativa

BIC(Msi.BN)

######Residuos de Pearson Padronizados####i##

#Coeficientes estimados

Coef .BN = coefficients(Msi.BN)

#Matriz de Desenho

X = model.matrix(Msi.BN)

#Predigdo do Modelo

Predit.BN = fitted(Msi.BN)

#Parametro de dispersédo
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theta = Msi.BN$theta

#Variancia do Modelo Binomial Negativa

Var.BN = (Predit.BN + Predit.BN~2/theta)

#Matriz de pesos

W = diag(Predit.BN/(1 + Predit.BN/theta))

# Matriz de projegédo

H = sqrt (W) %x%X%*Y%solve (t (X) %*LWh*%X) %* %t (X) %*Ysqrt (W)

#diagonal da matriz de projegédo

H.Diag = diag(H)

#Residuos de Pearson Padronizados

Pearson.Padro.BN = (msi - Predit.BN)/sqrt(Var.BN*(1 - H.Diag))

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.BN= fitted(Msi.BN)

#Definigdo dos eixos
plot(x = Predit.BN,

y = Pearson.Padro.BN,

xlab = "Valores Ajustados",

ylab = "Residuos de Pearson Padronizados",
pch = 19,

col = "black",

ylim = c(-4, 4))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###
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hnp(Msi.
half
diag
prin
pain
xlab
ylab

pch

###Grafi

hnp (Msi.
half
diag
prin
pain
xlab
ylab

pch

######Re

Residuos

#0bter o

mu = fit

#0bter o

y = Mode

#0bter o

theta =

#Calcula

termol =

termo2

#Calculo

BN,
normal = TRUE,
fun = Pearson.Padro.BN,
t.on = TRUE,
t.out = TRUE,
= "Quantis tebricos",
= "Residuos",

= 19)

co Quantis-Quantis com envelopes simulados###

BN,
normal = FALSE,
fun = Pearson.Padro.BN,
t.on = TRUE,
t.out = TRUE,
= "Quantis tebricos",
= "Residuos",

= 19)

siduos de Deviance Padronizados######

.Deviance.Padro.BN = function(Modelo.BN){

s valores ajustados e observados

ted (Modelo.BN)

s valores observados
lo.BN$y
parametro theta do modelo

Modelo.BN$theta

r os residuos de deviance

ifelse(y == 0, 0, y * log(y/mu))

(y + theta) * log((y + theta) / (mu + theta))

da deviance total para cada ponto
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dev_i = 2 * (termol - termo2)

#0 sinal do residuo é baseado na diferenga

sinal = sign(y - muw)

#Residuo de Deviance

deviance = sinal * sqrt(abs(dev_i))

#Calcular a matriz projecgéo

X = model.matrix(Modelo.BN)

hii = mu/(1 + (mu/theta))

W = diag(hii)

sqrtW = sqrt (W)

#Calculo da Matriz H
H = sqrtW %*% X %*% solve(t(X) %% W %*% X) %*% t(X) %*% sqrtW

#0bter os elementos diagonais da matriz h_ii

hii = diag(H)

#Calcular os residuos de deviance padronizados

Deviance.Padro = deviance / sqrt(l1 - hii)

return(Deviance.Padro)

}

#Calcular residuos padronizados usando a fungdo manual

Deviance.Padro.BN = Residuos.Deviance.Padro.BN(Msi.BN)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.BN = fitted(Msi.BN)

#Definic8o dos eixos

plot(x = Predit.BN,



y = Deviance.Padro.BN,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Deviance Padronizados",
pch = 19,

col = "black",
ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2 (intervalo usual de normalidade)

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp (Msi.BN,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Deviance.Padro.BN,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp (Msi.BN,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Deviance.Padro.BN,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######Residuos QuantilicosH#####

set.seed(509593)
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Residuos.Quantilicos.BN = function(modelo) {

#Resposta observada

y = modelo$y

#Média predita mu

Mu = fitted(modelo)

#Parametro de dispersédo

theta = modelo$theta

#Probabilidade acumulada F(y-1)

Fy.1 = pnbinom(y - 1, size = theta, mu = Mu)

#Probabilidade acumulada F(y)

Fy = pnbinom(y, size = theta, mu = Mu)

#U ~ Uniform(F(y-1), F(y))

U = runif(length(y), min = Fy.1, max = Fy)

#Residuo quantilico

Residuos.Quantilicos = gnorm(U)

return(Residuos.Quantilicos)

}

#0btengdo do residuos quantilicos para o modelo Binomial Negativa

Res.Qua.BN = Residuos.Quantilicos.BN(Msi.BN)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados#i##

#Predigdo do Modelo

Predit.BN = fitted(Msi.BN)

#Definic8o dos eixos

plot(x = Predit.BN,
y = Res.Qua.BN,
xlab = "Valores Ajustados",

ylab = "Residuos Quantilicos",



pch = 19,
col = "black",
ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp (Msi.BN,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Res.Qua.BN ,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados##i#

hnp(Msi.BN,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Res.Qua.BN ,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Worm-plot###

wp(resid = Res.Qua.BN)

#####Modelo ZIP#####

Msi.ZIP = zeroinfl(msi ~ das.c*infidelity + gender + afc.c + sex.c |
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das.c*infidelity + gender + afc.c + sex.c,

data = Estado_Civil,
link = "logit",
dist = "poisson",

trace = TRUE, EM = TRUE)

#Sumarry do modelo ZIP

summary (Msi.ZIP)

#0btengdo do AIC para o modelo ZIP
AIC(Msi.ZIP)

#0btengdo do BIC para o modelo ZIP

BIC(Msi.ZIP)

Residuos.Pearson.ZIP = function(Modelo.ZIP) {

#Extrair os valores observados

y = Modelo.ZIP$y

#0bter os componentes do modelo Lambda e Pi
Lambda = predict(Modelo.ZIP, type = "count")

Pi = predict(Modelo.ZIP, type = "zero")

#Calcular o Valor Esperado do modelo ZIP
Mu.Esp = (1 - Pi)*Lambda

#Calcular a Variancia do modelo ZIP

Var.Esp = Mu.Esp*(1 + Lambda*Pi)

#Calcular o Residuo de Pearson

Residuos.Pearson = (y - Mu.Esp)/sqrt(Var.Esp)

return(Residuos.Pearson)

}

#0btendo residuos de Pearson para o modelo Msi.ZIP

Pearson.ZIP = Residuos.Pearson.ZIP(Msi.ZIP)
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###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo

Predit.ZIP = fitted(Msi.ZIP)

#Definig8o dos eixos
plot(x = Predit.ZIP,

y = Pearson.ZIP,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Pearson",
main = "",

pch = 19,

col = "black",

ylim = c(-4, 4))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot#i##

hnp(Msi.ZIP,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Pearson.ZIP,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp(Msi.ZIP,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Pearson.ZIP,

print.on = TRUE,
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paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######Residuos de Deviance######

Residuos.Deviance.ZIP = function(Modelo.ZIP) {

#Extrai a variavel resposta e parémetros

y = Modelo.ZIP3$y

#0btém a média da parte Poisson

Mu = predict(Modelo.ZIP, type = "count")

#0btém a probabilidade de zero inflado

Pi = predict(Modelo.ZIP, type = "zero")

#Calculo das Probabilidades
P0O.ZIP

Pi + ((1 - Pi) * dpois(0, Mu))

Py.ZIP = (1 - Pi) * dpois(y, Muw)
#Log-verossimilhanga individual)

Ver.i = ifelse(y == 0, log(P0.ZIP), log(Py.ZIP))

#Log-verossimilhanga do modelo saturado

Ver.sat = dpois(y, lambda = y, log = TRUE)

#Calculo do Sinal
Mu.Global = (1 - Pi) * Mu

Sinal = sign(y - Mu.Global)

#Calculo do Residuo de Deviance

Deviance.Component = 2 * (Ver.sat - Ver.i)

#Protec8o para garantir que valores muito

#proximos de zero ndo fiquem negativos

Deviance.Component = ifelse(Deviance.Component < 0, 0, Deviance.Component)
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Residuos.Deviance = Sinal * sqrt(Deviance.Component)

return(Residuos.Deviance)

}

#0btendo residuos de Deviance para o modelo Msi.ZIP

Residuos.Dev.ZIP = Residuos.Deviance.ZIP(Msi.ZIP)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.ZIP = fitted(Msi.ZIP)

#Definigdo dos eixos

plot(x = Predit.ZIP,

y = Residuos.Dev.ZIP,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Deviance",
pch = 19,

col = "black",

ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot#i##

hnp(Msi.ZIP,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Residuos.Dev.ZIP,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)
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###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp (Msi.ZIP,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Residuos.Dev.ZIP,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######Residuos Quantilicos######

set.seed(509593)

Residuos.Quantilicos.ZIP = function(modelo) {

#Resposta observada

y = modelo$y

#Média Poisson

Mu = predict(modelo, type = "count")

#Probabilidade de zero inflado

Pi0 = predict(modelo, type = "zero")

#Probabilidade acumulada F(y-1)

Fy.1 = numeric(length(y))

for (i in seq_along(y)) {
if (y[i]l == 0) {
Fy.1[i] =0
} else {

Fy.1[i] = PiO[i] + (1 - PiO[il) * ppois(y[il - 1, lambda = Mulil)

#Probabilidade acumulada F(y)
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Fy = Pi0 + (1 - Pi0) * ppois(y, lambda = Mu)

#U ~ Uniform(F(y-1), F(y))

U = runif(length(y), min = Fy.1, max = Fy)

#Residuos quantilicos

Residuos.Quantilicos = gnorm(U)

return(Residuos.Quantilicos)

}

#0btendo residuos Quantilicos para o modelo Msi.ZIP

Res.Qua.ZIP = Residuos.Quantilicos.ZIP(Msi.ZIP)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.ZIP = fitted(Msi.ZIP)

#Definic8o dos eixos

plot(x = Predit.ZIP,
y = Res.Qua.ZIP,
xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Quantilicos",
pch = 19,

col = "black",
ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp(Msi.ZIP,

halfnormal = TRUE,

diagfun = Res.Qua.ZIP,
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print.on = TRUE,

paint.out = TRUE,

xlab = "Quantis tedricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp (Msi.ZIP,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Res.Qua.ZIP,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Worm-plot###

wp(resid = Res.Qua.ZIP)

#####Modelo ZINB#H####

Msi.ZINB = zeroinfl(msi ~ das.c*infidelity + gender + afc.c + sex.c |

das.cxinfidelity + gender + afc.c + sex.c,

data = Estado_Civil,
link = "logit",
dist = "negbin",

trace = TRUE, EM = TRUE)

#Sumarry do modelo ZINB

summary (Msi.ZINB)

#0btengdo do AIC para o modelo ZINB
AIC(Msi.ZINB)

#0btengdo do BIC para o modelo ZINB
BIC(Msi.ZINB)



######Residuos de Pearson######

Residuos.Pearson.ZINB = function(Modelo.ZINB) {

#Extrair os valores observados

y = Modelo.ZINB$y

#0bter os componentes do modelo

Lambda "count")

predict (Modelo.ZINB, type

Pi predict(Modelo.ZINB, type = "zero")

#Extrair o parémetro Theta

Theta = Modelo.ZINB$theta

#Calcular o Valor Esperado

Mu.Esp = (1 - Pi)*Lambda

#Calcular a Variancia do modelo ZINB

Var.Esp = Mu.Esp*(1 + Lambda*(Pi + (1 / Theta)))

#Calcular o Residuo de Pearson

Residuos.Pearson = (y - Mu.Esp)/sqrt(Var.Esp)

return(Residuos.Pearson)

}

#0btendo residuos Pearson para o modelo Msi.ZIP

Pearson.ZINB = Residuos.Pearson.ZINB(Msi.ZINB)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados#i##

#Predigdo do Modelo

Predit.ZINB = fitted(Msi.ZINB)

#Definic8o dos eixos

plot(x = Predit.ZINB,
y = Pearson.ZINB,
xlab = "Valores Ajustados",

ylab = "Residuos de Pearson",
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pch = 19,
col = "black",
ylim = c(-3, 4))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot#i##

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Pearson.ZINB,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Pearson.ZINB,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######tResiduos de deviance######

Residuos.Deviance.ZINB = function(modelo) {

#Extrai a variavel resposta observada (y_i)

y = modelo3y
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#0btém a média (mu_i) prevista da parte NB (contagem)

Mu = predict(modelo, type = "count")

#0btém a probabilidade de zero-inflado (pi_i)

Pi0 = predict(modelo, type = "zero")

#Extrai o parametro de disperséo

Theta = modelo$theta

#Probabilidade prevista de observar zero no modelo ZINB

PO.ZINB = Pi0 + (1 - Pi0) * dnbinom(0, mu = Mu, size = Theta)

#Probabilidade prevista para valores positivos

Py.ZINB = (1 - Pi0) * dnbinom(y, mu = Mu, size = Theta)

#Log-verossimilhanga individual do modelo ZINB

Ver.i = ifelse(y == 0, log(P0.ZINB), log(Py.ZINB))

#Log-verossimilhanga do modelo saturado

Ver.sat = dnbinom(y, mu = y, size = Theta, log = TRUE)

#Residuo de deviance

Residuos.Deviance = sign(y - Mu) * sqrt(2 * (Ver.sat - Ver.i))

#Retorna o vetor de residuos

return(Residuos.Deviance)

}

#0btendo residuos de Deviance para o modelo Msi.ZINB

Residuos.Dev.ZINB = Residuos.Deviance.ZINB(Msi.ZINB)

###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.ZINB = fitted(Msi.ZINB)

#Definic8o dos eixos

plot(x = Predit.ZINB,



y = Residuos.Dev.ZINB,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos de Deviance",
pch = 19,

col = "black",
ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Residuos.Dev.ZINB,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados###

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Residuos.Dev.ZINB,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

######Residuos QuantilicosH#####

set.seed(509593)
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Residuos.Quantilicos.ZINB = function(modelo) {

#Resposta observada

y = modelo$y

#Média

Mu = predict(modelo, type = "count")

#Probabilidade de Zero Inflado ()

Pi0 = predict(modelo, type = "zero")

#Par@metro de dispersio da NB (theta = size)

theta = modelo$theta

#Probabilidade acumulada F(y-1)

Fy.1 = numeric(length(y))

for (i in seq_along(y)) {
if (y[i] == 0) {

Fy.1[i]
} else {
Fy.1[i]

, Size =

0

PiO[i] + (1 - PiO[i]) * pnbinom(y[i] - 1

theta, mu = Muli])

#Probabilidade acumulada F(y)

Fy = Pi0 + (1 - PiO) * pnbinom(y, size = theta, mu = Mu)

#U ~ Uniform(F(y-1), F(y))

U = runif (length(y), min = Fy.1, max = Fy)

Residuos.Quantilicos = gnorm(U)

return(Residuos.Quantilicos)

}

Residuos.Quant = Residuos.Quantilicos.ZINB(Msi.ZINB)
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###Grafico Residuos versus Valores Ajustados###

#Predigdo do Modelo
Predit.ZINB = fitted(Msi.ZINB)

#Definig8o dos eixos
plot(x = Predit.ZINB,

y = Residuos.Quant,

xlab = "Valores Ajustados",
ylab = "Residuos Quantilicos",
pch = 19,

col = "black",

ylim = c(-3, 3))

#Linha de referéncia no zero

abline(h = 0, 1ty = 2, 1lwd = 2)

#Linhas de referéncia em -2 e 2

abline(h = c(-2, 2), col = "red", lty = 3)

###Grafico Half Normal Plot###

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = TRUE,
diagfun = Residuos.Quant,
print.on = TRUE,
paint.out = TRUE,
xlab = "Quantis teodricos",
ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Quantis-Quantis com envelopes simulados#i#i#

hnp(Msi.ZINB,
halfnormal = FALSE,
diagfun = Residuos.Quant,
print.on = TRUE,

paint.out = TRUE,
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xlab = "Quantis teodricos",

ylab = "Residuos",

pch = 19)

###Grafico Worm-plot#i##

wp(resid = Residuos.Quant)

#u##########Distancia de Cook########H##H##

#Fungdo para calcular a disténica de Cook

Cook.Distance = function(modelo, dados){

n = nrow(dados) #Calcular o tamanho da amostra
beta = coef (modelo) #Coeficientes originais

V = vcov(modelo) #Matriz de covarifncia original

p = length(beta) #Nimero de parametros

cooks_d = numeric(n) #Vetor para armazenar as disténcias

cat("Calculando Disténcia de Cook\n")

bp = txtProgressBar(min = 0, max = n, style = 3) #Barra de progresso

for(i in 1:n) {

#Tenta ajustar o modelo sem a observagdo i

result = tryCatch({
#Atualiza o modelo removendo a linha i
model_i = update(modelo, data = dados[-i, ], trace = FALSE)
#Coeficientes do modelo sem a observagdo i
beta_i = coef (model_i)
#Diferenga entre coeficientes
diff_beta = beta - beta_i
#Foérmula da Distancia de Cook Generalizada
t (diff_beta)hxV%solve (V) %x%diff_beta / p

}, error = function(e) {
return(NA)

b

cooks_d[i] = result

setTxtProgressBar (bp, i)
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close(bp)

return(cooks_d)

#Basta mudar o modelo que vocé quiser calcular a Distanica de Cook na fungédo

#entre Msi.Poisson, Msi.BN, Msi.ZIP e Msi.ZINB.

#Calculo usando seu modelo e dados

Cook.Dist = Cook.Distance(Msi.Poisson, Estado_Civil)

#Define um limiar de corte
n = length(msi)

Limite = 4/n

#Visualizar os resultados
plot(Cook.Dist, type = "h",
ylim = c(0, 0.1),
ylab = "Dist&ncia de Cook",
xlab = "Observagdes")
abline(h = Limite, col = "red", lty = 2)
text(x = which(Cook.Dist > Limite),
y = Cook.Dist[Cook.Dist > Limite],
labels = which(Cook.Dist > Limite),

pos = 3, cex = 0.8)

##### I Teste Vuong##t########

vuong(Msi.Poisson, Msi.BN)

vuong (Msi.BN, Msi.ZIP)

vuong (Msi.ZIP, Msi.ZINB)
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